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RESUMO

Neste trabalho é desenvolvida uma metodologia semi-analitica com a finalidade de calcular
o fluxo de calor ndo-estacionario em paredes externas multi-compostos de edificacdes, em uma e
duas diregdes.

A motivacéo que levou ao desenvolvimento deste assunto foi basicamente a necessidade do
conhecimento dos fluxos de calor existentes em edificagdes. Esta aplicagdo tem grande impor-
tancia nos céalculos de carga térmica de ambientes com a finalidade de dimensionamento de sis-
temas de ar condicionado.

Nesta analise aparece como importante o fato de que a envoltdria das edificacdes apresenta
um comportamento térmico ndo-estacionario, principalmente devido as condicBes externas ja-
mais estacionarem como conjunto. Este comportamento reflete-se diretamente no comportamen-
to térmico dos ambientes internos da edificacdo, interferindo em aspectos importantes como con-
forto térmico e sistemas de climatizacéo.

Procura-se entdo uma metodologia capaz de realizar de forma semi-analitica o calculo dos
fluxos de calor existentes na envoltdria da edificacdo, dando especial atencdo a paredes externas
multicompostas.

Para tanto, o problema diferencial em uma dire¢do € transformado do dominio tempo para
o dominio complexo s pela Transformada de Laplace, a equacdo resultante é trabalhada para en-
contrarem-se as constantes de integracdo, e o retorno para o dominio tempo ¢é feito pela integral
de inverséo resolvida por Quadratura Gaussiana.

A metodologia de uma direcdo acima € aplicada em duas dire¢cdes resolvendo o problema
para temperaturas médias, de forma a reduzir o problema 2D para 1D. Nesta transformacéo, o
efeito da segunda dimensdo manifesta-se em um termo fonte. Para resolver este termo fonte é
proposto o uso de uma equacgdo auxiliar, que tem seus coeficientes encontrados iterativamente
para cada ponto de Quadratura.

Os dois procedimentos, 1D e 2D mostraram-se satisfatorio, sendo que o procedimento 1D
com Otima precisdo, e o procedimento 2D necessitando, apds o conhecimento do caminho mos-
trado neste trabalho, uma maior pesquisa na equacao ideal ao problema em analise, dependente
das condig0es de contorno.

A metodologia analitica procurada apresenta como principal vantagem em relacdo aos mé-

todos numéricos tradicionais o fato de ndo necessitar incrementos sequienciais no tempo e/ou es-

paco.



ABSTRACT

“Transient Heat Conduction in Multilayered Exterior Walls”

In this work, the Laplace transform technique with numerical inversion is used to develop
solutions for the problem of one and two-dimensional transient heat conduction in multilayered
walls. In this method, the partial derivatives with respect to the time variable are removed from
the differential equation by the application of the Laplace transform, the resulting system of ordi-
nary differential equations is solved and the transform of the temperature is inverted by numeri-
cal method. This method is based on Gaussian Quadrature, a method for the approximation of in-
tegrals. To test the method, a comparison was made with the Transfer Function Method, and with
the Finite Volumes Method.

The two-dimensional problem is solved by reducing it to one-dimensional problem by the
use of average temperatures across the x section, and introducing heat sources at the y boundary.

The advantage of the Laplace/Gaussian method is that there is no need to step in time or

position. The solution for any value of t or x can be found immediately.

Vi
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1 INTRODUCAO E REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo € feita uma introducdo ao problema a ser resolvido e uma ampla reviséo bi-

bliografica de trabalhos correlatos ao assunto em estudo.

1.1 OBJETIVOS DO TRABALHO E DESCRICAO DO PROBLEMA

Este trabalho visa calcular o fluxo de calor ndo-estacionario em paredes multi-camadas ex-
ternas de edificacbes, em uma e duas dire¢Oes. Este problema tem grande aplicacdo no calculo de
carga térmica de ambientes, com a finalidade de dimensionar sistemas de ar condicionado para
conforto térmico. Neste problema o principal valor a conhecer é o fluxo de calor que entra no
ambiente condicionado.

Para tanto é estudada uma parede referenciada na bibliografia (ASHRAE 1997) para fluxo
uni-direcional (em x, chamado 1D) e bi-direcional (em x e y, chamado 2D). Neste célculo, é con-
siderado que externamente exista uma variacdo ciclica da temperatura do ar e da radiacdo solar,
representadas pela temperatura Sol-Ar. No problema 1D é considerada a temperatura Sol-Ar para
uma parede voltada para oeste, e no problema 2D é acrescentada a variacdo da temperatura Sol-
Ar para uma superficie horizontal que passe a receber sol a partir das 12 horas, como se existisse
uma janela vertical acima desta parede e que a proteja do sol antes das 12 horas. Estas configura-
¢Oes sdo bem detalhadas nos capitulos 2 e 3. O capitulo 2 analisa o fluxo de calor em uma dire-

¢do,e o capitulo 3 analisa uma parede com fluxo de calor em duas direcdes.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para iniciar a analise do problema, procurou-se primeiramente realizar uma consistente re-
visdo bibliografica de trabalhos relacionados com o tema em estudo. Na revisdo bibliogréafica fo-
ram analisadas os principais enfoques dados a problemas de difusdo de calor e umidade ndo-
estacionarios em meios multi-compostos. Procurou-se agrupar as metodologias em quatro gran-
des grupos: 1 - Métodos numéricos, 2 - Funcdes de transferéncia, 3 - Métodos analiticos e 4 -

Transformada de Laplace.



1.2.1 METODOS NUMERICOS

Esta secd@o preocupa-se principalmente com os calculos relativos a difusdo de calor e massa
em meios variados, e algumas medi¢0es experimentais.

Spolek et al (1985) apresentam um trabalho onde preocupam-se com a transferéncia transi-
ente de calor e massa em paredes, tendo em vista que o isolamento de paredes para conservagéo
de energia aumenta a possibilidade de condensacdo de umidade no interior destas. Utilizam
equacOes baseadas na conservacgdo de massa e energia. O conjunto de equagdes diferenciais par-
ciais resultantes incluem armazenagem de entalpia e massa de dgua. As equacOes sdo acopladas
através dos coeficientes de transporte. Uma solucdo numérica por diferencas finitas gera perfis de
temperatura e umidade para uma camada de material simples sujeita a uma grande faixa dos coe-
ficientes das condigdes de contorno.

Burch et al (1989) comparam resultados previstos e medidos na transferéncia transiente de
calor e umidade em paredes multicamadas. Apresentam um modelo de capacidade distribuida em
diferencas finitas. O modelo é unidimensional e usa um potencial simples (pressdo de vapor
d’4gua) para predizer a taxa de transferéncia de calor.

Ojanen e Kohonen (1989) analisam a influéncia higrotérmica da conveccdo do ar na estru-
tura de paredes. Desenvolvem um modelo numérico de simulagdo para analisar o comportamento
higrotérmico transiente de estruturas de edificacbes multi-camadas porosas, com conducdo e
conveccao acopladas.

Burch e Thomas (1992) apresentam uma analise da acumulacdo de umidade em uma pare-
de de madeira sujeita ao clima de inverno, através de um modelo transiente, unidimensional, em
diferencas finitas, que prediz a transferéncia acoplada de calor e massa em paredes multicamadas
em condigdes nao-isotérmicas

Mahdavi e Lam (1993) apresentam analises dinamicas e visualizagdes da difusdo de vapor
d’agua através de componentes multicamadas de edificagdes, através de um método auxiliado
por computador, em tempo real.

Karagiozis e Kumaran (1993) analisam o desempenho de barreiras contra vapor em paredes
residenciais tipicas. E utilizado um modelo de transporte bi-dimensional transiente para o ar, ca-
lor e umidade. Sao realizadas duas series de calculos. Na primeira, a parede é exposta a condi-
¢Oes de contorno com coeficientes constantes, representativas de periodos tipicos de aquecimen-

to. Na segunda série, as condicOes externas sdao modificadas para representar evolucdes climati-



cas conhecidas. Estes calculos preliminares ndo consideram efeitos de chuva, radiacdo solar e
ventos.

Chorneyko e Besant (1989) apresentam um modelamento térmico da base de uma edifica-
cdo com e sem piso isolado, através da instrumentacdo do pordo de uma casa desocupada para
medir os fluxos de calor e distribuicdo de temperaturas nas paredes isoladas e piso ndo isolado
durante um ano. Os dados medidos foram comparados com dois métodos de dimensionamento
de fluxos de calor transientes e com um modelo de elementos finitos bi-dimensional que incorpo-
ra trocas internas de calor radiante.

Observa-se nos trabalhos acima uma preocupacao com o célculo da difusdo de umidade na
envoltoria das edificacfes. Um dos métodos para o célculo transiente da transferéncia de calor
em parede externas de edificacdes mais utilizado atualmente é o da Funcdo de Transferéncia, que
ndo permite o conhecimento do campo interno de temperaturas. Nota-se que todos os métodos
acima sdo numeéricos. Os métodos a serem desenvolvidos no presente trabalho deverdo permitir o
conhecimento do campo interno de temperatura sem necessidades de incrementos seqiienciais no

tempo e/ou espago, facilitando os célculos de difusdo de vapor d’agua.

1.2.2 FUNCOES DE TRANSFERENCIA E FUNCOES Z

O segundo grande grupo de metodologias para transferéncia transiente de calor em paredes
externas de edificacOes sdo as Funcdes de Transferéncia e outras, a seguir analisadas.

Burch et al. (1987) apresentam um procedimento experimental para medir o desempenho
térmico dindmico de amostras de paredes compostas usando um calorimetro de camara quente
calibrada. Foi gerada uma condicdo climética externa dependente do tempo, como um ciclo de
temperatura diurna sol-ar. A taxa transiente de transferéncia de calor através da amostra de pare-
de foi determinada por um balango energético da camara de medigdo, e comparada com a taxa
prevista usando um modelo analitico e fungGes de transferéncia por conducéo.

Ackerman e Dale (1987) comparam medigdes experimentais e previsdes computacionais
das perdas de calor em paredes de concreto isoladas e ndo-isoladas de pordes em climas frios. As
previsdes foram feitas com um programa computacional de elementos finitos transiente bi-
dimensional e pelo método de Mitalas (Funcdo de Transferéncia). Foi encontrada boa aproxima-
¢ao entre as previsdes computacionais e as medi¢des no campo.

Burch et al. (1988) apresentam um método para caracterizar o desempenho dinamico de

amostras de parede de alvenaria com propriedades conhecidas de transferéncia de calor usando



um calorimetro de camara quente calibrada. A parede foi instalada entre camaras de medicéo e
climética do calorimetro. Foram geradas na cdmara climatica fungdes excitacdo dependentes do
tempo, incluindo um ciclo sol-ar diurno, um ciclo diurno de quatro harmdnicas, uma funcéo de-
grau e um pulso triangular. A taxa de transferéncia de calor da parede medida para cada funcao
excitacdo foi comparada com boa aproximacéo a valores previstos usando um método analitico.
Para cada funcéo excitacéo, foram determinados coeficientes empiricos das fungdes de transfe-
réncia (CFT) para a parede por ajuste de curvas das taxas medidas de transferéncia de calor. Os
CFTs empiricos derivados dos testes de ciclo diurno predizem com sucesso a taxa de transferén-
cia de calor da parede para as outras fungdes excitacdo. Porém, este conjunto de CFTs ndo sao
unicos e diferem daqueles obtidos de um modelo analitico.

Burch et al (1990) mostram uma comparacdo de dois métodos de teste para determinar o0s
coeficientes da fungdo de transferéncia para uma parede usando um calorimetro de cadmara quen-
te calibrada, onde verifica experimentalmente e compara dois métodos de teste dindmico para ca-
racterizar o desempenho térmico transiente de paredes compostas. Neste métodos, uma amostra
da parede € interposta entre as duas camaras condicionadas do calorimetro. A superficie exterior
da parede é sujeita a uma funcdo excitacdo varidvel com o tempo para a temperatura do ar. Na
superficie interna, a temperatura do ar € mantida constante, sendo medida a resposta como fluxo
de calor. Deriva os coeficientes da funcdo de transferéncia por conducgdo que relacionam a res-
posta medida de fluxo de calor com a funcéo excitacdo. Os dois métodos de teste dinamicos fo-
ram aplicados a uma parede de blocos de concreto ocos isolados que continha pontes térmicas
significativas e fluxos laterais de calor. Os coeficientes empiricos da funcdo de transferéncia de-
rivados pelos métodos de teste estimaram com boa aproximacao a resposta de fluxo de calor da
parede quando a superficie exterior foi sujeita a funcbes excitacdes sensivelmente diferentes da-
quelas usadas para derivar os coeficientes.

Seem et al (1990) apresentam um modelo para reduzir as funcdes de transferéncia usando
um método de raiz dominante, colocando que os métodos da funcdo de transferéncia sdo mais
eficientes para resolver problemas de transferéncia de calor transientes de tempos longos que 0s
esquemas numéricos de Euler, Crank-Nicolson ou outras técnicas classicas. Mostra que as fun-
cOes de transferéncia relacionam a saida presente de um sistema linear constante com uma série
temporal das entradas presentes e passadas, e saidas passadas. No trabalho, as entradas sdo mode-
ladas por uma funcéo linear continua por partes. Apresenta um novo modelo para reduzir o nu-
mero de coeficientes nas funcdes de transferéncia que sdo usadas para resolver problemas de

transferéncia de calor. Mostra duas vantagens no método: primeiro, se a fungdo de transferéncia



original é estavel, a funcdo de transferéncia reduzida também sera estavel. Segundo, o método
pode determinar as funcGes de transferéncia reduzidas para multiplas entradas e simples saida.

Mais recentemente, Spitler e McQuiston (1993) desenvolvem a revisdo de um manual para
calculo de cargas de aquecimento e resfriamento, na forma do novo ASHRAE Cooling and Hea-
ting Load Calculation Manual, como parte do ASHRAE RP-626, com énfase em novas técnicas e
dados. Muito do novo material do manual é baseado em recentes pesquisas da ASHRAE. O novo
manual cobre trés métodos de calculo das cargas: o método de funcdo de transferéncia (MFT),
base para 0s seguintes, 0 método da diferenca de temperatura da carga de resfriamento/carga de
resfriamento solar/fator da carga de resfriamento (DTCR/CRS/FCR) e 0 método de diferenca de
temperatura equivalente total/média temporal (DTET/MT).

O método da Funcéo de Transferéncia tem sido o método utilizado com mais freqiiéncia na
resolucdo dos calculos transientes de conducdo de calor em paredes externas multicompostas.
Pode ser determinado analiticamente pela solugcdo das matrizes de conducgéo, que relacionam flu-
xos de calor e temperaturas. Apresenta como vantagem a simplicidade, pois uma vez conhecidos
os coeficientes da funcao de transferéncia, os mesmos podem ser utilizados com qualquer outra
funcdo excitacdo. Apresenta como desvantagens o fato de ndo permitir qualquer modificacdo nos
dados da parede original, como coeficientes de pelicula e campo de temperaturas, bem como a
exigéncia de incrementos temporais pré-definidos.

A transformada Z apresenta-se como uma alternativa as funcdes de transferéncia.

Eunilkim (1988) discute as bases e formalismo dos fatores de peso ambiental em termos de
funcBes de transferéncia discretas térmicas de um modelo de zona simples, utilizando técnicas de
transformada-Z, para analisar os fenémenos de transferéncia energética transiente em edifica-
cdes. Os fatores de peso para temperaturas e fluxos de calor sdo formulados pelo principio da su-
perposicao e derivados pelo uso do processo de Z-(de)convolugdo. Os resultados principais obti-
dos mostram os fatores de peso ambientais na sua forma compacta e também prové interpreta-
cOes fisicas dos parametros relacionados.

Haghighat et al. (1991) apresentam um procedimento experimental para obter os coeficien-
tes das funcgdes de transferéncia Z da envoltéria de uma edificacdo. Considera que os metodos de
calculo para determinar os coeficientes da funcéo de transferéncia z, que caracterizam o desem-
penho térmico dindmico dos componentes da edificacdo, existem, mas dependem de um nimero
de consideragdes e pode-se suplementa-los com coeficientes derivados experimentalmente. Dis-
cute neste trabalho o uso de técnicas de identificacdo do sistema para derivar a resposta termica

dindmica dos componentes de edificacdo usando sinais seqlenciais multi-freqliencia binarios



(SMFB). Os SMFB sao implementados para determinar a funcdo de resposta de frequéncia do
sistema em multi-freqiiencias. Os coeficientes da funcédo de transferéncia Z sdo obtidos pela apli-
cacdo de tecnicas de regressdo multi-linear a resposta de freqtiéncia. Os coeficientes da fungéo de
transferéncia Z também podem ser obtidos utilizando regressé@o de minimos quadrados no domi-
nio temporal.

Haghighat e Liang (1992) apresentam uma revisdo das alternativas de determinacdo da
conducéo de calor transiente atraves da envoltoria de edificacdes. Diferencia entre trés métodos
principais: técnicas numéricas, analise harmonica e funcéo de transferéncia Z. D4 as capacidades,
limitacGes e consideracfes destes métodos. Discute métodos de determinacédo dos coeficientes da
funcdo de transferéncia Z. Também apresenta uma comparacao limitada dos métodos experimen-
tais para determinacdo dos coeficientes da funcao de transferéncia Z. Mostra que analise por res-
posta de frequéncia usando sinal seqliencial multi-freqiiencia binério pode dar uma minuciosa
descricdo do desempenho térmico dindmico de um sistema. O coeficiente da funcéo de transfe-
réncia Z pode entdo ser obtido usando-se técnicas de regressao multi-linear no dominio freqiién-
cia. Este trabalho da prioridade ao método da funcéo de transferéncia Z, sendo que o Unico méto-
do analitico que comenta é por analise harmdnica, um método limitado pelo fato das condicoes
externas nao serem sempre ciclicas.

Brown e Stephenson (1993) mostram medi¢des, em calorimetro de cAmara quente guarne-
cida, das caracteristicas de transmissdo de calor dindmica de algumas espécies de paredes. Me-
dem a resisténcia térmica estacionaria e as caracteristicas de transmissdo de calor transiente de
diversas paredes. Para todas as paredes, a resposta de frequéncia medida aproxima-se da resposta
de frequiéncia prevista. Por outro lado, a resisténcia térmica medida varia de 45 a 90 % da resis-
téncia térmica prevista. Concluem que, dentro das condi¢Ges impostas aos dados e equacdes e as-
sumindo a resisténcia térmica real do protétipo, o fluxo de calor previsto usando os coeficientes
da funcdo Z de transferéncia é suficientemente preciso para aplicacGes préaticas.

Krarti et al (1994) descreve um algoritmo que calcula a transferéncia detalhada de calor en-
tre 0 solo e edificios, com analise do efeito do isolamento. Faz analise de sensitividade espectral
para determinar o efeito de mudancas ciclicas nas temperaturas internas e externas. Procura de-
senvolver uma solugdo semi-analitica, validar os resultados com dados empiricos ou modelos
numéricos tridimensionais detalhados e gerar fatores de resposta para fundacgdes para utilizacéo
em programas de simulacdo. Desenvolve, por analise de frequéncia, um modelo dindmico sim-

ples baseado na funcgéo Z de transferéncia.



A metodologia de calculo pela funcdo Z de transferéncia é bastante semelhante a funcéo de
transferéncia, com a caracteristica de basear-se na analise dos campos de freqiiéncia dos proble-
mas transientes.

Uma forma semelhante as fungdes Z sdo os fatores de resposta. Irving (1992) coloca que 0s
fatores de resposta térmica oferecem uma forma acurada de caracterizar o desempenho dos com-
ponentes da edificagdo. Mostra que as técnicas existentes usam métodos de séries temporais (se-
quéncia ordenada de dados), e necessitam aparelhos ambientais e condi¢gdes de contorno especi-
ais, para obter resultados consistentes. Desenvolve um novo método para estimar a resposta dos
componentes de edificacbes em condicdes de contorno transientes, e apos faz uma comparacgéo
com o método do valor U (coeficiente global de transferéncia de calor) padrdo. O novo método
usa técnica algébrica puntual para obter valores do fator de resposta diretamente de dados medi-
dos. Os valores de resposta sdo estimados de estatisticas de séries temporais com momentos cen-
trais. O fator de resposta representa a transmissdo térmica dindmica, e a area sobre o fator de res-
posta é o valor U estacionario. O valor U é determinado e comparado com o valor previsto teori-
camente. A relacdo entre duas séries temporais pode ser caracterizada em termos dos fatores de
resposta. O fluxo de calor pode ser expresso como uma convolugéo entre o gradiente de tempera-

tura observado e o fator de resposta térmica.

1.2.3 METODOS ANALITICOS GERAIS

Nesta secdo serdo vistos méetodos analiticos que ndo utilizam a Transformada de Laplace,
que serdo vistos mais tarde.

Serdo em primeiro lugar comentadas metodologias analiticas baseadas na separacao de va-
riaveis ou solugdes por séries de poténcia.

Burow e Weigand (1990) analisam a conducéao de calor unidimensional em um sélido se-
mi-infinito onde a temperatura superficial € uma funcdo harménica periodica. Procuram uma so-
lucdo aproximada simples para o comportamento transiente. Dividem a solugdo em duas partes:
uma com oscilagdo periddica estacionaria e outra que descreve o comportamento transiente da
temperatura desde a superficie do solido. A parte estacionaria é conhecida, e a parte transiente é
resolvida pela expanséo em series de poténcia.

Chang e Payne (1991) procuram uma solucéo analitica exata para a conducao de calor em
uma placa com duas camadas de materiais diferentes com condutividade linearmente dependente

da temperatura. O problema é bi-dimensional sem fonte, com temperaturas prescritas em trés la-



dos e isolamento no quarto lado. A condutividade térmica é considerada por uma transformacéo
de Kirchhoff. O problema é linearizado e resolvido por separacdo de variaveis. Conclui existir
diferencas significativas na distribuicdo de temperatura e fluxo de calor entre casos de condutivi-
dade ndo dependente e dependente da temperatura.

Tsai e Crane (1992) preocupam-se com a transferéncia de calor entre superficies com con-
tato imperfeito. Apresenta uma solugdo analitica para a distribuicdo de temperaturas em um sis-
tema simetrico unidimensional com fluxo de calor em um lado e isolamento no outro. Resolvem
o0 problema utilizando 0 método da superposi¢do de subproblemas e pelos autovalores e autofun-
coes.

Choudhury e Jaluria (1994) obtém uma solucédo analitica para a distribuicdo de temperatura
transiente em uma placa plana e em uma barra cilindrica de comprimento finito movendo-se a
velocidade constante e sujeita a transferéncia de calor convectivo na superficie. A solucéo anali-
tica é obtida como uma série infinita. A inclusdo dos primeiros 25 termos da série foi suficiente
para obter uma solucdo convergente na maioria dos casos. A solucéo analitica é comparada com
solugdes numéricas obtidas previamente para este problema de fronteira movel. Obtém excelente
aproximacéo entre resultados analiticos e numericos, indicando a importancia da solucédo analiti-
ca para validacdo dos esquemas numéricos. Investiga a variagdo do campo de temperatura dentro
do material com o tempo. Para tempos muito pequenos, ap6s a partida dos processos, as solucoes
numéricas sdo muitas vezes aproximadas. Nestes casos o0s resultados analiticos sdo particular-
mente Gteis.

Outras metodologias bastante importantes sdo os métodos integrais.

Haji-Sheikh e Beck (1990) apresentam um procedimento para obter solugfes precisas para
muitos problemas de conducdo transiente em geometrias complexas usando um método integral
baseado em Galerkin (IBG). As condi¢bes de contorno ndo-homogéneas sdo acomodadas pela
técnica de solugdo com funcbes de Green. Uma funcdo de Green obtida pelo método IBG mostra
excelente precisdo para grandes tempos. Mostra-se que a particdo temporal da funcdo de Green
leva a solugBes corretas para pequenos e grandes tempos. Em um exemplo, é considerado um ci-
lindro oco com superficie interna convectiva e fluxo de calor prescrito na superficie externa. S&o
suficientes somente poucos termos seja nas solugdes para tempos pequenos ou grandes para pro-
duzir resultados com excelente precisdo. A metodologia usada para sélidos homogéneos ¢ modi-
ficada para aplicacdo em sélidos heterogéneos complexos.

Vujanovic e Jones (1990) consideram trés métodos analiticos para procurar as solugdes

aproximadas de problemas de condugéo de calor unidimensional, transiente e ndo linear basean-



do-se nas equacOes candnicas de transferéncia de calor. O primeiro método pode ser considerado
como uma generalizagdo ou refinamento do método integral. O segundo é um método iterativo
similar ao Targ (linearizacao) utilizado na teoria de camada limite. O terceiro método é um pro-
cedimento variacional introduzido no espirito do principio variacional de Gauss.

Bouzidi (1991a) propde um modelo analitico para o tratamento do problema de difuséo
térmica ndo-estacionaria e unidirecional em uma parede multicamadas plana. cilindrica ou esféri-
ca. Este modelo é baseado na técnica de transformacéo integral e no formalismo das matrizes de
transporte para resolver respectivamente o problema homogéneo nos limites e o problema de va-
lores propostos, que ndo é do tipo Sturm-Liouville convencional por causa da descontinuidade
dos coeficientes. Para o calculo dos valores proprios em vista de uma obtengdo numérica do mo-
delo, se apresenta como um procedimento confiavel porque os métodos classicos nao afastam o
risco de alguma falha no curso dos célculos.

O modelo analitico desenvolvido em Bouzidi (1991a) é estendido ao problema de difusao
térmica ndo-estacionario entre diversas placas multi-compostas em Bouzidi (1991b) formando
um cenario onde se produzem trocas acopladas de conducéo, conveccéo e radiacdo. Esta exten-
séo exige, alem da constancia dos coeficientes, a linearidade e reciprocidade das transferéncias
térmicas. Para o calculo dos autovalores do problema singular de Sturm-Liouville, associado ao
problema homogéneo nos limites resultante da decomposi¢do do problema original, se mostra
gue o procedimento descrito em Bouzidi (1991a) é extensivel ao caso considerado nesta segunda
parte.

Apresenta-se aqui outros méetodos analiticos, que ndo incorporam a transformada de Lapla-
ce.

Shapiro e Motakef (1990) investigam experimental e analiticamente a transferéncia de ca-
lor e massa unidimensional transiente com mudanca de fase em uma placa porosa. Mostram que
para uma grande classe de problemas a taxa de movimentagdo da zona Umida pode ser desaco-
plada da troca transiente nos campos de espécie e temperatura, e que 0 processo transiente pode
ser reduzido aqueles de campos quase-estacionarios nos dominios dependentes do tempo. Apre-
senta resultados analiticos para condensados méveis e imoveis. Obtém razoavel associagéo entre
as solucgdes analiticas e dados experimentais.

Caulk (1990) desenvolve um método para calcular as temperaturas da solucdo estacionéria
periodica em corpos sélidos com condigfes de contorno em alta-freqiiencia. As dificuldades nu-
méricas associadas com os gradientes dos incrementos e rapida variacdo de temperatura proxima

a fronteira sdo trabalhadas confinando todas as temperaturas transientes a uma camada de con-
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torno limitrofe de espessura constante. A espessura da camada € especificada e depende somente
do periodo do disturbio no contorno e da difusividade térmica do material. A solugdo transiente
na camada superficial é representada por um polindmio em sua coordenada transversal, com coe-
ficientes variaveis temporais determinados por um método Galerkin. O método desenvolvido é
suficientemente geral para manusear condi¢fes de contorno nao-lineares, e particularmente atil
no caso importante de coeficiente de transferéncia de calor varidvel com o tempo.

Grandjean e Thibault (1991) apresentam um novo critério para assumir resisténcia térmica
interna negligenciavel em problemas de conducédo de calor transientes. Consideram que o limite
de Biot igual a 0,1 pode ser aumentado se a mudanca da temperatura externa for gradual. Deri-
vam solugdes analiticas para a temperatura interna dos solidos quando a temperatura do fluido
externo varia de acordo com dindmica de primeira ordem. Comparam as diferencas de tempera-
turas entre 0 método da capacitancia global e solugfes exatas como funcdo do nimero de Biot e
do critério de Predvoditelev (Pd = L?/at). Mostram que o nimero de Biot pode ser relaxado para
pequenos valores do critério de Predvoditelev. Para s6lidos com condutividade térmica finita, e
resisténcias convectivas e condutivas importantes, o balanco calérico pode ser resolvido pela in-
tegral de superposi¢édo de Duhamel.

Claridge (1992) apresenta 0 TC 4.7 Procedimento para Andlises Energéticas Simplificadas
(PAES), que ndo incorpora massa térmica como um fator na estimativa das necessidades energé-
ticas de aguecimento e resfriamento de um prédio. O projeto de pesquisa ASHRAE RP-564 foi
iniciado em parte para desenvolver um tratamento massico térmico possivel de ser utilizado no
PAES. Utiliza um circuito simples RC (resisténcia / capacitancia) com um n6 massico simples
usado em cada zona. O modelo é fisicamente intuitivo e flexivel, e pode ser resolvido analitica-
mente.

Hou et al (1993) apresentam um método de elementos discretos para meios compostos e
conducdo de calor unidimensional. A funcdo de Green para estado estacionario e meio discreta-
mente ndo-homogéneo é mostrada pelo uso de principio iterativo. As solucgdes exatas podem por-
tanto serem expressas por representacdo de funcdes de Green. Um problema nédo-estacionério é
resolvido numericamente tratando as derivadas temporais como termo fonte. Os resultados de-
monstram precisdo, estabilidade e eficiéncia.

Wei e Shian (1993) apresentam uma solucédo analitica para o campo tridimensional de tem-
peraturas no liquido e zonas termicamente afetadas ao redor de uma cavidade de solda produzida
por uma radiacdo movel distribuida de densidade energetica baixa ou alta. A distribuicdo da taxa

de energia incidente é assumida como Gaussiana e a cavidade ¢ idealizada por um paraboldide de
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revolucdo em pedacos de espessura infinita, semi-infinita ou finita. O estudo encontra que 0s
campos de temperaturas podem ser descritos pelas funcGes de Laguerre e hipergeométricas con-
fluentes. Satisfazendo um balanco da quantidade de movimento na base da cavidade e utilizando
uma consequiéncia da segunda lei da termodinamica, a profundidade de penetracdo é determina-
da.

Xin e Tao (1994) investigam uma solugdo analitica para a condugdo de calor transiente em
dois meios semi-infinitos em contato com diversos materiais. O contato pode ser perfeito ou néo,
inclusive com fonte de calor entre os meios. Baseiam-se nas solugfes fundamentais da conducéo
de calor transiente em meio simples semi-infinito para obter solu¢des analiticas da conducédo de

calor quando acopla-se dois meios diferentes.

1.2.4 METODOS QUE UTILIZAM A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Neste item serdo apresentados diversos métodos que utilizam a Transformada de Laplace.
Os primeiros analisados sdo os Métodos Hibridos. Estes métodos em geral utilizam a transfor-
mada de Laplace associada com alguma metodologia numérica.

Chen e Chang (1990) desenvolvem uma aplicacdo do método hibrido em problemas inver-
sos de conducdo de calor. O método hibrido envolvendo o uso combinado dos métodos da trans-
formada de Laplace e dos elementos finitos é consideravelmente potente para resolver problemas
de condugdo de calor linear unidimensional. Neste método, os termos dependentes do tempo sao
removidos do problema usando o método da transformada de Laplace e entdo o método de ele-
mentos finitos é aplicado ao dominio espacial. A temperatura transformada é invertida numeri-
camente para obter o resultado da quantidade fisica. Devido a ndo existéncia de incremento tem-
poral, este método pode calcular diretamente as condicdes superficiais de um problema inverso
sem incremento temporal.

Chen e Lin (1991) apresentam um método numérico hibrido que combina a aplica¢do da
técnica de transformada de Laplace e o método de diferencas finitas (MDF) ou o método dos
elementos finitos (MEF) em problemas térmicos transientes ndo-lineares. O dominio espacial nas
equacdes governantes é discretizado pelo MDF ou MEF e os termos ndo lineares sdo linearizados
por expansao em series de Taylor. Os termos dependentes do tempo sdo removidos das equacdes
linearizadas pela transformacdo de Laplace, e os resultados a um tempo especifico podem ser
calculados sem incremento computacional no dominio temporal. Para mostrar a eficiéncia e pre-

cisdo do método, estuda diversos problemas térmicos transientes nao-lineares unidimensionais.
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Novamente Chen e Lin (1992) estudam a aplicacdo hibrida da técnica de transformada de
Laplace e método de diferencas finitas (MDF) & problemas de Stefan unidimensionais envolven-
do condicdes de contorno radiativas e convectivas. O termo radiativo € linearizado por aproxi-
macdo em series de Taylor, e entdo € aplicado o método hibrido. Este esquema é obtido pelo uso
da técnica de transformada de Laplace para os termos dependentes do tempo e do MDF com gra-
de fixa para o dominio espacial. Pode ser visto em varios exemplos ilustrados que obtém-se ex-
celente ajuste entre os resultados do método e outros de trabalhos anteriores. Para o problema de
mudanca de fase sujeito a condi¢es de contorno ndo lineares, trés ou quatro iteracdes sdo neces-
sarias para obter um resultado convergente num tempo especifico. As analises presentes também
demonstram que a aplicacdo da técnica de transformada de Laplace ndo se limita a problemas de
mudanca de fase com condi¢des de contorno lineares.

Kolev e Van der Linden (1993) apresentam uma aplicacdo da transformada de Laplace na
solucdo de problemas de transferéncia de calor e massa transientes em sistemas de escoamento.
Desenvolvem uma técnica numérica rapida para a solugdo das equaces diferenciais parciais que
descrevem fenémenos de transporte bi ou tridimensionais transientes. Baseia-se na transforma-
cao do dominio temporal original no dominio de Laplace onde sdo feitas integracbes numéricas,
e por transformac@es inversas numéricas subsequentes pode-se obter a solucdo final. O tempo
computacional é reduzido em comparagdo com as técnicas de diferencas finitas convencionais. A
eficiéncia das técnicas propostas é demonstrada por exemplos ilustrativos. O trabalho propde
técnicas numéricas rapidas para a solugdo das equacOes diferenciais parciais lineares, combinan-
do a transformada de Laplace e técnicas de diferencas finitas.

Chen e Lin (1993) investigam uma nova simulacdo numérica do problema de conducgéo de
calor hiperbdlico. A primeira dificuldade encontrada na solucdo numérica destes problemas é os-
cilagdo numérica na vizinhanga de descontinuidades. Mostram que técnicas hibridas baseadas na
transformada de Laplace e métodos de volume de controle podem ser aplicados com sucesso para
suprimir estas oscilagées. O método da transformada de Laplace € usado para remover 0s termos
temporais e as equagOes transformadas s@o discretizadas pelo esquema de volume de controle.
Sdo ilustrados varios exemplos comparativos envolvendo um problema néo-linear com radiacao
superficial e a conducédo de calor hiperbolica em uma regido composta, para verificar a precisao
do método. Devido a aplicacdo do método da transformada de Laplace, a técnica ndo necessita
considerar os efeitos do niumero de Courant nos resultados numéricos.

Os metodos hibridos séo interessantes, porém no presente trabalho desenvolve-se uma me-

todologia que ndo necessita o0 apoio de métodos numéricos, ganhando-se tempo computacional.
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Outra forma de aplicar a Transformada de Laplace é realizando a inversao por series ou ta-
belas. Nestas metodologias, a inversdo da transformada de Laplace é feita pela utilizacdo de sé-
ries ou pelo uso de transformadas conhecidas.

Kolev e Pungor (1987) discutem o problema de resolver numericamente modelos hidrauli-
cos baseados no fluxo tamponado disperso axialmente, pela transformada de Laplace, que ¢ apli-
cavel para o modelamento matemaético de diferentes fluxos através de sistemas seja em analises
quimicas (cromatografia, analise de injecGes em fluxos) ou industrias quimicas (diferentes reato-
res tubulares). Comparam métodos para inversdo numérica dos modelos de solu¢do no dominio
Laplace pela expansdo em séries das funcdes ortogonais. Os melhores resultados com respeito a
precisdo e tempo computacional sdo encontrados pelos métodos que empregam polindmios de
Chebyshev de primeira ordem e séries de Fourier em senos. Estes métodos foram tidos como me-
Ihores nestes aspectos que alguns outros freqlientemente usados em métodos de inversdo numéri-
ca.

Ku e Chan (1990) propde uma técnica para estender o método da transformada de Laplace
de forma a obter uma solucdo de forma fechada para problemas ndo lineares de mudanca de fase,
utilizando transformadas inversas conhecidas. Compara as solucdes obtidas com solugdes exatas
disponiveis.

Blackwell (1990) obtém uma solugdo analitica para o perfil de temperatura em um sélido
semi-infinito com uma fonte com decaimento exponencial (com a posi¢do) e condicdo de contor-
no convectiva usando transformadas de Laplace e solugdes tabeladas da transformada inversa. Os
parametros dimensionais apropriados sdo identificados e apresentadas as temperaturas como fun-
cao destes parametros na forma grafica. Com resfriamento nas superficies expostas, a temperatu-
ra maxima ocorre no interior do material. A localizacdo da maxima temperatura como funcéo dos
varios parametros do sistema é apresentada na forma gréafica.

Zedan e Mujahid (1993) desenvolvem um método preciso e eficiente para calcular a res-
posta transiente (e periddica estacionaria) de uma parede composta sujeita a fluidos com tempe-
ratura variavel periodicamente em um lado e constante no outro. A equacédo diferencial do pro-
blema é resolvida no dominio de Laplace e, apés, transformada de volta para o0 dominio tempo-
ral. O método usado para a transformada inversa geral é a aproximag&o pela técnica das séries de
Fourier.

Estes ultimos métodos apresentados assemelham-se muito com a metodologia uni-

direcional desenvolvida no presente trabalho.
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2 FLUXO DE CALOR NAO-ESTACIONARIO UNIDIRECIONAL EM PAREDES
EXTERNAS MULTICOMPOSTAS

Neste capitulo é desenvolvida uma metodologia semi-analitica para o célculo do fluxo de
calor transiente uniderecional em elementos multicompostos, sujeitos a uma condigéo de contor-
no com temperatura variavel e outra fixa. Tal método baseia-se na aplicacdo da Transformada de
Laplace com inversdo por Quadratura Gaussiana. Como atrativo ele apresenta, em relacdo aos
métodos puramente numericos, a vantagem de nao necessitar incrementos sequenciais no tempo
e no espaco, podendo-se portanto obter a solucdo desejada em qualquer instante.

Considerando que uma aplicacdo em potencial desta nova metodologia, no &mbito da En-
genharia, é o célculo da transferéncia de calor através de paredes externas de habita¢fes, como
exemplo aplicam-se condic¢des de contorno envolvendo radiacdo solar e conveccao transientes na
face externa de uma parede multicomposta, e conveccdo na sua face interna. O exemplo € resol-
vido pelo método proposto, volumes finitos e funcdo de transferéncia, sendo comparados 0s re-

sultados.

2.1 DESENVOLVIMENTO DO PROBLEMA

Seja um elemento multicomposto conforme representado na figura 2.1. O elemento é com-
posto por diversos meios i, sendo que i varia de 1 ate M. O problema tem no lado esquerdo uma
temperatura Ta(t), funcdo horéria, ciclica ou ndo, que sera posteriormente analisada, e um coefi-
ciente de conveccdo conhecido. No lado direito existe uma temperatura e um coeficiente de con-
vecgdo, ambos constantes. Os meios i sdo compostos por materiais diferentes, sendo que entre

eles pode ou ndo existir contato térmico perfeito.

A equacéo basica do problema é:

PT(xt) 1 aT(xt) %< XS K
aXZ :a_ at |=1121--'|M (la)
' t>0

sujeita as seguintes condi¢des de contorno e interface:
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h1 hM+1

Ta (1) To|To ... | Ti| Tisr| oo | Tma|[ T To

'\l

X1 X2 X3 Xi Xi+1 Xi+2 XM-1 XM XM+1

Figura 2.1. Superficie Multicomposta

k—:hl(T ~T) X =¥%,,t >0 (1b)
_k ~ h+1(T |+1) X=X (1C1)
T=T., i=12,..,M-1 (1c2)
ot ot
ko =k t>0 (1d)
aTy,
Kv —y x =hya(T,—Ty) X=Xp,1,t>0 (le)

e sujeita a seguinte condicdo inicial:

t=0,X < X<X;

TG =Ty (X)eyer - (1f)

O problema pode escolher entre as condi¢fes 1cl (existéncia de resisténcia de contato) e
1c2 (contato térmico perfeito). A condicdo inicial Toi(X) € uma funcdo que deve ser ajustada con-
forme a distribuicdo de temperaturas nos diversos meios ao fim de cada periodo de célculo, no
caso de condigéo externa ciclica.

O problema acima descrito bem como a aplicagédo da Transformada de Laplace a seguir

podem ser encontrados nos textos basicos de Transferéncia de Calor (Ozisik 1980).
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2.2 SOLUCAO ANALITICA
Aplicando a Transformada de Laplace a equacéo basica do problema 1a vem:

dzf(x,s)_ s — T.(x)

o T=- 2a)

Nesta equacao f(x,s) = L{T.(x,t);t —> s}, onde L é o operador transformada de Laplace.
Aplicando a Transformada de Laplace as condic6es de contorno vem:

kla hT, =hT,
dT, —
Ki K =h (T = Tiy)
=T, (20
AT, AT
L gy
Ky d;;(M My T = hM+1T_Sb

A solucdo da equacdo 2a é tomada da forma:

T,(%,5) = A(s)exp(—R,x)+ B, (s)exp(R;x)
exp(=R;x) [x 2
R A PR, +bx+cx* )dx ©)

exp(R;x) [ 2
——— ) exp(—Rx)(a; +b;x+c;x" )dx
2R,

Xi

Nesta equacédo Ri vale /s/¢«; e a distribuigdo inicial de temperaturas Toi(X), para melhor
ajuste ao campo inicial real de temperaturas, € tomada como polinbmios quadraticos a; + bi X +c;

x2. As exponenciais constantes da equagio formam uma base para uma solucéo apropriada. A in-
tegracdo da equacao 3 resulta em:

T.(%.5) = A(s)exp(-Rx; )+ B(s)exp(Rx;) (4a)
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Ti(%,1,8) = A (S)eXp(~RiX,,; )+
B (s)exp(Rixi, )+ 1i(X.1 )/ 2s
onde

[ 2 1
(X1 ) = ztai +b,X,, +C; (R_Iz + Xiiljj_

Nl exp(_Ri Xi-¢—l )_ NZ eXp( Ri Xi+1 )

onde

N =exp(FR;x; )(K;+M;x;+¢,x7 ),j=12

b, 2c
e
+R, R/
Mi =N _ﬁ
*R
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(4b)

(4b2)

Na equacdo 4b2, j representa a primeira ou segunda integral da equacdo 3. Estas equacdes

devem ser colocadas junto com suas derivadas nas condi¢des de contorno para encontrarem-se as

constantes A e B;i. As derivadas ficam:

dT(x,s)/ dx=—-R A(s)exp(-Rx )+
RB,(s)exp(Rx;)

dT, (X, )/ dx=—R; A (8)exp(—R;X;,, }+
R, B, (s)exp(R;x;,, )+1d;(x;,, )/ 2s

onde

Id; (x;,, ):(Zbi +4c, Xi+l)+Ri [N, exp(—=R;X,, )—
N, exp(R;X;.; )]

2.3 SISTEMA A SER RESOLVIDO

(5a)

(Sb)

(5¢)

Colocando-se as equagdes acima nas condigOes de contorno pode-se montar um sistema li-

near para obtencdo dos coeficientes A e Bi. A grande maioria das superficies envoltdrias de edi-

ficacBes é composta por quatro ou menos meios, de forma que o problema foi conduzido para re-

solver uma superficie composta por quatro meios, obtendo-se:
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a, b, 0 0 0 O
a, b, a, b, 0 O
a, b, a, b, 0 O
0 0 a, b, a, by,
0 0 a, b, a; by
0 0 0 0 a, by,
0O 0 0 0 a; b,
L0 0 0 0 0 O
Neste sistema os termos valem:

ai1=kiRi1+hy

az=exp(-Rix2)

a2=-exp(-R2x>)

a13=-k1R1 exp(-R1x2)

a23=koR2 exp(-R2x2)

azs=exp(-R2x3)

az4=-exp(-Raxa)

azs=-k2R2 exp(-R2x3)

ass=ksR3 exp(-Rax3)

azs=exp(-RaXa)

ase=-exp(-Raxa)

a37=-ksR3 exp(-Rasxa)

as7=k4R4 exp(-Raxs)

aus=eXp(-Raxs)(-kaR4+hs)

C,=hT,
C=—1(x,,)/2s..,.i=

C. =-kId,(x.,)/ 2s.

h
[

Cs

S 2

_|4(X5)j_

18
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OO0 0O 0000

o

~
=)

b11=-kiR1+h:
bio=exp(R1x2)
b2o=-exp(R2X2)
b1s=kiR1 exp(R1x2)
b23=-koR2 exp(R2x2)
b2a=exp(R2X3)
bas=-exp(Rax3)
b2s=k2oR2 exp(R2X3)
bas=-k3R3 exp(RaX3) (7)
bas=exp(R3Xa)

bas=-exp(-Raxa)

ba7=k3sR3 exp(RsXa)

ba7=-kaR4 exp(Ra4xa)

bag=exp(Raxs)(ksRa+hs)

(8)

K,
§g|d4(x5)

Este sistema linear tem a variavel s complexa participando do calculo dos coeficientes A e

Bi. Estes coeficientes devem ser colocados nas

equagdes 4 e a funcdo Ti(x,t), solugédo do proble-

ma la, é encontrado pela formula de inversdo da Transformada de Laplace. Neste trabalho utili-
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za-se o calculo desta integral de inversdo por Quadratura Gaussiana, substituindo-se a variavel

complexa s pelos valores dos pontos da Quadratura.
24 QUADRATURA GAUSSIANA

A quadratura de Gauss é um método de integracdo numeérica que utiliza intervalos com es-
pacamentos desiguais. Utiliza polinbmios ortogonais para aproximacao das funcdes a serem inte-
gradas. Como estes polindmios efetivamente aproximam as fungdes, pode-se utilizar esquemas
de integracdo numeérica baseadas em polindmios ortogonais. A derivacdo das formulas de quadra-
tura, em termos gerais, inclui a normalizacéo do intervalo de integracdo, a amostragem da funcéo
a ser aproximada nas raizes desigualmente espacadas do polinémio ortogonal e a geracdo do po-
linbmio de interpolacdo. As formulas de quadratura sdo entdo desenvolvidas pela integracdo de
polindmios de interpolacdo. A escolha do polindmio depende do tipo de funcdo e dos limites de
integracéo.

A seguir sera dada uma visao sobre polinbmios ortogonais. Seja (Stroud e Secrest 1966)
P.(X)=x"+a,, X" +.48, X +a,, (9)

onde n=0,1,2,..., sendo P, uma seqtiéncia de polindmios que satisfazem
b
LA(X)Pn(x)Pm(x)dx=O...,...(m¢ n,mn=012,...) (10)

Entdo Pn(x) forma uma seqiiéncia ortogonal no intervalo [a, b] com respeito & fungdo peso
A(x). Se A(x) nédo é negativa neste intervalo, a seqiiéncia é tnica.

A aproximacdo numerica da integral é dada por (Hornbeck 1975):
T=C[A T (x,)+ A, f (%, )+ +A T (X,)] (11)

onde 0s Xi S840 0s n pontos com espagamento variavel determinados pelo tipo e grau do polinémio
ortogonal utilizado, e os Ai s@o os fatores de peso encontrados no curso da derivacao. O termo C
€ uma constante determinada pelos limites da integral.

Para utilizacdo da quadratura de Gauss, deve-se colocar que a solucéo do problema 4 ¢é feita

pelo retorno do dominio s para o dominio t, através da integral de inversao:
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1 C+ joo —
Ti(x,t)=Z—ML_C‘_jwexp(st)Ti(x,s)ds (12)

Fazendo st = p para obter uma integral definida sem o pardmetro t no termo exponencial,

que ¢ a funcdo peso, vem:

LCEIE P )

1 C'+ joo
T =5 en(p)

onde c'=c/t. Tem-se entdo uma formula de quadratura do tipo:

[woot (aax= 0 Af(x,) (14)

A férmula de Quadratura Gaussiana apropriada é, segundo Heydarian e Mullineaux (1981):

1 forie F(p) . N
o I "exp(p) 5 0p= 2 AF(R) (15)
Observa-se que a funcio F(pk) é relacionada com a funcéo T.(x,p, / t), que deve ser inver-

tida, por:
F(pk):(pk/t)fi(x’pk/t) (16)

Colocando a equagdo 16 em 15 tem-se:

Tt = — | exp(p)

T(x.p /1)
2mj e dp=

t (17)
= 2 AP OT(x,p /1)
Pode-se entdo calcular Ti(x,t) substituindo-se s por p«/t, 0 que é feito no sistema 6. Os ter-

mos Pk S0 as raizes do polinémio:

(-1 2" a(n,r)p"" =0 (18a)

onde
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-D""'n[(n+r-11

a(n,r)= f(n—n)! (18b)
Os termos A séo as solugdes de:
> ApS=1/r10<r<(n-1) (18c)

Os termos Ax e pk podem ser encontrados para até n = 24 com 30 casas decimais em Stroud
e Secrest (1966). A substituicdo s — pw/t é utilizada para encontrar as constantes de integracéo A
e Bi do problema 6 e junto com os valores de Ax para encontrar Ti(x,t). E necessario portanto in-
verter a matriz n vezes para qualquer x ou t procurado diretamente, independente de incremento

nestas variaveis.

2.5 APLICACAO DO METODO

O desempenho térmico da envoltoria de edificacbes tem participacdo importante no confor-
to térmico interno e no consumo de energia no caso de utilizacdo de condicionamento artificial.
A envoltéria das edificacbes estd normalmente em processo transiente de transferéncia de calor,
seja em resfriamento ou aquecimento. Este célculo transiente tem como principal forma de reali-
zacdo atualmente o uso do Método da Funcdo de Transferéncia (ASHRAE 1993, Mitalas 1968 e
1972). Este método necessita um célculo prévio do fluxo transiente através de pulsos unitarios,
para encontrar-se apos a Funcdo de Transferéncia. O incremento temporal existe quando ja se
conhece a funcdo de transferéncia, devendo ser de mesma magnitude do pulso unitario inicial.
Além disso este método tem aplicacéo para paredes pré-calculadas, dificultando o célculo de pa-
redes diferentes destas, quando se necessita o recalculo das Func¢des de Transferéncia, alem de
ndo permitir o conhecimento do campo de temperaturas dentro da parede. Outra metodologia
possivel € o uso do Método dos Volumes Finitos, que por ser numérico apresenta também as ne-
cessidades tipicas de incrementos espaciais e temporais, sendo porém mais flexivel aos diferentes

tipos de paredes.

26 TEMPERATURA SOL-AR
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A condicdo de contorno externa é de 32 espécie, com troca de calor por convec¢do. Nesta
troca, no caso de paredes externas de edificacBes, deve estar incluido o efeito da radiacéo solar, o
que é feito com a introducdo de uma temperatura ficticia chamada Temperatura Sol-Ar
(ASHRAE 1993).

Seja uma superficie externa sujeita a conveccdo com o ar exterior e a incidéncia de radia-
cao solar, conforme representado na figura 2.2. O balango do fluxo de calor em uma superficie

ensolarada, exprimindo o calor que entra na parede é:

Parede, o,&
Radiacdo Solar
It

thhO

AR RYARY

~—+

S

Figura 2.2. Superficie Externa

q/ A=al, +h(t, —t,)—edR (19)

onde g/A = fluxo de calor, W/m?, o. = absortancia da superficie para a radiacdo solar, I; = radia-
¢do solar total incidente na superficie, W/m?, h, = coeficiente de transferéncia de calor por con-
veccdo e radiacio de onda longa na superficie externa, W/m?2.°C, t, = temperatura do ar externo,
°C, ts = temperatura superficial, °C, € = emitancia hemisférica da superficie em onda longa, 6R =
diferenca entre a radiacdo de onda longa incidente na superficie do céu e entorno e a radiacao
emitida por um corpo negro na temperatura do ar externo, W/m?,

Assumindo que o fluxo de calor pode ser expresso em termos da Temperatura Sol-Ar, tsa,

vem:

q/ A:ho(tsa_ts) (20)

Igualando os fluxos de calor vem:
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t, =t +al, /h —edR/h (21)

Conforme Bliss (1961), para superficies normais de edificacdes, o termo SR vale 63 W/m?
para superficies horizontais e 0 W/m? para superficies verticais. Para superficies comuns ¢ = 1.
Normalmente h, é tomado constante igual & 16,95 W/m?2.°C, a. vale 0,44 para superficies claras e
0,88 para superficies escuras.

O valor de It pode ser calculado por:

lk=lp+ g+ Ir (22)

onde Iy € radiacdo direta, lq é radiagdo difusa e I é radiacdo refletida pelo entorno. O valor de to
pode ser calculado por:

t, =t.,—(PVD*VD) (23)
onde tmax € @ maxima temperatura externa ao longo de um dia, PVD ¢é o percentual horario de va-
riacdo da temperatura externa (de 0 a 100%) e VD ¢ a variacdo diaria da temperatura externa. A
variacdo da temperatura externa, radiacdo total e Temperatura Sol-Ar para o problema resolvido
neste trabalho podem ser vistas na figura 2.3.

O método analitico necessita uma funcéo continua sobre as 24 horas do dia, e a equacdo 18
apresenta como desvantagem o fato da radiacéo |: ser descontinua ao longo do dia e de célculo
extenso.

A solucéo do problema estd baseada na fungéo excitacdo externa, e a precisao da resposta
estd diretamente dependente da precisdo desta fungdo excitacdo. Em outras palavras, a funcéo
analitica continua representante da temperatura Sol-Ar deve desviar-se 0 minimo possivel dos
valores originais. Isto pode ser feito pela utilizacdo de um polinémio em dupla preciséo.

Para tanto, foi escrito um programa computacional para ajuste da funcdo Temperatura Sol-
Ar pelo método dos minimos quadrados e o sistema de equacdes lineares simultaneas resultante
foi resolvido por inversdo de matriz pela eliminacdo de Gauss-Jordan com pivotamento de colu-
na (Hornbeck 1975).
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Figura 2.3. Temperatura Sol-Ar
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Para eliminar oscilagdes dos polinbmios de graus elevados, o periodo de 24 horas foi divi-

dido em periodos menores, e ajustado um polinémio, de menor grau, para cada um destes perio-

dos. A formulagdo de uma funcéo Unica é possivel pela utilizacdo da funcdo unitéaria de Heavisi-

de, U(t-a), tendo-se:

T(t)= 2 U(t-t,(s)) ~U(t—t, (s)] 2c(z.n)"

(24)

onde t; e tr s&o as temperaturas iniciais e finais de cada zona z onde sé&o ajustados cada polinémio

com coeficientes c. Para a Temperatura Sol-Ar do problema resolvido neste trabalho, a primeira

zona inicia a zero hora e termina as 5 hs, quando inicia a insolagdo. A segunda zona termina ao

meio dia, quando inicia a insolac¢éo direta na parede oeste considerada. A terceira zona termina as

16 horas, quando ocorre o pico da Temperatura Sol-Ar. A quarta zona termina as 19 horas, quan-

do cessa a insolagdo, e a quinta zona termina & meia-noite. Com este fracionamento da Tempera-

tura Sol-Ar consegue-se um perfeito ajuste dos polinémios aos valores originais, conforme figura

2.4.
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Figura 2.4. Resultado do polindmio para Temperatura Sol-Ar

As tentativas até aqui feitas em aplicar diretamente a Transformada de Laplace as fungdes
de Heaviside ndo apresentaram bons resultados. Por isso o problema original com ciclo de 24 ho-
ras foi dividido em problemas seqiienciais com periodos iguais aos dos polindmios fracionarios.
Isto permite que se calcule um dia pelo calculo de cinco horas somente, as horas finais de cada
ciclo fracionario. Estes calculos permitem o conhecimento do campo de temperaturas dentro da
parede, que traz a condicdo inicial do problema para o ciclo seguinte.

E importante comentar que a escolha por resolver um problema com a Temperatura Sol-Ar
como excitacdo se deve ao fato de, por ser esta relativamente mal-comportada, os problemas de-
correntes de seu uso, se resolvidos, permitem dizer que a grande maioria de outras excitacées
também serdo resolvidas.

A parede, estando em processo transiente de fluxo de calor, apresenta distribui¢cdes néo li-
neares de temperatura. Neste trabalho, sdo considerados ajustes do campo de temperatura por po-
linbmios quadraticos do tipo ai + bi X + Ci X2.

A distribuicdo de temperaturas e polinémios considerados como condicdo inicial para as 19
h do quarto dia (regime ciclico) para o estuque e concreto do problema resolvido podem ser vis-
tas na figura 2.5. Observa-se a boa concordancia dos polinbmios com o campo de temperaturas.

Também a escolha das condicdes inicias como polinémios quadraticos permite, a principio,

dizer que a grande maioria dos problemas poderao ser resolvidos com esta consideragéo.
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Figura 2.5. Distribui¢éo de Temperaturas e PolinGmios

2.7 METODO NUMERICO DE SOLUCAO

Emprega-se aqui o Método dos Volumes Finitos, conforme descrito por Patankar, 1980.
Neste método o dominio de célculo é discretizado sob a forma de volumes de controle, integran-
do-se a equacdo diferencial que descreve o fenémeno estudado ao longo de cada um destes vo-
lumes. A equacdo diferencial € também integrada ao longo de um intervalo de tempo At, obten-
do-se assim um sistema de equac@es lineares algébricas, uma para cada volume da malha, a ser
resolvido.

A evolucdo das temperaturas no interior da parede é calculada resolvendo-se o sistema de
equacdes algébricas a cada passo de tempo. As condi¢des de contorno, inclusive a da face exter-
na, que é transiente, sdo incorporadas nos volumes de controle das fronteiras.

A solucéo pelo Método dos VVolumes Finitos para o problema proposto foi obtida com uma
malha de 340 volumes igualmente espacada, um passo de tempo de 1,5 minutos e uma formula-
cao totalmente implicita, sendo o sistema de equagdes algébrica resultante resolvido por TDMA
(Patankar, 1980).

A independéncia das malhas foi declarada quando ao refinar-se a malha espacial de 170 pa-
ra 340 volumes, e a malha temporal de 3 para 1,5 minutos a maxima variagdo do fluxo termico

ao longo do 4°dia ndo foi maior do que 2,5%.
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2.8 METODO DA FUNCAO DE TRANSFERENCIA

Este método apresentado em ASHRAE (1993) e Mitalas (1968) calcula o ganho de calor

pela parede por:

I 1
qe,e :Lzbn(te,enS )_ Zdn(qe,efns )_ trc zCnJ (25)

onde ge,0 € 0 ganho de calor na hora 6, ¢ é o intervalo de tempo, n é o indice dos somatorios,
igual ao numero de valores ndo-negligenciaveis dos coeficientes, te ans € a Temperatura Sol-Ar
no tempo é-n4, trc € a temperatura interna constante e by, ¢n € dn S80 0s coeficientes da Funcédo de

Transferéncia por conducéo.
2.9 PROBLEMA RESOLVIDO

Para avaliar o comportamento dos trés métodos foi resolvido o problema constante em
ASHRAE (1993). Seja uma parede multicomposta (figura 2.6) de cor clara construida com 25
mm estuque (k = 0,692 W/m.°C, a. = 4,434E-7 m?/s), 100 mm concreto pesado (k = 1,731, o =
9,187E-7), 25 mm isolante (k = 0,043, o = 1,6E-6), 20 mm reboco (k = 0,727, o = 5,4E-7), e co-
eficientes de conveccdo externo e interno de 16,95 e 8,26 W/m?2.°C respectivamente. N&o ha re-
sisténcia térmica de contato entre as camadas. A temperatura interna da sala € mantida constante,
igual & 24 °C. O fluxo foi calculado através de 1 m? de parede oeste. A temperatura externa evo-
lui como funcdo horéaria com ciclo de um dia, segundo a Temperatura Sol-Ar retirada de
ASHRAE (1993) para 40° Latitude Norte, 21 de Julho, a/ho = 0,026, cujos valores aparecem na
tabela 2.1 (recalculados). Considera-se que estes valores tabelados repetem-se consecutivamente
por no minimo quatro dias, tempo necessario para o sistema entrar em regime periodico (ndo

ocorre nebulosidade atmosférica).
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Figura 2.6. Parede Calculada

Tabela 2.1. Temperatura Sol-Ar

th |t th |tsa th |tsa

1 12543 |9 [29.764 |17 |50.618
2 2488 |10 |31.7 18 [43.948
3 2444 |11 |33.752 |19 |31.416
4 12411 |12 |3585 |20 [29.83
5 |24 13 [40.446 |21 |28.62
6 [25.104 |14 |46.682 |22 |27.52
7 126.382 |15 |50.86 |23 |26.64
8 27918 |16 |52.35 |24 |25.98

Estes valores calculados conforme descrito no item Temperatura Sol-Ar aparecem na figu-
ra 2.3 acima citada.

A condicdo inicial para o0 Método dos Volumes Finitos foi de 28,5°C em toda a parede, no
Método da Transformada de Laplace com Quadratura Gaussiana foi de 24°C, e no Método da
Funcdo de Transferéncia foi de fluxo inicial igual a zero. Estas condigdes porém tem pouca in-
fluéncia nos resultados do quarto dia, pelo amortecimento da parede. O que ocorre € gque como a
condicéo de contorno externa € oscilatéria, apds o quarto dia 0 campo inicial j& ndo mais interfe-
re de forma significativa. Para retirar davidas, foi resolvido o problema pelo método Lapla-

ce/Gaussiana para condicao inicial 28,5 e 24 °C, e os resultados aparecem na tabela 2.2.
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Tabela 2.2 Fluxos de Calor para duas Temperaturas Iniciais, W/m?

Hora  Fluxo de calor t,=24°C  Fluxo de calor t,=28,5°C
1 11,449916480916750 11,449936498332370
2 9,974905545414860 9,974921981694463
3 8,628499636164763 8,628513372222953
4 7,402345690738550 7,402357162491374
5 6,293862451921888 6,293872233769455
6 5,313087545921974 5,313095383208058
7 4,525417658861408 4,525424450943631
8 4,015240934186479 4,015246721609403
9 3,815837748568795 3,815842531054461
10 3,930391936557937 3,930395975719077
11 4,347889613849477 4,347892965871527
12 5,049087064433408 5,049089930266256
13 6,011276682515802 6,011278966203228
14 7,317324995601704 7,317327111431480
15 9,245493860584922 9,245495538725720
16 11,798682587578230 11,798683968797890
17 14,617496003151430 14,617497081560220
18 17,223952986881420 17,223954125735180
19 19,009866741724400 19,009867580208830
20 19,280180246322690 19,280181076671160
21 18,163261454235770 18,163261934557760
22 16,515674819199540 16,515675314546390
23 14,762236674471040 14,762237028606820
24 13,053898085504450 13,053898481108810

Pode-se observar diferenca na quinta casa decimal para a primeira hora (mais perto da con-

Os resultados numéricos para os trés Métodos aparecem na tabela 2.3.

O fluxo de calor para o quarto dia estd colocado na figura 2.7 junto com a Temperatura
Sol-Ar. Nesta figura nota-se que a Temperatura Sol-Ar funciona como excitagéo e o fluxo de ca-
lor interno como resposta do sistema, com um retardo devido ao comportamento térmico da pa-

rede.

Tabela 2.3 Resultados pelos trés Métodos (dia 4)
MFT = Método da Funcéo de Transferéncia
MVF = Método dos VVolumes Finitos
MLG = Método Laplace/Gaussiana

MFT MVF |MLG
W/m?  |W/m?> |W/m?
11,310 (11,440 |11,450
9,872 9,969 (9,975
8,556 8,625 (8,628

WIN (- |
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4 7,355 7,401 |7,402
5 6,268 6,295 [6,294
6 5,304 5,317 |5,313
7 4,533 4,533 4,525
8 4,038 4,027 14,015
9 3,843 3,831 [3,816
10 3,957 3,947 3,930
11 4,373 4,366 4,348
12 5,069 5,068 |5,049
13 6,027 6,031 [6,011
14 7,354 7,345 |7,317
15 9,272 9,280 |9,245
16 11,7/8 11,831 |11,799
17 14,540 |14,638 |14,618
18 17,071 17,225 |17,224
19 18,772 118,983 |19,010
20 18,968 |19,231 |19,280
21 17,839 18,121 |18,163
22 16,225 |16,486 |16,516
23 14,524 | 14,741 | 14,762
24 12,868 |13,039 |13,054

30

O Método Laplace/Gaussiana (e o0 Volumes Finitos) permite calcular facilmente as tempe-

raturas dentro da parede ao longo do dia. Esta distribuicdo pode ser vista na figura 2.8 para o pe-

riodo crescente de Temperatura Sol-Ar..

Temperatura,C-Fluxo Calor,W/m2(x2)

60

40

20

Temp.$
(excitg

50l-Ar
1CA0)

A

v/

e

N

Fluxo de Calor

(resposta)

6 12

18

Hora

24

Figura 2.7. Excitacdo e Resposta do Sistema
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Figura 2.8. Campo de Temperaturas (periodo crescente)

2.10 DADOS CLIMATICOS REAIS

O método proposto também devera ser aplicado em célculos que considerem evolugoes ex-
ternas de temperatura e radiacdo reais, com a finalidade de verificar a resposta do sistema com
este tipo de excitacdo. Uma seqiiéncia real de 5 dias pode ser vista na fig.2.9. Até o presente

momento foi analisada a obtencdo dos polinémios fracionarios, sem apresentar qualquer tipo de
dificuldade.

60

Temp.Sol-Ar

40

Temp.Externa

3 WA

_ Rad.Solar

Temperatura, gr.C
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Figura 2.9. Evolucédo Real da Temperatura Sol-Ar
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Esta evolucao foi calculada para uma parede oeste de cor média (o = 0,66), coeficiente de

convecgdo de 16 W/m?2 °C.

2.11 ANALISE DE ERROS E ESTABILIDADE

Os erros aqui analisados foram calculados pela seguinte equagéo geral:

x100 (26)

onde E é o erro médio percentual, Va,i o valor em analise de erro na condicdo i, Vr,i o valor refe-
rencial para calculo do erro na condicdo i e n 0 nimero de resultados em analise.

O primeiro erro a ser analisado serd o do polindmio ajustado para a temperatura sol-ar. Pa-
ra tanto foram comparados os valores calculados pelos cinco polinémios fracionarios constantes
na equacdo 24 e que perfazem um dia de calculo com os dados originais constantes na tabela 2.1.
O erro médio percentual encontrado para 24 horas foi de 3,94E-02%, ou 0,0394%, muito baixo.
Convém porém salientar que o método dos volumes finitos utilizou os resultados da equacdo 24,
ndo existindo portanto diferenca em relagcdo ao método Laplace-Gaussiana, neste item.

O segundo erro analisado foi o introduzido pelos ajustes dos campos de temperaturas das
condicdes iniciais dos problemas seqiienciais, considerados como polindmios quadréticos. E bom
lembra que cada dia foi dividido em cinco problemas sequenciais para melhor ajuste dos poliné-
mios da temperatura sol-ar. Para tanto foram calculadas as temperaturas em cada meio no final
de cada intervalo de tempo, em espacamento de 5 mm (cinco milimetros), e calculadas as corres-
pondentes temperaturas com os polindmios quadraticos ajustados para cada condicao inicial e pa-
ra cada um dos quatro meios constituintes da parede, num total de 5 periodos x 4 meios = 20 cal-
culos de erro conforme equacdo 26. Foi entdo feito a média dos 20 calculos de erro, chegando-se
ao valor de 4,405E-03%, ou 0,0044% de erro para as condigdes iniciais, considerado muito bom.

As proximas analises de erro feitas sdo ligadas ao método da quadratura Gaussiana propri-
amente dito, sendo interessante colocar primeiramente uma viséo conceitual do erro nas quadra-
turas Gaussianas.

O melhor método para avaliar a precisdo de uma integral calculada por quadratura de
Gauss € comparar os resultados para varios valores de n, ou seja, para diversas quantidades de

pontos de quadratura. O grau de precisdo pode entdo ser considerado proporcional ao nimero de
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casas decimais que estdo corretas nas respostas. Pode-se as vezes encontrar grande variacao entre
as respostas, devido a presenca de singularidades ou oscilagdes em f(x). Para grandes valores do
numero de pontos de quadratura pode-se ter deterioracGes nas respostas causadas por erro de ar-
redondamento ou truncamento nos célculos.

Pode-se ter uma idéia da poténcia da quadratura de Gauss pelo conhecimento de que 0 me-
todo opera essencialmente com um polindmio de interpolagdo de grau 2n-1. Portanto, se n=10, 0
polindmio de interpolacdo é de grau 19. Como o polinémio de interpolacéo € de grau 2n-1, 0 me-
todo é exato para integracdo de polindmios de graus 2n-1 ou menores.

Esta ultima consideracdo ndo pode ser aplicada diretamente ao problema em analise, pois a
funcdo em integracdo é composta por exponenciais, conforme equacao 3. Pode-se porém dizer
que os polinémios das condicdes iniciais sdo de grau 2 e o polindmio da temperatura sol-ar ndo
passa de grau 10. Convém salientar que os dois participam da solucdo do problema.

O problema em analise foi entdo resolvido para diversas quantidades de pontos de quadra-
tura, especificamente para n=2,4,6,8,10,12,14 e 16, e os resultados horarios do quarto dia foram
sequencialmente comparados com uso da equacdo 26. Chamou-se aqui, entretanto, de variagédo

em vez de erro. Os resultados obtidos foram:

Variagédo de 02 para 04 pontos de quadratura: 10,4%
Variacdo de 04 para 06 pontos de quadratura: 0,0177%
Variagédo de 06 para 08 pontos de quadratura: 0,0015%
Variagdo de 08 para 10 pontos de quadratura: 0,00018%
Variacéo de 10 para 12 pontos de quadratura: 0,000094%
Variagdo de 12 para 14 pontos de quadratura: 0,00046%
Variagédo de 14 para 16 pontos de quadratura: 0,0046%

Observa-se claramente que o sistema vai convergindo até n = 12 quando passa a divergir,
provavelmente por erros de arredondamento ou truncagem, ja que a matriz (6) tem que ser inver-
tida n vezes para se encontrar os coeficientes de integracdo. Escolhe-se portanto, como valor ide-
al para o problema em anélise o valor de n =12. Os valores calculados e apresentados nos itens
acima foram feitos antes desta analise de erro e convergéncia, tomando-se na época n = 8. Mes-
mo assim, pode-se observar acima que este valor apresenta boa precisao.

Para testar a estabilidade do método foram introduzidas modificacfes nos valores de entra-

da do problema e observadas as variages nas respostas. Neste sentido, num primeiro célculo, a
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temperatura externa sol-ar foi variada em mais e menos dez graus hora a hora e foi observada a
variacdo na temperatura da face interna da parede, também hora a hora. Num segundo célculo, a
condutividade térmica dos meios constituintes (e por conseqiiéncia a difusividade térmica) foi
variada em mais e menos dez por cento, e observada a variacdo obtida no fluxo interno de calor
hora a hora.

No primeiro caso, a variagdo de mais e menos 10 °C hora a hora na temperatura sol-ar cau-
sou exatas variacdes de mais e menos 1,37 °C hora a hora na temperatura da face interna da pare-
de, mostrando grande estabilidade do sistema, pois a perturbacdo foi simétrica em relacdo a exci-
tacdo inicial, e a resposta da parede foi exatamente simétrica. Salienta-se aqui que quando da va-
riacdo menos dez graus, algumas vezes a temperatura da face interna da parede ficou menor que
a temperatura interna do ambiente, resultando em carga térmica negativa (entrada de calor na pa-
rede), e mesmo assim o sistema apresentou-se estavel.

No segundo caso, com variacdo das propriedades térmicas dos materiais, um acréscimo de
10 % na condutividade e difusividade térmica causou um aumento de 6,7 % no fluxo de calor in-
terno, e uma diminuicdo de 10 % causou uma diminuicdo de 7 % no fluxo de calor. As variagdes
ndo foram idénticas pois ndo variou-se as demais condi¢fes do problema como coeficientes de
pelicula, excitacdo, espessuras, densidades e calor especifico. Mas de qualquer forma, a resposta
do sistema foi considerada boa.

A Ultima analise de precisdo e estabilidade feita sobre o sistema traz junto um retorno no
tempo em relagdo a um procedimento ja utilizado, que foi a de ajuste da temperatura sol-ar utili-
zando um polindmio Unico para as 24 horas, com oscilagdes inerentes em torno do valor correto
da temperatura. Este procedimento foi abandonado procurando-se melhorar a precisdo do méto-
do. Como atualmente ja se conhece respostas precisas, é possivel comparar as respostas obtidas
com polindémios fracionarios, que divide o dia em cinco problemas, com as respostas obtidas
com polinémio Unico para todo o dia. Perde-se em precisdo, mas ganha-se em esforco computa-
cional, pois pode-se ter incrementos temporais de 24 horas, em vez de incrementos proximos de
5 horas.

A diferenca média entre os calores calculados pelos dois métodos, hora a hora para o quar-
to dia foi de 1,24%, podendo-se resolver cinco problemas seqlenciais no lugar de aproximada-
mente dezoito, dependendo da hora a ser calculada. Considera-se resultados razoaveis do ponto
de vista de estabilidade e precisao, principalmente em Engenharia, para uma boa economia com-
putacional. Este aspecto ganha muito em relevancia se for comparado com os métodos numéri-

cos, que teriam que discretizar o dominio espacial e temporal, para os quatro dias. Os dois proce-
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dimentos, em termos de excitacao e resposta aparecem na figura 2.10. Notas-se que, devido ao
amortecimento da parede, ndo fazerem muita diferenca as oscilagdes da excitacdo, sendo muito
dificil distinguir diferencas nas respostas do problema. Para uma parede mais leve (150 mm tijo-

lo) a diferenca fica em 2,14%.

60

Polin.Fracionario \

40
~N

Polindbmio |24h

AN

(

Temp.Sol-Ar,C,Fluxo Calor(x2),W/m2

T N "
Respostas das duas excitacdes
o T T T T
0 6 12 18 24

Hora

Figura 2.10. Respostas do sistema com polindmios fracionario e diario
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3 FLUXO DE CALOR BI-DIRECIONAL NAO-ESTACIONARIO EM PAREDES
EXTERNAS MULTI-COMPOSTAS

Procura-se aqui uma metodologia semi-analitica aplicada ao fluxo de calor bidirecional

ndo-estacionario em elementos multi-compostos.

3.1 PROBLEMA PROPOSTO

Seja um elemento multi-composto conforme figura 3.1.

Ta(t)
—l—' X Y1 h2
y
Ta(t) he | 1]2(3]4]hs T
Ys hs

X1 X2 X3 X4 Xs
Te

Figura 3.1. Elemento bidirecional multi-composto

O elemento em andlise é composto por diversos meios, numerados de 1 a 4, com proprie-
dades térmicas diferentes. Entre eles pode ou ndo existir contato térmico perfeito. Na face es-
querda existe um fluido com temperatura variavel com o tempo, chamada Ta(t), e um coeficiente
de convecgédo constante chamado hi. Na face direita existe um fluido com temperatura Tp € um
coeficiente de conveccdo hs, ambos constantes com o tempo. Na face inferior existe uma tempe-
ratura Tc e um coeficiente de convecgdo hs, ambos constantes. Na face superior existe um fluido
com temperatura variavel com o tempo Tq(t) e um coeficiente de convecgdo h, constante com o
tempo.

A equacéo basica do problema é:




fxlsx3x5

O’T (X, y,t) T (xy,t) 1 aT(x,y,t) J1£i34
8X2 + ayz :OL_IT ...... t>0

Y1 SY<VYs

onde i sdo 0s meios participantes do problema e a a difusividade térmica.

3.2

As condicdes de contorno em x sdo de terceira espécie:

AT, (X, Y.t ]
kl%zhl[l(t)—ﬂ(xmy,ﬂ] L t>0

OT, (X, y,t) e o
k4%:h5[Tb_T4(X51y,t)] Jyl Y= Ys

As condi¢des de contorno em y sdo de terceira espécie:

OTi(X,yq,t
—ki%:hz[m(t)—n(x,yl,t)] ...... 1:24
" aTi();’ny't):hg[Tc—Ti(x,y5,t)] X1 <X < Xg

As condices de interface em x, considerando contato térmico perfeito, sdo:

Ti(Xi+l1y’t):Ti+l(Xi+1’yvt) t>0
LG FENA I C T /19 P 1<i<3
oox T X Y, <Y<y,

A condig&o inicial do problema é:

T(x,y0)=FK(Xx,y)...... }x1£x£x5

APLICACAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE AO PROBLEMA

Aplicando a Transformada de Laplace ao problema (27) vem:
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(%, <x<x
d’T(xy,8) d°T(x,y,8) s Toi(X,y) J 1<i<4
dXZ + dy2 - ai Tl(ny!S)_ - ai """ (28)
YiSYSYs
As condigdes de contorno em x ficam:
dT(X.Y8) | ey o |
_klld—lx—h[T(s)—Tl(xl,y,S)] L
...... 28a)
dT, (x ,y S) T - | <y< (
4 S ANTB YT —hL T4(X5,y,S)J J yl y y5
As condic¢des de contorno em y ficam:
dT(x,y,,s) _ _
—k —————"=h,|T,(S)=T.(X,¥,,S)|-.....
dy [Ta(5)-T0x,.9) 1<i<4 (28b)
dT(x.ys.8) [T - 1 X, < X < X
Ki dy = hsL S _Ti(X!yS’S)J
As condicdes de interface em x ficam:
_-ri(XiJrl'y!s):-riJrl()ﬁJrl'y!s)
dTi(Xi+1’y’S) dTi+1(Xi+l1y’S) """ 1SI <3 (28C)
ki = ki+l
dx dx V<Y<Y

3.3 TEMPERATURA MEDIA

O principal objetivo do problema é calcular o fluxo de calor na face direita, a carga térmica
do ambiente. O problema serd primeiramente resolvido em termos de temperaturas medias em vy,

Ti(X,1):

(0= Ty @)
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onde H=y5 - yl.

Escrevendo o problema para temperatura média e aplicando 29 na equagéo 27 vem:

Fr(xt)  aTyet) Tyt ] 1 an(xt)

Ox? + HL oy o J o o (30a)
A equacéo acima pode ser rescrita com termo fonte S;:
Fr.(xt) 1 ot(xt)
o« ot +S,(x,t)...,...onde
(30b)
s (xiyo LT ooy b]

Lembrando a equacéo de Fourier, g=-k dT/dy, facilmente observa-se que a fonte representa
os fluxos de calor no contorno y, lembrando que a=k/pcp.

As condigdes de contorno em x ficam:

ot,(x,,t)
—ky =T (1) = 1y (X b))
ot a(XX t) (30c)
k, ——==h[T, —1,(x,,1)]
4 ax 50'b 4 5

As condic¢des de contorno em y permanecem:

OT.(X,y;,t)
g RLALE FLAR Sy ~T(X,Y,,

i oy Z[Td(t) T(x.y t)] (30d)
" aTi(g;,yS,t):hs[Tc_Ti(wS,t)]

As condigdes de interface em x ficam:

Ti(X,10t) = 11,0 (X,00t)
ot (Xuaot) K Ot (Xi1,t) (30e)
i — N+l

k
OX OX
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A condicdo inicial fica:

7, (x0)=G(x) (30f)

3.4 APLICACAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE NA TEMPERATURA ME-
DIA

Aplicando a Transformada de Laplace a equacéo 30b vem:

% S‘(x S)=— (X)+S(x S)...,...onde
. |_d T(ys)  d T(x,Ys8) | (31)
(xs)= HL dy dy
As condigdes de contorno em x ficam:
T e () =hT(s)
dz (xs,s) (31a)

k4T+ hsT,(Xs,8) = hs?
As condigdes de contorno em y ficam:

dT(X,Y,,s) _ _
ko2 R T(x,Y,,8) = T (s
dy 2 ( yl ) 2 d( ) (31b)

dT(X,¥s.8) | = T,
kid—y5+h3Ti(X,y5,S): ha?

As condigdes de interface em x ficam:

T (Xi11,8) = Tiga (Xis1,8)
" dTi(Xi+115)_k d7i,1(Xis1,5) (31c)

| dX i+1 dX

A solucdo do problema 31 é tomada da forma:
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r_-(x s)= Ai(s)exp(—R~x)+ Bi(s)exp(R;x)

+wvex (R, x{ Toi (X )+§i(x,s)}dx (32)
esz(Flj X)I))((I { 0|(I )+S (, S)}dx

Nesta equacdo R; vale /s/ o . Para resolver a equacéo 32 é necessario conhecer a distri-
buicdo inicial de temperaturas médias e o termo fonte. A distribuicdo inicial de temperaturas sera
tomada por polindmios quadraticos, como feito no capitulo unidimensional. Resta conhecer a
fonte Si.

35 EQUACAO AUXILIAR PROPOSTA

Para a temperatura transformada T; , constituinte do termo fonte, serd proposta uma equa-

cao baseada também em polindmios quadraticos em X e y, obtendo-se:
_ 2 2 2
TH(xy.8)= 2ay(s)y" {me(s)y“jx+(Zcm(s)y“Jx2 (33)
n=0 n=0 n=0

Esta equacao proposta deve ser fungdo de x e y, ndo necessitando ser funcdo explicita de s,
ja que os coeficientes da equacdo sdo encontrados iterativamente para cada valor s dos pontos de
quadratura. A equacdo proposta deve, da melhor maneira possivel, aproximar o campo de tempe-
raturas em determinado instante, fungéo de x e y. Deve também ter bom comportamento compu-
tacional, em termos de inverséo da matriz resultante.

As equacdes propostas serdo assinaladas por um indice p. Para encontrarem-se os coefici-
entes ani, bni € Cni Serdo utilizadas as equagdes de contorno em y (31b) e a defini¢do da tempera-

tura média, equacéo 29, obtendo-se (paray: = 0 e ys = 1, ou seja, parede com 1 m de altura):

(x8)= Zan.(s) (Zb"i(s)j“@cﬁgsz 34)

n+1 o n+l1
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Como tem-se um total de nove incognitas, a equacdo acima, junto com as condi¢cfes de
contorno em y serdo aplicadas em trés se¢Oes de cada meio i. Para tanto é necessaria a derivada

em y, obtendo-se:
-rp 2 2 2
%Xy”) = 2 nay(s)y"" {anm (s)y“‘ljx +(chm(s)y“-1]x2 (35)
n=1 n=1 n=1

Colocando a equagdo 35 em 31 obtém-se:
SP(x,8) = —2(ay () + by (5)x+ G (3)X°) (36)

As trés equagdes utilizadas para encontrar os coeficientes podem ser vistas na figura abai-

XO0.

Y1 Y5

Fig. 3.2 Perfil de Temperatura Transformada emy

3.6 SOLUCAO DO PROBLEMA

A condicdo inicial 1o da equacdo 32 serd calculada por ajuste de polinbmio quadrético,

conforme método unidirecional, da forma:

T, (X)= idmx" (37)
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Estes dados deverdo ser colocados na equacdo 32, que devera ser integrada e derivada, para
ser colocada nas condi¢des de contorno, formando um sistema que devera ser resolvido, como no
caso unidirecional, por Transformada de Laplace com Quadratura Gaussiana.

O caso mais simples é quando x = x;, quando as integrais ficam nulas, obtendo-se:
Ti(%i,8)= A(S)exp(~Rix; )+ B; (s)exp(Rix; ) (38)
Para um x qualquer, a equacdo 32 pode ser escrita de outra forma, ficando ent&o:

7,(x,5) = A(s)exp(—=R.x)+ B.(s)exp(Rx)
)
dx

PSR s ) SR 7L )
+M_[Xxiexp(Rix)§i(x,s)dx— 2R )I exp(—R x)5,(x,5)dx

2R

Observa-se na equacgdo acima que as duas primeiras linhas representam o problema unidi-
mensional do capitulo anterior, e a terceira linha o efeito da segunda dimensdo. Pode-se portanto
utilizar o resultado unidirecional acrescido do resultado das duas integrais da ultima linha acima.
Como o termo fonte tem uma equacdo semelhante a condicdo inicial, os resultados das integrais

também serdo semelhantes, obtendo-se:

7(0,8) = A(S)e(-Rx) + B(S)erp(Rx) o) - 4 (40)
onde
[ 2 1
Ii(x)=2Ld1i+d2iX+d3i E‘FXZ J_ N, exp(—Rix)— N, exp(Rx)
N; =exp(FRX (K + M ;% +dy X" )...,... =12
d, 2d,
onde K. _dl'_+R Y (40a)

Si(x)= Z{a2i +b2ix+02i[%+ xzﬂ— N;exp(—Rx)— Njexp(RXx)
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N‘ = exp(FRX )(K!+ Mix +Cy X ).pn j =12
by 2¢y

onde K =a, - R + R? (40Db)
, 2¢,,
Mj = b2i _i_F\’i

A equacdo acima é a solucdo genérica do problema. A equacdo 40a é a parte unidirecional,
capitulo anterior, e a 39b o efeito da segunda dimensdo. Esta equacéo, junto com a 38, deve ser
colocada nas condigdes de contorno para encontrarem-se as constantes de integracdo Ai e Bi.

Alem delas, é necessario colocarem-se as derivadas destas equacdes, obtendo-se para Xi:

dt;(%.5)

o Ri[Bi(s)exp(Rix; ) — A;(s)exp(—R;x; )] (41)

Para x qualquer obtém-se, também baseado no capitulo anterior:

dT(x,5) 1d.(x) o,Sd,(x)
— o0 = RIB(9)exp(Rx)— A(s)exp(-Rx)]+ =, = == (42)
onde
Id;(x) = (2d,; +4d;x) + R [N, exp(—R x)— N, exp( R X)] (42a)
Sd,(x) = (2by, +4c,x) + R [N exp(~R x)— N7 exp(R x)] (42b)

3.7 SISTEMA A SER RESOLVIDO PARA A TEMPERATURA MEDIA

A equag&o 42a representa o problema unidirecional, e a 42b o bidirecional. Deve-se agora
colocar as equagOes 38, 40, 41 e 42 nas condicOes de contorno em X, equacdes 31a, e interface
em X, equacgOes 31c, para acharem-se as constantes de integracdo das equacdes 38 e 40, solucdes

do problema, obtendo-se:
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dt,(Xq,S) 3 _
e e A CIDRUNAD
Ti(Xj+1,8) =Tis1(Xjs1,8) l
G008 | BT (.8)
[ dx =Kin dx

dt,(Xs,S T,
Kyg 142_)(5 )+hsf4(x5,5)=h5?b

L=123

45

(43)

Com as equagOes acima pode-se montar um sistema linear para obtencdo dos coeficientes

A e Bj obtendo-se:

H
o
o

D D
R )
N

o o o
N
N
N
BU

&

w
D v v D

&

ﬁd

0 O 24 b24
0 0 25 b25
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Neste sistema os termos valem:

a11=(kiR1+h1) exp(-R1x1)
az=exp(-Rix2)
az=-exp(-R2x2)
a13=-k1iR1 exp(-R1x2)
a23=k2R2 exp(-R2x2)
a24=eXp(-R2x3)
ass=-exp(-Rax3)
azs=-k2R2 exp(-R2x3)
ass=ksR3 exp(-Raxa)
azs=exXp(-R3Xa)
as6=-eXp(-R4xa)
as7=-ksR3 exp(-Raxa)

as7=KaR4 exp(-Raxa)

o O o

D o ®
& €

0 0]TA
0 0|,
0 0] |A
0 o0]|s,
0o oAl
A Dy B,
a, by A,
Y _B4_ L

N »—\O

w

~

(2]

N

ONOO0O00O0

[ee]

b11=(-k1R1+h1) exp(R1x1)

bi2=exp(Rix2)
b2o=-exp(R2X2)
b13=k1R1 exp(Rix2)
b23=-koR2 exp(R2X2)
b2a=exp(R2X3)
bas=-exp(Raxa)
b2s=k2R2 exp(R2x3)
bas=-ksR3 exp(Rzx3)
bas=exp(R3Xa)
bas=-exp(-R4Xa)
b37=ksR3 exp(R3Xa4)
ba7=-kaR4 exp(Ra4Xa)
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asg=eXp(-Raxs)(-ksR4+hs) bag=exp(R4xs)(ksR4+hs)
C = hl-ITa
_ L(x)  oySi(%) .
C,=- 2s + s ] =240
ki (1d.
C; =——'(ﬁ—ai8di(x))...,...j:3,5,7 (44b)
S 2
h 1,(Xs) k,(1d,(x;)
Ce :?S[Tb - 25 +0,S,(Xs )j_?(%_ohsch(xs ))

3.8 CONVERGENCIA DA APROXIMACAO PROPOSTA

E necessario encontrarem-se os coeficientes ani, bni € Cni das equagdes acima. Como tem-se
nove incdgnitas, serdo necessarias nove equacdes para cada meio, as duas de contornoemy e a
temperatura média, aplicadas em trés secdes X.

A equacdo 33 deve ser aplicada nas condi¢des de contorno em y junto com sua derivada.
Obtém-se entdo as seguintes equacdes, escritas para as interfaces X1 a Xs e 0s pontos centrais de

cada meio Xs a X9, conforme desenho a seguir:

Ta(t)
—1—» X yi __hy
y
ht | 1] 2|3 |4 |hs
Ta(t) To

V5 | Xe | X7 [Xs | Xo

Figura 3.3. CondigGes de contorno e interface

(hyay — Kiay )+ (hyby — Kby )X+ (h,cy — Kicy )x* =h, Ty ()

2 2 2 T (45)
Z(nKi + h3 )ani + Z(nKi + ha )ani + Z(nKi + h3 )chni = h3 ?c
n=0 n=0 n=0
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A temperatura média proposta pode ser vista na eq.34, que sera igualada ao resultado da

equacéo 40, junto com as condi¢Oes de contorno em y, formando um sistema a ser resolvido ite-

rativamente para se encontrar os coeficientes ani, bni € Cni.

3.9 SISTEMA A SER RESOLVIDO PARA A EQUACAO PROPOSTA

O sistema sera resolvido substituindo-se s por pk/t dos pontos de quadratura e encontrando-

se ani, bni € cni iterativamente. Os termos da matriz codificados u(linha,coluna) podem ser vistos

abaixo. Os termos independentes estdo chamados C’(linha).

U, U, 0 u, ug 0 u; Ugo
Uy Up 0 Uy Ug 0 Uy Uyg0
Uy Up 0 Uy Ug 0 Uy UgO
Uy U U Uy Ug Ug Uy Ugu,

Us; Uss Usg  Us;  Usg g

w

u
Us; U, Us
U Ugp U
Up Uy U Uy U Uy Uy U U
Uy Ug Ug U Uy Uy Uy Uy Us

b3 Usa Uss Ugg Us;  Ugg Uso

-

Oo(?

=4

o

]

u91 u92 u93 u94 u95 u96 u97 u98 u99 -

_C{

G
C
Ci
C
Cs
C;
Gt

Cs

(46)

Os termos da matriz e os independentes podem ser vistos abaixo, escritos em linguagem

Fortran. As linhas da matriz estdo representadas por j, k p, e os termos foram aplicados a trés co-

tas x para cada meio i.

c *kkhkkkkikkhkkikkk COﬂdCOﬂtyl,Xtt(l,j) *kkkikkhkkikkkikkikkkik
c *kkk j:1,2’3 kkhkkhkkhkkikkkhkkhkkhkkhkkikkkhkkhkhkkikhkkikkhkhkhkikkk

c'(j)=ah2*td

u(j,1)=ah2

u(j,2)=-ak(i)

u(j,3)=0

u(j,4)=ah2*xtt(i,j)

u(j,5)=-ak(i)*xtt(i,j)

u(j,6)=0

u(j,7)=ah2*xtt(i,j)**2

u(j,8)=-ak(i)*xtt(i,j)**2

u@j,9)=0
C  FFFFkkkdkokkkkok Cond.cont.y5,xtt(i,j) *hkkhkkhkhhkhik
C *khkhkkhkkhkkikkikkikkikk k:4,5’6 *khkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkhkihkihkikikikiiikx

c'(k)=ah3*Tc*t/p(k)

u(k,1)=ah3

47
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u(k,2)=ah3+ak(i)
u(k,3)=ah3+2*ak(i)
u(k,4)=ah3*xtt(i,j)
u(k,5)=(ah3+ak(i))*xtt(i,j)
u(k,6)=(ah3+2*ak(i))*xtt(i,j)
u(k,7)=ah3*xtt(i,j)**2
u(k,8)=(ah3+ak(i))*xtt(i,j)**2
u(k,9)=(ah3+2*ak(i))*xtt(i,j)**2
R shslalaiaiakatatataied Temp.media Xtt(i,j) Fhkhkhkkhkkhhhkhhx (47C)
c *khkkkkhkhkkkikkikk p:7'8’9 *hkhkkkhkhkkkhkhkkkhkhkkkhhkhkhhikhkhkiikik
c'(p)=txt(i.))
u(p,1)= (1.0d+00,0.0d+00)
u(p,2)=(0.5d+00,0.0d+00)
u(p,3)=(1.0d+00,0.0d+00)/(3.0d+00,0.0d+00)
u(p,4)=xtt(i,j)
u(p,5)=xtt(i,j)/2
u(p,6)=xtt(i,j)/3
u(p,7)=xtt(i,j)**2
u(p,8)=(xtt(i,j)**2)/2
u(p,9)=(xtt(i,j)**2)/3

E necessaria uma estimativa inicial para ani, bni € coi. Uma primeira consideragio pode ser
um campo de temperatura constante, independente de X e y. Isto leva para ap; igual ao valor da
temperatura inicial, e os demais coeficientes iguais a zero. Apds, é feita a convergéncia dos coe-
ficientes. No problema resolvido, a convergéncia foi feita adotando um critério de diferenca ma-
xima de 0,01% (zero virgula zero um por cento) entre o valor adotado e o calculado.

Esta convergéncia sera chamada no texto de Matriz 9, pois utiliza quatro matrizes 9 x 9.

O retorno da temperatura média t para 0 dominio tempo também sera feito, como no caso

unidirecional, através de Quadratura Gaussiana, obtendo-se:

T, (60 =25 AP /DT (Xp, [ 1) (48)

Nesta equacdo a temperatura média transformada € calculada pelas equagdes 40, substi-

tuindo-se s por p(Kk)/t.
3.10 METODO ALTERNATIVO DE CONVERGENCIA
O método acima trata cada meio independentemente, sendo a unido deles feita pela solugéo

1D, ou pelo célculo das temperaturas médias. Como forma de verificacdo, desenvolveu-se outra

forma de convergéncia, semelhante ao problema 1D, onde utilizaram-se as condic¢des de contor-
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no e interface em x para efetuar a convergéncia dos coeficientes da equacéo proposta. Estas con-
dicOes podem ser vistas nas equacdes 28a e 28c.

Para tanto, foi necesséria a derivada da equacgéo proposta em X, ou seja:

w=(Zobm(s)y”]+Z(Zocm(s)y”jx (49)

Esta equacéo foi entdo aplicada nas condigdes de contorno e interface em X, junto com as
interfaces em y e a temperatura média. Como é necessario nove equacdes por meio, foram utili-
zadas tres secOes para temperaturas médias, duas condi¢Bes de contorno emy, nas se¢des médias,
e quatro pontos de contorno em X, dois de cada lado de cada meio, a ¥4 e % da altura'y. Como as
condicGes de interface em x sdo interligadas, € necessario a solucdo do sistema integral formado
pelos quatro meios, gerando uma matriz 36 por 36. Os locais de aplicacdo das equacdes podem

ser vistos na fig. 3.4.

tres se¢des p/ T média

o

Y2 ontos para contorno emy

4 pontos para contorno em x
[0) [0)

oD
Y

Fig. 3.4 Sec¢des e Pontos para Célculo dos Coeficientes

A matriz tridiagonal gerada aparece esquematizada na fig. abaixo. O célculo do fluxo de

calor por este método aparece no texto como Matriz 36.
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matriz 36x36 dos coeficientes

termos

quatro meios i ihdgpendentes

Fig. 3.5 Matriz do Método Alternativo

3.11 PROBLEMA RESOLVIDO

As temperaturas externas funcdo do tempo serdo consideradas como temperaturas Sol-Avr,
conforme considerado no capitulo anterior. A parede serd a mesma, voltada para oeste. Logo,
Ta(t) sera a mesma do capitulo anterior. A temperatura Tq(t) sera calculada para uma superficie
horizontal, com insolacdo direta a partir das 12 horas. Antes, serd considerada com a mesma in-
solacdo da superficie oeste. A temperatura Sol-Ar para a superficie horizontal pode entdo ser vis-

ta na tabela abaixo.

Tabela 3.1 Temperatura Sol-Ar para Superficie Horizontal

Tsa h Tsa h Tsa
2543 |9 |29.764 |17 |41.128
24.88 |10 |31.7 18 [35.29
24.44 |11 |33.752 |19 |31.286
2411 |12 |53.946 |20 |29.83
24 13 |54.642 |21 |28.62
25.104 |14 |53.624 |22 |27.52
26.382 |15 |50.886 |23 |26.64
27.918 |16 |46.604 |24 |25.98

V(N[OOI |[WIN[(F|D

As duas temperaturas Sol-Ar podem ser vistas na figura abaixo.
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Sup. Vertical
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0 6 12 18 24

Hora

Figura 3.6 Temperaturas Sol-Ar Vertical e Horizontal

O dia foi dividido em cinco problemas seqiienciais, como no problema unidirecional, com
intervalo nas principais inflex6es do grafico acima, a saber, as 5, 11, 15 e 19 horas, quando sdo
calculadas as condic@es iniciais do problema seguinte. Para o célculo das temperaturas médias
foram considerados 12 pontos de quadratura, por ter sido o melhor valor na anélise de erro feito
no capitulo anterior.

Com as consideragdes feitas, chega-se & uma parede com quatro meios, espessura total 17
cm e altura 1 metro, com relacéo base/altura de 0,17 (baixa, ou seja, figura esbelta), conforme
desenho a seguir, em escala. Na face esquerda e superior tem se temperaturas variaveis com o
tempo, e na direita e inferior constantes. O problema resolvido pode ser considerado como uma
parede voltada para oeste e com um vidro vertical na aresta superior direita, conforme desenho, o

que traz insolacdo conforme ja comentado.
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Td

0 vidro

Ta Tb

Piso

Esc.:1/10 v

17cm

Tc

Fig. 3.7 Parede Resolvida

O problema foi resolvido de tres formas: método numérico, conforme Patankar (1980), e
método proposto (Laplace/Gaussiana) pela forma Matriz 9 e Matriz 36. Os fluxos de calor para
0s problemas resolvidos para o quarto dia consecutivo podem ser vistos na tabela abaixo. A ra-

z40 para ser 0 quarto dia € a mesma comentada no problema 1D, e sera adiante analisada.
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Tab. 3.2 Fluxos de Calor para Solug6es Bi-Direcionais

Hora Numérico Matriz9 | Matriz 36
0 11.854 14.049 14.132
1 10.188 12.530 12.652
2 8.686 11.104 11.223
3 7.339 9.779 9.887
4 6.140 8.549 8.643
5 5.093 7.414 7.492
6 4.295 6.357 6.422
7 3.802 5.439 5.497
8 3.644 4,763 4.813
9 3.833 4,371 4.417

10 4,357 4,276 4,318
11 5.195 4.478 4513
12 8.200 4.359 4.394
13 10.602 4.579 4,593
14 12.323 5.526 5.490
15 14.255 7.283 7.166
16 16.194 9.954 9.889
17 18.010 13.103 13.038
18 19.318 16.219 16.193
19 19.818 18.590 18.581
20 19.250 19.335 19.339
21 17.629 18.574 18.587
22 15.655 17.187 17.214
23 13.689 15.624 15.672
24 11.854 14.049 14.132

Estes fluxos, colocados na forma grafica podem ser vistos na figura abaixo.
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Calculando-se o fluxo medio de calor para os tres métodos ao longo do dia chega-se nos

seguintes valores:

e Meétodo Numérico: 10,85 W
e Método Matriz 9: 10,30 W
e Método Matriz 36: 10,33 W
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20

16

\ Numeérico

] Matriz 9 +
Matriz 36

12

Fluxo de Calor, W

0 6 12 18 24
Hora

Fig. 3.8 Fluxos de Calor por Trés Métodos

A diferenca do maior para o menor é de 5 % (cinco por cento). E importante salientar aqui
que os métodos propostos levam em torno de 5 (cinco) minutos para se obter os resultados aci-
ma.

Os fluxos de calor estdo em W para a parede com 1 metro de altura e 1 metro de largura.

Um teste interessante a ser feito é colocar os coeficientes de convecgdo nas fronteiras y
proximos de zero, levando o problema 2D a se comportar como 1D, e comparar 0s resultados ob-
tidos pelo procedimento 2D com os obtidos pelo procedimento 1D. Isto feito, os resultados po-

dem ser vistos na tabela abaixo.
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Tabela 3.3 Fluxo de Calor sem Convecgdo emy, W

h=hora
gl2=calor 1D calculado pelo método 2D
gll=calor 1D calculado pelo método 1D

h |[gl2 qll

1 [11.455 |11.449
2 19.980 [9.974
3 |8.634 |8.628
4 |7.407 |7.402
5 ]6.298 ]6.293
6 |5.317 |5.313
7 4529 |4.525
8 14.018 ]4.015
9 |3.819 |3.815
10 {3.931 |3.930
11 [4.347 |4.347
12 |5.043 |5.049
13 [5.990 [6.011
14 7.302 |7.317
15 [9.229 ]9.245
16 |[11.796 |11.798
17 |14.623 |14.617
18 |17.231 |17.223
19 [19.018 |19.009
20 |19.288 |19.280
21 |18.169 |18.163
22 |16.519 |16.515
23 |14.765 |14.762
24 |13.058 |13.053

Também é importante verificar a necessidade de calcular quatro dias em seqliéncia para o
sistema entrar em regime ciclico. Apods o calculo dos quatro dias, vistos na tabela abaixo, con-
clui-se ser necessario calcular os quatro dias para se ter melhores resultados, como foi feito no

problema 1D.

Tabela 3.4 Fluxos de Calor para Quatro Dias, W
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Hora |Dial |Dia2 |Dia3 [Dia4
1 -.047 11.534 [11.661 |11.663
2 126 10.130 [10.239 |[10.240
3 .355 8.831 |8.923 |8.924
4 537 7.542 |7.617 |7.618
5 .658 6.216 |6.276 |6.276
6 541 5.202 |5.253 |5.253
7 446 4405 |4.447 |4.448
8 487 3.817 |3.853 |3.853
9 .709 3.452 |3.482 |3.482
10 1.137 |3.308 [3.332 [3.332
11 1.779 [3.374 |[3.391 |3.391
12 2.050 |3.360 |3.374 |[3.374
13 2.688 13.802 |3.814 |(3.814
14 4161 |5.097 |5.107 |5.107
15 6.632 |7.402 |7.411 |7.411
16 9.209 |9.861 |9.869 |9.869
17 12.523 [13.079 [13.085 [13.085
18 16.103 [16.571 |16.576 |16.576
19 19.168 |19.553 [19.557 [19.557
20 19.415 [19.742 |19.745 |19.745
21 18.434 [18.712 |18.715 |18.715
22 16.953 [17.187 |[17.190 |17.190
23 15.218 [15.411 |15.413 |15.413
24 13.316 [13.469 |13.471 |13.471

3.12 METODO NUMERICO UTILIZADO

Na solucdo numeérica foi utilizado o Método dos VVolumes Finitos, conforme descrito por
Patankar, 1980. Neste método o dominio de célculo é discretizado sob a forma de volumes de
controle, integrando-se a equacéo diferencial que descreve o fenémeno estudado ao longo de ca-
da um destes volumes. A equacdo diferencial é também integrada ao longo de um intervalo de
tempo At, obtendo-se assim um sistema de equacdes lineares algébricas, uma para cada volume
da malha, a ser resolvido.

Integrando entdo a equacgéo da conducéo transiente de calor, em uma dimens&o, com o ter-

mo fonte S, no volume de controle, e ao longo do intervalo de tempo At, vem

j j o ﬂoltolx - _[ e j (k —) dxdt + jHM j Sdxdt (50a)
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e - (1) (5]

]dt + S AxAt (50Db)
t a t X/ o w

onde S é o termo fonte associado ao volume de controle considerado, ao longo do intervalo de
tempo At.

Para a avaliagdo das derivadas da temperatura nas faces “e” e “w” do volume de controle ¢
necessario assumir uma fung¢do de interpolacdo entre o ponto “P”, que representa o centro do vo-

lume em questdo, e seus vizinhos. Adotando um perfil linear de temperaturas tem-se

LhAL ST | pteat (TE _TP) ~ (TP —Tw )J _
pCAXL St = L (ke . S5Vt + S axa (50c)

Integrando agora no tempo e avaliando as diferencas de temperatura, que constam no lado
direito da equacéo, no final do intervalo de tempo At, ou seja, no tempo t + At (esquema total-

mente implicito), tem-se

+ 5 AX (50d)

onde o superindice “0” refere-se ao valor da temperatura do ponto “P” no tempo t.

Linearizando o termo fonte S da seguinte forma, S =S¢ + SpTp, a equagdo (50d) pode ser

assim rescrita

apr = a.ETE + aNTW + b (51&)
k k LCAX
onde ag =—= =0 ap="—— 51b
: OXg W Ky PToAt (510)
ap =ag +ay +ap — SpAX b =ScAX +apTy (51c)

Observe-se que nestes coeficientes figura a condutividade térmica do meio nas faces dos
volumes de controle. Quando o meio é homogéneo, e nao for considerada a variagdo da sua con-
dutividade com a temperatura, tem-se um valor constante. Entretanto neste trabalho propde-se re-
solver meios multicompostos, onde comumente as propriedades fisicas variam de meio para

meio.
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Supondo entdo que a interface entre dois meios distintos coincida com a interface entre
dois volumes de controle, e aplicando o principio fisico da continuidade do fluxo térmico através

da interface, obtém-se

1-f, f, ) &
ke:( E+—9J onde foo e (52)

Em outras palavras trata-se da média harmonica das condutividades térmicas de cada meio
com o posicionamento relativo da interface.

A integracdo da equagdo diferencial num volume de controle, e ao longo de um intervalo
de tempo At, gerou uma equacao algébrica linear para este volume de controle. Este procedimen-
to da origem portanto a um sistema de equacGes algébricas, sendo uma equacao para cada volu-
me da malha de volumes que discretiza 0 dominio de solucéo.

A evolugdo das temperaturas no interior da parede é entdo calculada resolvendo-se o siste-
ma de equacdes algébricas a cada passo de tempo. As condic¢des de contorno, inclusive a da face
externa, que é transiente, sdo incorporadas nos volumes de controle das fronteiras.

Embora se tenha mostrado uma integracdo em uma dimensao, a integracdo em duas dimen-
sdes é semelhante. Tudo o que vale para uma valera para outra.

Na solucdo bidimensional deste trabalho, visando gerar uma base precisa de comparacéo, o
problema foi resolvido com uma discretizacdo de 170 volumes na direcéo x e 168 volumes na di-
recdo y. Foram empregados mais volumes na direcdo x em funcdo da maior area de troca. Os
efeitos bidimensionais sdo relativamente reduzidos, em fungéo da razdo de aspecto da parede ser
da ordem de 6.

Foi resolvido o transiente real, de forma totalmente implicita com passos de tempo de 3
minutos. A convergéncia em cada passo de tempo foi declarada quando a variacéao relativa entre
uma iteracdo e a anterior foi menor do que 1071%. O sistema linear foi resolvido pelo Algoritmo
de Thomas (TDMA), linha a linha, especifico para matrizes diagonais dominantes.

Foi empregado o codigo computacional multiproposito de Patankar.
3.13 IMPRECISOES

Em relacdo a analise de erros, pode-se comecar dizendo que a analise feita para a parede

1D pode ser aplicada ao problema 2D, no tocante ao procedimento 1D de calculo. Em relagéo ao
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procedimento 2D, deve existir alguma margem de erro imposta pelo polinémio interpolador.
Provavelmente, a equacao proposta ndo representa bem o campo de temperaturas para gradientes
acentuados de temperatura no contorno. Talvez, em problemas mais suaves, este tipo de equacgéo
apresenta melhores resultados.

O problema calculado para coeficientes de conveccdo em y proximos de zero refez com
boa precisdo o problema 1D, servindo como referéncia de um bom desempenho do modelo pro-
posto.

A equacdo proposta, polinémio duplo de segundo grau é extremamente simples. Para me-
Ihoria do desempenho do método, € necessaria a procura e teste de outras equacGes propostas. A
titulo de ilustracdo, foi calculado pelo método numérico o campo de temperaturas para determi-
nada secdo em determinado horario. Nestas mesmas condi¢6es, foram calculados os coeficientes
do polindmio duplo interpolador, fazendo a importante resalva que o polindbmio opera nos pontos
de quadratura, s ou p(k)/t, e os coeficiente foram calculados para o dominio t, ndo sendo garanti-

damente os mesmos valores. De qualquer forma, os resultados podem ser vistos na fig. abaixo.

Polindmio Interpolador

Distribuicdo de Temperaturas

Temperatura, gr.C

| /

o~ T T T

0.00 0.50 1.00
Distancia Y, m

Fig. 3.9 Campo de Temperatura e Equacéo Proposta

O polinémio obtido ndo acompanha o campo de temperaturas. Como o0 modelo obtém re-
sultados razoaveis? A principal razdo deve ser que o problema esta preocupado em resolver a

temperatura média pelo procedimento 1D, e ndo pelo polindmio interpolador, que é uma funcéao
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auxiliar. De qualquer forma, pode ser observado que a temperatura média, mesmo com curvas di-
ferentes como acima, pode ser bastante proxima.

A procura de melhores equacdes propostas deve basear-se na figura acima. Pelo tipo de
perfil de temperaturas, em forma de S, aparecem como candidatas equag6es do tipo tangente hi-
perbolica, ou arco-tangente hiperbdlico, ou derivadas, que provavelmente representardo bem me-
Ihor o problema em analise do que o polindmio. De qualquer forma, o caminho estd mostrado e

provado que converge para resultados extremamente razoaveis.
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4 CONCLUSOES

Em relacdo a revisdo bibliografica pode-se concluir que, no ambito do desempenho tér-
mico de edificacbes, o principal método utilizado é o das fungdes de transferéncia ou fungdes Z
de transferéncia. Esta metodologia apresenta como desvantagem o fato de ndo permitir qualquer
modificagdo sobre a parede que originou os coeficientes da func¢do de transferéncia. Qualquer
modificacdo, como os coeficientes de conveccgdo, exige que encontre-se novamente os coeficien-
tes da funcdo de transferéncia. Também ndo permite o conhecimento do campo de temperaturas
interna da parede, tornando extremamente dificil analises onde este dado é importante, como
condensa¢do de umidade e/ou difusdo de vapor d’agua. Também exige sempre o incremento
temporal no célculo dos fluxos de calor.

Os métodos hibridos da transformada de Laplace apareceram em alguns trabalhos, mistu-
rando a transformada de Laplace com esquemas numéricos como diferencas finitas, elementos
finitos ou volumes finitos, procurando retirar a dependéncia temporal pela transformada de La-
place e aplicacdo do esquema numérico no dominio espacial. Consegue-se com isto alguma re-
ducdo no tempo computacional.

Os trabalhos propostos revelam também uma grande procura por resolver problemas aco-
plados de difusdo de calor e massa. Esta aplicagdo utiliza muito bem uma vantagem do método
1D, que € o conhecimento da temperatura em qualquer ponto do dominio e a qualquer tempo re-
querido, o0 que é necessario para os calculos de difusdo de massa.

Em relacéo ao procedimento 1D, pode-se concluir que os trés métodos analisados, Fungédo
de Transferéncia, Volumes Finitos e Laplace/Gaussiana apresentaram resultados numéricos pro-
Ximos.

O Método Laplace/Gaussiana apresenta facilidades de uso, permitindo maior flexibilidade
em relacdo & possibilidade de calcular-se qualquer tipo de parede, inclusive com alteragdes nos
coeficientes de pelicula. O método pode ser aplicado as paredes utilizadas nas construcdes brasi-
leiras, procurando analisar-se os efeitos de distintos materiais, espessuras, cores e orientagdes
nestas paredes.

Em relacdo aos métodos numericos tradicionais, 0 Método Laplace/Gaussiana apresenta
como grande vantagem o fato de ndo depender de incremento sequiencial seja na variavel espacial
ou na temporal. Com isto consegue uma rapidez de calculo bem maior, pois pode-se chegar dire-
tamente ao quarto dia de calculo somente calculando-se a distribuicdo de temperatura ao fim de

cada periodo fracionério, ja que o método analitico tem inerente em sua formulacao o efeito tem-
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poral total da funcéo excitacdo do problema. Também o método analitico permite o célculo das
temperaturas somente nas interfaces, por eliminar a necessidade de discretizacdo do dominio es-
pacial. Consegue-se com isto uma diminuicéo significativa no tempo computacional para solucao
do fluxo em superficies opacas multicompostas.

O metodo da Funcdo de Transferéncia aparece como o menos flexivel, por se aplicar so-
mente & paredes previamente calculadas e sem calcular o campo de temperaturas nas mesmas.
Em relacdo a Volumes Finitos, tem como vantagem o fato do incremento temporal ser horario. A
Funcdo de Transferéncia tem também limitagcGes importantes para paredes muito finas ou muito
espessas, 0 que ndo acontece com o método Laplace/Gaussiana.

Existe também a possibilidade do método 1D ser estendido ao célculo de difusdo de mas-
sa (vapor d’agua) nas paredes, pois diferentemente da Fun¢do de Transferéncia, o método Lapla-
ce-Gaussiana permite o conhecimento do campo interno de temperaturas.

Em termos de erro conclui-se que o método 1D ¢é preciso o suficiente para a grande maio-
ria das aplicacGes de Engenharia, com alguns ganhos computacionais. O método 1D respondeu
muito bem a todas as variac¢des introduzidas nas condi¢des do problema.

A metodologia 2D estudada atendeu o objetivo esperado, que era calcular o fluxo de calor
na face interna de paredes multi-compostas de edificacbes com fluxos de calor em duas direcdes.
A solucdo 2D proposta apresenta-se como uma metodologia simples e que permite o célculo de
difusdo de calor em duas dimensdes, reduzindo o problema para uma dimensao. Apresenta boas
possibilidades de ser expandida para trés direcoes, X, y € z.

O método apresenta recursos a serem explorados, como a tentativa de outras equacgdes
propostas. Também pode ser procurada a solugdo do campo de temperaturas puntuais, na medida
que for melhorada a equacéo interpoladora.

Apresenta como vantagem a ndo necessidade de discretizagdo dos dominios espacial e
temporal, resguardando-se a necessidade dos incrementos temporais entre problemas sequenciais,
ja que o dia é dividido em cinco problemas seqtienciais. Isto permite que o problema tenha um
incremento temporal de aproximadamente cinco horas.

Resolveu bastante bem o problema proposto, que era o célculo do fluxo de calor na face
interna da parede. A comparacdo da solugdo 2D com a solugdo 1D n&o mostrou diferencgas signi-
ficativas., 0 que era esperado. Isto combina com a sistematica usual do calculo dos fluxos de ca-
lor em paredes, que é considera-las uni-direcional.

Na comparacdo com os resultados numéricos pode-se observar, aparentemente, alguma

discrepancia nos resultados, provavelmente porque a equagdo proposta (polindmio de 2° grau)
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ndo acompanhe bem o campo de temperaturas. A melhora da equacéo interpoladora podera ser
obtida com a procura de outras equagdes a serem testadas, agora que o procedimento esta propos-
to e mostrado que funciona. Para tanto, uma solucéo a ser verificada € resolver o problema por
algum outro método, por exemplo o numeérico, resolver o campo de temperaturas e procurar um
bom ajuste de equacdo para 0 mesmo, lancar a equacao no presente metodo e analisar os resulta-
dos obtidos.

Na anélise geral, porém, o método proposto mostrou-se extremamente rapido e com re-

sultados aproximados o suficiente para as aplicagdes em Engenharia Térmica.
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