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Resumo

Neste trabalho, sdo discutidas algumas propriedades basicas sobre a convergéncia
de métodos de passo muiltiplo lineares

k

&
Z G Ypy; = h Z ﬁ.‘.i f(tn+.‘.ia yn+j)
Jj=0

=0

aplicados a solu¢do numérica de problemas de condi¢des iniciais

y(to) = €

para uma ampla classe de fungdes f de interesse nas aplicagdes.

Além disso, também sao discutidos varios aspectos basicos da teoria de equacdes
algébrico-diferenciais lineares

Am% + Bt)=(t) = h(t)

onde A(t), B(1) sdo matrizes n x n suficientemente diferenciaveis, com A(t) singular
(i.e., ndo inversivel) em todo o intervalo de interesse.
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Abstract

In this work, we discuss some of the basic results about the convergence of
linear multistep methods

k

k
Z A Yny; = h Z B; f(tn+jayn+j)
i=0

i=0

as applied to the solution of the initial value problem

Y flev)
y(t) = ¢

for a large class of functions f including practically all cases of interest in applica-
tions.

Moreover, we also discuss some basic theoretical results regarding linear sys-
tems of differential algebraic equations

A(t)i—f + B()e(t) = h(2)

where A(t), B(t) are sufficiently smooth n x n matrices, with A(t) singular (i.e., non-
invertible) for every value of ¢ concerned.
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Introducao

O presente trabalho discute certas propriedades basicas fundamentais de sis-
temas de equacdes diferenciais ordinarias ndo lineares

(0.1) i—f = f(t,y(2)

e equagles algébrico-diferenciais lineares

(0.2) A(t)‘i—? + B(t)z(t) = k(1)

onde A(t) é uma matriz singular (i.e., ndo inversivel) em todo o intervalo de inte-
resse. No primeiro caso, investiga-se a convergéncia de métodos lineares de passo k

k k
(0‘3) Z Q; yn+j =h Z ﬁj .f(tn+.f= yn+j)
=0

J=0

aplicados & solugdo numérica de problemas de valor inicial

(0.4a) i—f = f(¢,y(%)
(0.4b) y(to) = ¢

onde f : {} — R" é uma aplicagio continua numa regido aberta {2 C R*,
(0.5a) f € C°(,RY)

e localmente Lipschitziana com relagao a variavel y, i.e., para cada compacto X C {2,
tem-se

(0.5b) [£G ) = FEVI < Lgllu = v ¥ (), (v) € K

para alguma constante L, > 0. Por exemplo, as condigdes (0.5) sdo satisfeitas se
f for continuamente diferencidvel em (, i.e., f € C'(2,R"). Dado o ponto ini-
cial (to,¢) € O, existe uma tnica solugio y € C'{J,R") do problema (0.4) numa
vizinhanca J do ponto ip; ademais, tal solugdo pode ser estendida a um intervalo
maximal 7 2 J. O resultado fundamental sobre a convergéncia do esquema. (0.3),
mostrado no Capitulo I (Teorema 4.2), garante a convergéncia das aproximacdes y,,
uniformemente em cada compacto [, ] contido no intervalo de existéncia Z, i.e.,

A0 | thE[ab]

lim { max ||y, — y(ts) II} =0



desde que (0.3) seja um método consistente e zero-estdvel, i.e., satisfaca

k ! k
(0.6) Yoog=0 , Y je = B
7=0 3=0 =0

¢
k

(0.7) plz) = Z o; 77 satisfaz a condigio da raiz

=0
onde a iltima condigdo significa que o polinémio caracteristico p(2) tem todas as
rajzes no disco unitdrio |z{| < 1, ¢ cada raiz com |z| = 1 é simples. Reciproca-
mente, mostra-se no Capitulo I que, quando as aproximagles ¥, computadas por
um método (0.3) consistente e satisfazendo apenas

k
(0.8) > B #0
i=0

(em vez de (0.7)) convergirem uniformemente em algum intervalo a uma certa
funcao y(¢), entio y(t) é diferencidvel e satisfaz (0.4} em cada ponto deste intervalo
(Teorema 4.3).

No Capitulo II, é apresentada a teoria bdsica de sistemas singulares (0.2) de
coeficientes constantes, i.e.,

d=

(0.9) A—

+ Ba(t) = £(!

cujo espaco de solugdes esta intimamente associado a estrutura do feixe de matrizes
A(A) = XA + B (Secdo §2.2). Em particular, demonstra-se que a solubilidade
(conforme Definigao 1.1, Secéo §2.1) do sistema singular (0.9) é equivalente & regu-
laridade do feixe A{A), i.e., & propriedade de A(}) ter posto maximal (Teorema 2.1).

No caso de sistemas (0.2) de coeficientes varidveis, considerados no Capitulo
IT1, a caracterizagio da solubilidade € menos simples. Inicialmente, é mostrado que
o conceito de solubilidade considerado na literatura corrente [01], [04] requer que
A(t) seja singular para todo ponto ¢ do intervalo de interesse (Proposigao 1.1, §3.1).
A seguir, o sistema particular

d
(0.10) N(t)-ﬁ + 2(t) = h(t)
é investigado (Segao §3.2), onde N(?) é nilpotente para todo ¢ € Z, mostrando-se

que (0.10) é solivel sempre que o operador diferencial

d

(0.11) N 2



for nilpotente (Teorema 2,1). Nesse caso, a solugdo da equacio (0.10) depende pos-
sivelmente das derivadas de h(t) de ordem até n — 1, como no caso de coeficientes
constantes (Teorema 2.3).

Na Se¢ao §3.3, dois resultados importantes (Teoremas 3.1 e 3.2) sobre matrizes
de fun¢des continuas ou de dada classe de diferenciabilidade sdo examinados, com
parte da analise apresentada no Apéndice B. Estes resultados sio por sua vez uti-
lizados na investigagdo da estrutura das solugGes de (0.2) na Segdo §3.4, seguindo a
discussio apresentada em [04].

No texto a seguir, cada capitulo é dividido em se¢bes, com os enunciados
(teoremas, definigdes, etc.) enumerados por segdo; assim, por exemplo, o Teorema
2.3 do Capitulo III refere-se ao terceiro teorema da secido 2 deste capitulo, (i.e.,
§3.2), e, similarmente, a Defini¢io 4.2 indica a segunda definigao apresentada na
segao 4 do capitulo em questdo. Os resultados discutidos sdo em geral apresenta-
dos como Lemas, Proposigdes ou Teoremas, de acordo com sua relativa importancia
no capitule. Em todo o texto, simbolos em negrito denotam grandezas vetoriais, e
letras latinas mailisculas sdo usadas geralmente para denotar matrizes. A notagio
| ]| é usada para indicar uma norma no espago R e C*(Z, X) denota o espago das
fungGes definidas no intervalo I com valores num espago de Banach X que sdo &
vezes continuamente diferenciaveis em cada ponto deste intervalo. GL,(R) denota
o grupo linear das matrizes inversiveis de ordem n e coeficientes reais, e My(R) o
espago de todas as matrizes reais de dimensdo nxn.

Finalmente, cumpre destacar a contribuigdo oferecida no presente trabalho.
De um modo geral, exceto onde explicitamente indicado o contrério, as provas apre-
sentadas no texto sio contribui¢des da autora, elaboradas na maior parte dos casos
a partir de sugestdes e discussdes com os professores orientadores. Alguns poucos
resultados parecem ndo ter aparecido na literatura anteriormente {possivelmente, o
Teorema 4.3 (Capitulo I) e Teoremas 2.1 e 2.3 (Capitulo III)), e outros parecem nao
ter a prova publicada em nenhum lugar (por exemplo, o Teorema 4.2 (Capitulo I),
Proposigdo 1.1 (Capitulo IIT), Teorema 1.1 (Capitulo III}, Teoremas 3.1, 3.2, 3.3
(Capitulo III) e Proposigbes B-5, B-7 e B-8 (Apéndice B). Em relagao aos exemplos,
os seguintes sdo de responsabilidade da autora: Exemplos 1.1 e 1.2 (Capitulo II) e
Exemplos 1.1, 2.1 e 2.4 (Capitulo III).

Por iltimo, mas ndo menos importante, a autora gostaria de registrar seu
sincero agradecimento aos Professores Argimiro R. Secchi {orientador) e Paulo R.
Zingano {co-orientador), sem os quais este trabalho ndo teria sido possivel.



Capitulo I

Métodos de Passo Miiltiplo Lineares

Neste capitulo, derivaremos alguns resultados sobre métodos de passo & linea-
res

k k
Z XYy = h z Bi fas
J=0

j=0

aplicados & solugdo numérica do problema de valor inicial

i—? = f(t,y(?))
yla) = ¢

para uma ampla classe de funcdes f, onde g, denota a aproximagio calculada para
o valor y(t,) da solugdo exata no ponto ¢, de uma malha uniforme de espagamento
h,ie., t, = a+ nh.

Na secdo §1.1 sido apresentados alguns exemplos de métodos da forma acima
(métodos de Adams-Bashforth e métodos BDF), além de se introduzir varios con-
ceitos fundamentais como consisténcia, zero-estabilidade e convergéncia. A seguir,
na se¢ao §1.2, mostra-se que consisténcia e estabilidade siao condi¢des necessarias
para que um método linear possa convergir em pelo menos um ponto a solucdo do
problema. Apds derivar em §1.3 alguns resultados simples sobre seqiiéncias satis-
fazendo equagdes a diferencas relacionadas ao método acima, demonstra-se na segdo
§1.4 trés resultados fortes sobre a convergéncia de métodos lineares, que constituem
os principais resultados deste capitulo.



§1.1 — Introducao

Seja f : [a,8]xR™ = R™ uma fung¢io dada, continua em seu dominio, i.e.,
f € C%[ea, 8] xR™ , R™), e consideremos o problema de valor inicial

(1.1a) i—?: = f(t,y(t))
(1.1b) y(a) = ¢

onde { € R™ é um vetor dado. Quando f satisfaz a condi¢do de Lipschitz
(12) ”f(t:u) - f(t,V)” <L IIU.HV” Vie [a,b], VuveR™

pode-se mostrar [11] que o problema (1.1) admite uma tnica solugio y(t), que estd
definida em todo o intervalo [a, b, é continuamente diferencidvel neste intervalo,

y € C'([a,b],R™)

e satisfaz a equagdo (1.1a} em cada ponto t € [a,b]. (Acima, ||-}| denota uma norma
em R™ como por exemplo
vl = max ju]
<i<m

sendo vy, vg,...,Um as componentes de v.) Com excecdo de casos especiais onde se
consegue integrar (1.1) analiticamente, em geral s6 é factivel encontrar aprozimagdes
y!" para a solugdo y em [a,5]. Um modo de se obter y™ pode ser descrito como
segue. Tomando-se b > 0, define-se a malha (ou rede, grid) formada pelos N + 1
pontos

t0=a,t1=a+h,t2=a+2h, ...,tN=a+Nh

onde N > 0 étal quue Nh£b—~ae (N+1)h > b— a, obtendo-se, para cada
n=0,1,2,...,N, uma aproximagio numeérica ¥, (ou, para maior clareza, yg‘]) para
o valor exato y(t,), que, espera-se, seja proximo a este valor se a malha for suficien-
temente fina, tendo-se

(1.3) lim y = y(t)
nhh=_£.0—a

para cada ponto de interesse ¢, € [a,b], ver Definigdo 1.5 a seguir. A partir dos
valores discretos yg‘] obtidos nos pontos da malha, pode-se obter {por interpolacio
ou outro procedimento), se desejado, uma aproximacio yM(¢) para o valor exato
y(t) em cada ponto ¢ € [a,b], construindo-se desse modo uma fungio

y*: [a,6] —» R™

]
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que aproxima a solugio y em todo o intervalo [a,5]. Em termos de y[, pode-se
reformular a condigéo de convergéncia (1.3) como

(1.4) lim y™(t) = y(2)

h—0

para cada t € [a,b].

Exemplo 1.1 (férmulas de Adams-Bashforth)

Integrando-se a equagdo (1.1a) entre os pontos £, e t,41, obtém-se

tnt+ b
(1.5) Y(top) — y(ta) = f(t,y() 4t

tn

E;h] para j < n, podemos utilizar (1.5)

para definir a aproximagao 'yg‘j_ , em t = tnyy do seguinte modo. Aproximando

Supondo ja terem sido obtidas aproximagées ¥

o integrando f(¢,y(t)) no intervalo de integra¢do [t.,tq41] pelo polinémio pﬁi de
Lagrange de grau maximo k — 1 interpolando os % valores aproximados

Fai = Fltois W) 5 3= 0,12,k —1

onde k 2> 1 é fixado, obtemos yg‘j_l pondo
i1 [ "
Yo — ¥a” = ./; Pt dt
Introduzindo as diferengas descendentes

anE n_.fn—lavzquv.fn_v-fn—l=fn_2fn—1+fn—2

e em geral
k
. o -k
kaﬂ = vk_lfn - VL lfn—l = Z(_I)J (J ) fn.—j
i=0

onde ( ]; ) denota o coeficiente binomial, tem-se [11]

P = 3 (-1y (‘T(‘)) vt

J

sendo

e, para 7 € R,

T\ _ TY _ T{(r=1)---(r—j+1) .
(0)_1 , (J.)— 4 L i=1,2,3,.




Integrando-se pll | obtém-se entéo

S - o _
g~ gl "/:,. () dt hzcj 7 f.

o= [(5)«

sao constantes independentes de f que podem ser calculadas faciimente: assim,
co=1,¢ =172, ¢; = 5/12, ¢35 = 3/8, ¢4 = 251/720, etc. Em particular, obtém-se,
para k =1,

onde

[ —
y.‘[,i_i_l - Y, = hfn

para k = 2,
3 1
k] _ = Zf =
yn_i_l yn_h(an 2fn—l)
para k =3,
23 16 5
[ - = e 2
para k& =4,

55 89 37 9
yE’ﬂ-l - Y, = h (ﬂfﬂ. - _fn—l + _“fn-Q - _fn—3)

24 24 24
para k =5,
1901 2774 2616 1274 251
B gy = p{ —f ———— - - = il
Yoty 7 ¥n ( 720 Tn ™ a0 Tt gg Far T g Fas g I “)
para k = 6,
4277 7923 9982 7298
B _ 4 = 2004 _ {8
Yotz ~ Yn (1440 Fo = qaag Pt ¥ Tagg Fre ~ Tagp Fos
2877 475
1440 T4 ~ Taa0 )
e asslm sucessivamente. (]

Exemplo 1.2 (férmulas BDF)
Supondo obtidas aproximagoes y.[v-h] para 3 < n, podemos construir yg‘ll aproxi-

mando o termo esquerdo da equagdo (1.1a) em ¢ = a1y,

(;—?(tn_ﬂ) = f( tn+1: y(fn'}'l))



pela derivada em ¢,4; do polinémio pf}ﬂw (t) de Lagrange de grau mdaximo k& inter-
polando os & + 1 pontos (tj,y_l.:';hi hi=n+Ln..,n—k+1,
l T t—t
& ] - i — n4l
PO = S () e, L = S
J=
obtendo-se entdo

k
D&Y = hfe,,, ")
i=1

. d —T 1
§ = (=1 = ™ = =
! ( )dT( J )1':0 .?

Desenvolvendo as diferencas finitas /7 yE‘j_l em termos das ordenadas ’th], obtém-se,
para k =1,

onde

[ hl . h
yEzll - yE;] - hf(tn.!.]:y[] )

nt1
para & = 2,
3 1
§y£zi1 -2l + Ey,[:hll = hf(fn+1’ygl-}-1
para k = 3,
11 . A 3 1
6 L-}-l - 3yl + 595111 - 3"95112 = hf(tn+1’y£ﬂ-1)
para k = 4,
25 h h h 4 h 1 h h
Eyu—l — 4y}l + 3y£z]—1 - §y£112 + Zy[z}—3 = hf(tn+1’y£:-]}-1)
para & = 5,
137 10 ] 1
bl ) I [ h It ). i 1 1 I 1 _ h
60 ¥ nt1 5yn] + 5y1[¢11 3 yi-]-z + 497[113 5y£114 - hf(tn+1’y:[ni1)
e, para k=6,
147 w15 20 o0 15 0 6 o 1o
B0 E:-E—l - 6y + ?ym]q Y 5112 t Y T 3%14 + E{yi—s =

o A
= h f(tn+1 ! y'!‘l-ll)

Para & > 7, o método BDF correspondente resulta ndo convergente, como mostrado
em [06], [10]. O

Os métodos para obtencgio das aproximagdes ! descritos nos Exemplos 1.1 e 1.2
acima tém a forma geral



k k
(1.6) Zaj Ynpi = hzﬁi Pt
=0

j=0

onde o9, &y, ..., @&, Bo, P, ..., Bk sdo constantes reais, caracteristicas de cada
método. Para k£ estar bem definido na expressdo acima, assume-se o # 0 e o, Fp
nao simultaneamente nulos, i.e.,

(1.7) ar #0 , |ao| + |fo] > 0

n+k
a partir desses k valores anteriores, sendo por isso (1.6) um método de passe k (ou de
passo multiplo). Ademais, y,[,:ik depende linearmente dos valores £, f,11,..s Frgss
de onde o termo método de passo miltiplo linear.

Uma, vez obtidos g, yfﬂl ey Y0, utilizando-se (1.6) pode-se computar Y

A aplicacdo do esquema (1.6) para o calculo das aproximacdes 'yg-h] pressupoe que

sejam fornecidos os & valores yE,h] , yg‘] s e 'ygﬂl necessarios para a geracao dos

demais, th] , 'yﬂl g eers ygf,]. Naturalmente, os valores de inicializagio (ou partida)

para (1.6) devem ser compativeis com a condigio inicial (1.1b) do problema a ser

resolvido, uma possibilidade sendo, por exemplo, tomar yg'] = y&h] =..= thL = (.

Mais geralmente, uma inicializagdo consistente com (1.1b) consiste em tomar

'ygl] = no(h) ’ ygh] = ”1(h) 30y ygchll = nk—l(h)

onde

(k) —=¢ , n(R)—=¢ .., n,.,(k)—=¢ a h—0
Associados ao método (1.6), os polindmios
p({) = a0+ a1 + 2 l® + .. + g ("
a({) = fo+ b+ B+ + Bt

sao denominados primeiro e sequndo polindmios caracteristicos do método linear
(1.8), respectivamente.

Definigao 1.1 (consisténcia)
O método linear de passo k (1.6) ¢ dilo consistente se satisfizer

k k
a; = 0 e Z jaj = Z ﬁj
j=0 Jj=0

ou seja, p(1) =0, p'(1) = o(1).

e,
1l »-
=1



Por exemplo, os métodos apresentados nos Exemplos 1.1 e 1.2 acima sdo todos
consistentes, qualquer que seja o passo k considerado [11]. Como serd visto na segéo
§1.2, consisténcia é uma condicio necessdria, mas nao suficiente, para que o método
(1.6) possa ser convergente. Uma caracterizacio equivalente para a consisténcia de
Spri a i Ses ylidl
(1.6) pode ser dada como segue. Por sua propria construgdo, as aproximagoes y{

satisfazem
k

k
> i Yny; = BY Bi FltasirYnys) = O

=0 =0

para todo n = 0,1,...,N — k. Por outro lado, sendo %(¢) a solugio do problema
(1.1), tem-se

& & k k
Z a; Y(tnss) — R Z B; f(tn+j,y(tn+j)) = Z (241 y(tn-ﬂi) - hz B; 'yf(tn+j)

=0 7=0
visto que, pela equagdo (1.1a), f(tntj, ¥(tnss)) = ¥'(tns;) para todo n,j.

Definigao 1.2 (erro de truncamento local)
O erro de truncamento local do método (1.6) no ponto ty4x € [a,b], denotado
por L(tnyx; h), € a diferenca

k k
Litnsrih) = D ajyltars) — b Y By (tnts)
=0 i=0

onde y(t) denota a solu¢do do problema (1.1).

Utilizando-se as expansoes de Taylor de ordem 1 e 0, respectivamente, dos termos
Y(tns;) € Y (tatj), centradas no ponto i,, pode-se verificar sem dificuldade que a
consisténcia do método (1.6) é equivalente a se ter L{tp4ix;h)/h—0 a0 A0,
para cada n =0,1,2,..., N — k.

Claramente, a expressio acima para o erro de truncamento pode ser computada em
qualquer ponto t € [a + k h, b] pondo-se

k

Lk = Y gyt - (k= q)) — Y Byt = (k—)B

=0

Definigdo 1.3 (ordem de convergéncia)
O método (1.6) € dito ter ordem p quando existir uma constante C' > 0, dependendo
50 do método, tal que

| LR < C{ sup || y@t(r) ||} Rt Y ¢ € [a+kh,b]
]

TE[a,b

10



sempre que se tiver y € CP*'([a,b],R™).

Por exemplo, pode-se mostrar que 0s métodos de Adams-Bashforth e BDF de passo
k tém ordem k& [11].

Qutra definicdo importante refere-se & estabilidade do método (1.6) a0 A— 0, ou
zero-estabilidade. Um polinémio p(¢) = ap+a; { +az (2 + ... +ax (¥ & dito satisfazer
a condigcdo da raiz, ou ser zero-estdvel, se todas as raizes de p(({) = 0 estiverem no
disco unitéario {z € C: |z| < 1}, e aquelas sobre o circulo |z [ = 1, se existirem,
forem todas simples.

Definigdo 1.4 (estabilidade)
O método (1.6) € dito zero-estdvel (ou, simplesmente, estavel) se o polinémio
caracteristico p(() satisfizer a condigio da raiz.

Por exemplo, as formulas de Adams-Bashforth sdao estaveis para todo k&, )4 que,
nesse caso, tem-se p({) = (¥ — (¥~!, que é claramente zero-estavel. Por outro lado,
as férmulas BDF de ordem k sdo estdveis se e somente se 1 < k < 6 [06], [10], [13]).
Como serd mostrado nas se¢des seguintes, consisténcia e estabilidade sdo condigdes
necessarias e suficientes para a convergéncia do método.

Definigdo 1.5 (convergéncia)
O método (1.6) € dito convergente se, pare cada f € C%[a,b]xR™,R™) sa-
tisfazendo a condigdo de Lipschilz (1.2), e cada esquema de inicializagdo adotado
y_[,-h] = nj(h), i =0,1,..,k — 1, que seja consistente com a condi¢do inicial (1.1a},
i-€.,

f}l_r’x})nj(h) =¢ Vi=01,..,k-1

tivermos

lim yg‘] = y(t)
h—0
nh=t—-a

para cada t € [a,b].

Para um esquema (1.6) convergente, serd mostrado na se¢do §1.4 que o limite acima
vale uniformemente em ¢ € [a,b). Ademais, quando f € C°([«,b]xR™ R™) for
apenas localmente Lipschitziana com relacdo a variavel v, i.e.,

”f(f,ll)—-f(t,V)” < Lg ”ll—V” VU,V eEX

onde K é compacto em R™ entio o limite acima valerd para cada ponto ¢ perten-
cente ao intervalo de existéncia 7 da solugdo y(t) de (1.1), e uniformemente sobre
compactos contidos em Z. Este e outros resultados serdo investigados nas segdes a
seguir.

11



§1.2 — Consisténcia e Estabilidade

Nesta se¢io, pretende-se mostrar que consisténcia e estabilidade sdo condig¢oes
necessarias para a convergéncia do método

k k
(21) Za.fyn-l*j = hZﬁjfn-i—j
=0 i=0
aplicado ao problema de valor inicial
dy
(2.2a) - F(t,y(t))
(2.2b) y(a) = ¢

onde f:[a,b]xR™ > R™ é uma fungio continua tal que (2.2) admite uma dnica
solugdo y(t) no intervalo [a,b]. Acima, como na se¢do §1.1, f, .. = f(tayi, Ypny;)
e, para n inteiro, y, (ou, para maior clareza, y") & o valor calculado no ponto
t, = @ + nh da malha.

Quando o esquema (2.1) é convergente, conforme a Definigdo 1.5, as aproximagcdes
obtidas y!*)(¢) convergem ao valor exato %(t) em cada ponto ¢ do intervalo [a,b).
Como mostraremos abaixo, € possivel derivar o resultado assumindo-se tao somente
que yM(2) convirja em pelo menos um ponto de [a, b], digamos ¢ = £,, 0 que motiva
a defini¢do a seguir.

Definigdo 2.1 (convergéncia em algum ponto)
O método linear de passo k

k k
Z a.f yn-{-j = h Z ﬂj fn-!-j
j=0 =0

¢ dito convergir em algum ponto pera um problema particular

v _ (& y(t))

dt
y(a) = ¢
se para cada escolha de valores inicials yg‘] , 'yghl s ey ygﬂl com yff‘] —{* a0 h—0,

3 =0,1,...,k — 1, existir um ponto t, €}a,b] (dependendo possivelmenie do modo
de inicializagéo escolhido) tal que ao h— 0 o mélodo converge a4 solugdo exata do
problema nesse ponto, i.e.,

yg‘.] — y(t*) a0 n,—oo , a -+ n.h = t.

12



Convergéncia em um ponto representa certamente o minimo que um método nu-
meérico para o problema de valor inicial acima deve satisfazer para ser aceitavel.
Surpreendentemente, os resultados discutidos a seguir e em §1.4 mostram que se
(2.1) for convergente em um ponto pare wm um dnico problema (2.2), dado abaixo,
entdo, para uma ampla classe de problemas que inclul todos aqueles considerados na
segdo anterior, (2.1) serd necessariamente convergente em todo o intervalo de exts-
téncia da solugdo y(t), sendo, ademais, a convergéncia uniforme sobre compactos
deste intervalo.

Teorema 2.1
Se 0 método linear

k k
E A Yuy; = hZﬁj fn+j
i=0 =0

converge em algum ponto para o problema

d
dy _
dit
y(0) =0
entao
k k k
(2) 0 método ¢ consistente, i.c., Z @; =0, Zjai = Z B;
3=0 F=0 =0

(1) 0 método é zero-estdvel, i.e., p(2) = ap 2 +...+ a1 2+ ap satisfaz a condicdo
da raiz

Prova: Aplicado ao problema dado, o método fornece, sendo B = 84+ 51 + ... + 5,

k

;)
> ayni; = hB
—

k
Para provar (i), suponha inicialmente que A = Z a; # 0. Entdo, tomando
=0
B
3 3 3
wl =" = =l = h—

obtém-se, para todo n =0,1,2, ...

vy

m _ 3 2
Y, hA

Pela hipétese, existe t. # 0 onde o método converge: sendo h = i,/n., tem-se, ao
Ny — OO

¥ = y(t) =t
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=B

ou seja, A ndo pode ser diferente de zero. Conclui-se assim

Por outro lado, como aj, a2, ..., ax ndo sao todos nulos, existe p inteiro positivo
tal que

k
Ay =D jPa; £0
i=0
Afirmamos que A; # 0. Para mostrar isso, seja p o menor inteiro positivo tal que
Ap # 0. Assumindo Ay = 0, terfamos p > 2 e, nesse caso, para os valores iniciais

W B o0, ko1

seriam obtidos

gt = L 0,1,2,...
Ap

Pela hipétese, para algum ¢. # 0

t
y[h} — i, a0 n,—00, h = —
n 1
- n*
ou seja,
t*—-nf"l — 1, a0 n,— o

4,

o que é impossivel para p > 2. Logo, deve-se ter p = 1, i.e.,
k
D ja; # 0
=0

Tomando-se entdo, para 7 = 0,1,...,k—1,

[h} _ B .
nE
obtém-se, para todo n,
B
B — p =
Yn A n

14



Pela hipdtese, existe t. # 0 onde o método converge, de modo que, para h = ;—:

t. B

lim — —mn., = 1,
Ra—+20 T2, A‘l

Portanto, B = A,, ou se€ja,

k k
2. Bi=D de

7=0 7=0

o que conclui a prova de ().

Para mostrar (2¢), suponha inicialmente que p(z) = op 2f + ... + a1 z + ap possui
raiz w, € C com |w,| > 1. Tomando-se, para § = 0,1,...,k — I,

- Bh
" = bl + A
obtém-se, para todo n,
Bh
W= bl + T

Pela hipétese, existe t. # 0 onde o método converge: sendo h = ¢,/n., tem-se
yL’:] — y(t.) = t. ao n,. — 00, ou seja,

o que contradiz [w,| > 1.

De modo analogo, se p(z) = 0 possui raiz de multiplicidade maior que 1 sobre o
circulo unitario, digamos w,, entdo, tomando-se, para j = 0,1,...,k — 1,

. Bh .
y}hl = Vhjwl + A—lj'

obtém-se, para todo n,
Bh

W = Vinuw® + =—n

Pela hipétese, existe t. # 0 tal que o método converge em f,: sendo h = t./n.,
obtém-se entao

i Bi.
lim ~n,uw™ + — =1,
Tiw —+ 0O n* A]_

o que é impossivel, ou seja, tal w, ndo pode existir. Portanto, p(z) € zero-estavel.
0

15



§1.3 — Equacoes a Diferencgas

Nesta secdo, derivaremos dois resultados bdsicos sobre equagdes a diferencas
lineares de coeficientes constantes que serdo utilizados na analise da convergéncia
de métodos de passo multiplo apresentada na se¢io §1.4.

Sendo o, ¢, ,...,«, constantes reais dadas, com « 0, consideremos o pro-
02 %1 Gy ) & »
blema de determinar yg, ¥;, ..., ¥, ... pertencentes ao espago R™ que satisfazem a
equagdo a diferencas

(31) ak Y. + ak_]_ Y- + -+ Cll yﬂ—k+1 + Ay Ynk = bn—k

para todo n > k, sendo by, b1,...,b,,... vetores de R™ dados. Claramente, o pro-
blema € solivel: tomando-se gy, ¥y, ..., Yp_; € R™ quaisquer, a equagdo (3.1), para
n = k, fornece um dnico y, € R™ que a satisfaz, e entdo, para n = &+ 1, um
Unico ¥;.; € R”, e assim sucessivamente para cada n > k. No que segue, obteremos
uma forma equivalente de calcular essa seqiéncia ( y,, ) que serd importante para os
resultados a serem discutidos em §1.4.

Seguindo {11), introduzimos os coeficientes reais 4y,7,:7,, -+, ¥n, --» definidos por

1

3.2
(3-2) A . T A S A

=Yttt ottt

de modo que v, =1/, e

4

(3.3a) o Y =0 VIE=1L2.,k-1
J=0
k

(3.3b) Y v, =0 Voa=kk+l.
Jj=0

Dado n > k, tem-se, para cada £ =0,1,2,...,n — k,

(3.4)

k
i Ynot—j = Dotk
i=0

Multiplicando-se (3.4) por 7, e somando o resultado para todo £, obtém-se

n—k k n—k
E Z: Ve Qi Yn—t—; = § . Te br—t-k
=0 =0 =0

16



ou seja,

k—1 £ n—-k k
Yo % Yn + Z Z Vej ¥p—j Yn-e T Z Z Vo—j Fr—j Yn—e
=1 =0 =k j=0
7 n—k

k
+ Z Z &; 7n—k—j+i Yy, = Z Ve bn—z—k

-1
=0 i=0 £=0

onde se define, no iltimo somatério do membro esquerdo da igualdade acima,

y=0 Vi<0
Usando (3.3), obtém-se entdo
k-1 j n—fk
Yn + Z Z al' ,)(n—k_j.!.,' y_-_: = Z ’YE bn—f—k

ficando assim demonstrado o resultado abaixo.

Lema 3.1
A solugio da equagdo (3.1) que satisfaz as condigbes iniciais
3’0:90 P y1=91 » '"ayk—l:ak—l 3
€ dada por
n—Fk k—1
Y, = Z Yo bnk—e — Z [0 8;
=0 j=0

pare todo n > k, onde
3

Ljn = Z & Vmbmji
i=0
pare cada 7 =0,1,2,....k — 1.

Qutra propriedade fundamental refere-se ao comportamento dos coeficientes «y, ao
n — 00, examinado no resultado a seguir.

Lema 3.2
Quando o polinomio caracteristico p(z) associado d& equacdo a diferencgas (3.1), i.e.,

p(z) = a, 2+ a, 20 4L+ o,z + o

for zero-estdvel, entdo os coeficientes v, introduzidos em (3.2) acima formam uma
seqiéncie limitada, ou seja,

sup |7, | < oo

n>0

17



Prova: Seja j € {0,1,2,...,k — 1,k } tal que a; # 0 ea, =0 para todo ¢ < j. Se
J = k, o resultado € imediato, de modo que assuminos j < £ — 1. Como p(z) é
zero-estavel, o polindmio {de grau & — j) g(z) = 2* p(1/2), i.e.,

pz) = aqpzf+o 2+ + a_,z+a

temn todas as raizes em {z € C: |z| > 1}, e aquelas satisfazendo |2| = 1 sdo
todas simples. Em particular, desenvolvendo 1/5(z) em fragbes parciais, tem-se

= — -|- —_
g ta ke z4a, ; z — wj Z (2 — wj )™

onde |w} | > 1 para todo £ > p+ 1. Assim, é suficiente mostrar que os coeficientes
7, correspondentes a cada parcela da soma acima formam uma seqliéncia limitada.

Como

1 _ li 2\
z—w; | w wy

=0

e |w; [ 2 1, o resultado é evidente para cada termo na expansdo acima correspon-
dente as raizes simples de j(2). Similarmente, tem-se

1 1 i me(me+1) - (me+j—1) ;
- )4

G=wme - YV

par: FU{wz )

de modo que, ao § — o0,

me(met1) o (metj=1) _ ) (metg)metd 1 1
gl (wpy 7 me+j (wp)
o(1) L= 50
= —
(w7 )’
visto que |w} | > 1 neste caso. 0

E interessante observar que a reciproca do resultado acima é verdadeira, de modo
que a condigao
I''=sup|y,| < o
n>0

é equivalente & propriedade de o polindmio p(z) ser zero-estivel. A prova deste
resultado, incluindo sua generalizagio para o caso de fungdes p(z) holomorfas no
disco unitdrio By(0) = {2 € C: {2| £ 1} que nédo se anulam na origem z = 0, é
apresentada no Apéndice A.
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§1.4 — Convergéncia

Nesta segio, serd mostrado que consisténcia e estabilidade, além de serem
condigGes necessdrias para a convergéncia de um método linear (ver Teorema 2.1),
sdo também suficientes para assegurar a convergéncia do método para uma ampla
classe de problemas (Teoremas 4.1 e 4.2 abaixo). Para isso, serd obtida uma cota
para o erro de truncamento || y!*1(z) ~ y(¢)]], de onde a natureza da convergéncia
em questdo ficard evidente. Em particular, obteremos que 0 método fornece aproxi-
magdes y(t) convergindo uniformemente sobre partes compactas do intervalo de
existéncia da solugcdo exata y(t), como indicado anteriormente. Finalmente, con-
sideraremos também a questdo inverse: supondo que as aproximagdes computadas
convirjam uniformemente em um dado intervalo, entéo serd mostrado que o limite
é obrigatoriamente solugdo (no referido intervalo) do problema que se pretendia re-
solver (Teorema 4.3). Este resultado permanece valido mesmo nos casos em que a
solugdo do problema nio é dnica.

Consideremos entdo um método linear de passo &

k k
(41) Z Q’j yn-;-j = b’Z:BJ fn+j
3=0

J=0

aplicado ao problema de valor inicial

(4.2 Y= f1,y0)
(4.2b) y(to) = ¢

Inicialmente, vamos assumir que f estd definida em [a,b]xR™ com tp € [a,b],
satisfazendo

(4.32) f € C%[a,b]xR™,R™)

e a condi¢do de Lipschitz
(4.3b) | F(t,u) = F(&,v)|| € Ljju—-v] Vit€(abd], VuveR™

onde I é uma constante positiva. E bem sabido que (4.3a) e (4.3b) asseguram a
existéncia de uma tnica solugdo ¥ = (¢) passando pelo ponto (#,¢), que estd
definida e satisfaz a equagio para todo # do intervalo [a,b] (ver e.g. {09], [11]).
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Teorema 4.1
Se o método (4.1) for zero-estdvel e consistente, entdo, quando aplicado ao problema
(4.2), (4.3), € uniformemente convergente & solugdo exata em [a,b], i.e.,

lim { max ||y — ot} | } =0
h—0 tn&[ab])

assumindo-se yg‘] , y[l"] R yg‘ll — ¢ ao h—0.

Mais precisamente, ezistem constantes C, £ > 0 (dependendo s6 do método) tais
que

L.(h) K0, Jta—1to| L

198 - el < 00, { 16 - wl- 25+ B } e

para todon > k com i,, € [e,b], onde

; 1
(O T AT i

[ex]

L, (k) € 0 mdzimo erro de truncamento local cometido até o ponto #,,

L,(h) = max | £, R) |l

e & (k) € o erro de inicializagdo,

E,(h) =

ax ||yt — o) |
0<i<k-1

Em particular, se (4.1) tiverordem p > 1 e ¢ € C?*!([q,b]) para algum ¢ < p, entédo

K0 n— Lo L
1980 = (i) | < OO, { [t = tol Dull ol (517 + By } &1 %!

para cada n 2> k com t, € {a,b], onde D, é uma constante que depende apenas do
método e

— (g+1)
7 = max || t

Prova: O argumento a seguir é adaptado de P. Henrici [11]. Observamos inicial-
mente que ¢é suficiente mostrar o resultado para & > 0 (i.e., no intervalo [¢o,8]),
visto que a prova para b < 0 é a mesma, apenas trocando h por | A | nas estimativas
abaixo. Dado entéo & > 0, seja N, o maior positivo tal que N, h < b — ¢y, de modo
que to, 1, b2ty € [ta,b], onde t; = 1o+ j h.
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Dados yg‘] , ygh] s vees ’gfﬂ € R7 seja E, (k) o erro de inicializagdo

1

E,(h) = max { |yl — o) I, 9™ — o) |, ) 191, — o(teai) ||}

Tem-se entdo, para cadan =k, k+1,...,N,,

k
h h h &
ak ?)'gli + ak—l y!zll + + O.’] yE;.-].k.;.] + ag y!—;lk = h Z ﬁj .f( tn—k+j,y£;1k+j )

j=0
Por outro lado,
o, @(tn) + ap_ P(tacr) + oo + 0 @(tncigr) + 0 P(taci) =
k
h Z ﬂj F(tnoiss, @(tn—rs;)) + L(tnsh)
i=0

onde L(i,; k) denota o erro de truncamento local em t,, i.e.,

k k
Llnih) = 3 & @ltnsss) = B3 B, ¢ (tnciss)
Jj=0 =0

Subtraindo a segunda equagdo da primeira, resulta

A h A A &)
o, eL] +a,_, 51[111 + oo 5£1k+1 + o e,[,ik = b[

onde eih] denota o erro de truncamento global em t,,£=0,1,2,..., N,

L0 I
e, =y - (t,)

k
bih] = hz,@j (f(te+j=ye+j) - f(tz+j"‘°(te+i))) N C(tf“‘;h)

J=0

para £ =0,1,2,..., N, — k.

Pelo Lema 3.1, obtém-se

n—k k—1
[#] Z (4] Z {A]
Eﬂ. == 'YJ bn—k-—j - P}ln SJ
3=0 =0

F
onde vy, Yys Ygs -y YVgs - S80 dados por

1
k k-1
oy 2 +alz +...—|-o:k_lz-|-ak

=Yt nztrndt a2+

2]



e,para 3 =10,1,2,..., k-1,
L = Y POy Yy T F O Y i T ¥ Vi

onde se assume 7, = 0 para 7 < 0.

Assim,
[h] n—k k
= h Y 0B (Flumksah W) = Flncisun 0t 1))
J=0 I=0
n—k [h]
- Z ’{,- —J!h) Z ane
7=0
de onde se obtém
n—k
[h [} h
dl hZ 17,1 Z AT A Gy et Z EATTL Y +Z D50 e
=0 7=0

Sendo entio
k=1 k
=Z,ajla B=2‘){9j|: stuph’gi
=0 =0 €20

obtém-se, pelo Lema 3.2, que I ¢ finito, e entdo

1eP ) < aly 18, 1L1e% ) + ABTL Z 1™ || + nTL,(k) + TAKE(h)
=0

onde, para cadan =k, k+1,...,N,,
L,(h) = max || L{t;h)]
k<i<n

Em particular,

(1 - h:ﬁ || ) 1e® ) < hBrLZus“‘] I+ n hI‘L (h) + kT AE, (k)

Assim, assumindo & > 0 suficientemente pequeno tal que

LN
" @ |
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obtém-se

n-1

4] 4] L,(h)
lew || < hﬁ’hBl“L; Il -+ 8, [t — % | =22 + 6, kT A B, (h)
onde
) - 1
ko A
L= haT

Como " A > 1, tem-se, para todo 7 =0,1,2,...,k — 1,

. .
le | < E (k) < 8,TAKE (k) (1+h0, BTLY

Segue entao

k-1 L (h
1) < 10, BEE S I+ 6, [t —tolT 22 4 0, 0 Ak B, (2)

=0 h
\ k-1 ]
< k6, BTLKy(h) > (1+48, BTLY + 6, Ki(h)
j=0

< 9, Ki(h)(1+46, BDL)"

onde

Ki(h) = lti—to|T 522 + T AKE,(B)

Mais geralmente, definindo

L,(h)
h

K(h) = |t,—t|T

; + TALE,(h)

para £ =k, k+1,..,N,, e
Ki(h) = TAkE,(h)
para 7 =0,1,...,k — 1, tem-se

h - £
e ) < 6,k (h) (1 + k8, BT L)

para £ = 0,1,2,...k. Assumindo que essa desigualdade vale para todo £ > 0 tal que
£<n—-1,ondel <n <N, obtém-se

n—1

h *
Net i < no, BTL Y 1 + 6, Kih)
£=0
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n—1
< k8. BT LK;(h) > (1+h8,BTLY + 6, K (k)

£=0
= 6, K.(h)(1+ 48, BLL)

de modo que, por indugdo, a desigualdade é vilida para todo 0 < n < N,. Em
particular,

le® ) < o, K5(RY(1+ 40, BTL)"

t,—tp|8, BI'L

h n
o que conclui o argumento. Q

Em muitos problemas de interesse, a funcio f(¢,y) ndo satisfaz as condigoes do
teorema acima, podendo nao estar definida para todo ¥ € R™ ou ndo ser uniforme-
mente Lipschitziana com respeito a y. Com efeito, é mais realista supor

(4.42) f € C°Q,R™)

onde & C R™ é uma regido aberta contendo o ponto inicial {#,¢ ), com f apenas
localmente Lipschitziana em y na regido ), i.e., para cada subconjunto compacto
K C Q, existe constante L, > 0 tal que

(4.4b) [f(tw) = FEV < Lllu - v VL), (tv) € K

Sob essas condig¢des, pode-se mostrar que existe uma unica solugdo ¥ = ¢(t) do
problema (4.2) passando pelo ponto (%o, € ), que pode ser estendida a um intervalo
maximal I, =]a,, b, [, onde —o0 < a, < b, < 400, e satisfazendo a equagido iden-
ticamente neste intervalo. Nessa situacdo, a convergéncia a que se refere o teorema
acima vale pontualmente em todo o intervalo 7,, mas em geral sé é uniforme em
subconjuntos compactos desse intervalo. Mais precisamente, tem-se o seguinte re-
sultado:

Teorema 4.2
Sejam f uma fungao satisfazendo (4.4), (to,¢) um ponto da regidoQ e : T — R™
a solugdo do problema

(4.5a) i—f = f(t,y(t))
(4.5b) y(to) = ¢

num dado intervalo T. Se o método (4.1) for zero-estdvel e consistente, entdo, para
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cada intervalo compacto [a,b] € I, o método converge uniformemente a solugdo
exata ao h— 0, i.e.,

lim { ma-xllly,[f‘] — ao(tn)ﬂ} =0

h—0 tn &[0,k

desde que se tome yg‘] , yllh] s eers ygﬂl —¢ ao h—o0.

Mais precisamente, existem constantes C, x > 0 (dependendo sé do método) ey > 0,
ho > 0 suficientemente pequenos (dependendo do método, do intervalo [a,b], de f
e da solucdo ) fais que, para cada | h| < ho e valores iniciais 'yg‘] , 'ygf‘] R yg‘ll
satisfazendo

Iy - ¢l <9 ¥Vi=01,..k-1,

tem-se
L,(h k8, |ta—to| L
9 = (e < €0, {1t - ol 25 4 my } TR0
para todon > k com t, € [a,b], onde
0 — 1
o1-|aleln

L, (k) € o mdzimo erro de truncamento local cometido até o ponto t, da malha,

Ly(h) = max [[L(t;h)]]

k<i<n
e E, (k) € o erro de inicializagdo,
Bk = max [y¥ - o(t;)]
0<i < k1

Em particular, quando 2| £ hy o método estd bem definido, i.e., tem-se (tn,yg‘])
pertencente a regido {2 enquanto se tiver ¢, € [a,b]. No caso de métodos implicitos
(i-e, B, #0), yH‘] é obtido resolvendo-se o sistema (em geral néo linear) de equagdes

k=1
o, th] = hﬁk f(tns y,[-:l]) + Z ( - an-—k-i-j yfzh-]—k-i-j + hﬁj f(tﬂ—k+.f:y£:hlk+j) )
—o

iterativamente a partir de uma aproximagio inicial (yg‘l) o» que pode ser obtida

tomando-se, por exemplo, qualquer dos pontos yfﬂl, 'y,[ﬂz, ery yE'.]_k recentemente

calculados. Alternativamente, pode-se usar um método explicito (dito preditor)

k-_l k.—l
* * * A * h
&, Yn + A z aj yi['tlkﬂ' = h Z ﬁj f(tn—k-I-.:-" yr[l—]-k-i-j)
i=0 §=0
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tomando-se entao
(y%), = v

Em qualquer dos casos, para | & | suficientemente pequeno o processo iterativo

ak (yE‘ah] )r+1 hﬁk ( [h] ) + Z ( ﬂ k-3 yHt]k-{f-J + hﬁj fﬂ—k-{-j)
r=1012,..

est4 bem definido (i.e., (tn, (g ),) € Q para todo r) e converge a um itnico limite, a

saber, a solugdo yEf‘] € R™ da equagio nio linear acima. Na prética, itera-se apenas
um nimero finito A’ de vezes, tomando-se ao invés

W = (u9),,

Também nesse caso o método ira convergir (a0 A — 0) a solugdo exata ¢ em cada
compacto contido no intervalo de existéncia I.,.

Prova: Dada ¢ € C'[a,b]) solugio do problema num certo intervalo compacto
[a,b], seja § > 0 suficientemente pequeno tal que a vizinhanca tubular

Ko ={(ty):a<t<b e [ly—e@)]<é}

esteja inteiramente contida na regido 2. Como K, é compacta, existe constante
L, > 0 tal que

17w~ FEV) < Ljlu=vil ¥V (), (tv) € K

A seguir, mostraremos o resultado em [#p, 8], a prova em [a, #5] sendo inteiramente
analoga e por essa razao omitida. Como sempre, dado %, denotamos por ¢, os pontos

th=t+nh , n=0,1,2,..., N,

sendo N, o maior inteiro tal que t, € [a,b].

Caso I: o método (4.1) € explicito

Da prova do teorema anterior, seja é > 0 tal que

(i), - 4rra)ll BT

onde

:Z_:faj] , B=)Y {f], T = ﬁglgl’rgl

=0 §=0
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Como o método é consistente,
sup { %”L(t;h)” : to—l-khStgb} — 0

ao b — 0, onde L£(%; ) denota o erro de truncamento local no ponto ¢. Assim, pode-
mos tomar hg > 0 suficientemente pequeno tal que, para todo A €] 0, ko],

(i), sp { TIE@GH) ot khSt<h ) < 8

Também assumimos

(32), o)~ < para todo t € [a,b] com |t —ty| < kho

b | O

Tomando-se entao valores iniciais 'yg‘], 'yg‘], - yg‘ll satisfazendo

(iv), |y - ¢ < 7 Vi=0l.,k-1
obtém-se, para todo h €]0, k],

I - el < Nyl -¢ll + ¢ -e)l < 8

ou seja, A
B (k) = max [y -e(t)] < b
0<j<k-1
Como (tj,ygh]) € K para todo j = 0,1,..,, k — 1, obtém-se da prova do Teorema
4.1 a estimativa

L, ()
A

k-1
1eP) < 2BTL S €9 + [ti—to|T + TAKE,(h)
=0

< Ki(h)(1+hBL LY

onde, para qualquer n =k, k+1,..., N,,

L, (k)
h

Ki(h) = |tn—to|T + TALE, (k)

Em particular,

”Eih] | < 3{(5—65)1" + I‘Ak}e(b—a)BI‘L*
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de modo que (%, yg‘]) € K;, o que permite obter yg‘il e repetir a andlise acima
obtendo " K41
leesrll < Kyyy(R)(1+A BT La)

e (tk“,y["] ) € K. Prosseguindo-se sucessivamente para os demais pontos %,,
obtém-se "
len' Il € Kno(R)(1+R2BT L)

e em particular

lell < 6
para todon =k, k+1,..,N,.

Caso II: o método (4.1) € implicito

Sejam

, My = max | f(t,u)
|°ka (Lu)EK,

Da prova do Teorema 4.1, seja & > 0 suficientemente pequeno tal que

b—a)BI'L,
a) N é

(3),, 5{2(b-a)I‘+2kl"A}ez( S

e hg > 0 tal que

81 _1

(), ]io Ia,,.lL* < 5

(i), let)=Cll < § ¥t € (ab]com|t—to] < kho

| .. 5 , ..

@ e - o) < w v V¢ € [ab]com|t—¥] < ho
18; 1 §

(©)us ho M; Z o, ] = Fr2

(vi),, sup {%HC(t;h)” : to+kh5t56} < & Y hel0 ko)

Para cada b € [0,h¢], tomando-se condigdes iniciais y["] thI e ygﬂl satis-
fazendo

YV 3=0,1,2,...,k—-1,

b o

gt ¢l <
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obtém-se .
Iy — @) < 1o <l + ¢ - )l < 6
de modo que )
E(h) = max || <4
0<igk-1

Em particular, (tj,ygf‘]) € K, para j =0,1,....,k— L.

Para obter yg‘], é preciso resolver a equacao

By h
v = w, R A
onde
Bl
w, = X L (e 4 081000
3=0 k

Observamos que w, € Bs(p(tx)), i.e.,

lw, @)l <6

Com efeito, como

pela consisténcia do método, obtém-se, usando (2),,, (it),,, (¢v),,,

k—1 k-1

o, o,
1= 2yl — @)l = 1Y =2y = w) |
F=0 k J=0 k
k-1 le, | . E+1
<2 (N + o) - etll) < 1559
J=
enquanto, por (v),,,
k-1 g k-1 [5. | Fy
T3 opps. o 3
183 2l < pMs Y 12 S 3
J=0 k =0 k
Seja entdo, para u em (2,
Fi(u) = w, + hf"—f(tka“)
A



Assumindo u € Bj(p(t:)), obtém-se, de modo andlogo & estimativa acima para
“ w, — (P(tk) ”s

| Fr(u) — ()]l <

SIS Ty — )+ hz & || 165+ b2 ) F o]
j=0 "k k
k+1 |ﬁ3|
k42

usando (v),,.
Assim, tomando-se ul% qualquer em Bs(¢(t:)), e definindo
N P S)
para r =0,1,2, ..., obtém-se uma seqiiéncia {ull : » > 0} C Bs((ts)).
Por (it),,, para u, v € Bg(p(t)),

18|
ka

ou seja, Fi é uma contragio em Bs(¢(t:)), de onde segue que existe um Gnico ponto

fixo yg‘] de F em Bs(¢(11)), tendo-se

1 7(0) = )] € bty Lfu=v] < 5lu-v]

‘y[h] = lim ul

T 0

Como yE‘] € Bs(p(tr)) C K5, pode-se estimar || sgl] || como na prova do Teorema
4.1, obtendo-se

k=1
h h *
ekl < 6, RBPLY ¥ + 6, K5(h)
=0

< 8, Ki(h)(1 + 6, hBTL.)*

onde Ky (%) é dado acima. Em particular,

e sahfc:(h)e""‘ o

. 9| tn — to| BT L.
< 5{2)tn—1|T + 2kT A}e | d
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b))
< —
- (k+2)V

Pode-se agora prosseguir indutivamente: supondo, para um dado 1 <n < N, ,
[~ * £
le Il < 6,K(A)(1 + 6, BT L.)
para todo £ =0,1,...,n — 1, € em particular

1" é
e, "Il < YA

pode-se repetir o argumento acima obtendo-se, para dado ul® € Bs(p(t,)),
v = lim ull € By(e(t))

onde, para r > 0,
ul = 4 hﬁ—"f(tn,u[’])

k
k=1
w, = Z o ( Q; ygflkf; + hﬁj fn—k+j)
j=0 Tk

Da prova do Teorema 4.1, obtém-se entéao

n—1

1ef ) < 6, 8BTL S 1M+ 6, Ko(R)

£=0

< Ku(h)(1+ 6, hBTL,)

para todon =k, k+1,...,N,.

Resta finalmente considerar, em cada estagion = k,k+1,... do método acima, como
é feita a escolha de ul” em Bs(p(2,)). Uma estratégia imediata consiste em tomar
simplesmente

ul ¢ {'yqu ’y{‘:‘] k41 000 'yn—l }

visto que, para cada = 0,1,....k— 1,

1‘5<5

198 ys — ) Il < Nledius | + l@ltores) — )| < g 77 <

ok

Alternativamente, pode-se obter ul® utilizando um método preditor de passo k,

ko—1

ke
Z a;yn+.‘." = h Z ﬂ: fn+.f
=0

J=0

31



para estimar y["] a partir dos valores 'y[ 1 . previamente obtidos pelo método princi-
pal (ou corretor), tomando-se

com ¥, dado por
ke—1
. I hE e syl
Yo = o Z 05 Yo keti + ﬁj .f( n—k.+3:yn_k_+_;;)
ke 7=0

Nesse caso, assumindo-se que ¢ € ho satisfazem, além de (¢),, - (vi),, acima, as
condig¢bes adicionais

2(b—a)BT L. §

(vii),, §{2(b—a)T + 2kTA}e < 3
fa—1 |ﬁ* |
(vﬁi)u ho L. E : =
= e
(zz),, sup{”C'(t;h)”:to-f-khStgb} < g
onde Y
. ot
V' = Z m
e £L"(t; ) é o erro de truncamento
ke Ru—1
C(t:hy = Y o @t — kb + jh) - Ry B ¢'(t — kuh + jh)
3=0 j=0
obtém-se que o valor predito ¥} satisfaz
ko'—l * [h] n’\-n"‘l [h]
[y =)l < Z o ||| nboti Il F hz I L l€nkeis Il +11.C° (s B) ||
=0

ka—1 *l 6 ka1 “g ,
|

“SV*Z|* “‘Z|

o[ e
(A

usando (vii),, — (iz),,. Tomando-se entio ul’l = gy} como a aproximagéo inicial
para y"l e iterando-se qualquer nimero de vezes (finito ou infinito) via

ul Ml = w4 h&f(tn,u["])
@
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obtém-se um valor y[:‘] em Bs(¢(t,)). Para uma aproximagio assim calculada, re-
sulta entdo, repetindo o argumento indutivo apresentado acima,

9 - @(ta) Il < 8,Kn(k)(1 + 6, BT L.)"

para todon = k, k+1,..., N,. 0

Por outro lado, para qualquer f € C%(£),R™), ¢é interessante observar que sempre
que o método (4.1) convergir a elguma fungdo uniformemente em um certo inter-
velo, ela € solugdo do problema (4.2) neste intervalo. Mais precisamente, pode-se
mostrar o seguinte resultado;

Teorema 4.3
Se o0 método (4.1) satisfizer

k
e, = 0
J

=0

k k
Zjo‘:‘ = Zﬁj # 0
=0 =0

e, quando aplicado a um problema

d
=2 = f(ty®)
y(to) = ¢

onde f € C(UR™) e (fo,€) € R, tivermos que (4.1) produz, para uma dada
seqiiéncia de passos hc — 0 e condigdes iniciais

k] [4,] [k,]
Yol ULty Uiy

convergindo a ¢ ao £ — oo, uma seqiéncia de aprozvimagdes { yg‘fl  tp € [a,b]}
que, ao £— oo, converge uniformemente em [a,b] a uma determinada aplicagio
¢ : [a,b] — R™ entio

¢ € C'([a,b],R™)

e @ salisfaz o problema (4.2) em [a,b].

Prova: Mostraremos o resultado no intervalo [ 2o, &), a prova em [ ¢, ¢o | sendo inteira-
mente andloga. Mais precisamente, dados { < £ € [#o,8] quaisquer, mostraremos

(+) wﬂ—ﬂﬂ=lf%ﬂmﬁ
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de onde o resultado a provar é evidente. Para mostrar (%), tomemos inicialmente
d > 0 suficientemente pequeno tal que I € Q, onde K denota o conjunto compacto

K, = {({,y) e R™' . t€[a,b], |lu—@)[[<6}

e M; o méximo valor de || f[| em K, i.e.,

MS = max || Ff(t,y)]

{t.y)e K;
- h ’ -
Paracada {=1,2,3,..., seja tL dg n-ésimo ponto da malha correspondente ao passo
hz’ ou seja,
)
tL o =ty + n hf

e tomemos £ > 0 tal que, para cada £ > £,
A -
5% — (k)| < 3

(5l

para todo n tal que ¢,

€ [a,b], de modo que
(i, g K,V e lab], ve > E

Sejam
k k
A=Y ol » B=) |6
j.—_l) j=0
Dado ¢ > 0 arbitrario, seja 6, > 0 suficientemente pequeno tal que

() NFEw) = FEVI S 7 V1), (1 V) € K; com [[v—ull < &

() Nle() ~ o)l < Vi, 1 € [a,b] com |t =] < &,

€
Ak?
e tomemos £. > 7 tal que

(i) h,| < 6 Ve &

(iv) Ny — ()| < min{a; } Vn tal que £ € [a,b], VE2 L

£
T Ak
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Sejam entédo ,f € [#o,b] fixados, arbitrariamente tomados, com { < £. Para cada
£ > £, dado, sejam 7, 1 inteiros tais que

R - h " h . .
tL‘]zt , tLi]1<t , tL‘]St ) fni]1>f

%)

onde ¢ el =

=to+hh, t;’ = totnh,

Somando as equagdes
k
Z yp+: hy Z B Jpri
=0 j=0

a oA

parap=f,h+1,...,2 —k, obtém-se

(¥%) L(i§6 = R(i,59)
k

onde, visto que Z o; = 0,

=0
(A,]
(o, Ty +t oy +a )ynik 1t

]
(ak_2+ak_3+...+a +a ) Lik—z + -

)
(al-i-a )yn+1+ f'f’

(o_r oyt ta, +a1)ynf1+1+

(e o +otao+a, )yLE]m +oet

[]
(Q’ +ak l)yn-l + @ ¢

R(i,;0) =
Sb {fﬁ+k+fﬁ+k+1+'-'+fﬁ—k—1+-fﬁ—k} +
hy (Byy + By + oo+ B+ 85} Faprra +
hy(Byy + By g+ +B8,+8y) Faguz + -+
he(ﬁl +ﬁo)fﬁ+1 + hgﬁofﬁ'*‘
Ry (B + B+ tB8)) Fackpn +
hg(ﬂk+ﬁk_1+“'+'82)fﬁ—k+2 + -t
ho(By+ B ) Frma + R BT
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sendo

9, = 2:‘%
i=0
Em particular, podemos escrever
L(t,50) =
(o ta_,+..t+e +0:0){gp }

. o
(Qy g+t g +ay) { (1) 4 iz} b

(o +a) {o(D)+ 21} + { }
(o, +a,_, + . +a +a1){ }+
(e, +a, , +-+ag+a { + oyt } +oet
(o +apy) { oD 40l | + { i+ e}
onde, para cada j = 0, ..., &, define-se @E."f] =yt —o(f) e o = g4p 8 — ().

ity A—k+7

Por (i), (¢21), (), tem-se

,[h,g] 2¢
< — =
l%; %1l < % Vi=012..k-1
e
. [yl 2e
< —— = .. —
lo; “l = 47 Vi=12..,k-1k
Usando novamente que o+ da+ay=0 obtém-se entdo



de modo que

L(i,5¢ = (kak+(k—1)o:k_1 + 420, +a1) p(t) —

onde

WZE

k
(ak+ak—1+“‘+a2+a1)d’££]+

. (1]
(ak+ak_1+...+a3+a2)w[2‘ + -4

. [h] LIkl
(ak-{-ak_l)wkfl + akwkf —
. lh,]

o []
o wt - (ak+ak_1)wk—2 -,

. [k
(ak+ak_l+...+a3+a2)w£‘]

[
(ak+ak_1+...+a2+a1)w£,"]

Pela hipétese, tem-se

koy +(k—1Doy_ +..+20+a, = B +8,_,+..+8,+5
de modo que

Il
N

LE50 = Sy {e(l) — (i)} + W,

onde Wz satisfaz

W, < 4e

Por outro lado, da expressio acima para R (f,;£), obtém-se

onde

R(i,50) = thb{fﬁ+k+fﬁ+k+1+"'+fﬁ—k—1+fﬁ-k} + W,
W, |l < 2k, BkM,

Como, para todo j =R+ k,n+k+1,...,a—k— 1,72 —k, tem-se

[%,] h (] {&,) [~,]
£i = FG098 = (5 05)) + a;°
onde, por (z), (iv),

J )
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segue que

R(E,E8) = by S, { Fars + Farimt + o+ Facpor + Faci } + W,

-k
- hesb{Ae + 3 f(ij,fp(ij))} + W

I=n+k

ik
onde Ag = Z aﬂh‘] satisfaz

j=htk

Portanto, (**) fornece

joitk
Logo, como S, # 0, obtém-se
-k
(+5%) o(i) - (it Z (50t ))h, + e,
onde ‘e BEM.
e, < 50 + e+ 2—~|T|5h£

Como ¢ € C%aq, b]), temos, ao £— oo,
z ft U“] (t”“] h, — / ft,ot))dt
j=h+k

de modo que, fazendo £{— oo em (**#), obtemos

, x 4
(i) — w(i) /f(tsa Nt || < S5 4
| S,
Como & > 0 é arbitrario, obtemos entio
- - E
o(D) ~ (i) = [ F(tp)ar | = o0
1
ou seja, )
t
e(f) — 9(t) = [ F(t,p(t))d
t
como havia sido afirmado. O
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Capitulo II

Equacoes Algébrico-Diferenciais Lineares

de Coeficientes Constantes

Neste capitulo, apresentaremos um breve tratamento sobre algumas proprie-
dades fundamentais de sistemas de equacdes algébrico-diferenciais lineares

A&(t) + Ba(t) = F()

onde A, B sio matrizes constantes de ordem n dadas, com A singular, e f(2) de-

nota um vetor n-dimensional de fungdes suficientemente diferencidveis em um certo
intervalo 7 C R.

Em anos recentes, a teoria de sistemas singulares da forma acima foi substan-
cialmente desenvolvida (ver por exemplo [02], [03]), permitindo um entendimento
satisfatério do comportamento analitico e computacional envolvido [01]. Apesar do
interesse recente nestes sistemas, varios resultados fundamentais jd eram essencial-

mente conhecidos, ou podiam ser derivados facilmente a partir de resultados classicos
em teoria de matrizes [07].

Na secdo §2.1, é apresentada uma breve introdugio a teoria de sistemas sin-
gulares do tipo acima, seguindo [01]. Como no Capitulo III, define-se inicialmente
solubilidade de um modo levemente diferente do apresentado em [01], exigindo-se
que o termo f(?) seja infinitamente diferencidvel, mostrando-se posteriormente, na
secao §2.2, que é suficiente tomar f k-vezes diferencidvel, sendo % o indice do sis-
tema. Na falta de referéncias como [02], [03], alguns dos resultados fundamentais da
teoria destes sistemas sdao derivados em §2.2 a partir de resultados conhecidos sobre
a estrutura de feixes de matrizes, discutidos em [07).
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§2.1 — Introducgao

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados e conceitos bdsicos sobre sis-
temas de equacgdes diferenciais lineares da forma

(L1) A&(t) + Ba(t) = f()

onde A, B sido matrizes reais n xn de coeficientes constantes, com A singular (i.e.,
néo inversivel), e f(¢) denota um vetor n-dimensional de fungbes continuas em um
dado intervalo Z. Sistemas como (1.1) em que A é singular sdo denominados sistemas
de equac¢oes algébrico-diferenciais ou sistemas singulares, com vinculos, ou implicitos
[01], [04]. Uma solugdo de (1.1) num intervalo J C 7 é uma fung¢io = € C*(J,R")
que verifica a equagdo (1.1) em cada ponto ¢ € J. Contrariamente ao caso explicito
em que A é inversivel, para que existam solugées da equagéo (1.1) é preciso em geral
assumir alguma regularidade adicional do termo independente f(t).

Exemplo 1.1
Considere o sistema

e(t) + y(t) + 2(t) = f(2)
(1.2) () + (1) = g(¥)

y(t) + =(2)

I

-
—

e
—

correspondente a equacédo (1.1) onde

2(t) = (=(1), y(8), 2(8))" . FO)=(F),9(t), 1))
1 1 1 0 0 0
Ay =11 0 1 , B)=]0 0o o
0 0 0 0 1 1

Supondo existir solugao 2(¢) num intervalo Z, obtém-se da terceira equagio que A(t)
é diferenciavel em cada ponto de Z. Nestas condigdes, subtraindo a segunda equacao
da primeira, obtém-se

y(t) = f(t) — g(t)
de onde y(t) pode ser determinada unicamente, supondo-se conhecido seu valor em

algum ponto ¢ty € Z. Derivando-se a terceira equagéio com respeito a ¢ e subtraindo-se
o resultado da primeira, obtém-se

#(t) = f(1) — K(B)
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de onde z(t) pode ser determinada a partir de um valor inicial z(#y). Finalmente,
obtém-se z(t) da terceira equagao,

z(t) = h(t) — y(?)

Em particular, dadas f,g,h € C%Z,R), a equagio acima possui solugdes num
intervalo J C T se e somente se k for diferenciavel em 7. 0

Como mostra o Exemplo 1.1, a continuidade de f(%) ndo é em geral suficiente para
assegurar a existéncia de solugbes para o sistema singular (1.1). Para outros sistemas,

pode ndo haver solu¢des mesmo quando f for infinitamente diferenciavel.

Exemplo 1.2
Considere o sistema

#(t) + y(t) + 2(8) = f(t)
(1.3) #(t) + 2(t) = g(t)

o(t) + z(t) = A(t)

correspondente & equagdo (1.1) onde

1 1 1 0 0 0
A =11 0 1| , By=|0o 0 o
0 0 0 1 0 1

e onde se assume f,g,h € C°(Z,R). Claramente, da segunda e terceira equagdes
resulta que o sistema admite solugdes se e somente se g(¥) = A’(¢). |

Definigao 1.1 (solubilidade)

O sistema (1.1) € dito soliivel no intervalo T se as seguintes condigées forem veri-
ficadas:

(7) pare cada f € C®(T,R"), existe pelo menos uma solugdo em algum
subintervalo J C T de classe C'(J,R")

(1) cada solugdo ® € CY(J,R") de (1.1), onde J C I, na verdade estd
definida em todo o intervalo I, ¢ de classe C'(Z,R™) e satisfaz a equagdo
em cada ponto de T

(232) as solugbes de (1.1) sdo unicamente determinadas pelo sex valor em qual-
quer ponto do intervalo T, ou seja: se &,y € CYZ,R") sdo solugdes
quaisquer tais que x(to) = y(to) para algum to € I, entdo x(t) = y(1)
para todot € T

Assim, o sistema (1.3) nio é soldvel em nenhum intervalo Z, dado que (¢) e (z:2)
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nio sao satisfeitas. Por outro lado, como ficou mostrado na anilise do Exemplo 1.1,
(1.2) é solivel em qualquer intervalo T C R, admitindo, para cada f € C°°(Z) dada,
infinitas solugdes @ € C(Z). Um caso extremo de sistema soliivel — que exibe, para
cada f € C*(Z,R"), uma iunica solugao &(t) — ¢é dado pela proposi¢ao a seguir.

Proposicgao 1.1
Sendo N matriz nxn nilpotente, entio o sistema

(1.4) Naz(t) 4+ =) = ()
¢ solidvel em qualquer intervelo T C R.

Mais precisamente, sendo k € {1,---,n} a nilpoténcia de N, entdo, pare cada
f € CXZ,R"), (1.4) admite uma dnica solugio =(t), dada por

Ed
—

o(t) = ) (1Y N fO()

La,
1l
<

pare cada t € 1.

Prova: Claramente, w € CYZ,R") definida por

ol
=

w(t) = 3 (-1) N f))

L,
1
=

é solucdo de (1.4) no intervalo Z, visto que

Nw(t) + w(t) =

k-1

= NI ()N + Y <1y MO

k

= S (RN + 3 (<1 N FG)()

=1 =0

= f(t) — (-1)* N* F(2)

= f(?)

Para mostrar que w(¢) acima é a tnica solugdo da equagio (1.4) em qualquer subin-
tervalo J C Z, seja # € C'(J,R") uma solugdo arbitréria, e tomemos a diferenga
0 = ¢ — w, que satisfaz

(%) NO(t) + 6(t) = 0
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para todo ¢ € J. Multiplicando-se (*) & esquerda por N*~!, obtém-se
NElg@) = 0

visto que N¥ = 0. Derivando-se essa equacio com relagdo a ¢, resulta

() N*19() = 0

Subtraindo (#*) da equagio (*) multiplicada & esquerda por N*~2, obtém-se
N¥29(t) = 0

Repetindo o argumento, obtém-se entio
N*=%9(t) = 0

e assim sucessivamente, até obter

0(t) = 0

ou seja, () = w(t), concluindo o argumento.

Introduzindo na equagio (1.1) a mudanga de varidvel

z(t) = Qu(t)
onde () é uma matriz inversivel constante, i.e.,

@ € GL(R) = {GeM_ (R): detG # 0}

e multiplicando-se (1.1) a esquerda por P € GL, (R), obtém-se o sistema equivalente

(1.5) PAQy(t) + PBQy(t) = P f(¢)

Claramente, (1.1) é solivel num dado intervalo I se e somente se (1.5} for solivel em
Z. Ademais, como sera visto na se¢io a seguir, € possivel encontrar P, () adequadas
tais que (1.5) tem uma forma padrdo simples, de onde propriedades importantes do

sistema original podem ser mais facilmente derivadas.
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§2.2 — Solubilidade e Indice

Nesta secio apresentaremos uma caracterizagdo simples para a solubilidade
(cf. Defini¢do 1.1) do sistema de equagdes algébrico-diferenciais

(2.1) Az(t) + Be(t) = f(t)

e analisaremos a estrutura de um sistema soliivel genérico, seguindo a discussdo em
[01], [07]. Como na segao anterior, A ¢ B denotam matrizes constantes de dimensao
nxn, ¢ f(t) € um vetor n-dimensional de fungdes (suaves) dadas.

Serd conveniente no que segue considerar o feize matricial A(X) associado ao
sistema (2.1), i.e.,
AA) = XA+ B

onde A € C é um parimetro livre. Em particular, A()X) é uma matriz nxn de
polindémios de grau ndo superior a 1. Definindo o posto do feixe A(A) como a or-
dem da maior submatriz quadrada de A(A) cujo determinante néo seja o polinémio
identicamente nulo em A, entdo A(X) € dito ser um feixe reqular quando tiver posto
mdximo n, e singular em caso contrario [07].

Proposigao 2.1
Se A(A) = AA + B for um feize regular, entdo existem matrizes nxn inversiveis
P, Q) tais que

i 0 C 0

(2.2) PAQ = , PBQ =
0 N 0 I

onde N é uma matriz nilpotente sxs e I, I, sdo as matrizes identidades de ordem
r e s, respectivamente, com r + 8 = n.

Prova: Ver F. Gantmacher [07], vol. II, pag. 28. 0o

Em particular, introduzindo em (2.1) a mudanga de varidvel x(t) = Q »{¢) e multi-
plicando a equacdo {2.1) & esquerda pela matriz P, obtém-se o sistema equivalente

(2.3a) 1(t) + Cy(t) = g,()
(2.3b) Ny(t) + 9.(t) = g.()
onde ¢ = Pf, g = (9,,9.)", ¥ = (v1,%,)7. A equagdo (2.3a) é um sistema

explicito de equagdes diferenciais ordinirias, e assim admite uma iinica solugio
y,(1) para cada g, € C°(Z,R") e valor inicial ¥,(¢) € R" dados, enquanto, pela
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Proposi¢ao 1.1, (2.3b) admite uma tnica solugio para cada g, € C*(Z,R*), que é
dada por

y,(t) = ¥ (~1¥ N g9 ()

J

a
jun

i
=

onde £ € {1,2,...,s} é a nilpoténcia de N. Portanto, segue que (2.1) é sohivel
(no intervalo 7) nesse caso, admitindo solugdes satisfazendo (¢2) e (72¢) da Definicio
1.1 para cada f € C*(Z,R"), e nio somente f € C=(C,R") como sugerido pela
Defini¢do 1.1. Em particular, temos mostrado o seguinte resultado.

Proposigao 2.2
Se A(A) = AA + B for um feize regular, entdo o sistema singular (2.1) é sohivel
em qualguer intervalo .

Por outro lado, quando o feixe A(A) = XA + B for singular, pode-se mostrar
que (2.1) ndo é solivel em nenhum intervalo Z, de modo que temos a seguinte
caracterizagio para a solubilidade do sistema singular (2.1).

Teorema 2.1
A equagdo (2.1) € solivel se e somente se A(A) = AA+ B ¢ regular.

Por exemplo, quando existe dependéncia linear entre as colunas de A(A), de modo
que

* 0
* 0
* x o0 % 0

para alguma matriz (constante) @ € GL (R), obtém-se, introduzindo a mudanga
de varidvel y(t) = Q' (¢), o sistema

$ % - % 0 71(t) * * 0 y1(t) fa(t)
* * 0 (1) * * 0 y2(1) fa(2)

N : + T : B :

* * e % 0 ¥n () £ & o0 ok () Yn(t) Fa(t)

de modo que y(t) = (#1(2), y2(t), .. s yna1(t), yn(t) )T é solugéo se e somente se,
para qualquer §,(t), tivermos que #(t) = (y1(t), y2(2), ., Yu—1(2), Fu(2) )T é solugdo,
seguindo entdo que a condigdo de unicidade (#iZ) da defini¢io de solubilidade ndo
pode ser satisfeita.

Analogamente, havendo dependéncia entre as linhas de A(}), é facil ver que a
condigdo (z) ndo pode ser satisfeita para f arbitriria (infinitamente diferenciavel),
de modo que o problema néo € soluvel. Novamente nesse caso, pode-se mostrar que
(#77) também ndo ¢ satisfeita.
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Finalmente, no caso restante em que as linhas e colunas de A()\) sio linearmente
independentes, o resultado decorre por um argumento similar explorando-se a forma
candnica do feixe singular A()), conforme discutido em [07]. &

Ademais, examinando-se os divisores elementares [07] dos feixes A(A) = A+ B e
B(A) = A + A B associados ao sistema (2.1), pode-se mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 2.3
Sendo A(A) =AA+ B regular ¢ P,Q, P,Q matrizes nxn inversiveis tais que

[ I, 0 [ C 0 ]
PAQ = , PBQ =

| 0 N_ _U Is_
. . I: 0 . . _é‘ 0-|
PAQ = ) ., PBG =

0 N | 0 I |

onde N, N sdo matrizes nilpotenies de dimensdo sxs e 5x 3, respectivamente, entdo
r=7,3=8eN €similara N.

Prova: Sejam Cy,Cy,...,C; os blocos de Jordan da matriz C (de dimensio rx7),

i.e., os blocos de ordem m,,ma,...,m;, respectivamente, ao longo da diagonal da
forma de Jordan de C. Para cadai=1,2,...,3, tem-se C; ={¢;]se m; =1, ¢
[ 10 0 0 ]
0 ¢ 1 0 0
0 0 ¢ 0 0
Ci= | . . .. | € Mz (C)
0 0 0 ¢ 1
| 0 0 0 0 & |

se m; > 1, onde ¢; € C, tendo-se ademais my + m2 + --- + m; = r. Analogamente,
sejam Ny, Ny, ..., N; os blocos de Jordan da matriz N (de dimensdo sx s), de ordem
n1,7g, ... , N, respectivamente, onde ny +n2 + -+ + n; = s. A partir das formas
de Jordan de C e N dadas acima, é facil obter que os divisores elementares {07] de
B(A) = A B + A sdo dados por

(L4 )™, (L+re)™, o, (B4 Ae)™, A™, A™, A%

Por outro lado, sendo él,é'z, ..., C; os blocos de Jordan da matriz ¢ (de dimensdo
#x7), de ordem 7y, 7y, ..., 70, respectivamente, onde m; + mp + -+ 1 = 7, €
sendo Ny, Ny, ..., Nj os blocos de Jordan da matriz N (de dimensdo §x §), de ordem
1, fig, ... , 5, respectivamente, onde 7y + fig + -+ - + 7i; = §, obtém-se pelo mesmo

cdlculo que os divisores elementares de A B + A sdo dados por

(L+X&)™, (L4 A&)™, ., (L4 AE)™, A8 AR A%
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Como as duas listas obtidas acima para os divisores elementares de A B 4 A tém de
ser idénticas, segue imediatamente que 1 =%, j=je

my = ?ﬁ.‘, ¢ = 5,' Vi=1,2,...,f

nJ = ﬁ.’ V j = 1'!23 ""Jj\

Em particular, tem-se » = 7, s = § e (, N sdo similares a (', N, respectivamente,
como havia sido afirmado. a

Como conseqiiéncia da Proposigio 2.3 acima, segue que a nilpoténcia k da matriz
N em (2.3} é univocamente determinada, sendo denominada de indice do sistema
de equagdes algébrico-diferenciais (2.1}, Pela definigao, o indice £ de um sistema
de dimensio n é um ndmero inteiro entre 0 e n, tendo-se ademais que dois sis-
temas equivalentes quaisquer tém obrigatoriamente 0 mesmo indice. Além disso,
observando-se a forma das equagdes (2.3), € imediato obter, da Proposig¢ao 1.1, o
seguinte resultado.

Teorema 2.2

Se o sistema singular (2.1) for solivel, entdo, sendo k o indice do sistema e T C R
um intervalo qualquer, tem-se que

(2) pare cade f € CHI,R"), existe pelo menos uma solucio de (2.1) em
algum subintervalo J C I de classe C'(J,R")

(%) cada solugdo & € CY(J,R") de (2.1), onde J C Z, na verdade estd
definida em todo o intervalo Z, € de classe C*(Z,R") e satisfaz a equacdo
em cada ponto de T

(#i1) as solugdes de (2.1) sdo unicamente determinadas pelo seu valor em qual-
quer ponto do intervalo I, ou seja: se ¢,y € CYI,R™) sdo solugies
quaisquer tais que ®(to) = y(to) para algum &y € I, enido =(t) = y(t)
para todot € 1

Ademais, sendo m 2> k qualguer, para cade f € C™(Z,R") dade, toda solugdo da
equacio (2.1) € de classe C™*1(T, R").
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Capitulo III

Equacoes Algébrico-Diferenciais Lineares

de Coeficientes Variaveis

Neste capitulo, derivaremos alguns resultados sobre sistemas de equagbes
algébrico-diferenciais lineares

At)e(t) + Bt)=(t) = f(?)

onde A(t), B(t) sdo matrizes nxn de coeficientes variaveis, definidos num intervalo
Z C R, com A(%) singular para todo t em Z, e f(¢) denota um vetor n-dimensional
de fungodes suficientemente diferencidveis no intervalo Z.

Na segdo §3.1, sao apresentados alguns conceitos e resultados basicos sobre o
problema acima, seguindo [01], [04]. Em particular, a nogdo de solubilidade de um
sistema singular é discutida, derivando-se alguns resultados de interesse relacionados
a esse conceito. Na segdo §3.2, investiga-se o importante caso particular

N)&(t) + =) = f()

em que N{t) € nilpotente para cada t € Z. Em contraste com o caso de coeficientes
constantes considerado no Capitulo II, estes sistemas podem ndo ser soliveis, e
alguns resultados fornecendo condigdes suficientes para sua solubilidade sdo deriva-
dos nesta secdo. Em §3.3, dois resultados importantes sobre matrizes de funcoes
continuas ou de dada classe de diferenciabilidade sio investigados, e na falta de
referéncias providenciamos sua demonstragio em detalhe, deixando alguns resul-
tados técnicos para o Apéndice B em ordem a ndo prejudicar a continuidade da
exposi¢io. A secao §3.4 é baseada na referéncia {04], apresentando a derivagdo de
um teorema fundamental descrevendo a estrutura de sistemas singulares genéricos
obtido recentemente por S. L, Campbell.

43



§3.1 — Introducao

Nesta seciio apresentaremos alguns resultados e conceitos basicos sobre sis-
temas algébrico-diferenciais

(1.1) A)2(t) + B(H=z(t) = f(¢)

seguindo a discussdo em [01], [04]. Na equagdo (1.1}, A(t), B(t) sdo matrizes nxn
de fun¢des continuas num intervalo Z, e f(¢) denota um vetor n-dimensional de
fungoes continuas no mesmo intervalo. Uma solugdo de (1.1) num intervalo J C T
é uma fungio @ € C'(J,R") que verifica a equagio (1.1) em cada ponto t € J.
Em contraste com o caso de equagGes diferenciais ordinérias, assumimos que A(t}
seja singular (i.e., ndo inversivel) para cada ¢t € Z, com posto 0 < r(t) € n -1
nao necessariamente constante. Como {oi visto no Capitulo 1, para que existam
solugbes da equagio (1.1) é preciso em geral assumir alguma regularidade adicional
do termo independente f(t) e, similarmente, dos coeficientes A(2), B(t).

Exemplo 1.1
Considere o sistema

£(t) + 2(t) = 1
VE§() + VT () + 2(t) = 0
y(t) + #(t) = ¢

correspondente & equagdo (1.1) onde =(t) = (=(1), y(t), z(t))T, F(¢) = (1,0, )T

I 0 1 0 0 0
Ay = | 0 Vi VT , B@y=10 0 1
0 0 o 0 1 1

Da terceira equacio, segue que y(t) + 2(t) = 1, de modo que, pela segunda. equacio,
obtemos

Como z(t) ndo é diferenciavel no ponto { = 0, segue que a primeira equagio ndo
pode ser satisfeita em nenhum intervalo da forma Z = [0,46], § > 0, apesar de se ter
A, B, f continuas em [0,+o0|. Logo, diferentemente do que acontece em equagdes
diferenciais ordinarias onde A(2) é inversivel em cada ponto, para sistemas singu-
lares como (1.1) a continuidade de A(Z), B(%), f(t) ndo é em geral suficiente para
assegurar a existéncia de solugdes. Em particular, na maior parte dos resultados
deste capitulo é assumido que esses termos satisfazem condigdes de regularidade
mais restritivas que meramente continuidade no intervalo de interesse.
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Definicao 1.1 (solubilidade)
O sistema (1.1) € dito solivel no intervalo T se as seguintes condicdes forem veri-

ficadas:

(2) para cada f € C™(ZI,R"), eziste pelo menos uma solugdo em algum
subintervalo J C I de classe C'(J,R™)

(7¢) cada solugdo ¢ € CYJT,R"*) de (1.1}, onde J C I, na verdade estd
definida em todo o intervalo Z, € de classe CY(Z,R™) e satisfaz a equagdo
em cada ponto de T

(éti) as solugdes de (1.1) sdo univocamente determinadas pelo seu valor em
qualquer ponto do intervalo I, ou seja: sex, y € CY(Z,R™) sdo solugdes
quaisquer tais que ®(o) = y(to) para algum &p € I, entdo 2(1) = y(t)
para todot € T

Outra defini¢do importante é a de sistemas equivalentes:

Definicao 1.2 (equivaléncia analitica)
Dois sistemas

A &(1) + B)a(t) = (1)
A@ya(t) + By)a@) = F()

com A, A € CHI,M,(R)) ¢ B, B € C+Y(Z,M,(R)), sdo ditos equivalentes no
intervalo I se ezistirem matrizes inversiveis H(t), K(t) de classe C*(T) tais que

(1.2a) HR) AR K@) = A@®)
(1.2b) H®)AQR)K'(t) + H(t)B(t) K(t) = B(t)
(1.2¢) H(t) f(t) = F()

para cada t € T, de modo que A(t) &(t)+B(t) 2(t) = f(t) pode ser colocado na forma
A(t)z(t) + B(t)&(t) = f(1) fezendo-se a mudanga de varidvel 2(t) = K(¥)&(t) e
multiplicando a equagdo ¢ esquerda por H(t).

Claramente, quando (1.1) for equivalente a um sistema soliivel num dado intervalo,
entdo o sistema original também serd solivel neste intervalo.

Associado ao sistema (1.1}, serd util consider a equagio homogénea
(1.3) A)z(t) + B(t)z(t) = 0

visto que qualquer solugao de (1.1} é da forma
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2(t) = (1) + za(t)

onde @,(t) denota uma solugdo particular qualquer da equagéo (1.1) e @x(¢) é uma
solugdo arbitraria da equacio homogénea associada (1.3).

Teorema 1.1
Se (1.1) for soldvel num intervalo I, com A(t) singular em pelo menos um ponto
deste intervalo, entdo o espago das solucdes da equacio homogénea associada (1.3),

W, = {zecC'(Z,R"): AR)2(t) + Bt)=z(t) =0 YVt € T}

tem dimensdo 0 < s <n -1,

Prova: Se a equacdo (1.3) possui apenas a solugdo trivial @ = 0, o resultado ¢
imediato, de modo que vamos assumir que existem solu¢des ndo triviais ®{t) para a
equagio homogénea.

Primeiramente, observamos que, para um problema solivel de dimensio n, nao
podem existir mais que n solugdes de (1.3) linearmente independentes no intervalo
considerado. Com efeito, dadas n + 1 solugbes quaisquer

991 (t) ) (102(t) FELLLE (Ion(t) ) (Ion.-f-l (t)

da equacgio (1.3), e tomando um ponto qualquer t; no intervalo Z, os n + 1 vetores

©1(t0); @a(te) s - ) ©,(t0) s Pny1(to) sdo linearmente dependentes em R”, de modo
que pelo menos um deles, digamos ¢, ;{fp), pode ser escrito como uma combinagao
linear dos demais, i.e.,

Pnpalto) = crpi(to) + 2 @a(te) + ... + e, (to)

para determinadas constantes ¢, ¢z, ..., ¢,. Em particular, as solugdes de (1.3)
dadas por ¢, (%) e

O(t) = c1pi(t) + c2p.(t) + ... + cap,(t)

coincidem no ponto g € Z; pela condigio (%) de solubilidade, tem-se entdo @, 1 (t) =
¢(t) para todo t € I, ou seja,

§0n+1(t) =G Sol(t) + Ce 992(t) + oo F Ca Lpn(t)

de modo que {®;, P3, s Prns Pryy } € um conjunto linearmente dependente de
solugdes, como havia sido afirmado. Portanto, o espago

W, = {peC{T,R"): AQt)p(t) + B(t)p(t) =0Vt € I}
tem dimenséo finita e ndo superior a n.

Para mostrar que dim W, < n — 1, suponha que fosse possivel encontrar n solugdes
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P13 Poy ey P, € Wy linearmente independentes no intervalo Z. Em particular, a
matriz ®(t) formada pelas colunas ¢,(t), @,(t), ..., @.(), ou seja,

(1) = [@1(t)@2(t)] -+ 1 nlt) )

seria inversivel para cada t € 7, com ® € CY(Z,GL,(R)). Afirmamos que nesse
caso E(t) = A(t) ®(t) teria de ser inversivel para todo t € . Com efeito, supondo
que, para algum ponto § € T se tivesse E({) singular, entio existiria ¥ € R" tal que

E(f)u # ¥ Yu e R"
Tomando-se entdo f € C°(Z,R"*) dada por
f@y =v YieZ

e sendo & € C''(Z,R") a solugio da equagdo (1.1) para f acima, ou seja,

At)=(t) + B()e(t) = ¥
entdo, introduzindo & € CYZ,R") dada por

x(t) = ) 2(t)
para todo t € 7, ou seja, () = ®(¢)~'x(t), obteriamos
AW EE) + (AW E() + BERO® 1) = v

Como A(t) ®'(t) + B(t)®(t) = 0 pela definicio da matriz ®(¢) acima, teriamos

entao

E(y&(t) = ¥

Em particular, fazendo ¢ = £,

E(1) %

£ = ¢

de modo que ¥ pertenceria & imagem de E(#), contrariamente ao que foi assumido
sobre V. Logo, temos de ter E(¢) = A(t) ®(¢) inversivel para todo t € Z, e entdo
A(t) inversivel para todo t, 0 que contradiz a hipdtese. O

Observa-se da prova acima que, quando (1.1) é solivel em I, sendo s = dimW,
e {¥1, P2, ..., P,} uma base para o espago W,,, tem-se que, para cada t € 7, o
conjunto {¢@,(t), ¥,(t), ..., @,(t)} é linearmente independente. Ademais, ou A(?)
¢ inversivel para todo t € I ou A(t) € singular para todo t € I. Com efeito, se
A € C°Z, M, (R)) for inversivel num dado { € Z, entio temos A(£) inversivel em
todo um intervalo J contendo o ponto #, e assim as solugdes da equacio homogénea
no intervalo J formam um espago de dimensdo n. Como (1.1) é soluvel em I,
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essas solugdes estdo definidas em todo o intervalo T e, pela condigio (#4%) de solubi-
lidade, formam um conjunto linearmente independente em cada ponto de Z. Assim,
dim W,, = n, e, como foi visto na prova acima, segue que A(?) é inversivel para todo
t € Z. Temos com isso mostrado o seguinte resultado:

Proposigao 1.1
Sendo A, B € C%Z,M,(R)) tais que o problema (1.1) € sohivel em I conforme a
Definicdo 1.1, enido

ou A(t) € inversivel para cadat € T

ou A(t) € singular para cadat €T

tendo-se ademais A(t) inversivel se ¢ somente se dimW,, = n, onde W,, denota o
espago das solugbes da equagio homogénea (1.3).

Como a diferenca de duas solugdes quaisquer de (1.1) satisfaz a equagdo homogénea,
tem-se a seguinte consequéncia do Teorema 1.1.

Proposigaoc 1.2

Sendo A,B € C°(Z, M, (R)) tais que (1.1) € sohivel no intervalo T e A(t) € ndo
inversivel para todo t € I, enido, dado to € T qualquer, o conjunio dos valores
assumidos no ponto 1o pelas solugées da equagdo (1.1),

CI(ty) = {x0 €& R"™: existe solugdo =(t) de (1.1) com x(ty) = Xo }
forma uma variedade linear de dimensdo 0 < s <n —1, onde s = dimW,,.
Com efeito, sendo & € C'(Z,R") uma solugdo qualquer da equagao (1.1), tem-se
CI(to) = 2(to) + W(to)
onde

W(to) = {ug € R": existe p € W, tal que p(t) = up }

Em particular, quando A(t) é singular, o problema de condi¢@es iniciais
(L4a) A)a(t) + B()=(t) = ()
(1.4b) 2(to) = Xo

n3o admite em geral solugdo para x¢ € R™ dado arbitrariamente. Aqueles xo para
os quais (1.4a), (1.4b) é solivel, ou seja,

Xp € CI(to)

sdo denominados de condi¢des inicials consistentes no ponto . Por exemplo, quando
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A(t) é nilpotente, e tal que (1.1) é solivel, serd mostrado na secdo §3.2 a seguir que
existe uma iunica condic¢do inicial xp em { = {3 consistente com a equagao (1.4a),
tendo-se CZ({o) reduzido a um tdnico ponto. No caso em que A(t) € mais geral, ndo
inversivel, CI(fp) € uma variedade linear de dimensao s, com 0 < s < n — 1 como
fol visto acima.

Definigao 1.3
O sistema (1.1) esta na forma candnice padrdo se tiver a forma

I, 0 o) 0

(1) + 2(t) = £(1)
0 N(t) (N

onde I, I, _, denotam as matrizes identidade de ordem s e n — s, respectivamente, e
N(%) é uma matriz estritamente triangular inferior de ordem n — s para todo ¢ € 7,
ou seja,

[0 0 0 - 0 0]

na1(t) 0 0 - 0 0

N(t) = na(t)  nsal(t) 0 o 0 0
L fn—s,1 (t) nn_s‘g(t) nn—3|3(t) *r Mp—sn—s—1 (t) 0 "

para < s<n-—1.

Claramente, um sistema na forma canénica padrdo (ou equivalente a um sistema
nessa forma) é solivel em Z. Contudo, como serd mostrado na préxima secio, essa
ndo € uma condigdo necessdria para a solubilidade de (1.1) num dado intervalo.
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§3.2 — Sistemas Nilpotentes

Nesta segio derivaremos resultados sobre sistemas algébrico-diferenciais linea-
res da forma

(2.1) N (1) + z(t) = h{t)

onde N(t) € M, (R) é maftriz nilpotente para cada ¢t € Z. Em contraste com o caso
de coeficientes constantes considerado em §2.2, tais sistemas podem nao ser soliveis.

Exemplo 2.1
Tomando

N = [—ttz -—1t]

observa-se que N(1)" = 0 para todo ¢,

) = o) 2,

satisfaz N(t) 2(¢} + z(t) = 0 em I para gualquer © € C*(Z) dada. Em particular,
tomando-se 1y € Z, existem infinitas solugdes z(¢) do problema homogéneo verifi-
cando z(fp) = 0, bastando escolher ¢(t) com ¢(to) = 0. Logo, para a matriz N(i)
em questio, (2.1) ndo ¢ solivel em nenhum intervalo Z C R. a

Exemplo 2.2

Sendo N € C"Z, M, (R)) estritamente triangular inferior (superior) para todo
t € I, i.e., com as entradas (7,5) nulas se ¢ < j (¢ > j), entdo (2.1) é claramente
solivel em Z. Com efeito, o problema homogéneo

0 0 -0 & (1) z1(1) 0
AR il B R R
Va1(t) Vpa(t) -+ 0O Za(2) Zn(t) 0

admite apenas a solugdo trivial z = 0, j4 que, da primeira equagio, obtém-se
z(t) = 0, e entdo, da segunda, z5(t) = 0, e assim sucessivamente. Analoga-
mente, dada h € C*(T), a equagdo (2.1) admite exatamente uma solugio, dada por
z1(t) = ha(t), 22(2) = ha(t) — v21(t) 21(2), 23(t) = ha(t) — vaa(l) 21(2) — vs2(F) 22(2), €
assim sucessivamente,

Alternativamente, podemos computar essa solugio z(t) do seguinte modo. Con-
siderando o operador diferencial

N(t)% . CYZ,R*) — CY(I,R")
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e suas poténcias

(N ;) CYZ,R*) — C°(Z,R")
(N(t -;—t) C3(Z,R") -—— C*Z,R")
(N ) C"(Z,R") — C%Z,R")

nao ¢ dificil mostrar (ver Proposigio 2.3 abaixo) que

(N(t)%)nu(t) — 0

para todo w € C™(Z,R"), ou seja,

(N(t)d%)n =0

Definindo-se entédo, para b € C*(Z,R"),

n—1 k
)= X0 (M0 ) w

k=0

tem-se w € CY{Z,R") e
Nt)w(t) + w(t) =

( )f( 1)k ( t%)kh(t) + nz_l(—l)k (N(t)%)kh(t)

k=0 k=0
_ —Z (1)} (m)dit)kh(t) " g(—n* (N(t)d%)khtt)

_ (1) (N(t)%)nh(t) + h(t)
~ h(t)

ou seja, w(t) é solugao de (2.1) no intervalo Z. Como ja mostrado acima, para N(t)
estritamente triangular a solugo € dnica, de modo que w(t) corresponde & solugéo
encontrada anteriormente. 0
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Consideremos agora uma aplicagao matricial A € C?(Z, M _(R)) qualquer, com
p = 1, e 0 operador diferencial associado

A(t)% . ONT,R") —> C%(Z,R")

Para u € C*(Z,R"), tem-se

(A(t)%) u(t) = A’ a(t) + A®) AQR) 4(2)
o Ay 2 2-At 4 1 a@) A L
(a05;) = 0P 35 + A0 Ao 5
em C?(Z,R™).

Do mesmo modo, para u € C3(Z,R"),

(405) w0 = (403;) [A0ra0 + a0 icyuo]
= AP @ (1) + 2A[E) AR AQ) @(t) + At) A@) A() (D)
+ AR A@R) A(R) w(t) + A() A() A(t) 4(t)
ou seja,

+ { A(t) A() A(®) + A(t) A2) A(*)} di
em C3(Z,R™).

Analogamente, para cada k = 2,3, ..., p, tem-se

(40 ) i 40 75

em C*(Z,R"™), onde

Ak;(t) — A t) Z A(.‘."i’)(t) A(.fs)(t) . A(.fk)(t)

J2153 50 i =0

32 .?3 |||| ;

. [#] . .
para j = 1,2, ..., k, sendo o constantes inteiras.
247
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Proposigao 2.1
Na notagdo acima, lem-se

k
(A(t)%) = 0 em C’“(I,R“)
se e somenle se

At) =0 YEeZI,Vj=12..,k

Prova: Claramente, a condi¢io Ax; = 0 é suficiente; para mostrar que é também
necessaria, sejam v € R® um vetor (constante) arbitrario de R™ e A € R escalar
qualquer. Definindo (para t € )

u(t) = ety

tem-se

0 = (A(t)m—)L ZA;” dt}[e“v]

= e)” Z )\j.Akj(t)V
=1

ou seja,
k
Y N Av =0
3=l

para todo A € R, e entdo

Agi{t)v = 0
para cada 7 = 1,2,...,k. Como v € R™ € arbitrdrio, essa 1ltima condigdo é equiva-
lente a se ter Ay ;(t) = 0 para cada j =1,2,..,k et € Z, como afirmado. O

Em particular, se

(A(t)%)kz 0

para algum k, entdio Axx(t) = 0, ou seja, A(t)¥ = 0 para todo ¢ no intervalo em
questdo. Temos assim o seguinte resultado:
Proposicao 2.2

Se o operador A(%) 71 for nilpotente em um dado intervalo I, entdo A(t) € mairiz
nilpotente Vi € Z.

d .
Por outro lado, dada N(t) matriz nilpotente, N(t) or ndo é em geral nilpotente,
como se pode ver no Exemplo 2.1 acima.
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Proposigao 2.3
Sendo N € C*(Z, M,(R)) tal que N(1) € estritamente triangular inferior (superior)

parae todo t € T, entdo
d n
(N(t)ﬁ) = 0

d
(N d_) ZN‘” dtJ

i=1

Prova: Tem-se

onde, para cada j = 1,2,...,n,

Nos®) = 30 e NONT@NT@) - N
J2ad3inin =0

ou seja, N, ;(t) é uma soma de produtos de n matrizes estritamente triangulares

inferiores (superiores) de ordem n. Porém, como € ficil de mostrar por uma com-

putacdo direta, o produto de duas matrizes n xn estritamente triangulares inferiores

quaisquer, com respectivamente p > 0 € ¢ > 0 subdiagonais nulas imediatamente

abaixo da diagonal principal, é uma matriz triangular inferior com a diagonal e

8 = min{p+ g+ 1,n — 1} subdiagonais abaixo dela nulas. Conclui-se assim:

O produto de quaisquer n matrizes nx n estritamente
triangulares inferiores é nulo.

Logo, para cada t € Z, N, ;(1) é uma soma de matrizes nulas, e portanto nula, para
cada j = 1,2,...,n, demonstrando o resultado. A prova no caso de N(%) ser estrita-
mente triangular superior para todo ¢ em I é inteiramente anédloga. o

Como foi visto no Exemplo 2.2 acima, quando o sistema (2.1) se encontra na forma
candnica padrio, ou seja, tendo N(f) estritamente triangular inferior em todo o inter-
valo Z, o problema é solivel no referido intervalo e possui, para cada k € C*(Z,R"),
uma dnica solugdo em Z, dada por

n-—1 k
@2) 20 = Y (-0 (VO3 ) ho)
k=0

Mais geralmente, se (2.1) for analiticamente equivalente a um sistema em forma
candnica N(t) z(t) + 2(t) = h(t), com

N(@#) = HO)N@BYK(t) , I = HY)N@GYK'(t) + HE) K(2)

e N (t) estritamente triangular inferior, H(t), K (%) inversiveis para cada t € I, tem-
se que, para cada b € C"(Z,R"), o problema admite uma tnica solugdo, dada por
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n—1

@3 ) = KO ) (HONOKO ;) [HERO)

k=0

Contudo, existem sistemas (2.1) soliveis que nio podem ser colocados na forma
candnica padrio globalmente no intervalo de interesse, como mostra o exemplo a
seguir.

Exemplo 2.3 (S. Campbell, 1987)

Seja ¢ € C¥([—1,1]) tal que ©!?(0) = 0 para todo j = 0,1,2,...,2n e ndo
identicamente nula de tal modo a ser possivel obter duas seqiiéncias de pontos
" < 0etl >0 com o(t™) # 0, (tT) # 0 para todo m e t” —0, t7—0 ao
m — o0, Tomando N_,N; € M, (R) nilpotentes (constantes em ¢) e definindo
N e Czn([_’lal]aMn(R)) por

e(tYN- set L0
NQ@) =
() Ny set >0

tem-se que (2.1) é solivel em [—1, 1] mas n3o pode ser colocado na forma canénica
em nenhuma vizinhanga do ponto ¢t = 0 quando os espagos nulos de N_ e N, se
interceptarem somente no zero, i.e.,

Ker(N_) N Ker(N;) = {0}

- L L4 - d "
Com efeito, é ficil ver que (N(t) EE) = 0 nesse caso, de modo que

1

) = 3 (-0 (MO 21 ) A

k=0

é solugao do problema para h € C*([-1,1]). Por outro lado, essa é a unica solugao
existente, ja que o problema homogéneo admite apenas a solugdo trivial z(¢) = 0,
como pode ser demonstrado facilmente em [—1,0] e [0, 1] separadamente, usando-se
a forma simples que N({) assume em cada intervalo.

Para mostrar que o problema néo pode ser colocado na forma candnica quando os

nticleos de N_ e N, se interceptam apenas trivialmente, suponha que seja possivel
encontrar H, K € C%([-4,8]) tais que N(t) = H(t) N(t) K(¢) seja estritamente
triangular inferior para cada —é <t < §: em particular,

HONE) K()e, = 0

para todo || < §, onde e, = (0,0,...,0,1)¥. Multiplicando-se por H{t)™! e
tomando ¢ = {', obtém-se
N:k K(tI)en =0
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visto que N(t3) = ¢(t7) Nx com ¢(t7) # 0. Tomando o limite a0 m — oo, resulta
N_K(0)e, = 0, N K(0)e, =0

de modo que Ker(/N_) N Ker(N.) contém o vetor (ndo nulo) X (0)e,, contraria-
mente & hipétese. D

Na Proposigéo 2.3 acima, observou-se que (2.1) € sohivel num intervalo em que N(2)
seja estritamente triangular inferior para todo ¢, e analogamente se for triangular
superior, tendo-se uma 1nica solugdo no intervalo, dada por (2.2). Mais geralmente,
é suficiente assumir que N() seja estritamente triangular para todo ¢, como mostra
o resultado abaixo.

Proposigao 2.4
Sendo N € C*(Z, M, (R)) tal que N(2) € estritamente triangular para cada t € I,

entdo g\n
(N(t)a) = U

e, para cade h € C*(I,R"), o problema (2.1) admite ezatamenie uma solugdo no
intervalo I, que € dada por (2.2).

Prova: QObservamos inicialmente que, dado qualquer intervalo J C Z, existe sub-
intervalo J C J tal que (N(t) (f_t )ﬂ =0 em C*(J,R"). Com efeito, se existir {; no
interior de J tal que alguma entrada da matriz N(to) seja diferente de zero, entio
(por continuidade de N(t)) existe um intervalo aberto J C J contendo £, tal que
a referida entrada nunca se anula, de modo que em todo o J tem-se que N(t) é de
um tipo apenas, ou seja, ou sempre triangular inferior ou sempre triangular superior
naquele intervalo. Em particular, pela Proposicao 2.3, tem-se ( N(t) % )n =0emJ.
Por outro lado, se ndo existisse um tal £y em J, terfamos N(t) = 0 para todo ¢ em
J, e o resultado seria verdadeiro em J = J. Escrevendo-se entdo (em C*(Z,R"))

(v ) - é/\fm(t)j—;

temos, pela Proposigio 2.1, A, ;(¢) = 0 para todo £ € Fej=1,2,..,n—1. Como
a unido de todos tais intervalos J é densa em Z, segue entdo (por continuidade)
que, para cada j, N, ;(t) = 0 para todo ¢ em Z, de modo que (N(¢)£)" =0 em
C™(Z,R")), como afirmado. Em particular, dada h € C*(Z,R")) tem-se que

n—1

=) = 3 (- (M) 57 ) B

k=0

é solucdo da equacgio (2.1) no intervalo Z. Finalmente, para mostrarmos que é
inica, ou seja, que a equagao homogénea admite apenas a solugdo trivial z = 0,
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observamos que, pela Proposicio 2.3, z = 0 em cada subintervalo J construido
acima. Novamente, como a unido desses intervalos é densa em Z, obtemos por
continuidade que z = 0 em todo o Z, como afirmado. a

Ainda malis geralmente, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 2.1

Sendo N € C*~Y(T, M, (R)) tal que (N(t) d

k
E) = 0 em C*(Z,R"™), entdo, para

cada h € CF(Z,R") a equagdo (2.1) possui uma inica solugéo, que ¢ dada por

2 = 3 (-1 (M0 5, )

=0

Prova: Como j4 foi feito acima, uma computagio direta mostra que z(t) assim
definida é solugéio do problema (2.1) no intervalo Z. Para mostrar a unicidade, seja
@ € C*(I,R™) solugdo da equagio homogenea, ou seja,

N@®)8@) + 6(t) = 0

para todo ¢ € Z. Introduzindo o operador P : CYZ,R*) — C°(Z,R") definido
por

Pll(t) = — = (V@) = —NOTH() — N ()
tem-se
(*) f < 0(t), PHe](t) > dt = 0
I

para cada ¢ € C¥(Z,R") com suporte compacto contido no interior do intervalo

Z, ou seja, p € Cf,‘(_’i‘, R™). Na expressio acima, < -, > denota o produto interno

canodnico de R”
n

< u(t),v(t) » = Z ui(t) vi(1)
=1

e N(#)? denota a transposta de N(¢).

Para mostrar (*), observamos inicialmente que, para quaisquer u € C*(Z,R") e
]
¢ € C5(Z,R"), tem-se

J

d k
< { Nt)— ) u(t), o(t) > dit =
< (v )

/:’[< (N(f)%)k_lu(t),P[wl(t) > di =
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_ f < (N(t)%)kﬁzu(t),Pz[go](t) > dt = ..

T

.= / < u(t), P*[pl(t) > dt
z

k
Como (N(t)%) = 0 em C*(Z,R"), segue que
o) | < w0, Pl > dt = 0
I

para u € C*(Z,R"), ¢ € Cf,‘(i'", R") arbitrarias.

Supenha agora u € CY(Z,R"): dada ¢ € C{,‘(Zo', R"), seja [a,b]| compacto C 7
contendo o suporie de ¢. Tomando uma seqiiéncia (u, ) em C¥(Z,R") com

u,{t) — u(t)
uniformemente em ¢ <t < b ao £— oo, tem-se

0 = /1< u,(t), PHol(t) > dt = / < ut), PHlol(®) > di

b
“’l"f’f < u(t), P*[e](t) > dt = f < u(t), Pp](t) > dt
: 7

de modo que (*x) é vélida para quaisquer v € CY{(Z,R™), ¢ € Cé"(j?‘, R"). Em
particular, tomando w = 8 obtemos (*).

Como 8(t) satisfaz (2.1) em Z, obtém-se

/ < 8(t), P*lpl(t) > dt = f < N(f)%ﬂ(f),P"‘l[w](t) > di
A I

_ _f < 8(t), P*Ypl(t) > dt
T

e entio, usando (*),

f < 0(1), PUpl(t) > dt = 0
T

Repetinde o argumento, obtemos

/ < 0(t), PHpl(t) > dt = 0
7
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e, aplicando outra vez,

j < 8(t), Polgl(t) > dt = 0
A

e assim sucessivamente, obtendo-se afinal

f < 8(t), p(t) > dt = 0
T

Como ¢ € Cé.‘(lo', R™) é arbitréria, segue entdo que @(¢) = 0 para todo £ em Z, como
afirmado. {:I

Em particular, quando N(t) % é nilpotente, o problema (2.1} é solivel, embora
ndo se possa em geral colocd-lo na forma canénica padrio, como ficou mostrado
no Exemplo 2.3 acima. Contudo, um resultado derivado por Petzold e Gear [14]
mostra que, para um sistema algébrico-diferencial que seja solivel em uvm dado in-
tervalo Z, com coeficientes suaves (C*(T)), € sempre possivel decompor o intervalo
T numa colecdo enumerdvel de subintervalos abertos T; com UZ; denso em T e tal
que o problema pode ser colocado na forma candnice em cada I; separadamente.
Esse resultado permite a derivacio de varias propriedades importantes, conforme
ilustramos a seguir. Por exemplo, em todos os casos tratados acima em que (2.1) se
mostrou solivel, o problema admitia uma #nica solugdo no intervalo dado. Essa pro-
priedade na verdade vale para fodos os problemas da forma (2.1) que forem soliveis,
conforme mostra o resultado seguinte.

Teorema 2.2
Sendo N € C™*(I, M, (R)) nilpotente em cada ponto do intervalo Z, entio

N(@)z(t) + z(t) = h(t) € sohivel em T
se e somente se

para cada b € C™(Z,R"), eziste exatamente uma solugdo z € C(I,R").

Prova: Basta mostrar que, sendo (2.1) um problema solivel em Z, existe apenas
uma solugio tio somente, ou seja, que o problema homogéneo N(&)z(t) + z(t) = 0
admite apenas a solugio trivial z(t) =0Vt € Z.

Pelo resultado de Petzold e Gear [14], existem subintervalos abertos Z; C 7 tais que
Z = UZ; é denso em Z e, em cada Z;, o problema N(2)z(¢) + 2(¢t) = 0 pode ser
colocado na forma candnica,

N@)z@) + 2() = 0
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onde N(t) é matriz nilpotente triangular inferior para todo t em Z;, z(t) = K(t) 2(¢),
N(t) = H(t) N(t) K(t), e H(t), K(t) sao inversiveis em Z;. Em particular, como ¢
facil de ver pela forma triangular de N(t), tem-se de ter 2 = 0 em Z;, de onde segue
que z = 0 em Z;. Portanto, tem-se z(¢) = 0 para todo { em UZ;, e entdo, sendo este
conjunto denso em 7, em todo o intervalo Z, concluindo o argumento. ad

d , - - * ~ - .
Quando N(t) 71 € nilpotente em Z, com, digamos, nilpoténcia k, obtivemos ante-
riormente que a equagio (2.1) admitia, para cada h € C*(Z,R"), exatamente uma
solu¢io, dada por

z(t) = SJ (t)

25 M)

w-o
O

onde Sy, 81, .., Sk-1 € C(Z, (R)) e, de acordo com (2.2),

k-1 k=1 . d J

—_ —1¥ _

> s = Ly (Mo g)

i= =0

Caso se tenha k& > n, a expressio acima envolve derivadas de ordem n, n + 1,
5 k=1 de h(t) Contudo, mostraremos a seguir que, nesse caso, as matrizes

Sn(t), Sns1(t)y ooy Sk-1(t) sdo todas nulas Vi € I, de modo que z(t) depende ape-

nas de h(t) e suas n — 1 primeiras derivadas k'(t), R"(t), ..., R (3).

Teorema 2.3

k
Sendo N € C*(I, M (R)) tal que (N(t)%) = 0 em C*(Z,R"), entdo, sendo

k. = min{k, n}, existem matrizes Sy, 81, ..., Sk,—1 € CHI, M, (R)) com S(t),
S:1(2), ..., Sk._1(t) dependendo apenas de N(t), N'(t), N*(2), ..., N*1(8) tais
que, para cada b em C* (I, R"), a (dnica) solugio de

N 2(t) + 2(t) = h(t)

€ dada por
ke—1

Z S;lt h{J)(t

Ademais, 8, Sy, .., Skum1 € C™ k'*'l(I,MH(R)) quando N € C™(Z, M, (R)),
m > k.

Prova: Se k < n o resultado é imediato do Teorema 2.1. Supondo entdo k& > n,
obtemos, para cada h € C*(Z,R™),

=) = 3 (17 (VO3 ) k)

= Z_: S;(t) RU(2)
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Pelo resultado de Petzold e Gear [14], existem subintervalos abertos Z; € Z com
UZ; denso em 7 tais que em cada Z; o problema (2.1) pode ser colocado na forma
candnica,

Ni(t) 2:(0) + 2(8) = hi(?)

onde Ny(t) é matriz nilpotente triangular inferior para todo ¢ em Z;, tendo-se Ny(t) =
H:(t) N(1) Ki(t), z(t) = K:(2) 2:(2), com H;(t) e K;(t) inversiveis.

Seja to € UZ; qualquer, fixado no que segue, e seja ¢ tal que 3 € Z;,. Dado v € R*
arbitrario, tomemos h € C*°(Z,R") definida por
R(t) = (t —t) v

e seja z € CY(Z,R") solugdo de N(t) z(t) + z(t) = h(t) no intervalo Z. Em Z;,
tem-se, por (2.3),

() = m-o(t)i (N0 K 5 ) ]
de modo que z(to) = 0. J
Por outro lado, como
2(t) = Z Si(0) - bt

para todo ¢, obtém-se

Z(to) = (k - 1)18k_1(t0)v

Logo, Sk—1(te) v = 0, e, como v € R® é arbitririo, segue que Si-1(fe) = 0. Como
to € UZ; é arbitrério, tem-se entdo que Si—1(t) = 0 para todo ¢ € UT;; sendo esse
conjunto denso no intervalo Z, segue entéo, por continuidade de Sg_1(t), que

Sk-](t) = 0
para todo ¢t € Z. Em particular, tem-se
k-1 ; k=2 :
- d\’ d?
1y it - (1) —
S (M%) = XS0
=0 =

Se k < n + 1, o resultado esta demonstrado; se & > n + 2, repetimos o argumento
acima tomando

h(t) = (t — ) 2v

onde g € UZ;, v € R™ sd0 arbitrarios, obtendo-se nesse caso

Sicat) = 0
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para todo t € I, e assim sucessivamente, obtendo-se finalmente
Sp-1(t) = Spa(t) = -+ - = Su(t) = 0

para todo ¢ € 7. Em particular, o operador solugio de (2.1) tem a forma

k-1 ) d i n—1 d'?
— R = — N Al
s0) = 3 (-1 (Mg ) = S0 g
7=0 =0
como afirmado. a

Como foi visto no Exemplo 2.1 acima, quando N(t) & ndo é nilpotente, (2.1) pode
nio ser solivel, Porém, ndo ser um operador nilpotente ndo é uma condi¢do que
caracteriza a insolubilidade da equagdo (2.1), conforme mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.4
Considere o sistema N(t)(2) + =(¢) = h(l) onde

1 —(1 4 )1
N(t) =
14 ¢ -1
Observamos que N(t)? = 0 para todo i, € entdo, para cada j > 1,

(N(t)%) = N(1) N(t)‘”%

. 0 2¢(1+412)7? 0 (1+122)°*
2t 0 1 0

Como

obtém-se, para cada k,

de modo que




( 94 )2k -1 -1 1 t2 d
= 2 —_—
: d ., :
Em particular, N(¢) — ndo € um operador nilpotente, e o operador

dt
- S (o)

estd bem definido em C'(] — 1,1 [, R?), tendo-se

> - (v g ) e =
= h(t) - g (13-:2 )%N(t )+ il ( )%_IB(t)h(t)

para cadatem |—1,1{ e h € C}{] — 1,1[,R?), onde
-1 142
B(t) =
—(1+1%) 1

S(t)h(t) = h(t) — ( - tz) N(t) h() + %%B(t)ﬁ(t)

Logo, para || < 1,

ou seja,

2 —-(1+1t) 1+ 2¢(1 + )
Sl E | ]f»a)

z(t) = h(t) + ——+
() () (]__.t) _(l+i)2(1+t2) (1+t)2

Em particular, (2.1) é solivel em | —1,1{.
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83.3 — Matrizes de funcgoes

Nesta se¢dao derivaremos alguns resultados basicos sobre vetores e matrizes
de fungdes de uma variavel que serdo utilizados no estudo sobre a estrutura de
equagdes algébrico-diferenciais apresentado na se¢éo §3.4 a seguir. Mais exatamente,
pretendemos demonstrar os seguintes resultados:

Teorema 3.1

Sendo @1, @955 0, € CUI,R™) tais que, para cada t € I, (), p,(t), ...,
,(t) sdo linearmente independentes em R% entdo existem aplicacdes infinitamente
diferencidveis @, .1, @,419, -, P, € C°(I,R") tais que, para cadat € T,

{ (pl(t) 3y ‘pr(t) h) {b,.+1 (t) ? {bﬂ(t) }

€ uma base pare R,

Em termos equivalentes: dada uma matriz ®(¢) de dimensio nxr, continua em 7 e
de posto maximo r paratodot € Z,onde 1l <r <n—1,

en(t) pualt) - wi(i)
o(1) = 9921:('5) 9922:(*) ‘Pzar:(f)
wni(t) @n2(t) -+ onel(t)

existe matriz ®(t) infinitamente diferencidvel em I, de dimensio nx (n — r),

Prr41(t) Prega(t) -+ Gun(?)
B(1) = 952rJ:r1 (t) S?’zr-tz(t) : ‘:52?(1)
@ﬂr+1 (t) ‘1611 r-;-2(t) e ﬁanﬂ(t)

tal que a matriz [ ®(t) 1 9(2) ] obtida justapondo-se ®(t) e ®(2), i.e.,

w11(t) ei2lt) o0 @1(1) Grepa(t) Grrsa{t) -+ P1alt)

[(I’(t)l(i)(i):l — (1021:(f) ‘P?%(t) (,Ozr:(t) (,52,4:.1(5) (;52,__!:_2@) ¢2ﬂ(t)

put®) aal®) - Gull) Farnr®) Gursald) o Funld)

¢ inversivel para cada t em Z.

Teorema 3.2

Dada A(t) matriz de ordem rxn (1 < r < n—1) com posto mdzimo r para todo
t € 7 e de classe C"™(Z), 0 < m < oo, entdo existe matriz Q(t) de ordem nxn
inversivel para cada t € T e de classe C™(Z) tal que

A QW) = [1|O]
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onde I, denota a matriz identidede rxr e () denote a matriz nula de dimensdo
rx(n —r), ou seja,

10 0 00 0
01 0 00 0
ADQW) = | . | : .
00 1 0 0 0

Podemos derivar o Teorema 3.1 a partir do Teorema 3.2 do seguinte modo. Dados
@1(t),¢5(t), ..., ©,(t) linearmente independentes em R™ para cada t € Z, seja A(2)
a matriz rxn formada tomando-se os vetores dados ;(t) como suas linhas (onde
t=1,2,...,r). Pelo Teorema 3.2, existe matriz Q(t) continua e inversivel para cada
t € 7, de dimenséo nxn, tal que

AR Q) = (1| O]

Em particular, A(t) coincide com as r primeiras linhas da matriz inversa Q(¢)~1, de
modo que as Ultimas n — r linhas de Q(¢)~! definem vetores com as propriedades
pedidas, exceto (possivelmente) pela regularidade. Sendo, porém, continuas, podem
ser aproximadas arbitrariamente sobre partes compactas do intervalo Z por vetores
infinitamente diferencidveis, de onde se pode obter o resultado. O

Reciprocamente, pode-se também derivar o Teorema 3.2 a partir do Teorema 3.1,
observando que as r linhas da matriz A(¢) dada definem, para cada t € Z, r vetores
linearmente independentes. De acordo com o Teorema 3.1, é possivel entdo tomar
uma matriz (n — 7)xn de classe C®(Z), digamos A(t), tal que a matriz formada
acrescentando-se as n — r linhas de A(t) as r linhas de A(%),

en(t)  en(t) -+ aw(t) ]
an(t) az(t) - az(t)
A(t) () aa(t) - am(t)
A(?) au(t)  ann(t) - @)
Gau(t)  Gx(t) - @n()

B 6:'fr?.—l:,l(t) &n—l:,2(t) ) '-' aﬂ—"'sﬂ(t) .

é inversivel para cada ¢ € T, e tdo regular quanto A(1), ou seja, de classe C™(Z).
Claramente, basta entdo que se tome



Alternativamente, podemos derivar o Teorema 3.2 a partir de um caso particular
do Teorema 3.1, via o seguinte processo que constrdi a matriz pedida @(f) numa
seqliéncia finita de etapas. Suponha que se tenha algum algoritmo para, dado qual-
quer vetor ndo nulo a(t) = {e1(t), as(t), ..., as(t) )T de classe C™(Z), construir
n — 1 vetores de classe C™(Z) de modo a formar uma base de R* para cada ¢t € T.
Em outros termos, sabemos construir uma matriz n xn inversivel P(¢), tdo regular
quanto o vetor a(t) dado, tendo a(t) como primeira coluna. Por exemplo, se n = 2,
podemos tomar

a1(t) —aq(t)
Py =1 & al(t)]

enquanto, se n = 3,

al(t) it tlg(t) - 20‘,3(f)
Pt} = | at) es(t) -—afl)
az(t)  ai(?) as(t)
e, No caso n = 4,
1 -2t -y =
ot a1 aq —ag(t
PO =1 w) —ald) @) af)
ag(t)  aa(t) —a2f)  a(?)
Seja entdo
ar(t) ax(t) - ar(t) ara(t) arga(t) -+ anl(t)
Ay = * X ... % * * cee

uma matriz dada de classe C™(Z), dimenséo r x n € posto méximo r para todo ¢ € 7.
Tomando P, € C™(Z, M (R)) inversivel da forma

[ aa{t) * oo o ok e ]
ag(t) * -0 * % ... %
Pi(t) = ar(t) * Kk *
arq1(t) * -+ *
| al(t) ke ok ok oo x

tem-se
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o) * ~-- % * % .- %
* * cee ¥

AQ) Pi(t) = :
" * kK *

onde o1{t) = a1(2)® + ... + aa(t)? > 0 para todo t € Z: logo, podemos utilizar a
primeira coluna da matriz transformada A(¢) Pi(¢) para eliminar os elementos da
primeira linha nas outras colunas desta matriz, construindo assim @1{t) nxn in-
versivel e de classe C™(T), com a forma

[ 1 % % ... % -‘
0120 - 0
i(t) = 0 01 - 0
| 0 00 I
tal que
[ 5i(t) O 0 0 0 0 ]
az(t) @a(t) -+ @-(t) Gralt) an(t)
ARYPL()Y (1) = * * £ e % * - *
| * * * * * *

Procedendo analogamente com a submatriz (r—1) x (n —1) da matriz acima formada
pelas linhas 2,3,...,r e colunas 2,3,...,n, que tem posto maximo r — 1, tomamos
uma matriz n x n inversivel de classe C™(Z, M, (R)) da forma

[1 0 0 0 ]
0 ﬁg(t) * *®
%

Pg(t) = 0 &3(t)

de modo que, multiplicando A(t) P (¢) @1(2) & direita por Py(t), obtemos

o) O O ... 000 ---0
*  gat) * - & ok ox ..o
AODBGQO P = | *  * *x - x o ¥
| ¥ * * * * * *_J
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Como a4(t) = @;()* + ... + @.(t)® > 0 para todo ¢t € Z, podemos utilizar a segunda
coluna da matriz obtida acima para anular os elementos da segunda linha nas de-
mais colunas. Sendo §)»(t) a matriz elementar nxn que realiza essa operagéo,

0 0
* 1 sk
@Qt) = [0 01 -0
(000 1|
tem-se Q2 € C™(I,M,(R)) e
oty 0 0 - 000 - 0]
0 ost) 0 - 000 --- 0
ADPO QO P)Qat) = | * % ok x ke
i * * * * %k ok * ]

Na préxima etapa, procedemos analogamente com a submatriz (r — 2)x (n — 2) da
matriz acima formada pelas linhas 3,4,...,7 e colunas 3,4,...,n, de posto maximo
r — 2, e assim sucessivamente, obtendo-se afinal, apds r etapas,

[ o{t) 0 ¢ - 0 00 ---0

0 o2¢) O -+~ 0 00 0

AR)G() = 0 0 og(t) -+ 0 00 0
| 0 0 0 o.(1) 0 0 0 |

onde o1, 0, ..., 0, sdo fungdes de classe C™(Z,R) positivas em todo o intervalo 7.
Resta entdo multiplicar A(?) G(¢) a direita pela matriz

[ o(2)7! 0 0 0 v 0]
0 oo(t)™ .- 0 0 .- 0
H(t) = 0 0 e (@0 - 0
0 0 e 0 1 --- 0
0 0 - 0 0 1 ]
ficando assim demonstrado o Teorema 3.2 acima, com Q) = G(t) H(t). 0
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Por um raciocinio analego, ou simplesmente tomando-se a transposta e aplicando o
Teorema 3.2, pode-se obter a seguinte versdo equivalente deste resultado:

Teorema 3.3

Dada A(t) matriz de ordem nxr (1 < r < n —1) com posto mdzimo v pare todo
t € T e de classe C™(Z), 0 < m < oo, entdo existe malriz P(t) de ordem nxn
inversivel para cada t € T e de classe C™(I) tal que

I
POAM) = | ——
O
ou seja,
[ 1 0 0
0 1 0
0 0 --- 1
PHA({) = | - — — -
¢ 0 .-~ 0
0 0 0
L 0 0 0 |

Finalmente, a demonstragao do Teorema 3.1 sera feita a partir de uma seqiiéncia
de resultados técnicos apresentados no Apéndice B. Um dos passos fundamentais
consiste em mostrar o seguinte resultado.

Proposigio 3.1

Sendo ay,4as,...,a, € C™([e¢,b],R*), 0 < m < o0, 1 <r < n—1, tais que, pare
cadat € [a,b], { @1(t),az2(t), ...,a.(t) } é um conjunto de vetores ortonormais, entio
existem aplicagdes @iy, 8rys, ..., &, € C™([a,b],R") tais que, para cada t € [a,b],

{as(?), a2(t): v @ (), Grgar (8), Braa(t), .o ax(t) }

¢ uma base ortonormal para R™.

Em termos equivalentes, dadas r colunas a,(t), ax(t), ..., a.(t) € R™ ortonormais de
classe C™([a, b)), existe uma matriz n xn ortogonal ®(¢) de classe C™([a, b]) tendo
as 7 colunas dadas. Ademais, como é mostrado no Apéndice B, esse resultado pode
ser estendido a intervalos T C R arbitrdrios, ndo necessariamente compactos (ver
Proposicao B-T).
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$3.4 — Sistemas Soluveis

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados sobre a estrutura de sistemas
alpébricos diferenciais

(4.1) A@)&(t) + BQR)=(t) = f(¢)

soliiveis em um intervalo [ a, b}, seguindo a discussio em [01}, [04]. Assume-se aqui
que A(t), B(t) sdo matrizes nxn de classe C**(Z) com A(t) singular para cada
teZ, e feCYI,R"). Para as finalidades desta segio, por solubilidade em um
intervalo Z entende-se as cinco propriedades seguintes.

Definicao 4.1
O sistema (4.1) € dito soliivel no intervalo T se as seguintes condigées forem verifi-
cadas:

(i) pare cade f € C™(Z,R"), existe pelo menos uma solugdo em algum
subintervalo J C T de classe C'(J,R™)

(¢2) cada solugcdo & € C'(JT,R™) de (4.1) na verdade estd definida em todo o
intervalo I, € de classe C'(Z,R™) e salisfaz a equagio em I

(#4t) as solugdes de (4.1) sdo unicamente determinadas pelo seu valor em qual-
quer ponto do intervalo I, ou seja: se x,y € CY(T,R") sdo solugdes
quaisquer tais que @(fo) = y(lo) para algum ty € I, entdo z(t) = y(t)
para todo t € T

) se f € , para algum n < m < 2n, entdo cada solugdo em I da

(iv) se f € C™(Z,R™) lgum n < m < 2 io cada solugio em T d
equacdo (4.1) € de classe C™"*1(Z,R")

(v) cada solu¢io da equagdo homogénea A(t)@(t) + B(t)2(t) = 0 ¢ de
classe C*+1(T)

Por exemplo, sendo N{t) matriz n x » nilpotente para cada t € Z, de classe C**(T),
k > n, e tal que ( N(¢) d% }¥ = 0, entdo, pelos resultados da secio §3.2, tem-se que
(2.1) é solivel em T conforme a defini¢io acima.

Similarmente, serd conveniente redefinir equivaléncia entre sistemas como segue.

Definigao 4.2 o 3 )

Dois sistemas A(t)&(t) + B(t)=(t) = f(t) e AQ@Q)&(t) + B()z(t) = f(t) sdo
ditos equivalentes no intervalo T se existirem matrizes inversiveis H(t), K(t) de
classes C*"(I,GL,(R)) e C*™YT,GL,(R)), respectivamente, tais que

(4.2a) H@) A K@) = A@®)

(4.2b) H() AQR) K'(t) + H(¢) B) K(t) = B(¢t)
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(4.2¢) H(@) f() = F(0)

para cada t € I, de modo que A(t)&(t) + B(t) z(f) = f(i) pode ser colocado na
forma A(¢) £(¢) + B(t) &(t) = f(¢) tomando-se x(?) = K(¢) &(t) e multiplicando-se
a esquerda por H(t).

Sob as definigdes acima, (4.1) é solivel sempre que for equivalente a um sistema na
forma candnica padrdo. Contudo, como mostra o Exemplo 2.3, nem todo sistema
soltivel pode ser colocado na forma canénica. Um resultado bastante til mostrando
a estrutura genérica de um sistema solivel foi obtido em [04], e reproduzido a seguir.

Teorema 4.1 (S. L. Campbell, 1987)
Suponha que o sistema singular (4.1) seja solivel em [a,b]. Entdo (4.1) € equiva-
lente a um sistema na forma

(4.32) y(t) + C(t) 2() = ¢(t)

(4.3b) N(@)z2(t) + =z(t) = h(t)

onde (4.3a) pode estar ausente e (4.3b) tem ezatamenie uma solugdo para cada h(t)
suficientemente regular (por exemplo, de classe C*([a,b]) ).

Prova: A demonstragio a seguir é devida a S. Campbell [04]. Supondo que o sistema

(4.1) é solivel em {a,b], vamos mostrar inicialmente que é possivel encontrar um
sistema equivalente com a forma

(4.4a) e(t) + A1) + CH)=() = f(Y)
(4.4b) A1) (1) + D) y(t) = f,(t)

onde a equagio (4.4a) pode estar ausente e (4.4b) possui somente uma solugio para
cada f, suficientemente regular. Com efeito, se o sistema homogéneo associado,

(4.5) A(t)&(t) + Bt)z(t) = 0

tiver apenas a solugio & = 0, entdo (4.1) j& se encontra na forma (4.4), com a
equacdo (4.4a) ausente, e a afirmagio estd verificada. No caso de a equagdo ho-
mogénea possuir solugdes ndo triviais, podemos tomar, como observade no Teo-
rema 1.1, solugdes linearmente independentes ¢, , @, , ..., ¢, € C***({q,b],R")
da equagdo (4.5) que formam uma base para o espago de todas as solugdes desta
equagdo no intervalo [a, b],

W, = {»€C([a,d},R") : A(t)@(t) + B(t)p(t) = 0}

onde 1 € s < n~1. Como ja se observou na se¢ao §3.1, pela hipotese de solubilidade
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tem-se { @,(2), p,(t), ..., ¢,(t) } linearmente independente para cada t € [, b]; pelo
Teorema 3.1, existem ¢, 1, ¥4, 9, € C°([a,b],R") tais que, para cada ¢ no
intervalo [ a, b], a matriz nxn

o(t) = [ 1) @) |« |2s(8) | @epa(t) [ @oq2(t) | -+ - | pa(t) ]
¢ inversivel para cada ¢ € [a,b]. Seja entdo & € C*([«a,b],R*) dado por
z(t) = 0(t)&(t)
para cada ¢ € [¢,b]. Em termos de &(t), a equagao (4.1) torna-se

A 2 (1) + (AR) (1) + B()2(t)) () = F(1)

( a:(t) ) [ 0 Fio(t) ] ( 21 (t) ) ( Fi(?) )
+ =

B4(t) 0 Fa(2) B(1) £a(t)

onde En, Fy € C2n([“:b]aMs(R))s B2y, Fpy € C2n([aab]aMn_5(R))) Ey2, Fi,

Es1, Fa € C*™([a,b]) sdo os blocos de dimensées correspondentes formando as ma-
trizes E(t) = A(t) ®(t) e F(t) = A(t) ¥'(t) + B(t) ®(t), respectivamente.

ou seja,
[ En(t)  En(t)

Ezl(t) Egz(t)

Afirmamos que, para cada t € [a,b], a matriz nx s dada por

Eult)
0]

tem posto maximo s. Com efeito, suponha que existisse { € [«,b] tal que o posto
fosse menor que s. Entdo existiria um vetor constante v € R° nao nulo tal que

E]]( f)
En(f) }

~

v =20

Nesse caso, definindo-se, para cada t € [a, b],

(1 | En0® .
—_ v se t#t

t—1t En(t)
F(1)

o

v se t=1*

E}\(%) ]

E;\ (%)
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terfamos f € C*([a,b],R"), de modo que, pela hipétese de solubilidade, existiria
solugio & € C'([a,b],R™) para a equagio E(t)(¢)+F(t) 2(¢) = f(t). Porém, (t)

dada por
In|t—f|%
é(f) = |
0

definiria uma solugio ndo limitada em [, b]\ {{}, contradizendo a solubilidade da
equagdo no intervalo [a,b]. Portanto, a matriz acima tem de ter posto maximo s
para todo ¢ € [«, b], como havia sido afirmado.

Pelo Teorema 3.3, existe entdo P € C?*([a,b], GL, (R)) tal que, para cada t € [a,b],

En(2) 1,
1.
Segue que, multiplicando-se
En(t)  En(t) (1) 0 Fia(t) &1(t) Fa()
[ En(l)  En(?) } ( (1) ) ' [ 0 F(?) } ( @3(t) ) i ( Fa(t) )

a esquerda por P(t), obtém-se
( &,(2) ) ( 710 )
#2(2) F1(2)

P(%)

Ealt)

{ I,  E@) ( & (2) ) [ 0 Fi(2)
+

0 B() (1) 0 B

onde, por construgio de ®(t), Ex(t) 5 (t) + Fy(t) #2(t) = F,(t) tem exatamente uma

solugdo para cada f,(¢) dada.

Tomando-se S € C**([a,b],GL
se &(t) = (&4(t), Z2(t) )T, onde

(R)) e introduzindo & € C'([a,b], R™) pondo-

n—s

Bo(t) = &1(t) , S@)&2(t) = &a(t)

obtém-se
[ I, Ei()S() } ( #,(1) ) [ 0 Gy(t) ( &(1) ) ( Fi() )
+ =
0 E(t)S() &4(t) 0 Ga(?) Ta(t) Falt)
onde

Gi(t) = Fi(t)S(t) + Ex() §'(t) , Galt) = Fa(t) S() + Ea(t) 8'(¢)
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e onde se assume que S(t) é uma dada matriz inversivel de ordem n — s e classe
C**1([a, b}). Supondo que se possa encontrar uma tal S(t) tal que

Go(t) = Ex(2) S'() + F2(2) S(2)

seja também inversivel para cada t € [ a, b], entdo, multiplicando-se a equagio acima
a esquerda pela matriz nxn

Is — G1 (t) Gg(t)_l
E 0 Ga(t)™! }

obtém-se o sistema equivalente

1, C(t) ¥(?) 0 0 y(t) g(t)
_|. =
0 N() (1) 0 I, z(t) h(t)

que tem as propriedades pedidas.

Resta mostrar que existe de fato S € C**1([q,b},GL __ (R)) tal que Eo(t) S'(¢) +

F,(t) S(t) é inversivel para cada t € [a,b]. Para este fim, consideremos o operador
£:C[a, b, M,_,(R)) — C%((a,b], M,_,(R))

dado por ) X 3
L(S)E) = Ex(1)5(8) + Faft) S(2)

Visto que Ey(t) 8(t) + Fa(t) s(t) = g(t) é soldvel no intervalo [a,b], dada G em
C*([a,b],GL__ (R)) existe § € C"([ B, M (R)) tal que £(5) = G, i.e., para

todo ¢ € [a,b], ) ) )
B &) + B30 = 6)

Sendo [ a, b] compacto, pode-se encontrar seqiiéncia ( S; ) € C**+([a,8],GL___ (R))
)

tal que, a0 j — o0, 5; — S em CY[a,b], M__,(R)), ou seja,

lim { sup 1| S5(1) - S' ()|l + Sllp]IIS,f(f)—S(f)II} =

j—oo tE[ab} tefab

de modo que £(S;) — £(§) em C%([a, b, M, . (R)),ie,

lim { sup || £(S;)(8) ~ £(S)(¥) II} =

j—o t€[a,b]
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Como GL___(R) é aberto em C%([¢,b], M___(R)), existe § > 0 tal que

{GeC(abl M, (R): I6()-CGWII S Vie(abl} C GL, (R

bastando assim que se tome S = 5j, onde j é suficientemente grande de modo a
satisfazer

sup || L(S;)(1) - L($)(B))| < 6

tEiﬂ!b] B

o que conclui o argumento. o
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Epilogo

No presente trabalho, sdo investigadas varias propriedades basicas fundamen-
tais referentes a solugfio numérica de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias e
teoria de equagles algébrico-diferenciais, com algumas pequenas contribuicdes. No
prosseguimento, pretende-se continuar este estudo abordando aspectos que néo re-
ceberam aqui o tratamento adequado ou foram até completamente omitidos.

No Capitulo I, seria interessante estender a teoria apresentada para outras
classes importantes de métodos, como por exemplo os métodos de Runge-Kutta.
Também o conceito de estabilidade requer um estudo mais aprofundado. Por exem-
plo, a condi¢do de estabilidade impde importantes limitagées na ordem de con-
vergéncia do método [09}, [11]. Além disso, outros conceitos de estabilidade, que
também desempenham papel importante no estudo de diferentes aspectos do de-
sempenho de métodos numéricos, precisam ser considerados. Igualmente, seria 1itil
desenvolver estimativas menos pessimistas que as apresentadas na Segio §1.4 para o
erro cometido, i.e., ||y, — y({:)||. Outro ponto importante refere-se a implementa-
¢do computacional dos métodos aqui abordados, que envolve dificuldades proprias
que sequer foram mencionadas. Em particular, seria importante estender a discussao
apresentada no Capitulo I ao caso importante de malhas nao uniformes.

Com relagdo ao estudo desenvolvido sobre equagdes algébrico-diferenciais, no-
vamente varios aspectos fundamentais foram omitidos. Por exemplo, nenhuma con-
sideragdo foi feita sobre problemas ndo lineares, que incluem muitos dos sistemas
importantes nas aplicagdes. Em particular, a nogédo de indice, e suas diferentes
formulagdes (ndo necessariamente equivalentes), requer certamente um estudo mais
aprofundado do que o apresentado no texto. O mesmo pode ser dito com relagéo
aos resultados abordados sobre a estrutura de sistemas singulares, que recebeu aqui
um tratamento apenas introdutério. Relacionado a este ponto, seria 1itil examinar
algumas areas de aplicagdo onde equagdes algébrico-diferenciais tém-se mostrado de
grande utilidade, como por exemplo na simulagéo de processos dindmicos em Enge-
nharia Quimica ou dindmica de fluidos incompressiveis [01], [12]. Finalmente, ne-
nhuma consideragao foi feita nos Capitulos II, I11 sobre a resolugdo numérica destes
sistemas, uma area que tem experimentado intensa investigacdo nos anos recentes.
Em particular, dado o porte elevado que estes problemas podem apresentar nas
aplicacdes concretas, seria interessante examinar métodos de alto desempenho ade-
quados para arquiteturas paralelas e massivamente paralelas em desenvolvimento,
como por exemplo o método de relazugdo de onda introduzido recentemente, cujo
sucesso tem sido reportado por virios autores [15], [16].
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Apéndice A

Sobre os coeficientes da série de poténcias de 1/f(z)

Neste apéndice, serd examinado o comportamento dos coeficientes +, da ex-
pansdo em séries de poténcias

1 kY
ﬁ = 70+7lz+7222+...+'ynz + ..

onde f(z) é uma fun¢io holomorfa numa vizinhanga aberta  C C da origem z = 0,

com f(0) # 0.

Teorema A-1 _
Assumindo @ D B1(0), onde B;(0) ={2€ C: |z| L1}, tem-se

sup |7, | < o0
n>0
se e somente se f satisfaz as condi¢des
(¢) toda raiz de f(z) =0 pertence a {2 € C: |z| > 1}

(it) as raizes de f(z) = 0 sobre o circulo unitdrio, se existirem, sdo todas simples.

Prova: Suponha que f satisfaz (i) e (ii). Se todas as raizes de f(z) = 0 pertencem
ao exterior de By(0), entdo se pode tomar é > 0 suficientemente pequeno tal que

1 a1
= — >
o 5 jgf(z) prws) dz ¥Y¥n2>0
|z}=14+6
de onde se obtém
1 1
<
WS =TT e
|lzi=146

ou seja, v, —+0 a0 n—oo.

No caso geral em que f(z) = 0 possui raizes sobre o circulo unitdrio {digamos, 27,
25, .., z}) e fora dele, tomemos §, ¢ > 0 suficientemente pequenos de tal modo
que z§, 2}, ..., z} sejam os Unicos zeros de f(z} = 0em |z| < 14§ e, para cada
j =1,2,..,k, ndo haja raizes em B(2]) = {z € C: |z ~ z}| < €} além de 2].
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Tomando-se os caminhos C,;, I, 5 indicados na figura abaixo,

=t zr+ f(z) - f;(zf)(z;_ )n+1

visto que f'(z}) # 0.

Como a integral sobre ', s tende a zero ao n — oo, obtém-se imédiatamente

e

k
i
limsup |7, | < Z —
2 TFED]
Em particular, sup |7, | < .
n>0

Antes de se provar a reciproca, € interessante notar que v, =0 ao n-—o0 se e
somente se as raizes de f(z) = 0 (se existirem) estdo todas no exterior do circulo
unitario. Com efeito, se k = 1, é imediato da expressio acima que |v, | = | f/(21) "%,
que € positivo; se k > 2, nio é dificil mostrar, usando-se um argumento analogo ao
que serd apresentado abaixo, que necessariamente limsup |, | > 0.
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Assumindo-se agora

[v.] < C Y n

para alguma constante C' > 0, tem-se que a série v, +, z+...+7, 2" +... converge
para |z| < 1, de modo que 1/f(z) é holomorfa em B1(0) = {2z € C: |z| < 1}.
Em particular, todos as raizes de f(2) = 0 satisfazem |z} > 1. Resta mostrar que
os zeros de f sobre o circulo unitério (se existirem) sfo necessariamente simples. Por
contradi¢io, suponha que existam & > 1 raizes distintas 23, 23, ..., z; de f(2}) =0
sobre o circulo unitdrio com multiplicidade maior que 1, e sejam mj, m}, ..., m}, suas
respectivas multiplicidades. Sendo C,g, ['c s 0s caminhos indicados na figura acima,
tem-se, para ¢, ¢ > 0 suficientemente pequenos,

T o j{ f(z z""“ B Z

1
f,o Z.) zn+1 - Z RBS_ zﬂ-+1—f(z)

[za]=1 |za]=1 %5
flz)=0 f(z.)=0
Iz )70 F(z)=0
k
Z Res ——
a1 zqz; z +l )
Desenvolvendo
(z — z;-')m:" 1
f(z) [-?] _|.am +1(z ')+al,':;];+2(3—z;)2 + ...
= &t Bz — o)+t B — )
e
1 . . . g )
Pray! = bgl] T bg ](z - z_’;) + bg ](z - z_,'f + ...+ bt[; ](z — zj)q +...

onde, para ¢ = 0,1,2, ...,

_ @Dz
GE] _ f q(! ;.-)

(4 )(n+2).ntq) 1
q! (z;)n+q+1

ot = (1)’
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= + O(1)n?!
ql' (z;)n+q+1 ( )
obtém-se
1 B : B : e o
Res s = Wbyl o 4 L L
z=z}-
Observando que
*)
O = o
f{ J)(zj_)
obtém-se, para j = 1,2,..., k,
1 4 -
Res ———— = Ao+ 0(1)a™i?

=2 Zntl f(Z)

(_l)m; m; mi-1 mt—2
= — (z})”m;f(m;)(z;)n T 4+ O(1)n™

Assim, ao n — o

N, = i (_l)m;m} n™i1 N O(l)np'_z
TR @) &)

onde p* = ma%}i{ mi,m3, .,m; }.

1<5<
Logo,
. u ] 1
P o ‘1 g
T = (1) p ( sy T ) T+ o)
2 T G
m}:p'

No caso de existir somente uma raiz z} sobre o circulo unitdrio com multiplicidade
mj; = p*, digamos z] = w", entdo

' . 1 1
T = (1) p FEV W) (w )+

Pl 4 O(l)n'D.‘2

ou seja, |7, | ~ Cn?"~! ao n— oo para uma constante C' > 0, o que contradiz a
hipétese de ser {7, } um conjunto limitado.

Mais geralmente, sejam w, w3, ..., w] as raizes de f(z) = 0 sobre o circulo unitario
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com multiplicidade maximal p*, ou seja
1<j<kemj=p"} = { Wi wgy ey }

{2
onde p* = max { mi,m3,...,m} }. Entdo se pode mostrar que
’ 1
lim sup S — > 0
n—$oo ; fENw)) (wi)Pt*

Com efeito, suponha que ]imsup |¢.| = 0, onde

“_Zf(:’) 3)

=1

Em tal caso, para cada 5 > 0 dado, arbitrariamente pequeno, existiria N, > 0
tal que |[(,| < n para todo n > N,. Seja entdo n > N, qualquer, fixado. Para

1=0,1,2,...,0— 1, tem-se
S T o = €
2. ToNG) @ Grensi
onde ICP,M_'_:. | €  para cada ¢, ou seja
Vw, =,
sendo V. a matriz de Vandermonde {x!{
[ 1 1 1 1\
O T 1
i, w3, wi Wi
A A i A
&) & & (2r)

=
I
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1 1
( f(”"l(wf) (WIJI*’"”‘ ) / Cp'-l-n \
f(P-}l(w;} {w;}lp."'“ Cp‘+n+1
_ SN (W) (w3)etne C::"+n+2
w, E . ’ Cn = .
1 1 \
k @ @hHr bprimtit ]
Como wy, w3, ..., wf sdo pontos distintos, segue que

lwnlloo < 1V, oo H€alice < C

onde C = [Vl o, OU seja,
1 1 1
| = —_| < ¢ YV §=1,2,..1
’f‘p‘)(w}‘) ’f(p‘)(w}) (wpyren " g

Como n > 0 é arbitrério, segue que

1
T = 0
) (w3)
o que é impossivel.
Logo, deve-se ter
: | |
lim —— = p'a
imsup -2l = p
para algum a > 0, e em particular limsup | v, | = oo, contradizendo a limitagio dos
coeficientes 7,, . 0o

Na prova do teorema acima, ficou demostrado o seguinte resultado adicional:

Teorema A-2

Sejam 0 C C um conjunto aberto contendo Bi(0) e f : @ — C uma fung¢do holo-
morfa com f(0) # 0. Entdo, sendo vy, 7, ..., 7, 08 coeficientes du expansio em
série de poténcias de 1/ f(z), t.e.,

T = Tt hEE B g
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tem-se, para p > 1 real,

v, = O()n?! @0 n—oo

se e somente se f salisfaz as dues condicbes abaizo:
(7) cada raiz de f(z) =0 verifica |z| = 1

(42) as raizes de f(2) =0 com |z| = 1 tém multiplicidade menor ou igual a p

Usando a transformagio

que transforma as raizes de f(z) = 0 sobre o circulo |z| = R em raizes de f(z) =

f(z/R) sobre |z] = 1, obtém-se imediatamente do teorema acima o seguinte resul-
tado.

Teorema A-3
Assumindo 2 Bp(0) = {z € C : |z] £ R} para algum R > 0, tem-se, sendo
p > 1 real,

nP~1
—_— ae  n-— o0

= 0

se e somenie se [ satisfaz as seguintes condigdes:
() cada raiz de f(z) = 0 verifica |z| > R

(1) as raizes de f(z) = 0 satisfazendo |z| = R tém multiplicidade menor ou igual a p
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Apéndice B

Matrizes de funcgoes

Neste apéndice, pretende-se demonstrar o Teorema 3.1, §3.3, o que sera feito
derivando-se varios resultados de interesse por si mesmos, apresentados a seguir. Na
discussdo abaixo, GL, (R) dencta o espaco das matrizes nxn de elementos reais que
sdo inversiveis, ou seja,

GL,(R) = {A€ M (R): det A#0}

ki

Similarmente, GL: (R) e GL_ (R) denotam os conjuntos

GL'(R) = {Ae M_(R) : det A >0}

n

GL(R) = {Ae M_(R): detA<0}

n

Como det A é uma funcio continua dos elementos de A, tem-se que GL,(R),
GL:(R) e GL_(R) sdo conjuntos abertos em M, (R). Ademais, ndo é dificil mos-
trar que GL' (R) e GL_(R) sio conjuntos conexos por caminhos infinitamente
diferencidveis.

Proposigio B-1

Dadas matrizes Ay, A1 € G'L: (R) e nitmeros reais a < o < # < b, existe eplicagdo
G € C=([a,b],GL.(R)) tal que G(t) = Ay para todo a <t < a e G(t) = A, para
todo B <t <b.

Prova: Claramente, é suficiente mostrar o resultado no caso em que Ag = I, onde [
denota a matriz identidade nxn. Sendo J{A;] a forma de Jordan real de A,, ¢ facil
construir aplicagio B € C*([a,b),GL, (R)) tal que B(t) = I para todo a <t < «
e B(t) = J{A;] para todo 8 < t < b. Definindo-se entdo G(t) = Q; B(t) Q;", onde
Q, € GL,(R) é tal que J[A;] = Q7' A; @y, obtém-se a aplicagio pedida. !

A proposi¢do acima ¢ igualmente verdadeira quando Ao, A1 € GL_(R), com prova
inteiramente andloga. Em particular, GL. (R) e GL_ (R) so as componentes cone-
xas do conjunto de matrizes inversiveis GL,(R). Uma generaliza¢do importante da
Proposigio B-1 é dada pelo resultado a seguir.

Proposicao B-2

Sendo a < a< f<bede€ Ca,a],M,(R)), B e C™|B,b], M,(R))
aplicagdes matriciais tais que A(a),B(8) € GL: (R), onde 0 < m < oo, enido
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eziste G € C®([a, B],GL. (R)) tal que G(c) = A(e), G(B) = B(B) ¢ a aplicagio
A(t) sea<si<a
o) = G(t) sea<t<p
B(t) sef<t<b
¢ de classe C™([a, b), M, (R)), com ®(t) inversivel para todo o <t < 3.

Em particular, sendo dada aplicagio A € C™({a,a] U [8,5], GL (R)) com A(t)
inversivel para cada t em [a,a] U [§,b], existe & € C™([¢,b], GL:(R)) que es-
tende 4 a todo o intervalo [a, 5], com ®(t) inversivel em cada ponto. Novamente,
resultados andlogos podem ser enunciados para o conjunto GL_(R), e provados

analogamente, de modo que é suficiente considerar o caso G’L: (R).

Prova: Sejam a;; € C™(Z,R), b;; € C™(Z,R) (4,5 = 1,2,...,n) as componentes
de A(t) e B(t), respectivamente. Como A{ca), B(f) sdo inversivels, podemos tomar
€ > 0 suficientemente pequeno tal que, se C' € M, (R) satisfizer |C — A(a)|| < ¢

ou ||C — B(8) || < e, entdo C é inversivel (onde || - || denota, digamos, a norma
1M = max {mi;]

sendo m;; os elementos de M € M, (R)), com C € GL} (R). Seja § = (§ — @)/5, e

tomemos, para cada i,j € {1,2,...,n},

ai; € C°([a,a +26],R) , by € C°([f—-268],R)
tais que
&E-f)(a) = “E‘?(a) para todo £ =0,1,2,...,m
@;i(t) = ai;{a) paratodo a+ 6 <t <a+24
|@i;(t) — aij(@)| < e paratodoa <t <a+é
e

52(8) = 8(8) para todo £=10,1,2,...,m
bi;(t) = bi;(8) para todo f—26 <t <B—6
[3:i;(t) — bi;(B)| < € paratodo f—8<t<

Sendo A € C®([a,a+26],M,(R)), B € C*([8—26,6], M,(R)) formadas pelas
fungbes &;;, b acima, tem-se entdo A(t) € GL}(R) para cada t € [, 0 + 26] e
B(t) € GL:(R) para cada t € {8 — 26,8]. Conectando A(a + 28) (ou seja, A(a))
a B(B8 — 25) (ou seja, B(8)) por um caminho € € C®([a + 26,8 — 26],GL(R))
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como descrito na Proposi¢io B-1, tem-se claramente que

(A(l) sea<t<a
Alt) sea<t<a+26
G(t) = < C(t) sea+26<t<P-26

B(t) sef-26<it<p

| B(t) sef<t<h
satisfaz as condig¢des pedidas. !
F conveniente observar que as maftrizes nxn ortogonais, que formam uma parte

fechada de M_(R), possuem propriedades analogas, como mostram as proposigbes
a seguir.

Proposigao B-3

Dadas matrizes Qo, @1 € GL:(R) ortogonais, ¢ numeros reais a < o < f < b,
eziste aplicagio Q € C=([a,b],GL:(R)) tal que Q(t) = Qo para todoa <t < a e
Q) = Q1 para todo § <t < b, com Q(2) ortogonal para todo a <t < b.

Analogamente, as matrizes ortogonais de determinante negativo (i.e., —1) formam
um subconjunto fechado de M,,(R) que é conexo por caminhos infinitamente dife-
rencidveis. Assim, os conjuntos {Q € M, (R) : @ € ortogonal, detQ = +1 } e
{Q € M, (R): @ ¢ ortogonal, det @ = — 1 } sa0 as componentes conexas do con-
junto de todas as matrizes ortogonais de ordem n.

Prova: Pela Proposigao B-1, existe G € C(] a, b],GL:(R)) tal que G(t) = {o para
todo ¢ em [a,a] e G(¢) = ¢ para todo ¢ em [J,b]. Ortogonalizando G(%) pelo
processo de Gram-Schmidt [08], obtemos H € C°([a,b], GL: (R)) com H(¢t) = I,
em [a,a]U[B,¥], onde I, denota a matriz identidade n x n, e tal que, para cada t em
[e,b], G(t) H(t) é ortogonal. Claramente, Q(t) = G(t) H(t) possui as propriedades
exigidas. o

Proposigio B-4

Sendo a < @ < B < beP € C(la,a],GLE(R)), Q@ € C™({B, b],GL.(R)),
0 < m < oo, aplicagées mairiciais com P(t) ortogonal para todo t € [a, a] e Q(f)
ortogonal para todo t € [ B, b], entdo existe aplicagio ® € C™([a, b], G’L: (R)) com
®(t) ortogonal para todo t € [a,b] e tal que

®(t)=PR) Vi€la,a] , @()=Q() Vie[B,b]

Prova: Pela Proposicio B-2, existe G € C™([a,b],GL. (R)) tal que G(t) = P(t)
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em [a,a] e Gt) = Q) em [B, b]. Usando o processo de ortogonalizacio de
Gram-Schmidt [08], existe H € C'm([a,b],GL: (R)) com H(t) = I, para todo t em
[e, a] U [B, b] e tal que G(t) H({) é ortogonal para todo ¢ € [a,b]. Logo, basta
tomar ®(t) = G(t) H(2). ]

Novamente, o resultado acima pode ser enunciado e provado analogamente para o
caso de matrizes ortogonais de determinante negativo (i.e., — 1).

Proposigiao B-5

Sendo ay,asz,...,a, € C™([a,b],R"), 0 < m < 00,1 <r < n-1, tais que, para
cadat € [a,b), { a1(t), az(2),...,a.(t) } é um conjunto de vetores ortonormais, entdo
ezistem aplicacoes @yy1,Qr42,...,8, € C™([@,b],R") tais que, pare cada t € [a,b],

{ a'l(t)a a’2(t): a?‘(t): a’f+1 (t)a &,.+2(t), ey &ﬁ(t) }

¢ uma base ortonormal para R™.

Em termos equivalentes, dadas » colunas a4(t), @2(%), ..., a.(t) € R ortonormais de
classe C™([ @, b]), existe uma matriz nxn ortogonal ®(t) de classe C™([a, b)) tendo
as r colunas dadas.

Prova: Observamos inicialmente que, para cada f € { @, b] dado, é possivel construir
@41, ..., G, com as propriedades pedidas em alguma vizinhanga de to em [a,b]:
com efeito, sendo a;(t) = (a15(t), azi(?), .., @ni(t) )T para j = 1,2,...,7, considere a
matriz n xr de posto r formada pelas r colunas dadas por a;(t}, ..., a,(¢): tomando,
para t = tg, um menor ndo nulo de ordem r dessa matriz - formado, digamos, pelas
linhas 1 <4, < i < ... < 4, < 1,

i1 820y
Ml:!z,.z..,r (t(]) ?,_- 0
entdo, por continuidade, o
1,82, 0r
Ml:2..2...r () # 0
para todo ¢ € [a,b] suficientemente préximo de ¢, digamos ¢t € V,, onde
Ve = {t€a,b]: |[t—tol<e}

Sendo entao trp1,9r42, .0, 08 7 — 7 inteiros em { 1,2,...,7 } que ndo pertencem ao
conjunto {41,%z,...,% }, e &; € R® 0 i-ésimo vetor da base canonica de R% temos
que a matriz nxn

G(t) = [a@®)] - la-Bleqpa| - lei ]

é inversivel para todo ¢ € V.. Substituindo-se e;, por — e;, se necessdrio, podemos
assumir det G(f) > 0 V ¢t € V.. Ortogonalizando-se entdo G(¢) pelo processo
de Gram-Schmidt [08], obtém-se uma matriz ortogonal ®(t) de determinante +1 e
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classe C™(V,) com as propriedades pedidas na vizinhanga V. de ;.

Seja entdo 7" o conjunto de todos os pontos t* € [«,b] tais que seja possivel encon-
trar aplicagbes @41, Grgz, -5 @y € C™([a,t*],R") tais que, para cada ¢ € [a,t*),

{ a, (t)'-' Tty a‘f(t)a &r+1 (t): ey &n(t) }

seja uma base ortonormal para R? com determinante +1 para todo ¢ € [a,*].

Pela construcio acima, temos 7~ 2 [a,a + ¢] para algum & > 0; para concluir
a prova, devemos mostrar que na verdade 7" = [a,b]. Para isso, seja 8 € ] a,b]
definido por

B =sup{t*:t T}

Afirmamos que # € T . De fato, como 8 € [a,b] existem € > 0 e aplicagdes b,41,
brt2y-, 0 € C™(B,,R"), onde B, = {t € [a,b]: |t — B| < ¢}, tais que

{ a, (t): Gg(t), ey G-,-(t), br+1 (t)a l:"r'-}-Q(f)'.l ey bn(t) }

é uma base ortonormal de R" para cada t € B,, com determinante 41 em cada %.
Por outro lado, existe t* € 7~ com 8 — ¢ < t* < f3, e assim existem Grg1s Qraas oo s
a, € C™([a,t"],R™) tais que, para cade t € [a,t"],

{ al(t)s a2(t)’ na a"’(t)a &f‘%-l(t)’ &r+2(t)a ey &ﬂ(t) }

& uma base ortonormal de R? com determinante +1 em todo ¢.

Em particular, para cada t € ] 8 —¢,t*], tem-se

L1

br+1(t)a b,-+2(t), ey bn(t) € Spa'n { al(t): a’?(t)a vedy ar(t) }
&r41(2), @rya(t), - @n(t) € Span{ai(t),as(?), .., a,(t)}

ou seja, { brp1(t),...ba(t) } € { @r41(2),...,@n(2) } sho duas bases (ortonormais) para
o mesmo subespago de dimensdo n —r, a saber, o subespago ortogonal ao subespago
Span { a1(t), az(2), ..., a.(t) } gerado pelos vetores @, (t), ..., @.(f). Assim, existe @ €
C™(]18—¢e,t"],M___(R)) tal que, para cada t € | B —¢,t*], Q(t) é matriz ortogonal
de dimensdo (n — r)x(n —r) com

[brs1(8) [bri2()] - - - [Ba(2}] = [@rsa(t}|@rs2(t) | - - [ @a(2) ] Q(2)

De fato, sendo g;(t) o elemento (z,£) de Q(¢), onde 1 <2, < n —r, tem-se
gie(t) = < brye(t), @ryilt) >

para todo ¢t € |8 — ¢,t*]. Ademais, Q(t) tem de ter determinante positivo em
|8 — &,%"], de modo que, tomando ¢,d no interior deste intervalo, com ¢ < d,
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pela Proposicio B-4 existe @ € C’m([a,t“],GL: (R)) com ®(t) ortogonal para todo
t€[a,t*] e
O(t) = Inr Vi€{a,e] , O@F) = Q@) Vi€ |[dt"]

Sendo, entdo, f, = min{ 3 + ¢, b}, definindo @,41(t),8r42(f),..., &, (¢) para cada
t € [a, ] por

laria(®)] -~ |@a()] Q1) sea<t <t
[Graa(8)] -~ |8a(t)] =
(b)) - [ba()]  set <<

temos &y41, Bryz, ..o, 80 € C™([ ¢, B:],R"), com

&r+1 (t), &r.}.g(t), ver g &n(t) S Span { al(t), (12(!‘.), Ve a,(t) }J-

para todo t € [a, B ], com @,41(t), @rr2(t), ..., @a(?) ortogonais entre si. Logo, temos
B. € T como 8 < B, segue que 3 € T: conforme afirmado anteriormente. Além
disso, temos 3 = b, visto que, se tivéssemos § < b, entdo, tomando £ > 0 suficiente-
mente pequeno de tal modo a se ter S+ ¢ < b, teriamos nesse caso 8. = f+¢, 0 que
seria impossivel, j4 que 8 = sup T e, como vimos acima, 3, € 7. Portanto, tem-se
T = [a,b], como se queria demonstrar. O

No resultado acima, em geral n3o é possivel encontrar @,.4.1(%), @p2(t), ..., &,(t) com
regularidade superior & dos vetores inicialmente dados a,(t),as(t),...,e,(t). Por
exemplo, no caso n = 2, tomando-se a;(t) = (1, f(¢) )T, verifica-se que qualquer
vetor @2(t) = (a(t),b(t) )T ortogonal a a,(t) satisfaz a(t) = — b(¢) () no intervalo
de interesse, de modo que, para um vetor @.{t) nao nulo, f(f) = —a(t)/b(t), ou
seja, @1(t) ndo pode ser menos regular que @,(t). Contudo, se exigirmos que os ve-
tores @1(t),...,a.(t), @, 41(t), ..., @n(t) sejam apenas linearmente independentes no
intervalo considerado, é sempre possivel encontrar &,41(t),...,a.(t) infinitamente
diferenciaveis, como mostram as Proposi¢des B-6 e B-8 abaixo.

Proposigdo B-6
Sendo ai,asz,...,a, € C%[a,b],R"), 1 <r < n—1, tais que, para cada t € [a,b],
{ai(t), as(t),...,a.(t) } € um conjunto de vetores linearmente independentes em RY
entido existem aplicagbes @ry1, Gryzy ., @y € C®([a,b],R") tais que, para cada
t€[a,b],

{ai(2), @2(t); -+ @r(t) Brpa(t), Grpa(t), o, @alt) }

€ uma base para R™.
Em termos equivalentes, dadas r colunas a,(t), a;(?), ..., @-(t) € R™ continuas no

intervalo [ a, 8] e linearmente independentes em cada ponto deste intervalo, existem
n — r colunas @y41(t), @rp2(t), ..., @x(t) de classe C([a, b)) tais que a matriz nxn

o) = [a1(t)|az(t)]...|@:(8) | @r41(t) | Brya(t) | - 1 @n(t) ]
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é inversivel para cada t em [@,b].

Prova: Usando o processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt {08], podemos cons-
truir by, bs, ..., b, € C%[a,b),R") tais que, para cada t em [a, b],

Span{ ay(t), az(), ...,a-(t)} = Span {bi(¢),b2(t),...,b:(2) }

com {b;(2),b2(t), ..., b,(t) } ortonormal. Pela proposigdo anterior, existem entdo
n —r aplicagdes byi1, b, y2,..., b, € C%([a,b],R™) tais que, para cada ¢ em [a, 8],

{B1(8), b2(t), - bolt), Bria (2), Brsa(t), -, Ba(t) }

é uma base ortonormal para R" com determinante +1 para cada t. Em particular,

{ ay (t)) a’2(t)a ey ar(t), Sr+l(t); 5!‘+2(t)‘l sery Bn(t‘) }

¢ uma base de n vetores linearmente mdependentes em R"™ Pelo teorema de apro-
ximagdo de Weierstrass, podemos aproximar b,.+1, b,.,.g, b uniformemente no in-
tervalo compacto [a,b] por fungdes infinitamente diferenaa,vels (polinémios); em
particular, pela continuidade do determinante em M, (R), podemos tomar

&;,-4_1 3 &'r‘-i-? y reny &n & Cm([a,b],R“)

suficientemente préximas (uniformemente em [a, b]) de 5,,,“, b, +2,...,b, de modo a
se ter

det [ @1(t) | az(t)] ... |a;(t) | @rsa(t} | Gria(t) ] .. [ Ea(t) ] > O
para todo ¢ em [a, ], o que conclui o argumento. |

E interessante observar que os resultados acima podem ser estendidos a intervalos
arbitrarios, ndo necessariamente compactos.

Proposicao B-7
Sendo I intervalo qualquer e @y, ay,...,a, € C*(T,R"), 0 <m < o0,1 <r <n-1,
tais que, para cada t € I, {a.(t),as(t),...,a.(t)} € um conjunto ortonormal de
vetores em R" entio existem aplica¢ies @riy,@pyay ..., 8, € C™(T,R") tais que,
para cada t € T,

{ al(t), ag(t), . ﬂ.,-(t), &,u,.] (t), &,—+2(t), ey &n(t) }

€ uma base ortonormel para R".
Prova: Quando I = [a,b] € compacto, o resultado ja foi mostrade num resultado
anterior (Proposicdo B-5); consideraremos entédo o caso Z = [a,b[, onde —oo < a <

b < 400, obsevando que a prova nos demais casos I = ]a,b], T = | a,b] pode ser
obtida por um argumento andlogo.

Sendo entdo 7 = [a, b], tomamos uma seqiiéncia ( b; ) crescente,
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a<bh <b <. .<bh<byy<...<b

com b, — b ao k— oo. Pela Proposicio B-5, em cada compacto [a, b ] existem
aplicagoes
al, ally, ., al € Cm(la, b, RY)

tais que a matriz ®;(¢) de dimensio nxn dada por

(1) = [au®)as(t)] -+ |ar®)|alh (1) (380 -+ 18t |

é ortogonal com determinante -+1, para cada ¢ € [a,br]. Sejam (ax}, (Bi)
seqiiéncias de escalares tais que by_ g < a < Br < by para todo £ > 2. Para cada
k, vamos construir uma aplicagio &, € C™([a, by}, G’L (R)) com ®,(¢) ortogonal
para cada t € [a,b;] e tendo a forma

i) = @) aa(®)] - lan(t) @ ()1 @) - 18 |
e verificando @y, (t) = () para todo ¢ € [a, o ], de modo que o limite
(1) = lim By(2)
estd bem definido para cada ¢ € 7 e satisfaz as propriedades exigidas.

Pondo ®,(t) = 62(35) = ®,(2) para todo ¢ € [a,b,], definimos &y, k > 3, do
seguinte modo: supondo @ definida, satisfazendo as propriedades referidas acima,
construimos @441 em [ @, beyq | colocando

{ &1(1) Qr(t) set € [a,Bi)

Pry1(t) set € [Pk, bry1]

dppalt) =

onde, para cada ¢ em [a, ], Qk(t) denota uma matriz ortogonal de ordem n — r
satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) QueC™((a,B) M, _ (R)), det@y =
(1) Qx(t) = I, para todo t € {a, o]
(131) Qu(t) = Qi(t) para todo t € [ By, by ]
onde @i € C™([a,b;], M___(R)) é definida pela equagio
a0 185570 | - a0 | = [afh@lalho! - 18 | e
para todo £ em [a, b;]. Pela Proposigio B-4, existe Q: satisfazendo (1), (#) e (ii1)

acima, de modo que uma seqiiéncia ( @4 ) com as propriedades pedidas pode ser cons-
truida, concluindo o argumento. !
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Proposigiao B-8

Sendo T intervalo qualguer e ay,@s,...,a, € C°(Z,R"), 1 £ r < n — 1, tais que,
para cada t € I, {a4(1),as(t),...,a-(t)} € um conjunto de velores linearmente
independentes em R enido existem aplicagbes @ry1,@rqa,..., 8n € C°(Z,R™) tais
que, parg cada t € 7,

) ; R {al(t):32(t)!"-ar(t)}&r+1(t):&r+2(5)a s @n(t) }
€ uma base para R™.

Prova: Quando I = [a,b] é compacto, o resultado j4 foi mostrado anteriormente
(Proposigdo B-6); consideraremos entio o caso Z = [a,b[, onde —c0 < a < b < 400,
a prova nos demais casos 7 =] e,b],Z =] a,b[ sendo andloga.

Sendo entdo T = [a, b[, tomamos uma seqiiéncia ( by } crescente,
a=b0<bl<bz<...<bk<bk+1<...<b

com b, — b ao k — oo.
Pela Proposigdo B-7, existem @41, @42, ... , @, € C°(Z,R™) tais que

o(t) = [ar(t)|az®) | - |ar(t) @42 () | Grya(2) | - - - {@n(t) ]

¢ inversivel para todo ¢ € 7, com determinante sempre positivo.

Para cada k, seja & > 0 suficientemente pequeno tal que, para quaisquer
b1, bryz, ., b € C%[a, 8], R?)
com || b;(t) — a;(t)|| < ex para todo t € [a,bc] e j =r+1,r+2,...,n, se tenha
[a1(®) [a2(®)] - -« [@r(t) [brsa(t) [ brpa(@) ] -+ - [Ba(t) ]

inversivel para cada ¢ em [@, b}, com determinante positivo. Sem perda de genera-
lidade, podemos assumir ez < €1/2, g3 < £,2/2, e em geral, para todo k,
1

Eryr < 5 &

Para cada & > 1, tomemos entio

e el o, o € C®([a, b ), R7)

. 1
sup [t - ()} < 3 e
a<t<bk

COom

para todo j = r + 1,7 + 2,...,n. Ademais, para cada k tomamos 6, > 0 tal que
by — 6 > by_1, por exemplo tomando
b — b1

b = 5
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Finalmente, para cada j = r 4 1,7 + 2,...,n, definiremos &; € C°(Z,R™) de modo
a obter

[a1(t}[@2()] -+ |ar(t) [ @rpa(t) | @ria(2) | - -+ | @n(2) ]

inversivel para cada t € Z, estabelecendo assim o resultado. Para isso, construire-
. -a . . - ~ [k .

mos, para cada j = r41,74+2,...,n, uma seqliéncia de aplicagdes ( qa_[?-] ) satisfazendo,

para cada k,

(5) ¥ e Co([a,bi — &), R")

(i) @) = @¥(1) Vit ela, by — 8]

(iid) det [ar(t)] - |a(®)|@EL(O] - 189(1) | > 0 Vi€ ab -]
de modo que, paracada j =7+ 1,7+ 2,...,n e t € Z, o limite

a;(t) = hm tp[](t)

estd bem definido e possui as propriedades exigidas.

Resta apenas mostrar como construir, para cada j =+ 1,7 +2,..., n, a seqiéncia
de funcdes ((,og ]) descrita acima. Para k = 1, definimos, em |a, b1 611,

) = i)
Para k& = 2, tomamos, como na Proposicio B-2, (p € C*=([a, b, — 6;], R™) tal que

&) = @Yy Vielabi-a] , @20) = () Vi € [by,b - 6]

1 @B() — b;(t) || < &1 Yt € [bi—6,b1]

Em particular, tem-se que
[a®)]axt)| - 122|820 [80)] -+ 188(0) |

é inversivel para cada t € [a, b, — 63 ], com determinante positivo.

Em geral, supondo obtida (plk] € C([a, b, — é],R™) com as propriedades (), (i%)

e (#i¢) acima, tomamos, como na Proposigao B-2, tp[k“] € C®(la, bgys — Sx41], R®)
tal que

Py = M) Vi e [abi-8] , @FTHY) = ) Vi € (b, ben—drn]
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1@¥H() = bi() || < e Vi € [ — &, b

Claramente, para cada j = r + 1,7 + 2,...,n, a seqiiéncia (r,'bgk]) assim construida
satisfaz as propriedades pedidas para todo k, de modo que @,41(2), @r42(£), ..., @n(t)
procuradas podem ser facilmente obtidas tomando-se o limite acima. ]
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