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RESUMO

Nesta dissertacao apresentamos os principais algoritmos para o calculo
do Méximo Divisor Comum de polinémios a uma variavel: os Algoritmos Euclidianos
e os Algoritmos Modulares. Obtemos uma nova cota superior para os coeficientes
do M.D.C., bem como demonstramos os resultados necessarios para a obtencao da
cota atualmente utilizada pelos Algoritmos Modulares. Além disso, apresentamos

uma classe de polinémios para os quais a nova cota é menor que a anterior.



ABSTRACT

In this thesis we present the main algorithms for computing the Greatest
Common Divisor of two univariate polynomials: the Euclidean Algorithms and the
Modular Algorithms. We obtain a new upper bound for the coefficients of the
G.C.D., as well we prove the results that are necessary for obtaining the bound that
has been used by the Modular Algorithms. Besides, we present a class of polynomials

for which the new bound is smaller than the previos one.

Vi
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo inicial faremos a colocacio do problema do cilculo do
Méximo Divisor Comum de polindémios a uma variavel e apresentaremos uma des-
crigao do desenvolvimento deste problema ao longo desta dissertagdo. Alguns resul-
tados basicos que serdo uteis no desenrolar deste trabalho também serdo apresenta-

dos aqui.

1.1 Computacao Algébrica

A Computagio Algébrica é um campo de investigagdo cientifica que
pode ser considerado um ramo tanto da Matematica quanto da Ciéncia da Com-
putagdo, e cuja principal caracteristica é a habilidade de criar, analisar e implemen-

tar algoritmos para objetos matematicos nao numéricos.

Dentro do amplo campo da Computacio Algébrica, a 4rea de Algebra
Computacional tem importancia especial. Esta pode ser considerada como sendo a
projecdo da primeira sobre o estudo de questdes algébricas, ou seja, a construgao de

solugdes algoritmico-simbdlicas para problemas que envolvam estruturas algébricas.

Nas ultimas décadas foram obtidos importantes sucessos nesta area,
tais como algoritmos para a integracdo de fungbes, para a fatoragdo de polindmios
e para a solugao de equagdes diferenciais, entre outros exemplos. Ao mesmo tempo,
poderosissimos Sistemas de Computagdo Algébrica foram desenvolvidos e aperfeigoa-
dos e estdo a disposi¢ao da comunidade cientifica para auxiliar na manipulagao
algébrica de expressdes, bem como para fornecer meios para a implementacao de
algoritmos. Exemplos de tais sistemas incluem MACSYMA, MAPLE, DERIVE,
MATHEMATICA e REDUCE.
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1.2 O Maximo Divisor Comum Polinomial

Os polinémios, que conforme D. E. Knuth sido o primeiro passo de-
pois dos nimeros, tém importancia fundamental na drea de Computagao Algébrica,

especialmente na Algebra Computacional.

Em geral, estruturas algébricas, por mais complicadas que sejam, po-
dem ser representadas através de polinomios. Portanto, conhecé-los e operar com
eles de modo eficiente é de fundamental interesse quando estda em jogo a eficiéncia
de algoritmos para resolver problemas relevantes dentro das estruturas algébricas.
Sem uma boa aritmética polinomial, um sistema de Computagéo Algébrica, como os
que citamos anteriormente, seria muito ineficiente, pois grande parte das operagoes
destes sistemas sao baseadas em operagoes com polinémios, como a simplificacio e

a fatoracgao.

Durante a iiltima década houve grandes avangos no poder e eficiéncia
dos sistemas de Computagdo Algébrica. O preco dos computadores que suportam
tais sistemas tém diminuido, tornando-os disponiveis a um maior nimero de pessoas.
Quando um usuario de um destes sistemas digita um comando como MDC(f,g), ele
espera nao s6 obter uma resposta, como espera obté-la rapidamente. Desta forma, a
eficiéncia é uma grande motivacdo para se estudar algoritmos para o Maximo Divisor

Comum de polinoémios.

Nosso maior objetivo, neste trabalho, é estabelecer algoritmos para o
problema do célculo do Maximo Divisor Comum de polinémios a uma variavel que

sejam uteis na pratica.
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1.3 Descrigao do Problema e Organizacao do
Trabalho

Definigao 1.3.1 Sejamm [ e g dois polinomios com coeficienles em um dominio
fatorial D. Um Mdzimo Divisor Comum de f e g € um polinémio de mdzimo grau
que divide f e g, ou seja, dizemos que d(z) € D[z] € um Mdximo Divisor Comum

de f(z) e g(x) se:

1) d(@)|f(2) e d(e)|g(x);

ii) Vd € D[z], d|f(z) e d|g(z) = d'|d(z).

Na secdo 1.4 deste capitulo mostraremos a existéncia e a unicidade,
a menos de multiplicagao por elementos invertiveis, do Maximo Divisor Comum de
polinémios com coeficientes em um dominio fatorial. Por esta razio, consideraremos

a nocao de M.D.C. somente em dominios fatoriais e poderemos falar no M.D.C. de

dois polinémios f e g que indicaremos por M DC(f, g)-

No capitulo 2 desta dissertagao apresentaremos os primeiros algoritmos
para o calculo do M.D.C., chamados de Algoritmos Euclidianos, os quais baseiam-se
na aplicacdo de um algoritmo para a divisao de polinémios, analogamente ao que é
feito para o calculo do M.D.C. de niimeros inteiros utilizando o Algoritmo da Divisao

de Euclides.

Na busca de uma solugio eficiente para o calculo do M.D.C. de po-
linémios, principalmente para aqueles com coeficientes inteiros (os mais freqiientes
na pratica da A]gebra Computacional), constata-se que os Algoritmos Euclidia-
nos tém varias deficiéncias, como mostraremos no capitulo 2. Todavia, este é um
exemplo de problema em que a comunidade cientifica alcangou um grande sucesso.
Uma familia de métodos (ditos Modulares) foi criada para a resolugao de inumeros
problemas algébricos, incluindo o célculo eficiente do M.D.C. de polinémios com

coeficientes inteiros.
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No capitulo 3 teremos oportunidade de mostrar como os Métodos Mo-
dulares podem ser utilizados para o cdlculo do Maximo Divisor Comum de dois
polindmios em Z[z]. Algoritmos mais eficientes que os Euclidianos serdo apresenta-

dos.

Como observaremos, para que os Métodos Modulares possam ser utili-
zados com sucesso no calculo do M.D.C., é necessario que se conhega, de antemao,
uma estimativa para o tamanho dos coeficientes do Maximo Divisor Comum que

queremos calcular.

No capitulo 4 trataremos da obtengao de cotas superiores para os co-
eficientes do M.D.C. polinomial. Apresentaremos um resultado de Mignotte [14]
de 1974, que é a cota mais utilizada pelos Algoritmos Modulares. Introduziremos
ainda uma nova cota superior, obtida durante o desenvolvimento deste trabalho,
que é vantajosa em relagao a cota de Mignotte para grande parte dos polinémios.
Faremos comparagoes entre as duas cotas e obteremos uma classe de polindmios

para os quais a nossa nova cota ¢, garantidamente, melhor que a anterior.

Finalmente, no capitulo 5 faremos uma conclusao deste trabalho, a qual

incluird uma apreciagao das contribuicoes apresentadas nesta dissertacao.

1.4 Preliminares

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados basicos de Algebra. que

serao utilizados direta ou indiretamente durante esta dissertagao.

1.4.1 Emsténcia e Unicidade do M.D.C.

Definigao 1.4.1 Seja R um anel comutativo com unidade ¢ seja a € R. Dizemos

que:
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(i) Um elemento b € R € um divisor de a (em R) se exviste ¢ € R tal que
a = bc. Dizemos também que b divide a, ou que a € miltiplo de b, ¢

escrevemos bla;
(ii) a € invertivel (em R) se existe b € R tal que ab = 1;

(i1i) a eb € R sio associados (em R) se existe u € R, u invertivel em R,

tal que a = ub;

(iv) a € irredutivel (em R) se a ndo € invertivel em R, a # 0 e sempre que

a=bc, combecem R, entdo b ou ¢ € invertivel em R.

Definigdo 1.4.2 Sejam a,,...,a, € R. Dizemos que d € R é um Mdzimo Divisor

Comum de ay,...,a, se:

i) dlay, ..., djan;

i) Vd' €R, dlay, ..., dlan — d|d.

Proposigao 1.4.3 Seja D um dominio de integridade e sejam ay,...,a, € D. Se

d e d' sao Mdzimos Divisores Comuns de ay,...,a, entdo d e d' sdo associados.

Demonstragao: Como d' é um M.D.C. de ay,...,a,, temos que d'|ay,...,d|a,.
Conseqiientemente, d'|d. Analogamente obtemos que d|d’. Portanto, existem u,v €
D tais que d' = ud e d = vd'. Logo, d' = uvd' e, por tratar-se de um dominio de

integridade, uv = 1. Portanto, u e v sdo invertiveis e d e d' sdo associados. O

Por esta proposi¢do, num dominio de integridade temos unicidade do
M.D.C. a menos de multiplicaciao por elementos invertiveis, e, portanto, podemos
falar do M.D.C. dos elementos a,,...,a, que indicaremos por M DC(ay,...,a,).
Entretanto, num dominio qualquer nao podemos garantir a existéncia do M.D.C.,

que sera obtida ao trabalharmos em um dominio fatorial (proposi¢ao 1.4.5).
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Definigao 1.4.4 Um dominio de integridade D € um dominio de fatoragio inica

ou dominio falorial se:

i) todo elemento nao nulo de D ¢ invertivel ou pode ser escrito como
produto de um nimero finito de elementos irredutiveis de D;
it) a decomposigio na parte i) € iunica a menos da ordem dos fatores irre-

dutiveis e a menos de elementos invertiveis.

Proposigao 1.4.5 Seja D um dominio fatorial e sejam a #0, b#0 € D.
Entdo, existe d € D tal que d = M DC(a,b).

Demonstragao: Como D é um dominio fatorial, existem py,...,p; irredutiveis

distintos e ¢y, ..., qs irredutiveis distintos tais que

WP e P B b=qf‘-...-qf’,

com a;,fB; € N*, i =1,...,t, 5 =1,...,s. Podemos reescrever a decomposicdo de

a e b (completando com expoentes nulos quando necessério), de maneira que

G b et B b:q?‘-...-qrﬁ", onde pi=iqi, t=1,...47
Seja d = p)* - ... p¥r, onde v; = min{e;, B:}; 1 =1,...,r. Temos que:
(i) a=(o c.copfr) s (P " cene e pir ) =de ()T e pBTT) e

b=(pl ... pr)- (p??l"’)‘l e pPrT) =d- (pfl—'n e pBrY,
Logo, d|a e d|b.

(ii) Seja d' € D tal que d'|a e d'|b. Entao, d' = p':i T -p':’r', onde v/ < «;
e vl < Bi, i = 1,...,r. Conseqiientemente, v/ < min{e;, 5i} = v,

i=1,...,r, e, portanto, d'|d.
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Por (i) e (¢2) obtemos que d = M DC(a,b). O

Para o anel de polindmios a uma variavel sobre um dominio fatorial,
obteremos a existéncia do M.D.C. como consequiéncia da proposi¢dao anterior e do

teorema 1.4.6.

Teorema 1.4.6 (Gauss) Seja D wm dominio fatorial. Entio D[z] é um dominio

fatorial.

Demonstragao: A demonstracao deste teorema pode ser vista com detalhes em
[8]. Nela os autores utilizam as nogdes de polinémio primitivo e contetido de um

polinémio que apresentaremos na proxima segao. O

1.4.2 Conteddo e Parte Primitiva de um Polinomio

Definigao 1.4.7 Seja f(z) = Za;:c‘ € Dl[z], onde D € um dominio fatorial. O
1=0
conteido de f € o MDC(ao,...,a,) € serd indicado por c(f). Dizemos que f é

primitivo em D(z] se o conteido de f € 1.

Pela proposicao 1.4.3, o contetido de cada polindmio com coeficientes
em um dominio fatorial é unico a menos de multiplicagao por invertiveis. Con-

sequentemente:

1) Se f € Dl[z], D um dominio fatorial, entdo podemos escrever f =

c(f) - fi(z), com fi(x) primitivo em Dz];

2) Esta representacdo € tinica a menos de multiplicagao por um invertivel.

Assim, podemos escrever qualquer polinémio nao nulo f como

f=e(f) - pp(f),
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onde pp(f) é um polinémio primitivo chamado de parte primitiva de f.

Lema 1.4.8 (Lema de Gauss) O produto de polinomios primitivos sobre wum dominio

fatorial € primitivo.

o
Demonstragao: Seja D um dominio fatorial e sejam f(z) = Za;a:" e glz) =
1=0
ﬁ -
Z biz* polinémios primitivos em D[z]. Se f - g ndo é primitivo, entdo existe um

1=0
irredutivel p € D que divide todos os coeficientes de f-g. Como f e g sdo primitivos,

existe um primeiro indice j tal que p nao divide @¢; e um primeiro indice k tal que p

nao divide bx. Por outro lado, p divide o coeficiente de z/+* em f - g que é
CJ‘+], = agbj+k + R + Gjbk -|- R aj+;¢bg

(onde a; =0, Vi > a, e b; =0, Vi > ). Como p divide ay,...,a;, divide b,..., b
e divide c;yk, temos que p divide a;b;. Porém, isto contradiz a hipétese de que p é

um irredutivel que ndo divide a; nem divide bi. Logo, f - g € primitivo. O
Corolério 1.4.9 Sejam f e g € D[z|, onde D é um dominio fatorial. Entdo,
c(f - 9) = c(f)elg),

pp(f - 9) = pp(f)pp(9),

a menos de multiplicagdo por invertiveis.

Demonstracgao: Seja d = ¢(f) e d = ¢(g). Temos que f =d pp(f) e g = d' pp(g).

Logo, f-g = dd pp(f)pp(g) e, portanto,

o(f - g) = c(dd pp([)pp(g)) = dd" (pp(f)pp(9))-
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Pelo lema de Gauss (lema 1.4.8), c(pp(f)pp(g)) = 1. Logo, ¢(f-g) = dd’' = c(f)c(g)

e, portanto, pp(f - g) = pp(f)pp(g), a menos de multiplicagio por invertiveis. O

Lema 1.4.10 Sejam f e g € D[z], onde D € um dominio fatorial. Entao,

o(MDC(f,9)) = MDC(c(f), c(g)),

pp(MDC(f,g)) = MDC(pp(f),pp(9)),

a menos de multiplicagdo por invertiveis.

Demonstragao: Seja h = MDC(f,g).

(i)

(iiy

h|fehlg = f=h-queg=nh-q, q,¢ € D[z]. Pelo corolirio
1.4.9, «(f) = c(h)e(qr), e(g) = e(h)e(a2), pp(f) = pp(h)pp(ar) e
pp(g9) = pp(h)pp(gz2), a menos de multiplicagdo por invertiveis. Logo,
c(h)le(f), c(h)le(g), pp(R)lpp(f) € pp(R)lpp(g), € isto implica que
c(h)|IMDC(c(f),c(g)) e pp(h)|MDC(pp(f),pp(9))-

Seja d € D tal que d|e(f) e d|c(g). Entao, existem m,n € D tais que
o(f) =d-meclg) =d-n. Logo, f = dm pp(f) e g = dn pp(g).
Conseqiientemente, h = MDC(f,g) = d- MDC(m pp(f),n pp(g)) e,
portanto, c(k) = d - ¢(MDC(m pp(f),n pp(g))). Logo, d|c(h).

Seja d'(z) € D[z] tal que d'(z)|pp(f) e d'(z)|pp(g). Entao, d’'(z) é primi-
tivo e existem m(z), n(x) € D[z] tais que pp(f) = d'(z)-m(z) e pp(g) =
d(z) - n(z). Logo, f = c(f)d(z)m(z) e g = clg)d(z)n(z). Con-
seqiientemente, h = MDC(f,g) = d'(z) - MDC(c(f)m(z), c(g)n(z))
e, portanto, pp(h) = pp(d') - pp(M DC(c(f)m(z), c(g)n(z))) = d'(z) -
pp(M DC(c(f)m(x), c(g)n(x))). Logo, d'(z)|pp(h).

Por (i) e (ii)’ concluimos que pp(h) = M DC(pp(f),pp(g)). O
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Definicao 1.4.11 Seja f € D[z]. O coeficiente lider de f € o coeficiente do termo

de maior grau de f e serd indicado por l(f). Dizemos que f € ménico se l(f) = 1.

1.4.8 Resultante

a B
Definigao 1.4.12 Seja D um dominio e sejam f(z) = Za,—w" e g(z) = Zngi,

1=0 =0
onde a,,bg # 0, dois polinémios em D[z] de graus > 1. A resultante de f e g,

indicada por Res(f,g) € o determinante da matriz

(aa 7 0 V. SR 0 0 ... 0§ \
0 a, @y ... a a 0 ... 0

| . 0 Qo gy

bg bg—1 ... b bo 0o 0 ... 0O
0 bg bgy ... b b 0 ... O
LB owe 0 B Boa omw an w0 s

sendo que existem [ linhas de a; e o linhas de b;.
o . B )
Teorema 1.4.13 Seja D um dominio e sejam f(z) = Za;a:' e g(z) = Zbl-;c‘,

=0 i=0
onde aq,bg # 0, dois polinomios em D[z| de graus > 1. Entdo, sdo equivalentes:

i) Res(f,g)=0;

i) Eristem polinémios ndo nulos f; e f, € D[z], de graus menores que

e 3, respectivamente, tais que fi(z)g(z) = g1(z)f(x);
Se D ¢ wm dominio fatorial, estas condigoes sdo equivalentes a:

iii) f e g possuem um fator comum em Dz]| de grau > 1.
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a—1 -1
Demonstragao: Encontrar polinémios nao nulos f;(z) = E cir' egi(z) = E d;z'
1=0 1=0

em D[z] tais que fi(z)g(z) = gi(x)f(x) é equivalente a encontrar uma solucao
nao trivial do seguinte sistema homogéneo de « + [ equagbes nas incognitas

dﬁ—l': dﬁ—2'} SRR dﬁj Ca—1yCa=2,---,C0-

aadp-1 — bpca-1 =0

aa—ldﬁ—l + aadﬁ—2 = bﬁ—lca-l = bﬁca—2 =0

agdg - bgC{; =

“

Existe uma solugdo nao trivial deste sistema se e somente se o determinante da
matriz dos coeficientes é nulo. Observa-se que o Res(f,g) é o determinante da
transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, a menos de multiplicagio por
—1 das linhas envolvendo b;. Conseqiientemente, 7) e iz) sao equivalentes.

Suponhamos que f e g satisfazem #i7). Entao, 3 p(z) € D|[z] de grau > 1 tal que:

f(z) = p(z)fi(z), com fi(z) € D[z], graude f <a e

9(z) = p(z)gs(), com gi(2) € Dlz], grau de g < B.

Logo, fi(z)g(z) = fi(z)p(z)g1(z) = f(z)gi(z). Conseqlientemente, i) => i7).

Suponhamos que existem fi(z),g1(z) € D[z] que satisfazem 22). Sendo D[z] um
dominio fatorial, todos os fatores irredutiveis de grau > 1 de f aparecem no produto
fi(z)g(z). Nem todos eles podem aparecer em fy, pois, por hipotese, fi tem grau
menor que f. Assim, pelo menos um dos fatores irredutiveis de grau > 1 de f

aparece em g. Conseqlientemente, i1) => i11) e, portanto, sdo equivalentes. O

Coroldario 1.4.14 O resultante de dois polinémios nao nulos com coeficientes em

um dominio fatorial € zero se e somente se eles possuem um fator comum de grau

=1,
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Demonstragao: Segue imediatamente do teorema 1.4.13. O

1.4.4 Teorema Chinés dos Restos

Apresentaremos uma versao para numeros inteiros do teorema Chinés

dos Restos. Uma generalizagao para dominios Euclidianos pode ser vista em [12].

Teorema 1.4.15 (Teorema Chinés dos Restos) Sejam m e n dois inteiros re-
lativamente primos, ou seja, MDC(m,n) = 1. Entdo, ¥V a,b€ Z , 3 ¢ € Z tal que

z=amodm e z=bmodn se e somente se z = c mod mn.

Demonstragdao: Como MDC(m,n) =1 e Z é um dominio principal, existem a e
B € Z tais que 1 = am+fn. Sejac = a+(b—a)am. Suponhamos que & = ¢ mod mn.
Entao, z = ¢ mod m e, como ¢ = a mod m, obtemos que z = @ mod m. Além disso,
c=a+ (b—a)am =a+ (b—a)(l — fBn). Logo, ¢ = a + (b — a) mod n = b mod n,
e, portanto, z = ¢ mod mn implica £ = b mod n.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ = amodm e z = bmodn. Visto que ¢ =

amodm e ¢=bmodn, temos que z =cmodm e z = cmodn. Logo, como m

e n sao relativamente primos, ¢ = ¢ mod mn. O



2 ALGORITMOS EUCLIDIANOS

Neste capitulo apresentaremos algoritmos para o calculo do Maximo
Divisor Comum de polinomios a uma variavel com coeficientes em um dominio

fatorial.

Os algoritmos que descreveremos baseiam-se na aplicacdo de um algo-
ritmo para a divisdao de polinomios sobre um dominio fatorial, uma extensao do

Algoritmo da Divisao de Euclides para polinémios sobre um corpo.

Também apresentaremos algoritmos especificos para o caso particular
de polinémios sobre um corpo, os quais utilizam o préprio Algoritmo da Divisao de

Euclides.

2.1 Algoritmos para a Divisao de Polinémios

Para calcularmos o Maximo Divisor Comum de polinémios com coefi-
cientes em um dominio fatorial D, necessitamos de um algoritmo para a divisao de

polinémios em D|z].

Se o dominio fatorial for, em particular, um corpo K, o teorema 2.1.1
mostrara que é possivel dividir polinémios em K[z], ou seja, que K[z] é um dominio

euclidiano.

Teorema 2.1.1 Seja K um corpo e seja K[z] o dominio dos polinomios numa

varidvel sobre K. Seja @ : K[z]\{0} — N a fun¢do grau. Entdo,
Yf(z),g9(z) € K[z], g(z) # 0, existem inicos q(z),r(z) € K|z] tais que

f(z) = q(z) - g(z) + r(x), com r(z) =0 ou Ir(z) < dg(z). (2.1)

13
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¥

B
Demonstragao: Sejam [ = Z art e g = Z biz' € K[z], onde b # 0.
i=0 =0
Existéncia:

Se f(z) =0 ou se df(z) = a < f = dyg(z), basta tomar g(z) =0 e r(z) = f(z).

Se df(z) > dg(x), consideremos o polinomio f,(z) definido por:

Ao

hiz) = f(-’c)—gm‘“‘ﬁg(fc) =

D ob =
= (aa_l - GT’G!-) el "SR 3 (aa_g — ab D) F2h,
(¢} €]

f(2) = 322" 5() + Al@) e Oa) < 2.

Assim,

Entao, por indugao sobre df(z) = «a, temos que 3 ¢,(z), ri(z) € K[z] tais que

filz) = qi(z) - g(z) + ri(z), com ri(z) = 0 ou Iry(z) < dg(z).

Conseqtientemente,
Ao _o-p
f(z) = i + ai(2) ) 9(z) + ri(2),

e, portanto, basta tomar ¢(z) = 22 g 4 q(z) e r(z) = ri(z).

bg

Unicidade:

Suponhamos que existam q;(z), r(z), g(z), r2(z) € K|z] tais que

f(z) = qi(z) - 9(z) + r1(z) = qa(z) - g(z) + r2(2),

N

onde r;(z) = 0 ou dri(x) < dg(x), i =1,
Assim,

[01(2) = qo(2)] - g(@) = ra() — ri(2).

14
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Se q1() # ga(), como bs # 0 e K nao possui divisores de zero, teremos que:
A(ra() = 11(2)) = Aas(2) - ()] - 9()) = Aas(2) — () + Dg(x).
Logo, d(rz(z) — ri(z)) > dg(z), o que é absurdo, pois
d(ra(z) — ri(z)) < max{0r,(z),0r2(z)} < dg(z).
Portanto, q(z) = ¢2(z) e dai segue que

ri(z) = f(z) — qu(z) - 9(z) = f(z) — ¢2(2) - g(2) = (). O

Para obter os polinémios g(z) e r(z) que satisfazem a equagao (2.1),
podemos utilizar o Algoritmo 2.1 que generaliza o processo usual da divisao de

polinémios .

Algoritmo 2.1 (Algoritmo da Divisao de Euclides) Dados dois polinémios com

o B
coeficientes em um corpo, f(z) = Za,-x" e g(z) = Zb;mi, onde bg # 0 e
i=0 i=0
a—f3 . p—-1 .
a > 3 >0, este algoritmo encontra os polinomios q(z) = Zq,-m‘ e v{z) = Z riat
i=0 1=0
tais que

f(z) = q(z) - g(z) + r(z), onder(z)=0 oudr(z) < dg(x).

1. Parak=a-08,a—-p-1, ..., 0,

faga

Ajyk

by

1.2. Parai=F8+k-1, B+k—-2, ..., k,

Lidls g

faga a; + a; — qibi—i;

2. O algoritmo termina com r; ¢+ a;, V0 <1< —1.
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Exemplo 2.1 Escrevendo apenas os coeficientes na divisdao dos polinémios

flz2) = o®°4+2%+82" +82° +822+2x+6 e
gz} = 3x + 52 + 722 +22+10 € Zy[z],

obtemos:
1 0 1 0 8 8 8 2 6 3 0 5 0 7 2 10
1 0 9 0 6 8 7 4 0 1

Portanto,

f(z) = (42® + 1)g(z) + (82z* + 52* + 7) mod 11.

Se o dominio fatorial D nao for um corpo, pelo teorema 2.1.2 obteremos

a existéncia e unicidade de uma “pseudo-divisdo” de polinémios em D|z].

Teorema 2.1.2 Seja D um dominio fatorial e seja D(z] o dominio dos polinomios

numa varidvel sobre D. Seja @ : D[z]\{0} = N a fung¢do grau. Entdo,
Yf(z),g(x) € Dlz], g(z) # 0, existem inicos q(z),r(z) € D[z] tais que

()% ~%9% f(z) = q(z) - g(z) + r(z), com r(z) =0 ou Ir(z) < dg(z). (2.2)

@ g
Demonstragao: Sejam [ = Z az'eg= Z biz' € D[z], onde bg # 0.

=0 1=0
Existéncia:

Se f(z) =0 ou df(z) = a < B = dg(z), basta tomar ¢(z) =0er(z) = bg_ﬁ"'lf(m).
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Se df(z) = dg(z), basta tomar ¢(z) = ¢, e r(z) = bsf(z) — aag(z), pois teremos
q(z) - g(x) + r(z) = aag() + (bsf(2) — aag(@)) = bsf(x) = U(g)*~"*' [(2)
e, ou df(z) = dg(z) = 0 e, portanto,
r(z) = bpaa — aabs =0,
ou 0f(z) = dg(x) > 1 e
r(z) = (bgag-1 — tabs-1)z*" + -+ + (bgag — aabo).

Logo, Or(z) <a—1=p3-1< dg(z).
Se @f(z) > dg(z), consideremos o polinémio f;(z) definido por:

fi(z) = bsf(z) — aaz*Pg(z).

Temos que df;(z) < a — 1 e, portanto, dfi(z) —dg(z) < a—-1-F<a—p.

Entdo, por indugio sobre df(z) — dg(z) = a — B, I q:1(2), ri(z) € D[z] tais que
bé“_lj"eﬂfl(a:) = qi(e) - g(z) + r1(z), com ri(z) =0 ou Iri(z) < dg(z).

Logo,
5P (baf () — aar®Py(z)) = qi(2) - g(z) + r1(2).

Conseqiientemente,
bg_ﬁ+lf(rc) = (aabg_ﬁm“_ﬁ + q1(2)) - g(z) 4 ri(z)

e, portanto, basta tomar ¢(z) = aabg-ﬁz:“_‘g + qi(z) e r(z) = ri(z).
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Unicidade:

Analoga a demonstragao da unicidade no teorema 2.1.1. O

Para calcular os polinémios ¢(z) e r(x) que satisfazem a equagao (2.2),

podemos utilizar o Algoritmo 2.2.

Este algoritmo baseia-se na constatac¢ao de que o Algoritmo 2.1 requer
divisdo apenas por bg, o coeficiente lider de g(z), e que esta divisdo é realizada a—3+
1 vezes (passo 1.1). Assim,se f(z) e g(z) tém coeficientes inteiros, os denominadores
que aparecem em ¢(z) e r(z), ao aplicarmos o Algoritmo 2.1, sao divisores de bg_ﬁ“.
Conseqlientemente, se multiplicarmos f(z) por bg_ﬁ“ saberemos que no passo 1.1

todos os quocientes poderao ser calculados em Z.

Algoritmo 2.2 (Pseudo-Divisao de Polinémios) Dados dots polindmios com co-

a s
eficientes em um corpo, f(z) = Z aiz’ e g(z) = Zb;:c", ondebg#0ea>p>0,

1=0 =0

—B B-1
este algoritmo encontra os polinomios q(z) = Zq;a:i en(z) = Z riz' tais que
i=0 i=0

l(9)"~"*! () = (=) - 9(2) + (=), onde r(z) =0 ou dr(z) < dg(x).

1. f(z) « 057" f(2)

2. Aplique o Algoritmo 2.1 para os polinomios f(z) e g(z).

Exemplo 2.2 Escrevendo apenas os coeficientes na divisao dos polinémios

f(z) = 2%42%—-32"—32°+82+22 -5 ¢

g(z) = 32°452"—42* - 92+21 € Z[z],

obtemos:
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1 01 0 -3 -3 8 2 -5 3 0 5 0 -4 -9 2]

27 0 27 0 -81-81 216 54-135 9 0 -6
27 0 45 0 -36-81 189

0 -18 0 -45 0 27 54-135
-18 0 -30 0 24 54-126

o

-15 0 3 0 -9

Logo,
27f(z) = (92 — 6)g(z) + (—152* + 32% — 9).

2.2 Algoritmos para o M.D.C. de Polinémios
sobre um Corpo

Nesta segao apresentaremos algoritmos para o Maximo Divisor Comum
de polinémios que, em particular, possuem coeficientes em um corpo.
Os algoritmos que descreveremos a seguir baseiam-se no lema 2.2.1.

Lema 2.2.1 Sejam f(z), g(z) € K[z], onde K € um corpo.
Se g(z) = 0, entio MDC(f,g) = f. Caso contrdrio, MDC(f,g) = MDC(g,r),

onde r € dado pela equagdo (2.1).

Demonstragao:

12 caso: g(x) = 0. Temos que:

() flfeflg,pois f=1-fe g=0=0-f.

(71) Qualquer ' € K[z] que divide f e g, divide f.
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Logo, por (1) e (i) concluimos que M DC(f,g) = f.

22 caso: g(z) # 0. Seja h = MDC(f,g). Entdo,

(i) hlf e hlg = hif e hlag = hI(f—qg) = hlr
Logo, h|g e hr.

(i1) Seja h' € K[z]tal que h'|g e k'|r. Entdo, h'|qg e h'|r = h|(qg+7) =
R'|f. Logo, como h’ também divide g, temos que A'|MDC(f,g) = h e,

conseqiientemente, h'|h.

Por (7) e (iz) concluimos que MDC(f,g) = h = MDC(g,r). O

Algoritmo 2.3 (Algoritmo de Euclides) Dados dois polinémios f e g com coe-
ficientes em um corpo, este algoritmo calcula o M.D.C. de f e g utilizando o Algo-

ritmo da Divisdo de Fuclides.

1. Seg=0,
entao

1.1. h+ f;

1.2. va para §;

2. Calcule r(z) utilizando o Algoritmo 2.1;

8. Sernlz)=0,
entao
3.1. h¢g;

3.2. va para §;

4. Se dr(z) =0,
entao

4.1. h+1;
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4.2. va para §;
5. f+g;
6. g1y
7. va para 2;
8. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado.
Segundo Knuth [11], este processo de calculo do M.D.C. via sucessivas

aplicagées do Algoritmo da Divisdo de Euclides foi utilizado pela primeira vez por

Simon Stevin em 1585.

Exemplo 2.3 Considerando os polinémios f(z) e g(x) do exemplo 2.2, ao aplicar-

mos o Algoritmo 2.3 obtemos os seguintes coeficientes:

f(z) 9(z) r(z)

5 1 1
1,0,1,0,—3,-3,8,2,-5 | 3,0,5;0,—4,—9,21 | —2,0,5,0,—5
5 1 1 117 441

3,0,5,0,—4,-9,21 _§:0!§:0:_§ __fgs_ga'ﬁ'
_5.0.10.-1 _U7 _g 441 233150 _ 102500
gymrgaar 3 257 ? 25 19773 ? 6591

_ur _g 41 233150 __ 102500 1288744821

25 ! 25 19773 ? 6591 543589225

Logo, MDC(f,g) = 1.

Como podemos observar pelo exemplo 2.3, mesmo que f e g sejam
polinémios com coeficientes inteiros e pequenos, o Algoritmo 2.3 pode produzir coe-
ficientes intermedidrios ndo inteiros e grandes. Além disso, calculos com coeficientes
racionais envolvem cdlculos de M.D.C. de inteiros, uma operagao que se torna cara

a medida que os coeficientes crescem.

Podemos melhorar o Algoritmo 2.3 tornando f e g moénicos antes de

aplicarmos o Algoritmo da Divisao, pois assim eliminaremos os fatores que tornam
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os coeficientes mais complicados que o necessario. A validade do Algoritmo 2.4, no

qual implementaremos esta modificagio, é dada pelo lema 2.2.2.

Lema 2.2.2 Sejam f(z), g(z) € K[z], onde K € um corpo. Entdo,

MDC(f,g) = MDC (I(—ﬁ_)f—g))

Demonstragao: Seja h = M DC(f, g).

Entao, h|f e h|g. Como num corpo qualquer elemento nao nulo é invertivel, temos

1 1

que h[mf e h|@g.

b Nt o W19 Entio. WA —L— & Wlita) I :
Seja b’ € K|[z] tal que h 'l(f) e h ) Entéo, h “(f)!(f) e h'|l(g) Q) ou seja,
h'|f e h'|g. Conseqlientemente, i'|M DC(f,g) = h.

Portanto, h = MDC (T(%R%T) O

Algoritmo 2.4 Dados dois polinomios nao nulos f e g com coeficientes em um
corpo, este algoritmo calcula o M.D.C. de f e g tornando os polinémios monicos em

cada etapa e utilizando o Algoritmo da Divisdo de Euclides.

1. [+ l(f)’
9
% BT

3. Calcule r(z) utilizando o Algoritmo 2.1;

4. Ser(z)=0,
entao
4.1. h +g;
4.2. va para 9,
5. Se dr(z)=0,
entao

5.1. h1;
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5.2. va para 9;
8. f+ug;
r
To fo@=rm—ss
g !(?‘)J
8. va para 3
9. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado.

Exemplo 2.4 Considerando os polinémios f(z) e g(z) do exemplo 2.2 (também

utilizados no exemplo 2.3), ao aplicarmos o Algoritmo 2.3 obtemos:

(=) 9(z)
1303110’_3?_31'8;2;_5 170$%:01_4§a_337
5 4 1 3
1!05§10:_§1_3:7 110a"§a0:§
1 3 25 49
laoa_gaoag 11ﬁ:‘"ﬁ
9 150
L1 L, —5e63
— 6150 1
’ 4663

Ao aplicarmos o Algoritmo 2.4, apesar dos coeficientes intermediarios
nao serem tdao grandes como os obtidos através do Algoritmo 2.3, ainda teremos o
problema de utilizar aritmética racional e, conseqiientemente, ter que avaliar um

grande nimero de M.D.C.s de nmimeros inteiros.

Na préxima segao apresentaremos algoritmos para o M.D.C. nos quais
os coeficientes intermediarios pertencem ao mesmo dominio dos polindmios inici-
ais. Assim, se estivermos procurando o M.D.C. de polinémios em Z[z], todos os

coeficientes intermediarios serao niimeros inteiros.
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2.3 Algoritmos para o M.D.C. de Polinémios
sobre um Dominio Fatorial

Nesta secao apresentaremos algoritmos para o calculo do M.D.C. de
polinémios sobre um dominio fatorial, os quais tem como “ferramenta” principal o

algoritmo que permite dividir estes polinomios: o Algoritmo da Pseudo-Divisao.

Podemos estender o Algoritmo 2.3 para um algoritmo que calcule o
M.D.C. de polinémios com coeficientes sobre um dominio fatorial, utilizando o Al-
goritmo 2.2 ao invés do Algoritmo de Euclides. Além disso, analogamente ao que
fizemos no Algoritmo 2.4, podemos tornar os polinémios primitivos antes de apli-
carmos o Algoritmo da Pseudo-Divisao, obtendo coeficientes intermediarios menos

complicados.

Se estendermos o Algoritmo 2.3 sem tornar os polinomios primitivos
em cada etapa, teremos, em geral, crescimento exponencial dos coeficientes, como

poderemos observar no exemplo 2.5.

Exemplo 2.5 Sejam f e g os polinémios do exemplo 2.2. Ao aplicarmos o Algo-
ritmo 2.3 utilizando o Algoritmo da Pseudo-Divisao no passo 2, obtemos a seguinte
sequéncia de restos:
—15z* +32% - 9,
157952 + 30375z — 59535,

12545428751437502 — 1654608338437500

12593338795500743100931151992187500.
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A validade do Algoritmo 2.5, no qual utilizaremos o Algoritmo da
Pseudo-Divisao e retiraremos os fatores comuns dos coeficientes dos polinémios em

cada etapa, é dada pelos lemas 2.3.1 e 2.3.2.
Lema 2.3.1 Sejam f(z), g(z) € Dlz], onde D é um dominio fatorial. Entdo,

MDC(f,g) = MDC(c(f), c(g)) - MDC(pp(f), pp(9))-

Demonstragao: Seja h = M DC(f,g). Temos que h = c(h)pp(h). Pelo corolirio
1.4.10, ¢(h) = a-M DC(c(f), c(g)) e pp(h) = b-M DC(pp(f), pp(g)), onde a e b sao in-
vertiveis. Conseqiientemente, h = a-b-M DC(c(f), ¢(g))-M DC(pp(f),pp(g)). Como

o produto de invertiveis é um invertivel, h = M DC(c(f), c(g))- MDC(pp(f),pp(g)).
a

Lema 2.3.2 Sejam f(z), g(z) € D[z] polindmios primitivos de graus o e B, res-
pectivamente, tais que o > 3.

Se g(z) = 0, entdo MDC(f,g) = f. Caso contrdrio, MDC(f,g) = MDC(g,r) =
MDC(g,pp(r)), onde r é dado pela equagio (2.2).

Demonstragao:
19 caso: g(z) =0.

Anélogo a demonstragéo do 12 caso no lema 2.2.1.

22 caso: g(z) # 0. Seja h = MDC(f,g).

(i) hlfehlg = hl(Ug)*"*'f) e hlag = hl(l(g)*"*'f—qg) = hlr.
Logo, h|g e h|r.

(17) Seja b’ € K[z] tal que h'|g e k'|r. Entao, h'|qgg e b'|r = h'|(qg+7T) =
R'|(I(g)*=P*1f). Como g é primitivo e k' divide g, temos que h’ é

primitivo e, conseqiientemente, h'|f. Logo, h'|MDC(f,g) = h.



2.1 Algoritmos para o M.D.C. de Polinémios sobre um Dominio Fatorial 26

Por (i) e (1) concluimos que M DC(f,g9) = h = MDC(g,r).
Além disso, como g é primitivo, M DC(g,r) = M DC(g, pp(r)).
Portanto,

MDC(f,g) = MDC(g,r) = MDC(g,pp(r)). O

Algoritmo 2.5 Dados dois polindmios nao nulos [ e g com coeficientes em um
dominio fatorial, este algoritmo calcula o M.D.C. de f e g tornando os polinémios

primitivos em cada etapa e ulilizando o Algoritmo da Pseudo-Divisdo.

1. d« MDC(c(f),clg));

2. fepp(f);

3. g+ pplg);

4. Calcule r(z) utilizando o Algoritmo 2.2;

5. Ser(z)=0,

entao va para 10;

6. Se Or(z)=0,
entao

6.1. g¢1;

6.2. va para 10;
7. f+g;
8. g« pp(r);
9. va para 4;

10. O algoritmo termina com d - g(xz) como o M.D.C. procurado.
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Exemplo 2.6 Para os polinomios

flz) = 2®°+2°-32"-32°+ 82> +22 -5 e

g(z) = 32°+52' —42® — 924+ 21 € Z[x],

dos exemplos anteriores, utilizando o algoritmo 2.5 para calcular seu M.D.C., obte-

maos:
f(z) g(z) r(z)
1,0,1.0,~8,—8,8,2,~5 | 8,0,5,0,~4,-9.21 | -15,0,8,0,—0
3,0,5,0,—4, —9,21 5,0,—1,0,3 —585, —1125, 2205
5,0,—1,0,3 13,25, —49 —233150, 307500
13,25, —49 4663, —6150 143193869

O Algoritmo 2.5, além da vantagem de poder ser aplicado para po-
lindmios sobre um dominio fatorial que nao seja um corpo, é mais rapido que os
algoritmos apresentados na segdo anterior, visto que, no caso dos polindémios terem
coeficientes inteiros, trabalha-se em todas as etapas com numeros inteiros, evitando
o problema de aumento no custo ao utilizar-se aritmética racional. Entretanto, para
eliminar os fatores comuns dos restos e obter coeficientes menores, temos que calcu-
lar M.D.C.s de mimeros inteiros em cada etapa, exatamente o que estamos tentando

evitar ao nao utilizar aritmética racional.

Felizmente, é possivel evitar o calculo da parte primitiva de cada r(z)
no passo 8 do Algoritmo 2.5 e manter os coeficientes com um tamanho razoavel,
bastando dividir cada resto por um elemento do dominio que prova-se ser um divisor
de seus coeficientes. Este algoritmo, chamado de Algoritmo Sub-Resultante, foi

descoberto por George E. Collins e aperfeicoado por W. S. Brown e J. F. Traub.

Para uma demonstragao da validade do Algoritmo Sub-Resultante, veja

[11].
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Algoritmo 2.6 (Algoritmo Sub-Resultante) Dados dois polinémios nao nulos
[ e g com coeficientes em um dominio fatorial, este algoritmo caleula o M.D.C. de
[ e g utilizando o Algoritmo da Pseudo-Divisdo de Polinomios, necessitando de um

numero menor de cdalculos de M.D.C.s de coeficientes.

1. d« MDC(c(f),clg));
2. [« pp(f);

3. g+« pplg);

4, a+ b+ 1;
5. k+ 0f(z)—0g(z);
6. Calcule r(z) utilizando o Algoritmo 2.2;

7. Ser(z)=0,

entao va para 14;

8. Se dr(z)=0,
entao

8.1. g« 1;

8.2. va para l4;

9. f+g;
r(z)
10. —_—
g <_ abk 2

11. a « U(f);
12. b+ bi=ka®;
13. va para J;

14. O algoritmo termina com d - pp(g) como o M.D.C. procurado.
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Exemplo 2.7 Ao aplicarmos o Algoritmo 2.6 para os polinomios f(z) e g(a) dos

exemplos anteriores obtemos:

f(a) g9(z) a | b

1,0,1,0,—3,~8,8,2,~5 | 3,0,5,0,—4,-9.21 | 1 | 1

3.0, 5,0, —4,—9,81 ~15,0,8,0,~9 3 | 9
~15,0,3,0,—9 65,125, —245 | —15| 25
65,125, —245 —9326, 12300 65 | 169

Apesar de termos crescimento linear dos coeficientes intermediarios, o
Algoritmo Sub-Resultante é o melhor de todos os algoritmos baseados no Algoritmo
da Divisao de Euclides estendido para polinémios com coeficientes em um dominio

fatorial, os chamados Algoritmos Euclidianos.

Podemos conseguir algoritmos melhores que os Euclidianos para o célculo

do M.D.C. utilizando métodos modulares que descreveremos no préximo capitulo.

Como na pratica geralmente trabalha-se com polinomios com coeficien-
tes no dominio fatorial dos inteiros, a partir do préximo capitulo trabalharemos com
polinémios com coeficientes em Z ao invés de polinémios sobre um dominio fatorial

genérico D.



3 ALGORITMOS MODULARES

Os algoritmos para o célculo do Maximo Divisor Comum de polindémios
baseados no Algoritmo da Divisdo de Euclides, estudados no capitulo anterior, po-
dem ter um custo computacional extremamente grande devido ao crescimento das
expressoes intermedidrias. Como observamos no capitulo 2, no melhor algoritmo
deste tipo, o Algoritmo Sub-Resultante, ainda ha crescimento linear dos coeficientes

intermediarios.

Neste capitulo veremos que é possivel obter algoritmos para o M.D.C.

mais eficientes que os Euclidianos: os algoritmos que utilizam métodos modulares.

3.1 Meétodos Modulares

A idéia principal dos métodos modulares é calcular o M.D.C. de dois
polinémios com coeficientes inteiros em um outro dominio e, através de homomor-

fismos, recuperar a resposta do problema original.

Estes métodos baseiam-se no seguinte diagrama:

f,9 € Z[a] h=MDC(f,g) € Z[x]

't t
for9p € Zy[2] = B MDC(fp,9p) € Zyl2]

Ou seja, dados dois polinémios com coeficientes inteiros, calcula-se o
Méximo Divisor Comum dos seus polinémios correspondentes em Z,[z], onde p é
um nimero primo (na pratica trabalha-se com varios niimeros primos pequenos), e

entiao obtém-se o M.D.C. em Z[z] conforme descreveremos na segao 3.3.

Os Algoritmos Modulares possuem a vantagem de nao haver possibi-

lidade de crescimento dos coeficientes intermediarios na determinagdo do M.D.C.

30
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em Zy[z], pois o tamanho de todos os coeficientes fica limitado por p. Entretanto,

surgem os seguintes problemas:

Problema 1: Os coeficientes do M.D.C. em Z,[z] podem ser muito pequenos, isto é,

menores que os coeficientes do M.D.C. procurado;

Problema 2: O grau do M.D.C. em Z,[z] pode ser diferente do grau do M.D.C. em
Z[z).

O Problema 1 é evitado através da obtencdo de uma cota superior para
os coeficientes do Maximo Divisor Comum que se deseja calcular, ou seja, calcula-se

um mimero M maior que o médulo de todos os coeficientes do M.D.C.:

n
M > ||A]leo = max|ci|, onde h =) ciz’ = MDC(f,g).
' i=0
Trabalha-se entdo em Z,[z], onde p é um niimero primo maior que 2M (na pratica
trabalha-se com vérios primos cujo produto é maior que 2M), de maneira que os

coeficientes ficam entre —M e M.

Nos métodos modulares fica portanto evidente a importancia do calculo
da cota M. No capitulo 4 apresentaremos duas cotas superiores distintas para os

coeficientes do Maximo Divisor Comum.

O Problema 2 também pode ser contornado, como veremos na sec¢ao
3.2, onde introduziremos alguns resultados que garantem e explicam a eficiéncia

destes métodos.
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3.2 Escolhendo os Numeros Primos

o 3
Sejam f(z) = E e’ € gla) = E bz’ polindmios com coeficientes
=0 i=0
inteiros e seja p um mimero primo. Denotaremos por f,(z) o polinémio f(z) mod p

e gp(z) o polinémio g(z) mod p € Z,[z].

Lema 3.2.1 Se p ndo divide o coeficiente lider do MDC(f,g), entio o grau do
MDC(f,,9,) € maior ou igual ao grau do MDC(f,g).

Demonstragao: Sejam h(z) = MDC(f(z),9(x)) e hy(z) = h(z) mod p € Z,[z].
Temos que h/ f e, como homomorfismos preservam muiltiplos, segue que h,/ f,. Ana-
logamente, h,/g,. Logo, h,/MDC(f,,g,). Portanto, o grau do MDC(f,,g,) é
maior ou igual ao grau de h,. Como p nao divide o coeficiente lider de h, temos que

o grau de h, é igual ao grau de h e obtemos a desigualdade procurada. O

Na prética o lema anterior ndo resolve o problema de obtermos o grau
correto do M.D.C. ao trabalharmos mddulo p, ja que para utiliza-lo precisariamos
conhecer de antemao o coeficiente lider do M.D.C. que queremos calcular. Além

disso, o lema s6 garante a desigualdade.

Porém, como conseqiiéncia do lema obteremos o coroldrio 3.2.2 que

podera ser utilizado na pratica com mais facilidade.

Corolario 3.2.2 Se p ndo divide simultaneamente os coeficientes lideres de f e g,

entdo o grau do MDC(f,,g,) € maior ou igual ao grau do MDC(f,g).

Demonstragao: Visto que o M.D.C. de f e g divide os dois polinoémios, o seu
coeficiente lider terd que dividir os coeficientes lideres dos dois polindmios. Como
por hipétese p ndo divide o coeficiente lider de f ou ndo divide o coeficiente lider
de g, obtemos que p nao divide o coeficiente lider do M.D.C. de f e g. Assim, pelo

lema 3.2.1, o grau do M DC(f,, g,) é maior ou igual ao grau do MDC(f,g). O
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Trabalhando com um mimero primo p que satisfaga as hipéteses do
corolario 3.2.2 poderemos garantir que o M.D.C. em Z,[z] ndo tera grau menor que
o M.D.C. em Z[z]. Porém, ainda existird a possibilidade de que o grau do M.D.C.
em Z,y[z] seja estritamente maior que o grau do M.D.C. em Z[z]. Por exemplo,

considerando os polinémios

f(z) = 2®+2%—32* — 3% + 2% + 22 - 5;

g(z) = 32°+4 52 —42? — 92 4 21,

citados em [6], obtemos que M DC( f3,92) = x + 1, enquanto que MDC(f,g) = 1.

Trabalhando com p=5 e com os polindmios

r(z) = 2¥+5z—1;

s{z) = =1,

obtemos que M DC(rs,ss5) = z — 1, enquanto que M DC(r,s) = 1.

Entretanto, conforme mostraremos no corolario 3.2.4, somente para um
numero finito de primos p existe a possibilidade de que o grau do M.D.C. médulo p

seja maior que o grau do M.D.C. sobre os inteiros.

Lema 3.2.3 Seja h = MDC(f,g). Se p nao divide simultaneamente os coeficientes
lideres de f e g, e ndo divide Res(f/h,g/h), entdo MDC(f,,9,) = hyp.

Demonstragao: Como p nao divide o coeficiente lider de h (conforme observa-
mos na demonstragao do coroldrio anterior), obtemos que h, € ndo nulo. Assim,

considerando os quocientes f,/h, e g,/h,, temos que:

MDC(f,,9y) = hyMDC(fp/hp, 9o/ hp). (3.1)
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Por outro lado, como p nao divide Res(f/h,g/h), obtemos que Res(f/h,g/h), é nao
nulo. Visto que o resultante é um determinante e det(M,) = (det(M)),, onde M
representa uma matriz, obtemos que Res(f,/hp, gp/h,) = Res(f/h,g/h), # 0. Pelo
corolario 1.4.14, concluimos que f,/h, e g,/h, nao tém nenhum fator em comum e,
conseqiientemente, M DC( f,/hp, gp/h,) = 1. Substituindo este resultado em (3.1) o

lema fica demonstrado. O

Corolario 3.2.4 Friste somente um nimero finito de niimeros primos p tais que o

M.D.C. em Z[z] nao tem o mesmo grau do M.D.C. em Z,[z].

Demonstragao: Se p é um ndmero primo p tal que o grau do M.D.C. em Z[z] é
diferente do grau do M.D.C. em Z,[z], entdo p ndo satisfaz as hipéteses do lema
3.2.3, ou seja, p divide simultaneamente os coeficientes lideres de f e g, e divide o
Res(f/h,g/h). Como f/h e g/h sao relativamente primos (pois h = M DC(f, g)),
pelo coroldrio 1.4.14 obtemos que o Res(f/h,g/h) é diferente de zero e, portanto,

tem um numero finito de divisores. O

Como conseqiiéncia do corolario 3.2.4, temos que sempre é possivel
obter um niimero primo p tal que o grau do M.D.C. em Z,[z] seja 0 mesmo do
M.D.C. em Z[z], o que garante que os algoritmos modulares que apresentaremos na

proxima sec¢ao terminarao apés um nimero finito de passos.

3.3 Calculando o M.D.C.

Nesta segao apresentaremos trés algoritmos para o calculo do Maximo
Divisor Comum de polinémios, baseados em métodos modulares. A eficiéncia destes
algoritmos, embora possa parecer surpreendente, esta atestada pelas suas imple-

mentagoes nos sistemas de Computagao Algébrica.
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Lembremos que para que os métodos modulares possam ser utilizados,
é necessario que o Problema 1 e Problema 2 da se¢ao 3.1 sejam resolvidos. Os algo-
ritmos que apresentaremos a seguir diferem pela técnica de resolugéo do Problema, 1.
A solugao do Problema 2, ou seja, a garantia de que o grau do M.D.C. modular seja
o mesmo do M.D.C procurado, é obtida nos trés algoritmos através de tentativas,

processo cuja validade esta garantida pelo corolario do lema 3.2.3.

Com o objetivo de evitar o Problema 1, os algoritmos modulares re-
querem que seja previamente conhecida uma cota superior para os coeficientes do
M.D.C. No capitulo 4, discutiremos detalhadamente a obtengao de duas cotas su-
periores distintas (corolarios 4.1.6 e 4.2.5). Como ambas sdo razoavelmente simples
de serem implementadas, sugerimos que para a aplicagdo destes algoritmos as duas

sejam calculadas, escolhendo-se a menor delas.

3.3.1 Primeira Solugdo

Nesta primeira resolugao do M.D.C. via métodos modulares, a garantia
de que os coeficientes do M.D.C médulo p sejam do tamanho correto (Problema 1),

é obtida escolhendo-se p maior que 2M, a cota para os coeficientes.

Sejam f e g dois polinémios com coeficientes inteiros para os quais

busca-se

h(z) = MDC(f(=),9(x)) = ) cia’,

e seja

M > ||h||es = max|ci]-

Se escolhermos p satisfazendo

p22M,

poderemos garantir que os coeficientes do MDC obtido médulo p tém o tamanho

correto.
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Algoritmo 3.1 Dados dois polinomios nio nulos f e g com coeficientes inteiros,
este algoritmo calcula o M.D.C. de [ e g ulilizando redugio mddulo wm niimero

primo p.

1. M ¢« cota superior para os coeficientes doM DC(f,g);
2. p < nimero primo maior que 2M ;
3. Se p ndo divide o coeficiente lider de f ou ndo divide o coeficiente lider
de g,
entdao h < MDC(fp,p),
senao va para 2;
4. Se h divide [ e divide g,
entdo h + h,
senao va para 2;

5. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado.

Observagoes:

1.Neste algoritmo escolhemos um nimero primo p maior que os coefi-
cientes do M.D.C. de f e g para evitar o Problema 1. Nao é necessario, entretanto,
escolher p maior que os coeficientes intermedidrios que podem ser maiores que os

coeficientes “finais” do M.D.C. (veja o exemplo 2.5).

2. Para calcular o M.D.C. de f, e g, no passo 3, pode-se utilizar o
Algoritmo de Euclides para polinémios sobre um corpo (Algoritmo 2.3) ou um de

seus derivados, apresentados no capitulo 2.
3. O passo 4 baseia-se no seguinte resultado:
Lema 3.3.1 Sejam f e g polinémios e seja h o M.D.C. de f, e g,, onde p é um

nimero primo que nao divide simultaneamente os coeficientes lideres de f e g. Se

h divide [ e divide g, entio ele é o M.D.C. de f e g.
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Demonstragao: Pelo corolario 3.2.2, o grau de A é maior ou igual ao grau do
M.D.C. de f e g. Por outro lado, como h divide f e divide g, ele divide o M.D.C.
de f e g e, portanto, seu grau é menor ou igual ao grau do M.D.C. de f e g. Con-

seqiientemente, pela unicidade do M.D.C. concluimos que h é o M.D.C. de f e ¢. O

4. Se no passo 4 h nao divide f ou nao divide g, isto significa que h
tem grau maior do que h. Pelo lema 3.2.3, isso é equivalente a dizer que p divide
Res(f/h,g/h). Como existe somente um nimero finito de primos p que satisfazem
essa condigdo , segue que o algoritmo termina com sucesso apés um niimero finito

de passos.
Exemplo 3.1 Sejam

flz) = 2®4+2°—-32*-323+822 4+ 22 -5 e
g(z) = 32452 —42? -9z +21 € Z[z].

Ao calcularmos uma cota superior M para os coeficientes do M.D.C. de f e g,
obtivemos M = 99.3579 utilizando o corolario 4.1.6, e M = 510.219 pelo corolario
4.2.5. Assim,

1. M « 99.3579
2. p+ 199

3. hel

4. h 1.

No passo 3 aplicamos o Algoritmo 2.3 para calcular o M DC( fi99, g199), obtendo os

seguintes coeficientes:
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f(x) g(z) r(z)
1,0,1,0,-3,-3,8,2,—5 | 3,0,5,0,-4,-9,21 | -89,0,-22,0,66
3,0,5,0,-4,-9,21 -89,0,-22,0,66 |  59,-9,54
-89,0,-22,0,66 59,-9,54 -84,74
59,-9,54 -84,74 30
-84,74 30 0

Ao aplicarmos o Algoritmo 3.1, é possivel que tenhamos que trabalhar
com um numero primo grande, o que possibilitara que os coeficientes intermedidrios
no calculo do M.D.C médulo p também sejam grandes, ocasionando lentiddo nos

célculos. Uma solugdo para este problema sera apresentada no Algoritmo 3.2.

3.8.2 Uma Segunda Solugao

No algoritmo abaixo, utilizam-se varios nimeros primos pequenos (ao
invés de um nico nimero primo como no Algoritmo 3.1) e o Teorema Chinés dos
Restos (teorema 1.4.15) para obter-se o M.D.C. de polinémios em Z[z] através de
imagens homomorficas. Esta idéia, devidaa W. S. Brown e G. E. Collins, foi descrita

detalhadamente por Brown em [5].

Algoritmo 3.2 Dados dois polindmios ndo nulos f e g com coeficientes inteiros,
este algoritmo calcula o M.D.C. de f e g utilizando redugdo modulo niimeros primos

pequenos e o Teorema Chinés dos Restos.

M ¢ cota superior para os coeficientes do MDC(f, g);
N « MDC (coef. lider de f, coef. lider de g);
p & nimero primo que nao divide N;

h «— MDC(f,,90);

e o e

Se o grau de h for zero,

entao
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5.1. h«I;
5.2. va para 11;
6. prodprim + p;
7. result < h;
8. Enquanto prodprim < 2M
faga
8.1. p & niumero primo que ndo divide N;
8.2. h+ MDC(f,,9);
8.3. Se o grau de h for menor que o grau de result,
entao va para J;
8.4. Se o grau de h for igual ao grau de result,
entao
8.4.1. result « Teorema Chinés dos Restos aplicado a cada coefici-
ente dos polinomios result (mod prodprim) e h (mod p);
8.4.2. prodprim ¢ prodprim X p ;
9. Se result divide f e divide g,
entao
9.1. h « result;
9.2. va para 11;
10. Va para 3;

11. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado.

Observagoes:

1. O passo 8.3 testa se o M.D.C. médulo o novo primo obtido em
8.1 tem grau menor que os M.D.C. anteriores. Em caso afirmativo conclui-se que

os M.D.C. anteriores devem ser desprezados pois vieram de mas redugoes, ou seja,

MDC(f,,g,) # MDC(f,g),.

2. O passo 9 sé sera executado se todos os M.D.C. calculados vierem

de mas redugoes, uma possibilidade remota.
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3. Se o primeiro primo calculado no passo 3 for de boa redugao, nenhum

dos desvios sera executado durante a aplicacdao do algoritmo.

Freqlientemente, as cotas superiores para os coeficientes do M.D.C. sao
muito pessimistas (veja as tabelas 4.1 e 4.2 do capitulo 4), sendo possivel que ja
tenhamos encontrado os coeficientes corretos antes de atingirmos 2M. Considerando
esta possibilidade, numa tentativa de melhorar o Algoritmo 3.2 apresentaremos o
Algoritmo 3.3, no qual testaremos se ja foi obtido um divisor dos polinomios e,
portanto, o seu M.D.C., sempre que os coeficientes nao se alterarem apds aplicarmos

o0 Teorema Chinés dos Restos.

3.3.3 Terceira Solugao

Algoritmo 3.3 Dados dois polinomios nao nulos f e g com coeficientes inteiros,
estealgoritmo calcula o M.D.C. de f e g utilizando redugdo mddulo nimeros primos
pequenos e o Teorema Chinés dos Restos, testando se o M.D.C. jd foi obtido antes

de atingir-se o dobro da cota superior para os coeficientes.

1. M + cota superior para os coeficientes do MDC(f, g);
2. N < MDC (coef. lider de f, coef. lider de g);
3. p « numero primo que ndo divide N;
4. h <+ MDC(fp,9);
5. Se o grau de h for zero,
entao
51. h«1;
5.2. va para [I;
6. prodprim + p;
7. result « h;
8. Enquanto prodprim <2M
faca
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8.1. p ¢+ nimero primo que ndo divide N;

8.2. h + MDC(fy,9p);

8.3. Se o grau de h for menor que o grau de result,
entao va para J;

8.4. Se o grau de h for igual ao grau de result,
entao

8.4.1. anterior « result;
8.4.2. result + Teorema Chinés dos Restos aplicado a cada coefici-
ente dos polinémios result (mod prodprim) e h (mod p);
8.4.3. Se result = anterior e result divide f e divide g,
entao
8.4.3.1. h « result;
8.4.3.2. va para 11;
8.4.4. prodprim « prodprim X p ;
9. Se result divide [ e divide g,
entao
9.1. h « result;
9.2. va para [1;
10. Va para 3;

11. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado.

Observagao: Testar em cada etapa se ja encontramos o M.D.C. é uma operagio
que pode ter um custo muito grande. Por esta razao, no passo 8.4.3 este teste é
realizado apenas quando os coeficientes nao se alteram apés a aplicagdao do Teorema
Chinés dos Restos, visto que, neste caso, é maior a possibilidade de que ja tenhamos

encontrado os coeficientes corretos.

A obtencao de uma cota superior que nao se distancie demasiadamente

dos coeficientes verdadeiros é um ponto crucial para os Algoritmos Modulares, pois
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poderemos obter o M.D.C. através do Algoritmo 3.2 mais rapidamente e sem a

necessidade de realizar os dispendiosos testes implementados no Algoritmo 3.3.

No préximo capitulo trataremos desse problema, inclusive introduzindo
uma nova cota para o M.D.C. que, na maioria dos casos, ¢ melhor que a cota
atualmente utilizada, ou seja, fica mais proxima dos coeficientes para a maior parte

dos polinémios.

Uma alternativa em relagao & utilizagdo do Teorema Chinés dos Restos
para a obtencao do M.D.C. médulo “prodprim x p” nos Algoritmos 3.2 e 3.3, é,
conforme sugerido por J. Moses ¢ D. Y. Y. Yun em [18], a utilizagdo do lema de
Hensel para passarmos da solugio médulo p para a solugio médulo p*, com k sufici-
entemente grande. Entretanto, este método, conhecido por p-adico, sé € valido dire-
tamente quando M DC (Fa, ff) =1ou MDC (}_1, %—) =1,onde h = MDC(fp, gp).

Esta é uma das razoes pelas quais este método nao € utilizado na prética.



4 COTAS SUPERIORES PARA OS
COEFICIENTES DO M.D.C.

Os Algoritmos Modulares mais eficientes para o cdlculo do Maximo
Divisor Comum de polindomios, apresentados no capitulo anterior, requerem que seja

onhecida uma cota superior para os coeficientes do M.D.C. que se deseja calcular.

Neste capitulo apresentaremos a nova cota superior, que obtivemos uti-
lizando a norma com pesos introduzida em Beauzamy et al [1], e a cota utilizada
atualmente, devida a Mignotte [14], obtida como conseqiiéncia da desigualdade de

Landau. Na segao 4.3 faremos uma comparagao entre as cotas.

4.1 Uma Cota Superior para os Coeficientes

A cota superior para os coeficientes do Maximo Divisor Comum de po-
lindmios que apresentaremos nesta segao é obtida aplicando-se a desigualdade de
Landau-Mignotte para o M.D.C. de dois polindmios. Apresentaremos detalhada-
mente a obtencao desta cota, utilizando resultados que, embora estejam disponiveis

na literatura, ndo estao compilados de modo simples como faremos aqui.

Definigao 4.1.1 (Norma Euclidiana) Seja h = Zc,-:c" um polinomio com coe-
1=0
ficientes complezos. A Norma Euclidiana de h € definida por

1Al =

n

Definigao 4.1.2 (Medida de Mahler) Seja h = Z ciz' um polinémio com coe-

i=0
ficientes complexos e sejam z,...,z, as suas raizes. A Medida de Mahler de h €

43
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definida por

M(h) = |en] Hmax{l, |z:]}-
i=1

A medida de Mahler também pode ser escrita na forma

M(h) = |ea| T lail-

zi]>1

O lema que enunciaremos a seguir sera necessario para obtermos a de-

sigualdade de Landau.

Lema 4.1.3 Seja h um polinomio com coeficientes complezos e seja z um nimero

complexo nao nulo. Entado,

I(z + 2)h(2)l| = lI(Zz + DA()]|-

Demonstragao: Seja h(x Zc,m Entao,

1=0
n+l
(z + z)h( (z +2) Zc,a: —Zc. 1 + ¢iz)z', onde ¢y = cpy1 = 0.
0
Logo, =
n+1 n+1
I+ 2h@I" = D et + ezl = Y (e + aiz){cior + i2) =
=0 =0

= (leol?|2]?) + (|eo]? + ze1@o + ZErco + a1 [*lz)?) + ... +

+ (I"Jn---ll2 + chén 1 + EE1r1C:n—l + Icn|2|2|2) + (lcnlz) =

= (1+|2%) (Z |c1|2) + Z 2¢;Gi_1 + ZC;ci—y), onde c_y = 0.

1=0

Além disso,

n+1
(zZz + 1)h(z) = (zz + 1) Zc,’c — Z (cic1Z + c,)*t, onde ¢c_; = ¢p41 = 0.
1=0 i=0

Logo,
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il n+1
IGe+ Dh@)IF = D lemrz 1 = 3 ez + ci)lems + ) =

= (leol®) + (leu)’|2]? + zereo + zE1c0 + |a[?) + .- +
4+ (len-alPl2l* t 2ea8acy + Z8ncnot + |eal®) + (leal?|2]?) =
= (1 ¥ 3 lzlz) (>; |C,‘12) - Z(ZC;E;_l + 2CiCi-1), onde _; = 0.
v i=0
Conseqtientemente,

l|(z + 2)h(z)||* = ||(Zz + Dh(z)]|* « , lema fica demonstrado. O

n

Teorema 4.1.4 (Desigualdade d« Landau) Seja h(z) = Zciiri, onde v, £0,
Yoo 2 =0
um polinomio com coeficientes complezos, e sejam zi,...,zn as suas raizes. Entdo,

M(h) < |[A]|-

Demonstragao: Sejam 2i,...,% as raizes de h fora do circulo unitario, isto é

|z > 1,i=1,...,k. Entao, M(h) - |c,||z...2|- Seja

k n mn
f@ =ea ]l -1) J[ @ 2) =2 bsa’.

7=1 =k+1

Aplicando o lema 4.1.3 em cada ) (|os k fatores z;z — 1 de f, obtemos que

@l = lead 1] [z —1) TT (=2l =
=1 j=k+1

n

= leal 1] [(=52+ 1) [[ =)l =

J=k+1

= laal ][z —2z) [](@—=)ll=

i=k+1

= lal ] [@ =2l = 6@l
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Além disso, temos que
IFI? = Jbal® = leaZy .. 2l* = leal’|21-.. 2x* = M(h)".

Conseqiientemente, M (k) < || f|| = ||k|| e o teorema fica demonstrado. O

n

Teorema 4.1.5 (Desigualdade de Landau-Mignotte) Sejah = Z ezt um di-

i=0
2
visor do polinomio f = Z a;x' (onde a; e ¢; sdo inteiros). Entdo,
1=0
Slal <2t |2, Y lafr =2 |2 (4.1)
i=0 G i=0 la
Demonstragao: Sejam zy,. .., z, as raizes de h ordenadas de maneira que z1, ..., zx

sejam as raizes fora do circulo unitario. Cada coeficiente ¢; de h é, a menos de sinal,
soma de (7) parcelas, sendo cada uma delas um produto de n—1 raizes; ou seja, cada
parcela € da forma ¢, z;, ... z;;, onde {Ji,..., 7} € um subconjunto de {1,...,n} com

cardinalidade n — 7. Conseqiientemente,

d <lenl (7)ol

Como z (T:) = 2", segue que

1=0
n
> leil £ 2%enllzr - 2] = 2" M(h).

Por outro lado, como as raizes de h também sdo raizes de f, obtemos que

M(h)

len ]

M(f)
el

Hmax{l |z} < Hmax{l |2} =



-
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onde z{,...,z! sdo as raizes de f. Logo,

M(h) < M(f).

+

Além disso, pela desigualdade de Landau (teorema 4.1.4),

M(f) < IIf1l-

Assim,

n
Do led < 2" M(h) <2 |

i=0

Corolério 4.1.6 (Cota de Landau-Mignotte) Todo coeficiente do M.D.C. de

= Z a;z' e g= Z biz' (onde a; e b; sdo inteiros) € limitado por

Zlasl ) —1‘Z|b I2} (4.2)

Demonstragao: Seja h = Zc‘-x" o MDC(f,g). Entdo, h é um divisor de f e
i=0
g com grau menor ou igual ao grau de cada um dos polinémios. Além disso, o

1

2m1n{a ﬁ]MDC(a.m bﬁ) min { |a |

coeficiente lider de h divide o coeficiente lider de f e o coeficiente lider de g.

Z Ja;|2 < gminte B} MDC(aa,ba)l | l Z |a;|?
i=0 Go
. \ Z it < 2= M DC (0o, bo); ,1 3 lbl?
s i=0

Conseqiientemente,

‘.'

Z[c,[<2“

=0

ilﬁ'l <2"
i=0
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Assim,

i s 1
> leil < 2B M DC (aq, bg) min §

i=0 |4al

e obtemos a cota procurada. O

A cota de Landau-Mignotte 4.2 € a cota mais utilizada nos algoritmos
modulares para o cdlculo do M. D. C. polinomial implementados nos sistemas de
Computagao Algébrica. O resultado que apresentaremos na proxima secao é melhor

que este resultado de 1974 para a maioria dos polinémios.

4.2 TUma Nova Cota Superior para os
Coeficientes

Nesta se¢do aplicaremos um resultado apresentado por Beauzamy em [2]

para obter uma nova cota superior para os coeficientes do M.D.C. de dois polinémios.

Em seu trabalho Beauzamy utilizou a norma com pesos que havia sido

introduzida por E. Bombieri em Beauzamy et al [1], ao invés da norma euclidiana.
Definigao 4.2.1 Seja [ = Za;wi um polinémio com coeficientes complezos. A

1=0
norma com pesos de f € definida por

= o)
= (S1E)

E facil ver que a norma com pesos introduzida por Bombieri satisfaz

[fl2 < IIFII-
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Teorema 4.2.2 Sejam p e q polinémios com cocficientes complexros de graus m e

n, respectivamente. Entao:

min!

[pq] I [p)2[q]2- (4.3)

A=t (m+n

Este resultado ¢ o melhor possivel.

Demonstragao: A demonstragio deste teorema pode ser encontrada em [2]. Nela
Beauzamy utiliza um resultado de Bombieri em [1] para polinémios a varias variaveis

para obter a desigualdade 4.3. Ele também mostra em [2] que os polindmios
p(z) =271 =2)", e q(z) =273(1 4 2)"

satisfazem a igualdade, fazendo com que o resultado seja o melhor possivel, O

Beauzamy aplicou o teorema 4.2.2 para obter uma cota superior para

os coeficientes de p ou de ¢, conhecendo os coeficientes do produto f =p-q.

Teorema 4.2.3 (Beauzamy, 1992) Seja f um polinémio de grau o com coefici-
entes inteiros, tal que f(0) # 0, e seja f = p-q uma fatoragdo de [ em Z[z], onde p

e g tém graus m e n, respectivamente. Entao, qualquer coeficiente ¢; de p satisfaz:

leil < 4/ %(T) (:7) (fl2 = \/Q(a = m;zm ~ z-)!z-![flz- (4.4)

Demonstragao: Pelo teorema 4.2.2, temos que

m!n!

[£12° = [pql2” > ![p]zz[q]zz.

(m +n)

LOgO,
(m +n)! [f]5"

min! [q].‘,2 '

[P]22 <
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Como ¢ tem coeficientes inteiros, seus coeficientes tém médulo > 1. Em particular,

o primeiro e o ultimo coeficientes de ¢ tém modulo > 1. Portanto, (g2 > V2e

(m +n)!
2m!n!

[pl2" < ———=1/1"

Consequentemente, cada coeficiente ¢; de p satisfaz:

ot < (7)ot U = (7 e e =3(7) ()
Logo,
at<y/5(7) (5= \/ e ©

Utilizando o teorema 4.2.3 Beauzamy obteve uma cota superior para os

coeficientes de um fator qualquer de um polinémio.

Teorema 4.2.4 (Beauzamy, 1992) Seja f um polinémio de grau o com coefici-
entes inteiros tal que f(0) # 0, e seja h um divisor de f em Z[z]. Entdo, todo

coeficiente ¢; de h satisfaz:
33;‘4 3:::!2

ol < 5= 2= e

(4.5)

Demonstragdo: Suponhamos que h tenha grau n > 1. Pelo teorema 4.2.3, temos

que

a!
el < \/2(0: T LA
Pela Férmula de Stirling [4, 7]:

—Cr

ol ~ 2igiatie
(a—n)! ~ 2ixi(a—n)EMtzene
(n—i)l ~ 2ig2(n—i)"d*3eion
o

. Lo L.sl
il ~ 2Igzittze
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Logo,

(4.6)

atz
leil < —n)+1 : _-l_.-L[fh
4r(a — n)le=mFz(n — §) =i+ (5)(+3)

Por outro lado, observa-se que o denominador em 4.6 é da forma

m:"'lﬁyy'l’lﬂzz"'lﬂ, onde z+y+z=0a e z,y,2 € Z]

(podemos assumir que z, ¥, z sao nao nulos). Considerando a fungao f(z,y,2) = zyz,

e a superficie de nivel g(z,y, z) = a, onde g(z,y,z) = = + y + z, obtemos que

— 1 1
grad f(z,y,z) = gTH 212, 241/2 (1 + % +nz, 1+ E +lny, 1+ 21—2 + Inz)

._}
e grad g(z,y,2) = (1,1,1). Pela teoria dos Multiplicadores de Lagrange, o minimo

— —
de f ocorre quando grad f = A - grad g. Logo, f atinge seu valor minimo sobre a

superficie ¢ num ponto (z,y, z) tal que
(4.7)

1 l s [ i l
%—I— nw—@-{* ny—§;+ nz.

Como a fungdo h(t) = 3; + Int é estritamente crescente para ¢t > 1, as equagdes
Portanto, o valor minimo de f sobre a superficie

4.7 implicam que ¢ = y = z.
z +y + 2z = a ocorre no ponto (a/3,a/3,a/3). Conseqiientemente,
a3z a®t: a*t2 333>
(a — n)@mH(n — )-DH3 )+ T (2)8+2(2)5+2(2)8+r  (2)*+2  a

Assim,
[33/23a 33/4 ga/2
. _— o —— u D
Icll S dra [f]2 2\/7—{ \/(_‘_l'[f]z

No teorema a seguir apresentaremos a nova cota superior para os coe-

ficientes do M.D.C. de dois polinémios que obtivemos utilizando o teorema 4.2.4.



4.3 Comparando as Cotas H2

o 8
Teorema 4.2.5 Todo cocficiente do M.D.C. de [ = Za;.rf eg= Zb,-;r:i (onde
=0 =0
a; e b; sdo inteiros) € limitado por
33;’4 ‘ 3&;’2 3,3;"2
mnlln{v_g[ﬂg, Tﬁ[g]g} (48)

T

Demonstragio: Seja h = » ez o MDC(f,g). Entéo, h é um fator de f e g e
i=0
qualquer coeficiente ¢; de h satisfaz:

33,’4 32/2 33/4 3,6;‘2
lei] < mﬁ[f]z e lei] < Q_ﬁﬁ[g]""

Conseqlientemente,

| I 33 4 {3&;’2 [f] 3,@;‘2 [g]
gl < min{ —|[fl2, — 2} ; E
Va7 /B

Como geralmente [f], é muito menor que || f|| para a maioria dos po-
linémios, espera-se que a nova cota seja melhor que a de Landau-Mignotte, como

teremos oportunidade de mostrar na préxima secao.

4.3 Comparando as Cotas

Nesta secao faremos uma comparagio entre a cota de Landau-Mignotte
(desigualdade 4.2) e a nova cota superior (desigualdade 4.8).

o B

Sejam f = Za;wi eg= Z biz* polinémios com coeficientes inteiros.
i=0 1=0
Seja
" (1 1
My = 2°MDC(aa,bg) min§ —[Ifll, m=llgll ¢ =
laal ™ lbg]
) 2k 2k
= MDC(aa,bp)min { A F1, lal
laa| ™™ [bg]
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onde k = min{a, 3}, a cota de Landau-Mignotte para os coeficientes do M.D.C. de

| 33/4 . 3a/2 38/2
M; = m min {75—”]2, —\/—[—j[gh}

a nova cota superior para os coeficientes.

[ eg, esca

Comparando-se as quantidades envolvidas na determinacao de M, e
M,, observa-se que:
3/4 33/4
W ~0.643 < 1 < M DC(aq,bs). Logo, m < MDC(aq,bp);

o [fl2 < |Ifll e [9)2 < |lgll, sendo que as desigualdades sdo estritas se os

polinémios tiverem algum coeficiente intermediario nao nulo. Ou seja,

(F, 1<i<a—1, tal quea; #0) = [fl2 <|Ifll

(I, 1<i<B—1, tal que b; #0) — [g]2 < [|gll;

e Se os coeficientes lideres de f e g forem pequenos é grande a possibili-
30;"2 ok 318{2 2k

Ve S Taal © VB " Toal

M, < M,, como ilustraremos no corolario 4.3.2.

dade de que tenhamos e, consequentemente,

Proposigao 4.3.1 Se |as| =|bgl =1 el <a <fB < a+2, entdo

30{2 2.‘: 3,6,‘2 2!:
— e

ﬁ(m W<ms

onde k = min{e, #}. :

Q0

Demonstragao: Por hipétese temos que « é maior que 1, logo ) < 37 < 4%

af? o 2’\‘
A LT o i
va at |te]

Conseqiientemente,
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Além disso, por hipdtese temos também que 8 = @ ou 8 = a + 1. Portanto,

313’{’?. 30(‘2 21:

=g = —
VB Va |bs]

ou
8/2 (a$1)/2 (a+1)/2 k
L 33 —gelz g qel2 —go = 2
VB Vat+1~ VB |bs|

Corolario 4.3.2 Sejam f e g polinomios ménicos cujos graus sao maiores que 1 e
diferem por no mdzimo uma unidade. Entdo, a nova cota superior para os coefici-

entes de f e g € menor que a cota de Landau-Mignotte.

Demonstragado: Segue imediatamente da proposigao 4.3.1 O

E importante observar que as condi¢des do corolario anterior nao sao
muito restritivas, pois € muito freqiiente que tenhamos polinémios ménicos e de

graus similares ao calcularmos o Maximo Divisor Comum.

Além disso, mesmo que os polinomios f e g tenham graus muito dis-
tintos, isto é, que a diferenca entre os seus graus seja grande, pelo lema 2.3.2 temos
que MDC(f,g) = MDC(g,r), onde r é o resto obtido pela “pseudo-divisdo” de
f e g. Conseqiientemente, podemos aplicar um dos algoritmos modulares para os

polinémios g e r, cujos graus sdo similares, utilizando a nova cota superior.

Também ¢é importante notar que as hipoteses do corolario 4.3.2 sdo
condicoes suficientes mas nao necessarias para que a nova cofa superior seja menor
que a cota de Landau-Mignotte. Mesmo trabalhando com polinémios ndo ménicos
ou com graus que diferem em mais de uma unidade obtivemos M; < M; em varios

casos, como ilustraremos a seguir.
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4.3.1 Ezemplos

fi(=z)
fa(z)
fs(z)
fa(z)
fs(z)

fo(z)
fr(z)
fs(z)
fo(z)
fro()
fu(z)
Ji2(z)
fia(z)
fua(z)
fis(z)

fie(z)

Consideraremos os seguintes polindmios:

45z — 782° + 16522 + 64z — 26

a® 43z +22% — 222 - 3z - 1

21525z° + 280502 — 204012® — 161222* + 11254z — 1962
2%+ 2° + 6z — 52% + 22% + 2

90405027 + 1479450z° — 23368172° — 3403088z* + 202184723
+14777662* — 10065662 + 170694

32% + 5z — 42% — 9z + 21

2% +32° + 32 +22° + 32 + 3z + 1

3z% 4 52 + 922 + 4z + 8

24+ 2%-32" - 323+ 22+ 22 -5

e+ 2% -3¢ -3z +82°+22 -5

z® + 2% + 10z + 102° + 822 + 22 + 8

2® + 827 + 212° + 212° 4 42z 4 1323 + 122% — 142 + 12

9% + 32® + 1427 — 162° + 52° — 112* — 32® — 22% — 132 — 13
2'® 4+ 30z™ + 5212 + 22'% + 52 + 2

z'® 4+ 92'" + 452'% + 1262 + 1892 4 272" — 540z — 1215z
+13772'° 4 154442° + 46899z% 4 90153z" + 1338932° + 12538825
+29160z" — 320762° + 26244z — 8748z 4 2916

233 + 72% + 2723 + 762%° + 1742 4 3432 + 6032%" + 96822°
+14422% + 20162** + 26672 + 335922 + 40462 + 46772
45202z + 55782'® 4 5774z + 57742'® + 5578z'° + 52022
+46772" + 40462'% + 3359z + 26672'° + 20162° + 14422°

+96827 + 603z° + 3432° + 174z* + 7623 + 2722 + Tz + 1
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fl?(i') =
aile) =

GQ(:B) =

fuo(z) =
q(z) =
g2(z) =
gs(z) =
ga(z) =
gs(z) =
ge(z) =
gr(z) =
gs(z)
go(z) =
)

9’10(«"-‘

:1?41 - _,L,»iu " 2,39 + ;1?36 + .1.35 _ :1;33 A 1,3‘2 e :830 - ;132? 3 _1:23 + ..1322 - :::21
s T o T B R S e LU T ) e T |
781922'% 4 204802 + 583682° — 16179227 + 1986562° + 1996802°
—414848z" — 41602° + 1718162* — 485562 + 469

8192z 4 12288z° + 665602 — 22528z" — 1382402° + 5729282°
—904962" — 356032z + 11303227 + 23420z — 8179

4096z + 8192z° + 16002® — 2060827 + 200322° + 87360z°
—105904z" + 185442 + 11888z% — 3416z + 1

4096z + 8192z° — 3008z — 30848z" + 210562° + 1464962°
—2213602" 4 12322° 4 1444642* — 78488z + 11993

@y - ag - Qa3 - Ay

—100z + 1

3z +1

10"°z% + 1

—62° + 2

5¢° +2

—3412" 4 80z — 427 4 322

—7002°° + 3002*° + 1

—z'® 41

—z10 41

x200+1

Os polinémios fi, fs, fs e fis sao exemplos de [3], f1 é um exemplo de

[2], fﬁ, fg, flO e fn sao exemplos de [11], fg, f';r e fg sao exemplos de [6], f12 e fl-‘i
sao exemplos de [14] e fia, fis € fir de [19]. O polinémio fi é 0o SIGSAM Problem

#7, que pode ser visto em [21].
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Na tabela 4.1 sao apresentados polinomios para os quais nossa cota é

vantajosa sobre a cota de Landau-Mignotte, o que ocorre na maioria das vezes.

f | g | Cota de Landau-Mignotte | Nova Cota Superior | M DC(f, g)
gs | 9o 1.79273 x 10°° 6.52851 x 10%° z—1
gs | 910 1.79273 x 10%0 6.52851 x 102 1
s | 5 4.20819 x 10™ 3.18324 x 107 Tig
ay | fio 5.78762 x 108 4.5577 x 10° a

as | a4 3.22397 x 108 1.96157 x 10° 1

as | a4 1.45742 x 10® 540979 1
fi2 | fus 7927.74 281.99 1
Fis | fia 7927.74 281.99 1
fi | .fus 4678.57 155.208 1

fi | s 3204.24 286.217 1
fis | fia 1833.73 502.881 1
fiz | fir 1833.73 502.881 1
Fa | fir 1254.14 281.99 1

fe | fio 510.219 99.3579 1

fo | fo 452.548 95.441 1

fal fs 370.305 21.3622 1

s | fu 297.904 64.471 1

k| & 169.328 11.3408 (z+1)*
fiz | g10 362.039 281.99 1

Tabela 4.1: Comparagao entre as cotas: M; > M,

Na tabela 4.2, na préoxima pédgina, sao apresentados polindmios em
que a cota de Landau-Mignotte é menor que a nova cota 4.8. Note que para que
isto aconteca, geralmente é necessario que pelo menos uma das trés condigoes seja
satisfeita:

1) O coeficiente lider de um dos polinémios é muito maior que seu grau;

2) A diferenga entre os graus dos polinémios é grande;

3) Os coeficientes intermediarios dos polinémios sao quase todos nulos.



4.3.1 Exemplos

f | g | Cota de Landau-Mignotte | Nova Cota Superior | MDC(f,g)
a, | ag 118429 1.96157 x 10° 1
f3 | fie 67.4214 120077 1
96 | 97 8415.28 76817.5 1
fa | fi2 67.4214 281.99 1
91 | G5 8.43274 10.3886 |
92 | 93 4 4.31362 1

Tabela 4.2: Comparagao entre as cotas: M; < M,

0 S i ara a nova cota, isto é, estas
Cada um desses trés fatores é “ruim” para ta, isto é, est

condigbes sdo favordveis para que a cota de Landau-Mignotte seja menor. De fato,

os polinémios g, ..., gio foram criados com esse propésito. Entretanto, 1), 2) e 3)

nao sao condigoes suficientes para que tal aconteca, pois mesmo que as trés situacoes

ocorram simultaneamente, a nova cota pode ser menor que a de Landau-Mignotte,

como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1 Sejam

flz) =
g(z) =

:c3+1 e

1010210 L1 ¢ Z[z).

A cota de Landau-Mignotte para o MDC(f,g) é 8, ao passo que a nova cota é

2.72818.

(Os resultados apresentados nesta segao foram obtidos com a imple-

mentacao das cotas no MATHEMATICA).



5 CONCLUSAO

Nosso principal objetivo no desenvolvimento desta dissertagio era a
apresentacao de algoritmos eficientes para o cédlculo do Maximo Divisor Comum de
polinémios a uma variavel. Apresentamos duas classes de algoritmos: os ILuclidianos

e os Modulares.

Entre os Algoritmos Euclidianos, o Sub-Resultante (Algoritmo 2.6) é o
que apresenta menor custo por requerer um nimero menor de calculos de M.D.C.s de

coeficientes além de evitar o crescimento exponencial das expressoes intermediarias.

Os Algoritmos Modulares, conforme observamos no capitulo 3, sao mais
eficientes que os Euclidianos. Para que estes algoritmos funcionem mais rapidamente
é importante que seja conhecida uma cota superior para os coeficientes do M.D.C.

que nao esteja muito distante dos coeficientes verdadeiros.

Uma das contribuices deste trabalho foi a apresentacao e demonstracao
detalhadas dos resultados necessarios para a obtencao da cota superior de Landau-

Mignotte.

A principal contribuigao desta dissertagao foi a obtencdo de uma nova
cota superior que é menor que a de Landau-Mignotte para grande parte dos po-
linémios. Inclusive obtivemos uma classe de polinémios para os quais a nova cota é

garantidamente menor que a anterior (corolario 4.3.2).

Assim, para o cdlculo do M.D.C. de polinémios a uma variavel su-
gerimos a aplicagdao do Algoritmo 3.2 com uma modificagdo no 19 passo: se os
polinémios satisfazem as hipéteses do coroldrio 4.3.2, utiliza-se a nova cota; caso
contrério, escolhe-se a menor das duas cotas superiores. Esta versao do Algoritmo

3.2 serd apresentada na secao 5.1.
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Uma extensao do estudo de algoritmos para o M.D.C. de polinémios a
uma variavel, que desenvolvemos nesta dissertagao, ¢ o estudo de algoritmos para o
M.D.C. de polinomios a varias variaveis. Podemos obter um algoritmo semelhante
ao Algoritmo 3.2 para o cdlculo do M.D.C. de dois polinémios a n variaveis. Para

mais detalhes veja [6].

5.1 Algoritmo Final

Apresentaremos a seguir o algoritmo que acreditamos ter melhor desem-
penho que todos os algoritmos apresentados durante esta dissertagao. Este algoritmo
é baseado no Algoritmo 3.2 e na utilizagao da nova cota superior nos freqiientes casos

em que ela é menor que a cota de Landau-Mignotte.

Algoritmo 5.1 Dados dois polinémios nio nulos f e g com coeficientes inteiros,
este algoritmo calcula o M.D.C. de f e g utilizando redu¢cdo modulo nimeros primos
pequenos e o Teorema Chinés dos Restos, escolhendo no 12 passo a menor entre as

duas cotas superiores para os coeficientes.

1. Se f e g sdo ménicos, de graus maiores que 1 e |0f — dg| < 2,
entao M « nova cola superior para os coeficientes,

senao M < min{nova cota superior, cota de Landau-Mignotte};

2. N < MDC (coef. lider de f, coef. lider de g);
3. p & nimero primo que ndo dwide N;
4. h« MDC(fp,9,);
5. Se o grau de h for zero,
entao
5.1. h«1;

5.2, va para [I;
6. prodprim « p;

7. result «— h;



2.1 Algoritmo Final 61

8. Enquanto prodprim < 2M
faga
8.1. p ¢« niumero primo que ndo divide N;
8.2. h <« MDC(fp,0p);
8.3. Se o grau de h for menor que o grau de result,
entao va para J§;
8.4. Se o grau de h for igual ao grau de result,
entao
8.4.1. result « Teorema Chinés dos Restos aplicado a cada coefici-

ente dos polinémios result (mod prodprim) e h (mod p);
8.4.2. prodprim ¢« prodprim X p ;
9. Se result divide f e divide g,
entao
9.1. h + result;
9.2. va para 11;
10. Va para 3;

11. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado.
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