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“There is grandeur in this view of life,
with its several powers, having been
originally breathed into a few forms
or into one; and that, whilst
this planet has gone cycling on
according to the fized law of
gravity, from so simple a beginning
endless forms most beautiful and
most wonderful have been, and
are being, evolved.”

— Charles Darwin,
On the Origin of Species.
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RESUMO

Neste trabalho, o problema adjunto de transporte de particulas neutras
unidimensional ¢ pela primeira vez resolvido pelo Método de Ordenadas Discre-
tas Analitico (ADO). A solugao é derivada para problemas monoenergéticos em
meios heterogéneos, considerando geometria plana infinita, com simetria azimutal,
grau arbitrario de anisotropia e condi¢oes de contorno gerais. No caso especial de
espalhamento isotrépico, é obtida pelo Método ADO uma solucao em termos de
autofuncgoes explicitas, bem como um problema de autovalores na forma de per-
turbacao de matriz diagonal. A solugao ADO ¢ verificada através de comparagoes
com solugbes presentes na literatura, mostrando exatidao superior. A solucao é
também testada através da abordagem do problema fonte-detector, a qual permite
estabelecer uma analise comparativa dos resultados para a resposta de detectores
posicionados no interior do dominio. Adicionalmente, a formulacao é aplicada em
um problema inverso de reconstrucao de fontes isotropicas de particulas, baseado
na formulagao fonte-detector, para problemas de transporte com geometria e mate-
riais conhecidos. Finalmente, como o problema inverso é mal posto, é abordada a
técnica de regularizagao de Tikhonov, uma modificacao no processo de célculo do
problema inverso original, que torna o método de inversao menos sensivel a ruidos

nas medicoes.
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ABSTRACT

In this study, the one-dimensional adjoint particle transport problem
is solved for the first time using the Analytical Discrete Ordinates Method (ADO).
Monoenergetic problems in heterogeneous slabs with azimuthal symmetry, arbitrary
degree of anisotropy and general boundary conditions are taken in consideration. In
the particular case of isotropic scattering, the ADO provides a solution in terms
of explicit eigenfunctions, as well as with an eigenvalue problem in the form of a
rank-1 update of a diagonal matrix. The ADO solution for the adjoint equation is
verified against solutions presented in the literature, showing to be more accurate.
The solution is also tested through source-detector problem approach, which allows
for a comparative analysis of the results to be established by computing the response
of the detectors inside the domain. In addition, the ADO solution to the adjoint
equation is applied in an inverse problem of isotropic source reconstruction, based
on the source-detector problem, in domains with known geometry and materials.
Finally, since the inverse problem is ill posed, the Tikhonov’s regularization tech-
nique, a modification in the process of computing the inverse problem solution is

applied in order to deal with noisy data.
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1 INTRODUCAO

A equacgao de transporte é uma versao linear da equagao originalmente
derivada por Ludwig Boltzmann para tratar fenéomenos em dinamica de gases rare-
feitos [17] e posteriormente aplicada em problemas de transferéncia radiativa [21, 47]
e transporte de particulas neutras [14, 28, 41]. Essa equagao é usada como modelo
matematico relevante em diversas linhas de pesquisa, como seguranca e deteccao de
transporte de materiais nucleares [44, 46|, anélises tomogréficas [3, 4, 34, 37, 38, 39],
prospecgao de petréleo [6, 7, 57], dosagem de tratamentos radioterapicos [53, 62],

entre outros.

Como dados de interesse para as aplicagoes citadas estao as estimativas
de fluxo de particulas ou a intensidade de radiacao, a composicao dos materiais nos
quais o transporte ocorre, e a estimativa das fontes de particula ou radiacao, questoes
que oscilam entre problemas diretos e inversos. Estes ultimos sao conhecidos por
serem geralmente mal postos no sentido de pequenas variagoes nos dados de entrada

apresentarem grandes variagdes nos resultados [48, 50, 60].

A formulacao adjunta da equacao de transporte surge como uma fer-
ramenta matematica que auxilia na resolucao de diversos dos problemas anterior-
mente citados. Na teoria de reatores nucleares, esta constantemente relacionada
com problemas de criticalidade e seguranca nuclear [14, 28, 55|, e a sua solugao é
frequentemente interpretada como a func¢ao importancia da contribuicao de cada
particula para um detector. Por outro lado, tem sido aplicada, muitas vezes, con-
juntamente com a prépria equacao de transporte em processos iterativos de mini-
mizacao [16, 29, 49], onde é utilizada no cdlculo de gradientes, presentes em técnicas
de estimativa de parametros. Ainda é ferramenta importante em problemas inversos
como a deteccao de materiais nucleares [46], a reconstrugao de imagens nas areas de

tomografia 6ptica [30, 31, 36] e tomografia de néutrons [58], a obtengao de segoes de



choque de absor¢ao e espalhamento [26, 27] e a reconstrucao de fontes de radiagao
[35, 61]. Do ponto de vista matematico, foram demonstradas por Choulli e Stefanov
[22] a existéncia e a unicidade do problema da identificagdo do nticleo de espalha-
mento e da secao de choque macroscopica total em problemas n-dimensionais, n > 2,
via medigoes de fronteira. Ainda considerando medidas de fronteira, resultados de
estabilidade foram apresentados por Rolci et al. [54] em dominios convexos limita-
dos em dimensao dois e trés. Para o problema estacionario, resultados de unicidade
foram também apresentados por Choulli e Stefanov em [23]. Em geometria plana
infinita com condigoes de contorno reflexivas e espalhamento isotrépico, a equagao
adjunta de transporte foi resolvida pelo método da fungao espectral de Green por
Militao et al. [45] e pelo método analitico das ordenadas discretas por Pazinatto et

al. [51].

Neste trabalho, o método de Ordenadas Discretas Analitico (ADO, do
inglés Analytical Discrete Ordinates), desenvolvido por Barichello e Siewert [10, 12]
para a solucao da equacao de transporte, é aplicado para a equacao adjunta de
transporte monoenergética em problemas multirregioes em geometria plana infinita,
com espalhamento anisotropico e condigoes de contorno gerais, uma formulagao
ainda nao encontrada na literatura. Sendo uma modificacao recente do método
de ordenadas discretas proposto por Chandrasekhar para a resolucao de problemas
em transferéncia radiativa [21], o método ADO mantém a caracteristica de possuir
solugoes analiticas com respeito a variavel espacial e possui, entre suas principais
vantagens, o uso de problemas de autovalores de ordem reduzida para a determinacao
das constantes de separacao da hipotese de solucao, em contraste com a obtencao
das raizes de polinomios, como no método classico de ordenadas discretas. Além
disso, o método ADO possibilita o uso de esquemas arbitrarios de quadratura, fato
que tornou viavel a sua utilizagao em problemas de transferéncia de gases rarefeitos
[56], bem como aplicagdes em microfluidos [52] ¢ em modelos com polariza¢ao em
transferéncia radiativa [11]. Ademais, as modifica¢oes propostas pelo método ADO

permitiram aplicagoes em problemas multidimensionais por meio da utilizacao de



métodos nodais [59]. Outra contribui¢ao da formulagao ADO na solugao de proble-
mas de transporte de particulas estd na forma conveniente da escrita das exponen-
ciais na solugao, estas de maneira deslocada, de forma a evitar possiveis problemas

numéricos de overflow [10, 15, 32].

A fim de testar a metodologia desenvolvida para a equacao adjunta de
transporte e apresentar uma primeira aplicacao, é desenvolvido o problema fonte-
detector [19, 35, 43], o qual oferece uma alternativa baseada na equagao adjunta
de transporte para o calculo da resposta obtida por detectores internos a fontes de
particulas internas e de fronteira. Como vantagem desta formulacao baseada na
equacao adjunta estd a dependéncia explicita da resposta do detector, através de
um produto interno, nas fontes internas e de fronteira, o que evita a necessidade de
se obter novamente a solucao da equacao caso as fontes sejam alteradas. Esta abor-
dagem também representa ganhos em problemas inversos da teoria de transporte
[35] dependentes das respostas de detectores, os quais sao frequentemente resolvidos
por métodos iterativos de minimizacao que dependem da reavaliacao da equacao de
transporte em cada passo de sua execugao. Aqui, motivado pelo problema da re-
construcao de fontes de particulas, é apresentada uma estratégia para a reconstrugao
de fontes internas isotrépicas baseada na aplicagao fonte-detector para problemas
com geometria e materiais conhecidos, nos moldes apresentados por Hykes e Azmy

35).

Dessa forma, no capitulo 2, sao apresentados os fundamentos da fisica
de néutrons e a deducao da equagcao de transporte. A equacao adjunta da equacao de
transporte e a relacao entre ambas sao detalhadas no capitulo 3. No capitulo 4, sao
obtidas a formulagao ADO para a equagao adjunta de transporte e as solugoes parti-
culares. Nesse mesmo capitulo, sao relatadas algumas consideragoes sobre o sistema
de equagoes a ser determinado. Dedica-se o capitulo 5 a apresentar duas aplicagoes
da equacao adjunta de transporte: o problema fonte-detector e a reconstrucao de

fontes isotropicas. Resultados numéricos referentes a essas aplicagoes também sao



abordados no capitulo 5. Finalmente, os comentarios finais e possiveis extensoes

para modelos mais gerais sao apresentados no capitulo 6.



2 A EQUACAO DE TRANSPORTE DE
PARTICULAS

Neste capitulo, é derivada a equacao de transporte de particulas no
contexto do transporte de néutrons. Inicialmente sao abordadas as grandezas fisicas
do problema, as variaveis independentes e o conceito de se¢oes de choque. Na
sequencia, ¢ deduzida a equacao de transporte através de principios de conservacao.

Por fim, sao apresentadas simplificagoes do modelo.

2.1 Fundamentos da Fisica do Transporte de Néutrons

Uma série de hipdteses sobre a forma de interacao entre particulas,
nucleos e o meio material onde as particulas viajam sao necessarias para a derivacao
da equacao de transporte [43]: (a) as particulas sao consideradas pontuais; (b) des-
crevem uma trajetoria retilinea entre colisoes; (c) a interacdo entre as particulas é
negligenciavel; (d) as colisdes sao instantaneas, exceto para fissdo; (e) as proprieda-
des do meio material sdo isotrépicas e independentes do tempo; (f) apenas o valor
esperado ou médio da densidade de particulas é considerado. Entre as possiveis for-
mas de interagao nucleares, as colisdes entre nicleos e/ou particulas nucleares, e a
desintegracao espontanea de ntcleos sao dois dos mais importantes tipos de reagoes

nucleares [28].

As colisoes sao caracterizadas pelo choque entre néutrons e ntcleos,
geralmente seguidas pela absor¢ao ou pela emissao de energia e outras particulas
nucleares [28]. A energia liberada (ou necesséria) para a reagao é dada pela relacao

de equivaléncia de massa-energia de Einstein

E = mc?, (2.1)



onde m é a variacao de massa das particulas antes e depois da colisao e ¢ é a veloci-
dade da luz no meio. Nessas reacoes, uma dada particula é geralmente considerada
como um projétil que atinge outra particula-alvo. Por exemplo, se um nicleo nq
¢é atingido por uma particula p;, da reacao resultam um novo ntcleo ny e outras

particulas expelidas p,, tem-se

ny + p1 — p2 + ny =|nicleo alvo |+ ‘ projétil‘ — ‘projétil expelido ‘ + |nucleo final |
(2.2)

Nesta reacao, (2.2), a energia resultante é dada por

E = [(ma +my) — (me +mp)]c*. (2.3)

Nos casos onde F > 0, a reacao ¢ dita exotérmica, isto é, com liberagao
de energia. Se I/ < 0, a reacao é do tipo endotérmica, ou seja, necessita de energia
para ocorrer. Dentre as colisoes de interesse entre néutrons e nticleos estao a fissao

nuclear, a captura radioativa e o espalhamento [14, 28|.

A fissio nuclear é um processo no qual um nicleo pesado, como o 33U,
divide-se em dois nucleos menores, liberando energia e outras particulas nucleares. A
taxa com a qual a fissao espontanea ocorre é muito lenta, e a fim de sobrepujar essa
lentidao e tornar esse processo viavel para as aplicagoes, como em um reator nuclear,
a reacao € induzida através de uma particula neutra, um néutron, bombardeada em
um nicleo maior com a esperanga de quebra-lo [28]. A fissdo nuclear é tipicamente

uma reagao do tipo

+ U — | produtos da fissdo ‘ + |néutrons |+ | energia |, (2.4)

onde a maior parte dos néutrons resultantes surge instantaneamente no local da

fissao, sem preferéncias de direcao. Entretanto, existe uma pequena parcela de
néutrons, cerca de 1% [28], que surge pelo decaimento de alguns subprodutos instéveis
da fissdo, os chamados néutrons atrasados (delayed neutrons), os quais sao liberados

entre 0,1 e 60 segundos apos a reacao de fissao [14, 19, 28|.
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A captura radioativa, ou absorc¢ao, é uma reacao exotérmica na qual um
néutron incidente é absorvido pelo ntucleo-alvo, deixando-o em um estado excitado.
O ntcleo excitado, n, eventualmente decai para o seu modo inicial, frequentemente
emitindo raios 7 , denotado (n,y) [28, 41]. Como exemplo, o ouro quando irradiado

com néutrons sofre uma reacao do tipo

n+ YTAu — PAu + 4. (2.5)

Um outro tipo de colisao é o espalhamento, o qual pode ser elastico,

s , L . . ,
(n,n), ou ineldstico, (n,n’). No espalhamento eldstico, o néutron atinge o nicleo
e é desviado sem alterar o estado do nticleo [41]. Quando ocorre espalhamento
ineldstico, o nucleo é deixado em um estado excitado, o qual decai apds a emissao

de raios vy [28, 41].

As reagoes nucleares de desintegracao espontanea ocorrem geralmente
em nucleos instaveis e sao muitas vezes acompanhadas pela emissao de energia e
particulas subatomicas [28]. O processo de desintegracao é o chamado decaimento
radioativo. Observacoes experimentais indicam que a probabilidade do ntcleo decair
em um dado intervalo de tempo é constante, independente da idade ou ambiente no

qual o nicleo se encontra. Logo, o decaimento radioativo obedece a uma lei do tipo

%(t) = —AN(t), (2.6)
onde N(t) é o nimero de nicleos originais restantes no instante de tempo ¢, e X é
a constante de decaimento radioativo e é inerente ao nucleo [28]. E valido destacar
que o decaimento é frequentemente mais complexo que o apresentado pela Eq. (2.6),
podendo depender de termos-fonte ou de decaimentos em cadeia, en que um tipo de
ntcleo decai em outro tipo [28], cada um com sua prépria constante de decaimento,

originando um sistema acoplado de equagoes diferenciais ordinarias.

Entre os tipos mais comuns de decaimento encontrados na natureza

estao: o decaimento a, no qual o ntcleo original emite um nicleo de hélio g‘He; 0
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decaimento 3, o qual corresponde a conversao de um néutron em um préton e na
possivel emissao de um neutrino e de um elétron; o decaimento v, que é a transi¢ao
de um nticleo para um estado de menor excitacao, acompanhado pela emissao de um
féton. Em reatores nucleares, muitos nucleos instaveis nao encontrados na natureza
sao produzidos a partir da fissao nuclear, podendo apresentar decaimentos distintos
dos citados anteriormente, como é o caso do %Kr que pode decair emitindo um

néutron [28].

Existem outros processos que devem ser considerados em algumas si-
tuagoes, como as reagoes do tipo (n,«), (n,p), (n,2n) e (n,3n), nas quais o néutron
absorvido provoca a emissao de particulas «, préotons, 2 néutrons e 3 néutrons,

respectivamente [41].

2.2 Variaveis Independentes

O transporte tridimensional de particulas neutras é caracterizado pelo
espaco de fase, este composto por sete varidveis independentes: a posicao x =
(z1,x9,x3) da particula, sua velocidade v = (v1,v9,03) e o instante de tempo t a ser
considerado [14, 19, 28]. E natural substituir as trés varidveis da velocidade pela
energia cinética

mu?

B=" (2.7)

onde v = |v|y é a magnitude do vetor velocidade e m é a massa da particula, e pelas

variaveis em coordenadas esféricas que definem Q = v /v = (Q1,025,023),

Q=1 —p?cosp, Qo =+/1—p?sing, 3=y, (2.8)

onde p = cosf, 6 é o angulo polar, 0 < 0 <7, e ¢, 0 < ¢ < 2w, é o angulo azimutal.

Do célculo elementar [24], tem-se o elemento de integragao na esfera

unitaria d€2 = dud¢. Como exemplo, se f é funcao de €2, entao
21 1
[ t@aa= [ [ snorduds (29)
dr 0o J-1
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onde o 47 na regiao de integragao significa que a integral esta sendo calculada na

superficie da esfera unitaria. Nota-se que a area da esfera unitaria é dada quando

f(2) =1, de onde decorre

27 1
/ Q) = / / dude = 4m, (2.10)
4 0o J-1

uma justificativa para a notagao 47 na regiao de integracao.

2.3 Secoes de Choque

A segao de choque (macroscépica) total, o(x,E) (em cm™1), é a proba-
bilidade de uma particula neutra colidir com um ntcleo por unidade de distancia
percorrida. Sao consideradas apenas a posi¢ao, X, e a energia cinética, E, pois em
poucas situagoes hé dependéncia relevante da diregao, 2, e do tempo, ¢, [14]. A
secao de choque total é a soma da totalidade das se¢oes de choque parciais, englo-
bando todos os tipos de colisoes entre particulas neutras e ntucleos: espalhamento

eléstico, o, e ineldstico, o,/, captura radioativa, o, fissao, oy, etc.

Além das secoes de choque, é preciso descrever a probabilidade de
néutrons emergentes de uma colisdo assumirem determinada dire¢ao ou energia [14].
Esta é a se¢do de choque diferencial (ou duplamente diferencial, por causa da diregao

e energia) e é geralmente expressa como uma relac¢ao do tipo
or(%,E) fr(x; ¥ B — Q, F), (2.11)

onde o € a secao de choque de uma reagao do tipo k para particulas neutras com
energia cinética E', e fi(x; Q¥ E' — Q, E)dQdE representa a probabilidade de emer-
girem néutrons em d2dE em torno de (£2,F) caso um néutron com diregao €2 e
energia F' sofra uma colisao do tipo k. Cada funcao f; é devidamente normalizada
quando integrada em todas as dire¢oes €2 e energias E [14, 19, 28, 43]. Por fim, a

probabilidade total de, apés haver colisao em (€', E’), emergirem néutrons em dQ2dFE



em torno de (2,F) é dada por f(x;,E" — Q, E)dQdFE, definida de acordo com

o(xE)f(x;QE = QE) =Y op(x,E) fi(x; ¥ E - Q,E). (2.12)
k

2.4 A Equacao do Transporte de Néutrons

Nesta sec¢ao, é deduzida a equacao de transporte de néutrons, considerando-
se meio nao multiplicativo. Seja N(x,Q,E,t) a densidade de néutrons no espago de
fase. Entao, o nimero provavel de néutrons no instante de tempo ¢t em um elemento
de volume dV com energia dE em torno de E e direcao df2 em torno de €2 é dado
por

N(x,Q,E,t)dVdQdE. (2.13)

E possivel supor que todos os néutrons que sofrerem colisdoes em um
intervalo de tempo At deixam dVdQdFE, enquanto os néutrons que nao sofrerem
colisao permanecem em dVdQdFE [14]. A distancia percorrida por um dado néutron
a primeira ordem no tempo é vAt. Logo, no instante t + At, o nimero de particulas

em dVdSQ2dE é dado por

N(x 4 QuAt,Q Et + At)dVdQdE = |nio colidiram |

(2.14)

+ |vieram de fora de dV dQdE |+ | fontes .

A probabilidade de o néutron sofrer colisdo é dada por o(x,E)vAt.

Logo, o nimero de particulas remanescentes em dV dQQdFE é

[ndo colidiram | = N(x,Q,E.t)(1 — o(x,E)vAt)dV dQE. (2.15)

Outros néutrons podem entrar em dV dS2dE através de colisoes

| vieram de fora de dVdQdE | =

- (2.16)
{/ / o(x,E")f (%, E" — QE)WN(x,Q E't)dYdE'|dVdIQdEAt,
0 J4m
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ou através de fontes internas de particulas em dVdQdFE

S(x,,E,t)dVdQdEAL. (2.17)

Assim, ao eliminar dVdSQ2dE, é obtida
N(x + QuAtQEt+ At) =

N(x,Q,Et)(1 —o(x,E)vAt)
- (2.18)
+ / / o (%, E') f(x,Q B — QEW N (x,S,E #)dQVdE At
0 47

+ S(x,Q,E,t)AL.

Ambos os lados da equacao sao divididos por At e é tomado o limite
At — 0,

dN o
-+ ouN(x,Q,Et) = / / o fuN(x,Q E' t)dQYdE + S(x,Q,Et), (2.19)
0 4

onde o' =o(x,E') e f = f(x,¥,E' — Q,E), e dN/dt ¢ a derivada material de V.

Do célculo vetorial, [24],

dN N
%(X,Q,E,t) = %—t(X,Q,E,t) +vQ2- VN (x,Q,Et), (2.20)
de onde decorre que
ON
E(X,Q,E,t) +vQ2- VN (x,Q2,Et) + ovN(x,Q,Et)

- (2.21)
_ / / o' fo/ N (x,,E 1) dVAE + S(x.Q,Ef),
0 4

Alternativamente, a equagao pode ser escrita em termos do fluxo angu-

lar de néutrons, este definido por
(x,Q,Et) =vN(x,Q,E\), (2.22)

0 que resulta em

lﬁ (x,Q,Et) + Q- Vio(x,QE L) + o (x,Q,E.1)
v ot (2.23)

:/ / o f(x, QY E 1) dYdE + S(x,Q,Et).
0 4
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Nos problemas considerados no presente trabalho, o interesse esta cen-
trado no caso estacionario, no qual nao hé dependéncia no tempo. Logo, a equagao

de transporte assume a forma
Q- VyY(x,Q,E) + op(x,Q,E)

(2.24)
/ /af@DXQ’ NdQYdE" + S(x,Q,F).

Se todas as segoes de choque forem independentes da energia ou, equi-
valentemente, todos as particulas neutras tiverem a mesma energia, entao a equagao
de transporte pode ser escrita como em [14, 19, 43]

Q- Vi(x.Q) + ov(x,Q) / o Fo(x, Q)Y + SOE).  (2.25)

4
Quanto a geometria do problema, somente sao considerados problemas

em geometria plana infinita (slab-geometry), com simetria azimutal, onde a equagao

de transporte assume a forma [14, 19]

Bz 0) + 0 (202 ) = 2 / o(2) F (' — (gt )il + S(zs),  (226)

-1

para z € [zg,2g], onde p = cos @, com 6 o angulo polar relativo a normal do eixo z.

Por fim, em problemas deterministicos, o termo de espalhamento é fre-
quentemente expresso como uma expansao truncada em polinémios de Legendre da

forma [14, 19]
o) f (e = 1) = 1= S )P P), (227)
=0

onde P,(p) é o l-ésimo polindémio de Legendre [1] e L, a ordem da expansao, é o grau
de anisotropia do espalhamento. A equacao de transporte assume a forma

L 1

o) + 0 (E0en) =5 S AR [ PGS + S, (225

1=0 -1
onde as informagoes sobre o modelo de espalhamento sao descritas pelos pesos da

expansao em polinémios de Legendre fi(z), [ = 1,...,L. No caso especial onde
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L =0, o espalhamento é dito isotrépico, isto é, sem preferéncia de diregoes, e fo(z)

¢ simplesmente a se¢ao de choque de espalhamento.

A equacao de transporte é frequentemente resolvida em regices com-
postas por mais de um material e, na interface entre esses materiais, as fungoes
o(z) e fi(z) s@o provavelmente descontinuas [14]. Entretanto, o nimero de néutrons
nao pode ser alterado por simplesmente cruzar a interface entre dois materiais com
diferentes propriedades. Desta forma, é imposta a continuidade do fluxo angular

através de uma condicao de salto nas interfaces entre diferentes materiais.

Uma maneira genérica de expressar as condigoes de contorno para a
grandeza angular em transporte de particulas, como na Eq. (2.28), é através da
imposicao de restricoes nas diregoes incidentes da fronteira. Neste trabalho, sao

consideradas

1
Y(20,) = g1(1) + P10 (20, — p) + 20?/0 1 (zo, — p)dp (2.29)

1
zms — 1) = galis) + P () + 208 / W (gt Vi (2.30)

para p € (0,1], onde g1 e go sdo conhecidas e representam o fluxo angular incidente
nas fronteiras, pj e pj sdo os coeficientes de reflexdo especular, e p{ e pd sdo os
coeficientes de reflexao difusa. Para néutrons, em geral é considerada apenas a
reflex@o especular com p5 = pj = 1 [28], entretanto, para efeitos de obtenc¢ao de uma
formulagao mais geral, é considerada aqui a forma completa dada pelas Eqs. (2.29)

e (2.30).

E destacado que neste trabalho, as secoes de choque e os coeficientes
de espalhamento sao considerados constantes em um mesmo material. No préximo
capitulo, serd derivada a equagao adjunta de transporte com base na Eq. (2.28)
e serao discutidas as condigcoes de contorno a serem utilizadas nas aplicagoes da

equacao adjunta.
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3 O OPERADOR ADJUNTO DE
TRANSPORTE

Neste capitulo, é deduzida a equacao adjunta de transporte a partir da
equagao de transporte, Eq. (2.28), derivada no capitulo 2. A relagdo entre estas

duas equacoes serd de grande importancia para as aplicagoes do capitulo 5.

3.1 O operador adjunto de transporte

A equacgao de transporte monoenergética em geometria plana infinita
com espalhamento anisotrépico e simetria azimutal, deduzida no capitulo 2 e discu-

tida em maior profundidade em [14, 19, 28, 41|, pode ser escrita como
Lip =8, (3.1)

onde 1 é o fluxo angular de néutrons, S = S(z,u) é um termo fonte e L é o operador

de transporte definido por

1< L

= g (e + 00 - 5 Y ARG [ A, (32

Lip(z,)
onde z € (z9,2r), 1 € [—1,1], o é secao de choque macroscépica total, L é o grau
de anisotropia, P, é o [-ésimo polinomio de Legendre, e f;, | = 0,...,L, sdao os

coeficientes da expansao do termo de espalhamento em polinomios de Legendre.

Dado um operador linear £ e um par de funcoes 1) e 9T, integraveis
e suficientemente suaves para que as operagoes facam sentido, com condi¢oes de
contorno apropriadas, o operador adjunto de £ ¢é definido como o operador £ tal
que

(LobTy = (. Lht), (3.3)

onde (-,-) é o produto interno definido no espago de fase por
ZR 1
(f.9) = / / f(zm)g(z,p)dpdz. (3.4)
20 —1
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A Eq. (3.3) apresenta uma heuristica para a obtencao do operador ad-
junto: tome L e multiplique por v¥'; integre em z € (zp,2r) e p € (—1,1) de
maneira a obter (£1,11); faca as operacoes necessérias, no caso integracao por par-
tes e mudangas na ordem de integracao, de maneira a obter (1,L£T1), onde 9 esta

livre; £ define o operador adjunto de L.

Como o operador de transporte £, definido na Eq. (3.2), é linear, o

mesmo sera reescrito para facilitar a notacao como

L=Ly+ Lo— La, (3.5)

onde L, é tal que
Lrt(zan) = bz ), (3.6)

L, é definido por
Lop(z,p) = o(2,1), (3.7)

e, por fim, L3 é da forma

Ls0(2 Zfle / P Yot g (3.8)

A ideia é obter os operadores adjuntos de Li, Lo e L3, de maneira
a formular o operador adjunto de £ através da bilinearidade do produto interno

definido na Eq. (3.4).

Para a obtengéo de £T sao realizadas trocas na ordem de integracao e

integragao por partes [2

) = / / {—w ,u]wz?u)dﬂczz
/ /ZO (2. WT( )] dzdp

/ {uw( W] / e { 2z ,m]dz}d (3.9)
/ (z)0" (2,10) du+/m W( ,u{ etz ,u)]dudz
P07 + (L1
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onde P[] é tal que

1

Plyy'] = / [ (zr) 0" (zro) — ¥ (20.1) 0" (20,10) ] dps. (3.10)

-1
e depende de informacoes das condicdes de contorno de v e ¥f. Esse termo serd
discutido na segao 3.2. Desta forma, o operador adjunto de £, Eq. (3.6), é definido

por

0
Ll (zp) = —pg 6" (z0) (3.11)

O operador Eg é idéntico ao operador Lo, e para se verificar isto basta

alterar a ordem do produto dentro da integral
ZR 1
ity = [ [ ot Gpduds
20 -1

:/m/ﬁVMWW@MWm (3.12)
= (¥, Lo,

Logo, o operador adjunto de Lo, Eq. (3.7), é dado por

LY (z,0) = o9t (z,0) = Loy (2,0). (3.13)

16



Finalmente, para que o operador E; seja obtido, é aplicada a troca na

ordem de integracao de maneira a escrever

wwan= "3 Zfle ) [ Pty
-1 Z i / | / ) [P eal) |01 g
=i [ wteat B [P 0t

- %Zf [ [ vtearnon [ pet ] aias O
/ / bl { Zfle / () (= ,u)du]dudz
/ /¢ ,u[ Zszl / (W) (2 ,u)du}dudz

= (,L307),
onde as variaveis mudas p e ¢’ tém seus rétulos alternados na ultima igualdade. O
operador E;ﬂ) adjunto de L3, Eq. (3.8), é definido como

1

£t ) = 5 Y AR) [ PG ) (315)

1

Vale destacar que L3 = LI e essa é relagio valida apenas para o caso
monoenergético [19]. Por fim, pela bilinearidade do produto interno definido na
Eq. (3.4), é obtido

(LY W) = (L1 + Lo — La)pph) = (L1t + Lo — Ly )

= (L1 pT) + <£2¢,1/1T> — (L3 )
= P[p,0"] + (.L107) + (0.L307) — (v.L307) 3.16)
= Pl + (¢, w* + L3t — L)
= P07 + (v (L] + £} - Lhe')
= P9+ (p,LT7),
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definindo o operador L' por

0 1 & !
LI (2 n) = —po " (2) + 00T (20) = 5 D szz(u)/ B (2, )dy!, (3.17)
1=0 -1
onde v é chamado de fluxo angular adjunto. Destaca-se que a relacio estabelecida
na Eq. (3.16) difere daquela buscada na Eq. (3.3), uma vez que o termo P[),1],

definido na Eq. (3.10) néo é necessariamente nulo.

3.2 Condicoes de Contorno para a Equacao Adjunta de
Transporte

O termo P[¢,1)1], definido na Eq. (3.10) da se¢ao 3.1, depende apenas

de informacoes do contorno de v e 9T, Inicialmente, P[i,11] é escrito como

1 ZR
Plpl] = / ! )|
1 ZZR:zo 0 20
- / poza)d! )| dus [ e )| dp (3.18)
2=z - 2=0
1 ZR 1 ZR
=/0 T END U ENT) ) du—/o b (z, — ot (z, — ) ) dp.

Através das condigbes de contorno definidas nas Eqgs. (2.29) e (2.30), a

primeira parcela da soma na Eq. (3.18) pode ser reescrita como

ZR

dp

z2=20

/0 s () (2,1)

N /o (R0 (zr) — ¥ (z0,)0" (20,0))dp

- / 1 () ()
0 (3.19)

1
— / 1191 (1) (z0,p0) dpa
‘ 1
- pi/o (20, — )" (20,1)dpa
1 1
-9 d |: / = Ndu' t : d 7
pl/o It /lw% 1)dp |9 (zo,p)dp
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enquanto a segunda parcela na soma na Eq. (3.18) é reescrita como

ZR

dp

z2=2z0

- / (2, — ) (2, — 1)

N /0 plt(z0, — 0" (20, — 1) = U (zr, — W1 (2R, — p)ldp

- / iz, — ) (20, — )il
0 (3.20)

1
— / pg2 (1)t (zr, — p)dp
’ 1
— pé/o b (zp )0 (2, — p)dp

1 1
- 2,0%/0 uUl M’M@#’)W] Ui (zr, — p)dp.

Antecedendo as aplicagoes a serem vistas no capitulo 5, uma escolha
adequada para as condicoes de contorno de ! é fundamental para a simplificacio
das Egs. (3.19) e (3.20). Para tal fim, suponha que 9" obedeca

1
e, = ) = ! o) + 208 | 400! o)
L (3.21)
0 eret) = 930 e = 1) + 268 [0 o, = )
0
onde p € (0,1] e as constantes p$,p, com i = 1,2, sdo as mesmas das condicoes de
contorno do problema de transporte definidas nas Eqs. (2.29) e (2.30). Desta forma,

a Eq. (3.19) é reescrita como

%R

dp

z2=2z0

/0 TENDENT

1
- 53 / 1) (zms — 1)dp

1 1
+ 24 / 1) (2R, 1) [ / u’wT(ZR,—u’)du’]du
0 ! (3.22)

1
— / 1191 (1)1 (20,10 dpa
° 1
— /0 p(z0, — )t (20,1)dps
1 1
—9 d / —u\du' 1 d
m/o u{/lu@/}(m 1) u}@b (20,1t)dp,

19



e a Eq. (3.20) como

ZR

_/0 IW(Za - M)¢T(27 - M)

dp

2=20

1
= /0 (1 (zo, — )0 (20,00)dpe

1 1
+2p§l/0 M{/_IMIW(ZO,M')UZM/]%@(ZO, — p)dp

1 (3.23)
— /0 (g2 ()0 (zr, — p)dp

1
— Py / 1 (zro )Y (2R, — p)dp
0
1 1
— 2 / I { / /LI¢<ZR;N/)d,U/} V' (2r, — p)dp.
0 -1
Alterando a ordem das integrais nas Eqgs. (3.22) e (3.23), alternando os

rétulos das varidveis p e p’ e substituindo na Eq. (3.18), é obtida uma nova expressao

para a Eq. (3.10)

Plv = [

1

1 pab(z, 1)t (2,0)

ZR
dp =
#=0 (3.24)

-~ /O plg1 () (z0.1) + g2 ()0 (2R, — p)ldp = Plgy,g207].

Salienta-se que as condigoes de contorno para a equacao adjunta defi-

nidas na Eq. (3.21) ndo possuem sentido fisico, sendo artificios matemaéticos.

3.3 A Equacao Adjunta de Transporte

Por fim, a equacao adjunta de transporte é dada por

0

g )+ ) o) = 5 30 HER [ PO ()il +51 (), (329

1=

1
2
com termo fonte onde ST = ST(z,u), onde 2z € (29,2g), p € [~1,1], 0 é a secao

de choque macroscopica total, L é o grau de anisotropia, P, é o 1-ésimo polinémio
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de Legende, e f;, com | = 0,...,L, sao os coeficientes da expansao do termo de
espalhamento em polinomios de Legendre. As condigoes contorno sao as definidas
na Eq. (3.21)
1
1o, =) = 0 o) o1 |40 G
1
UM (zrop) = p30" (2, — 1) + pf /0 Pt (zr, — )y

com pf e rhof, i = 1,2, os coeficientes de reflexido especular e difusa, respectivamente.

Ademais, o fluxo angular, 9, e o fluxo angular adjunto, ', obedecem a relacao

(LY 1) = Plgr,g2. 0] + (1, L)1),

Plg1.92.0"] = /0 1lg1 (1)U (z0,10) + g2() 0T (2, — 1))dp,

relacao fundamental para as aplicagoes que serao apresentadas no capitulo 5.

No préximo capitulo sera derivado um método numérico para a ob-
tengao de solugoes da equacao adjunta de transporte, Eq. (3.25), através do forma-
lismo do método Analitico das Ordenadas Discretas (ADO) [8, 12]. Serao considera-
dos problemas multirregioes e termos-fonte gerais através da formulagao em fungoes

de Green em meio infinito, nos moldes de [9, 20].
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4 FORMULACAO ADO PARA A EQUACAO
ADJUNTA DE TRANSPORTE

O método Analitico das Ordenadas Discretas (ADO) foi originalmente
proposto por Barichello e Siewert [10, 12] para a resolugdo de problemas de trans-
porte unidimensionais. Neste capitulo, a formulacao ADO sera desenvolvida para a

equacao adjunta de transporte.

4.1 Formulacao ADO em meio homogéneo

Considera-se a equagao adjunta de transporte definida pela Eq. (3.25)
com condigoes de contorno dadas pela Eq. (3.21). Neste trabalho, a se¢ao de choque
macroscépica total, o, é constante, bem como os coeficientes f; da expansao em
polinomios de Legendre do termo de espalhamento. Como o problema é linear,
serao inicialmente consideradas apenas solugoes para a equacao homogénea, isto é,

com ST =0.

O formalismo cldssico proposto pelo método das ordenadas discretas
visa aproximar o termo integral da Eq. (3.25) por uma regra de quadratura no in-
tervalo [—1,1] e gerar um sistema de equagoes ordinérias discretizando a varidvel
angular nas direcoes propostas pela regra de quadratura. O sistema obtido é final-
mente resolvido, por exemplo, por algum método numérico, como diferencas finitas
[14]. Diferentemente, no método ADO, o primeiro passo é reescrever o termo integral

da Eq. (3.25) de maneira a ser obtida

0
—uaw(z?u) + oyT(2,p)
L

S" LB () / P ) [ (o) + (=)0 (2, — )]

=0

(4.1)

N | —

onde ¢ utilizada a identidade P(—u) = (—=1)'P(1) dos polinomios de Legendre [1].
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Seja (wg,p), k = 1,...,N, pesos e nés de uma regra de quadratura
arbitrdria definida no intervalo [0,1]. Como exemplo, Gauss-Legendre [18] mapeado
do intervalo [—1,1] para o intervalo [0,1]. O termo integral da Eq. (4.1) é aproximado

pela regra de quadratura

—h @/)T(z 1) + ot (z,)

L (4.2)
= 5> NPl 0SB [ (o) + (<D 2 — )]
1=0 k=1
e a equacao ¢ avaliada nas direcoes u = +u;, ¢ = 1,...,N, dando origem a um
sistema de 2N equacoes diferenciais ordinarias
d
—MEW(%M) + o' (z,)
1L N (4.3)
=5 D fiPi(m) Y wi i) [07 (2 m) + (=1)'07 (2, = )],
1=0 k=1
e
d 1 }
Mi@iﬁ (2, = ) + o0 (2, — i)
1 & N (4.4)
=3 > AP() D> weP(p) (D' (zo) + 07 (2, — )],
1=0 k=1
parat=1,... .
Supoe-se solugoes exponenciais da forma
Wiz ) = ¢ (pi)e ™", (4.5)
e
¢T(Z7 - :ul) - gby(_:ui)e_Z/V? (46)

parai = 1,... N, com v constante arbitraria. Ao substituir as Eqs. (4.5) e (4.6) nas
Eqgs. (4.3) e (4.4), respectivamente, é obtido o sistema de 2N equagoes diferenciais

ordindrias
d

—z/v od” (11: B_Z/V
pi [0 ()™ ] + 06" ()

- 52 (1 Zwkpz () [0 (1) + (=)' 0" (=) ] e,
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i 8 (—pu)e ) g (~pu)e T

RS N (4.8)
= 5 D7 fiPe) Y wePi(pu) [(<1)' 6 ) + 6 (=) ",
=0 k=1
para i = 1,...,N. O sistema é simplificado resolvendo a derivada em z e dividindo

ambos os lados da equacdo por e */Y > 0, resultando no sistema de 2N equacoes

algébricas

<a+ ) - Zm s Zwm i) [0 () + ()1 (—)], (49)

(‘7 - %>¢V(—M) - %Z JiPi(pi) Zwkpl(ﬂk) 6" (=) + (=1)'¢" ()], (4.10)

O objetivo é determinar um conjunto de constantes de separagao v
a fim de escrever a solucao da equacao adjunta como uma combinacao linear de
autofungoes ¢”(p;), i = 1,...,N. Para isso, serd deduzido a seguir um problema de

autovalores com base nas Egs. (4.9) e (4.10). Séo introduzidos os vetores do RY

=[6"(m) -+ ¢ ()] (4.11)
=[¢"(=pm) -+ ¢ (=p)]" (4.12)
M =[Pi(m) -+ Aluw)] (4.13)

onde 7 denota a operacao de transposicao de um vetor x € RY, e as matrizes do

RNXN

M = diag(p, ... ,1un), (4.14)

W = diag(wy, ..., wy). (4.15)
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A partir das Egs. (4.11)-(4.15), o sistema de equagoes algébricas definido

pelas Eqgs. (4.9) e (4.10) pode ser reescrito de maneira vetorial como

L
1 v 1 14 14
(o1 at)as = 3> pmawins el G
€ L
1 v 1 14 14
(01 _ ;M) @ = O3 AITIW[er + (~1)et], (4.17)

=0

onde I denota a matriz identidade do RV*YN. S&o definidos os vetores do RY da

soma, U”, e da diferenga, V', dos vetores definidos nas Eqgs. (4.11) e (4.12) por

U = &% + ", (4.18)

VY= — (4.19)

de maneira a obter, quando somadas as Eqs. (4.16) e (4.17),

L
(a[ — %Z SILITT WL + (—1)1})(]” = —%MV”, (4.20)

=0

e, quando subtraidas,

(a[ - % > AW - (—1)1})1/” = —%MU”. (4.21)

=0

Definindo as matrizes A e B do RY*N

L
1
A:(d— §ZlelHZTW[1 + (—1)l])M—1, (4.22)
1=0
e
1 &
T ! -1
B:(d- 5;]“,11111 W1 — (1) })M : (4.23)
e, a partir das Eqgs. (4.20) e (4.21), sdo obtidos os problemas de autovalores
1
AXY = =27, (4.24)
v
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1
Bz’ = —~ X, (4.25)
1%

onde os vetores X e Z¥ do R" sdo definidos por

XY = MU, (4.26)

ZY = MV”. (4.27)

Através das Eq. (4.24) e (4.25) é possivel obter um problema de auto-

valores de ordem N para X:

—%xv — BZY = B(—vAX") = —u(BA)X", (4.28)
ou
(BA)X” — %X”. (4.29)
Ao somar X” na Eq. (4.24), é obtida
(I —VvA)X” = X" — VAXY = XY + 2" = 2MPY, (4.30)
ou
Py = %M‘l(l —vA)X”. (4.31)

De maneira semelhante, ao subtrair X na Eq. (4.24), é obtida
1 -1 v
v = §M (I +vA)X". (4.32)
Nota-se que as Eqgs. (4.31) e (4.32) obedecem a uma relagao do tipo
1

B = MO~ () AR = MO+ v AR =8, (43)

uma vez que v e —v satisfazem a Eq. (4.29). A Eq. (4.33) serd conveniente para que

a forma final da solugao ADO para a equagao adjunta de transporte seja escrita.
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Por fim, supondo-se que o problema de autovalores da Eq. (4.29) tenha
sido resolvido e que tenham sido obtidos N autovalores 1/v?,...,1/v%. Entdo sdo
obtidas +u4,..., £ vy, 2N constantes de separagao, associadas as 2N autofuncoes
QL0 e O . @YV, Desta maneira, a solucdo ADO da equac@o adjunta de

transporte, Eq. (3.25), com termo fonte nulo é dada por

N
Uh(z) = [A;@7 e/ 4 BoY el (4.34)

j=1

© N
Ul (2) = [A;0% e/ + Byl em o)), (4.35)

j=1

onde os vetores \I/L e U do RY sdo definidos de acordo com

Ui(2) = [0l (zm) - ol )] (4.36)

Uh(2) = [l — ) - 0l — )] (4.37)

Destaca-se que a fim de eliminar o risco overflow na avaliagao numeérica
das exponenciais nas Eqgs. (4.34) e (4.35), as mesmas sao escritas de maneira des-
locada [10]. As constantes A;,B;, j =1,...,N das Eqgs. (4.34) e (4.35) sao obtidas
através das condigoes de contorno dadas pela Eq. (3.21). A forma final do sistema

sera discutida na secao 4.4.

4.2 Solucoes Particulares

Dada a linearidade da equacao adjunta de transporte, Eq. (3.25), sem-
pre que a mesma for ndo homogénea, isto é, ST # 0, a solucdo da equacdo serd
dada pela solucao da versao homogeénea da equacao de transporte, definida pelas
Eqgs. (4.34) e (4.35), acrescida de uma solu¢do particular. Em outras palavras,
supondo-se que ¥ seja tal que

Liy? = St (4.38)
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com condicoes de contorno apropriadas. Entao, definidos

W (2) = [0 (zm) - 0P (2] (4.39)

T
UE(2) = [¥7 (2, — ) - (2, = )] (4.40)
vetores do RY, a solucao ADO da equacdo de transporte nao homogénea é dada

pelas equacgoes

N
Ul (z) =Y [A4;@7 e/ + B@ 09/ 4 BF(2), (4.41)
j=1
e
N
Ul (2) =Y [A4;0% e/ 4 BidY e 0m2/w] 4 BP(2), (4.42)
j=1
onde, como na secao 4.1, as constantes A;,B;, 7 = 1,...,N sao determinadas a

partir das condicoes de contorno da equacao de transporte.

4.2.1 Fontes Constantes

Para o caso especial onde ST é constante, existe uma solucio particular

simples dada por
St

PP = o[l = fo/o] (4.43)

A fim de verificar a Eq. (4.43), basta supor uma solugao ¥ constante

da Eq. (3.25). Desta forma, decorre por substituigao direta

1< 1
oY =5 > szz(u)/ P ygrdy’ + S°
=0 - (4.44)

L 1
1
=5 > fiP) / P(u)d' + 8" = fou? + ST,
1=0 -1
pois, pelas propriedades de ortogonalidade dos polinémios de Legendre [1],

[ Bty = [ RGP = 200 (4.45)

1 -1
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O resultado ¢ obtido ao isolar 1/ na Eq. (4.44). Fica evidente pela
Eq. (4.43) a exigéncia
fO 7é g, (446)

nao sendo valida a solugao para os casos nos quais a igualdade é verificada. Para
esses casos, existe uma outra abordagem baseada nas fungoes de Green em meio

infinito, a ser discutida a seguir.

4.2.2 Solugao Particular via Funcao de Green

Para termos-fonte nao constantes, a solugao particular proposta pela
Eq. (4.43) nao é valida, sendo necessaria uma abordagem mais geral para a obtengao
de uma solucao particular. A solucao particular através da funcao de Green em
meio infinito para aproximacoes via método de ordenadas discretas foi proposta
por Barichello et al. [9] e também é vélida para a equagao adjunta de transporte,

conforme serd demonstrado.

4.2.2.1 Relagao de ortogonalidade

Antes da determinacao da solucao particular por meio da funcao de
Green em meio infinito, serd necessaria a construgao de uma relacao de ortogonali-
dade para as autofungoes no intervalo [—1,1]. Por simplicidade, considera-se (g, /i),

k=1,...N, pesos e nés de uma regra de quadratura arbitraria do intervalo [—1,1].

Tome, por exemplo, N = 2N e nés

fa =i, ﬂN/Q = KN ﬂN/QH =—fia, - s flg = —N, (4.47)
com pesos

Wy =wi, -, Wy = WN, Wryjp g = W1, *++ Wy = WN, (4.48)
onde (wg,ug), k= 1,...,N sdo os pesos e ndés da regra de quadratura anteriormente

definida na secao 4.1. De maneira semelhante como na segao 4.1, é obtido um
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sistema de equacoes para as autofuncoes

(a + “;) ¢ (fu) = Y fiP(fi) Y @nPi(fin) " (jin), (4.49)

para ¢ = 1,... N. Supondo-se que tenham sido obtidas constantes de separagao
vj, para j = 1,...,N, com v; # v, para j # k. A Eq. (4.49) é multiplicada por

w;@* (1;) e somada em i de maneira a obter-se
5 N
> wig () (U + U—Z> ¢ (f1:)
i=1
N
—ZlewZPl PO (1) D, tnPilfn) 9 (),

a qual fora avaliada em v = v;. De forma andloga, a Eq. (4.49) é avaliada em v = v,

(4.50)

multiplicada por w;¢" (1;) e somada em i, de forma a ser obtida

chb”f (1 <0+ )cb”’“( i)

. (4.51)
= ZﬁszPZ (f1:) Z n) O (fin)-
Ao subtrair a Eq. (4.51) da Eq. (4.50), é obtida
N1y b
> wifii| — — — )" (fu) ¢ () = 0, (4.52)
i=1 Vi Vk
ou,
N
(Ve = v3) D wifuad™ (i) (1) = 0. (4.53)
i=1

Como, por hipotese, as constantes de separacao nao sao idénticas,

obtém-se a relacao de ortogonalidade

szm 5 (j15) 6 () = 0 (4.54)

para j # k.
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4.2.2.2  Funcao de Green

A funcao de Green é definida como a solucao da equacao

_d A A
_Mi%G(Za,ui; Talua) + UG(’Za,ui; Tnua)
L N (4.55)
=" API) Yk Pi(f) Gz fui; Tofa) + (2 = 7)0 a,
k=1

1=0
onde G(z,[1;; T,jly) ¢ o fluxo angular em (z,/1;) de particulas vindas de 7 € (0,29) da
dire¢ao i, a =1,....N, d(z —7) ¢é a fungao Delta de Dirac e §;, ¢ a funcdo Delta

de Kronecker.

Supondo-se que para algum J, com 1 < J < N, vyq,...,/; sejam as
constantes de separagao positivas e —v;11,..., — Vg as negativas, entao a solucao

da Eq. (4.55) pode ser definida por partes, como em [9],

G2, 15; T fia) ZAJ» ¢ (fu (z=7)/v; (4.56)

para z > 7 e limitada quando z — oo, e

G(z,fui; Ty fie) = Z Bjad ™V (f1)e T (4.57)

j=J+1
para z < 7T e limitada quando z — —oo. Pela defini¢do, as Eq. (4.56) e (4.57)
possuem um salto quando z — 7 e [i; = fi,. Para lidar com o salto é imposta a
condicao
fui lim [G(T + €155 Tofla) = G(T = €,f15; Tofia)] = i (4.58)
parai=1,...,N, obtida ao integrar a Eq. (4.55) em z € (T — €,7 + €). Para deter-
minar as constantes (A4;4,B; ), as Eq. (4.56) e (4.57) s@o substituidas na Eq. (4.58)

para que seja obtida

NZZAJ,Q¢V] (f1:) + fui Z Bj a9~ (1) = Oi - (4.59)

j=J+1
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Considerando as constantes

N
NYo =3 [ 6 (j1:)]” (4.60)
=1
parag=1,...,Je
al 2
N7 = Z Wi fl [¢_V’3 (ﬂz)} (4.61)
=1

para 8 =J+1,...,.N. A Eq. (4.59) é multiplicada por w;¢"# (f1;), com = 1,....,J,
esomadaemi=1,... ,N , para obter-se, apds alterar a ordem dos somatorios,
J N
Z Wift ¢ (f1:) 9" (i)
=1 1

=

+ Z Jazwlung V] szqbl’ﬁ zau

j=J+1

(4.62)

paraa=1,... N. Pela defini¢ao da Delta de Kronecker, o lado direito da Eq. (4.62)

se torna

J N
D Aja D> Wit (fu) e (i)
= (4.63)

+ Z Bgaszm (i) 8% (fis) = Bt (fic)-
j=J+1
A relagao de ortogonalidade da Eq. (4.54) se aplica no lado esquerdo
da Eq. (4.63), de forma a ser obtida a equagao

N
T SN
Aﬂ,a Zwim [éb 5(,&1')} = Wa¢ B(Ma)v (4'64)
i=1
ou, considerando a Eq. (4.60),

.
Apo = Wo (ua)_

o (4.65)

Analogamente, ao multiplicar a Eq. (4.59) por w;¢p~"4(j1;), com 3 =
J+1,... ,N, esomar em ¢ = 1,... ,N, ¢é obtida, pela relacao de ortogonalidade da
Eq. (4.54),

N —vg ()
Bﬁ7a — wa(b (/’La>

T (4.66)
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com N~"# definido na Eq. (4.61).

4.2.2.83  Solugao Particular

A solucao particular para a equacao de transporte é finalmente escrita

em termos da funcao de Green como

in N
W) = [ Glai i) () (167
20 a=1

ou, utilizando as Eqs. (4.56) e (4.57),

J N
VP (i) =Y Ai(2)¢" () + >, By(2)07 (fu), (4.68)
j=1 j=J+1
Ccom .
., N
Aj(2) = / (Z Aj,aST(T,ﬂa)) e idr, (4.69)
20 Ng=1
(&4

ZR N
B,(z) = —/ <Z BjﬁaST(T,/la)>e_(T_Z)/”de. (4.70)
z a=1

No contexto da formulagao ADO desenvolvida para a equacao adjunta
de transporte, a regra de quadratura é de acordo com o exemplo dado pelas Eqs. (4.47)
e (4.48). Desta forma, a solugdo particular de Green para a equacao adjunta de
transporte, Eq. (4.38), pode ser escrita como

N

vl (z) = Z [Qlj(z)éf + ‘Bj(z)q)l/j] (4.71)
j=1
© N
VP (z) = Z {Qlj(z)q)ij + %J’(Z)(bi]] : (4.72)
j=1
onde as constantes 2,8, para j = 1,...,N, sao definidas por

2A;(z) = Nluj D we /Z(S(T’Ma)w (1ta)

+5(r, = a)0 (—pta) )~ dr

(4.73)
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Lo -
B;(2) = 35 ;wa/Z (S(m = pa) " (1) (4.74)
+5(7, = p1a) 9" (1)) e~ Vi dr,
com v
NYi — ; wips [0 (1i)* — 6% ()] (4.75)

Como foram utilizadas apenas fontes isotropicas neste trabalho, as
Egs. (4.71) e (4.72) podem ser simplificadas. Se ST depende apenas da coordenada

espacial, entao as Eqs. (4.73) e (4.74) podem ser reescritas como

A;(z) = C% / S(r)e~ETVidr (4.76)

20

B;(z) :C”f/ S(r)e T Aidr, (4.77)

onde

v — Lot Wa [0 (1a) + O (pall (478)

SO wigs [ (1) — ¢ ()]
4.3 Formulagao ADO em Problemas Multirregioes

Conforme discutido nos capitulos 2 e 3, se a regiao de interesse do
problema for composta por mais de um material, com diferentes propriedades fisicas,
¢é exigida continuidade do fluxo angular adjunto na interface entre estes materiais.
Supondo-se que o problema de transporte da placa seja caracterizado por R regioes,
[20,2r] = Ule [2r_1,2;], estas compostas por distintos materiais, com se¢ao de choque
macroscépica total o = o, e coeficientes da expansao em polinomios de Legendre do

termo de espalhamento f; = f,.;, para z € [z,_1,%,|, conforme a Figura 4.1.
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Ors fr0s- .., fr,r constantes

(20, —p) o ¢ ¢ F——— + + « —————— UT(zz,p)
20 21 Zr—1 Zr ZR—1 ZR

Regiao 1 Regiao r Regiao R

Figura 4.1: Exemplo de placa em meio heterogéneo.

A equacao adjunta de transporte em cada regiao é dada por

L 1
1
i) + o) = 5 D atn) [ PGl i+ S0, (479
1=0 -1
parar =1,...,R, z € [2,_1,2], onde ¥ e SI sdo, respectivamente, as restricoes do

fluxo angular adjunto e do termo fonte em [z,_1,2,]. Além disso, as condigdes de
contorno sao definidas apenas na primeira e na ultima regiao através de

1
W] (20, — 1) = pib] (20,1) + 208 / 1] (2o, )did
0 (4.80)

1
Yh(zropt) = P30k (2R, — 1) + 208 / [k (2, — p)dpd,
0

para u € (0,1, e a continuidade do fluxo angular adjunto entre regides é imposta

através de

¢i(ZT7M) 1/}r+1 (ZW/J) (481>

para p € [-1,1]er=1,... R —1.

A formulagado ADO desenvolvida na se¢ao 4.1 é aplicada em cada uma
das R regioes e a solucao ADO obtida para a equacao adjunta de transporte,

Eq. (4.79), é dada por

|:A (PVTJ (Z—erl)/yr,j + Br,j¢ir,je—(2r—z)/l/r,jj| _I_ \Ifﬁ+<z)7 <482)

'MZ

vl (2) =

J
N

— Z [Anjq)’f,je*(zfzr 1)/Vrj +BTJ(I)WJ (zr— z)/l/m} +\pr ( )’ (483)
j=1
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parar =1,...,R e z € [2,_1,2], onde v, ; sdo as constantes de separacdo obtidas
através do método ADO para cada uma das regioes, <I>i’"j e @7 sao as respectivas
autofungoes e \I/f: L€ \Ilfj _ os vetores das solugoes particulares. Assim como no
problema com uma tnica regido, as exponenciais nas Eqs. (4.82) e (4.83) sao escritas

de maneira transladada, a fim de evitar overflow. As 2RN constantes A, ; e B, ;

sao determinadas através das condicoes de contorno e continuidade definidas pelas

Egs. (4.80) e (4.81).

4.4 Determinacao da Solucao ADO

Nesta secao sera discutida a obtencao do sistema de equacao que de-
termina a solugao ADO da equacao adjunta de transporte, Eq. (3.25). Serao con-
siderados apenas problemas multirregioes, uma vez que o problema com uma tnica
regiao é um caso particular. Para uma placa com R regioes, suponha-se que tenha
sido utilizado o método ADO com quadratura de ordem N em cada uma das regioes
para o tratamento da variavel angular. Uma vez obtidas N autofuncoes, @fj e
linearmente independentes, associadas a constantes de separagao v, ;, estas obtidas
através da resolucao da Eq. (4.29), pode ser determinado um sistema de equagoes
lineares através das Eqgs. (4.80) e (4.81) para a obtencao das constantes A, ; e B, ;

das Eqgs. (4.82) e (4.83).

As condigdes de contorno da Eq. (4.80) podem ser calculadas nas diregoes

i = p; e os termos integrais nelas podem ser aproximados pela regra de quadratura,

obtendo-se
N
W] (20, — ) = pi] (zoopa) + 208D wipuitd] (20,401,
P
N (4.84)
Uh(zro) = p50k(2R, — 1) + 203 > wipth(2r, — i),
k=1
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para i = 1,...,N. Considerando os vetores do RY
w :[wl wN] , (4.85)
dos pesos da regra de quadratura, e
1=[1---1]", (4.86)

através das definigdes das Eqs. (4.14), (4.36) e (4.37), a Eq. (4.84) pode ser reescrita
como

‘1’1,7(20) = pi\I/Lr(zo) + prwT./\/l\IlL+(z0)1, (4.87)

Ui o (zr) = PV _(2r) + 205w MUL, _(zp)1. (4.88)

Por fim, ao substituirem-se as Eqgs. (4.82) e (4.83) nas Egs. (4.87)
e (4.88), sao obtidas

N

S [qﬁw - @ — 20 (WMD) 1} Avy
j=1
v (4.89)
+> [qﬁ“ RV 9 (wTMé’f’j)l] e IB '
j=1
= P (o) + 200 (W M (z0) = T (0),
e
N
S| e — g M1y,
j=1
(4.90)

N
Py {q{m 50— 2l (wT M) 1} Bu,

j=1

= P50 5 _(2r) + 205 (W MUL _(2r)) — ¥§ , (2r).

Apenas 2N equagoes foram obtidas das condigoes de contorno. As
2N (R — 1) equagbes que faltam serdo obtidas das condigdes de continuidade das
interfaces entre as regides. Inicialmente, para r = 1,...,R — 1, a Eq. (4.81) é

calculada nas direcoes p = £, para que sejam obtidas

W(me) = ¢I+1(zr7ﬂi)7 (4.91)
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¢;[(ZT7 - Nz‘) = ¢I+1 (27“7 - Mi)v (492>

para i = 1,...,N. Ao serem utilizadas as defini¢des das Eqs. (4.36) e (4.37), as

Egs. (4.91) e (4.92) sao reescritas vetorialmente como

W (z) = Ul (=), (4.93)

Ul () = Wl (), (4.94)

parar =1,...,R— 1. Através das solucoes estabelecidas pelas Eqgs. (4.82) e (4.83),
as Eqs. (4.93) e (4.94) assumem a forma

N

=1
N
s Vi1~ (zra1—2) /vy 4.95
— Z |:A'r+]_7j(p_:+1,] + Br+1’j¢_T+lq]€ (ZT+1 ZT)/VT,j ( )
=1
=0l (z) = O (),
e
N
=1
N
Y Vitt —(ze1—2) r; 4.96
. Z |:A’r’+17j(b_r+1,] _'_ Br+1’j®—‘:+1,]e (ZT+1 Z’r)/l/’,"‘j < )
=1

= \I’7]~3+17—(Zr) - \Iff,_(zr),
parar =1,...,R— 1. O sistema linear estabelecido através das Eqgs. (4.89), (4.90),
(4.95) e (4.96) é de ordem 2RN e é dado por

Ax = b, (4.97)
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onde a matriz A do sistema pode ser escrita em blocos conforme

Biy
By| |Bj
Bi| |Bj

(4.98)

Bi'| |BE

B

onde os blocos nos extremos do sistema representam as condicoes de contorno em
2z = zp e z = zg € 0s blocos intermediarios representam as condigoes de continuidade
nas interfaces das sub-regioes r e r 4+ 1, parar =1,...,R — 1. O bloco da condigao

de contorno em z = 2, é dado por

15’%=[‘], (4.99)

com
j = (I)lllf— - Piq)ll/f} - QP?WTMq)TZ}L (4.100)
e
. » » -

], = (®7, — sl —2piw MY 1)en, (4.101)
para 7 = 1,...,N. Os blocos intermediarios, das condi¢oes de continuidade, sao
dados por

(4.102)
e
: (4.103)
com =P, =P,
v —(zr—2zp—1)
] =alve (4.104)
e
v 7(Z7‘7z7*—1)
Gl =@ e o (4.105)
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Os blocos das condigoes de contorno em z = zg sao

lﬁ:[], (4.106)

com
“?*R—1

j = (D7, —p3®y _ — ZpngMQE{_l)e R | (4.107)

Fu], = 05— p0 . — 205w MO 1. (4.108)
Para finalizar, o vetor independente b do Sistema 4.97 é dado por

pf\I/er(zo) + 2p¢ (WTM\I/f+(z0)) — \Ifff (20)

(4.109)

P3O L (z2r) + 205 (W MU _(zr)) — VL, (2)

Os passos para a execucao do método ADO para a obtencao da solugao

da equacao adjunta de transporte podem ser resumidos em:

1. Obter de uma regra de quadratura para o semi-intervalo [0,1].
2. Para cada meio material:

(a) Calcular as constantes de separagao e autovetores através da Eq. (4.29).
(b) Calcular as autofungoes através das Eqgs. (4.31) e (4.32)

(c) Caso o termo-fonte seja ndo nulo no meio material, calcular a
solucao particular através da Eq. (4.43) se a fonte for constante,

ou por meio das Eqs. (4.71) e (4.72), para fontes nao constantes.

3. Resolver o sistema da Eq. (4.97), o qual depende das condigoes de
contorno em z = zy5 e z = 2z e das condigoes de continuidade nas

interfaces entre meios materiais distintos.
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4.5 Caso particular: transporte isotropico de particulas

No caso em que a probabilidade de espalhamento das particulas é a
mesma em todas as diregoes, dito espalhamento isotropico, a formulagao ADO pode
ser particularizada, resultando em autofuncoes explicitas e em problema simplificado
de autovalores. A derivacao segue o que foi feito por Pazinatto et al. [51]. Considera-

se a equacao isotropica escrita na forma

—hgo W( ) + ol (z,p) / Y (2, )dyl (4.110)

sujeita a condigoes de contorno como as da Eq. (3.21). A formulagdo ADO para a
Eq. (4.110) tem a vantagem de oferecer, sob certas condigoes, uma forma fechada
para as autofungoes. O tratamento aqui apresentado serd feito apenas para pro-
blemas com uma tnica regiao, entretanto é extensivel para problemas multirregioes
da mesma forma como ¢é feito na secao 4.3. Conforme apresentado na secao 4.1, o

termo integral da Eq. (4.110) ¢ reescrito de maneira a ser obtida

_“%w(Z’“) oyl (zp) = 5/0 (W) + 0¥ (2, — ) dp" (4.111)

Na sequéncia, dados (wg,u), K = 1,...,N, pesos e nés de uma regra
de quadratura arbitraria no intervalo [0,1], o termo integral na Eq. (4.111) pode ser
aproximado pela regra de quadratura e a varidavel angular p pode ser avaliada nas

diregoes i = pu;, de forma a serem obtidas as equagoes

d
_HiEW(Z,M) + ot (2,) Zwk (07 (zo) + 01 (2, — )], (4.112)
e
d e N
k=1
parat=1,...,N. Uma vez discretizadas as direcoes e a regra de quadratura, serao

buscadas solucoes exponenciais da forma

O (zupi) = ¢ (i)e ™", (4.114)
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Oz, = ) = ¢ (=)™, (4.115)
para ¢ = 1,...,N, onde v é uma constante de separacao arbitraria. Ao serem

substituidas as Eqs. (4.114) e (4.115) na Eqgs. (4.112) e (4.113), sao obtidas, apos

algumas manipulacoes algébricas, as equagoes

(7 +2) (o) Zwk & (1) + 9" (1)), (4.116)
e
(U - —) ¢’ (— Zwk ¢" (1) + " (=), (4.117)
para i = 1,..., N. Conforme feito na secao 4.1, sao introduzidos os vetores coluna
do RY
O = [¢" () - ¢ ()] (4.118)
e
O = [¢" (=) -+ ¢ (—un)]" (4.119)
e as matrizes do RV*V
M = diag(p1, - - - 1in), (4.120)
e
W= (W), gwj, (4.121)

de maneira a reescrever as Eqs. (4.116) e (4.117) como

1
CMAY = (W - oD) @+ W, (4.122)

1
— MY = (W —ol) 8% + W, (4.123)

onde [ é a matriz identidade do RY*Y. Como anteriormente, sio definidos os vetores

do RV
UY = oY+ o (4.124)
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V=90 — oY, (4.125)
de forma a obter-se, quando subtraida a Eq. (4.123) da Eq. (4.122),
1
“MU" = —oV?, (4.126)
v
e, quando somadas,

%MV” = QW — o )U". (4.127)

Finalmente, a Eq. (4.126) pode ser utilizada para eliminar V* da Eq. (4.127),

resultando no problema de autovalores

1 2
MU= (D= ZMWMT) MUY, (4.128)
(ov)? o
onde D é o vetor do R definido por
D = diag(u; 2, ... uy). (4.129)

A Eq. (4.128) ja pode ser utilizada para a obtengao de autovalores v,

entretanto pode ser simplificada. Definido o vetor do R

T = diag(y/a1, ... /W), (4.130)

entao a multiplicacao da Eq. (4.128) por T resulta em

(D - EzzT) XY = AXY, (4.131)

o

onde X e z sdo vetores do RY definidos por

X =TMU" (4.132)
e
1/2 1217

z=|(1/p)w"” - (I pn)wy"| (4.133)

e os autovalores A\ sao tais que

1

A= 4.134
(ov)? ( )



Destaca-se que a Eq. (4.131) é uma atualizagdo de posto unitdrio da
matriz diagonal D. Tal estrutura é explorada para o desenvolvimento de um algo-
ritmo eficiente, conhecido como divide and conquer, para a obtencao de autovalores
[33]. Neste contexto, o problema se apresenta em uma forma considerada mais
simples que um problema de autovalores definido por uma matriz tridiagonal, uma
vez que é usual em algoritmos de cédlculo de autovalores de matrizes tridiagonais
a transformacao da matriz na forma dada pela Eq. (4.131) antes da avaliagdo dos

autovalores.

Para a obtencao das autofuncgoes, suponha que um conjunto de 2N
constantes de separacao £v;, j = 1,...,N, tenha sido obtido através da Eq. (4.131).
Impondo nas Egs. (4.112) e (4.113) as condigoes de normalizagao

S w6 () + 6% (—ae)] = 1, (4.135)

parai=1,...,N, a solugdo ADO da Eq. (4.110) pode ser definida de acordo com

7/4% Z|: ]gbw ,uz e i +B]¢V]( )6_(2—20)/Vj:|7 (4136)
€
N
(2, — ) Z{ +Bj¢”f<ui>e—<z—zo>/”j}, (4.137)
7j=1
onde
v c Vj
j - _ 4.1
o0 =5 (-24-) (4.135)

e z € [0,20]. Destaca-se que a forma da solucao nas Eqs. (4.136) e (4.137) é escolhida
para evitar o risco de overflow quando os termos exponenciais sao numericamente

avaliados.
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5 APLICACOES

Diversas aplicagoes praticas em transporte de particulas exigem a esti-
mativa do fluxo de radiacao gerado por fontes ou a estimativa das préprias fontes,
conforme discutido previamente no capitulo 1. A estimativa de fluxo de particulas
resulta da solucao de um problema direto e a determinacao das fontes de particulas
¢ um problema inverso de reconstrucao de fonte. A equacao adjunta de transporte,
Eq. (3.25), representa uma poderosa ferramenta matemética que auxilia na resolucao

de tais problemas.

O método ADO para a equagado adjunta de transporte, Eq. (3.25), de-
duzido no capitulo 4, foi implementado em Fortran 2008, utilizando o compilador
gfortran 4.9', em um computador equipado com um processador Intel Core i5-4670),
com frequéncia de 3,40 GHz, 16 GiB de RAM, rodando a distribuicao Linux CentOS
72. As operacoes de dlgebra linear, como a resolucao de problemas de autovalores
e sistemas lineares, sao efetivadas por via das sub-rotinas da LAPACK [2], DSPEV
e DGESV, respectivamente. O problema de minimizacao da se¢ao 5.2 é resolvido
através da implementagao de Lawson e Hanson [42] do método de minimos quadra-
dos nao negativos, presente no pacote nnls na Netlib3, o qual visa obter a solucao
de problemas de minimizacao do tipo

argmin ||Ax — y||2, (5.1)

x>0

para alguma matriz A e vetor y compativeis, onde x > 0 significa que todas as

componentes de x sao nao negativas.

A verificagao do método ADO para a equagao adjunta é feita de maneira

numérica, através da abordagem fonte-detector a ser apresentada na segao 5.1.

!Disponivel em https://gcc.gnu.org/wiki/GFortran
2Disponivel em https://www.centos.org
3Disponivel em http://www.netlib.org
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Ademais, serao reproduzidos através do método ADO alguns resultados
presentes na literatura, como em [45], onde é utilizado o método da funcao de
Green espectral (Spectral Green’s Function, SGF) [13] para a equacao adjunta de

transporte.

Por fim, para a aplicacao em reconstrucao de fontes isotrépicas, a ser
apresentada na secao 5.2, sao utilizados dados sintéticos obtidos através de per-
turbagoes das medidas obtidas através do método ADO para a equagao de trans-

porte.

5.1 Problema Fonte-Detector

A estimativa do fluxo de particulas oriundas de fontes internas ou inci-
dentes na fronteira de um meio pode ser dada através da resposta de detectores de
particulas posicionados no interior da regiao de interesse. Supondo-se que o fluxo
angular de particulas em uma placa [zg,zg] seja modelado através da equagao de
transporte, Eq. (2.28),

L 1

) + ovlan) = 3 3 ARG [ PG + 5

1=0 -1
para p € [—1,1] e z € [z0,2r], com grau de anisotropia L, onde os coeficientes da
expansao em polinomios de Legendre do termo de espalhamento f; e a secao de
choque macroscopica total o s@o constantes em cada meio material. A equagao é

sujeita a condigoes de contorno
1
Y(20,1t) = g1(p) + piap(20, — ) + 2p‘f/ w20, — p)dpt,
0
1
Ul = 1) = 920 + P50 ) + 208 | (e
0

para 1 € (0,1], com g; e g o fluxo incidente na fronteira, pi e p¢, com i = 1,2, os

coeficientes de reflexdo especular e difusa, respectivamente. Ainda, supondo-se que
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um detector de particulas d com secao de choque de absorcao o, seja posicionado

em um intervalo [a,b] no interior da placa, conforme a figura 5.1.

Regiao 1 Regiao r Regiao R
d
A ¢ ¢ ¢ ——F— ¢ ¢ ¢« b——H
z0=20 21 Zr—1 a p Zp ZR—1 ZR

Figura 5.1: Exemplo do posicionamento de um detector de particulas d, com segao
de choque de absor¢ao o4, no intervalo [a,b] C [z,_1,2,] de uma placa com R regioes.

A resposta, ou taxa de absorcao de particula, do detector é entao dada
por [19, 43]
R = (¢,0a), (5.2)

onde (-,-) é o produto interno definido pela Eq. (3.4).

A expressao apresentada pela Eq. (5.2), embora correta, é ineficiente
quando for necessaria a obtencao da absorcao para fontes distintas, pois culmina na
resolucao da equacao de transporte sempre que as fontes internas ou incidentes na
fronteira forem alteradas. A fim de sobrepujar esta limitacao, é introduzida uma
formulagao para a resposta do detector com base no fluxo adjunto de particulas
[19, 43]. Suponha que 7 seja solucao da equacao adjunta de transporte, Eq. (3.25),

L 1

‘“%/’Wz,u) + oyl (2,0) = % > h2)B(p) / Pyt (2t )dp' + ST (z,p),

1=0 -1

sujeita a condigoes de contorno
Y1 (z0, = 1) = P19 (z0,1) + 201 /0 W o
DY (zrop) = 30 (2R, — 1) + 204 /0 1 1 (2, — p)dyd.
Através da relagdo de dualidade dada pela Eq.(3.16), pode ser obtida a relagao
R = ($,00) = (VL") = (LyY¥") = Plg1,g20"] = (S0T) — Plgr,ga ], (5.3)

onde £ e LT sdao os operadores de transporte e o seu respectivo adjunto, definidos

pelas Egs. (3.2) e (3.17). O termo de fronteira P[g;,g2,11] é definido pela Eq. (3.24),
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e o termo fonte da equacdo adjunta de transporte é escolhido como ST = o, na

primeira igualdade.

A vantagem da Eq. (5.3) diante da Eq. (5.2) estd na forma com a
qual elas dependem dos termos fonte: a Eq. (5.2) depende indiretamente de S, ¢g;
e go através de 1, necessitando de uma nova avaliagao da equagao de transporte,
Eq. (2.28), sempre que fontes distintas forem utilizadas; por outro lado, como 9T
independe dos termos fonte S, g; e g2, a Eq. (5.3) depende apenas diretamente dos

termos fonte, requerendo uma tnica avaliagao da Eq. (3.25).

No contexto do método ADO, supondo-se que tenha sido utilizada uma
regra de quadratura (w;,u;), @ = 1,...,N, para o tratamento de termo integral e a
discretizagao da varidvel angular da equagao adjunta de transporte, Eq. (3.25), esta
definida em R regides, conforme visto na se¢ao 4.3. Além disso, toma-se (wy k,2 k),
k =1... )N, regra de quadratura para a regiao [z.,z,41], ¥ = 1,...,R. Entao, a

resposta do detector é calculada através de

R = (S — P[T,91,9]

- /Ozfxle(x,u)S(z,u)dudz—/o g0 (1) (0,00) + go ()0 (20, — )] dpa

R N, N

A —(zp k—2r)/Vr B —(zr+1—2r |2

=D DD we {Am%j(zr,k)e Cra=2lies 1 By s (2 e G o)/ J]
r=1k=1j=1
R N, N

+ Z Z Z Wy W; {S(Zr,k#i)wp(zr,k,m) + S (2 — pi)VP (2ry — Hn)]

r=1 k=1 i=1

(5.4)

N
+) wi {91 (i)di + 92(/%)@2}

i=1

+ Z Wil {91(,‘%)1?1)(0;#1‘) + g2 (i)Y (20, — Mz)] ,

onde ¢7.(2), oF,(2), ¢} e ¢7 sdo tais que

N

ori(2) = w; [S(z,ui)w (i) + Sz — pi) " (—pa) | (5.5)

i=1
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ni(2) = Z Wi [S@am)(byr’j(—ﬂz') + S(z, — Mi)ﬁbyT’j(Mi)} ’ (5.6)

=1
N
=3 {Aljas”u(uz) + Bi o™ (= )e‘zl/”w} (5.7)
7=1
€
N
=> [AR @R (—pug)e” FOTER)/VRG | B VR (Mi)}- (5:8)
j=1

Em virtude de neste trabalho serem utilizadas apenas fontes isotrépicas,

a expressao para a resposta do detector pode ser simplificada na forma
R N,

R = ZZZMT}CS Zr.k |: r]e (2r5— ZT)/VTJ—FB (9_(ZTJrl Z”“/VTJ:|¢TJ
r=1 k= 13 1
R N,
+Zzzwrsz Zr.k |:wp(zr,kaﬂi)+wp(z7“,k>_ﬂi)}
er k=1 =1 (59)

3 )+ 020067

N

+ Z Wi [ [gl(ﬂi)¢p<ouﬂi) + g2 (1) (20, — Mz)} ;

onde ¢, ; é tal que
N

by = S0 () + ()| (5.10)

i=1

Salienta-se que a regra de quadratura utilizada para o calculo da integral
sobre a variavel espacial z, na resposta do detector, nao é necessariamente a mesma
em cada regiao do problema, havendo liberdade para a escolha do tipo de quadratura
e numero de noés utilizados, conforme se mostre necessario para a obten¢ao de uma

boa aproximagao.

Neste trabalho, é utilizada a quadratura de Gauss-Legendre para a
aproximacao das integrais sobre a variavel espacial, devidamente remapeada para o
intervalo de interesse. Por simplicidade, o nimero de nés utilizados em cada regiao
é idéntico, tendo sido definido, em cada teste, de maneira a nao haver alteragoes nas

respostas do detector diante de refinamentos da regra de quadratura.
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5.1.1 Resultados Numéricos para o Problema Fonte-Detector

A verificagao do método ADO para a equagao adjunta de transporte é
feita através da comparagao da resposta do detector obtida através das Egs. (5.2)

e (5.3).

Inicialmente é considerado o caso isotrépico da secao 4.5, onde as au-
tofuncoes sao obtidas de maneira explicita. Posteriormente, é considerado o caso

geral anisotropico com autofuncgoes obtidas de maneira numeérica.

5.1.1.1 FEspalhamento Isotropico com Autofuncao Analitica: Problema 1

Como primeiro problema teste, em [45, 51] é proposto um problema
de transporte em meio material heterogéneo, com propriedades fisicas descritas na

figura 5.2. Sao consideradas duas fontes isotropicas interiores: S; = 1 para z €

S] =1 Oq = SZ =
Viéacuo I } } — H 1 Vacuo
0 30 35 45 47 57 60 100
0 =1,00 =090 " "5Z095 " 50,80 o=1,00
fo=0,97 fo=0,80 fo=090  fo=0,70 fo=0,97

(a) Configuragao do problema de transporte.

St=0,1
Fluxo emergente | | } — H | Fluxo ermergente
nulo 0 30 35 45 47 57 60 100 nulo
o=1,00 o=090" " TF5Z095 " " 70,80 o =1,00
fo=0,97 fo=0,80  fo=090  fo=0,70 fo=0,97

(b) Configuracao do problema adjunto de transporte.

Figura 5.2: Problema teste considerando espalhamento isotrépico em 5 regioes. Em
(a) sdo consideradas fontes de particulas S; = 1 em [30,35] e Sy = 2 em [57,60],
assim como um detector com se¢ao de choque de absor¢ao o4 = 0,1 em [45,47]. O
contorno é de vdcuo. Para (b), a fonte adjunta é definida como ST = 0,1 em [45,47]
e ST = 0 no restante da placa e o contorno é de fluxo emergente nulo.

[30,35] e Sy = 2 para z € [57,60], e condi¢oes de contorno de vécuo, isto é, o fluxo
angular é nulo em todas as direcoes incidentes na fronteira. Um detector d, com

secao de choque de absorgao o, = 0,1, é posicionado em z € [45,47]. Para a equagao
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adjunta, é considerado um termo fonte ST = o4 em z € [45,47] e sdao impostas
condigoes de fluxo angular adjunto nulo nas diregoes emergentes na fronteira. Sao
definidas as respostas calculadas através do fluxo angular pela formulacao dada pela
Eq. (5.2)

R = <¢70d>, Ry, = <¢1,0d>7

onde, para j = 1,2, ¢; é o fluxo angular quando apenas a fonte S; estd ativa, 1 é o

Ry = (9,04), (5.11)

fluxo angular quando ambas as fontes estao ativas. Por linearidade, fica claro que
R = Ry + R,. Para as respostas com o fluxo angular adjunto através da Eq. (5.3),
téem-se

R} = (1,5y), R'= R} + R},

R} = (41,5), (5.12)

Além disso, como sao utilizadas condigoes de contorno de vacuo para a

equacao de transporte, é esperado, com excecao de erros numéricos,

Ri=R!, R,=R}, R=R" (5.13)

Para os testes, a solucao particular utilizada foi a da secao 4.2.1, cons-

tante em cada regiao.

Tabela 5.1: R, e R}: respostas do detector calculadas através das Egs. (5.2) e
(5.3), respectivamente, quando apenas a j-ésima fonte estd ativa. R e R': respostas
totais. N é o grau da regra de quadratura de Gauss-Legendre utilizada para a

varidvel angular. Os resultados sdo escalados para 1072

N 2 16 20 Militao et al. [45]
Ry 3,71215300 3,71915402 3,71915402

RJ{ 3,71215300 3,71915402 3,71915402 7

Ry 6,61579339 6,62782199 6,62782199

RL 661579338 6,62782199 6,62782199 0.03

R 10,3279464 10,3469760 10,3469760

RT 10,3279464 10,3469759 10,3469760 1055
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Os resultados apresentados na tabela 5.1 corroboram uma aproximacgao
de seis casas decimais e concordam com os resultados apresentados em [45], obtidos
com uma quadratura de Gauss-Legendre de 32 nés no intervalo [—1,1], equivalente
ao ADO com N = 16. Destaca-se que cada uma das respostas, Ry, Ry e R requerem
que a Eq. (3.1) seja resolvida antes que a Eq. (5.2) seja avaliada. Por outro lado,
RL R; e R podem ser computados com apenas uma avaliacdo da Eq. (3.25), cada
uma seguida do célculo da Eq. (5.3). O tempo de execugao para os testes ficaram

entre 150 e 350 milissegundos.

5.1.1.2  FEspalhamento Isotropico com Autofun¢ao Analitica: Problema 2

Como um segundo problema teste, serd considerada outra placa de
material heterogéneo, como proposta em [45, 51], onde hé interesse em determinar
as leituras do detector em ¢t = 0, t = 1 e t = 5 anos apds o armazenamento de
uma fonte de $9Co na estrutura apresentada na figura 5.3a. E imposta condicao de

contorno reflexiva em z = 0, isto é,

para p > 0 e condi¢ao de vacuo em z = 30. Para simular o decaimento, trés fontes

distintas sao consideradas, estas definidas por
So = 1022, Sl = 5067)\, SQ = 5'0675)‘, (515)

onde Sy = 10%? ¢ aproximadamente 1g de $9Co e A = 0,13177703 é a constante de
decaimento radioativo, de acordo com [40]. Um detector com segao de choque de
absorgao o4 = 0,5 é posicionado em z € [25,30]. Os resultados sdo resumidos na
tabela 5.2, onde R é a resposta do detector calculada através da Eq. (5.2) e Rf é a

resposta calculada através da Eq. (5.3). Novamente, é esperado
R=R! (5.16)
por causa da auséncia de fluxo incidente na fronteira.
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| FIIIIXO emergente
30 1ulo

| Fluxo emergente
30 nwulo

Si Oq4 = O, 5)
Reflexiva | l l l
0 10 15 25
e by
o=1,0 fo=10,8
fo=10,9
(a) Configuragio do problema de transporte.
ST=0,5
Reflexiva | ! ! !
0 10 15 25
e i
o=1,0 fo=10,8
fo=10,9

(b) Configuracao do problema adjunto de transporte.

Figura 5.3: Problema teste considerando espalhamento isotrépico em duas regioes.
Em (a) é considerada uma fonte de particulas .S; em [0,10], simulando trés instantes
fixos, t = 0,1,5 anos, do decaimento de uma fonte de 59°Co em raios . Um detector
com segao de choque de absor¢ao o4 = 0,5 é posicionado em [25,30]. A condicao
contorno em z = 0 é reflexivo e em z = 30 é vdcuo. Para (b), a fonte adjunta é
definida como ST = 0,5 em [25,30] e ST = 0 no restante da placa. Sao consideradas
condicoes de contorno reflexivas e de fluxo emergente nulo, em z = 0 e z = 30,

respectivamente.

Tabela 5.2: Respostas do detector R e R calculadas através das Eqgs. (5.2) e (5.3),
respectivamente. E utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para o
tratamento da varidvel angular. Os resultados sao escalados para x 1019,

N 10 30 64 Militdo et al, [45]
So

R 397616580 397616577 3,97616577 3,976

R' 397616580 3,97616577 3,97616577 3,975
S

R 348525412 3,48525409 3,48525409 3,487

R' 348525412 3,48525409 3,48525409 3,486
Sy

R 205737899 2,05737898 2,05737898 2,056

R' 2,05737899 2,05737898 2,05737898 2,055
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Os resultados obtidos com N = 10,30,64 apresentam uma aproximacao
de até oito casas decimais. Também concordam em até duas casas decimais com
aqueles apresentados em [45], onde é utilizada uma quadratura de Gauss-Legendre
com 128 nés no intervalo [—1,1], a qual é equivalente ao N = 64 da formulagao
ADOQO, embora tais resultados ja tenham sido obtidos com N = 30. Além do mais, o

tempo de execugao ficou entre 250 e 400 milissegundos.

5.1.1.3 FEspalhamento Anisotropico: Problema 1

Nesta subsecao é utilizada a abordagem geral para problemas ani-
sotropicos apresentada na secao 4.1. O caso particular isotropico, L = 0, é dife-
rente do apresentado na secao 4.5 pois, neste caso, utiliza autofuncoes avaliadas

numericamente.

Inicialmente é apresentada uma extensao anisotrépica do problema ori-
ginalmente apresentado em [45, 51] e testado na segdo anterior. E novamente con-
siderada a placa heterogénea descrita na figura 5.2, onde as fontes, condicoes de
contorno e detector permanecem os mesmos do teste anterior. Os coeficientes da lei

de espalhamento sao dados por [§]

oA+ 1\ (L+1—1
= (21—1) (L+1+l) R (5.17)

para [ > 1 e 9 = 1, e é definido f; = fyy; nas Egs. (3.1) e (3.25). Para L > 1,

verificacao dos resultados nao é feita através de comparacoes com dados disponiveis
na literatura, apenas por meio da comparagao das respostas do detector obtida pelas
Egs. (5.2) e (5.3). Como solucao particular, é utilizada a definida na segao 4.2.2,

dada através da fungao de Green.
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Tabela 5.3: R; e R;f: respostas do detector computadas através das Egs. (5.2) e (5.3)
quando apenas a j-ésima fonte estd ativa. R e Rf: respostas totais. Resultados para
grau 0 de anisotropia. E utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para

o tratamento da varidvel angular. Sao escalados para x1072.

N 4 8 16 32

Rf

3,719155727
3,719150509
6,627796628
6,627791410
10,3469471
10,3469419

3,719159139
3,719153921
6,627826893
6,627821675
10,3469808
10,3469756

3,719159234
3,719154016
6,627827202
6,627821984
10,3469812
10,3469760

3,719159237
3,719154018
6,627827207
6,627821989
10,3469812
10,3469760

A tabela 5.3 indica que o método ADO com autofuncao numérica apre-
sentou convergéncia para 7 casas decimais, e os resultados concordam com aqueles

exibidos na tabela 5.1.

Tabela 5.4: R; e R}: respostas do detector computadas através das Eqgs. (5.2) e (5.3)
quando apenas a j-ésima fonte estd ativa. R e R': respostas totais. Resultados para
grau 1 de anisotropia. E utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para

o tratamento da varidvel angular. Sao escalados para x1072.

N 4 8 16 32

Ry 7,162014851 7,162022517 7,162022687 7,162022690
RI 7,162014851 7,162022517 7,162022687 7,162022690
Ry 12,3392999  12,3393587  12,3393593  12,3393593
R; 12,3392999  12,3393587  12,3393593  12,3393593
R 19,5013147  19,5013812  19,5013820  19,5013820
R 19,5013147  19,5013812  19,5013820  19,5013820
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Para o problema linearmente anisotrépico, a tabela 5.4 também mostra

que houve convergencia de 7 casas decimais.

Tabela 5.5: R; e R;r«: respostas do detector computadas através das Eqgs. (5.2) e (5.3)
quando apenas a j-ésima fonte estd ativa. R e R': respostas totais. Resultados para
grau 2 de anisotropia. E utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N para

o tratamento da varidvel angular. Sao escalados para x1072.

N

4

8

16

32

1,04218142
1,04218142
1,75175220
1,75175220
2,79393362
2,79393362

1,04218271
1,04218271
1,75176167
1,75176167
2,79394439
2,79394439

1,04218274
1,04218274
1,75176176
1,75176176
2,79394450
2,79394450

1,04218274
1,04218274
1,75176177
1,75176177
2,79394451
2,79394451

Da mesma maneira, para o problema com grau 2 de anisotropia, a

tabela 5.5 mostra convergéncia de 7 casas decimais.
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Tabela 5.6: R; e R;f: respostas do detector computadas através das Egs. (5.2) e (5.3)
quando apenas a j-ésima fonte estd ativa. R e R': respostas totais. Os resultados
sao escalados para 1072, E utilizada quadratura de Gauss-Legendre de ordem N
para o tratamento da variavel angular. Resultados para grau 200 de anisotropia.

Sao escalados para x1071.

N

20

32

64

128

3,229450025850
3,229449250196
4,557180899280
4,557179745639
7,786630925131
7,786628995835

3,229449690137
3,220449690137
4557180440372
4557180440372
7,786630130509
7,786630130509

3,229449690199
3,229449690199
4,557180440568
4,557180440568
7,786630130767
7,786630130767

3,229449690199
3,229449690200
4,557180440570
4,557180440572
7,786630130769
7,786630130772

Por fim, para grau 200 de anisotropia, a tabela 5.6 mostra convergéncia
de até 12 casas decimais, entretanto foi necessario elevar o valor de N para que
houvesse concordancia entre as respostas obtidas com o fluxo de particulas e o fluxo

adjunto.

5.1.1.4 FEspalhamento Anisotropico: Problema 2

Como um tltimo problema-teste, considerou-se um problema de trans-
porte em meio de material heterogéneo com espalhamento isotropico, conforme des-
crito pela figura 5.4. Para a equagao de transporte, sao utilizadas as condigoes de

contorno dadas por

1 2 ! / / /
Y(0.u) =1+ 75900, — ) + 5/0 (0, — p')dy,

; o (5.18)
010, = ) = 1500000 + 5 [ u0,00d
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1 2 fo 9 10
fo=10.995 fo=10.995
(a) Configuragao do problema de transporte.
ST =0,25
(0, —p) — — ¥7(10, 1)
1 2 fo 9 10
fo=10.995 fo=10.995

(b) Configuracao do problema adjunto de transporte.

Figura 5.4: Problema teste considerando espalhamento isotrépico em trés regioes.
Na regido central, z € [2,9], a secdo de choque de espalhamento é f; e assumird
diversos valores, dados de acordo com a tabela 5.7. Em (a) é considerada uma
fonte de particulas S = 1 em [1,2]. Um detector com se¢ao de choque de absorgao
o4 = 0,25 é posicionado em [9,10]. As condi¢ao contorno em z = 1 e em z = 10 s@o
dadas pela Eq. (5.18). Para (b), a fonte adjunta é definida como ST = 0,25 em [1,2]
e ST =0 no restante da placa.

para g > 0, uma fonte interna isotrépica S = 1 em [0,1] e um detector D com se¢ao
de choque de absor¢ao o; = 0.25 em [9,10]. Para a equacao adjunta, o termo fonte
é definido como ST = o4 em [9,10]. A tabela 5.7 resume os resultados obtidos para

diversos valores de se¢ao de choque de espalhamento em z € [2,9].
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Tabela 5.7: Resultados obtidos com regra de quadratura de Gauss-Legendre de
ordem N para o tratamento da variavel angular. Ry representa a resposta do
detector obtida através da Eq. (5.2) utilizando quadratura de ordem N e ij a

resposta obtida através da Eq. (5.3) com quadratura de ordem N.

N\ fo 0,995 0,99 0,95 0,8

%1071 %1071 %1071 x 1072
Ry 7,4445786707 5,795277894483 1,491020662621 1,2340659176617
RZ 7,4445786707 5,795277894483 1,491020662621 1,2340659176617
Rg 7,4446197621 5,795332590010 1,491064821289 1,2341551097653
R; 7,4446197621 5,795332590010 1,491064821289 1,2341551097652
R 7,4446169674 5,795330600667 1,491064457400 1,2341547402765
Riﬁ 7,4446169673 5,795330600667 1,491064457400 1,2341547402764
R3o 7,4446168859 5,795330538642 1,491064440960 1,2341547187342
R;Q 7,4446168859 5,795330538643 1,491064440960 1,2341547187343

Os resultados apresentaram boa aproximacao e convergéncia de até 12

casas decimais.

Em todos os testes apresentados, com diferentes graus de anisotropia e
condicoes de contorno, a formulacao ADO aplicada a equacao adjunta de transporte
apresentou resultados com excelente precisao e rapidez. Em comparacao com os
resultados presentes em [45], a formulagao ADO foi capaz de produzir resultados
equivalentes com quadraturas menos refinadas para o tratamento da variavel espacial
e foi capaz de atingir convergéncia para um nimero maior de casas decimais com

relacao aos apresentados na referéncia.
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5.2 Problema Inverso de Reconstrucao de Fontes de

Particulas

Como aplicagao da equagao adjunta de transporte, Eq. (3.25), e da
abordagem fonte-detector apresentada na secao 5.1, deseja-se determinar a distri-
buicao de fontes isotrépicas de radiagao em situacoes nas quais a geometria e a
composicao dos materiais sao conhecidos, nos moldes apresentados por Hykes e
Azmy [35]. Estes sdo problemas inversos que tém como objetivo a estimativa da
distribuicao de fontes internas de particulas através de um processo de minimizagao
no qual a convergéncia é verificada através da comparacao de medidas computa-
das com medidas previamente conhecidas, oriundas de experimentos nas aplicagoes
praticas. A abordagem fonte-detector simplifica o problema inverso, possibilitando

a derivacao de um problema matricial de minimizacao.

Considera-se a equagao de transporte, Eq. (3.1), com fonte de particulas
isotropica

Lo(z,) = 5(2) (5.19)

para z € [29,2g] e p € [—1,1], sujeito a condigdes de contorno dadas pelas Eqgs. (2.29)
e (2.30)
1
Ulaon) = 01(u) + 0o, — 1)+ 208 | G~ ), (520
0

1
zrs — 1) = galps) + P () + 208 / e (5.21)

para p € (0,1]. Suponha-se a presenca de D detectores no interior da placa definida
em [zg,zg] e conhecido r,, € ]Rf, vetor formado pelas medidas das respostas de cada
detector, possivelmente obtidas de maneira experimental. O problema de interesse
¢ a determinacao (ou aproximagao) da fonte S através do modelo de transporte e

das medidas dos detectores.
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Como a geometria e os materiais do problema sao conhecidos, é possivel

determinar os fluxos angulares adjuntos
LTyl = 04;, (5.22)

sujeitos, com u € (0,1], a condi¢oes de contorno

1
e, = 1) = i Cou) + 201 [l o) (5.23)

0

e

1

O zro) = p30) (zr, — 1) + 28 / Wl (zr, — i), (5.24)
0

para i € {1,...,D}, onde 04, sao as se¢oes de choque de absorcao de cada detector.

Supondo-se que uma fonte interna isotrépica S(z) possa ser aproximada por uma

funcio S(z) definida em z € [2g,25], tal que

S(z) = sa’(2), (5.25)

com {a'(z),...,aP(2)} base de fungoes, sy, ...,sp € R os pesos da combinacio linear

a serem determinados. Entao, a i-ésima resposta do detector é dada por

ri = (P, S) = i5j<¢J:aj> =ajs —p;, (5.26)
j=1
onde s € R? é o vetor dos pesos , isto é,
s=[s - sB}T, (5.27)
a; € RP ¢ o vetor formado por
ai=[Wla) - (@]a")]" (5.28)
e
pi = Plor.ga ). (5.29)

Por fim, sdo definidos r,p € R”, os vetores das componentes r; ¢ p;
calculadas nas Eqs. (5.26) e (5.29), respectivamente, de acordo com

T

r=[r - rp] (5.30)
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T
p=I[p - pp] - (5.31)

Desta forma, obtém-se
r=As —p, (5.32)

onde A € RP*P ¢ definida por

A= . (5.33)

Como feito por Hykes e Azmy em [35], é definido o funcional custo

f . RB %R_&.
f(8) = [ltm — 1|3 = |lrm — As +pl[5 = [|t' — As|[3, (5.34)

onder' =r,, + pell-|]2 é anorma Euclidiana vetorial. Desta forma, a fonte sera

estimada a partir da minimizacao da Eq. (5.34)

§ = argmin ||’ — As||o. (5.35)

seRB

Caso A seja inversivel, é possivel determinar § tal que f(§) = 0, o que
pode ser verificado nos cédigos computacionais. Nos demais casos, o problema é

tratado como um processo de minimizagao de minimos quadrados [42].

5.2.1 Resultados Numéricos para a Reconstrugao de Fontes Isotrépicas
de Particulas com Distribuicao e Forma Conhecidas

5.2.1.1 Problema Teste 1: Reconstrucao Sobredeterminada de Fonte Constante

Considera-se o problema de transporte monoenergético e isotropico a

seguir, em meio homogéneo com condigoes de contorno de vacuo.
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d; dy S

Vacuo | } } } } | Vacuo
0 10 15 25 45 50

Figura 5.5: Configuracao do Problema 1. E considerado um tnico meio material e
espalhamento isotrépico, com o =1 e fy = 0,9. Dois detectores, d; e dy com secoes
de choque de espalhamento 047 = 0,25 e 042 = 0,1, sdo posicionados em [10,15] e
[25,45], respectivamente. A fonte a ser reconstruida é S = 2 para z € [45,50] e S =0
caso contrario.

A secao de choque macroscépica total é o = 1 e a secao de choque
de espalhamento é dada por fy = 0,9. Uma fonte interior constante de magnitude
S = 2 é posicionada em z € [45,50], e um par de detectores, d; e dy, com segoes
de choque de absor¢ao o4; = 0.25 e 042 = 0.1, s@o colocados em z € [10,15]
e z € [25,25], respectivamente. Para o problema inverso testado, é admitido o
conhecimento prévio da posicao da fonte e que a mesma é constante. Em termos
da formulagao apresentada na secao 5.2, a base utilizada para a fonte serd a funcao
a'(z) = 1 quando z € [45,50] e a'(z) = 0 caso contrdrio. Desta forma, a fonte

buscada é do tipo

S(z) = s1a'(2), (5.36)
a qual da origem ao sistema

= (U], 5) = si(yf,a')

i (5.37)
ry = (4, 5) = s1(4, a'),
ou, como na Eq. (5.32),
o1
o (e (5.38)
(], a)

com p = 0, pois as condi¢oes de contorno sao de vacuo.

A fim de serem evitados crimes inversos [48], sao utilizas como medi-
das, r,,, para o processo de minimizagao do funcional dado pela Eq. (5.34), per-
turbagoes das respostas dos detectores produzidas pelo método ADO aplicado a
propria equagao de transporte. A tabela 5.8 apresenta as leituras dos detectores

para diversos valores de N no problema teste.
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Tabela 5.8: Respostas dos detectores para quadraturas de Gauss-Legendre de grau
N = 4.8,16,32 para o tratamento da variavel angular.

N dy dy

4 1,0320190543933093 x 107%  3,1970475846099871
8  1,0320556962903920 x 1075  3,1970576840559954
16 1,0320556716283001 x 107¢  3,1970579704972755
32 1,0320556711242592 x 1075 3,1970579756626014

Quando escolhidos como medidas r,, os valores exatos, isto é, r; como
o valor da coluna D; da tabela 5.8 e 9 como o valor da coluna D, da tabela 5.8,
é obtido o valor exato, S = 2, para a intensidade da fonte para todos os valores
de N, entretanto isto se caracteriza como um crime inverso. A ideia é perturbar
os valores exatos com o intuito de simular possiveis erros obtidos com as medidas e
sair de tal situacao. Para esse fim, o vetor de medidas, r,,, é construido como uma
perturbacao positiva de até 10% dos valores apresentados nas colunas d; e dy da

tabela 5.8, conforme a Eq. (5.39) a seguir
f‘mﬂ' = (1 + 0.1 x Oéi) X Tm,is (539)

onde 1 = 1,...,D, r,, é o vetor das medidas exatas, de acordo com a tabela 5.8,
a; € [0,1) é um nimero pseudoaleatério uniformemente gerado e ¥, é a medida
perturbada, a qual serd utilizada nos testes. Para cada valor de N, a reconstrugao
é executada um milhao de vezes com diferentes nimeros aleatérios e o erro relativo

em relacao ao valor exato da fonte é calculado.

Tabela 5.9: Erro relativo para um milhao de perturbacoes de até 10%, uniforme-
mente geradas em torno das medidas computadas r,,.

N Minimo Média Méximo Desvio Padrao
4 1,3x1077 4,993 x 1072 0,1 0,02885872
8 1,0x107% 4,997 x 1072 0,1 0,02885872
16 2,0 x 1077 4,999 x 1072 0,1 0,02886366
32 1,0x107% 4,997 x 1072 0,1 0,02885872
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Os resultados apresentados na tabela 5.9 sugerem que a aproximagao
obtida pouco dependeu do valor de N utilizado, isto é, o erro numérico da apro-
ximagao dos coeficientes da matriz na Eq. (5.38) pouco influiu nos resultados, entre-
tanto esse fenomeno é provavelmente devido a boa aproximacgao apresentada para

valores baixos de N para a leitura do detector.

5.2.1.2  Problema Teste 2: Reconstrucao de Duas Fontes Constantes com Dois
Detetores

Para o préximo teste, considera-se o problema de transporte linear-
mente anisotrépico em meio heterogéneo descrito pela figura 5.6. Dois detectores
sao posicionados em z € [5,8] e z € [70,75], ambos com se¢ao de choque de absorcao
o4 =0.5. A fonte S é tal que S(z) = 2 para z € [35,45] e S(z) = 3 para z € [60,65],

sendo nula para os demais valores da variavel z. As condi¢oes de contorno sao de

Vacuo.
d S=2 S=3 g4
Vécuo I 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
I T T T T T T T T 1
0 5 8 35 45 50 60 65 7075 100
| e e e e e |
o=1 L e e e |
Jo=0,995 o=1
J1=08 Jo=109
f1=07

Figura 5.6: Configuragao do Problema 2. Sao considerados dois meios materiais
com propriedades descritas na figura e espalhamento isotrépico. Dois detectores, dy
e dy com secoes de choque de espalhamento 041 = 042 = 0,5, sao posicionados em
[5,8] e [70,75], respectivamente. A fonte a ser reconstruida é S = 2 para z € [35,45],
S = 3 para z € [60,65] e S = 0 caso contrario.

Para o problema inverso, sao consideradas conhecidas as posigoes nas
quais a fonte de particulas é nao nula. A base para esta fonte é formada pelas funcoes
constante por partes a'(z) = 1 para z € [35,45] e nula para os demais valores de
z, e a*(z) = 1 para z € [60,65] e nula para os demais valores de z. Desta forma, a

hipétese para a solugao é
S(z) = s1a' (2) + s0a*(2), (5.40)
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a qual origina o sistema de equagoes

r = W1,8) = s1(],a') + so(¥],a?),

(5.41)
ry = (13,8) = s, (1b},a') + 32<¢$@2>7

ou,

|whey wlhey| 512
Cwhat) (whe?)| |

com s e $p os valores que a fonte assume para z € [35,45] e z € [60,65], respectiva-

mente.

Para a reconstrugao, a matriz da Eq. (5.42) é gerada através do método
ADO com N = 16. Os valores das medidas utilizados para o teste foram gerados
através das respostas obtidas pelo método ADO para a equacao de transporte com
N = 4. Para os valores exatos das medidas, r,,, a tabela 5.10 a seguir mostra os
resultados obtidos.

Tabela 5.10: Reconstrucao da fonte do problema teste.

S1 S Erro Relativo

2,000014  2,999991 0(1079)

Apdés uma perturbacao de até 10% ser aplicada as medidas geradas pelo
método ADO, conforme a Eq. (5.39), a tabela 5.11 a seguir sintetiza os resultados
obtidos para a reconstrucao da fonte em termos do erro relativo entre os valores
obtidos e os exatos.

Tabela 5.11: Erro relativo para um milhao de perturbacoes de até 10% uniforme-
mente geradas em torno das medidas computadas r,,.

Minimo Média Maximo Desvio Padrao

0,001242 0,028930 0,041950 0,041950

Para um milhao de perturbagoes das medidas exatas, o valor médio
para o erro relativo da fonte reconstruida nao ultrapassou 10% em relacao as valores

exatos.
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5.2.1.8 Problema Teste 3: Fonte Polinomial

Como terceiro problema teste, sera considerada uma fonte polinomial
definida em toda a placa. Considera-se uma placa homogénea e o problema de trans-
porte isotropico, monoenergético e com condicoes de contorno de vacuo, conforme
a figura 5.7.

dy dsy ds
. L L |

Viécuo | } } } } { } 1 Viacuo
0 1 2 3.5 4.5 7 8 10

Figura 5.7: Configuracao do Problema 3. E considerado um tnico meio material
e espalhamento isotrépico, com ¢ = 1 e fy = 0,8. Trés detectores, di, do e ds,
com segoes de choque de espalhamento 041 = 042 = 043 = 0,5, sao posicionados
em [1,2], [3,5;4,5] e [7,8], respectivamente. A fonte a ser reconstruida é S(z) =
1 —2/52+1/252% para z € [0,10].

A secao de choque total é o = 1, e a secao de choque de espalhamento

¢ dada por fy = 0.8. Uma fonte polinomial ¢ definida na placa de acordo com

2 1
E . 2 4
S(z) 5z+25z , (5.43)

para z € [0,10]. Nota-se que os valores de maximo para esta fonte, S = 1, sao

atingidos em z = 0 e z = 1, enquanto o minimo, S = 0, é alcancado em z = 5.

Para o problema inverso, é assumido que a fonte é dada por um po-
linémio de grau dois definido para z € [0,10]. Ademais, trés detectores, cujas segoes
de choque de absorcao valem o4 = 0.5, sdo posicionados em z € [1,2], z € [3.5,4.5] e

z € [7,8]. A partir da base {1,2,2%} de polindmios definidos em z € [0,10], tem-se
= Sl< Iv 1> + 82<77b1f’ Z> + S3<¢Iv Z2>7

ry = s1(Y8, 1) + 2 (W, 2) + s3(¢], 2, (5.44)

r3 = 81(@,, 1> =+ 32<w§7 Z> + S3<¢§a 22>7

67



ou,

(Wily (@l z) (u],22),
r= <¢;71> W;?Z) <¢£722>7 S’ (545)
(wily (Wl z) (W22,

comr=1[r; 1 r3]7 es=[s; 5o s3]7.

A matriz definida na Eq. (5.45) é gerada através do método ADO para
a equacao adjunta com N = 32. Para o mesmo valor de N, quando as medidas sao
calculadas através do método ADO, a reconstrugao da fonte é exata. A tabela 5.12
mostra os resultados obtidos quando é utilizado N = 4 no método ADO para o

calculo das medidas.

Tabela 5.12: Valores obtidos para os coeficientes da expansao da base em polinémio

de grau 2. O erro relativo é calculado com relagao a Eq. 5.43

S So Ss Erro Relativo

1,0001456459962 —0,40006162937255 0,04000553708149 O(107%)

A tabela 5.13 expoe os resultados obtidos para o erro relativo para um
milhdo de testes com diferentes perturbacoes de até 10% das medidas exatas r,,,

seguindo a Eq. (5.39).

Tabela 5.13: Erro relativo para um milhao de perturbacoes de até 10% uniforme-

mente geradas em torno das medidas computadas r,,.

Minimo Média Méximo Desvio Padrao

0,00042299110597 0,05481455272535 0,12500523465622 0,02400378621866

O erro maximo obtido foi de cerca de 12,5%, entretanto o desvio padrao

do erro relativo indica a proximidade dos resultados da média de 5,48%.
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5.2.2 Resultados Numéricos para o Reconstrugao de Fontes Isotrépicas
de Particulas Via Funcoes Constantes por Partes

Os problemas-teste até agora propostos assumiram o conhecimento so-
bre a forma da fonte e é uma abordagem vélida sempre que houver conhecimento
prévio dessa informacao [35]. Entretanto, essa nem sempre é uma informagao pre-
sente, fazendo-se necessarias aproximacoes. Suponha-se que nao exista conhecimento
prévio a respeito da forma do termo-fonte. Neste caso, uma placa definida em [z,2g]
pode ser particionada em segmentos e uma base de fungoes constantes em cada seg-

mento pode ser escolhida. Dado [zg,zg] particionado em B segmentos conforme

B
20.2r) = | [2-1,%) (5.46)
b=1
onde ¢ definida a base {a'(2),...,a?(2)} de acordo com

1, seze€ [zk,l,zk}

ab(z) = (5.47)
0, caso contrario
para b=1,...,B. Desta forma, a aproximacao da fonte é dada por
) B
S(z) = sa’(2). (5.48)
b=1

Se um detector for posicionado em cada segmento, o sistema obtido sera dado por

sb<¢3,ab> — i, (5.49)

1

B
ri =
b=

para ¢ = 1,...,D. Pela construcao, fica claro que as funcoes da base podem ser
mais complexas do que constantes, embora tais casos nao tenham sido testados
no presente trabalho. Em adigao, nao precisa ser colocado necessariamente um
detector em cada segmento, podendo ser desde nenhum até multiplos detectores por

segmento.
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5.2.2.1 Problema Teste 1: Reconstrucao de Fonte Polinomial

Como teste, considere a equacao de transporte isotrépica, definida em
uma placa homogénea em [0,100], com condigdes de contorno de vécuo, se¢ao de
choque total 0 = 1 e secao de choque de espalhamento f, = 0.9. No interior da
placa, é definida a fonte polinomial

z(z — 100)

S(&) =00

(5.50)

para z € [0,100]. Para 8 segmentos, a figura 5.8 mostra os resultados obtidos com
a reconstrucao com medidas exatas e perturbadas. Sao utilizados 8 detectores, um
por segmento, com se¢ao de choque de absorcao o, = 0.5.

11

Fonte
Leitura exata  x
1k Leitura perturbada

09

08

0.7

06

05

04

03

0.2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.8: Grafico da fonte polinomial exata e da reconstrucao com 8 segmentos

uniformes.

A reconstrucao através das medidas exatas ficou exatamente sobre o
grafico da fonte original, enquanto erros surgiram na reconstrucao baseada nas me-
didas perturbadas. Para o calculo do erro, as leituras de cada detector sao recal-
culadas utilizando a aproximagcao e o erro relativo é avaliado em relagao as leituras
exatas, para este problema teste, o erro relativo obtido foi de 6,54%. O problema
também é resolvido dividindo a regiao de interesse em 16 segmentos. A figura 5.9 a

seguir apresenta os resultados obtidos com a reconstrucao.
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Fonte
1 Leituraexata  x

\\ Leitura perturbada

09

08 |

0.7

06

S(z)

05

04 |

0.3

02

Figura 5.9: Grafico da fonte polinomial exata e da reconstrucao com 16 segmentos

uniformes.

O erro relativo entre as leituras exatas obtidas pelos detectores e as
obtidas com a reconstrugao foi de 5,27%, uma melhora com relagdo ao uso de 8

segmentos.

5.2.2.2  Problema Teste 2: Reconstrugao de Fonte Fxponencial

Para o préximo problema-teste, considera-se um problema de trans-
porte isotrépico em meio homogéneo definido em z € [0,10], com se¢oes de choque
total e de espalhamento dadas por, respectivamente, o = 1 e fo = 0.9, condigoes de

contorno de vacuo e fonte interna isotrépica definida por

S(z) = e FE—*, (5.51)

A figura 5.10 a seguir representa o grafico da fonte S para diversos

valores de k.
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S(2)

0 a/2 a 3a/2 2a0 a/2 a 3a/2 2a0 a/2 a 3a/2 2a

Figura 5.10: Graficos da fonte exponencial para k = 1,2,5.

Conforme pode ser visto na figura 5.10, o parametro k altera a declivi-
dade de S(z), tornando-a mais préxima de um pico unitario no eixo de simetria em
z = a a medida que k cresce. Para a reconstrucao da fonte, a placa é inicialmente
segmentada em 4, e 16 partes de maneira uniforme, conforme a Eq. (5.46), onde
cada uma das partes contém um detector. A base escolhida para a aproximagao da
fonte é constante por partes, dada pela Eq. (5.47). Como no problema anterior, o
erro relativo da reconstrucao é calculado através da determinacgao das leituras dos
detectores, dadas pela Eq. (5.2), onde o fluxo angular é obtido via a resolugao da
Eq. (3.1) com o termo-fonte obtido pela reconstrucao através de perturbagoes de
10% das medidas exatas dos detectores. Os testes sao executados para k =1, k = 2

e k=25, coma=>.

Inicialmente, para 4 segmentos, as reconstrucoes feitas a partir das
medidas exatas e perturbadas dos detectores podem ser vistas na figura 5.11 a
seguir. Tanto a reconstrucao com valores exatos quanto com valores perturbados se
assemelham a forma do grafico da fonte original, porém a tabela 5.14 mostra que o
erro relativo para a reconstrugao é grande. Este é o resultado esperado, pois existem
poucas fungoes-base proximas ao eixo de simetria, local de grande variagao da fonte

exponencial original.
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Exata X Reconstrucdo |

S(z)

Figura 5.11: Reconstrucao da fonte exponencial com 4 segmentos uniformes. A
primeira coluna da esquerda contém a reconstrucao da fonte com k = 1 para trés di-
ferentes perturbagoes das medidas reais. A coluna central e a da direita sao analogas,

com k =2 e k =5, respectivamente.

Tabela 5.14: Erro relativo da reconstrucao da fonte exponencial para a divisao da

regiao em 4 segmentos.

k 1 2 D

Erro [%] 47,42 50,25 50,22

Quando utilizados 16 segmentos, a reconstrucao feita por vias das me-
didas exatas dos detectores se manteve sobre o grafico da fonte original, conforme
mostra a figura 5.12. Por outro lado, a reconstrucgao feita através de medidas per-
turbadas sofreu um ligeiro distanciamento da fonte original, principalmente para

os casos com k = 1 e k = 2, onde existem mais func¢oes-base préximas ao eixo de
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simetria. Em todos os casos, o erro com a fonte reconstruida se manteve grande,

conforme exibido na tabela 5.15.

A |

; N !\
A\ )

0 | 5eBe-pe-pepe 2 B
1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 O 5 10 O 5 10
[ S(z)

Exata X Reconstrucio ]

Figura 5.12: Reconstrucao da fonte pico com 16 segmentos uniformes. A primeira
coluna da esquerda contém a reconstrucao da fonte com k& = 1 para trés diferentes
perturbacoes das medidas reais. A coluna central e da direita sao analogas, com

k =2 e k =5, respectivamente.

Tabela 5.15: Erro relativo para a divisao em 16 segmentos da regiao.

k 1 2 D

Erro [%] 47,76 46,84 47,63

A fim de se obter valores menores para o erro relativo, a ideia é aumentar
o numero de fungoes proximas ao eixo de simetria em z = 5. E evidente que esse
objetivo pode ser atingido através do aumento do nimero de segmentos no intervalo

[0,10], entretanto tal refinamento é desnecessario em todo o intervalo, em virtude
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da fonte original ser bem aproximada por poucas fungoes-base quando longe do eixo
de simetria. Desta forma, a utilizacdo de uma segmentacao nao uniforme parece ser

uma melhor estratégia. E considerado o intervalo [0,10] dividido conforme
[0,10] = [0;3,5] U [3,5;6,5] U [6,5; 10], (5.52)

onde cada um dos subintervalos descritos pela Eq. (5.52) é segmentado de acordo
com a Eq. (5.46), com fungoes base descritas pela Eq. (5.47). A figura 5.13 a seguir
apresenta os resultados obtidos pela reconstrugao, onde [0; 3,5]U[6,5; 10] é uniforme-
mente dividido em 6 segmentos e [3,5;6,5] é dividido em 6 ou 15 segmentos. Como
anteriormente, é feita a utilizacao das medidas exatas dos detectores e perturbagoes

de até 10% dessas medidas.

T T T T T T T T T T T T

1,2 | -

1F X 4
0,8 4

0,6 | \ 4 7Z

0,4 -
A
0,2 4 ‘i\

1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 O 2 4 6 8 10

Medidas Exatas Medidas Perturbadas |

Figura 5.13: Reconstrucao da fonte pico para k = 1 com 16 e 21 segmentos nao

uniformes.

A reconstrucao feita através das medidas exatas apresentou uma boa
aproximacao da fonte exata. Todavia, a reconstrucao feita com a utilizacao das
medidas perturbadas nao foi fiel a fonte exata, apresentando comportamento osci-
latério nas proximidades do eixo de simetria do grafico da fonte. Essa é de fato
uma caracteristica comum aos problemas inversos, cuja classe de problemas é, em
geral, composta por problemas mal postos [48, 60]: as solugoes, quando existentes,

nao sao necessariamente Unicas e muitas vezes apresentam grande sensibilidade a
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pequenas perturbacoes dos dados. Em geral, podem haver infinitas solugoes para um
problema de minimos quadrados, principalmente na presenca de perturbagoes nos
dados, situagdo em que podem haver diversas solugoes tais que o residuo ||r,, — A4s||>

seja suficientemente pequeno [5].

5.2.3 Regularizacao de Tikhonov

Com intuito de obter-se um problema melhor condicionado e de se es-
colher boas solugoes para o problema de minimizacao, é introduzida a classica regu-
larizagao de Tikhonov [5, 48, 60] através da alteracao do funcional custo dado pela
Eq. (5.34)

fa(s) = |lr" = As|[; + o®||Ts[3, (5.53)

onde a é o parametro de regularizacio e T' € RP*E () > 1 inteiro arbitrario,
¢ a matriz de Tikhonov, a qual representa alguma medida de s a ser definida. E
observado que a Eq. (5.34) é recuperada ao fazer-se @ = 0 na Eq. (5.53). Além disso,
nao é necessaria a alteracao do método utilizado para o processo de minimizagao,

uma vez que a Eq. (5.53) é equivalente a

2
s (5.54)
2
para o > 0. Entre os exemplos mais comuns de matriz de Tikhonov, estao Ty €
REXB Ty ¢ RB-DxB o T, ¢ RB-2xB [5] definidas por Ty = I, a matriz identidade
do R?,
1 -1 1 -2 1
T, = , ey = , (5.55)
1 -1 1 =21

entre outros. O processo de minimizag¢ao com a matriz de Tikhonov Ty visa obter
a solugao s de menor norma. As demais, 17 e 15, sao baseadas, a menos de uma

constante multiplicativa, em diferencas finitas e visam minimizar Y7~ (s; — 5;11)°
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e Zf:_f(sj — 2841 + Sj42)7, respectivamente. A figura 5.14 a seguir apresenta os

resultados obtidos com a utilizacao da matriz de Tikhonov Tj.

0.5 \\ a
/ : / )
0 | —s—s— N — o **—x’—"‘/ \Lx—x— gx—x’j \gx—x—

0.5 y

0 5 10 0 5 10 0 5 10

[ S(z) Medidas Exata  x Medidas Perturbadas |

Figura 5.14: Reconstrugoes da fonte pico com k = 1, para 16 segmentos nao unifor-
mes e regularizacao Ty com a = 0,01;0,05;0,1;0,3;0,5;0,7, ordenadas da esquerda

para a direita, de cima para baixo.

A figura 5.14 indica melhora nos resultados previamente exibidos na
figura 5.13 para a reconstrucao feita com base nas medidas perturbadas quando
utilizados a@ = 0,05 e @ = 0,1 como parametro de regularizacao. Para os demais
valores de «a, a regularizagao penalizou muito a solugao, gerando reconstrucoes nao
condizentes com a fonte exata. A tabela 5.16 a seguir apresenta os valores obtidos

para o erro relativo nos casos onde o = 0,05 e a = 0,1.

Tabela 5.16: Erro relativo para a reconstrugao com matriz de Tikhonov Tj.

o) 0,06 0,1

Erro [%] 5,07 6,30
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De acordo com a tabela 5.16, a utilizacao de 16 segmentos nao unifor-
mes aliada a regularizacao de Tikhonov Ty foi capaz de reduzir o erro obtido com a
reconstrucao para 5,07%, com a utilizacao de o = 0,05 como parametro de regula-
rizacao. Esse resultado é muito melhor do que aquele apresentado na tabela 5.15,
para o qual o erro relativo foi de 47,76%. A figura 5.15 a seguir apresenta os resul-

tados obtidos com a regularizacao T.

0 | —s—s—* N e e— - ————X M e x— e R
T T T T T T T T T
1 - -
£
[
0.5 | [ 1 FoA A
\ ] / \
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 0 5 10 O 5 10

| S(z2) Medidas Exata X Medidas Perturbadas |

Figura 5.15: Reconstrugoes da fonte pico com k£ = 1, para 16 segmentos nao unifor-
mes e regularizacao 77 com a = 0,01;0,05;0,1;0,3;0,5;0,7, ordenadas da esquerda

para a direita, de cima para baixo.

A utilizacao da matriz de Tikhonov 77 apresentou bons resultados para
a reconstrucao. Da mesma forma como na figura 5.14, as escolhas de o = 0,05 e
a = 0,1 como parametro de regularizagao apresentaram as reconstrugoes mais fiéis
a fonte exata. A tabela 5.17 a seguir mostra os erros obtidos para estes valores de

.
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Tabela 5.17: Erro relativo para a reconstrugao com matriz de Tikhonov 73.

a 0,05 0,1

Erro [%] 5,63 5,48

A tabela 5.17 mostra que o erro relativo da reconstrucao com respeito

a fonte original foi baixo, embora superior ao da tabela 5.16 com a = 0,05. Para

o mesmo problema, também ¢é utilizada a matriz de Tikhonov T5. A figura 5.16 a

seguir mostra os resultados obtidos.
XX
/ A

0.5

/ \"~>¢—x— - s
T T

0.5

oA
J g

1 1 1 1

5 10 0 5
Medidas Perturbadas |

x

1
10 0
Medidas Exata

0
S(2)

Figura 5.16: Reconstrucoes da fonte pico com k = 1, para 16 segmentos nao unifor-

mes e regularizacao T com « = 0,01;0,05;0,15;0,3;0,5; 0,7, ordenadas da esquerda

para a direita, de cima para baixo.

Com a utilizagao da matriz 75 para a regularizacao, os casos onde o =

0,15 e a« = 0,3 foram os que se mostraram mais fiéis a fonte exata. A tabela 5.18

sumariza o erro relativo obtido.
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Tabela 5.18: Erro relativo para a reconstrugao com matriz de Tikhonov T5.

a 0,05 0,1

Erro [%] 5,55 5,96

Outra vez, foram obtidos bons resultados para o erro relativo, embora
nao tao bons quanto o caso a = 0,05 da regularizacao com a matriz de Tikhonov

Th.

O problema fonte-detector, discutido na segao 5.1, permitiu caracterizar
o problema inverso de reconstrucao da fonte isotrépica em meio conhecido como
um problema de minimizacao matricial. Foram facilmente obtidos bons resultados
para a reconstrucao de fontes simples: constantes e polinomiais. Entretanto, para
fontes ligeiramente mais complexas, como a exponencial definida pela Eq. (5.51), foi
necessario a aplicacao da estratégia de regularizacao de Tikhonov para a obtengao
de resultados satisfatorios. Em adigao, uma escolha adequada para as fungoes-
base e, por conseguinte, a particao do intervalo, é fundamental para a resolugao
do problema, deixando ainda em aberto o uso de aproximacoes via funcoes nao

constantes e estratégias adaptativas para a escolha da segmentacao.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, o formalismo de ordenadas discretas proposto pelo
método ADO foi pela primeira vez desenvolvido e aplicado com sucesso para re-
solver a equagao adjunta de transporte monoenergética, em geometria plana in-
finita, considerando meios de material heterogéneo, espalhamento anisotrépico de
grau arbitrério e condi¢oes de contorno gerais. Em particular, para o problema
com espalhamento isotrépico, foi também derivada uma solucao explicita para as
autofungoes. Além disso, foi apresentada uma solucao particular para fontes gerais
em termos da funcao de Green em meio infinito. Solucoes conhecidas da equagao
de transporte e resultados presentes na literatura foram utilizados através do pro-
blema fonte-detector para verificacao das solugoes obtidas com o método ADO para
a equagao adjunta. De maneira geral, o método ADO para a equacgao adjunta se
mostrou rapido, de facil implementacao e preciso, sendo capaz de reproduzir os re-
sultados de Militao et al. [45] com a utilizagdo de um menor nimero de nds nas
regras de quadratura, atrativos importantes para futuras aplicagoes do método em
dimensao espacial superior, um tépico a ser abordado em trabalhos futuros. Em
adicao, a formulagao obtida sugere que a solugao ADO para a equagao de trans-
porte multigrupo pode ser de auxilio na derivacao da equacao adjunta de transporte
dependente da energia. Através da formulacao ADO obtida e da estratégia de regu-
larizacao de Tikhonov, foi possivel a resolugao bem sucedida de problemas inversos
em reconstrucao de fontes isotrépicas para problemas de geometria e materiais co-
nhecidos, permanecendo ainda em aberto a utilizagao de heuristicas para a escolha
de parametros de regularizacao mais adequados, assim como a utilizacao de outras

técnicas de regularizagao.
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