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RESUMO

Mapas simpléticos sdo bem conhecidos por preservarem o volume do espaco
de fase em dindmica Hamiltoniana e sdo particularmente apropriados para
problemas que requerem longos tempos de integracdo. Nesta tese nos desen-
volvemos abordagens baseadas em mapas simpléticos para o acoplamento de
multi sub-sistemas/dominios astrofisicos/cédigos de simulacdo, para integra-
¢do eficiente de sistemas de N-corpos auto-gravitantes com grandes variagdes
nas escalas de tempo caracteristicas. N6s estabelecemos uma familia de 48 no-
vos mapas simpléticos baseados numa separacdo Hamiltoniana recursiva, que
permite que o acoplamento ocorra de uma maneira hierdrquica, contemplando
assim todas as escalas de tempo das intera¢des envolvidas. Nossa formulacao é
geral o suficiente para permitir que tal método seja utilizado como receita para
combinar diferentes fendmenos fisicos, que podem ser modelados independen-
temente por cédigos especializados. N6s introduzimos também uma separagao
Hamiltoniana baseada em Hamiltonianos de Kepler, para resolver o problema
gravitacional geral de N-corpos como uma composicio de N? problemas de
2-corpos. O método resultante é exato para cada problema de 2-corpos indivi-
dual e produz resultados rdpidos e precisos para sistemas de N-corpos quase-
Keplerianos, como sistemas planetarios ou um aglomerado de estrelas que or-
bita um buraco-negro supermassivo. O método é também apropriado para inte-
gracdo de sistemas de N-corpos com hierarquias intrinsecas, como um aglome-
rados de estrelas com bindrias compactas. N6s apresentamos a implementagao
dos algoritmos mencionados e descrevemos o nosso cédigo tupan, que estad pu-
blicamente disponivel na seguinte url: https://github.com/ggf84/tupan.

Palavras-chave: Dindmica estelar; Simulagdes de N-corpos; Mapas simpléticos;
Integracdo numérica; GPGPU.
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ABSTRACT

Symplectic maps are well know for preserving the phase space volume in Ha-
miltonian dynamics and are particularly suited for problems that require long
integration times. In this thesis we develop approaches based on symplectic
maps for the coupling of multi sub-systems/astrophysics domains/simulation
codes for efficient integration of self-gravitating N-body systems with large va-
riation in characteristic time-scales. We establish a family of 48 new symplectic
maps based on a recursive Hamiltonian splitting, which allow the coupling to
occur in a hierarchical manner, thus contemplating all time-scales of the invol-
ved interactions. Our formulation is general enough to allow that such method
be used as a recipe to combine different physical phenomena which can be
modeled independently by specialized simulation codes. We also introduce a
Keplerian-based Hamiltonian splitting for solving the general gravitational N-
body problem as a composition of N? 2-body problems. The resulting method
is precise for each individual 2-body solution and produces quick and accurate
results for near-Keplerian N-body systems, like planetary systems or a cluster
of stars that orbit a supermassive black-hole. The method is also suitable for in-
tegration of N-body systems with intrinsic hierarchies, like a star cluster with
compact binaries. We present the implementation of the mentioned algorithms
and describe our code tupan, which is publicly available on the following url:
https://github.com/ggf84/tupan.

Keywords: Stellar dynamics; N-body simulations; Symplectic maps; Numerical
integration; GPGPU.
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Parte I

INTRODUCAO






One reason that life is complex is that it has
a real part and an imaginary part.

— Andrew Koenig

INTRODUCAO

Nas tltimas cinco décadas sistemas computacionais tém mostrado um cresci-
mento expressivo em seu poder de computagdo, permeando e influenciando
quase todos os aspectos de nossa sociedade. O impulso inicial para a busca
por computadores cada vez mais rdpidos foi dado pela comunidade cientifica,
que desde entdo tem-se beneficiado grandemente desse aumento continuo em
performance computacional. Igualmente importante para o desenvolvimento
cientifico atual é a producdo de pacotes de software cada vez mais rdpidos e
sofisticados. Avancos nestas duas fronteiras tem gradualmente expandido a
importancia da computacdo na ciéncia, de uma mera ferramenta para andlise
numérica, & um ambiente plenamente desenvolvido para realizagdo de experi-
mentos virtuais.

Tradicionalmente, a investigacdo cientifica tem-se baseado em dois pilares:
teoria e experimento. A disponibilidade dos assim chamados laboratérios virtuais
(Hut, 2010), tem permitido a reprodugdo de fendmenos naturais complexos, e
vem resultando na ascensdo da simulagio como um terceiro pilar da pesquisa
cientifica. Simulagdes tem a grande vantagem de permitir a investigacdo de
fendmenos muito dificeis, ou mesmo impossiveis, de serem reproduzidos em
um laboratério real. Por outro lado, estudos tedricos sao muitas vezes limitados
a descricdo de fendmenos cujas equacdes que o descrevem sao analiticamente
soltveis. Quando isto ndo é possivel ou quando métodos perturbativos j& ndo
sdo suficientes para o seu completo entendimento, experimentos virtuais sdo a
Unica alternativa viavel.

A modelagem de fendmenos naturais, o desenvolvimento de pacotes de soft-
ware, juntamente com a tarefa de realizar e analisar os dados de simulagdes,
caracterizam o trabalho de um cientista computacional.

1.1 CONTEXTUALIZAQAO E JUSTIFICATIVA

Historicamente, simulac¢des astrofisicas tem evoluido de maneira direta com o
desenvolvimento de sistemas computacionais, tornando-se uma ferramenta in-
dispenséavel para o entendimento de grandes bases de dados observacionais
e para o ganho de conhecimento sobre a formacdo e evolucdo de sistemas
astrofisicos. A demanda por tais simulagdes tem crescido em conformidade



INTRODUCAO

com o aumento e a qualidade dos dados observacionais, especialmente com a
recente introdugdo de arquiteturas multi-core tais como em Central Processing
Units (CPUs) e Graphics Processing Units (GPUs), que atuam como aceleradores
de desempenho de propésito geral.

Simulagdes gravitacionais de N-corpos requer ambos, uma forma rdpida para
calcular as forcas e um método de integragdo suficientemente preciso para evo-
luir as particulas no tempo. Uma série de metodologias tem sido desenvolvi-
das nos anos passados e uma escolha tem que ser feita com base no sistema
que pretende-se modelar. Por exemplo, métodos de soma direta das forcas sdo
mais precisos, porém mais caros computacionalmente O(N?), e requerem es-
quemas de integragdo de altas ordens a fim de manterem a precisdo da simu-
lagdo por longos periodos de tempo. Estes sdo tipicamente mais apropriados
para simulagdes de sistemas colisionais tais como sistemas planetarios, aglome-
rados estelares, nticleos galacticos e dinamica de buracos-negros. No outro ex-
tremo encontra-se métodos de implementa¢do muito mais complexa, baseados
numa estrutura de dados em &rvore (tree-codes, Barnes and Hut, 1986) ou numa
expansdo multi-polar do potencial gravitacional (fast-multi-pole method, Green-
gard and Rokhlin, 1987), que reduzem a complexidade computacional para
O(Nlog(N)) e O(Nlog(log(N))) ~ N, respectivamente, as custas de uma es-
timativa menos precisa para as forcas gravitacionais. Tais métodos tipicamente
adotam um simples esquema leap-frog para integragdo temporal das particulas
e sdo apropriados para estudos de sistemas ndo-colisionais tais como dinamica
de galadxias e simulagdes cosmolégicas.

Simulagdes astrofisicas realisticas e completamente auto-consistentes, entre-
tanto, tem sido praticamente impossiveis nos anos passados, tanto pela falta
de suficiente poder computacional, quanto pela auséncia de cédigos implemen-
tando multiplos dominios astrofisicos, como dindmica gravitacional, (magneto-)
hidrodindmica, evolugdo estelar, cosmologia, transferéncia radiativa, evolugdo quimica,
dentre outros. Nas décadas de 1970 e 1980 os primeiros c6digos mono-dominio
foram estabelecidos juntamente com métodos para simulacdo de cada domi-
nio separadamente. Os dominios da dindmica gravitacional e cosmologia foram
combinados ja na década de 1980 (Efstathiou et al., 1985) e, uma a duas déca-
das depois, estudos combinando dindmica gravitacional e evolugio estelar foram
realizados (Portegies Zwart et al., 1997b,a, 1999, 2001, 2004, 2006, 2007). Com
a introdugdo de arquiteturas paralelas, placas dedicadas GRAvit PipE (GRAPE,
Sugimoto et al., 1990), e mais recentemente, GPUs, um grande aumento em per-
formance computacional foi alcangado (tipicamente 2 ordens de magnitude)
e os codigos atuais tem melhorado grandemente em termos de sua faixa de
aplicabilidade dinamica e precisdo numérica. Contudo, um importante bottle-
neck na drea de astrofisica computacional continua sendo o desenvolvimento
de software capaz de modelar um sistema realisticamente.

No contexto de simulagdes empregando multiplos dominios astrofisicos, existe
atualmente duas vertentes sobre como tais dominios sdo combinados/acopla-
dos. A primeira vertente baseia-se na construgdo de cédigos seguindo uma es-
trutura monolitica, onde, partindo de um c6digo gravitacional bem fundamen-
tado, mais fendmenos fisicos sdo gradativamente adicionados a estrutura exis-
tente. Um exemplo de tal filosofia esta concretizada no famoso cédigo Gadget
(Springel, 2005), que em sua versdo original combina os dominios da dindmica
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gravitacional, cosmologia e hidrodindmica, e tem sido amplamente adotado pela
comunidade cientifica como base para diversos estudos e implementacdo de
outros fendmenos igualmente importantes. Uma segunda vertente baseia-se na
construgdo de cédigos seguindo uma estrutura modular, onde cada dominio
astrofisico é implementado de maneira autonoma e independente dos demais.
Neste caso, um cédigo adicional deve ser escrito para cada aplicagdo em es-
pecifico, no qual os diferentes dominios necessérios sdo acoplados da maneira
desejada. Um exemplo de tal filosofia estd concretizada no framework AMUSE (Pe-
lupessy et al., 2013), que implementa uma interface em Python para diversos
coédigos existentes.

Experiéncia tem mostrado que ambas as abordagens acima possuem limita-
¢des. A maior parte dos cédigos computacionais em uso foram desenvolvidos
com um problema particular em mente, e pode nédo ser utilizdvel fora de seu
dominio de aplicagdo. Por exemplo, um cédigo de N-corpos resolve a dinamica
gravitacional de milhares de estrelas, mas pode nao incluir algoritmos para evo-
lugdo estelar ou dindmica do gés entre as estrelas. O posterior desenvolvimento
dessas caracteristicas necessita um conjunto completamente diferente de experti-
ses que o desenvolvedor do cédigo gravitacional original pode ndo possuir. Isto
representa uma barreira para o continuo desenvolvimento de c6digos monoliti-
cos, dada a tendéncia atual em que a modelagem numérica de cendrios realisti-
cos envolvendo interagdes fisicas complexas estd cada vez mais suplantando as
solugdes de problemas idealizados de décadas atras. A filosofia utilizada, p. ex.,
no framework AMUSE tem a vantagem de que cada desenvolvedor pode focar na
construcdo de cédigos cada vez mais robustos e eficientes com base na sua proé-
pria drea de expertise. O problema aqui aparece quando do momento em que
necessita-se o acoplamento dos diferentes dominios astrofisicos para o estudo
de um sistema em particular. Por exemplo, certos fendmenos como i) gravita-
¢do com corregdes relativisticas, ii) gravitagdo e hidrodindmica em regides de
alta densidade, ou iii) magneto-hidrodinamica, etc., necessitam ser acoplados
a um nivel fine-grained’, ou seja, o acoplamento deve existir a cada passo de
tempo da solugdo a fim de evitar certos artefatos numéricos que apareceriam
de outro modo. Em outros casos tais como, i) gravitagdo e evolugdo estelar, ii)
gravitagdo e hidrodindmica em regides de baixa densidade, ou iii) gravitagdo e
cosmologia, 0 acoplamento pode ser relaxado a um nivel coarse-grained, ou seja
umas poucas vezes durante a escala de tempo tipica do sistema ja contempla o
comportamento esperado para sua evolugdo dindmica. Assim, o problema com
a estrutura modular do framework AMUSE é que este se presta a modelagem de
sistemas cujos diferentes dominios astrofisicos podem ser acoplados apenas a
um nivel coarse-grained.

Em dltima instancia, o problema do acoplamento auto-consistente de dife-
rentes fendmenos astrofisicos nos cédigos computacionais é uma questdo de
como as escalas de tempo envolvidas estdo relacionadas. Um primeiro avango
no sentido de se modelar sistemas com fendmenos envolvendo diferentes es-
calas de tempo seguindo a filosofia mais tarde adotada pelo framework AMUSE
surgiu com a criagdo de um método hibrido nomeado BRIDGE e primeiramente

Nao confundir com as terminologias fine- e coarse-grained utilizadas no contexto da Mecanica
Estatistica.
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introduzido por Fujii et al. (2007). BRIDGE é baseado numa extensdo de segunda
ordem do esquema Mixed Variable Symplectic (MVS), desenvolvido no contexto
de integragdes a longo prazo de sistemas planetérios (ver, p. ex., Wisdom and
Holman, 1991). Em sua versdo cldssica, o método BRIDGE tornou possivel o aco-
plamento de um c6digo direto O(N?) com um c6digo em arvore O(Nlog(N)),
resultando em um tinico c6digo composto capaz de lidar com a coevolugao de
sistemas colisionais e ndo-colisionais auto-consistentemente. A ideia por tras
do método BRIDGE é bastante poderosa, pois permite o acoplamento de dife-
rentes codigos especializados sem a necessidade de modificar cada um deles
individualmente. Variagdes do método BRIDGE tem sido usadas extensivamente
para o acoplamento de c6digos no framework AMUSE. Contudo, isto tem sido feito
apenas a um nivel coarse-grained.

A inclusdo de outros fendmenos que necessitem de um acoplamento a um
nivel fine-grained, a modelagem de sistemas mais complexos e potencialmente
mais interessantes do ponto de vista astrofisico, necessita assim o que nés cha-
mamos de BRIDGE-hierdrquico, onde o método BRIDGE original (ou alguma va-
riagdo deste), possa ser aplicado de maneira hierdrquica de modo a contemplar
as diferentes escalas de tempo envolvidas nos diferentes dominios astrofisicos.
Neste trabalho, nds atacamos este problema sob a 6tica da evolugdo de siste-
mas gravitacionais. Contudo, nés mantemos nossos desenvolvimentos teéricos
gerais o suficiente para que o método construido aqui seja aplicavel a qualquer
sistema fisico cuja evolugdo temporal seja governada pela eq. 2.23. Assim, base-
ado na ideia por trds do método BRIDGE, nds estabelecemos uma familia de 48
novos mapas simpléticos para evolucdo temporal de sistemas Hamiltonianos,
além de um mapa especifico a sistemas gravitacionais.

1.2 ORGANIZAQAO DA TESE

Esta tese é dividida em trés partes: I - Introdugéo, II - Metodologia e Resultados
e III - Conclusdes.

A parte I contém este Capitulo de Introdugdo em que nds apresentamos uma
breve contextualizagdo e justificativa ao tépico abordado neste trabalho. A parte
IT é composta por trés Capitulos: no Cap. 2 nés descrevemos alguns conceitos
bésicos e apresentamos a formulagdo tedérica que fundamenta os desenvolvi-
mentos numéricos e tedricos dos Capitulos seguintes; o Cap. 3 é devotado a
descri¢do do nosso cédigo tupan, oferecendo varios detalhes de implementa-
¢do bem como alguns exemplos de uso pratico; no Cap. 4 nés apresentamos
nossos principais desenvolvimentos tedricos, estabelecendo uma familia de 48
novos mapas simpléticos para evolucdo temporal de sistemas Hamiltonianos,
além de um mapa especifico a sistemas gravitacionais de N-corpos, baseado
numa decomposi¢do Hamiltoniana em termos de N? problemas de Kepler, e
discutimos alguns testes de validagdo numérica. Finalmente na parte III nds
apresentamos no Cap. 5 as nossas conclusdes e perspectivas.



Parte II

METODOLOGIA E RESULTADOS






It is impossible to explain honestly the beau-
ties of the laws of nature without some deep
understanding of mathematics.

— Richard Feynman

FORMULACAO TEORICA

O problema gravitacional de N-corpos consiste em determinar o movimento de
um sistema de massas puntuais sob influéncia da forca gravitacional atuando
entre cada par de particulas. Sistemas astrofisicos tipicos estudados por meio
de simulagdes de N-corpos incluem o Sol e os oitos planetas (~ 10! corpos),
aglomerados de estrelas (~ 10° — 10° corpos), galdxias (~ 10'! corpos), ou
mesmo o universo em escalas cosmolégicas (~ 10?2 corpos).

Como é sabido desde os primoérdios da teoria da gravitagdo Newtoniana o
problema de N-corpos admite uma solucdo exata somente nos casos em que
N = 1 (particula livre) ou N = 2 (duas particulas interagentes). Para N >
3 0 que se sabe é que, na auséncia de forcas externas, existem dez integrais
de movimento: a energia (E), o centro de massa (R), o momentum linear (P)
e o momentum angular (J) do sistema. Matematicamente, tais grandezas sdo
definidas como segue:

N p2 1 N N Gmlm]

E = L= — 2.1
1221211’11' 21._21].;|1‘1‘—1‘]‘| ( )

R Ly

= — m;x; 2.2

Mi; (2.2)
N

P = Zmivi, (23)
i=1
N

J = ) rixp;, (2.4)

onde r;, v; e p; = m;Vv; sdo, respectivamente, a posi¢do, a velocidade e 0 momen-
tum linear da particula de massa nz;, M = YV | m; é a massa total do sistema e
G é a constante gravitacional Newtoniana. Os dois termos na eq. 2.1 represen-
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tam, respectivamente, a energia cinética (T) e a energia potencial (U) do sistema.
Naturalmente, na presenca de uma forga externa, f.;, termos de correcéo,

|
SE

E'corr = V- fext,i ’ (2-5)
i=1
) 1
Rcorr = + MPcorr ’ (26)
) N
Pcorr = - Z fext,z‘ s (2'7)
i=1
. N
]corr = - Z r; X fext,i ’ (28)

Il
_

devem ser levados em conta de modo a preservar as integrais de movimento:

E — E+4 E.r, (2.9)
R — R+Ryy, (2.10)
P — P+P.r, (2.11)
J - J + Jcorr . (2.12)

Para N = 3 é possivel obter algumas solugdes em situagdes bastante restri-
tas, ou onde ha algum tipo de simetria que permita uma redugdo do problema
a casos solaveis. No caso geral com N > 3 somente solu¢des numéricas sao
possiveis através de simulacdes de N-corpos. No presente trabalho nés consi-
deramos simulag¢des diretas de N-corpos, o que significa que todos corpos no
sistema sdo tratados como particulas adimensionais descritas por massa, posi-
¢do e velocidade. Com isso, o objetivo do método de N-corpos resume-se ao
célculo da trajetéria de cada particula no sistema sob influéncia da interagdo
gravitacional.

Simulagdes de N-corpos tém sido uma ferramenta essencial para o enten-
dimento tedrico de sistemas astrofisicos auto-gravitantes desde os trabalhos
pioneiros de von Hoerner (1960), Aarseth (1963) e van Albada (1968). Antes de
apresentar na secdo 2.2 uma descri¢do formal para o método, introduziremos a
seguir alguns conceitos preliminares. Sua implementa¢do numérica serd discu-
tida no Cap. 3 e 0s novos métodos e algoritmos desenvolvidos pelo autor serdo
apresentados no Cap. 4.

2.1 CONCEITOS BASICOS

Em um sistema auto-gravitante existem duas escalas de tempo fundamentais:
o crossing time e o half-mass relaxation time. O crossing time, t,, € a mais intuitiva
delas, e é também a escala no qual o sistema estabelece o equilibrio virial, 2T +
U = 0. Para um sistema em equilibrio dindmico f., é definido como

2Ry

ter = — (2.13)
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onde Ry = —GM?/2U é o raio virial e ¢ é a dispersdo de velocidades. Em um
estado de equilibrio virial, 02~ GM/2Ry, o que resulta em

R3 1/2
ter ~ 242 (GZI\//I) , (2.14)

M —1/2 RV 3/2
~ 4.7 x10° — ,
- yr<106M®> (10pc>

onde, para referéncia, introduzimos algumas escalas astrofisicas relevantes. Al-
ternativamente, uma defini¢do formal do crossing time em termos de quantida-
des conservadas é dada por

GM>/?
ty = _ (2.15)

(—2E)3/2’
que pode ser derivada a partir da eq. 2.14, utilizando a defini¢do do raio virial
definido acima e notando-se que em equilibrio virial, E = U/2.

Podemos agora definir as chamadas N-body units, que sdo unidades adimen-
sionais tipicamente utilizadas em simula¢des de N-corpos. Seguindo Heggie
and Mathieu (1986), nés definimos unidades de massa (u,,), comprimento (1)
e tempo (u;) pela condigdo de que a constante gravitacional, G, a massa total,
M, e a energia total, E, do sistema em t = 0, expressa nessas unidades sejam
respectivamente:

1
G=1, M=1, E=—_.
4

Isto resulta nas seguintes expressoes para as unidades bésicas:

GM? GM>/2
Uy =M, ul_m, ut—w.
A escolha para E parece estranha, mas corresponde a um raio virial Ry = 1 para
um sistema em equilibrio virial. Nessas unidades temos ainda que ¢ = % 2e
ty = 24/2.

A segunda escala de tempo fundamental em um sistema auto-gravitante é o
half-mass relaxation time, t,;, sobre o qual encontros entre dois corpos transferem
energia entre estrelas individuais, levando o sistema a uma evolugdo dinamica
em busca do equilibrio térmico que, como se sabe, nunca é atingido por sis-
temas com intera¢des de longo alcance. Dito de outro modo, é o tempo para
que mudangas na velocidade quadratica média das estrelas, surgindo de defle-
xdes por pequenos angulos, tornem-se compardveis a dispersao de velocidades
inicial. Para propdsitos préticos t,;, pode ser definido como

ten = Nynter, (2.16)

onde t, é o crossing time definido anteriormente e n,, é o nimero de vezes
que uma estrela tem que cruzar o sistema, de modo que a mudanca em sua
velocidade seja Av? ~ v2. Embora ndo exista uma correspondente quantidade
numericamente bem definida, uma aproximac¢do comumente utilizada é (cfe.
Aarseth, 2003)

by 2 Ltcr, (2.17)
22In(yN)

11
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onde o fator 7y foi determinado empiricamente como cerca de 0.11 — 0.15 (Hé-
non, 1975; Giersz and Heggie, 1994) para um sistema com particulas de massas
iguais (ver também derivacdo analitica em Binney and Tremaine (2008), para o
qual v =1).

A relaxagdo via encontros entre dois corpos é cada vez menos importante
com o aumento do ntiimero de particulas, N, uma vez que o potencial torna-se
cada vez mais suave. Isto estd refletido na eq. 2.17 e permite-nos fazer uma
distingdo natural entre i) sistemas ndo-colisionais, cujo longo tempo de relaxagdo
implica que eles ndo sofrem significante evolu¢do dindmica interna durante a
idade do universo, e ii) sistemas colisionais, que evoluem de forma significativa
em menos que um tempo de Hubble. Galdxias enquadram-se na primeira cate-
goria, uma vez que com ~ 101! estrelas distribuidas em um raio de ~ 10kpc,
possuem um tempo de relaxagido de ~ 10'®anos. Por outro lado, alguns nu-
cleos galacticos, aglomerados globulares ou sistemas menos populosos caem
na segunda categoria, com t,;, < 10 anos.

A evolugdo dinamica interna pode levar sistemas estelares a estdgios de alta
densidade central, tornando propicias frequentes interagdes entre estrelas, siste-
mas bindrios, buracos negros e outros objetos astrofisicos eminentemente obser-
véveis. Um conceito util em dindmica estelar é a defini¢do da fric¢do dindmica,
primeiramente introduzida por Chandrasekhar (1943), quem elucidou a ten-
déncia sistematica de que um objeto de massa m, seja desacelerado na direcao
de seu movimento como consequéncia direta da flutua¢do da forga atuando so-
bre este, devido a variacdo na distribuicdo de vizinhos préximos. Se o objeto é
muito mais massivo que as estrelas de campo de massa m;, m; < m, < M, com
M a massa total do sistema, entdo quando m. se move com velocidade v, atra-
vés das estrelas com distribui¢do de velocidades f(v;), a defleccdo das estrelas
por m, aumenta a densidade estelar, 0, em sua retaguarda e, consequentemente,
a sua atragdo gravitacional, causando a fricgdo dinamica. A aceleragdo friccio-
nal sobre m, pode ser escrita de forma geral como (e. g. Binney and Tremaine,
2008)

dv,
dt

onde A é o logaritmo de Coulomb, tipicamente ~ (M /m.)(r./R), sendo 7, o

. . . V2 292 C
seu raio orbital e R o tamanho do sistema. Se f(v;) = \/% Se /20" uma distri-

bui¢do Maxwelliana com dispersao de velocidades ¢, entdo a eq. 2.18 torna-se

dv. 47G?*m, pIn A 2X
;t = —% [erf(X) - ﬁe X2] \ (2.19)
onde X = v,/ (V/20), erf é a fungdo erro e p = nm;, com n = [ dv;f(v;) sendo
a densidade numérica de estrelas de campo.

Aproximando um ntcleo galdctico por um perfil de densidade de Jaffe (1983)
em r — 0 ou, mais simplesmente, por uma esfera isotérmica singular (e.g.

Vi —V;

= —47G%*m, milnA/d3vif(vi) (2.18)

V. vif’

Binney and Tremaine, 2008), para o qual p(r) = #éﬂ e assumindo X =
e/ (ﬂa) = 1, entdo a forga friccional, F = m, |dv./dt|, sobre m,, como dada
pela eq. 2.19, resulta em

2
Gms
2 7

F ~0.4281n A (2.20)

r
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que é uma forca tangencial e oposta a velocidade de m., causando uma perda
de momentum angular orbital dada por

2
aL _ _ Fr ~ —0.428 lnAGm* , (2.21)
dt r

o que leva o objeto a espiralar em dire¢do ao centro da galdxia. Uma vez que
L = rm,v., substituindo na eq. 2.21 e resolvendo a equacao diferencial resul-
tante para t, é possivel mostrar (para detalhes, veja Binney and Tremaine, 2008)
que o tempo de espiralamento por friccdo dindmica, i. e., tempo necessério para
que m, chegue ao centro galdctico pode ser escrito como

117 M(r)

tfric = A m. o (2.22)

onde M(r) = v?r/G é a massa interna ao raio r e t., é o crossing time definido
anteriormente. Para valores tipicos de In A ~ 6 e m, = 108 My, a partir de um
raio orbital ~ 5kpc com ¢ ~ 200km s~!, resulta em ¢t fric ~ 3 Gyr, mostrando
que objetos massivos tais como Supermassive Black-Holes (SMBHs) normalmente
deveriam ser encontrados no centro das galaxias.

2.2 FORMULAQAO HAMILTONIANA

De um ponto de vista bastante geral, muitas equacdes da fisica, desde mecanica
classica, eletrodindmica, mecénica estatistica e mecanica quantica, possuem a
forma genérica,

9%

= =My, (2.23)

onde ¥ = Y(r,p) = P(r1,..., N, P1,--.,PN) € uma quantidade dinadmica de-
pendendo do conjunto completo das variaveis de fase. O operador H, associado
ao Hamiltoniano H, é dado pelo paréntese de Poisson,

N
o= Lo am)
N /9ooH 9 oH
P <ariapi_apiari>
-, H}. (2.24)

No caso de um sistema gravitacional com N-corpos, H é definido por

N 1NN
H(r,p) = Z T; + 5 lei]-, (2.25)
i=1 i=1j£i
com
2
- Pi
T = 2m; (2.26)
mimj
Uj = —Gf, (2.27)

13
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onde notamos que na auséncia de perturbac¢des externas ou dependéncia tem-
poral explicita, eq. 2.25 é idéntica a energia total do sistema, definida pela
eq. 2.1.

A partir da eq. 2.24 é possivel identificar as equagdes de movimento de Ha-

milton,

. oH

= +3T3i , (2.28)
o JoH
pi = — 871‘1 ’ (2.29)

que descrevem o comportamento do sistema, dada as condi¢des iniciais m;, r; e
pi,i=1...N, em um dado tempo inicial ¢y. Egs. 2.28 e 2.29 sdo, de fato, casos
especiais da eq. 2.23, que admite a seguinte solu¢do formal,

P(t+ 1) =e™Mp(t), (2.30)

embora esta ndo seja analiticamente integrdvel. Em muitos casos, contudo, o
Hamiltoniano H pode ser decomposto em duas ou mais partes analiticamente
integraveis. Por exemplo, o Hamiltoniano 2.25, é naturalmente decomposto em
uma energia cinética, T, e uma energia potencial, U, tal que H = T + U. Assim,
definindo-se operadores 7 e U associados a T e U, respectivamente, eq. 2.30
torna-se

Y(t+1) =T p(t). (2.31)

Dado que T = T(p) e U = U(r) (assumindo que as massas sdo mantidas
constantes), a aplicacdo de 7 e U independentemente as variaveis de fase po-
dem ser resolvidas analiticamente como segue:

e p(xo, po) = P(xo + Tvo,po) = W(r1i,po), (2.32)
e™y(ro, po) = Y(ro,po+7Fo) = 9(ro,p1), (2:33)
onde v = p/me F = —VU é a forca atuando sobre a particula de massa m

e os subscritos 0 e 1 indicam os valores iniciais e finais das varidveis de fase.
Na eq. 2.32 0 operador 77 evolui as posicdes mantendo os momenta cons-
tantes, enquanto na eq. 2.33 o operador e™ evolui os momenta mantendo as
posi¢des constantes. Uma vez que 7 e U em geral ndo comutam, segue que
eT(THU) o oTT et £ ¢™Ue™T | Consequentemente, podemos construir somente
uma aproximacao ao verdadeiro operador de evolucio temporal, e™(7 %), Isto
usualmente é feito através do produto (composicdo) de operadores mais sim-
ples (leia-se analiticamente integraveis) tais como e™T e e™, via a identidade de
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH, veja Hairer et al., 2006),

eUTT — oT(THUFSUTIHO(T?)) = ,TH

, (2.34)
a partir do qual nota-se que

H=H+H", (2.35)
com

He = %[u, T+ 0(1?), (2.36)
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onde [+, -] é um comutador. Podemos assim definir o mapa,
P = e e, (2.37)

que é simplético e cujo erro é dado pela eq. 2.36. Assim, podemos notar que a
aplicacdo de ¢, as varidveis de fase (cfe. egs. 2.32 e 2.33),

P ip(ro, po) = eMe™ (xo, po) = e™p(x1,po) = P(r1,p1), (2.38)

evolui exatamente o Hamiltoniano modificado H, que por sua vez constitui
uma aproximacdo em primeira ordem ao Hamiltoniano original do sistema, H.
N6s agora definimos o mapa auto-adjunto,

pr=eTe™, (2.39)
que possui 0s mesmos passos mas na ordem reversa que ¢, ou seja,
¢rp (1o, po) = e e™(ro, po) = €™ P(ro, p1) = P(11,p1)- (2.40)

@I possui propriedades similares a ¢, discutidas acima. Porém ambos consti-
tuem mapas simpléticos ndo reversiveis. Nos podemos garantir reversibilidade
temporal com a construgdo de mapas simétricos. Dessa forma nés definimos

2 — ot z Uz
T = P20 P2 = e2TeMerl, (2.41)

onde o simbolo o significa a composi¢cdo do operador a sua esquerda com o
operador a sua direita. A condi¢do de reversibilidade para um mapa arbitrario

¢T/
¢ro @ =id, (2.42)

é entdo satisfeita para ¢ = ¢2, onde id é a matriz identidade. Note que o
mesmo também vale para o mapa auto-adjunto de ¢?2,

T

(‘P%)Jr =720 47I/2 = eUeTT o2t (2.43)

A aplicacdo da identidade de BCH ao mapa cp% resulta em H, = H + g7, com

1 1
1y = Gl [, T = 5 (7 (T ) + O), o
mostrando que ¢2 constitui um mapa simplético aproximando o Hamiltoniano
original em segunda ordem. Além disso, ¢? possui uma outra propriedade nao
compartilhada por ¢, na forma de H. Por causa que ¢? é simétrico, H terd
somente termos pares em T (veja prova em Yoshida, 1990), especificamente,

H=H+Y F(T,U)T*, (2.45)
k=1

onde Fj sdo fungdes conhecidas dos operadores T e U, calculadas a partir da
aplicagdo da identidade de BCH (veja Casas and Murua, 2009). Essa propriedade
explica o fato de que mapas simpléticos e reversiveis podem somente ser de
ordem par.

15
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A construgdo de mapas simpléticos de ordem mais alta pode ser feita através
do método de Yoshida (1990), que permite gerar um mapa de ordem, e. g.,
2n + 2, a partir da composicdo de mapas de ordem 2n. Assim, um mapa de
quarta ordem, ¢%, é obtido a partir de ¢? como segue,

PF =i ol o¢l ., (2.46)

onde zg = 1/(2 — 2'/3) e z; = 1 — 2z (Yoshida, 1990). Em sexta ordem, temos

6 4 4 4
(PT - 4)261' © 4)2/1'( © 4)261’ 4
_ 2 2 2 2 2 2 2
- (Pwor © (Pwl’r © ¢wzr © (ng,'r © ¢zv2r ° (Pwlr © 4)1007 ’ (247)

onde os w; fornecidos por Yoshida (1990) com precisdo de 15 casas decimais,
sdo

wy ~ +0.784513610477557, (2.48a)
w, ~ +0.235573213359358, (2.48Db)
wy, =~ —1.177679984178871, (2.48¢)
wy = 1—2(wo+ w1+ wy). (2.48d)

Analogos das egs.2.46 e 2.47 também existem para os respectivos mapas auto-
adjuntos (¢3)" e (¢©)'. Uma compilagdo de todos os possiveis mapas até sexta
ordem, resultando da composigdo direta dos operadores ¢/ e e™ pode ser
encontrada em Omelyan et al. (2003), que utilizando uma generalizagdo do
método de Yoshida (1990), encontrou cerca de 50 novas composic¢des, algumas
delas com propriedades muito superiores aos mapas previamente conhecidos.

Como uma tultima observagdo, é importante salientar que, por construgéo,
mapas simpléticos admitem apenas um intervalo de tempo, T, constante. O
motivo para tal restricdo é que a simpleticidade do mapa s6 é mantida se H”
for independente do tempo, ou seja, se T # 7(t), tal que a evolu¢do do Hamil-
toniano seja dada por, e. g., eq. 2.45. Quando isso ndo é possivel, ou quando
ha necessidade de um intervalo de tempo, 7, varidvel com o tempo, H*" ndo
mais permanece limitado ao longo da transformacao ¢ (rp, po) — ¥(r1, p1), oca-
sionando erros seculares a evolugdo Hamiltoniana, ou, em outras palavras, tor-
nando o mapa ¥(rg, po) — P(r1, p1) uma transformacdo ndo-simplética. Nos
retornaremos a esse topico no Cap. 4, quando discutirmos um algoritmo para
superar tal restricdo.

2.3 CORREGOES RELATIVISTICAS PARA INTERAGCOES ENTRE SMBHs

SMBHs bindrios sdo uma das fontes de radiagdo gravitacional mais interessantes
para os futuros detectores de ondas gravitacionais tais como o Laser Interfero-
meter Space Antenna (LISA). Tais objetos, uma vez em regime orbital relativistico
(distancia relativa d < 1073 pc), coalescem sob forte emissdo de ondas gravitaci-
onais em menos que um tempo de Hubble. Como consequéncia das leis de con-
servacdo de energia e momentum, o SMBH resultante deste processo tipicamente
recua na diregdo oposta aquela da emissdo da radiacdo. As velocidades de re-
cuo que podem alcangar valores tdo altos quanto ~ 4000km/s (Campanelli
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et al., 2007), o que é suficiente para ejetar SMBHs do centro das galdxias. No con-
texto de simulagdes de N-corpos, tal fendmeno pode ser modelado utilizando
corregOes relativisticas baseadas em uma aproximacdo post-Newtonian (PN) da
General Relativity (GR). Outras abordagens se baseiam em métodos perturbati-
vos, ou mesmo em relatividade numérica.

O problema do movimento e da radiacdo gravitacional na aproximagdo PN
tém sido estudado por Lorentz and Droste (1917), e mais tarde por Einstein-
Infeld-Hoffmann (Einstein et al., 1938), entre outros, e sdo baseados no limite
de campo fraco no qual a métrica é préxima a métrica de Minkowski e na supo-
sigdo de que a velocidade tipica, v, é muito pequena comparada a velocidade da
luz, c. O desvio da métrica plana pode ser caracterizada pelo potencial Newtoni-
ano ®, de modo que para um sistema bindrio, por exemplo, ®/c? ~ v?/c? = B2,
com a aproximacgdo PN reduzindo-se as equacdes de Newton no limite apropri-
ado, B — 0. Posteriormente a estes primeiros trabalhos, numerosas investiga-
¢des de ambas aproximagdes PNs e pés-Minkowskianas' tem aparecido, com
expansOes formais em ordens de 1/c (veja, p. ex., Hawking and Israel, 1987).
Termos de ordem 1PN (~ 1/c?) sdo rotineiramente levados em conta para des-
crever a dindmica do sistema solar (Newhall et al., 1983), enquanto termos de
ordem 2.5PN (~ 1/¢°), tem sido verificados experimentalmente, pela observa-
¢do da aceleracdo secular no movimento orbital do pulsar binario PSR 1913+16
(Taylor et al., 1979; Taylor and Weisberg, 1982; Taylor, 1993).

A partir de 1990 dois grupos embarcaram na deriva¢do das equagdes de mo-
vimento a um nivel 3PN (~ 1/c®). Um grupo usou o formalismo Hamiltoniano
de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) da GR (Jaranowski and Schifer, 1998, 1999,
2001; Damour et al., 2000, 2001a,b, 2002), trabalhando em um correspondente
sistema de coordenadas do tipo-ADM. Um outro grupo usou diretamente uma
iteragdo PN das equagdes de movimento em coordenadas harmonicas (equiva-
lente a uma formulagdo Lagrangeana) (Blanchet and Faye, 2000a,b, 2001a,b; de
Andrade et al., 2001; Blanchet and Iyer, 2003). O resultado dessas duas abor-
dagens mostrou-se fisicamente equivalente (de Andrade et al., 2001; Damour
et al.,, 2001b, 2002), a menos de um parametro de ambiguidade presente em
ambas as formulagdes e relacionado ao método de regularizacdo usado para
tratar as divergéncias de auto-campo de particulas puntuais em ordem 3PN.
Este pardmetro de ambiguidade foi mais tarde univocamente fixado gracas a
uma regularizacdo dimensional do auto-campo (Damour et al., 2001¢; Blanchet
et al., 2004). Isso estd também em completa concordancia com os trabalhos de
Itoh and Futamase (2003); Itoh (2004a,b), que derivaram independentemente as
equagdes de movimento em ordem 3PN sem ambiguidade, usando o calibre
harmonico numa abordagem baseada em “integrais de superficie” e sem a ne-
cessidade de nenhuma espécie de regularizagdo de auto-campo. Finalmente, os
termos 3.5PN, que constituem a correcdo de primeira ordem aos termos 2.5PN
da forca de reacdo a radiacdo, foram calculados por Iyer and Will (1993, 1995);
Jaranowski and Schéfer (1997); Pati and Will (2002); Konigsdorffer et al. (2003);
Nissanke and Blanchet (2005); Itoh (2009).

Aproximagdes pos-Minkowskianas diferenciam-se das PNs por ndo assumir v < ¢, de modo que
no limite apropriado a aproximacdo pés-Minkowskiana reduz-se as equacdes da Relatividade
Especial.
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FORMULAGAO TEORICA

Os trabalhos acima derivam as equagdes de movimento PNs para o caso de
dois corpos i e j (i # j) interagindo gravitacionalmente em regime relativistico.
Tais equagdes podem ser escritas como:

Gm,-m]-

rizj [(1 + A) I‘li]' + BVZ‘]'] , (249)

m,-vi = —

onde n;; = 1;;/7;; e os outros simbolos tem o significado usual. Os termos A e
B sao fungdes de m;, mj, 1i, tj, v; e vj, contendo as diferentes ordens PNs (veja
Itoh, 2004a, 2009). A e B podem ainda ser decompostos nas diferentes ordens
PNs como segue:

1 1 1 1 1
A = SAipn+ Ay + 5 A2spen + 5 Aspny + 5 Assen
c c c® ct c
1
+ O <c8) , (2.50a)
1 1 1 1 1
B = —Bipn+ 5 Bopn + 5Bosen + £ Bapn + - Baspn
c c c c c
1
+ O <c8> , (2.50b)

onde termos de ordens inteiras, tais como 1PN, 2PN e 3PN, sdo responsaveis

por causar o avango do periastro do sistema bindrio e sdo conservativos, no
sentido de que ndo causam uma varia¢do secular do semi-eixo maior orbital.
Termos de ordens semi-inteiras, tais como 2.5PN e 3.5PN, por outro lado, sdo
responséveis pela dissipacdo da energia orbital na forma de ondas gravitacio-
nais, sendo portanto aqueles que geram a forca de rea¢do a radiagdo. Explicita-
mente, as egs. 2.50 contém um total de 213 termos (veja Ap. A). Efeitos de spin
devem aparecer como um termo de acoplamento spin-orbita em ordem 1.5PN
e acoplamento spin-spin em ordem 2PN e também nos termos de reacdo a ra-
diacdo, ordens 2.5PN e 3.5PN (Blanchet, 2006). No que segue, efeitos de spin
ndo sdo considerados no presente trabalho.

Uma importante classe problemas de N-corpos onde a GR deve ser levada
em conta envolve a evolugdo de um sistema estelar em torno de um SMBH, ou
a interacdo de multiplos SMBHs. Em Gongalves Ferrari (2010) nés propomos a
seguinte aproximacao para as equagdes de movimento PNs no problema relati-
vistico de N-corpos:

N Gnim:
myv; = — Z 21 / (14 A)nj; + Bvyj] . (2.51)
T

Na eq. 2.51 a aceleragdo do objeto i é dada (como no caso puramente New-
toniano) pela superposigdo das contribui¢des de todos os outros objetos j no
sistema. Aqui, vé-se que eq. 2.51 reduz-se ao caso Newtoniano quando  — 0.
Contudo, a validade do principio de superposi¢do num regime relativistico
é questiondvel, visto que a GR é uma teoria essencialmente nao-linear. Dessa
forma, espera-se que a eq. 2.51 contenha ainda termos adicionais que levem em
conta efeitos ndo-lineares devido a interagédo relativistica entre multiplos corpos
quando N > 2.
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Equagdes PNs de N-corpos foram primeiramente introduzidas por Lorentz
and Droste (1917) e sdo comumente chamadas de equagdes de movimento de
Einstein—Infeld—-Hoffmann (Einstein et al., 1938). Estas equagdes sdo implicitas
e sdo conhecidas somente em ordem 1PN,

a = —

+

onde nota-se que

N G

5 i,
2 Y
JEL )

1 & Gm
sz nl]

3
V]') + E(ni]' . Vj)2
J#l ZJ

—v? — 2v]2 +4(v; -

(2.52)

a aceleracdo do objeto i depende da aceleragdo do objeto

j. Comparando-se eq. 2.52 com a forma explicita da eq. 2.51 nota-se que os
termos ndo incluidos na eq. 2.51 sdo aqueles contendo somas em k e termos
dependentes da aceleragdo. Para ordens acima de 1PN, o tnico trabalho de
conhecimento do autor, tratando o problema de N-corpos na formulagdo PN
é dado em Chu (2009), embora este ndo apresente uma forma explicita das

equagoes PN.
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Beautiful is better than ugly.

Explicit is better than implicit.

Simple is better than complex.

Complex is better than complicated.

Flat is better than nested.

Sparse is better than dense.

Readability counts.

Special cases aren’t special enough to break the rules.

Although practicality beats purity.

Errors should never pass silently.

Unless explicitly silenced.

In the face of ambiguity, refuse the temptation to guess.

There should be one- and preferably only one —obvious way to do it.
Although that way may not be obvious at first unless you're Dutch.
Now is better than never.

Although never is often better than *right* now.

If the implementation is hard to explain, it’s a bad idea.

If the implementation is easy to explain, it may be a good idea.
Namespaces are one honking great idea — let’s do more of those!

— The Zen of Python, by Tim Peters

IMPLEMENTACAO NUMERICA

Neste Capitulo nés apresentamos tupan', um novo cédigo para simulag¢des de
N-corpos. tupan é especialmente desenvolvido com foco em sistemas colisio-
nais, tais como aglomerados de estrelas e nicleos galadcticos com SMBHs. tupan
implementa uma familia de métodos de integragdo simplética, com diferentes
esquemas de passo de tempo, para evolucionar as particulas durante uma si-
mulagdo. O cédigo alcanga alta performance por meio de uma interface em
OpenCL?, para fécil acesso ao poder computacional de GPUs ou multi-core CPUs.
A estrutura do cédigo é modular e permite agregar diferentes fenomenos fisi-
cos, tais como evolugdo estelar e hidrodindmica, em adigdo a (atualmente im-
plementadas) dindmica gravitacional e equagdes de movimento PNs para inte-
ragdes entre SMBHs. tupan encontra-se em pleno desenvolvimento e atualmente
pode ser usado para evoluir aglomerados de estrelas com uma Initial Mass Func-
tion (IMF) ou usando particulas com massas iguais, possivelmente na presenca
de multiplos SMBHs, que sdo sistemas de particular interesse Astrofisico. Nas
seguintes se¢des nds discutiremos os principais detalhes de sua implementagao.

1 https://github.com/ggf84/tupan.
2 http://www.khronos.org/opencl/.
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3.1 POR QUE UM NOVO CODIGO DE N-CORPOS?

Nos tultimos 55 anos o desenvolvimento de cédigos para simulacdes de N-
corpos tem se deparado com sérios desafios no que diz respeito a faixa de
escalas de tempo e comprimento inerentes em todos os sistemas estelares. As
mais curtas escalas de tempo e comprimento de interesse na evolugao de aglo-
merados globulares e ntcleos galdcticos sdo postas por seus subsistemas mais
compactos. Por exemplo, um par de estrelas de neutrons sofrendo um encontro
de raspao, possui uma escala de tempo de interacdo de tipicamente uns poucos
mili-segundos que, quando comparado a idade de um aglomerado globular,
~ 10!% anos, resulta em uma discrepancia em escalas de tempo de cerca de 20
ordens de magnitude! Um problema similar ocorre quando comparamos esca-
las de comprimento. O didmetro de uma estrela de neutrons, ~ 10 km, quando
expresso em unidades do raio de maré de um aglomerado globular, tipicamente
~ 100 pc, é da ordem de 10~ 1°. Levando-se em conta que em computagéo, ni-
meros de ponto flutuante possuem representagdo finita (64-bits, com mantissa
de ~ 15 digitos significantes) é facil entender o motivo pelo qual uma simula-
¢do pode perder completamente seu significado fisico, caso sistemas compactos
estejam presentes ou sejam naturalmente criados como consequéncia de intera-
¢Oes prévias entre as particulas. Nestas circunstancias, o método de integracao
numérica utilizado deve ser robusto o suficiente para mitigar o efeito do round-
off error causado pelas grandes diferengas em escalas de tempo e comprimento,
além de ser capaz de auto adaptar-se, a fim de capturar a dindmica correta
de tais sub-sistemas e manter a conservagdo das integrais de movimento do
sistema como um todo, sem perder eficiéncia computacional.

A modelagem numérica de aglomerados globulares ou ntcleos galdcticos —
estrela por estrela — pareceria desesperangosa nao fosse pela ingenuidade e
persisténcia de Sverre Aarseth, que dedicou a sua vida como pesquisador para
fornecer uma série métodos (e. g. Aarseth, 2003) e implementagdes eficientes
com o qual esses e outros problemas semelhantemente intransponiveis pude-
ram ser atacados. A resposta de Aarseth para os problemas descritos acima
pode ser resumida em dois conceitos-chave: passos de tempo individuais e
regularizacdo de coordenadas. Estas melhorias algoritmicas, embora ndo repre-
sentem uma solugdo definitiva, fizeram mais pela velocidade dos cédlculos do
que décadas de avanco tecnoldgico em hardware. Contudo, algumas das técni-
cas introduzidas por Aarseth sdo de dificil paraleliza¢do, e ndo ha ainda uma
“receita” universal de como sanar todas as dificuldades numéricas a que o pro-
blema de N-corpos estd sujeito. Dentre as possiveis razdes para isso esta o
fato de que, apesar de conceitualmente simples, na prética a construcao de um
cédigo de N-corpos é algo bastante complexo, tendo em vista que exige do
programador uma combinagdo de conhecimentos avancados sobre design de
software, algoritmos sofisticados, detalhes do funcionamento do hardware, téc-
nicas de paralelizagdo, etc., além de possuir uma visdo clara sobre o problema
fisico em questdo. Talvez por isso, novos cédigos de N-corpos continuam sendo
desenvolvidos por alguns grupos como tentativa de implementar novas abor-
dagens a fim de lidar com tais dificuldades de maneira mais robusta.

Tradicionalmente, tais cédigos tém sido desenvolvidos em linguagens de
programagdo como C, C++ ou Fortran, em que quase sempre é possivel obter
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performance computacional razoavel utilizando desde maquinas relativamente
modestas, até sistemas massivamente paralelos. Entretanto, o fato de que tais
linguagens em geral ndo favorecem o programador, acaba obrigando-o a es-
crever muito mais linhas de c6digo, tornando o processo de desenvolvimento
lento e muito mais propenso a erros de programacao (bugs). Como exemplo,
Hut (2010) estima que um desenvolvedor experiente leva, tipicamente, cerca
de 10-20 anos para construir um cédigo de N-corpos considerado estado-da-
arte. Além disso, tendo em vista que fisicos em geral ndo possuem formagao
adequada em técnicas de programacdo, frequentemente sdo escritos cédigos
bastante confusos e mal documentados, o que muitas vezes acaba prevenindo
sua adogdo por usudrios menos experientes, ou até mesmo impossibilitando
sua manutencdo a longo prazo e sua extensdo a novas tecnologias em software
e hardware.

Nosso objetivo com tupan é o de criar um ambiente de software totalmente
integrado para realizagdo e andlise dos resultados de simula¢des Astrofisicas
de N-corpos. A motivagdo original para o seu desenvolvimento surgiu da ne-
cessidade de modelar o recuo gravitacional de SMBHs em um nticleo galactico
devido a emissdo anisotrépica de ondas gravitacionais, topico que foi discutido
em Gongalves Ferrari (2010). Naquele trabalho, uma primeira versdo do cédigo
foi escrita em linguagem C, implementando dindmica gravitacional bésica e
equagdes de movimento PNs, eq. 2.51. Porém, por se tratar de uma implemen-
tagdo bastante simplificada, n6és encontramos muitos dos problemas descritos
nos pardgrafos acima, o que acabou por limitar as simula¢des apresentadas em
Gongalves Ferrari (2010) a um ntimero de particulas muito menor do que seria
necessdrio para uma modelagem realistica de um ntcleo galactico. Tendo em
vista que, para o conhecimento do autor, tupan é ainda hoje (2015) um dos pou-
cos codigos? disponiveis atualmente que implementa equagdes PNs até ordem
3.5PN, n6s decidimos entdo investigar em mais detalhes meios para torné-lo
mais robusto.

Noés comegamos por reavaliar a maneira pela qual tais cédigos tém sido tradi-
cionalmente desenvolvidos e propomos algumas mudangas de paradigma, no-
vas abordagens, novos algoritmos e formas para acelerar seu desenvolvimento.
Como tal, nés projetamos tupan de modo que este seja de facil utilizacdo e/ou
modificagdo, extensivel a novas tecnologias em software/hardware, eficiente e
cientificamente competitivo. Com isso, a fim de minimizar o tempo de desen-
volvimento, nossa primeira decisdo foi com relagdo a escolha da linguagem de
programagdo. NOs pensamos que o tempo de desenvolvimento do cédigo é mais im-
portante do que o tempo que este leva para ser executado pela mdquina. Assim, nos
optamos por uma linguagem que favoreca o programador, a legibilidade e a
facilidade de manutencdo do cédigo. Desta forma, tupan foi completamente
reescrito em Python*, uma linguagem madura e que recentemente vem tendo
grande aceitagdo dentro do campo da computagdo cientifica, tendo disponivel
um rico ecossistema de software. Uma suposta desvantagem neste caso deve-se
ao fato de que linguagens de altissimo nivel como Python frequentemente sdo
consideradas relativamente lentas para problemas que demandam grande po-

3 Exitem alguns outros c6édigos que implementam equag¢bes PNs até ordem 2.5PN, ou versdes
simplificadas dos termos de ordem 3PN.
4 http://www.python.org/.
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der computacional. Isso, porém, ndo representa um problema em nossa imple-
mentacdo, pois tupan possui suporte a GPUs e multi-core CPUs, através de uma
interface em OpenCL, tonando-o essencialmente um cédigo tdo eficiente quanto
um cédigo similar escrito em linguagens como C, C++ ou Fortran. Dessa forma,
nds superamos a enorme barreira em tempo de desenvolvimento, sem perder
eficiéncia computacional por conta da escolha da linguagem de programagao.
A primeira linha de c6digo desde sua completa reescrita em Python, data® de
14 de outubro de 2010. O design inicial do cédigo foi projetado e implemen-
tado dentro do primeiro ano de desenvolvimento. Durante o ano de 2012 o
cédigo sofreu uma reestruturagdo com a implementagdo de uma familia de in-
tegradores simpléticos com suporte a diferentes esquemas de passos de tempo.
Estes foram posteriormente generalizados até sexta ordem e reimplementados
de maneira mais simples e robusta em 2013. Atualmente tupan implementa
varios algoritmos e métodos considerados estado-da-arte, bem como métodos
desenvolvidos pelo autor (Gongalves Ferrari et al., 2014).

3.2 TUPAN: UMA VISAO GERAL DO CODIGO

tupan foi projetado de maneira modular. Sua construgado foi baseada no princi-
pio Keep It Simple, Stupid (K15S)°, de modo a manter o cédigo simples e facilitar
seu uso e modifica¢do pelo usudrio final. Isto também facilita sua manutengao

e extensibilidade a novas tecnologias em software e hardware. A Fig. 3.1 mostra
alguns dos médulos que compdem tupan e que serdo detalhados na segdo 3.3.

/ tupan \
A A
C backend

OpenCL backend

@ python’

animation
simulation /

Figura 3.1: Alguns dos médulos que compdem tupan.

Atualmente tupan conta com pouco mais de 7600 linhas de cédigo (descon-
tando-se linhas em branco e comentarios), distribuidas em 73 arquivos fonte
e de configuracdo. Cerca de 48.4% desse total estd escrito em Python, onde
se fez uso extensivo do pacote para computagdo cientifica, Numpy”. Sub-rotinas

5 https://github.com/ggf84/tupan.
6 http://en.wikipedia.org/wiki/KISS_principle.
7 http://www.numpy.org/.
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que escalam com O(N?) (tipicamente, célculo da aceleragdo ou potencial gra-
vitacional) compde a parte do c6digo que é diretamente escrito em C/0OpenCL,
totalizando 7.7% (C), 13.3% (OpenCL) e 28.3% em header files compartilhados por
ambos os backends. Os restantes ~ 2% constituem arquivos de configuracado e
scripts de instalacao.

Futuramente outros médulos deverdo ser incluidos no cédigo. Por exemplo,
simula¢des que levem em conta efeitos hidrodindmicos bem como evolugao
estelar em sistemas astrofisicos serdo possiveis com a inclusdo de médulos im-
plementando Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) e equagdes de evolugdo da
estrutura estelar.

3.3 DETALHES DE IMPLEMENTAQ‘AO

Nesta secdo noés descrevemos brevemente os principais médulos que compdem
tupan. N6s enfatizamos que o cédigo encontra-se em pleno desenvolvimento
e algumas das caracteristicas descritas aqui podem sofrer modificagdes ou ndo
estar completamente prontas para uso.

3.3.1 Moddulo io

O médulo io implementa interfaces para input/output de dados gerados por
tupan na criagdo de condig¢des iniciais ou durante uma simulagdo. Estes sdo ar-
mazenados de maneira flexivel e eficiénte em formato HDF5®. tupan atualmente
suporta dois diferentes layouts para o armazenamento dos dados: i) (série de)
snapshots, e ii) Particle-Based Sampling Scheme (PBaSS, Faber et al., 2010). PBaSS é,
e. g., cerca de 10 vezes mais eficiente em termos de espago utilizado em disco,
porém requer sincronizagdo das propriedades de diferentes particulas antes de
serem usados para andlise. Isto é feito através de uma conversdo para uma sé-
rie de snapshots® em uma determinada faixa temporal. Métodos para conversao
entre os dois layouts estdo em fase de implementacéo.

3.3.2 Moddulo particles

tupan possui suporte a diferentes tipos de particulas. O mdédulo particles
mantém a implementacdo de diferentes tipos de particulas presentes em siste-
mas Astrofisicos. Atualmente somente os tipos Star e Blackhole estdo comple-
tamente implementados e prontos para uso. Tipos como Gas, Darkmatter, etc.
estdo em fase de planejamento e serdo incluidos futuramente. Em tupan cada
um dos tipos de particulas sdo implementados como classes definindo seus
atributos e métodos especificos. Estes, por sua vez, sdo combinados na classe
ParticleSystem, que implementa uma interface agnoéstica ao tipo de particula,
fornecendo métodos comuns ao sistema de particulas como um todo, tais como
métodos para o calculo do potencial gravitacional ou do centro de massa, por
exemplo.

8 http://www.hdfgroup.org/.
9 Tais snapshots podem ser descartados apos a andlise ter sido completada.
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3.3.3 Moddulo ics

O médulo ics mantém a implementacdo de métodos para construcao de con-
dig¢des iniciais para simulagdes. tupan possui suporte para a construgdo de sis-
temas com poucas particulas, como sistemas bindrios, alguns sistemas de 3- e
4-corpos com solugdes conhecidas e o sistema solar (Sol, os 8 planetas e Plutao).
Sistemas esféricos com N-corpos seguindo um perfil de densidade de Plummer,

1
p(r) o (R ek (3.1)

em equilibrio virial, podem também ser criados. O procedimento para constru-
¢do desse modelo é inspirado no método descrito em Aarseth (2003). Futura-
mente, suporte para criagdo de modelos esféricos a partir do perfil generalizado
de Zhao (1996, 1997), bem como modelos de discos serdao adicionados.

E possivel também usar varios tipos de IMFs para distribuicdo de massas das
particulas. tupan suporta as seguintes IMFs (o significado dos parametros e uma
discussao da teoria subjacente pode ser encontrado nas referéncias dadas):

EQUALMASS define uma IMF para particulas com massas iguais dada por

Pp(m) 1, (3.2)
SALPETER1955 define uma IMF tipo Salpeter (1955) dada por
s (m) ccm™", (3:3)

com m; < m < my,onde I' =135, m; = 04Mg e m, = 120.0 M.

PADOAN2007 define uma IMF tipo Padoan et al. (2007) dada por

_ 4log(m/m h)—l—az]}
T C

m) < m 1+ erf [ ,
lpPud( ) { 2\/50_

comm; < m < my,ondel' =14, my, =1.0Mg, 0 =18, m; = 0.004Mg e
m,, = 120.0 Mg.

(3-4)

PARRAVANO2011 define uma IMF tipo Parravano et al. (2011) dada por

Ypar(m) ccm™" {1 —exp [—(m/mch)'”r} } ) (3.5)

com m; < m < my, onde I' = 1.35, my, = 0.35Mg, v = 051, m; =
0.004 M, e m, = 120.0 Mg,

Nos decidimos implementar as funcdes acima pelo fato de serem continuas
e contemplarem as peculiaridades das IMFs para um amplo espectro de mas-
sas. Outras IMFs amplamente utilizadas na literatura (Scalo, 1986, 1998; Kroupa,
2001, 2002; Chabrier, 2003, 2005) podem ser adicionadas se necessario.

Finalmente, métodos para composigdo hierarquica de diferentes sub-sistemas
estdo também implementados. Com isso, é possivel criar, por exemplo, um aglo-
merado de estrelas onde cada particula pode ser substituida hierarquicamente
por sub-sistemas bindrios, ou triplos, ou sistemas planetarios, ou até mesmo por
sub-aglomerados. O contrdrio também é possivel, i. e., a partir de um sistema
triplo, por exemplo, pode-se substituir cada uma de suas particulas originais
por um aglomerado de estrelas, etc. Em qualquer dos casos, os parametros
das particulas originais (e. g., centro de massa, etc.) sdo herdados pelos seus
respectivos sub-sistemas.
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3.3.4 Moddulo 14b

Em tupan, sub-rotinas que escalam com O(N?) dominam o custo computacio-
nal e compde a parte do c6digo que é diretamente implementada em linguagem
compilada como forma de acelerar os calculos. tupan suporta atualmente dois
backends, escritos em C e OpenCL. O backend em C é implementado de maneira
serial seguindo o principio KISS, e nés o mantemos pelos seguintes motivos: i)
como implementagdo de referéncia para verificagdo dos resultados calculados
em paralelo com OpenCL, ii) como referéncia para medidas de ganho em perfor-
mance, e iii) como meio tornar o cédigo mais flexivel, possibilitando seu uso
mesmo em sistemas onde OpenCL néo estd disponivel.

OpenCL é um padrdo aberto da industria de software, criado em 2008 base-
ado em C, que permite acessar os recursos computacionais de sistemas hetero-
géneos, tais como multi-core CPUs, GPUs e outras unidades de processamento
paralelo, fornecendo um ambiente de programacdo multiplataforma e indepen-
dente do fabricante do hardware, que possibilita o desenvolvedor escrever c6di-
gos portdveis e altamente eficientes. O modelo de programagdo paralela usado
em OpenCL, em geral difere bastante do modelo de programagédo serial a que
estamos acostumados. Uma descri¢do detalhada de seu funcionamento, entre-
tanto, estd fora do escopo do presente trabalho.

Aqui nés focamos em como a interface com CPUs e GPUs foi implementada
em tupan. Na Fig. 3.2 nés mostramos o fluxo de execu¢do que normalmente
procede com o uso de tupan. No caso de desenvolvedores que desejarem acres-
centar/modificar alguma funcionalidade ao c6digo, é possivel editd-lo antes de
iniciar a sua execucdo. tupan automaticamente se encarrega de recompilar a
versdo modificada, caso esta ndo se encontre em cache. N6s enfatizamos que
todo este processo é realizado de forma transparente ao usudrio final.

[ Pythor: Code ]v
[ C/CL backends J

Machine

Human

| ———————

Y

chin.clbin|
Build Kernel
} Pylmport bin
A
(RSt )~—— Run on CPUIGPU J+«——

Figura 3.2: Fluxo de execugdo nas diferentes partes de tupan.

Do ponto de vista técnico, as partes do cédigo que ndo dependem de mé-
todos gravitacionais seguem um fluxo de execugdo direto, executando apenas
c6digo escrito em Python. Eventualmente, quando da chamada a qualquer dos
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métodos gravitacionais ou, e. g., rotinas que escalam com (’)(NZ), o fluxo de
execugdo é entdo desviado para um dos backends, em C ou OpenCL. A escolha do
backend é predeterminada pelo usudrio via linha de comando.

3.3.5 Moddulo integrator

O moédulo integrator mantém a implementacdo dos diferentes métodos de
integracdo disponiveis em tupan. Atualmente, tupan conta com implementa-
¢des do método de integracdo de Hermite (Makino, 1991b; Makino and Aar-
seth, 1992; Makino et al., 2006) com passo de tempo constante ou varidvel
(porém o mesmo para todas as particulas), métodos de regularizacdo algorit-
mica baseados em transformag¢des Hamiltonianas num espago de fase aumen-
tado (Mikkola and Tanikawa, 1999a,b; Mikkola and Aarseth, 2002), bem como
uma familia de métodos de integragdo simplética, contendo um total de 48 in-
tegradores divididos em trés grupos, usando diferentes esquemas de passo de
tempo: constante, varidvel e Block-Time-Steps (BTSs, veja McMillan, 1986; Makino,
1991a). Além disso, tupan conta também com a implementacdo de referéncia do
integrador sakura, desenvolvido pelo autor (Gongalves Ferrari et al., 2014). Os
métodos de Hermite e de regularizagdo algoritmica ndo serdo descritos neste
trabalho. O leitor interessado encontrard informacoes detalhadas nas referén-
cias dadas. A familia de integradores simpléticos e o integrador sakura sdo
baseados na teoria apresentada no Cap. 2 e serdo detalhados e discutidos no

Cap. 4.
3.3.6 Moddulo simulation

O moédulo simulation mantém a implementagdo de interfaces para realizagdo e
diagnostico de simulagdes de N-corpos. Suporte a interrupgao e reinicializagdo
de simulagdes estd também implementada, permitindo ao usudrio continuar
uma simulac¢do previamente interrompida, sem introduzir artefatos devido ao
processo de reinicializagdo.

3.3.7 Moédulo animation

tupan possui suporte a visualizagdo 3D via OpenGL'®, permitindo que o usudrio
possa facilmente visualizar uma simulacdo em tempo real, ou apods esta ter
sido completada. O usudrio tem também a possibilidade de interagir com a
visualizagdo via comandos por teclado e mouse e grava-la em video, se assim
desejar.

3.4 EXEMPLOS DE USO PRATICO COM TUPAN

Nesta se¢do nés apresentamos dois exemplos simples de como usar tupan: i)
para construir condicdes iniciais e ii) para executar uma simulagdo.

10 http://www.opengl.org/.
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3.4.1 Modelo de Plummer virializado com uma IMF tipo SALPETER1955

O trecho de cédigo na List. 3.1 mostra como criar um modelo de Plummer
virializado com N = 4096 particulas usando uma IMF tipo SALPETER1955 para
um intervalo de massas entre 0.4 M, e 120.0 M. A Fig. 3.3 mostra o resultado
do modelo em N-body units (Heggie and Mathieu, 1986).

Listagem 3.1: (Python shell): Usando tupan para gerar um modelo de Plummer viriali-
zado com uma IMF tipo SALPETER1955.

from tupan.ics.plummer import make_plummer
from tupan.io import IO

n = 4096 # no. of stars

imf = ("salpeter1955", 0.5, 120.0) # IMF description
ps = make_plummer(n, eps=4/n, imf, seed=1) # construct model
io = I0("plummer4096.hdf5", "w" # setup output file
io.dump_snapshot (ps) # saves data
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Figura 3.3: Modelo construido com o trecho de cédigo na List. 3.1. O painel a esquerda
mostra a distribuicdo das massas das particulas seguindo uma IMF tipo
SALPETER1955. O painel a direita mostra um modelo de Plummer com 4096
particulas em equilibrio virial. O tamanho dos simbolos é proporcional a
massa das particulas, enquanto o circulo laranja demarca, para comparagéo,
o raio virial do sistema.

3.4.2 Executando uma simulagdo com visualizacio em tempo real

Para executar uma simulagcdo com o modelo criado anteriormente, basta uma
tnica linha de comando, como mostrado na List. 3.2. tupan é executado com
parametros definindo o arquivo de input (-i/--input), o método de integra-
¢do numérica (-m/--meth), o parametro de precisdo do integrador (-e/--eta),
a duragdo da simulacdo em N-body Units (-t/--t_end), parametro definindo o
arquivo de output (-o/--output), pardmetro definindo OpenCL como backend (-
--backend) e pardmetro solicitando que a simulagdo seja visualizada em tempo
real (--view). tupan aceita védrios outros pardmetros de entrada a fim de flexi-
bilizar seu uso. Uma lista completa com uma breve descricdo de cada um deles
pode ser obtida via linha de comando com ./tupan --help.
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Listagem 3.2: (Unix shell): Usando tupan para executar uma simulacdo com visualiza-
¢do em tempo real.

./tupan simulation -i plummer4096.hdf5 -m sia21h.dkd -e 0.25 -t 10
-o snapshots.hdf5 --backend=CL --view

tupan viewer: 56.3 fps @ 768 x 432

Figura 3.4: Janela de visualiza¢do 3D langada por tupan quando a opgdo --view é ati-
vada durante sua execucao.

Na Fig. 3.5 n6és mostramos a evolugdo temporal das energias cinética, po-
tencial, virial e total do sistema. Uma vez que o sistema estd inicialmente em
equilibrio virial, somente pequenas flutuagdes em torno de seus valores inici-
ais ocorre, como esperado para a evolugdo dessas grandezas. A qualidade da
integracdo, como medida pelo erro na energia total do sistema, é vista na parte
inferior da Fig. 3.5. Para o valor de 7 adotado, este permanece sempre ~ 107°.
As flutuagdes mais intensas a partir de t = 60 sdo devido a formagdo dindmica
de bindrias no sistema.
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Figura 3.5: Evolugdo temporal das energias do sistema mostrado na Fig. 3.4.
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3.5 MEDIDAS DE PERFORMANCE

Nesta secdo nos discutimos alguns testes de desempenho. Tendo em vista que o
método que domina o custo computacional em tupan é o cdlculo da aceleragao
gravitacional do sistema de particulas, nés aqui avaliamos seu desempenho em
CPUs e GPUs, a fim de ter uma estimativa da performance geral do cédigo nestes
dispositivos.

Medidas da performance de uma dada rotina geralmente sdo feitas em ter-
mos do tempo de execucdo, t.r., para diferentes tamanhos do problema que
ela resolve. Uma outra métrica comumente utilizada é o nimero de operagdes
de ponto flutuante (flops) por segundo (15jyps/s). Em nossa implementagéo, o
célculo da forca gravitacional para um par de particulas necessita de 20 flops*".
Consequentemente, o cédlculo para um sistema de N particulas requer 20N>
operagdes. Assim, o ndmero de flops/s para este caso é dado por

20N?

nflops/s = foroe

(3-6)

A Fig. 3.6 apresenta os resultados dos testes (os valores mostrados sdo médias
sobre 10 execugdes e ndo possuem dispersao significatica). No eixo horizontal
nds variamos o nimero de particulas, N. O tempo de execugdo para cada va-
lor de N é mostrado pelas curvas com pontos, correspondendo ao eixo vertical
direito, enquanto n.ps/s € dado no eixo vertical esquerdo em Giga-flops/s, e
representado pelas barras. Para ambos os casos, em verde sao mostrados re-
sultados para a implementagdo de referéncia correspondente ao backend em C
executada em um tnico core da CPU™. Os resultados correspondentes ao bac-
kend em OpenCL sdo mostrados em azul para sua execugdo nos dois cores da
mesma CPU, e em vermelho para sua execugdo nos 480 cores da GPU'3. Em cada
caso foi avaliado também a performance de execucdo em precisdo simples (SP)
bem como em precisdo dupla (DP).

No6s notamos que para N < 256, a implementagdo paralela em OpenCL é me-
nos eficiente do que a versdo serial em C devido & uma pequena sobrecarga
na comunicagdo dos dados com o dispositivo em uso (CPU ou GPU), frente
ao tempo de calculo. Para N > 256, a implementacdo OpenCL supera a per-
formance da versao serial, chegando a um fator de ganho ~ 1.7 na CPU para
N = 131072, compativel com o esperado (fator 2, para 2 cores). O pico de perfor-
mance para a execugdo serial na CPU para esse valor de N foi de 1.09 Gflop/s
em DP e 1.22Gflop/s em SP, tomando cerca de 375.3s e 337.0s de tempo de
processamento em DP e SP, respectivamente. Para a execucao paralela na CPU,
o pico de performance para o mesmo valor de N foi de 1.70 Gflop/s em DP e
2.10Gflop/s em SP, o que tomou cerca de 241.8s e 196.3 s de tempo de proces-
samento em DP e SD, respectivamente.

Na GPU, para N = 131072, o pico de performance foi de 78.8 Gflop/s em DP
e de 740.9 Gflop/s em SP, custando somente cerca de 5.2s e 0.56s de tempo

No6s contabilizamos cada operagdo aritmética (+, —, *, /), bem como sqrt, como 1flop. Em al-
guns sistemas, sqrt pode consumir até ~ 18 flops, de modo que nossa estimativa representa um
limite inferior.

12 Modelo Intel Core 2 Duo, 2 GHz.

13

Modelo NVIDIA GeForce GTX 480, 1.401 GHz.
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Performance Measurement for Calculating the Acceleration 3
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Figura 3.6: Medidas de desempenho para o calculo da aceleracdo gravitacional com
tupan, para diferentes nimeros de particulas. As barras ddo a performance
em Gflops/s, correspondente ao eixo a esquerda. As linhas com pontos dao
o tempo de execussdo em segundos, correspondente ao eixo a direita.

de processamento em DP e SP, respectivamente. O fator ~ 10 diferenciando a
performance em DP e SP est4 dentro do esperado (fator 8) para o nosso modelo
de Gru.

Comparando, por exemplo, os picos de performance em SP entre a GPU e a
versdo serial na CPU, nota-se que o ganho relativo pode atingir um fator tdo alto
quanto ~ 600. Obviamente, esse fator possui um bias por conta da diferenga na
frequéncia de operacado entre CPUs e GPU. Corrigindo esse fator pela razdo entre
estas frequéncias, nés obtemos que o ganho proporcionado pela GPU é ainda
~ 420, o que mostra que seu uso para o cdlculo da aceleragdo gravitacional
melhora a eficiéncia de simula¢des de N-corpos por mais que duas ordens de
grandeza!

Por fim, como uma estimativa, nds calculamos que uma simulacdo de N-
corpos tipica, usando N ~ 10° particulas e necessitando cerca de 10° passos
de integracdo possa ser completada em uma GPU em um periodo de tempo de
~ 10 dias. Esta estimativa torna-se ainda mais otimista com o uso de GPUs mais
recentes. Para fins de comparagdo, a mesma simulagdo tomaria cerca de 10 anos
para ser completada usando um tnico core de uma CPU.



Talk is cheap. Show me the code.

— Linus Torvalds

NOVAS TECNICAS DE INTEGRACAO NUMERICA PARA
SISTEMAS DE N-CORPOS COM MULTIPLAS ESCALAS

Neste Capitulo nés apresentamos dois novos métodos para integragao eficiente
de sistemas gravitacionais de N-corpos com uma grande variagdo em escalas
de tempo caracteristicas. O primeiro método fundamenta a implementacdo de
uma familia de integradores simpléticos em tupan e é baseado numa separagao
hierdrquica do Hamiltoniano, primeiramente introduzida por Pelupessy et al.
(2012). N6s o descrevemos brevemente e apresentamos uma generalizagdo a
ordens mais altas que O (T?), e mostramos como incluir corre¢des PNs de ma-
neira auto-consistente e temporalmente simétrica. N6s entdo apresentamos os
fundamentos do integrador sakura, desenvolvido pelo autor (Gongalves Ferrari
et al., 2014), baseado numa separagdo Hamiltoniana em termos de N2 proble-
mas de Kepler, e discutimos alguns testes numéricos.

4.1 SEPARAGAO HIERARQUICA DO HAMILTONIANO: the slow-fast split

No Cap. 2 nés vimos que quando o operador Hamiltoniano, H, pode ser sepa-
rado em termos dos operadores associados as energias cinética e potencial, 7
e U, é possivel aproximar o operador de evolucido temporal ¢™” em segunda
ordem,

, (4.1)

como dado pela eq. 2.41, ou pelo seu auto-adjunto (eq. 2.43). Este tipo de sepa-
ragdo Hamiltoniana ndo é a tnica possivel e muitas outras formas de subdividir
o sistema foram investigadas previamente (Wisdom and Holman, 1991; Duncan
et al., 1998; Chambers, 1999; Fujii et al., 2007).

Em Pelupessy et al. (2012) uma nova estratégia de separagdo recursiva do
Hamiltoniano foi introduzida, baseada no valor do passo de tempo atribuido
a cada particula no sistema. Para cada nivel da recursado, todas as particulas
sob consideragdo sado divididas em grupos slow (S) e fast (F), comparando-se o
passo de tempo individual da particula, T;, a um passo de tempo de referéncia,
T. Assim, S e F sdo definidos por,

S = {iel...N:1,>1}, (4.2)
F = {iel...N:1,<71}. (4-3)
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Usando os grupos de particulas S e F, é possivel reescrever o Hamiltoniano do
sistema como segue,

H = Hs+ Hf + Usr . (4-4)

O sub-Hamiltoniano Hg pode ser visualizado como um “sistema Hamiltoniano
fechado”, no qual as particulas em S interagem entre si sem sentir a influéncia
das particulas em F. A mesma propriedade vale para o sub-Hamiltoniano Hr
e suas particulas. Finalmente, o sub-Hamiltoniano Ugr contém os termos de
interacdo entre as particulas em S e F.

Dado o Hamiltoniano na eq. 4.4, Pelupessy et al. (2012) propde a seguinte
aproximacdo em segunda ordem para o operador de evolugdo temporal,
TH o g5 Hr T(Hs+Use) jTHF

e (4-5)

O sub-Hamiltoniano Hr é fechado, e consiste de particulas onde 7; < 7. A evo-
lugdo temporal de Hr é realizada pela aplicagdo recursiva do mapa na eq. 4.5,
porém usando um passo de tempo de referéncia, /2. Em contraste, ambos Usr
e Hs = Ts + Us podem ser decompostos em termos de drifts (™7 e kicks (e™)
individuais, aplicados usando o passo de tempo de referéncia atual, T. Assim,

eT(H5+USF) — eT(7'5+U5+M5p) ~ 657—56”[(1/154*usp)e%7—5 . (46)

O passo de tempo de referéncia é dividido pela metade a cada nivel da recur-
sdo, e esta termina quando todas as particulas restantes em F sdo colocadas no
grupo S de seu respectivo nivel. O método resultante possui convergéncia em
O(7?) e realiza uma cadéncia hierdrquica de passos de tempo similar aquela
obtida utilizando o esquema convencional com BTSs. E importante notar que
no método acima, kicks da particula i sobre a particula j sio sempre empare-
lhados com kicks da particula j sobre a particula i. Isto, garante a conservagao
do momentum a cada nivel de recursdo. Além disso, contrdrio ao esquema BTS,
onde cada particula é individualmente evoluida sob influéncia da forga total
devido ao resto do sistema, no método de Pelupessy et al. (2012) kicks sobre
uma dada particula a qualquer passo de tempo dado, tipicamente corresponde
a forgas parciais, resultando em uma complexidade computacional O(N7) com
tipicamente v < 2, ao invés da convencional O(N?).

Quando o passo de tempo individual das particulas é forcado ao valor mi-
nimo dentre todas elas, o método acima reduz-se & um tinico nivel de recurséo,
resultando num esquema de passos de tempo varidvel (porém o mesmo para
todas as particulas). Um esquema com passos de tempo constante é obtido
simplesmente forcando 7; a um valor maior ou igual ao passo de tempo de
referéncia inicial, T.

Antes de apresentar a nossa generalizacdo do método acima nds discutimos
a seguir o critério para o passo de tempo.

4.1.1  Critério para o passo de tempo

Como discutido no final da sec¢do 2.2, integradores simpléticos sdo, por cons-
trugdo, designados a utilizar passos de tempo constantes. Caso isto nao seja
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obedecido as integrais de movimento do sistema tendem a sofrer um desvio sis-
tematico do nivel de conservagdo esperado, frequentemente gerando solugdes
com artefatos numéricos (Gladman et al., 1991; Skeel and Gear, 1992). Interes-
santes solugdes para este problema tém sido propostas ao longo dos anos (Hut
et al., 1995; Lee et al., 1997; Duncan et al., 1998; Preto and Tremaine, 1999; Mik-
kola and Tanikawa, 1999b,a; Mikkola and Aarseth, 2002; Makino et al., 2006), e
a razdo para tal degradacdo parece estar relacionada a perda da simetria tem-
poral durante a escolha do passo de tempo.

Por exemplo, dada a trajetéria de uma particula w(t) = (x(t),p(f)), e um
dado critério’, ¢(w), para a escolha do passo de tempo, pode-se determinar
Tp « ¥(wyp), onde wy = w(fp), e usar este valor para avangar o estado do
sistema. Assim, w(ty) — w(to + T) leva o sistema & um novo estado w(t;) =
w(ty + 1) cujo passo de tempo é 71 « #(wq). Se agora fizermos o caminho
inverso, w(t;) — w(t; — 71) leva o sistema & um novo estado w(ty) = w(t; — 1q)
cujo passo de tempo é T, «x #(wy). Acontece que, e.g, T» # Tp, pois wa # Wy, de
modo que o estado original do sistema em t = t( é perdido. Essa situacdo ndo
teria acontecido se o passo de tempo tivesse a propriedade (¢t + T(t)) = 7(f),
que s6 é estritamente possivel com T = cte.

Hut et al. (1995) propde escolher o passo de tempo implicitamente, tal que

Tt/ 0 5 [B(wi) + B(w1)] (47)

e usar T,.1/2 para evoluir o sistema de um estado para o préximo ou vice-
versa. Porém tal proposta torna o método de integracdo implicito e desneces-
sariamente caro computacionalmente. Além disso, como qualquer método im-
plicito, iteracdo é necessdria para garantir a convergéncia da solugdo (neste
caso do valor do passo de tempo). Makino et al. (2006) mostrou que é possi-
vel construir uma hierarquia de passos baseada no esquema BTS e na eq. 4.7
acima, contudo aquele método, além de caro computacionalmente é desneces-
sdriamente mais complexo de se implementar. N6s, ao contrario, pensamos que
métodos explicitos sdo mais vantajosos ambos em termos do custo computacio-
nal quanto em termos da facilidade de implementagdo. Assim, nés superamos
tais dificuldades da seguinte forma. Primeiramente nds redefinimos a maneira
em que calculamos o passo de tempo. Ao invés de ¢, nés usamos uma espécie
de frequéncia associada a funcdo 9, w, = w(w(t,)). Assim o passo de tempo
Ty+1/2 fica definido como,

=L, 4
c‘)nJrl/ 2

onde 1 é um parametro de entrada que define a precisdo do integrador. Se-

guindo a proposta de Hut et al. (1995), nés definimos uma forma simetrizada

para a frequéncia, w% 12 de modo que,

1
Wi 1)y = 5 [wp 4+ wpyq] - (4.9)

1 A forma da fungdo ¢ ndo é importante no momento. ¢ « r?/ 2, p. ex., é uma forma aceitével.
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Aproximando o termo w2, por sua expansdo em série em primeira ordem,

dw?
w%+1 ~ w%‘f’TnW ‘f’O(T;%)/
t=t,

2

~ w24 A
~ow, + w, dt ’ (4.10)

e inserindo de volta na eq. 4.9 resulta em,
2 o2, 17 dwy

Wyi1/2 = Wy + Yw, dt (4.11)

Note que este procedimento de simetrizacdo é genérico e completamente ex-
plicito. O erro O(7?) na escolha de w? 41/ hdo representa um problema pois,
para propositos praticos, resulta apenas em um erro de ordem O(7?) na sim-
pleticidade de um integrador de segunda ordem. O fato deste procedimento
introduzir apenas um erro da mesma ordem do erro do préprio integrador é
que torna tal aproximagdo boa o suficiente para manter o nivel esperado de
conservacdo das integrais de movimento a longo prazo.

A efetividade do passo de tempo resultante depende, em tltima instancia, da
expressdo adotada para o critério w(w(t)). No presente trabalho n6s adotamos
a seguinte expressao,

2
() =y 2 (4.12)

! oo

onde p;j = mnji&-mni] ¢ a massa reduzida do par ij. A eq. 4.12, quando corrigida pela

eq. 4.11 e inserida na eq. 4.8, dd o valor simetrizado do passo de tempo para
a interagdo do par ij. Seguindo a mesma légica, o passo de tempo da i-ésima
particula é obtido a partir da versdo simetrizada da soma,

N
2 2
wi () =) wi(t). (4.13)
j#i
Pelupessy et al. (2012) propde uma estratégia similar para simetrizacdo do
passo de tempo, porém a nossa escolha por utilizar a frequéncia, w, ao invés de

um critério diretamente proporcional a T, como feito naquele trabalho, resulta
em expressdes mais simples e uma implementacdo mais eficiente.

4.1.2  Generalizagido a uma familia de integradores

Primeiramente, n6s definimos os operadores drift e kick,

D, = 7, (4.14)
K = ™. (4.15)

Assim, a eq. 4.1 pode ser reescrita como,

DKD+ = D+/2K:D<+ /2, (4.16)
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e seu auto-adjunto,
KDK; = K¢ /5D:Kx 5. (4.17)

Em Forest and Ruth (1990) mostrou-se que o operador de evolugdo temporal
e (T+U) pode ser fatorado como

P
" T+ ~ 1‘[1 Dy, Ky, +O(T"1), (4.18)
p:

onde, para um dado P, a4, e b, sdo coeficientes numéricos que sdo encontrados
a partir das condi¢des de ordem necessarias para maximizar a ordem Y do
integrador, com o vinculo dado pelas condi¢des de simetria, a; = 0, Apy1 =
ap_py1, by = bp_py1, 0ua, = ap_py1, by = bp_p, bp = 0. A eq. 4.18 é, de
fato, mais geral do que o procedimento de Yoshida (1990) discutido no Cap. 2
e diversos estudos foram realizados para se determinar tais coeficientes para
diversas ordens (veja, p. ex., Omelyan et al., 2003).

Dessa forma, para a, e b, conhecidos, as eqs. 4.16 e 4.17 podem ser generali-
zadas como,

Z—1 1

DKD%/Z = HDHZTKbZT DazTszTDllzT H KbZ’L’DllZT ’ (4-19)
z=1 z=7-1
Z—1

KDK}—/Z = HKaZTDbZT KaZTDbZTKuZT H DbZTKﬂZT ’ (4-20)
z=1 z=7-1

onde Y define a ordem do integrador e Z o namero de estagios.
Para generalizar o método de Pelupessy et al. (2012), nés primeiramente re-
escrevemos a eq. 4.5 cComo segue,

TH e%HpeT(H5+USF)e%HF’

Q

e
SHr 5 Ms ,TUsr ,5Hs ,5H
ez FeZ Se SFeZ Sez F/

Q

ez (Met+Hs) pTUsr o3 (Hs+HE) , (4.21)
onde a tltima linha acima, vem do fato que Hs e Hr comutam, i. e., [Hgs, Hf] =
0. Essa pequena sutileza na forma como os operadores Hamiltonianos sdo orga-
nizados na eq. 4.21 é de extrema importancia aqui. A primeira linha na eq. 4.21
corresponde ao método de Pelupessy et al. (2012) (eq. 4.5). A dltima linha na
eq. 4.21, contudo, expressa o operador de evolucdo temporal e™ no formato
BRIDGE (Fujii et al., 2007), em que os sub-sistemas S e F podem ser tratados de
maneira auténoma e evoluidos independentemente pelo intervalo 7. E impor-
tante salientar aqui que, embora no presente contexto S e F correspondam a
diferentes sub-sistemas em um sistema gravitacional, a generalidade da formu-
lacdo na eq. 4.21 permite que Hr e Hg correspondam, p. ex., a diferentes Ha-
miltonianos (ou, mais genericamente, diferentes c6digos) modelando diferentes
dominios astrofisicos, com sy modelando o acoplamento entre tais dominios.
Assim, definindo-se novos operadores drift e kick para a sub-divisdo recursiva
slow—fast,

SFDT eT(Hp-l—Hs) , (4_22)

Ky = e, (4-23)
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¢ imediato notar que as egs. 4.19 e 4.20 , com D — SED; e Ky — STK;, po-
dem ser usadas como uma generalizacdo do método de Pelupessy et al. (2012).
N6s chamaremos a versio SF de tais equagdes como, ' DKDY% e SFKDKY?,
respectivamente. Assim,

N
R

1
SEDKDY? = coo| ¥ Day* Ky Doy | TT -1 S (4-24)
=Z-1

N
Il

z

N
R

1
SFKDKY? = oo | P Kay Dy Ky | TT -] (4.25)
=7-1

IN]
[ey

z

onde os termos entre colchetes sdo similares aos das eqs. 4.19 e 4.20, porém
usando a versdo SF dos operadores drift e kick (eqs. 4.22 e 4.23).

Na tabela 4.1 nés apresentamos todos os 48 métodos de integracdo simplética
resultantes da familia acima e implementados em tupan de acordo com ordem
de integragdo (Y), nameros de estdgios (Z) e esquema de passos de tempo.
Resta agora discutir como os operadores SFD. e STK; nas eqgs. 4.22 e 4.23 sao
fatorados em termos de D e K, 0 que serd feito na se¢do seguinte, onde D; e
K: serdo também generalizados com a inclusdo de termos PNs.

4.1.3  Operadores drift e kick com corregoes relativisticas

No6s comegamos com o operador drift. D;, dado inicialmente pela eq. 4.14, é
redefinido explicitamente como,

D. = DIV if PN is True, else DY . (4.26)

DY representa um drift & maneira Newtoniana (eq. 4.14), ou seja, apenas o
avanco das coordenadas de posicdo das particulas. DN faz o mesmo que DY e,
adicionalmente, avanga termos de corre¢do para o centro de massa do sistema*
(eq. 2.6).

Para o operador kick, nds comecamos redefinindo K, dado inicialmente pela
eq. 4.15, COMO,

= KITJN if PN is True, else KIT\] . (4.27)

KY representa um kick & maneira Newtoniana (eq. 4.15), ou seja, apenas o
avango das coordenadas de momentum (velocidade) das particulas. KEN faz o
mesmo que KY, porém utilizando o algoritmo de Hellstrom and Mikkola (2010)
em que kicks devido a forcas dependentes da velocidade, f(r, v), sdo realizados
de maneira explicita com o uso de uma velocidade auxiliar, u, com ugy = vy, tal
que,

v7’l+% = Vvy+ E (rn+%/ ui’l) s
Wi =+ Th(r, 0,00,

T
Vyyl = vn+%+§f(rn+%,un+1).

Note que termos de corregdo para quantidades globais como centro de massa, energia, etc. ndo
influencia a dindmica das particulas. Estes sdo integrados apenas para fins de verificacdo da
conservagdo das integrais de movimento do sistema.
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Tabela 4.1: Familia de 48 mapas simpléticos implementados em tupan, classi-
ficados por nome, ordem de integracdo (Y), ntiimeros de estdgios
(Z), esquema de passos de tempo e as devidas referéncias para os
coeficiéntes a, e by.

name ‘ order (Y) ‘ stages (Z) ‘ time-step ‘ Ref. ‘
sia21c.dkd / siaz1c.kdk constant
siaz1a.dkd / siaz1a.kdk adaptive
sia2th.dkd / sia21h.kdk hierarchical
sia22c.dkd / sia22c.kdk constant
siaz2a.dkd / sia22a.kdk adaptive
sia22h.dkd / sia22h.kdk hierarchical
siag3c.dkd / siag3c.kdk constant
siag3a.dkd / siag3a.kdk adaptive
siag3h.dkd / siagzh.kdk hierarchical
siag4c.dkd / siagqc.kdk constant
siagg4a.dkd / siagga.kdk adaptive
siaggh.dkd / siaggh.kdk hierarchical
siagsc.dkd / siagsc.kdk constant
siag5a.dkd / siagsa.kdk adaptive
siagsh.dkd / siagsh.kdk hierarchical
siag6c.dkd / siagb6c.kdk constant
siagba.dkd / siag6a.kdk adaptive
siagbh.dkd / siag6h.kdk hierarchical
sia67c.dkd / sia67c.kdk constant
siab7a.dkd / siab7a.kdk adaptive
siab7h.dkd / sia67h.kdk hierarchical
siabgc.dkd / siabgc.kdk constant
siabga.dkd / siabga.kdk adaptive
siabgh.dkd / siabgh.kdk hierarchical

a. Yoshida (1990)

b. Omelyan et al. (2003)

c¢. Blanes and Moan (2002)
d. Kahan and Li (1997)

A expressdo acima é equivalente a usar um algoritmo de leap-frog para avangar
as velocidades v e u. Apds isso, a velocidade, v, é usada para prosseguir com
o avango das posi¢des. Anteriormente ao trabalho de Hellstrom and Mikkola
(2010), 0 que se fazia era utilizar uma forma implicita, tal como

1
Vel =V + Tf rn_._%/ E (Vn + Vn+1> ’
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para o avango das velocidades, o que, obviamente, requer iteracdo até conver-
géncia. Além disso, K'N avanca também termos de corregdo para a energia
total, momentum linear e momentum angular do sistema (egs. 2.5, 2.7 e 2.8), de
maneira similar ao avanco das velocidades.

Desta forma, F D, como dado pela eq. 4.22, pode ser decomposto em,

FD. = SFDKDY7 (F) DKDY#(S) F DKDY%(F), (4-28)
ou
kD, = *FKDKYZ, (F) KDKY?#(S) ** KDKY%(F), (4-29)

onde F DKD%//ZZ(P) (ou F KDK}//ZZ(F)) representa uma chamada recursiva a
eq. 4.24 (ou eq. 4.25) sobre o sub-sistema F usando metade do passo de tempo
de referéncia. DKDY?(S) (ou KDKY?#(S)) é simplesmente a aplicacdo da eq. 4.19
(ou eq. 4.20) sobre o sub-sistema S. Note que pela eq. 4.21, a eq. 4.28 poderia
ser escrita como D, = SfDKDY%(F) DKDY?(S) = DKDY#(S) S DKDY%(F),
e similar para sua versdo auto-adjunta, dada a comutatividade dos operadores
envolvidos, mas em tupan nés usamos a forma dada pela eq. 4.28 (ou eq. 4.29),
que resulta ser mais eficiente quando alguns dos coeficientes a, ou b, sdo mai-
ores que 1 ou sdo negativos.
Analogamente, SF K., como dado pela eq. 4.23, pode ser decomposto em,

SFK, = °FKEN if PN is True, else T KY, (4-30)

¢é definido como,

onde SFKN

SERN = KN(S; F)KN(F;S) = KN(F; S)KN(S; F), (4.31)
ou seja, é simplesmente a aplicacio do operador KY sobre o sub-sistema S,
sob influéncia do sub-sistema F, seguido do mesmo para o sub-sistema F, sob
influéncia do sub-sistema S, ou vice-versa.
Para FKIN, nés construimos uma extensao do algoritmo de Hellstrom and
Mikkola (2010), de modo que,

Vi, = Vit ot uh),
VL% = VE—F%f(riJr%,uﬁ),
uﬁﬂ = u2+Tf(rF+1,V5+%),
u, ., = u£+Tf(rfz+%,vi+%),
Vi = Vi+% + %f(fir%/uiﬂ) /
Vgl = VL% + %f(ri+%,u2+1),

com as grandezas em S e F sendo calculadas e evoluidas simultaneamente, a
fim de evitar assimetrias temporais. Além disso, >FKPN
de corregdo para a energia total, momentum linear e momentum angular do
sistema (egs. 2.5, 2.7 e 2.8) associados a interacdo SF, de maneira similar ao
avanco das velocidades acima.

avanga também termos
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4.2 SEPARA(;AO KEPLERIANA DO HAMILTONIANO: SAKURA

Com isso, as egs. 4.24 ou 4.25 em sua forma recursiva constituem o que
nds chamamos de BRIDGE-hierdrquico. Note que na presente formulacdo ape-
nas dois sub-sistemas (S e F) ou, genericamente, dois dominios astrofisicos
podem ser hierarquicamente acoplados. Em Gongalves Ferrari et al., (2015, in
preparation) nés generalizamos ainda mais a formulagdo acima para um ndmero
arbitrario Q de sub-sistemas (ou dominios astrofisicos).

4.2 SEPARAQAO KEPLERIANA DO HAMILTONIANO: SAKURA

Nesta secdo nds apresentamos os fundamentos do integrador sakura, desen-
volvido pelo autor em colaboracdo com Tjarda Boekholt e Simon Portegies
Zwart (Gongalves Ferrari et al., 2014), baseado numa separa¢do Hamiltoniana
em termos de N? problemas de Kepler. Uma versdo de sakura paralelizada
com Message Passing Interface (MPI)? para sistemas com memoéria distribuida foi
entdo escrita, e em 2014 nés fomos agraciados com o prémio Win Nieuwpoort*
na Holanda, por ter alcancado alta eficiéncia paralela em um grande sistema
para High-Performance Computing (HPC).

N6s motivamos o método notando que para um sistema arbitrario de N-
corpos a existéncia de solugdes analiticas somente ocorre para os casos N = 1
(particula livre) e N = 2 (problema de Kepler). Dessa forma, nés decidimos in-
vestigar a possibilidade de decompor o problema geral de N-corpos em termos
de problemas mais simples e analiticamente soltiveis (casos N = 1e N = 2). As-
sim, nés comegamos reescrevendo o Hamiltoniano de um sistema de N-corpos
em termos de Hamiltonianos de Kepler, K;jj>, como segue,

H = T+U,
N I NN
- Snelbiu,
i=1 i=1 i
N N N
1
= Tit+5 Y ) (K —Ty), (4.32)
i=1 i1 i
com
T, = lmﬂ??, (4-33)
2
mim;
Uj = G——, (4-34)
rii
e
1 (m; + m;)
Kij = wj 503—6% , (4-35)
ij
1

http://en.wikipedia.org/wiki/Message_Passing_Interface
Andncio oficial disponivel na seguinte url:

https://www.surf.nl/en/agenda/2014/03/surfsara-data--computing-infrastructure-event/

surfsara-data-and-computing-infrastructure-event.html.
Nao confundir com o operador kick definido na se¢do anterior.
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Além disso, nds definimos,

N
u = Y Uy, (4-37)

J#i

N
Wi = ) Wi, (4-38)

J#

com

Wij = Kij — Tj; . (4-39)

Note que W; e Wij sdo analiticamente idénticos a U; e Uij, respectivamente, pois
até o momento ndo fizemos nenhuma aproximacao.

Considere o mapa arbitrario ¢(7) atuando sobre coordenadas de posigdo e
velocidade. N6s o definimos explicitamente como (ver egs. 2.32 e 2.33),

o) : (V) " <v> bod <v> |

Com isso, nés podemos agora definir os seguintes operadores de evolugdo tem-
poral. Primeiramente, operadores associados a grandezas com dois subscritos
sdo definidos explicitamente por,

i . (ri]) — (ri]) +T <0> , (4.40)
Vij Vij al']‘

e (=Ti) (ri]) — (ri]) -7 (vi]) , (4.41)
Vl‘]' Vl']‘ 0

) I

ki . ( ”) — kepler_solver (T, mjj, tjj, Vij), (4.42)
Vij

onde m;j = m; +mj e a;; = —mijrij/rf} é a aceleragdo relativa entre o par ij.

Na eq. 4.42 a funcdo kepler_solver da a solugdo analitica para o par ij, pelo

intervalo 7. Dada a definigao de W;; (eq. 4.39), podemos escrever

eTWij ~ e%(iﬁf)eﬂrlci]‘e%(iﬂ.) , (4'43)

de modo que, explicitamente,

eWi (rl]) — <r1]> + ( r1]> ’ (4-44)
Vij Vij (SVZ']'

onde Jr;; e dv;; resultam da composicdo dos operadores e™i e ¢"(-7Ti) na
eq. 4.43. Por outro lado, operadores associados a grandezas com um subscrito

sdo definidos explicitamente por,

el (rl) — (r’) +7 (v’) , (4-45)
Vi Vi 0

Ui (rl) — (ri> +7T <0> , (4-46)
Vi Vi a;

SO e
V; v; ov;
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Resta agora mostrar como operadores com dois subscritos estdo relacionados
aos operadores com um subscrito. Em particular, nés buscamos uma relacao
entre (5rij, 5vij) e (Jr;, 0v;). Analisemos, primeiramente, o caso do operador U.
A partir da eq. 4.37 e dado que U;; comutam entre si, ou seja, [Z/{ij, U] =0, Vkl,
é facil ver que a igualdade,

N N 1
[Je™ = e™Emthi = e, (4-48)
j#i

é valida para qualquer N. Assim, os incrementos associados ao operador U/ nas
eqs. 4.40 e 4.46 ficam relacionados por,

T( ) —Zyu ( ) (4-49)
a; Ui ajj

como esperado, visto que a aceleracdo a; é a superposicdo da contribuicdo de
todos os pares, a;;. Assim, equagdes similares para o operador WV seguem por
analogia, tendo em vista a eq. 4.38,

N

N
[ [eVitO) e bsi Wi = ¢ | (4-50)
i#i

onde o erro, O(T3), advém do mapa na eq. 4.43, de modo que os incrementos
(6rjj,6vij) e (6x;,0v;) nas eqs. 4.44 € 4.47 ficam relacionados por,

((SH) . 72 (5171]) —|—O<T3) (451)
ov; i jZi ovij

Dessa forma, nés podemos finalmente definir um mapa de segunda ordem
para a nossa separagao Kepleriana do Hamiltoniano como segue,

T W I
ezl eWesiT
N T
[Tei

i=1

Cabe agora uma discussdo das propriedades do mapa acima. Consideremos,
primeiramente, a eq. 4.50 em vista da eq. 4.43. Supondo que ao invés da fungao
kepler_solver, o operador e™ i fosse definido como,

sakura(t) =

o

(4.52)

e ]

i=1 i=1

T/C 2 Tii U, Tij

i = e3Tie™iea Ty, (4.53)
para o par ij. Assim, a eq. 4.43 reduziria-se a

eWi g%(fﬂf) ( 7:]61'1/{1,627‘> e%(fﬂf) = Wi — o™i (4-54)
Com isso o erro na eq. 4.50 seria nulo, e esta seria analiticamente idéntica a
eq. 4.48. Em outras palavras, os incrementos (5rij, 5vij) na eq. 4.51 seriam dados

por ér;; = 0 e dv;; = Ta;j, de modo que esta reduziria-se a eq. 4.49. Isto, porém,
tornaria 0 mapa sakura(T) na eq. 4.52 essencialmente idéntico a um mapa
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ordindrio do tipo ¢2 (eq. 2.41), para ndo dizer que desta forma sakura(T) teria
sido uma implementagdo extremamente ineficiente de ¢>.

Por outro lado, com o operador ¢™ i definido corretamente, fazendo uso da
fungdo kepler_solver como na eq. 4.42, 0s incrementos (5rij, 5vij) contém os
termos exatos da solugdo do problema de Kepler, e assim nés garantimos que
todas as interagdes entre pares ij sdo sempre evoluidas corretamente na preci-
sdo da maquina. Isto permite que sakura(T) use passos de tempo constante
para evoluir qualquer tipo de interacdo entre pares de particulas — mesmo
uma colisdo frontal — e ainda assim produza o resultado numérico esperado.

Finalmente, é preciso notar aqui que, embora nés tenhamos usado o forma-
lismo simplético para a derivagdo do mapa na eq. 4.52, este resultou em um mé-
todo ndo-simplético. Isto, a principio, ndo é evidente das equagdes acima, mas
nés encontramos numericamente que este é de fato o caso, visto que sakura(T)
nao conserva o momentum angular total do sistema na precisdo da maquina,
como esperado de um mapa simplético (o erro, entretanto, é pequeno o sufi-
ciente para propésitos praticos e diminui com o tamanho do passo de tempo).
Nos especulamos que a razdo para a ndo-simpleticidade da eq. 4.52 esta no
fato de que, embora o erro na eq. 4.43 seja Hamiltoniano (& maneira definida
no Cap. 2), a composi¢do desta na eq. 4.50 (ou, equivalentemente, na eq. 4.51)
resulta em um erro ndo-Hamiltoniano, degradando assim a simpleticidade do
mapa final. N6s suspeitamos que isso seja devido ao fato de que, p. ex., na
eq. 4.51, cada par ij seja tratado de maneira independente das demais parti-
culas no sistema, de modo que em casos em que uma terceira particula esteja
interagindo proximamente com o par em questdo, um erro nao-Hamiltoniano
seja introduzido. Este tiltimo argumento constitui, de fato, a principal fonte de
erro em sakura.

Recentemente, contudo, um estudo por Hernandez and Bertschinger (2015)
argumenta que é possivel restaurar a simpleticidade de sakura com a decom-
posicdo do operador central na eq. 4.52 em duas partes evoluindo todos os
pares em ordem direta (parte 1) e reversa (parte 2) no espago de indices das
particulas, mas nés ainda ndo investigamos tal modificagao.

4.3 VALIDAGAO NUMERICA

Nesta secdo nos apresentamos alguns testes numéricos comparando resultados
obtidos com os seguintes integradores: sakura, sia21a.dkd (identificado nas
figuras como “Leapfrog”), ambos métodos de segunda ordem, e o método de
Hermite de quarta ordem (Makino, 1991b), comumente utilizado pela comuni-
dade. Para simula¢gdes com sakura foi utilizado T = cte. sia21a.dkd e Hermite
usam passos de tempo varidveis, porém sia21la.dkd adota o critério desenvol-
vido na sec. 4.1.1, enquanto Hermite usa o critério padrdo de Aarseth (e. g.,
Aarseth, 2003). O valor do passo de tempo constante usado em simula¢des com
sakura foi escolhido de modo tal que resulte no mesmo niimero de passos reali-
zados nas integracdes com Hermite. Para sia21a.dkd, o pardmetro de precisdo
1 (ver eq. 4.8) foi escolhido de modo a dar um nimero de passos similar aos
métodos anteriores. Note que em simula¢des de N-corpos é comum a utiliza-
cdo de um parametro de softening, €, tal que o potencial gravitacional, U ~ 1/7,
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seja modificado em U ~ 1/ (rlzj + €2)1/2. O parametro de softening é necessé-
rio para evitar possiveis divergéncias numéricas quando do encontro préximo
entre duas particulas quaisquer, facilitando assim o trabalho dos integradores.
Porém aqui, nés utilizamos ¢ = 0 para sia2la.dkd e Hermite, uma vez que
sakura, por ser baseado na solugdo analitica de uma orbita Kepleriana, nao
admite (ou necessita) um parametro de softening. Todas as simulac¢des foram
realizadas utilizando apenas uma CPU (modelo Intel core 2 Duo, 2 GHz).

4.3.1 Sistemas com poucas particulas

N6s comegamos apresentando testes numéricos para sistemas com N-pequeno
com solu¢des bem conhecidas, incluindo i) sistema figure8 (N = 3, Chenci-
ner and Montgomery, 2000), ii) sistema pythagorean (N = 3, Szebehely and
Peters, 1967), iii) sistema solarsystem (N = 10 incluindo Plutdo, Ito and Ta-
nikawa, 2002). No sistema figure8 as trés particulas possuem massas iguais
e seguem uma orbita estdvel em formado de 8. O sistema pythagorean é um
sistema instavel, onde as trés particulas possuem uma razao de massas 3 :4: 5,
inicialmente com velocidades nulas e posicionadas num tridngulo cujos lados
tem tamanho dado pela massa da particula no vétice diametralmente oposto. O
sistema solarsystem, constitui um exemplo de sistema quase-Kepleriano. Nés
ndo discutimos o caso N = 2, uma vez que aqui sakura reduz-se a funcéo
kepler_solver, dando resultados exatos (na precisdo da maquina). A duragao
das simulagoes é de 100 N-body time units (Heggie and Mathieu, 1986) no caso
dos dois primeiros sistemas, e 10° yr no caso do solarsystem.

Na Fig. 4.1 nés apresentamos o erro relativo da energia total, |dE/E|, como
uma fung¢do do tamanho do passo de tempo médio, (T), (painéis a esquerda) e
o tempo de CPU vs |dE/E| (painéis a direita) para figure8 (painéis superiores),
pythagorean (painéis do meio) e solarsystem (painéis inferiores). N6s notamos
que para figure8, Hermite é mais preciso para niveis de conservagdo da energia
< 107%. N6s atribuimos isto ao fato que para este sistema o tamanho do passo
varidvel das particulas ndo muda significativamente durante a evolugdo orbital,
e assim, para menores (T), Hermite converge mais rapidamente com O(t*), do
que sakura e sia21a.dkd (Leapfrog), que convergem com O(t?). N&o obstante,
sakura é ligeiramente mais preciso que sia2la.dkd (Leapfrog) para todo o
intervalo em (7).

Quando todas as 3 particulas interagem democraticamente como no sistema
pythagorean (painéis do meio), espera-se que sakura ndo seja o método mais
adequado para integracdo de tal sistema devido ao fato da ndo comutatividade
das interagoes. A despeito disso, a Fig. 4.1 (painéis do meio) mostra que ainda
assim, sakura é ligeiramente mais preciso que sia21a.dkd (Leapfrog), embora
Hermite ainda seja mais eficiente para uma faixa em (1) = 107> — 1073. Para
solarsystem, em que a evolugdo orbital dos planetas é quase kepleriana, sakura
fornece melhor conservacdo da energia por cerca de 4 ordens de magnitude
quando comparado a sia21a.dkd (Leapfrog), sendo também mais preciso que
Hermite para grande parte do intervalo em (1), a despeito das diferentes ordens
de convergéncia.

45



46 NOVAS TECNICAS DE INTEGRAGAO NUMERICA

AAAT Lear;frog Y Y Y Y
-2} =®=m Hermite - ] 1
E e®¢ Sakura S i
5 -
= o 1
[=)
5 S -
< l
-3 ‘ ‘ ‘ .
-14 -10 -6 -2
log,o|dE/E]
3, -
—_ 2, -
R s
~ S
Lﬂ R 1F 1
= @ o |
— @)
bD —
< _1} l
_27 I I I I I ) I N
-10 -8 -6 -4 -2 0
10g10|dE/ E)|
Q = 1
= S ]
=
= = |
o
o0 < l
2
-3k . . -
-12 -8 -4 0

10g10|alE/ E|

Figura 4.1: A figura mostra o erro relativo da energia total como fun¢do do tamanho
médio do passo de tempo (painéis a esquerda) e o tempo de CPU como
fungdo do erro da energia (painéis a direita) para trés sistemas: figure8
(painéis superiores), pythagorean (painéis do meio) e solarsystem (painéis
inferiores). Resultados com sakura sdo mostrados em linhas cheias com cir-
culos pretos, sia21a.dkd (Leapfrog) em linhas pontilhadas com tridngulos
azuis e Hermite em linhas tracejadas com quadrados vermelhos. As gran-

dezas estdo em N-body units e o tempo de CPU é dado em segundos.

Para passos de tempo muito pequenos, (1) < 107%, todos o métodos apre-
sentam erros devido a precisdo finita da maquina, de modo que estes tornam-
se compardveis, independentemente da ordem de convergéncia do integrador.
Cada passo de tempo em sakura §é, tipicamente, um fator 2 — 4 computacio-
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nalmente mais caro que nos outros métodos, devido ao fato de que temos que
resolver a equacdo de Kepler para todos os pares de particulas. Contudo, uma
vez que todos os integradores escalam com O(N?) e como sakura ndo requer
uma dimunui¢do do passo de tempo para integrar encontros préximos entre
particulas, resulta que menos passos de tempo sdo necessarios com sakura, 0
que em certos casos faz com que este seja mais eficiente que os demais métodos
de integracdo comumente utilizados pela comunidade.

Afim de confirmar o argumento acima nés incluimos um teste adicional,
usando como condi¢des iniciais um sistema de 4-corpos com duas bindrias inte-
ragindo em orbita circular, construidas de maneira hierdrquica. Neste sistema,
uma bindria circular é originalmente construida com semi-eixo maior agyter = 1
(N-body units). Cada particula é entdo substituida hierarquicamente por um
outro sistema bindrio menor, que herda os parametros da particula origindria,
de acordo com o procedimento descrito no final da segdo 3.3.3. O semi-eixo
maior das bindrias secunddrias, dinner, € entdo escolhido de modo que a razédo
Aouter / Ainner S€ja dada por um dos valores na faixa [10, 100, 1000]. Desta forma,
uma simulagdo da evolucdo orbital deste sistema é realizada durante Pyyter, 0u
seja, o maior periodo orbital no sistema, no qual as bindrias secunddrias reali-
zam vérias revolugdes orbitais.

Na Fig. 4.2 nés apresentamos o erro relativo da energia total, |dE/E|, como
uma fungdo de (7) (painéis a esquerda) e o tempo de CPU vs |[dE/E| (painéis a
direita) para os diferentes esquemas de integra¢do. Para o caso aouter/ @inner = 10
(painéis superiores), sakura fornece o mesmo nivel de conservacdo de energia
que sia2la.dkd (Leapfrog), embora sendo ligeiramente menos eficiente. Por
outro lado, Hermite conserva melhor a energia devido a sua convergéncia de
ordem mais alta para (1) < 1072. Para 0s casos douter/ dinner = 100 (painéis
do meio) e aouter/ Ainner = 1000 (painéis inferiores) em que as particulas que
formam as bindrias interagem cada vez mais proximamente, sakura demons-
tra ter uma performance cada vez melhor com a presenca de binarias mais
compactas. Em particular, para um nivel de conservagio da energia de 10~°,
tipicamente adotado em simulagdes de N-corpos, sakura é mais que uma or-
dem de magnitude mais rdpido que Hermite para o sistema com binérias mais
compactas, embora tenha velocidade similar a sia21a.dkd (Leapfrog). Quando
comparado em termos do tamanho do passo de tempo, sakura é mais preciso
que os demais métodos por uma faixa em (7) de ~ 5 ordens de magnitude. Por
outro lado, no caso mais compacto, os resultados com Hermite s6 comegam a
convergir com (t) < 107>°, 0 que em algumas circunstancias pode ser impra-
ticavel em termos computacionais, quando sistemas deste tipo estdo presentes
em simulac¢des de grande porte.

4.3.2 Sistemas com muitas particulas

Para testar como sakura se comporta com um problema de N-corpos mais
geral, nés usamos como condi¢des iniciais uma distribuigdo de Plummer com
128-corpos contendo um SMBH em seu centro. N6s assumimos massas iguais
para as estrelas e construimos o modelo em equilibrio virial, para diferentes
razdes de massa entre SMBH e estrelas, § = Mgy / Mstar, variando de g = 1 (sem
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Figura 4.2: O mesmo que Fig. 4.1, mas para o sistema hierdrquico de bindrias com as
seguintes razdes de semi-eixo maior: douter / Ainner = 10 (painéis superiores),
Aouter / Ainner = 100 (painéis do meio) e aouter / Ainner = 1000 (painéis inferio-
res).

SMBH) a g = 10'2. N6s realizamos simulagdes para cada uma dessas condigdes
iniciais por 1 N-body time unit. Como na sec¢do anterior, sakura é comparado
com sia2la.dkd (Leapfrog) e Hermite.

Na Fig. 4.3 n6s apresentamos os resultados de tais simulagdes na forma do
erro relativo da energia, |dE/E|, como fun¢do da razdo de massas, para diferen-
tes tamanhos do passo de tempo na faixa (1) = [1073, 107, 10~°] (linhas su-
periores, do meio e inferiores, respectivamente). O painel a esquerda compara
sakura e sia2la.dkd (Leapfrog) e o painel a direita compara sakura e Hermite.
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No6s vemos na Fig. 4.3 que |dE/E|, para todos os trés métodos, inicialmente
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Figura 4.3: A figura mostra o erro relativo da energia total como fungdo da razdo
de massas entre SMBH e estrelas, para trés tamanhos do passo de tempo
(t) = [1073, 1074, 107°] (linhas superiores, do meio e inferiores, respec-
tivamente). sakura é comparado com sia2la.dkd (Leapfrog) (painel a es-
querda) e Hermite (painel a direita). O esquema de cores é o mesmo da

Fig. 4.1.

aumenta com a razdo de massas até o ponto em que g ~ 10%. Para razoes de
massa maiores, o comportamento de sakura difere claramente dos outros dois
métodos. Enquanto em sia2la.dkd (Leapfrog) e Hermite |dE/E| estabiliza em
torno de um certo valor para g > 10?, com sakura nés observamos que |dE/E]
diminui com o aumento da razdo de massas. Em outras palavras, sakura torna-
se cada vez mais preciso (e, consequentemente, mais eficiente) quando a razdo
de massas cresce, como pode-se ver na Fig. 4.4, que apresenta o tempo de CPU
vs |dE/E| para diferentes razdes de massa: ¢ = 103 (painel superior esquerdo),
g = 10° (painel superior direito), ¢ = 10” (painel inferior esquerdo) e g = 10'?
(painel inferior direito).

O comportamento observado na Fig. 4.3 é interpretado como segue. Quando
ndo hd uma particula massiva dominante no sistema (g ~ 1 —10), depois de
decorrido 1 N-body time unit o sistema ndo teve tempo suficiente para evoluir
dinamicamente e formar bindrias (que sdo consequéncia de fortes interagdes
de poucos-corpos, ver p. ex., Tanikawa et al., 2012). Como consequéncia, nestas
circunstancias a maior parte das particulas interagem fracamente entre elas, e
todos os trés métodos sdo aptos a integrar o sistema com relativamente boa con-
servacgio da energia. Em torno de uma razao de massas g ~ 10 — 10° a particula
massiva rapidamente forma um sistema bindrio com algum vizinho préximo,
que eventualmente experimenta varios encontros préximos e perturbagdes de
particulas no seu entorno, deteriorando assim a precisdo da integracdo em to-
dos os trés métodos. Para razdes de massa g = 10> o movimento orbital das
particulas é dominado pelo corpo massivo, tornando-se predominantemente
Kepleriano. Neste regime, as orbitas no sistema tornam-se regulares, e encon-
tros proximos entre estrelas sdo cada vez menos importantes. Como consequén-
cia, espera-se que O erro na energia convirja ao erro associado a cada um dos
métodos de integragdo utilizados. Assim, em sia2la.dkd (Leapfrog) e Hermite
a conservagdo da energia melhora com o decréscimo do passo de tempo, mas
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Figura 4.4: Para o mesmo sistema da Fig. 4.3, os painéis mostram o tempo de CPU
como funcao do erro da energia para as seguintes razdes de massa: g = 103
(superior esquerdo), g = 10° (superior direito), g = 10° (inferior esquerdo)
and g = 10'? (inferior direito).

permanece no mesmo nivel de conservacado a despeito da razdo de massas (para
g 2 10%). sakura, por outro lado, torna-se cada vez mais preciso com a razao
de massas. O erro em sakura vem de duas fontes: i) da fungdo kepler_solver
que é essencialmente na precisdo da méquina, e ii) da ndo comutatividade das
interagdes de 2-corpos durante encontros proximos de multiplos pares. Assim,
no regime em que g > 103, o erro em sakura converge ao erro da fungio
kepler_solver, visto que neste limite o movimento orbital das particulas é pra-
ticamente Kepleriano e perturbagdes de outras particulas sdo cada vez menos
importantes.

Além disso, nés observamos na Fig. 4.4 que, para uma razdo de massas
g = 10°, a performance de sakura é similar aquela de sia21a.dkd (Leapfrog),
com Hermite sendo mais eficiente para integra¢des mais precisas. Com o au-
mento da razdo de massas, a eficiéncia de sakura aumenta, e nds notamos
também uma mudanga na inclinagdo das curvas para sakura (linhas com cir-
culos pretos). Isso indica que a partir de uma certa razdo de massas, diga-
mos g = 10°, quando o sistema torna-se dominado por orbitas aproximada-
mente keplerianas, sakura é capaz de realizar a integracdo de forma precisa
(dE/E ~ 107 — 107!2), mesmo com o uso de passos de tempo relativamente
grandes (tcpy pequenos), salvando assim uma enorme quantidade (~ 3 —4
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ordens de magnitude) de tempo computacional quando comparado com inte-
gracdes com sia21a.dkd (Leapfrog) e Hermite.

Como um teste adicional, nés realizamos uma simulagdo da evolucao di-
namica de um sistema de 1024-corpos até o momento do core collapse. Neste
sistema as particulas possuem massas iguais e estdo inicialmente distribuidas
seguindo um perfil de densidade de Plummer em equilibrio virial. A partir des-
tas condi¢des iniciais nds entdo evoluimos o sistema com sakura, sia2la.dkd
(Leapfrog) e Hermite. Em Hermite nés escolhemos o valor usual para o parame-
tro de precisao #yermite ~ 0.03, que tipicamente mantém niveis de conservagao
da energia dE/E ~ 10~* até o momento do core collapse. Para sia21a.dkd (Leap-
frog) o parametro de precisao foi ajustado de modo que a conservagdo da ener-
gia fosse similar aquela de Hermite. Para sakura nés usamos passo de tempo
constante, mas com diferentes tamanhos na faixa 7 = [100, 10~1, 1072, 10*4].

Na Fig. 4.5 nés apresentamos a evolugdo temporal do raio do core para os
diferentes esquemas de integragdo. N6s vemos que para tamanhos do passo de
tempo suficientemente pequenos (T ~ 104, curva preta mais inferior), sakura
é apto a evoluir o sistema através do core collapse, que para esse sistema ocorre
em torno de f,. ~ 400 N-body units. O core collapse é um fendmeno bem conhe-
cido que ocorre na evolugdo dindmica de um sistema de N-corpos, devido ao
processo de relaxagdo de dois corpos. Neste processo, trocas energéticas entres
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Figura 4.5: A figura mostra a evolugdo temporal do raio do core de um aglomerado
com 1024-corpos inicialmente em equilibrio virial. Nés comparamos sakura
usando diferentes tamanhos do passo de tempo T = [10°, 1071, 1072, 107%]
(linhas pretas de cima para baixo), com sia21a.dkd (Leapfrog) (linha pon-
tilhada azul) e Hermite (linha tracejada vermelha), ambos usando passo de
tempo varidvel. As grandezas estdo em N-body units.
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as particulas em regides de maior densidade, levam a ejecdo de algumas par-
ticulas do sistema. Os sub-sistemas que permanecem no core do aglomerado,
por sua vez tornam-se gradativamente mais compactos, até que eventualmente
bindrias, ou sub-sistemas com poucas particulas extremamente compactos sdo
formados dinamicamente, levando assim a uma posterior reexpansao do core.
A evolugdo a longo prazo desse sistema se caracteriza por eventuais re-colapsos
e reexpansodes do core do aglomerado. O momento do primeiro colapso é que
define o t., cujo valor é dependente do ntiimero de particulas no sistema e é es-
timado como t.. ~ 10t,; (ver eq. 2.16). Como esperado da instabilidade orbital
exponencial (Goodman et al., 1993), resultados dos trés métodos de integragao
diferem nos detalhes da evolugao. A despeito disso, a fenomenologia que acaba-
mos de descrever é de fato observada na Fig. 4.5, em especial para a linha preta
mais inferior, correspondente ao célculo realizado com sakura (para T ~ 10~%).

Com sakura, o surgimento de bindrias compactas no momento do core col-
lapse ndo representa um desafio computacional. Consequentemente, ndo se ob-
serva perda de desempenho, como é o caso de outros métodos comumente
utilizados. Dessa forma, a simulacdo mais cara usando sakura (T ~ 107%, curva
preta mais inferior), foi completada em cerca de 3 dias de tempo de CPU. Simula-
¢Oes com sia2la.dkd (Leapfrog) e Hermite, levaram cerca de uma semana e um
més de tempo de CPU, respectivamente, sendo que a simula¢do com Hermite
teve que ser interrompida antes de ser completada, devido a formagdo dina-
mica de uma bindria extremamente compacta e a consequente diminuigdo do
tamanho do passo de tempo adaptativo a niveis que praticamente congelaram
a integra¢do. Enquanto tal fendmeno §é, tipicamente, prevenido com a introdu-
¢do de um parametro de softening, aqui nés usamos ¢ = 0. De qualquer modo,
este teste mostra que a apari¢do de uma tal bindria extremamente compacta
pode acontecer e representa um sério desafio computacional. Com sakura nés
colocamos agora uma solugao para tal desafio!

Embora sakura resolva as interagdes entre todos os pares de particulas exa-
tamente, a presenca de perturbacdes devido a vizinhos préximos representa a
principal fonte de erro durante a integracdo. O motivo para isso origina-se da
suposigdo de que cada par de particulas possa ser tratado como um problema
independente por certo intervalo de tempo, 7. Se T é maior que a escala de
tempo de interacdo do par ij com o vizinho k, a perturbagdo devido a k sera re-
tardada por At ~ T, levando a uma integragdo esptria de tal sub-sistema. Isto é
uma consequéncia da ndo-comutatividade das interagdes de 2-corpos que com-
pde o operador e™V na eq. 4.52. Assim, o uso de passos de tempo relativamente
grandes na Fig. 4.5 revela esse problema. Ainda assim, embora o sistema como
um todo permanega ligado, é claro da Fig. 4.5 que para T > 1072, fortes in-
teragdes entres mdltiplos pares no core do aglomerado ndo sdo corretamente
integradas e, como consequéncia o raio do core expande. Contudo, & medida
que se usa um T pequeno o suficiente o problema acima torna-se irrelevante
e, neste limite, sakura converge para a solucdo esperada. A questdo de quédo
pequeno T é pequeno o suficiénte neste contexto, é algo que nés estamos ainda
investigando, juntamente com a possibilidade de introduzir um critério para
variabilidade do passo de tempo em sakura.
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4.4 PARALELIZAGAO: Win Nieuwpoort prize

sakura foi originalmente implementado de maneira serial. N6s entdo decidi-
mos investigar sua eficiéncia sob diferentes esquemas de paraleliza¢do. Dessa
forma nés implementamos mais duas versoes: i) utilizando OpenCL para execu-
¢do em GPUs, e ii) utilizando MPI para execugdo em sistemas com memoria distri-
buida. A versdo utilizando GPUs mostrou-se pouco eficiente devido a presenca
de muitos if statements® na fungdo kepler_solver. Isto, em principio, pode ser
resolvido reescrevendo-se a func¢do kepler_solver de forma vetorizada, mas
nds ainda nao o fizemos.

Aqui nés focamos na versdo utilizando MPIL. N6s adaptamos o método j-
parallelization descrito em Portegies Zwart et al. (2008), de modo que cada pro-
cesso paralelo possui uma cépia idéntica do sistema de particulas. Os testes
consistem da evolugdo de uma distribui¢do de Plummer com N-particulas de
massas iguais em equilibrio virial, integradas com sakura por 1 N-body unit.
Nos variamos N na faixa 1k = 1024 4 1 M = 1024? = 1048576, e medimos o
tempo de CPU (Wall Clock Time), Tcpy(p), ao utilizar p-cores de processamento,
com p variando de 1 a 6144. Os resultados sdo apresentados na forma do strong
scaling (Tcpu(p) vs p) a da eficiéncia paralela,

Teru(p)

Efficiency = W .
CPU

(4-55)
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Figura 4.6: Painel superior: strong scaling para valores de N > 64 k com p até 6144 cores
de processamento. Painéis inferiores: strong scaling (esquerda) e eficiéncia
paralela (direita) para valores de N < 64k com p até 128 cores.

6 Essa é uma das peculiaridades da programagéo em GPUs: elas perdem eficiéncia paralela quando
pelo menos uma das threads de execugdo diverge das demais.
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Como se vé na Fig. 4.6, sakura exibe excelente strong scaling (painel superior)
para valores de N > 64k com até 6144 cores de processamento. Nos painéis
inferiores n6és mostramos o strong scaling e a eficiéncia paralela para valores
de N < 64k com até 128 cores. N6s vemos que mesmo nos casos em que O
numero de particulas por core é relativamente pequeno, a eficiéncia paralela
ainda permanece préxima de 100 % e, no pior caso (N = 1k, p = 128), onde
tem-se apenas 8 particulas por core a eficiéncia paralela é ainda de ~ 64 %.

Os resultados desta secdo foram obtidos utilizando o supercomputador Car-
tesius no centro Holandés para HPC, SURFsara. Por ter alcangado alta efici-
éncia paralela em um grande sistema para HPC, nés fomos agraciados em 13
de Margo de 2014 com o prémio Win Nieuwpoort” (veja Ap. B), oferecido pelo
SURFsara em honra ao professor emérito Win Nieuwpoort, pioneiro da area de
supercomputacdo na Holanda.

7 Antncio oficial disponivel na seguinte url:

https://www.surf.nl/en/agenda/2014/03/surfsara-data--computing-infrastructure-event/

surfsara-data-and-computing-infrastructure-event.html.
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We have seen that computer programming is an art,
because it applies accumulated knowledge to the world,
because it requires skill and ingenuity, and especially
because it produces objects of beauty.

— Donald E. Knuth

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

No6s comecamos o nosso doutorado com o intuito de estender o nosso trabalho
de mestrado (Gongalves Ferrari, 2010; Ferrari et al., 2013) com uma investigagao
numérica das implicagdes do recuo gravitacional devido a emissdo anisotrépica
de ondas gravitacionais, focado especificamente no caso da galdxia M 83 (Dot-
tori et al.,, 2010). No entanto, nés percebemos que os métodos e codigos de
simulacdo disponiveis ndo contemplavam os requerimentos necessérios para
tal estudo. O nosso c6digo, inicialmente desenvolvido no mestrado, era entdo
0 Unico que implementava todos os termos de corre¢des PNs, porém os méto-
dos de dinadmica gravitacional foram implementados de maneira muito simpli-
ficada e numericamente fragil. N6s decidimos assim, focar o nosso trabalho
na constru¢do de um cédigo robusto e cientificamente competitivo, para entdo
atacar os problemas de interesse astrofisico.

Com isso, o principal foco deste trabalho foi no desenvolvimento de novos
métodos para simula¢des gravitacionais de sistemas de N-corpos. Contrério a
metodologias prévias (e. g., Aarseth, 2003), que em grande parte sdo baseados
em “receitas” numeéricas, no presente trabalho nés fazemos uso de principios fi-
sicos gerais, baseados na teoria Hamiltoniana e no formalismo candnico. Como
tal, os métodos desenvolvidos aqui sdo genéricos e podem ser aplicados a qual-
quer sistema fisico cuja evolugao temporal é governada pela eq. 2.23.

Neste trabalho nés apresentamos essencialmente trés contribuigdes para a
area de astrofisica computacional:

1. No6s generalizamos e obtemos uma familia de 48 novos mapas simpléti-
cos com ordens O(72), O(t*) e O(7°), usando diferentes esquemas de
passo de tempo, baseado em uma subdivisdo recursiva do Hamiltoniano,
primeiramente introduzida por Pelupessy et al. (2012). Durante seu de-
senvolvimento nos prestamos atencdo especial ao caso com forgas depen-
dentes da velocidade, com vistas a inclusdo de corre¢des PN advindas da
GR de maneira auto-consistente e temporalmente simétrica. Nossa formu-
lagdo generaliza assim o método BRIDGE (Fujii et al., 2007) ao que nés
chamamos de BRIDGE-hierarquico, permitindo o acoplamento hierdrquico
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de diferentes sub-sistemas ou dominios astrofisicos, contemplando dife-
rentes escalas de tempo de interagao.

2. N6s introduzimos uma nova subdivisdo Hamiltoniana em termos de N?
problemas de Kepler (Gongalves Ferrari et al., 2014). Com este novo mé-
todo, o problema gravitacional de N-corpos pode ser resolvido como uma
composi¢do de problemas de 2-corpos independentes. Dessa forma, cada
par de particulas no sistema é automaticamente resolvido exatamente
com a solucdo da equacdo de Kepler, permitindo que sub-sistemas com-
pactos possam ser evoluidos sem grandes dificuldades numéricas durante
uma simulagdo de grande porte. O método é particularmente robusto em
simulagdes com sistemas hierdrquicos ou sistemas em que a dindmica das
particulas é dominada por uma particula massiva, tal como um SMBH.

3. Nossas ideias, algoritmos e métodos desenvolvidos neste trabalho, den-
tre outras coisas, estdo implementados no cédigo tupan. Seu design foi
motivado por uma reavaliagdo das técnicas empregadas tradicionalmente
e algumas mudangas de paradigma se fizeram necessdrias. tupan é em
grande parte escrito em python, com backends em C e OpenCL, para facil
acesso ao poder computacional de GPUs. tupan tem como premissas a
simplicidade, elegancia e a robustez dos algoritmos que o compde e esta
livremente disponivel para uso em https://github.com/ggf84/tupan.

Com relagao as nossas perspectivas, nds temos como principal projeto a cria-
¢do de um ambiente de software totalmente integrado para realiza¢do e andlise
de simulagdes astrofisicas de N-corpos. tupan constitui atualmente uma das ba-
ses deste projeto, implementando métodos gerais para dindmica gravitacional. As
outras duas bases necessdrias para modelagem realistica de qualquer sistema
astrofisico constituem os dominios da (magneto-)hidrodindmica e da formagio e
evolugdo estelar. Para além disso, existem ainda os sub-dominios da cosmologia,
transferéncia radiativa e evolugdo quimica, por exemplo, que em certos casos po-
dem representar fatores de grande importancia na evolugdo de sistemas auto-
gravitantes.

H4 ainda alguns passos que precisam ser completados na implementagdo dos
métodos para dindmica gravitacional em tupan antes de podermos seguir adiante
com a implementagdo/acoplamento de outros dominios astrofisicos. Por exem-
plo, a subdivisdo slow/fast do Hamiltoniano apresentada na se¢do 4.1 ndo é a
Unica possivel, nem a mais eficiente para sistemas hierdrquicos com maultiplos
sub-sistemas (veja, p. ex., Janes et al., 2014). Além disso, nossos desenvolvimen-
tos com sakura certamente podem ser melhorados como apontados por Her-
nandez and Bertschinger (2015). Ap0s isso e outras melhorias técnicas ja plane-
jadas, tupan v1.0 serd apresentado a comunidade cientifica com a publicacdo
de um paper. tupan v2.0 vird com a implementa¢do do dominio da (magneto-)
hidrodindmica, seguido por evolugio estelar (tupan v3.0) e assim por diante.

Por fim, faz-se necessario notar que a linha de pesquisa em astrofisica com-
putacional é bastante promissora, especialmente tendo em vista os enormes
avangos em poder computacional que tem-se alcangado em anos recentes. Isto
coloca a pesquisa em astrofisica computacional em uma situagdo oposta aquela
de algumas décadas atrds. Atualmente, qualquer workstation de Gltima geragao


https://github.com/ggf84/tupan
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conta com uma GPU cujo poder computacional é comparavel ao de um cluster de
computadores modesto. Dadas as circunstéancias, o bottleneck para o crescimento
desta drea esta agora na formacao de recursos humanos e no desenvolvimento
de métodos e codigos capazes de modelar realisticamente o sistema astrofisico
em estudo. Desta forma, nés posicionamos nosso projeto de pesquisa no sen-
tido de contribuir para sanar tal bottleneck, com a construcdo de um ambiente
de software que servird como base para futura formacao de recursos humanos,
producdo cientifica e eventuais desenvolvimentos que resultem deste processo.
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APENDICES






FORMA EXPLICITA DOS TERMOS POS-NEWTONIANOS

As pdaginas que seguem, retiradas de Itoh (2004a) e Itoh (2009), mostram
todos os termos de corre¢des PN em sua forma explicita. Estas equagdes estdo
implementadas em nosso cédigo tupan.
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where the acceleration up to the 3 PN order is given in
Paper III.

Equation (65) is in perfect agreement with the previous
works in harmonic coordinates [34,38], the result in the
ADMTT coordinate [10,15] by a suitable gauge transfor-
mation, and also the results from the energy balance argu-
ment [16—18]. We have used the local conservation law of
the stress energy tensor of the matter and the gravitational
field and the surface integral approach to derive our 3.5 PN
equations of motion. We have not a priori assumed that the
star follows a geodesic in any sense. The strong field point
particle limit enables us to realize a point particle with
strong internal gravity without using a Dirac delta func-
tional. Nissanke et al. [38] assumed that a star follows a
geodesic regularized by the Hadamard Parti Finie regulari-
zation (or any other regularization method that gives the
same result, such as the dimensional regularization).
Thereby, the perfect agreement between our present work
and that work [38] confirms that a self-gravitating star

124003-

[
follows the regularized geodesic at least up to the 3.5 PN
order inclusively.

ACKNOWLEDGMENTS

I am grateful to the anonymous referee who carefully
read the original manuscript and kindly gave comments
that have substantially improved this paper. This paper is a
part of the outcome of the Japan Society of the Promotion
of Science (JSPS) Global Center of Excellence (COE)
Program (GO1): Weaving Science Web beyond Particle-
Matter Hierarchy at Tohoku University, Japan. Extensive
use of the algebraic computation software programs
Mathematica and MathTensor has been made.

APPENDIX A: y PART

This section shows the functional expressions of P}, in
terms of my, vi, Vi=vi —v}, and r|,. Here we defined
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