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"Hoje os ventos do destino
Comegaram a soprar

Nosso tempo de menino
Foi ficando para trds.

Com a forca de um moinho
Que trabalha devagar

Vai buscar o teu caminho
Nunca olha para trds"

( Engenheiros do Hawaii )

"Ao infinito... e além!”

( Buzz Lightyear )



Resumo

Neste trabalho é abordado o exemplo proposto por Nicolai Haydn, no qual é
dado um exemplo de um deslocamento onde é possivel construir infinitas me-

didas de maxima entropia, além de infinitos estados de equilibrio.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos; Teoria FErgodica.



Abstract

In this work, we present the example shown by Nicolai Haydn, which is given
by subshift where is possible to show infinity measures of maximal entropy,

besides infinitely many distinct equilibrium states.

Keywords: Dynamical Systems; Ergodic Theory.
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Capitulo 1

Introducao

A palavra entropia, do grego energo + tropos significando ponto de virar, foi
introduzida em 1864 em um trabalho do fisico e matematica alemao Rudolph
Clausius, um dos pioneiros do estudo da Termodinamica, que definiu a mu-
danca de entropia de um corpo como a transferéncia de calor dividido pela
temperatura, e postulou que a entropia global ndo diminui (Segunda Lei da
Termodinamica).

A entropia definida na Termodinamica desenpenha papel de destaque em
diversas areas do conhecimento, um exemplo importante é a sua aplicacaoo
na Teoria Ergodica. Entre os anos de 1955-1959 os matematicos soviéticos
Andrey Kolmogorov e Yakov Sinai propuseram uma definicdo de entropia de
um sistema dinamico.

A nogao de entropia métrica, denotada por h,(f), onde p é uma medida
de probabilidade para o sistema f : X — X, é utilizada para quantificar a
complexidade do sistema. A entropia topologica, denotada por hy,(f), mede a
taxa de crescimento exponencial de todas as 6rbitas sob iteragao. Um dos fatos
interessantes que relaciona as duas nogoes de entropia é o Principio Variacional,
que nos diz que se f : X — X é uma funcao continua e X é um espaco
métrico compacto, entdo hyy,(f) = sup h,(f), sendo o supremo tomado sobre
todas as medidas invariantes de probabilidade para f. Uma medida tal que
hiop(f) = sup h,(f) é dita medida de maxima entropia.

A nocao de pressao e estados de equilibrio, introduzida por David Ruelle, é



uma generalizacao da entropia onde atribuimos pesos as 6rbitas com relagao a
uma fungao potencial. Denotamos a pressao do sistema (X, f) para um poten-
cial A: X — R por P(f, A) e um estado de equilibrio ¢ uma probabilidade
invariante p tal que h,(f)+ [ Adp = P(f, A).

Neste trabalho é abordado o exemplo proposto por Nicolai Haydn em [5],
no qual é dado um exemplo de um deslocamento onde é possivel construir
infinitas medidas de maxima entropia, além de infinitos estados de equilibrio.
Para tal, no Capitulo 2 faremos uma breve revisao dos conceitos de Teoria
de Medida que sao fundamentais para o entendimento do problema proposto,
tais como propriedades de Espacos Mensuraveis, Espacos de Medidas e o Te-
orema de Recorréncia de Pioncaré. No Capitulo 3, apresentamos defini¢oes
e alguns resultados de Teoria Ergddica, incluindo-se o Teorema Ergddico de
Birkoff. No Capitulo 4, expomos definicoes e resultados de entropia, dando én-
fase & entropia métrica, entropia topologica, entropia de Bowen e ao Principio
Variacional. No Capitulo 5, tratamos sobre Estados de Equilibrio e pressao,
indicando suas defini¢oes e principais propriedades. Finalmente, no Capitulo

6, demonstramos o exemplo proposto por Haydn em seu artigo.



Capitulo 2

Topicos de Teoria da Medida e

Recorréncia

Neste capitulo inicial recordaremos defini¢oes e alguns resultados da Teoria da
Medida que serao tteis ao longo do texto. As demonstracoes dos resultados

apresentados neste capitulo podem ser encontradas em [3] ou [9].

2.1 Espacos mensuraveis

Dado um subconjunto A C X denotaremos por A o complementar X \ A do

conjunto A em relagdo a X.

Definicao 2.1. Uma Aalgebra de X é uma familia B de subconjuntos de X
que é fechada para as operacoes elementares de conjuntos e contém o conjunto

vazio, ou seja,
a) 0 € B;
b) A € B implica A° € B;
c) A, B € Bimplica AUB € B.

Entdao ANB = (A°U B°)“e A\ B = AN B também estao em B quaisquer
que sejam A, B € B. Observe que, por associatividade, a uniao e a intersecao

sao fechadas para qualquer ntimero finito de elementos de B.



Definicao 2.2. Dizemos que uma algebra é uma o-algebra de X se também

for fechada para unides enumeraveis.

AjeBparaj=1,2,...,n,... implica UAj e B.
j=1

Observe que para o-algebras temos que a interse¢ao também ¢é fechada para

qualquer quantidade enumeravel de elementos de B.

Definigao 2.3. Um espago mensuravel ¢ uma dupla (X, B) onde X é um
conjunto e B é uma o-algebra de conjuntos de X. Os elementos de B sao ditos

conjuntos mensuraveis do espaco.

Proposicao 2.1. Considere uma familia nao-vazia qualquer { B;; i € T}
de o-dlgebras, T conjunto qualquer. Entdo a interse¢io B = (.7 B;i € uma
o-dlgebra.

Definicao 2.4. A o-algebra gerada por uma familia £ de subconjuntos de X

¢ a menor o-algebra o(€) que contém a familia €, ou seja, é a intersegao de

todas as o-algebras que contém &.

Quando tratamos de espacgos topologicos, a escolha natural a ser feita é

tomar £ como sendo a topologia 7. Temos entao:

Defini¢ao 2.5. A o-algebra de Borel ( ou boreliana) de um espago topolo-
gico é a o-algebra o(&) gerada pela topologia 7, ou seja, é a menor o-algebra

que contém todos os abertos de 7. Os elementos de (&) sdo ditos borelianos.

2.2 Espacos de medida

Seja (X, B) um espago mensuravel.

Defini¢do 2.6. Uma medida em (X, B) é uma fungio u : B — [0, +00] que

satisfaz:
o u(0) = 0;

o 1 & o-aditiva, ou seja, u( (U2, Aj) = D77, u(A;) para quaisquer A; € B

disjuntos dois-a-dois.



A tripla (X, B, ) é chamada espago de medida.
Quando vale p(z) < oo dizemos que p ¢ uma medida finita e se p(x) = 1
dizemos que p ¢ uma probabilidade. Se p é uma probabilidade, dizemos que

(X, B, 1) é um espago de probabilidade.

Definicao 2.7. Dizemos que uma algebra A é compacta se qualquer sequén-
cia decrescente A1 D Ay O ... D A, ... de elementos nao vazios de A tem

intersecao nao vazia.

Definicao 2.8. Um espaco de medida é dito completo se todo subconjunto

de um conjunto mensuravel com medida nula também é mensurével, ou seja,

Ac A
BcCA = BeA

u(A) =0

Nesse caso, p(B) =0, ja que 0 < p(B) < u(A) = 0.

2.3 Integracao em espacos de medida

Nessa secdo iremos considerar (X, B, 1) um espaco de medida.

Defini¢ao 2.9. Dados espacos mensuraveis (X, B) e (Y,C), dizemos que uma

aplicagdo f: X — Y é mensuravel se f~1(C) € B, para todo C € C.

Proposicao 2.2. Sejam fi e fy funcoes mensurdveis e ¢, co € R. Entao as

seguintes fungdes também sio mensurdveis:
o (c1fi +fa)(@) = cfi(z) + c2fo(x)
o (i f)(@) = fi(z)fa(2)
o max{fi, fo}(x) = max{f(z), fo()}

Definicao 2.10. Dizemos que uma funcao s : X — R ¢é simples se existem
constantes aq,...,a; € R e conjuntos Ay,..., A, € B disjuntos dois-a-dois

tais que

k
5= E a;jXa,
j=1
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onde X4 é a funcdo caracteristica de A, isto é, Xa(x) = 1, se z € A, e

Xa(x) =0sex ¢ A.

Definicao 2.11. Seja s uma fungao simples. Entao a integral de s em relacao

a medida p é dada por
k
[eti= Yot
j=1

Teorema 2.1. Seja f : X — [—00, 00| uma fun¢ao mensurdvel. Entao existe

uma sequéncia Si, Sz, ... de fungoes simples mensurdveis tal que

klim sk(x) = f(x) para todo z € X.
— 00

Se f > 0 entao a sequéncia pode ser escolhida de modo que 0 < 51 < 89 < .. ..

Definigao 2.12. Seja f : X — [0, 00] uma fun¢ao mensuravel nao negativa.

/fdu:hm/sndu,

onde {s,} é a sequéncia do teorema acima.

Entao

Vamos agora estender a definigao da integral para qualquer fun¢ao mensu-
ravel.
Observe que dada uma funcdo f : X — [—o0, 00| podemos escrever f
como sendo
f=r—r
onde

fT(x) = max{f(x),0} e f(x) = max{—f(x),0}.

Temos que elas sao nao negativas e mensuraveis se f for mensurével.
Definigao 2.13. Seja f: X — [—00, 00] uma fun¢do mensuravel. Entao
/fdu /f*du —/f du
desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita.

Definigao 2.14. Dizemos que uma func¢ao f : X — [—00, 00| é integravel
se for mensurével e a sua integral for finita. Denotamos o conjunto das funcoes

integraveis por £(u).



Dada uuma fun¢ao mensuravel f: X — [—00, 00| e um conjunto mensu-

ravel F definimos a integral de f sobre F por

/E i = [ e,

onde Xg é a funcao caracteristica do conjunto F.

Definicao 2.15. Dizemos que uma propriedade é valida em u-quase todo
ponto se é valida em todo X exceto, possivelmente, num conjunto de medida

nula.

2.4 Medidas Invariantes

Defini¢ao 2.16. Seja (X, B, 1) um espago de medida e seja f : X — X uma

transformacao mensuravel. Dizemos que a medida p é invariante por f se

para todo conjunto mensuravel £ C X. Também podemos dizer que f preserva

L.

Intuitivamente a definicao nos diz que a probabilidade de um ponto estar
em um conjunto qualquer é igual & probabilidade de que a imagem desse ponto

esteja nesse mesmo conjunto.

Proposicao 2.3. Sejam f : X — X wma transformacao mensurdvel e

uma medida em X. Entao f preserva u se, e somente se,

Jodu=[oorau

para toda funcao p-integrdvel ¢ : X — R.

2.5 Teorema de Recorréncia de Poincaré

Teorema 2.2 (Recorréncia de Poincaré - Versdo Mensuravel). Seja f: X —

X uma transformacao mensurdvel e p uma medida finita invariante por f.



Seja E C X qualquer conjunto mensurdvel com u(E) > 0. Entdo para pi-quase
todo ponto x € E existem infinitos valores de n para os quais f"(x) também

estd em E.

Demonstracao. Representaremos por Ey o conjunto dos pontos x € E que
nunca regressam a F. Iremos entao provar que Ey tem medida nula. Pri-
meiramente, observe que as pré-imagens f~"(FEy) sdo duas-a-duas disjuntas.
De fato, suponhamos por absurdo, que existem m > n > 1 tais que f~"(FEy)
intersecta f~"(Ep). Seja z um ponto da intersecdo e seja y = f"(x). Entdo
y € Ege [ ™(y) = f™(x) € Ey que esta contido em E. Isto quer dizer que y
volta pelo menos uma vez a F, o que contradiz a definicao de Ej.

Como p é invariante para f, temos que u(f "(Ey)) = p(FEo) para todo

n > 1. Mais ainda,

M(U [T (Ep)) = Zﬂ(f_n(Eo)) = ZN(EO)'

n=1 n=1
Por hipotese, temos que a medida é finita, portanto o lado esquerdo da expres-
sao é finito. Por outro lado, na tltima expressao temos uma soma de infinitas
parcelas iguais, e a tUnica forma desta soma ser finita é que as parcelas sejam
todas nulas. Logo, u(Ey) = 0.

Agora, denotamos por F' o conjunto dos pontos x € FE que regressam a
E apenas um nimero finito de vezes. Pela definicao, temos que todo ponto

x € F tem algum iterado f*(z) em Ey. Ou seja,
Fc ).
k=0

Como p(Ep) =0 e u é invariante, temos
p(F) < p({J FH(E) < u(f ™ (Eo) = > u(Ey) = 0.
k=0 k=0 —

k=0

Logo, devemos ter u(F') = 0, como queriamos provar. m

Agora suponhamos que X é um espaco topologico, munido da sua o-algebra
de Borel B. Dizemos que um ponto x € X é recorrente para uma transformacao

f: X — X se existe uma sequéncia n; — oo em N tal que f™(z) — .

8



Teorema 2.3 (Recorréncia de Poincaré - Versao Topologica). Suponha que X
admite uma base enumerdvel de abertos. Seja f : X — X uma transformacao
mensurdvel e seja p uma medida finita em X tnvariante por f. Entao u-quase

todo ponto pertencente a X € recorrente para f.

Observe que ambos teoremas nos dizem que dada uma transformacao men-
suravel e uma medida finita invariante, sempre podemos revisitar a vizinhanga
de um ponto apés um determinado ntimero de passos e a vizinhanca sera re-

visitada infinitas vezes.



Capitulo 3

Teoria Ergodica

3.1 Ergocidade

Seja (X, B, 1) um espaco de probabilidade e seja f : X — X uma transfor-

macao que preserva medida.

Definicao 3.1. Um conjunto é dito invariante para f se
fYA) = A, em p— quase todo ponto.
As vezes, é conveniente utilizar a condicao
u(f"BAB) =0,
onde A é a diferenca simétrica
AANB=(A\B)U(B\A).

Definicao 3.2. Uma medida p que preserva a transformacao f em um espaco
de probabilidade (X, B, i) é ergodica se, e somente se, para qualquer conjunto

mensuravel A C B tal que f~1(A) = A entao u(A) =0 ou pu(A) = 1.

Ou seja, uma medida é ergodica se todos os conjuntos invariantes sao tri-

viais do ponto de vista da medida.

10



3.2 Teorema Ergoédico de Birkhoff

Para formular matematicamente sua teoria da cinética dos gases, Boltzmann
usou o0 que passou a ser chamado de hipdtese ergddica: para sistemas que
descrevem os movimentos das particulas de um gas, o tempo médio de visita a
qualquer subconjunto mensuravel existe e ¢ igual & medida do conjunto, para
quase todo ponto.

Anos mais tarde, Von Neumann deu uma demonstracao da hipotese ergo-
dica, afirmando que o limite existe no espago £2(11). E entao, Birkhoff apre-
sentou a demonstracao para o que ficou conhecido como o Teorema Ergodico
de Birkhoff.

Seja x € X e um conjunto mensuravel £ C X. Vamos analisar o conjunto

dos iterados de x que visitam F, isto é,
{1 >0, f(z) € E}.

Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré, sabemos que esse conjunto é
infinito, para quase todo ponto x € E. Chamamos entao, de tempo médio

de visita de x a F o valor de
1 _
T(E,z)=lim — #{0<j<n: f/(z) € E}.
n—oo 1,

Observe que isto é o mesmo que

n—1

1 )
— 1§ _ J
T(B,x) = lim — > " Xp(f(x)
5=0
onde X é a funcao caracteristica do conjunto E. E ainda, note que o limite
pode nao existir.
Proposicao 3.1. Se 7(FE,x) existe para um certo x € X, entdo

T(E, f(x)) = 1(F, x). (3.1)

Demonstracao. De fato,

7B, J(@) = Jim = 3 Xp(F ()

n—oo M,

11



r(B, f()) = im 3" () — - Xn(e) + - Xe(f"(2))

(B, f(@) = lim ~ > Xp(/(x)) — lim ~[Xe() — Xa(F(x)

n—oo N,

T(E, f(x)) = 7(E,z) — lim l[XE(HU) — Xe(f"(2))]

n—oo N
E como a funcao caracteristica é limitada, o limite a direita é igual a zero.

Portanto,
T(E, f(z)) = 7(E, ).
O

Iremos enunciar o Teorema Ergodico de Birkhoff numa versao para fun-
¢oes caracteristicas, mas observe que qualquer fungdo ¢ € L'(R, du) pode ser

aproximada por funcoes caracteristicas, pelo Teorema 2.1.

Teorema 3.1 (Teorema Ergodico de Birkhoff). Seja f: X — X wma trans-
formacao mensurdvel e p uma medida de probabilidade invariante por f. Dado
qualquer conjunto mensurdvel E C X, o tempo médio de permanéncia 7(E, x)

existe em p-quase todo ponto x € X. Além disso,
[ 7(E.5) dute) = ().
Na formulacao mais geral, o teorema fica:

Teorema 3.2. Seja f : X — X wuma transformacao mensurdvel e p uma
medida de probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao integrdvel

¢ : X — R o limite

1
o(x) = lim —

n—oo M

n—1

> el f (@)
§=0

existe em j-quase todo ponto v € X. Além disso,

[ s@iuto) = [ ela)duta).

12



3.3 Sistemas Misturadores

Agora, iremos definir uma propriedade mais forte que ergocidade. Seja (X, B, i)
um espaco de probabilidade e f : X — X uma transformacao que preserva

medida.

Definigao 3.3. O sistema (f, u) é dito misturador se

lim (T~ (A) N B) = p(A)u(B)

n—oo

para A e B conjuntos mensuraveis.
Proposicao 3.2. Todo sistema misturador € ergodico.

Demonstracao. Seja A € B um conjunto invariante. Aplicaremos a definigao
de misturador para B = A. Entao

lim (T (A) N A) = p(A)(A) = a(A)2.

n—oo

Como A é invariante, T-"(A) = T7!(A) = A. Dai

p(A)? = lim p(T"(A)NA) = lim (AN A) = u(A)

n—oo n—oo
Sabemos que a tnica solucao real positiva para a equacdo x = 22 é z =0
oux =1.
Entao devemos ter p(A) =0 ou u(A) = 1.

Portanto, o sistema é ergodico. O]

Temos uma versao topolégica da nocao de misturador, onde dado X espaco
topologico, dizemos que um sistema dinamico f : X — X é topologica-
mente misturador se para um par de abertos U e V em X temos um inteiro

N = N(U,V) tal que

fMU)YNV #£0, para todon > N.

13



Capitulo 4
Entropia

Na fisica, a entropia pode ser considerada como uma medida do grau de desor-
dem do sistema. A seguir, iremos defini-l4 de forma precisa no contexto dos

sistemas dinamicos.

4.1 Entropia Meétrica

4.1.1 Entropia de uma particao

Seja (X, B, i) um espago de probabilidade. Uma parti¢ao é uma familia finita
ou enumeravel P de subconjuntos mensuraveis de X cuja uniao tem medida
total e u(P; N P;) = 0, para todo i # j. Denotaremos por P(z) o elemento da
particao que contém o ponto x.

Dada qualquer familia enumeravel de particoes P, definimos o refinamento
de particoes como sendo a particao

\/Pn = {ﬂ P, : P, € P,para cada n}.

n

A cada particao P associamos a funcao de informacao
Ip: X — R Ip = —log u(P(x)).

Entao chamamos de Entropia, ou informacao média, da particao P ao

namero

H(P) = [ Tpdu= 3" ~u(P)logu(P)

peP

14



Dizemos que duas particoes P e Q sao independentes se u(P N Q) =
p(P)u(Q) para todo P € P e @ € Q. Dai Ipyg = Zp + Ig e entdo

H,(PV Q) = Hu(P) + Hu(Q).

Ainda dizemos que P é menos fina que Q, P < Q, se todo elemento de Q
estd contido em algum elemento de P, em quase todo ponto.

Chamamos de entropia condicional de uma particao P com relagao a uma

particao © o numero

H,(P/Q) =) Y —uPnQ) log%

PeP QeQ

Se P e () sao independentes, temos

H,(P/Q) = Hu(P).

Intuitivamente, a entropia condicional mede a informacao adicional da par-
ticao P, ja conhecida a informacao da particao Q.

Seja f : X — N uma transformacao mensuravel e seja p uma probabi-
lidade em X. Entao f.u(B) = u(f~'(B)) ¢ uma probabilidade em N. Além
disso, se P é partigao de N entdao f~1(P) = {f~}(P) : P € P} ¢é partigao de
X. Por defini¢ao

Hy(f7(P) =Y —u(f ' (P))log u(f(P))

pPeP

=Y —fuu(P)log fop(P) = Hy.,(P)

pep

Em particular, se X = N e pu é invariante por f, ou seja, f.u = p entao

4.1.2 Entropia de um sistema dinidmico

Seja f : X — X uma transformacao que preserva uma medida de probabili-

dade p. Dada P uma particao de X com entropia finita, denotamos

= \/ f7Y(P) para cada n > 1.
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O elemento P"(x) que contém x € X é dada por

P(x) =Pl@) N fH P (@) N...0 fTHPU @)

Chamamos de entropia de f com respeito a medida p e a particao P o
limite
1 1
h,(f,P) =lim - H,(P") = inf - H,(P").

E a entropia do sistema (f, ) é definida por

h(f) = Sup h(f, P).

Teorema 4.1 (Kolmogorov-Sinai). Seja Py < ... < P, < ... uma sequéncia
nao-decrescente de parti¢ées com entropia finita tais que \J.-, P, gera a o-

dlgebra dos conjuntos mensurdveis a menos de medida nula. Entao

hu(f) = lign hu(f, Pr).

4.2 Entropia Topolégica

4.2.1 Difinicao via coberturas abertas

Seja X um espaco topologico. Entendemos por cobertura aberta uma familia
a de abertos cuja uniao é todo X. Dadas duas coberturas abertas o e [,
dizemos que « é menos fina que B, o < 3, se todo elemento de 3 esta contido
em algum elemento de a.

Dadas coberturas aq, ..., a, denotamos por a1 V...V a, o refinamento, ou
seja, a cobertura cujos elementos sao as intersegoes A;N...N A, com A; € q;
para cada j. Note que o; < a1 V... Vay, ¥V j.

Seja f : X — X uma transformacao continua. Se « é uma cobertura
aberta, entdo f/(a) = {f7(A) : A € a} também ¢é uma cobertura aberta.

Dada a uma cobertura aberta de X, por compacidade, admite uma subco-
bertura finita.

Chamamos de entropia da cobertura o o nimero

H,(a) =log #{aV f(a) V...V f"(a)}
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Observe que a sequéncia {H,(«)} é subaditiva, sabemos entao que o limite

hiop(f, ) = lim 1 H,(a)

n—oo M

sempre existe e é chamado de entropia de f relativa a cobertura o.

Entao, definimos a entropia topolégica de f como sendo
hiop(f) = sup {hiop(f, @) : a cobertura aberta de X}.

Observe que se [ é subcobertura de a entao he,(f, @) < hoy(f, 5). Por-

tanto podemos restringir a definicao as coberturas abertas finitas.

Teorema 4.2. Seja (X,d) um espago métrico compacto e [ transformagao
continua. Se {an}n>1 € uma sequéncia de cobertura abertas com didmetro

mdo a zero, entao

htop(f) - nh—g)lo htop(f7 an)-

4.2.2 Entropia topolégica de Bowen

Definicao 4.1. Seja n um nimero natural, € > 0 e K um subconjunto com-
pacto de X. Um subconjunto £ C K é dito (g,n)-separado com respeito a
fsexy€ E, x+#y,implica d,(x,y) > ¢, ou seja, para * € F o conjunto

Nr=, f~'B(fix;e) ndo contém outro ponto de F.

Denotaremos por |E.,| a cardinalidade maxima de um conjunto (e, n)-
separado.

A entropia topologica da funcao f é definida por

log |E. ,
hiop(f) = lim (lim sup %)

—0 n—o00

4.3 Alguns resultados

As demonstracoes dos resultados apresentados a seguir podem ser encontradas

em [10].
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Teorema 4.3 (Principio Variacional). Seja X espag¢o métrico compacto e f :
X — X transformagao continua. Entdo a entropia topologica hip,(f) coincide
com o supremo das entropias h,(f) da transformagao f relativamente a todas

as probabilidade invariantes.

Sejam f: X — X e g:Y — Y transformagoes continuas em espagos
topologicos compactos X e Y.

Se existe um homeomorfismo h : X — Y satisfazendo ho f = g o h,
dizemos que as duas transformacgoes sao topologicamente conjugadas, e

chamamos h de conjugagao topolégica entre f e g.

Proposicao 4.1. Se f: X — X eg:Y — Y sao topologicamente conju-

gadas entao

Piop(f) = hiop(9)-

4.4 Entropia do deslocamento de Bernoulli

Z munido de uma

Considere o deslocamento 0 : ¥ — Y em ¥ = {1,...,d}
medida produto p = 1%, onde v ¢ uma medida de probabilidade no espaco %,
que chamaremos de medida de Bernoulli. Seja P a particao de X em cilindros
[0;a], com a = 1,...,d. Entdo P" é a parti¢do em cilindros [0, aq,aq, . .., ay)
de comprimento n.

Observe que p é ergodica. De fato, tomando A = [ajas...a;] e B =

[b1bs . .. by] cilindros, vamos mostrar que p é misturador para o. Para n >> [,

temos

,u(a_”AﬂB) :M( U [bl,,,blxl+1...xna1...ak]>

T;EX
= Z (b1 ... a])
T, EX
= ZZ . Zpbl - Py Pziyq - - - PznPay - - - Pay
Ti4+1 T1+2 Tn
e Do, p(zzpp>

Ti41 Tn

= DPby ---PyDay - - - Pay,
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— u(B)u(A)
Como vale para n >> [, vale no limite. Portanto é misturadora, e consequen-
temente ergodica.

A entropia de P" é:

H,(P") = Y —PaDas - - Day, 108(Pa, Pas - - - Pa,)

A1,...,0n
- Z Z ~Da,Pa; - - - Pan log<paj)
] Qi1,...,an
- Z Z —Pa; 108 Pa, Z Pay -+ Pa;_1Paji - - - Pan
7 aj a;i#]

A ultima soma ¢é igual a 1, visto que ), p; = 1. Portanto,

n d
Hy(P") =Y > —pa; logp,

j=1 a;=1

n d
=YY —pilogp;

j=1 i=1

d
= —n) p;logp;
=1

Entao,

d
1

h =lim = H,(P")=—-_ pilogp;

ulo,P) = lim — H,(P") ) pilogp

Pelo Teorema de Kolmogorov-Sinai,

d
hu(o) = —Z pilog p;
=1

4.5 Medidas de Maxima Entropia

Definicao 4.2. Seja f : X — X uma transformacao continua em um espago
métrico compacto X. Uma medida p invariante é dita medida de maxima
entropia para f se h,(f) = hp(f).

Teorema 4.4. Seja X = {0,1,....k —1}2 e f : ¥ — 3 deslocamento com-
pleto. Entao f possui uma dnica medida de mdzrima entropia, que € a medida
de Bernoullt com pesos (%, cee %)

A demonstracao do Teorema acima pode ser encontrada em [11].
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Capitulo 5

Formalismo Termodinamico

5.1 Pressao

5.1.1 Definicao via coberturas abertas

Seja f : X — X uma transformacao continua num espaco compacto. Cha-
maremos de potencial qualquer fun¢ao continua A : X — R.
Para cada n € N, definimos A4, : X — R como sendo A, = 37 Ao fi.

Além disso, dado qualquer conjunto nao vazio C' C X denotamos
A, (C) =sup{A,(z):z € C}.
Dada uma cobertura aberta o de X, definimos

P,(f, A a) = inf { Z e W) . v subcobertura finita de oz”}

Uer

Esta sequéncia é subaditiva e, portanto, o limite seguinte existe.
o1
P(vava):llm - lOan(f,A,OZ)
non

Chamamos de pressao do potencial A relativamente a f o limite P(f, A, )

quando o diametro de « vai para zero.

P(f,A) =lmP(f, A, «a).
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Teorema 5.1 (Principio Variacional). Seja f : X — X wuma transformagao
continua em um espago compacto e seja Mg(X) o espago das probabilidades
invariantes por f em X. Entao, para toda funcao continua A : X — R,

temos

P(f, A) =sup {h,(f) —|—/Adu L€ My(X)}

Observe que a pressao do potencial A = 0 coincide com a entropia topolo6-

gica.

5.2 Estados de Equilibrio

Seja f : X — X uma transformagao continua num espaco métrico compacto.
Uma probabilidade invariante p é dita um estado de equilibrio, ou medida
de equilibrio, para um potencial A : X — R se ela realiza o supremo no

principio variacional, ou seja, se

h#(f)—l—/Ad,u:P(f,A):sup{h,,(f)—i-/Adl/:z/er(X)}

No caso particular A = 0, dizemos que i é uma medida de maxima entropia.
Uma funcao ¢ : ¥ — R ¢ dita de Holder no espago deslocamento ¥ se

existe ¥ € (0,1) e uma constante ¢ > 0 tal que para todo n > 0 temos

sup [ f(z) — f(y)| < "

onde o supremo ¢ sobre todos os pares de sequéncias r = ... r_ 10T ..., Y =

o Y1Yolr Y2 - - - € 2 desde que x; = y; para todo |i| < n e tivermos ou x_,, #

Y_p OU Ty F Yp.
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Capitulo 6
Deslocamento de Haydn

Neste capitulo iremos construir um subdeslocamento que possui varias medidas

distintas de maxima entropia.

6.1 Definicao do deslocamento de Haydn

Seja v > 2 um inteiro positivo e 7 > 0. Vamos construir um subdeslocamento

sobre o conjunto de simbolos S = {0, 1,...,2v}.
Iremos nos referir aos simbolos {1,2...,r} como sendo os simbolos azuis
e iremos denoté-los por A. Da mesma forma, chamaremos {v +1,...,2v} de

simbolos rosas e denotaremos por R. Entao S = {0} U AU R. Além disso,
denotaremos ¥ 4 = A% o deslocamento bilateral sobre o alfabeto A. Da mesma
forma, chamaremos Yr = R% o deslocamento bilateral sobre R.

O espaco deslocamento ¥ C S sera formado pela unido de dois espacos
deslocamento monocromaéticos X 4 e Y e iremos adicionar sequéncias bicolores
da seguinte forma: uma sequéncia em > na qual uma palavra o de uma cor
(azul ou rosa) é seguida por uma palavra 5 de outra cor (rosa ou azul) deve
conter uma cadeia de zeros 7y separando as palavras a e 5. O tamanho |v]
dessa cadeia de zeros deve ser no minimo 7(a + b) onde a = |a| e b = |f] sdo
os comprimentos das palavras a e (.

Observe que se a palavra a ou [ possui comprimento infinito entao ela

s6 pode ser seguida por uma cadeia infinita de zeros, nao podendo assim ser
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seguida por uma palavra de outra cor.

Matematicamente,

Definicao 6.1. O espaco deslocamento ¥ C S” ¢ definido da seguinte forma.

Teremos x € X se:
i) se z € ¥4 U Xg, nesse caso chamaremos  um ponto monocromatico;
ii) se z pertence a um bloco bicolor da forma
...0dids . .. da_ldaO’\ylyg e Y10

ou

e Oylyg Ce ya_ly(LO)‘dldQ e db_ldb() e

onde A > 7(a +b) ( 0* é uma cadeia de zeros de comprimento |\|), 7 > 0 e

die A, y; € R.

Se w = Wy,Wpat - Wnin_1 ¢ uma palavra permittida de tamanho n em
¥, entao denotamos por U(w) o cilindro {z € ¥ :x; = w;,m < i <m +n}.
A transformagao deslocamento o em 3 é definida do modo usual por o(z); =
Siv1, © € o, x € ¥. Observe que as regras de transicdo sao invariantes pelo
deslocamento. Entao Y ¢ de fato um subdeslocamento dotado da topologia
usual induzida pelos cilindros U(w), onde w percorre todas as palavras finitas
em 2.

Observe que nao é um deslocamento de tipo finito, porque s6 saberemos
qual simbolo sucede um determinado simbolo se olharmos a sequéncia global-

mente.

6.1.1 Exemplo com 2 medidas de maxima entropia

Lema 6.1. A transformacao deslocamento o em X é topologicamente mistu-

radora para todo 7 > 0.

Demonstracdo. Temos que mostrar que para quaisquer duas palavras finitas
w,n € 3 existe um nimero N € N tal que ¢"(U(n)) N U(w) é ndo vazio para
todo n > N.
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Se w e n sao da mesma cor, podemos ver que em algum momento N esses
cilindros terao os mesmos simbolos iniciais, mesmo que seja para um N muito
grande. Portanto, o resultado segue.

Se w e 7 sao palavras bicolores, mas o ultimo simbolo de 7 e o primeiro
simbolo de w sdo de cores diferentes, considere a palavra m = n0*w. Observe
que m ¢ uma palavra admissivel para A > 7(|n| + |w|) e, além disso, temos
que U(r) C o™(U(n)) NU(w), para todo n > N = (1 + 7)(|n] + |w|). Como
U(m) é nao vazio, temos que o™ (U(n)) NU(w) é ndo vazio, para todon > N =
(1 +7) (Il + o).

Agora, se o ultimo simbolo de 7 e o primeiro de w sao da mesma cor, vamos
considerar a palavra 7 = 10"c0*w, onde € ¢ um simbolo, ou uma palavra
curta, da outra cor, com x > 7(|n| + |g|]) e A > 7(]e| + |w|). Analogamente,
U(r) C e™(U(n)) NU(w), para todo n > N = (1+7)(|n| + 2|e| + |w]). E como
U(m) é ndo vazio, 0™ (U(n)) N U(w) é ndo vazio. O

Lema 6.2. Se 7 > %223 entao a entropia topologica do deslocamento o : X —

Y ¢ igual a logv.

Demonstracao. Vamos encontrar uma cota inferior para a entropia topologica
hiop de X. Observe que como > contém dois deslocamentos bilaterais, X 4 e

Yz, a entropia topologica de X deve ser pelo menos log v.
htop(z) Z htop(zj) - 10g V.

Agora, vamos estimar o ntiimero de palavras de tamanho n restantes. Temos
dois casos para considerar:

i) Palavras monocromaticas que também podem conter zeros. De acordo
com a definicao, palavras dessa forma devem comecar ou terminar com zeros.
Entao obtemos palavras azuis ou rosas, de tamanho £ = 0,...,n com pelo
menos uma das pontas formada por zeros. E o nimero de palavras desse tipo

pode ser estimado por

2 Z(n — k)t

24



Fazendo uma mudanca simples de variaveis, obtemos

2 i(n — k)vk < 2m” i vF
k=0 k=0

que apresenta uma taxa de crescimento exponencial logv.

i1) Para estimar o namero de palavras de tamanho n que contém simbolos
das duas cores, observe que como qualquer palavra assim deve possuir no
minimo uma transicao de azul para rosa, ou vice-versa, deve entao conter
também no minimo n—77 zeros, ou seja, n0 Maximo n = —17 inteiro simbolos
coloridos.

Os simbolos coloridos vem em blocos monocromaticos de cores alternadas.

Denote por Pj; o nimero de possibilidades em que podemos formar palavras

com [ simbolos em k blocos (separados pelo apropriado niimero de zeros), onde

k=1,2,...,1. Encontramos que
[—1 (=1
P - =
o k—1 (k=1 (I —Fk)!

que é o nimero de possibilidades de escolher o primeiro elemento de cada bloco,
exceto o primeiro elemento da palavra.

O numero de palavras de tamanho n em X que contém [ simbolos coloridos
arranjados em k& < [ blocos monocromaéticos de cores alternadas é 2Pk,lz/l.

A distribuicao de [ simbolos coloridos em k blocos pode ser feito de Py,
diferentes modos, onde 1 < k <[ < n'. Isso nos d4a m = n — (7 + 1)l zeros
para serem distribuidos em k + 1 intervalos, ou seja, as kK — 1 lacunas entre os

blocos de simbolos coloridos mais as duas extremidades da palavra. Existem

m+k (m + k)!

Qrm = 2 T kml

possibilidades. A férmula de Stirling nos diz que

al = V2ma (2) (1 + E) ,onde ¢ constante.
e a

Entao, teremos

S
2
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M
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M
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Portanto, no nosso problema temos

n—(r+1l+k

Qk,m -
k

n—(r+1l+k
tn—(r+ 1)l +k)

S 01271—(7'+1)l+k:\/n _ (T—f- 1)[ +l€
< Cl2n—(’r+1)l+k\/ﬁ

Podemos entao estimar o numero total de faixas bicolores de tamanho n

por

n’ l
[—1 n—(r+1)Il+k
Q<23 /Y Ty
—2  h— \ k-1 k
v -1
S ) Z l/l Z Clzn—(T-i-l)H—k\/ﬁ
=2 k=2 k_l
u I on—(r+1)l : k I—1
:2c1\/ﬁZy on—(r+1) 22
=2 k=2 k_l
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Temos

<2y L) gogeim
=22+t =2.3"1<3

Substituindo na expressao anterior, temos

Q(n) S chﬁzyl 2n—(7’+1)l 3l
=2

<2ev/ny 2 (3v27 )
=2

2 se 3v277 <1
2"(3v27 T )T se 3v27 7 > 1

< v

Entao, observe que
log Q(n) < log cyy/n2"

= logcy + log nz + log 2"

1
= logcy + §logn+nlog2

1 1 1
lim —logQ(n) < lim (— log ¢ + — logn + log 2) = log 2
n—oo \ N 2n

n—oo N

log Q(n) < log <02\/ﬁ 2" (3y2_7_1)fn+1)

= log ¢y + log n: + log 2" + log (BI/Z’T’I) =
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1 n n(—1—r71)
=1 -1 log 2 log 3 — = log?2
og02—|—20gn—|—nog +T+1og v+ 1 og
1
=logcy + = logn + n log 3v
2 T+ 1
o1 . 1 1 log 3v log 3v
lim —1 <1 -1 —1 =
B Og@<”>—n£2o<n o et 5 logn+ TH) =
Portanto,
1 log 3v
lim —1 < log 2
Jim —log Q(n) _maX( 0g 2, ¢+1)
Com isso, se 7 > % temos entao que
o1
hiop(2) < lim —log Q(n) < logv
n—oo M,
O]
Afirmamos que se 7 > iggi, entao existem duas medidas distintas que

atingem a entropia métrica maxima em X..

Ja vimos que a entropia métrica no deslocamento bilateral {1,...,v}% ¢
d
hu(o) = — sz‘ log pi
i—1
e ¢ atingida com a medida de Bernoulli com vetor probabilidade (£,+,..., )

e a entropia métrica é logv.

Vamos definir em ¥ uma medida de Bernoulli y4 com probabilidades
(0, %, ...,%,0,...,0) e a medida pg com probabilidade (0,0,...,0, %, . %)

As duas medidas sao invariantes pelo deslocamento e possuem entropia
métrica log v, que pelo Lema 6.2 ¢ a entropia topologica de .

Entao p4 e pr (assim como suas combinagoes lineares) sao medidas ergo-
dicas distintas de entropia méxima para o subdeslocamento X.

Podemos nos perguntar se existe uma conjugacao entre o deslocamento
do Haydn e o deslocamento usual de v simbolos, visto que ambas entropias
topologicas sdo iguais a log v (sistemas dinamicos conjugados possuem a mesma

entropia topologica). Mas ao contar 6rbitas periodicas de periodo N temos, no

caso do deslocamento de v simbolos, vV possibilidades. J4 no Haydn, temos
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no minimo dois deslocamento de palavras monocromaticas, e para cada uma
delas temos " possibilidades, entao no Haydn temos no minimo 20" palavras
distintas de comprimento N que sao 6rbitas periddicas, o que ja é mais do que

no outro caso. Portanto, nao é possivel conjugar os dois espacos.

6.1.2 Exemplo com L > 2 medidas de maxima entropia

Seja v > 2 inteiro e 7 > 0. Considere o alfabeto S = {0,1,2,..., Lv}. Deno-

taremos o deslocamento completo por
Yi={(-1v+1L,G-1v+2,... v}t j=12... L

A transicao de uma palavra o em X; para uma palavra S de "cor dife-
rente"acontece somente se sao separadas por uma faixa de zeros de tamanho
no minimo 7 (|| + [3]) e  pertence a X;_1 ou X;4;.

Assim como provamos no Lema 6.1 para L = 2, o espaco deslocamento

¥ C{0,1,2,..., Lv}” & topologicamente misturador.

Sev>2er1 > iggi, vamos mostrar que existe L > 2 medidas ergbddicas
distintas de maxima entropia em .

De fato, a entropia topologica de > é no minimo logv, que é a entropia
topologica do subdeslocamento ¥;.

Para conseguir uma cota superior para a entropia topologica de X, vamos
estimar o niimero Q(n) de palavras de tamanho n que nao sdo monocromaticas,

isto €, nao pertencem a um tnico ;.

Iremos proceder como no Lema 6.2, obtemos entao

n’ l
[—1 m+k
SRS 90
= k= \ k-1 k
onde m = n — (7 + 1)l; [ conta o nimero de simbolos coloridos; kK — 1 é o
nimero de trocas de cores, onde tem transicao de uma palavra em algum >;

para X;1; ( o fator 2F=1 conta para o niimero de possiveis trocas de cores).

n

—47. obtemos

Assim como antes, com n' =

n’ l
[—1 +k
Qmy < LYY 2o
= =2 \ k-1 k
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S ClL\/ﬁ l/l2n—(7'+l)l Z 2k2k—l
1=2 o \ k-1
Temos
l ! 11
Z o 2]{2]{71 — Z - 2 4]{71
o \ k-1 o \ k-1
-1
l—1
59 v
q=1 q
-1 11
<2 44
q=0 q
=24+t =2.5"1<5
Substituindo,

Q(n) S CZL\/EZVl 2n—(7‘+1)l 5l
=2

<eLyny 2 (5u27 )
=2

on se b2 Tl <1
< cv/n n
27 (52 T T se 5u2TT > 1

E, portanto, obtemos que

1 log 5v
lim —1 < log 2
Jim —~log Q(n) _maX( 0g ,T+1)

E, ser> ioi“r’, entao
ogv

hiop(2) = log v.

Agora, da mesma forma como procedemos no exemplo anterior: tomamos

L medidas de Bernoulli z; com pesos p) = Tparak =(G—-1v+1(—

v +2,...,5ve pfg = 0, para todos os outros k (j = 1,2,...,L).

medidas (assim como suas combinagdes lineares) possuem entropia métrica

log v e, portanto, pelo principio variacional, sao medidas de maxima entropia.
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6.1.3 Exemplo com infinitas medidas ergédicas distintas

de maxima entropia

Seja v > 2. Agora faremos L tender para infinito e obteremos um subdesloca-
mento Y sobre o alfabeto S = Ny = {0,1,2,...}.

Existem infinitos v-deslocamentos completos
Ej :{(j_1)V+17(j_1)1/+27"'7j1/}za

para j = 1,2,.... Como antes, s6 trocamos de uma palavra o em >; pra uma
palavra 8 em ¥;1; mantendo-as separadas por uma faixa de zeros de tamanho
no minimo 7(|a| + |3).

Novamente, o espago deslocamento > resultante é topologicamente mis-
turador mas nao ¢ um espaco compacto. Entretanto, podemos considerar a
compactificacdo de um ponto ¥ = ¥ U {oo} e uma métrica adequada que, em
particular, implica que vizinhangas de oo contenham os subdeslocamentos ;
para j grandes o sufuciente. Como vimos na secao 4.2.2, a entropia topologica
pode ser definida por conjuntos (g, n)-separados E., e é dada por

log |E. ,,
haop (%) = Tim Tim 2081 Eenl

e—0+T n—oo n

Lema 6.3. Se v > 2 e 17 > iggi, entdo existe infinitas medidas ergédicas

distintas de maxima entropia em ..

Demonstragao. Claramente, temos hy,,(X) > log v.

Agora, se denotarmos por Ry (n) o numero de palavras de tamanho n em

Y cuja primeira coordenada mora em Sy = {0,1,..., Lv} temos que
log R
hiop(S) = lim lim 28 72(1)
L—o00 n—o0 n

Temos emtao

2" se b2 7l < 1

n

Rp(n) < Lv"™ + Lesy/n
20 (5p2 T )7 se b2l > 1

e, consequentemente,

1 log v
im — <
nlgg(} - log Rr(n) < max (logy, T 7_)
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Fazendo L tender para infinito obtemos

log 5v
hiop(2) < max (log v, 13_ T)

log 5
logv

que é igual a logv se 7 > entao hy,y(2) = logv.
As medidas de Bernoulli com pesos iguais, nos espacos ¥;, V j sao todas
as medidas de maxima entropia.

]

6.2 Estados de Equilibrio

Vamos construir um subdeslocamento com varios estados de equilibrio distintos

para potenciais continuos de Holder.

6.2.1 Exemplo com dois estados de equilibrio distintos

Seja 7 > 0 e v > 3 inteiros. Tomamos S = {0} UAUR = {0,1,2,...,2v}
e definimos o deslocamento ¥ C S%, como anteriormente. Y contém dois
deslocamentos completos X, * = A, R, e onde a transi¢do ocorre por faixas
de zeros de tamanho no minimo 7(|a|+|3|) com «, f palavras monocromaticas
de cores diferentes.

Seja ¢ uma funcao de Holder real no deslocamento ¥4 de modo que
Pa(p) > sup p+log2, onde Py(p) é a pressao de ¢ no deslocamento completo
YA

Para v > 3 isso é possivel, ja que P4(p) — sup ¢ ¢ limitado superiormente
por logv e igual a log v para ¢ constante, e a fun¢do pressao é continua.

Vamos definir uma funcao Holder g em dois passos. Vamos primeiro es-
tender a fungdo para Yi por identificagdo: ou seja, g(y) = () para = €
Y4, Yy € Xgr para os quais y; = x; + v, Vi. Agora, vamos estender g para as
palavras bicolores da seguinte forma: se zy = 0 entdo tomamos g(x) = sup ¢;
se xg # 0 e x € ¥ é uma sequéncia que contém simbolos de ambas cores, en-
tao seja x_,, ..., a faixa monocromatica mais longa ( ou seja z_,, ...x, uma

palavra em ¥4 ou ¥ e z_,,1 = 0 ou z,, = 0). Tomamos entdo um ponto
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monocromatico y € U(z_,, ...x,) C 3y (x = A, R) e definimos g(z) = ¢(y).

Dessa forma, g é uma funcao de Holder em 3.

Lema 6.4. Se 7 > % — 1, entdo a pressao P(g) de g em ¥ é igual a
Pa(p).

Demonstracao. Vamos denotar por W,, a colecao de palavras a = «; ..., de
tamanho n de Y. A pressao de g é dada pela taxa de crescimento exponencial

da funcao particao

Zy= 3 oo

acWy,
onde x(a) ¢ um ponto arbitréario no cilindro U(a) C X, e g" = g+ go + go* +
o+ go™h

Se na soma acima, restringirmos para palavras monocromaéticas a de qual-
quer uma das cores, obtemos a fun¢ao parti¢ao azul ou rosa 2 = zaew;; 9" (@(@)
(x = A, R) cujas taxas de crescimento sao exatamente Py(p). Denotamos por
W o conjunto de palavras monocromaticas o = g . .. @, €m 3.

Vamos denotar que a taxa de crescimento de > ;_, Zy ¢ também Pu(yp).
Por isso, se denotarmos por Wq; as palavras em W,, que contém simbolos de
exatamente uma cor e, de outro modo, pelo menos um zero, entao segue que
a taxa de crescimento de Z, = 3 s €7 *(®) também ¢ dada por Pa(p).

Resta mostrar que a taxa de crescimento exponencial de Zaew,’{ ed" (@(@) &
< Pu(y), onde W, denota as palavras bicolores em V.

No Lema 6.2, estimamos

Wl = Q(n) < eav/n2" (14 (30277 1) 74),
e como sup g = sup ¢, pela definicao da g, obtemos

Z;; = Z e9" (@(a)) < Z eI < ‘W’,;/‘ensupg

acW,! acw,
< pe™ P2 (14 (3v277 1))

Entao,

1 1" 1 3
lim —log Z, < supy + max <log 2, o8 V)
n—oo N T+ 1
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que & < Pa(p) se T+ 1> sl

Pp—supp’
]
1 . . ..
Parav > 3er1 > Lf)’” existem inimeros potenciais ¢ : X4 — R
Pa—supp’

tais que Py(p) > supe + log2. Entdo para a extensdo g : ¥ — R existe
um estado de equilibrio em cada subdeslocamento >4 e Xz que, pelo Lema
anterior, assume pressao P(g) = P4(¢) no principio variacional. Essas duas

medidas sao ambas invariantes e ergodicas.

6.2.2 Exemplo com L > 2 estados de equilibrio distintos

Para v > 3 inteiro, construimos um subdeslocamento Y sobre o alfabeto
S =40,1,2,... Lv} como acima, contendo os deslocamentos completos ¥; =
{G—VDv+1,...,5v}% j =1,2,...,L.. Novamente, somente permitiremos
transicoes de uma palavra o em X; para uma palavra 8 em X, se separadas
por uma faixa de zeros de tamanho no minimo 7(|a| + |3]).

Seja ¢ um potencial Holder real no deslocamento ¥; tal que Pi(p) >
sup ¢ + log 2, onde P;(p) é a pressao de ¢ no deslocamento .

Vamos definir um potencial Holder g em . Primeiro, estendemos a funcao
de ¥; para X;, j = 2,..., L pela identificacao: se x € X, y € X; tal que
y; = x;+(j—1)v para todo 7, entdo tomammos g(y) = ¢(z). Entdo estendemos
g para palavras como antes: se xy = 0, tomamos ¢g(z) = supp e se xg # 0
para uma palavra multicolor x € ¥, entdo tomamos g(z) = ¢(y) onde y é um

ponto monocromatico que realiza a maior sequéncia monocromatica simétrica

de x.
Lema 6.5. Se 7 > % — 1, entdo a pressdo P(g) de g em ¥ é igual a
Pi(p).

Demonstragao. Temos que encontrar a taxa de crescimento exponencial P(g)

da funcao particao

Zy= 3 oo

acW,

onde W, sdo palavras de ¥ de tamanho n. Temos P(g) > Pi(p).
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" n
: ; i - 9" (z(a))
Para estimar a taxa de crescimento exponencial de Z, = ) acw!” € ,

1 ~ . . .
onde W, sao as palavras efetivamente multicoloridas em W,,, tomamos como

anteriormente
(Wl = Q(n) < eav/n2" (14 (502771)741),
e entao,
Z;; — Z 9" (@(@) < ‘W;"ensupg
acW,
< pe™ P /2" (14 (5p27 7))
e, com isso,
]. 1" ]. 5
lim —log Z, < supy + max <log 2, o8 V)
n—o0 N T4+ 1
Portanto,
log 5v
P(g) < P, setT+1> —"F——
(9) < Pi(p) Jp—
O
Parav >3e1 > 5—%8% _ _ 1 existem indmeros potenciais ¢ : ¥1 — R

Pa(p)—supep
tais que Pi(¢) > sup¢ + log2. Entdo para a extensao g : ¥ — R existe um

estado de equilibrio em cada subdeslocamento ¥;, que assumem pressao P(g)
igual a P;(p) no principio variacional. Sendo que essas L medidas sao todas

invariantes e ergodicas.

6.2.3 Exemplo com infinitos estados de equilibrio distin-

tos

Seja v > 3 e construa o subdeslocamento ¥ C NZ como fizemos acima. Um
potencial de Holder ¢ em 3; que satisfaz P;(p) > sup ¢ + log2 é estendida,
como acima, para uma funcao Holder g em X tal que 9z, = ¥ em cada sub-
deslocamento ;, 7 =1,2,....

Mais ainda, podemos estender g para o espaco compacto 3 definindo g(oo) =

sup .

35



Se denotarmos por p; o estado de equilibrio em X; para o potencial 9lx,

entao Pj(g‘zj) = Pi(¢) = P(g) para todo j.

log 5 > log 5v
ogr €T = Pilp)—swo

infinitos estados de equilibrio distintos p; em ¥ para g potencial de Holder.

Temos entao que se v > 3 e7 > — 1 entao existem
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