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INTRODUGAOD




0 objetive principal deste trabalho & dar uma demons

tracao rigorosa e simples do seguinte resultado:

TEOREMA

Seja M uma variedade diferenciavel, riemaniana e com
pacta. Se, para algum k »2, o grupo de homotopia 7y (M) & nao
trivial, entao existe em M uma geodesica fechada nul-homotopi

cda.

A questao da existencia de geodésicas fechadas em
variedades riemanianas tem sido objeto de investigagao inten-
sa desde os primordios da geometria diferencial global no sée-

culo passado.

Inicialmente, as variedades considerada; eram super
ficies analiticas convexas., Jacobi, por exemplo, ja em 1842,
descrevia as trés geodesicas fechadas simples dos elipsoides
da revolucao. Poincaré, em 1905, observava que o problema da
existencia de geodesicas fechadas em superficies simplesmente

conexas tem muito em comum com 0 problema da existéncia de or



bitas periodicas no problema restrito dos tres corpos, e deli
neava uma prova da existencia de pelo menos uma geodésica fe-
chada em superficies analiticas convexas que nao difereﬁ mui-
to da esfera enclidiarna.Mas, somente em 1929, Lusternik e
Schnirelmann conseguiram demonstrar a existencia de pelo me-
nos trés geodésicas fechadas sem auto-intersecdes em qualquer

superficie compacta simplesmente conexa.

Em superficies com o grupo fundamental ndo trivial,
o primeiro resultado e devido a Hadamard, que, em 1898, demons
trou que qua]quér curva fechada nao nul-homotopica pode ser
deformada continuamente em uma curva fechada com comprimento
minimo na classe livre de homotopia, que, a menos de reparame

trizag¢do, representa uma geodésica fechada.

0s metodos de Hadamard de deformacdo minimizando o
comprimento foram utilizados por Birkhoff em outras situacoes;
Birkhoff tambem introduziu um outro metodo, o de maximizacao
-minimizagdo, e com isso conseguiu provar, em 1917, a existen
cia de geodesicas fechadas em superficies compactas de genus
zero, e, em 1927, .em variedades homeomorfas a esfera euclidia-
na n-dimensional. Utilizando tambem um méfodo de maximizagao—
-minimizacao, mas, principalmente, conceitos de hoﬁo]ogia”MOE

se, em 1935, conseguiu demonstrar a existencia de infinitas
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geodesicas fechadas em variedades homeomorfas a esfera eucli-

diana n-dimensional.

Finalmente, em 1951, Lusternik e Fet, demonstraram
a existencia de pelo menos uma geodésica fechada em gualquer
variedade riemaniana compacta, usando metodos de Birkhoff e
Morse. A partir dai, a teoria desenvelveu-se consideravelmen-
te com os trabalhos de Alber, Svarc, Fet, Gromoll ,: Meyer, E-

1iasson e Klingenberg [2].

Em 1961 [57, Olivier, usando somente métodos de deforma
¢ao de curvas e conceitos de homotopial6],deu uma demonstracao
simples do resultado de Fet-Lusternik, que & o teorema acima

enunciado. Deste teorema, ohtemos 0 seguinte corolario.

COROLARIO

Seja M uma variedade riemaniana compacta. Se M & sim
plesmente conexa, entdao existe em M pelo menos uma geodésica

fechada, necessariamente nul-homotopica.
Prova:

Como M & simplesmente conexa, temos Hn(M)#{J, onde
n = dim M. Pelo Teorema do Isomorfismo de Hurewicz, segue-se

que ﬁn(M) # 0.

Este trabalho estad dividido em cinco capitulos, dis



11

tribuidos da seguinte forma: no primeiro, 1ntroduzimos alguns
conceitos de homotopia, estabelecendo definicoes e resultados
basicos desta teoria. Os resultados mais importantes saoc a pro
posicao 3.10 e a observagao que The segue. Estes sao utiiiza-
dos diretamente na demonstracao do teorema principal {teorema
IV.4.1). Ainda, no final deste capituvlo, introduzimos os con-
ceitos fundamentais de deformagao e K-deformagao num espaco

topologico.

No capitulo II trabalhamos apenas com geometria rie
maniana. AT definimos, via conexdes afim, curvas geodésicas
em uma variedade diferenciavel, demonstrando um teorema de
existéncia e unicidade destas curvas em uma variedade riema-
niana. Estabelecemos, a seguir, as propriedades locais satis-
feitas por uma curvﬁ geodesica. 0 resultado fundamental & o

teorema 4.8.

No capitulo III obtemos resultados que vrelacionam
os dois capitulos anteriores. Consideramos ai o espago *(M)
das curvas seccionalmente diferenciaveis em M, e introduzimos
o espaco quociente (M) obtido de Q*(M) mediante a relagao de
equivalencia que identifica curvas com o mesmo trago. Estuda-
mos entao a homotopia de Q(M) obtendo, como resultado prin-

cipal, o teorema 3.3.
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No capitulo IV demonstramos o teorema principal des
ta dissertacgao. Para isso, utilizamos alguns resultados adi-
cionais que, por serem essencialmente tecnicos, sdao apenas e-
nunciados neste capitulo, tendo sua demonstragao feita no ca-

pitulo V.



CAPTTULD 1

ALGUNS CONCEITOS DE HOMOTOPIA




1 - INTRODUGAD

Os primeiros itens deste capitulo (ate o 3.9), tem
por objetivo fixar notagoes e estabelecer definigoes de alguns
conceitos basicos da teoria da homotopia, a serem utilizados
posteriormeﬁté. Para é proposicao 3.10, que & um resu&tado co
nhecido em homotopia, & dada uma demonstracao detdlhada, pois
esta tem uma participacao direta na demonstracac do resultado

principal desta dissertacao.

Nos itené que se seguem, definimos o conceito de de
formacao num espaco topologico, e estabelecemos algumas de suas
propriedades basicas. Para encerrar, introduzimos o conceito
de K - deformagao num espacgo topologico, que, como sera vis-
to, desempenha um papel fundamental para consecqgéo de nos-

$0s propodsitos.
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2 - ALGUMAS DEFINICOES E NOTACDES PRELIMINARES m*’

Dados espagos topologicos X e Y, denotamos por C{Y,X)

o conjunto das aplicacoes continuas de Y em X.

Uma curva em X & uma aplicagdo continua c:[a,b ]—X.
Em geral, usamos o intervalo real [0,1] como dominio das cur-
vas, e o denotamos por I. Uma curva constante em X & dita uma

curva pontual; neste caso, se X o€ X & tal que c{t)= Xo» ¥t, de

notamos c=§0 ; uma curva é - fechada se ¢(0)=c(1). Finalmente ,

c_1(t) = ¢{1-t) define a curva inversa c-1 : I=X.,

Usamos ainda as seguintes notagoes:

Q(X) = C{I.,X)

2, (X ={ceq(X)]|c(0) = c¢(1) = x_1, X € X
o
a(x) = U x)
x € X %o
0
Em C{Y,X), usamos a topologia compacto-aberta, que

tem uma sub-base dada pelos conjuntos: Uy ={h&C{Y,X)| h(K)cU},

onde KCY & compacto e UC X & aberto. Assim, um aberto em

C(Y,X) @ uma unido arbitraria de intersecoes finitas de Uy's,

Se X € metrico e Y compacto, p{h,h') = max d{h(y)},h*(y)),
' vey
onde d & a metrica de X, define uma métrica em C{Y,X). E fa-

¢il de verificar gue a topologia induzida porp em C(Y,X) coin

cide com a topologia compacto-aberta de C(V,X).
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No que segue, X @ sempre um espaco topologico.

3 - HOMOTOPIA DE CURVAS: 0 GRUPO FUNDAMENTAL ﬂ](X)
HOMOTOPIA DE APLICACOES: 0S GRUPOS wﬁ(X),“ni]

3.1 - COMENTARIOS

PoderTamos definir diretamente o conceito de homoto
pia'de aplicagoes e obter dai, como caso particular, a homoto
pia de curvas e 0 gfupp fqndamenta] ﬁ](X). Prgferimqs, entte-
tanto, por razoes de facilidade na exposicao do assunto, diVi

di~-1o em duas partes, como indica o titulo da secgao.

3.2 - HOMOTOPIA DE CURVAS, PRODUTO DE CURVAS

Dizemos que duas curvas c],c2:I—+X sdo homotopicas
quando existe uma aplicagao continua
F: I x [—X

chamada homotopia de Ci & Cp, tal que, ¥s&1,

() F(0,5) = ¢ (s)

() F(1,5) = cy(s)

Quando a curva ¢, ¢ fechada, isto &, c1€§(X), exi-
gimos sempre que todas as curvas da familia F(t,.), tel, tam
bém sejam fechadas, isto &,
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(c) F(t,0)=F(t,1)

para cada tel. Em particular, c, é também fechada.

Uma curva fechada & dita nul-homotdpica se for homo-

tépica a uma curva pontual.

Usamos a notacaco ¢ ¥c, para denotar curvas homotdpi-

cas. Verifica~-se que = é uma relaczo de equivaléncia em Q2(X) e

podemos falar em classes de homotopia de X,

Se ¢, & uma curva de x, a x; € ¢, uma curva de x, a

X5, & CUTVa produto de €1 POr Cy, denotado por €1€, oOu c]*cz,

e a curva de extremos Xo & Xg definida por:

c](Zt) se 0g2tg
(C]*Cz) (t_)=(c]cz)(t) =

c2(2t—]) se 1¢2tg2

Verifica-se que o produto de curvas e uma operagao

contTnua, sendo, além disso, compativel com a relagao =
2 3 - . - 1 ~ ]

de homotopia, isto e: se C1 = e Cy =Cy s

entdo ¢qCp =cq'cy,’ " {(desde que, como e obvio, 0 pon-

to final de Cq seja igual ao ponto inicial de oo valendo o

mesmo para c1' e cz').
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3.3 - HOMOTOPIA DE EXTREMOS FIX03,

0 GRUPO TUNDAMENTAL

Para definir o grupo fundamental de X preéisamos de
um conceito mals restritivo de homotopia, como segue.

Sejam CysCy I»X duas c¢urvas com O mMesmo pontoi@é
¢ial X, € 0 mesmo ponto final xi(i.e., c1(0)=c2(0)=x0 e c1(1)=
c2(1)=x1). Dizemos que ¢, e.c2 sao homotopicas de extremos fi
x0s se existe uma aplicagao continua F:IxI+X, chamada de homo

‘topia de c1 e c2 com extremos fixos, tal que para cada t,sel
(a) F(O,s)=c1(s) : F(1,s)=c2(s)

(b) F(t,0)=xq ; F(t,1)=x1

No caso de c, ser fechada é claro que c, € tambem fe
chada no mesmo ponto e cada curva da familia F(t,.) e também

fechada no mesmo ponto.

Usamos a notag¢ao ¢, 2 ¢, rel (0,1) para denotar cur-

i 2
vas homotdpicas de extremos fixos; € claro gue se c é fechada
entao ¢, = ¢, rel (0,1) implica c, = Cye
Verifica-se que = rel (0,1) € uma relacao de equiva-

lencia em R(X); se ¢ ¢ Qx (X) entao a classe de ¢ na relacao
. o
= rel (0,1) esta contida em Qx4 (x).



Definimos T,(x,xo) como o conjunto das classes de

equivaléncia [c] de curvas ceQx,(X) fechadas em x,, segun-

do a relagao de homotopia de extremos fixos:

T (X,x5) = @ (X) / = rel (0,1)

Xo
Verifica-se qgue o produto de curvas € compativel
também com a homotepia de extremos fixos e pgdemos definir
sem ambiguidade o produto de duas classes de homotopia ~ de
extremos fi#os. | | -
Em particular podemos definir o produto de duas
classes de W1(X,xo). 0 conjunte das curvas CEQXO(X) tais que
c = Xg rel (0,1), isto &, tais que sio nul-homotépicas de
extremos fixos, e o elemento neutro deste produto de classes

de W1(X,xo).

3.4 - PROPOSIGAOQ

Para cada x,. € X, o conjunto W1(X,xo) forma um gru-

o)

po em relacao ao produto de classes
[c,] - [e,) = [eyc,])

e ¢ denominado de grupo fundamental de X com ponto base x,.
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A demonstragado de 3.4 & elementar e pode ser vista

em [3; cap 2, § 1] .

Sendo X um espago topologico arbitraric, nao exis-
te necessariamente qualquer relagao entre n](X,xo)e vl(X,x1),
se xo#x]. Para espagos conexos por caminhos, com o0s quais es-
taremos interessados mais estreitamente, vale o seguinte re-

sultado geral:

3.5 - PROPOSIGAO

Seja X conexo por caminhos. Entao ﬂ](X,xo) & inde-

pendente de x_ a menos de isomorfismo de grupos.

0

Prova:

Sejam x,, X € X e c, uma curva de x, a Xq - E facil

de ver, entao, que a aplicacao
1 (xg) = T (X))
-1
[c] — [ cc,l

g de fato um isomorfismo, o que demonstra 3.5.



A

CONVENCAD

Todos os espagos topologicos considerados a partir
de agora serao supostos conexos por caminhos.

3.6 - DEFINICAQ

Por 3.5, escrevemos n](X) aﬁ inves de ﬁ](x,xo).ﬂi(X)
e entao chamado de grupo fundamental de X.

3.7 -~ DEFINIGRO

Para cada xoe.X, definimos 05 grupos ﬂn(x,xo), ns2,
indutivamente, por (X5 x,) ='ﬁn;](9x (X), Yb); onde ?0 e a

curva pontual ﬁo(t) =X, ¥tel.

03

Os grupos m (X,x,) sao chamados de grupos de homo-

topia de X com ponto base x Gostarijamos de falar, de um mo-

o
do geral, nos grupos de homotopia wn(X), sem nos preocupar com
o ponto base. Como X & conexo por caminhos, isto & possivel,
e decorre da seguinte proposigao:

3.8 - PROPOSIGAD

Se x,»xq €X, entdo ﬁn(X,xo) e isomorfo a w  (X,x%4),

Prova:

Nio & dificil mostrar que se c :I—X e um caminho
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ligando x, a X1 s entao c, induz um isomorfismo.

(.Eo)n :vn(xsxo) '_"‘”'ITn(X,X'I) s Jtt'nelz-l-,

Para tal, usa-se inducao sobre n, seguindo argumen-

to semelhante ao da proposigao 3.5.

No que se segue, daremos uma interpretacao dos gru-
pos de homotopia ﬂn(X), a ser utilizaaa ainda neste capitulo.
Para tal, precisamos do conceito mais geral de homotopia de
aplicacoes.

Nas secoes restantes Y denota sempre um espaco topo
18gico.

3.9 - DEFINIGAOQ : ¢

Duas aplicagoes continuas f ,g : Y—X sao ditas homo

topicas, e escrevemos f =g, se existe uma aplicagao continua

F:I xY—X

‘tal que, ¥ye ¥
(a) F(0,y) = f(y)
(b} F(l,y) = aly).

F & dita uma homotopia para f e g.
Como em 3.2, & facil de ver que = & uma relagao de

equivaléncia no espaco C(Y,X).
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Se f & homotdopica a uma aplicacao constante, entao
f e dita nul-homotopica.

Quando f e g sao tais que f |A =g !lA, onde ACY €
um sﬁbéébago de Y, em analogia a definigao de homotopia de cur

vas de extremos fixos dada em 3.3, dizemos que

f=g rel A
se existe:
F:I xY—X continua, satisfazendo:
(a) F(O,y) = f(y), wyey
(b) F{l,y) = gly) , ¥ye Y, e
(c) F{t,y) = f(y) = g(y) ,» ¥yeh e ¥tel.

Dado x €& X arbitrario, definimos Fn(X)= {feC(qu)l
f(aI") = {xo}}, onde 31" denota o bordo do n-cubo I em}Rn :
assim, cada classe de nn(x,xo) pode ser entendida como uma

classe de equivalencia da relagdo = rel 51" em Fn(X). De fa-

Xots

to: para n =2, se Q(X) = {ceC(I,q (X)) [Cc{0) = <(1) o
0

o» definimos ¢: Q(X) —F,(X)

onde ?0 e a curva pontual igual a x
por ¢(c)(s,t) = ¢(s)t. E imediato verificar que ¢ & uma bije
cao e que, aléem disso, temos c=d rel (0,1) se, e somente se,

d{c) =¢(d) rel 312. Desta forma, obtemos a afirmagao alegada

para m,{(X,x ). Por inducao, estendemos esta interpretagio
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a todos wn(x,xo), nz2.

Por Ultimo, se nds identificarmos 3I" com um ponto,
mediante a relacdo de equivaléncia ~ em I" dado por an~g se,
e somente se, o« e B pertencem ambos a BIn, nos obtemos a esfe
ra S" com um ponto base S Assim, ﬂn(X,xo) pode ser dinter-
pretado como as classes de homotopia rel {so} das aplicagoes

de S" em X que aplicam 5, €M X, (n>2).

No que segue, usamgs tanto & primeira como a segun~-
da intefpretagﬁp de nn(X). Além disso, a identificacio de S"
com In/m nos permite entender cada aplicagao h: In—+2,ta1que
h(aIn) = constante = z , onde Z & um espago topologico arbitra
rio e z € Z, como uma aplicagao h: s"— 7 tal que lﬂso)= 25

e reciprocamente.

3.10 - PROPOSIGAQ

Sejam n22, x,eX e soesn_1 arbitrdrios. Se cada apli

cacao continua h:Sn_1+Qx (X) tal que h(sy)=x, € nul-homotopi-
[a]

ca rel{s,} entdo T (X,xo) é trivial.

Prova:

Usando a primeira interpretacao de ﬂn(X,XO) dada an
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teriormente, seja h:I"—X tal que h(aI") = {xo}. Entao h in-

duz uma aplicagio h:1"'— 2, (X) dada por
o

F(s], cees sn_])s = h (51, s Soo1° s), e temos

F(aln"1)= {Yo},,onde como antes, YO denota a curva constante

e igual a Xg " Assim, h @ nul-homotopica; e, portanto,

. n-1 . ¢h=T = _ 7 .
F-—FO rel 31 » onde FO 1 — QXO(X) e tal que ﬁo(s) = Xy

Vs & In_I.

Se f:IxIn_1-—+ﬂx {(X) & uma homotopia para h e Hh

s
o O

com F (iXBIn"1) = {io} entao F:IXIn—*'X dada por

F(s,s],...,sn) = F(s,s],...sn_])sn e uma nul-homoto
pia para h rel- 31® : a continuidade de F decorre da continui

- dade de F e da continuidade de cada curva em Qx (X). Alem dis
0

50, temos F (Ix31™)={x,} e para (S,,.+.,8) ex”:

(a) F(0,5qs-+055.) = F(04815-28, )5, = Flsaeeins, {)s,

)

h(s],...,sn

It

(b) FU,S],“.,sn) F(1,s

1""’Sn-1)sn =

i
>
=]
—
L
=
e
1]
et
L]

3.11 - OBSERVAGAO

Seja'h:S“-*Qx (X) uma aplicagidao continua: cada curva
o
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da imagem h(s™) em QX (X) e uma curva nul-homotdépica em X.
o .

De fate, interpretamos a aplicacao h cono

uma aplicacfio continua h: I"— Q (X) tal que h(BIn)={§o};

Xo
dada ceh(I™), existe (u1, e un) e I" tal que h(u1,...,
un)=c. Assim, c(t):h(u1,...,un)(t) e definimos

F: Twl - X

por F(s,t) = h((1—s)u1,...,(1~S)un)(t). Segue~se que F e

continua e temos, ¥ s,t € I,

a) F (0,t) = h(ul,...,un)(t) = c(t)
b)Y F (1,t) = h(0,..,.,0)(t) = ﬁo(t) = %
c) F (s,0) = X, = F(s,1)

de modo que ¢ €& nul-homotépica, como curva fechada, em X.

4 - DEFORMACOES

4.1 - DEFINICOES

Uma deformacao do espago topoldogico X € uma
aplicacao continua D:IxX»X tal que D(0,x) = x,VYxcX. Neste

caso escrevemos D(1,A)={D(1,a)|acA} para qualquer AcX.
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Dizemos que ACX € retratavel em BCX ou que B &
retrato de deformacao

um
de A (em X) se existe uma deformacao D
de X tal que D(1,A)=B e D(t,b)=b para cada tel, beB.

-

Deformagoes de um mesmo espaco topologico podem ser
somadas ou justapostas, produzindo novas deformagoes, como mos

tra a proposicao a seguir.
4,2 - PROPOSICKD

Dadas deformacodes DT’Dz: IxX~=+X, a aplicagao D]+-DZ:Ix}<—+X
definida por

D](Zt,x), se Og2tgl
(Dl-rDZ)(t,x) =
Dz(Zt-l,D](1,x)), se 1g2tg?

e uma deformacdao de X, dita deformagao soma de D, com D,.

Prova:

A continuidade de D]+ D, decorre diretamente da con
tinuidade de D] e D2 e do fate que, para t=1/2, temos D1(2t',x) =

= D,(2t-1,0,(1,x)), ¥xe X,

Alem disse, (Dy+D,)(0,x} = D;(0,x) = x, ¥xeX.

.
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Podemos definir, indutivamente, uma soma de n defor

magoes DysevesD ns2, por:

n!

D] + D2 + ...+ Dn _ = (D]4-...44Dn_1) + Dn

4.3 - DEFINIGAO

Dadas uma deformaczo D de X e uma fungdao K: X—-R,

dizemos que D e uma K-deformagao se K{(D(t,x)) < K(x), ¥x&X,

¥tel.

4.4 -_PROPOSICﬂO

Se Dys --., D, sdo K-deformagBes em X, entdo D =
=Dy+...+D tambem & uma K-deformagao em X.

Prova:

Para n=2, obtemos: se tef 0,1/2 ], entao K((D]4-DZ)(t,x))

T = K(Dl(Zt,x))g K{x); se t& [1/2,1 7], entdo K((Dl+D2)(t,x))

= K(Dy(2t-1, Dy (1,%))) < K(D(1,%)) € K(x).

Por indugao, obtemos o resultado desejado para n 2 2.

-

4,5 - DEFINICAO

Dizemos que uma segléencia {xn} em X @ encurtada 'pg
Ta .:  K-deformagao D: I x X~ X se '

Tim [K(x,) - K(D(1,x,))] = O.

n+00



CAPTTULO II

CURVAS GEODESICAS EM VARIEDADES DIFERENCIAVEIS




1 - INTRODUCAO

Duas sao as formas habituais de se conceituar curva
geodeésica em uma variedade diferenciavel: uma delas, mais pro
xima a fisica, & feita via cﬁ]cujo das variacoOes, onde se de-
fine curva geodesica como ponto critico da fungao comprimento.
Qutra, mais ligada a geometria diferencial, & feita atraves
das chamadas conexdes afim, onde entao se define geodésica co
MG uma curva com aceleracao nula. Por razo0es técnicas, prefe
rimos a segunda forma para a conceituacao de.geodgsica. No pa
ragrafo que segUe, fazemos um breve comentario sobre este pon

to de vista, tentando dar uma idéia geral do mesmo.

0 conceito de aceleracao de curvas em variedades di-

ferenciaveis

Enquanto que a velocidade emlR3 de uma curva defini
da-em uma superficie euclideana, e um conceito da "geometria
intrinseca" da superficie, tal nao ocorre com a aceleragao em
Rs desta curva. Isto & conseqliencia de que, em geral, o vetor

aceleracao em m3 num ponto de uma curva em uma superficie nao
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pertence ao espacgo tangente a superficie no ponto considera-
do. Assim, enquanto a nogcao de velocidade de uma curva apare-
ce naturalmente em variedades diferenciaveis, tal nao ocorre
com a aceleracao. Tal nogao entao, para variedades diferencia
veis arbitrarias, e obtida atraves de uma axiomatizacdo adi-
cional, e gue usualmente & feita atraves das ja mencionadas
conexoes afim. Uma conexao afim numa variedade diferenciavel g
uma operacao entre os cémpos de vetores da varigdade satisfa-
iendo propriedades usuais da de?fvagéo de campos dé -vetoréé

da geometria euclideana.

Em uma ﬁariedade munida de uma conexao afim podemos
falar em derivada de campos de vetores ao longo de curvas, sen
do tal derivada denominada de derivada covariante. Em particu
lar, surge o cohceito de aceleraciao de uma curva, que & a de-
rivada (covariante, ent3o) do campo de vetores tangentes 2 cur
va; neste contexto, um campo de vetores com derivada covarian
te nula @ paralelo, isto 8, & constituido de vetores "parale-

Tos™".

Geodesicas

Com o exposto, curva geodesica numa variedade dife-
renciavel com uma conexao afim, e definida como uma curva que

tem aceleracao nula ao longo de sua trajetoria, isto e, cujo



31

campo de vetores tangentes e paralelo.

Geodesicas em variedades riemanianas

No caso das variedades riemanianas, exige-se a com-
patibilidade da conexao afim com a metrica riemaniana, expres
sa atraves da derivada covariante da seguinte forma: "dois cam
pos de vetores paralelos ao longo de uma mesma curva, devem man

ter um angulo constante durante toda trajetoria".

A exigencia da compatibilidade da conexao afim com
a métrica riemaniana, e uma condicao adicional de simetria da
conexdao, implicam na existencia e unicidade da conexao, dita
entdo conex3o riemaniana. Tal implicacao e um resultado conhe
cido como teorema de Levi-Civita. Uma consegliencia deste fato
& que as curvas geodesicas em uma variedade riemaniana ficam

univocamente determinadas pela métrica riemaniana.

No que segue, daremos uma breve exposigao formal
dos conceitos discutidos nesta introdugao, listando os prin-
cipais teoremas sem demonstra-los. As provas dos teoremas e

detalhes adicionais podem ser encontrados em [1] e [4].
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2 - CONEXOES AFIM, CONEXOES RIEMANIANAS

No que segue, M denotara uma variedade diferencia-
vel de classe C” n- dimensional, e %{(M) o conjunto dos cam-
pos de vetores de classe C” em M.

o0

' A palavra diferenciavel deve ser entendida como C

diferenciavel.

2.1 - DEFINIGAQ
Uma conexao afim V em M e uma aplicacao V:X{M} xX(M) —X(M),

denotada (X,Y)j—+ vXY, tal que

i) v Z = fV
fX+g¥

Z + gVYZ

X
1) vy (Y+Z) = v,¥ + VyZ

111) VyfY = oY + X{f)Y, onde X,Y,ZE*(M) e

f,g s3o fungdes em M de classe C".

Embora uma conexdo afim tenha uma definigao global,
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e, de fato, um conceito local. Verifica-se que,dados X, Ye
e¥(M) e peMN, VXY(p) depende unicamente de‘X(p) e dos valores
de Y ao longo de qualquer curva diferenciavel ¢ : [—M tal que
T%%—(t0)=X(p) e C(to) = p, para algum t,€ I. A partir deste
fato, introduzimos a seguir o conceito de derivada covarian-
te. Lembremos que um campo de vetores V de classe ¢” ao longo
de uma curva diferenciavel de classe €~ ¢ : I—M & uma aplica-
¢ao V : I—TM, onde TM denota o fibrado tangente de M, tal que

V(E)ET

)M, ¥tel.

2.2 - DEFINIGAO

Seja V uma curva conexaoc afim em M. Dado um campo
de vetores V diferenciavel ao longo de uma curva diferencia-
vel ﬁ : I—M, a derivada covariante de V & um éampo de vetores

ao longo de ¢, denotado por —%%—, e definido por:

DV

gt (t) = Vg V(T)
<L(t)
~ . ' DV
0 campo de vetores V e dito paralelo ao longo de c se ?ﬁ5=0
em I, _1
Seja agora M uma variedade diferenciavel riemania-
na, e denotemos por <,> a métrica riemaniana de M. Dados,

X,Y €E¥(M)}, existe um Unico campo de vetores W& X(M) tal que,

¥Z €%(M), temos:
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<W,Z> = {X<Y,Z> 4 Y<Z,X> =Z<Y, 0> - <[X,Z7] ,Y> - <[Y,Z7].X>-<[X,Y],Z >},

onde [X,2]= XZ - ZX

Nao & dificil mostrar que a aplicagao

Vo ¥ (M) x ¥(M) ~=*(M) tal que (X,Y) VY = W

satisfaz as propriedades i, ii e iii da definigao 3.1, sendo,
portanto, uma conexao afim em M. E facil de ver, além disso,
que V & simetrica, isto @,’ VY - 0yX = [X,Y] , ¥X, YeX (M), e
que ¥V e compativel com a métrica <,> , no sequinte sentido: se
P e P! 550 dois campoes de vetores paralelos ao longo de uma
curva ¢ : I—M (j.é.: —%%— (t) = w%%L (t) = 0, ¥t€1), en-
tdo <P(t) P'(t) >= constante, ¥t€1I.

Pode-se mostrar, tambem, que se V' e uma conexao a-
fim_simétrica em M, e compativel com a méetrica <,>, entao V'=V,

Estes resultados constituem o teorema de Levi-Civita, enuncia

do como segue:

2.3 - TEOREMA
Existe uma Unica conexao simetrica em M, dita cone-

xa0 riemaniana de M, compativel com a metrica de M.

A partir de agora, a menos de referencia explicita
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em contrario, M denotard uma variedade diferenciavel riemania
na de classe C* e dimensdo n. Tendo em vista o Gltimo resul-
tado, em caso de omissao, estara implicita a conexaoc riemania

na associada a variedade riemaniana considerada.

3 - GEODESICAS, EXISTENCIA E UNICIDADE - APLICACAOQ
EXPONENCIAL

3.1 - ALGUMAS NOTACDES E DEFINICOES BASICAS
Uma curva ¢ : [a,b]5-+M e dita seccionalmente dife-
renciavel se existe uma particdo {tO"”’tm} de [a,b] tal que
¢ [ti’ti+1] » 1= 0,1,...,m-1, & diferenciavel. Quando c @
seccionalmente diferenciavel, o comprimento de ¢, denotado por
_ b - .
2(c) = ﬁa(c), e dado por:

m-1" ¢t.
_ 1 de  (e)} ac
i=0 Jt, dt

Se s,te[a,b], com s< t, entao Rz(c) denota o com-
primento de ¢ |[s,t].
Uma curva seccionalmente diferenciavel c:[a,b] —M

e dita uma curva regular se —%%—_ #0 em Ta,b].

Reparametrizacao de curvas;

Parametro proporcional ao comprimento de arco

Dadas duas :curvas -seccionalmente diferenciaveis

c:[a,b]—M e ¢':[c,d] —M, dizemos que c¢' & uma reparame
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trizagao diferenciavel de ¢ se existe um

difeomorfismo ¢:[C,d]—+[a,b] tal que c‘=c0¢,f0m ${c)=a ed(d) =h.

E imediato verificar que o conceito acima define u-
ma relagdo de equivaléncia no conjunto das curvas seccional-
mente diferenciaveis. Alem disso, todas as curvas de uma mes-

ma classe tem a mesma imagem (tracgo) na variedade.

Dizemos que uma curva seccionaimente diferenciavel
c: [a,b] —M esta parametrizada com parametro proporcional ao
comprimento de arco se, para todo te& [a,b], temos

t t-
Ra(c) - hET%_ 2{c).

Nao & dificil mostrar o seguinte resultado: dada u-
ma curva regular ou uma curva pontual c: [?,b]—+M, existe uma
ﬁniqa reparametrizacao diferenciavel ca:I—+M de ¢, tal que
Ca esta parametrizada com parametro proporcional ao comprimen

to de arco, isto e, Rz(ca) = tﬁ(ca), ¥tel,

3.2 - CURVAS GEODESICAS
3.2.1 - DEFINIGAO

Uma curva diferenciavel g: [a,b]—»M e dita wuma curva

- . D d
geodesica se It ( d% ) = 0 em [a,b] .

Obs: E-conveniente, quando possivel, o uso do inter

valo I como dominio das curvas. Em caso de omissae do domi-
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nio, este deve ser suposto como ¢ intervalo I.

Como o campo de vetores tangente a uma geodesica @

péralelo, obtemos < g% R gg >= constante = k2, pela compa-
tibilidade da conex3o riemaniana com a métrica <, >. Segue-
~se gque QE {g} = kt = 2(g)t, ou seja, o comprimento de uma

geodésica @ proporcional ao comprimento de arco. Excluiremos
as geodesicas pontuais (k=0). Assim, toda geodésica e uma cur

va regular.

3.2.2 - EXISTENCIA E UNICIDADE

No que segue, estabelecemos as equacdes diferenciais
" satisfeitas por uma geodesica em uma carta local de M. Intro-
duzindo o fibrado tangente, obtemos neste um sistema de eqgua-
coes, equivalente ao anterior, que, junto com um teorema de
equacoes diferenciais ordinarias, nos fornece um teorema de

existéncia e unicidade de curvas geodesicas em M.

Seja g uma curva diferenciavel em M e seja x : UCIRT —y

uma carta local em M com Xx(U})g(l) # 6. Se

x1(g(t)) = (x(t)s xp(t)s. ., X (1)) & a expressio
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rlocilde g(t), e se Xi = Xi(t) = “%%;(t)’ entao
dg 2 dx; X .
dt j=1 dt J

Decorre entao da definigdo de derivada covariante e

das propriedades i, ii e iii da definigao 2.1, que:

2
d- X n dx.  dx.
D dg n Ak k i j
{ ) = L {———+ I T, — e X,
dt dt kel dt2 i,3=] ij ~ dt dt k

onde Ti; sao fungoes em M tais que

Assim, g & uma geodésica se, e somente se,

d2x n ko dxy o 4%y
atl ?:1 Tig —ae— —ag— 7 0 K=lhZ....n

Como qualqueyr curva diferenciavel g em M determina
uma curva t— (g(t), —%%ﬂ (t)) no fibrado tangente TM, decor-
re que g e geodesica se, e somente se, a curva

.dx dx
Loy, — (1)),
dt

t\-—-r(x.l(t),..., Xn(t),

satisfaz o sistema

dxk_ .y
dt k
(*)
Wy P k=1,2
= - sx VoY ’ Elydgnaey N
dt i,j=1 WUk

na carta coordenada TU = U

>

tRn de TM. Em cada TU obtemos, as-
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sim, pela unicidade das solugoes do sistema de equagdes dife-
renciais (*), um unico campo Gry em TU cujas trajetorias sao
da forma t+=— {(g(t), _%%_ (t)), onde g & uma geodesica em U.

0 seguinte resultado & imediato:

3.2.3 - PROPOSICGAD
Existe um Unico campo G em TM, dito campo geodeésico
em TM, cujas trajetorias sao da forma

t— (g(t), & (1)),

onde g & uma geodesica em M.

E imediato verificar que se g e uma geodesica em M,

‘entdo h: [0, —%—] ~M, a >0, dada por h(t) = g(at) & tambem
uma geodesica em M. Esta homogeneidade permite dar a seguin-

te caracterizagdo do fluxo definido pelo campo geodésico:

3.2.4 - TEOREMA
Para todo ponto p ¢ M, existem uma vizinhanga V =Vp

de p e um nimero € =ap >0 tais que para cada qeV¥.e pamaca—

da vetor veaTqM,Com | vi<e, existe uma Unica geodeésica

g 1 {(-2,2) —M

satisfazendo g(0) = q e —f%L-(O) = v,
t
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3.3 - APLICAGAQ EXPONENCIAL

Dado pgM, pelo teorema 3.2.4, existe uma bola BE(O)

em TpM de centro na origem e raio € >0 tal que a aplicagao

expp: BE(O)—aPﬂ dada por

exp,(v) = o(1)
estad bem definida, sendo g :(-2,2)— M a geodésica ({(Gnica) sa

tisfazendo g{0) = p e —%%— {(0) = v.

Desde que o fluxo geodeésico @8 C° , para cada DpeM,
a aplicagao expp, dita aplicacao exponencial em p, € também

=]

C
E facil de ver, ent3ao, que a-geodésica g & defini-
"da por g(t) = expp(tv), t€l. Aleém disso, se t— v(t) & u-
ma curva diferenciavel em TpM tal que |v(t)| = 1, entdo, para
cada roeiR com 0<rge , a curva t|—+expp(r0v(t)) e ortogo-
nal a geodesica r expp(rv(to)), para cada t € (-2,2). A de
monstragao de tal resultado, conhecido como Lema de Gauss, po
de ser vista em [ 1; p . 59].
Se g:(-2,2) —»M & a nica geodesica tal que g{0)=p e dg (0)_=

dt
=v,é claro quwe Jl:;(g) =tiv], 0% t& 1; emparticular Ri‘)(g) = {vi=

=]§%(o)\.



Observemos, por fim, que d(expp)(O) e a identidade

em TpM, donde decorre que expp e um difeomorfismo local numa

vizinhanca de 0 em TpM.

4 - GEODESICAS: PROPRIEDADES LOCAIS

4.1 ~ INTRODUGAC

Nesta secao, demonstramosldois resultados fundamen-
tais sobre propriedades locais das geodesicas, & serem utili-

zados nos capitulos que se seguem.

Para tal, sera conveniente introduzirmos as seguin-
tes notagoes. Se expp e um difeomorfismo em uma vizinhanga V
da origem em TpM, U =exppV e chamada de - vizinhanga nor-

mal de p. Se BE(O)c:V,chamamos BE(p) = exp BE(O) de bola

p

normal de centro p e raio £ em M.

4.2 - TEOREMA_
Dado peM, sejam U uma vizinhanga normal de p e BcU
uma bola normal de centro p. Seja g uma geodésica em M conti

da em B tal que g{0)=p. Se ¢ e uma curva seccionalmente dife
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renciavel em M tal que ¢(0) =g{0) e <c(1) = g{1), entdo

2{g) € 2(c).

Alem disso, se £(g) = 2 (c), entdao g(l) = ¢{I).

Prova:

Suponhamos inicialmente que C(IYC B, onde B

denota
o fecho de B.

Seja t o maior numero em [0,1) tal que c(%)=p.

| 1-
E suficiente mostrar ent@o que 2(g) <&  (c)inote:c(l) = g(l)=#p.
t

Seja c =c |[E,1].Como exp, & um difeomorfismo sobre

U, podemos definir uma curva ¢y : [ T,1] —T M, pondo

cp(t) = expr ! (E(t)).

¢ e entao seccionalmente diferenciavel.

Podemos escrever, para te(t,1 7,

- cp(t) _
cylt) = IcT(t)|——~——~———— = r{t)v(t), onde ent3o
o ICT(t)l
r = |cT] : (T,1] IR & uma fungao seccionalmente di-
c

T

: (t,1] »T_ M € uma curva
[, p

seccionalmente diferenciavel satisfazendo |v(t)| =1, t€(t,1].

ferenciavel e positiva, e v

Assim, ¥t €(T,1], temos c(t) = f(r{t),t), onde

f(r,t) = - expp ¥ v(t), e obtemos
dc¢ _ af dr 5f
dat- "~ 3r ~dt * ar» donde
‘ dE 2 - T dc

] =< dc_ . > =
at dt dt
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of |2 dr 3f  af 9 |2
| 2 < 3t el

af 9f

Pelo lema de Gauss citado em 3.3, temos <-——, —5— >= 0 bem
como |8 |-t optendo : | 8C 2L dr 2, 3T (2, dr 2
Segue-se que fl—a—Jdt>‘f| Todt > f —E*-dt-r(T)—r(a) ae(t,1].
Como r(1) = |eql 1)l=lexpp < \=lexp l ‘ (U)l# % (

fazendo o—t, obtemos gl (c) 22(qg).
t

“Suponhamos agora que 2{(c) = 2{g). Entao 21(c)=2(g)
t

3 f
| =t |

57| =0. Segue-se que v{t) =constante e r'(t)>0,

e obtemos
¥t e€(t,1]. Portanto, c e uma reparametrizacao monotona  de

g, donde ¢(I) =< ([T,17) = g(I}.

Se ¢(I) ¢:§, seja ty; o menor valor do parametro t
em I tal que c(tq) pertence a fronteira de B. Se p>0 & o raio

da bola normal B, temos:

. t]
£(c)a£0 (c}zpz28{g).

0 teorema 4.2 nos permite introduzir uma metrica em
M que induz em M uma topologia equivalente a topologia inicial

de M. Sao nossos proximos resultados:

4.3 - PROPOSICKOD

Dados p, g€ M, seja d(p,q) = infimo dos comprimen-
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tos das curvas seccionalmente diferenciaveis ligando p a q.

Entao (M,d) & um espaco métrico.

Prova:

A unica condigao a ser demonstrada para que d seja
uma metrica em M que nao decorre da definicdo de Tnfimo e na
qual usamos o teorema anterior, & a seguinte: se d(p,q) =0, en
tao p=q. Admitindo d{(p,g) =0, supenhamos p #q. Seja Bf(p)
uma bola normal de centro p:é raio r >0 que n3o contem g. Co-
mo d{p,q) 50, existe uma curva ¢ éeccionaimente diferenciavel
ligando p a q tal que £ (¢) <r. Mas se ¢ =c|[0,T] & o arco de

¢ contido em Br(p), temos, pelo teorema anterior,
ot

0 que & uma contradigao.

Chamamos de geodésica minimizante toda geodésica ﬁujo
comprimento & menor que o comprimento de qualquer curva sec-
cionalmente diferenciavel que une seus extremos. Assim, dados
P, q €M, se existe uma geodésica minimizante ligando p a g, en
tao d{p,q) =% (g). Deste fato, e do teorema anterior, segue-
-se que se r € suficientlementé pequeno, en_tEio a bola normal de raio

r coincide com a bola metrica de raio r, e reciprocamente. Obte
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mos assim o seguinte resultado:

4.4 - PROPOSICAD

A topologia induzida por d em M coincide com a topo

Togia inicial de M.

4,5 - TEQREMA

Para cada p € M, existem uma vizinhanga W = Np de p
em M e um numero &= Gp >0 tgis que:

i) Dois pontos quaisquer de W s30 tigados por uma u
nica geodesica minimizante de extremos nestes pontos'e de com
primento menor que §.

ii) Dados q1,q25;w, a geodesica determinada em (1)
por ligar qy @ 4y depende diferenciavelmente de 47 € g,, no se
guinte sentido:. se ﬁ Frequ](tv),1:61, e a geodesica 1igan-

do Q; 2 4y, entao o par (q1,v)€ TM depende diferenciavelmente

de (q]:qZ)-

Prova de (i) e (ii)

Dado pe M, a aplicagao (q,v) H+equ§ esta definida,
conforme teorema 3.2.4 deste capitulo, para q pertencente a
uma vizinhanga V =Vp de p € M e para Vv pertencente a uma bola
; .

¥

B€=(0)_ de centro na origem em TqM e raio ¢ >0. Denotando

U= {(q,v)eTM|qeV, veTqM, |v| <€}, fica bem definida a a-

plicagao F : U—M xM dada por F(g,v) = (q,equv).
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Como d(mqm)(O) € a identidade em TpM, decorre que
F & um difeomorfismo local numa vizinhanga de (p,O)éTM.!Esfm,
F aplica difeomorficamente uma vizinhanga U’ de (p,0) em T™
sobre uma vizinhanga W' de F(p,0) = (p,p} em M xM. Podemos su

por U' da forma

U' = {(q,v)eTH |qu',.veTqM,|v| <8} , onde
ViCV e uma vizinhanca de p em M e 8>0.
~ Escolhendo agora uma vizinhanca W de p em M tal que
WxW C W', e imediato verificar que W e § satisfazem o enun-
ciado de i e 1i.

4.6 - OBSERVACAD

Dado p€M e W como antes, & possivel determinarmos
uma vizinhanga WCM de p, dita vizinhanga convexa de p, de tal
forma que se q],qzéiW, éntEo a geodesica determinada univocamen

te por ligar q, a g, estd inteiramente contida em W [2, p.65]

Da diferenciabilidade do fluxo geodesico e do teore

ma anterior, obtemos © seguinte resultado:
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4,7 - COROLKRIO

Dado p&eM, seja W como no teorema::antérior. Para
q1,qzet¢, denotemos por g(q1,q2) a geodesica (unica) 1ligando
qy é 4,- Entac a aplicacgao ﬁh,qzdj h+g(qlgu)(t) > 9y-G, € W,

t&€l, & continua e e diferenciavel para qy F a4,

Para variedades riemanianas compactas, has quais
estamos diretamente interessados, decorre dos teoremas ~ante-

riores o seguinte resultado geral:

4.8 - TEOREMA

Seja M uma variedade riemaniana compacta de classe
€™ e dimensdo n. Existe entdo um nimero & =6 (M) >0 com as
segufntes propriedades:

(a) Cada geodesica de comprimehto menor ou igual a &

e minimizante,

(b) Se p, g €M sao tais que d(p,q) <8, entao existe
uma unica geodesica de comprimento menor do que ou igual a &
(uma geodésica minimizante, por (a)} que une p a g.

(c) Para cada pEM, a aplicacao de BG/Z(D)XBG/Z(D)XI
em M dada por (q],qz,t) - g(q1,q2)(t) g continua e & diferen

ciavel para q; # d,.
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(Observacao: como no corolario 4.6, g(ql,qz) denota

a geodesica ligando 4, a qz).

Prova:

E suficiente cobrir M por abertos W, dados pelo teo
rema 4.5, e tomar & como 0 numero de Lebesque desta cobertu-
ra; assim, se q;,q,& M sdo tais que d(q;.q,) <8, entdo q,,q,

pertencem a um wa comum.

4.9 - COROLARIO

Seja ¢ :I~—M seccionalmente diferenciavel e parame
~trizada com parametro proporcional ao comprimento de arco. Su
ponhaﬁos que ¢ éatisfaz a seguinte condigao: dados dois pon-

tos Quaisquer p, g€ c(l) tais que p=c{(s) e q=c(t), sgt, se

t

o (¢). Entdo c e uma geodesica.

d{p.q) €6, entao d(p,q) = &

Prova:

Provemos que Ji { SE ) & identicamente zero em I.

Seja t&lI, e consideremos a bola normal Bﬁfz(c(t)). Existe um
intervalo fechado JC I com interior nao vazio, e com t € J, tal
que c{J)C BG/Z(C(t)j' Segue-se que € :J ~=M & uma curva sec-
cionalmeﬁte diferenciavel ligando dois pontos da bola normal

BG/Z(C(t))' Das hipoteses e do teorema 4.2, segue-se que ¢ @
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uma geodesica em J, e, portanto, em t, isto €, —cﬁc—(—g%—) =0,

4.10 - GEODESICAS FECHADAS

Uma geodesica fechada é uma geodésica g:I»M tal que
g(0)=g(1) (isto é , g & também uma curva fechada) e tal que o

ﬁroduto
S
go g1. I+M

e uma geodesica, onde gO:[0,1/2]+M & a restricao go(t)=g(t+1/2)
e g1:;1/2,1]+M € a restricido g1(t)=g(t—1f2).

Em outras palavras; uma curva fechada & uma geodesi-—
ca fechada se o segmento final e o inicial sac uma mesma geodé
sica belo ponto inicigl.

E claro, pelo corolario acima, que uma curva fechada
g:I+M é uma geodésica fechada se e somente se.g & uma geodési-

ca e se existem 0 <s <t <1 tais que

dgt), gle))= 21 (g) + 25(g).



CAPTTULO III

0 ESPACO T(M)




1 - INTRODUGAO

Neste capituio relacionamos e desenvolvemos alguns
dos conceitos aprgsentados anteriormente. Obtemos entao resul
tados a serem empregados nas segOes restantes. No que segue,
M denotard uma variedade riemaniana ¢© ( n3e necessariamen-.
te compa;ta).

Introduzimos ja no capitule I o conjunto © (M) das
curvas continuas em M, que, como foi mencionado, &€ um espaco
métrico com a metrica dada.por p(c,c') = max d(c{t), c(t)).

_ tel _
Como agora precisamos falar em comprimento de curvas, introdu
zimos 0 espaco Q*(M), constituido de todas curvas seccional-
mente diferenciaveis e fegu]ares em M mais as curvas pontuais
(Note que Q*(M)qﬁQ(M), pois nao exigimos que o ddﬁhio das cur

vas de Q*(M) seja o intervalo I=[0,1]).

Entretanto, o conceito de curva como aplicagao & ge
ral demais para nossos propositos, pois o gue nos interessa,
fundamentalmente, € o trago de cada curva na variedade. Sendo

“assim, consideramos 0 espa¢o quociente Q(M) obtido de Q*(M)
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mediante a relacgao de equivalencia que identifica curvas com

o mesmo tracgo,
A seguir, damos uma definigao formal .do conjunto
ﬁ(M), dotamo-To de uma metrica p especial e estabelecemos al-

guns resultados a serem empregados posteriormente.

|

2 -~ 0 ESPACO T(M)

A proposicdo que se segue & de demonstracdo imedia-

ta.

2.1 - PROPOSICAO

A relacao em Q%(M) definida por c=d se, e 50 se,
d € uma reparametrizagao diferenciavel de ¢ & uma relacgao de

equivalencia em Q*(M).

2.2 - NOTACOES

Dada uma curva ¢ € Q*(M), ¢ denotara a classe de e~
quivaléncia de ¢ mediante a relagdo de equivalencia =. Denota
rehos por (M) o conjunto de todas as classes de equivaléncia

¢ para c €Q*(M).

Dado p€ M, usamos ainda a notagao ﬁp(M) para repre-

sentar as classes de Q(M) constituidas por curvas fechadas.
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em p; finalmente, QO(M) = L«"ﬁ

peM p(M) € o conjunto de todas

as classes de curvas fechadas de §(M).

2.3 - PROPOSICAQ

Dado c€ Q(M), existe uma Unica curva cy:1 »M para
metrizada com parametro proporcional ao comprimento de arco
tal que E; = ¢.

Prova:

Decorre do observado em I1!.3.1.

2.4 - DEFINIGAO
Dado ce€Q(M) e s,te€l, s<t, o arco ¢(s,t) de ¢ &
definido por c(s,t) = c,{s,t), onde ca(s,t): [s,t]—M & da

~do por ca(s,t)(u) = ca(u).

2.5 - CONVENCAOQ

Em todo texto posterior, identificamos cada classe
¢ de Q(M) com a curva c%, conforme proposigao 2.3 anterior. Es-
crevemos, ainda, c, ao inves de Cq- Com esta coﬁvengéo, dado
s,tel, sg¢<t, temos c(s,t) E(Ca(s,t))a‘

‘Na proposicao seguinte definimos uma métrica em {(M).

A demonstragao da proposicao e imediata.

2.6 - PROPOSICAD

A aplicacao p : Q(M) x @(M) +~IR dada por
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plc,c') = max d{c(t), c'(t)) +| &{c) - 2(c') | & uma
tel

metrica em ${M).

Decorre da proposicao 2.6, diretamente, o seguinte

resultado.

2.7 - PROPOSICAD

A aplicagao 2:0Q{M)~ R dada por ¢+ 2(c) & continua.

-

Observamos que se tomassemos em Q(M) apenas a metri
ca do max, nao obterJamos a continuidade da fungdo 2 . Isto &
uma justificativa para ¢ aparecimento do modulo da diferenca

dos cbmprimentos em 2.6.

2.8 - COROLARIO

D;dd pe M, seja W dado pelo teorema II.4.5., Entao a
fungao de W x W em |R dada por {p,q) +*+ 2(g(p,q)) & continua (co
molantes, g{p,q) denota a geodesica minimizante 1ligando p a
q).

Prova:

A prova desta proposicao & conseqliencia direta do i

tem (ii) do teorema I1.4.5 e da proposigao acima.
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2.9 - PROPOSICAQ
A aplicagdo de @(M) x I em M dada por (c,s) +»+c (s)

g continua.

Prova:
Sejam (cn) e (s,) seqliencias em T(M) e I, respecti-

vamente, e tais que Tim c, =ce 1im S = S- Entao, ¥n, me'Z+,
: n m -

temos:
s
d(c(s), cp{s,)) <d(c(s), cs)) + dc(s,)s ¢ {s.))< & (c) +

+ ?E¥ d{c(t), c (t))< [sm-s].n(c) + EIc,cn).

 Assim, obtemos lim d{c(s), cn(sm))==0, donde Tim (c (5 ))=c(s).
N -oen e 1M

2.10 - PRODUTO DE CURVAS EM T (M)

No capitulo I, seg36 3.2, definimos o produto de cur
vas, e comentamos que tal produte & uma operacio continua no
espago de curvas considerado. Podemos também aqui definir o
produto de curvas de maneira andloga. Entretanto, um cuidado
especial deve ser tomado ao multiplicarmos curvas pontuais com
curvas regulares, pois o produto de duas curvas deste tipo co
‘ mo'definiﬁo no cap. I, nao tem com¢ resultado uma curva .de
(M) (i.e.: nao & nem uma curva regular nem pontual), Tendo em
vista (conforme comentado na introdugao deste capitulo); que
o fundamental & o traco da curva na variedade, faz sentido de

finir o produto de uma curva pontual por uma curva regular co



mo a propria curva regular. £ simples mostrar que o produto
de curvas em §i(M) considerado desta forma estd bem definido e

g continuo.

3 - HOMOTOPIA NO ESPACO T (M)

3.1 - PROPOSIGAO

Toda curva (fechada) em M é homotdpica a uma curva
(fechada) regular em M.

Prova:

Dada ¢ : I M continua, cobrimos c(I) com um nimero
finito dé vizinhangas coordenadas. Escolhemos, em cada vizi-
nhanga coordenada, uma curva regular ¢'. Como o produto
"de curvas & uma operacao continua, e, como em cada vizinhanga
coordenada o segmento de ¢ compreendido nesta vizinhanga e hp

- motopico a ¢', o resultado se segue,.

3.2 - PROPOSICGAD
Seja Y um espaco topologico qualquer. Dado peM, se
existe f :Y-ﬁ&%(M) ndo nul-homotopica, entdo existe ?:Y—+§p@ﬂ

ndo nul-homotopica.

Prova:

Nao fazemos uma demonstracgao detalhada, e sim ape-
nas um eshoco desta. Uma prova razoavelmente completa pode

ser vista em [4;pp.93 e 150 .
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A proposigao fica demonstrada se encontrarmos uma a
plicagao continua h: QP(M)~+§p(M) tal que ioh & homotdpica 3
aplicacao identidade em QP(M), onde, aqui, i denota 'a inclu
sdo § :ﬁp(M)—+Qp(M) | i{c) = c. De fato: supondo a existéncia
de tal apTicagEo h, se f: Y~+QP(M) nio & nul-homotdpica, en-

tao & imediato verificar que a aplicagao hof :Yﬂ+§p(M) nao e

nul-homotopica.
A existéncia de h pode ser provada como segue. Seja

{N Yye11 ume cobertura de M constituida de vizinhangas conve-

xas de M (conforme obs. II,4.6). Subdividimos o dintervalo I

k k

em 2 subintervalos [(j-T)/Z , j/2k ], e definimos o0s subcon=-
_juntos Qk(M) de‘np(M) como sendo 0os conjuntos formados por to
- das curvas continuas ces%gwn tais que a imagem por ¢ de cadi
éubinterva]o [(j-1)/2k, jf2k 1 cai em alguma vizinhanca conve

Xa Na da cobertura.
Verifica-se que cada 2, (M) g aberto em Qp(M), e que
Qp(M) 8 a uniao da seqliencia 2; (M) ca,(Mca(Mc...

Analogamente, os subconjuntos ﬁk(M) =i-] (Rk(M)) for

mam uma seqliencia ascendente por inclusao de abertos cuja u-

— — m—

M).
n1a9 e Qp( )

Definamoshkzﬂk(ﬁ)—éﬁk(M) da seguinte forma:
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c(t), se t=—3—, j=0,1,...,2K

h,(c)(t) = g(t), onde g & a geodésica minimizante 1i

gando c(—‘;'k'—l—-) a c(—i—k—) se te:(i;kL ,—2‘1—),

j=1,2,...,2%

Mostra-se entdo que hy e continua e que foh,

e homotﬁpica‘} identidade em 2, (M).

Definamos h :Qp(M)—+§p(M) por h(c)=hk(c),se ceﬂkﬂﬂ.
A prova de que h satisfaz as condi¢des alegadas & <conseqlien~
cia do fato que QP(M) e limite direto homotopico da seqliencia

2, (M) (conforme [43;p.1507) .

3.3 - TEQREMA

Sejam k> 1, soesk, PEMe h: Sk

— -ﬁP(M) uma
_aplicagao continua tal que his ) = P. Se existe uma apli
cagao continua D: Ixh(Sk)-—-‘-vﬁo(MJ tal que D(0,c) = ¢,
D(t,p} =p e D(l,c) é uma curva pontual para guaiguer ce

k — - -
€ h(5) e teI, entao h & nul-homotdpica.

Observaciao: Seja IS ﬁO(M) um conjunto de curvas

fechadas que contém todas as curvas pontuais de M tal que
h(Sk) < I'. Decorre trivialmente do teorema gque npenhum con
junto de curvas pontuais € um retrato de deformagdao de h(Sk)

em T se h nac € nul-homotopica.
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Prova:

Suponhames que D:1 x h(Sk)%'ﬁo( M) é continua e

xceiqsk),nuhc)= c e D{(1,c) & uma curva pontdaT e D(t,p) = P, ¥V

teIv A aplicagao ¢ : [ xh(Sk)ﬂrﬁ (M) dada por 46(t,c) (s) =

D(st;c)(O),certamente esta bem definida e e continua. Como,

Vtel, temos ¢(t,c)(]

D(t,c)(0) = D{t,c){1), podemos consi

derar a aplicacgao Dy : 1 xh(Sk)—+§p(M) dada por:

Dy(tsc) = d(tsc)*D(t,c)*(§ (t,0))"

B, esta bem definida, pois D {t,c){0) = Dy(t,c}(1)=p,

¥ tel. Além disso, D, certamente & continua,D (I,{p})~ {p} e

D,(0,c) = F*D(0,¢) * (F)7T = 0(0,¢) =, ¥e en(sk).

Definamos, agera, D: Ixh(S )+Q ()

1

D (2t c) se 0<2t$1 e D(t,c)
1<2t<2 f imediato verificar que D esta bem

continua e satisfaz D(0,c)=c e D(1,c)=p=D(t

e tel.

_ y{// D{t,c)
Q/,fﬁ

\ D (1.c)

K

por D(t, C) =

$(2-2¢t, c)*( $(2-2t,c))”

definida, e

,p) para ceh (s5)

Definindo, agora, F:TXS'ﬁi%JM).DOPAF(tJi)=E(tﬁ(u)),

& imediato verificar que F & uma nul-homotopia para h.

-



CAPITULO IV

A % DEFORMACAQO STANDARD
A EXISTEMCIA DE GEODESICAS FECHADAS




1 - INTRODUGAO

Neste capitulo definimos uma #-deformacao standard
e enunciamos algumas de suas principais propriedades, as ne-
cessarias para o teorema principal gue sera demonstrado no fi

nal ainda deste capitulo.

As demonstragoes destas propriedades foram deixadas
para 0 capitulo posterior, tendo em vista serem demonstracgdes

fundamentalmente tecnicas.

2 - CONVENCOES E NOTAGOES

a) Daqui em diante, M denotara uma variedade riema-
niana compacta de classe c”.

b} & denotara sempre o nuUmero dado pela proposigao

11.4.8, e sera chamado de comprimento elementar.

¢) Uma geodésica de comprimento menor ou idgual a §

sera chamada de segmento elementar; toda curva gue & o produ-
to de um nimero finito de segmentos elementares sera chamada
de poligono elementar.

d) Uma geodésica fechada sera denominada de ponto
estacionario de (Q(M) e o comprimente de uma geodésica fecha
da sera denominado de valor estacionario do comprimento L.

e) Observamos que homotopia e nul-homotopia de geo
désicas fechadas & sempre definida como homotopia e nul-ho-

motopia de curva fechada, isto é, cada curva da familia F(t,.)

& uma..curva fechada.
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f) Dado BelR, B3>0, denctamos por g © conjunto das
curvas CE@(M) tais que 2{c) <8 , assim, 20 & o conjunto das pontuais.
e) Neste capitulo, até o corolario 3.3, fixamos ar-

bitrariamente RgeR, B »0.

 h) Dada ca Q(M), se s,tel, s<t, sdao tais que:

d(c(s),c{t)) <6,
a geodesica minimizante determinada univocamente por ligar

“c(s) a ¢(t) serda denotada por gc(s,t)f

'3 - DEFINICAO DA %-DEFORMACKO

" Seja ce g com R{c) = a->0.

B
Escolhemos q =q(B)Z" tal que 2 < 6.
'Tdmando (i) = "%H, i=0,1,...,9-1, obtemos uma particac re-

gutar {0 = (0) <(1)<...<(q-1}) <{q) =1} de I que satisfaz

L) 0y <6,
- (i)

i+
De fato: 2( ‘)

.o () = ﬂi+”(c)- z“)(c)= (i+1) a-(i) a= —= < Ps.
(1) 0 0 ‘ q

q
Segque-se que dois pontos quaisquer de cada arco

c((i), (i+1)) de ¢ podem ser ligados por um unico segmento e-

lementar com extremidades nestes pontos. Fica entao bem defi-

nida a aplicacao 9 =2a,:1 x g

g '} dada por:

B B

3(s,c) = 3s,c(0,(1)))* a(s,c{(1),(2))) * ... *

*3(s,c({g-1),1)), onde 3(s,c{(1),(i+1))) =
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= Bs(ssc((i),(i+1))) = g (), ()+s((i+1)-(i))) *
(i) +s({i+1) - (i), (i+1)), 4 = 0,1,...,q9-1
Acls1)
a
/
=" Fr)
cll

No caso de ¢ ser uma curva pontual, entao, por defi

nigao 5(s,c) = c, ¥ sel.

Mostraremos no proximo capitulo que 3 & de fato uma

R-deformagﬁo (proposigao V.2) que deforma cada curva ce£B num
poligono elementar fechado. A
aCeLy)
¢{ rg-2))
5 Al cg-1m
a(a)
Transladando o parametro t da curva 5(1 ,¢) de - ~J-; fa

2q
zemos rodar esta curva de tal forma gue o ponto inicial c(0)

e deslocado ate a metade do segmento elementar de c(0) a c(1).
Obtemos assim uma nova curva que difere da anterior essencial
mente quanto a localizagao do ponto inicial. Tal operacao, de
hotada por D sera definida rigorosamente no cathqlo seguin-
te (proposicao V.3). Aplicando novamente a 2%deformagdo 9 e,

por fim, a aplicacao inversa D_ de D obtemos por justaposi-

+l

¢ao a f-deformacao standard: D =Eh= 3+D.+ 37 D_iIxtgrtg



A aplicagao D :RB-—¢ RB definida por D{(c¢) =D(1,c)

e denominada de aplicacao de encurtamento, e verifica-se que

- uma curva c¢ permanece inalterada pela aplicagao de encurtamen

to se, e s0 se, ¢ & uma geodesica fechada ou uma curva pontual

(prop. V.5).

Fato fundamental sobre a #%-deformagao D, cuja de-

monstragao sera dada no proximo capitulo, € o seguinte:

3.1 - TEOREMA

Toda seqlitencia encurtada pela fi-deformacdaoc D em EB

- contém uma subseqliencia convergente a uma geodésica fechada

oUu a uma curva pontual.

Decorre do teorema 3.1, 0 seguinte corelarie fundamental.

3.2 - COROLARIO

Suponhamos gque B seja um valor nao estacionario de
2, e seja Uc:saB uma vizinhanc¢a aberta de todos os pontos es-

tacionarios de Q(M) em 28, com ROC;U. Entao a diferencga

2(c) - 2(D(c)) |
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tem em ﬁB- U uma cota inferior positiva.

Prova:

Seja r = inf{k(c)-—2(D(c))|0€26-U} . Se r=0, entdo e

xiste uma seqliencia (Cn) am RS—U que € encurtada por D. Pelo teorema),

(c,) contém uma subseqiiéncia convergente a uma geodésica fe-

chada geﬁB-U, contrariando a escolha de U.

-

De 3.2 obtemos ainda o seguinte resultado:

3.3 - COROLARID

Seja ACQB e suponhamos que nenhuma curva de A é
homotopica a alguma geodésica fechada de £,. Entdo existe um

B

subconjunto de £0 que € retrato de deformacio de A em £

g
Prova:

Se AC.£6, entdao & imediato verificar que a deforma-

¢ao Dé’ com q=2, aplica A em algum .subconjunto de -

Se A-45#9, definamos o conjunto A da seguinte for

' - . +
ma: dada cé€ 2 ceh se, e s0 se, c€ A ou existe meZL e de A

8!
tal que c==Dm(d); onde D"

[§]

D+ ...+ D.

1

Agora, se gg 2gé geodésica fechada, seja Ugclla uma vi
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zinhanga aberta de g com a propriedade de que se c& Ug, entao

c € homotdpica a g, e seja U= U U, (g geodésica fechada). Se
| gelg J

gue-se que AN U=p. Tomando-se uma vizinhanca U0 das curvas

pontuais tal que UOC'LS, decorre, do lema anterior, que a di-

ferenga 2(c} - 2(D(c)) possui uma cota inferior positiva r em

RB—'(UUUO Y, e, portanto, en ﬂ¥-£6. Tomando-se me€ %" tal que

mrgB-6, segue-se que a L-deformagao ('fl')m aplica A em algum

'subconjunto de L5. Logo, a.justaposigao (U)m+(ﬁ6)2 aplica A

em algum subconjunto de 20.

4 - A EXISTENCIA DE GEODESICAS FECHADAS
4.1 - TEOREMA

Seja M uma variedade riemaniana compacta de <classe
c”, e suponhamos wk(M) # {0}, para algum k22. Entao existe em

M uma geodesica fechada nul-homotopica.

Prova:

Seja p um ponto arbitrario de M. Da proposigao [.3,

k-1

. 10, existe uma aplicagio continua W:S -+Qp(M) nao nul-homo-

topica. Da proposicao III.3.2,existe uma aplicagdo continua
h :Sk-]-+§p(M) nao nul-homotopica. Considerando a fungao com-

posta foh: Sk;L+R4 éeja = max (Roh){s). Assim, obtemos

k-1 | ses™ k-1

h(S YC S?.B.Do teorema I11.3.3 ~, concluimos que h(S ) ndo &
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retratavel em um conjunto de curvas pontuais, e, do corolario

(Sk']) homotbpica a

3.3, concluimos que existe uma. curva de h
alguma geodesica fechada. Da observagdao 1.3.11, segue-se que

g e nul-homotopica.

4.2 - TEGREMA

Seja M uma variedade riemaniana compacta de classe
[ - .. - -
C-. Toda curva fechada e nao nul-homotopica em M e homotopi-

ca a uma geodesica fechada.

Prova:

Seja ¢ uma curva fechada e nao nul-homotopica; pe-

la proposicdo IIYI.3.1, ¢ & homotopica a uma curva fechada e
regular c¢'. Se ¢' n3o é homotopica a alguma geodésica, entao
. -

podemos deformar c¢' até obter uma curva pontual; assim, c¢' e

nul-homotopica, o que & impossivel.

.

Dos dois teoremas anteriores, obtemos o0 seguinte re

sultado de demonstracao obvia.



68

4.3 - COROLARIO

Seja M uma variedade riemaniana compacta de classe
c”. se ﬁk(M) + {0} para algum k22 entao qualquer curva fecha

da em M é homotopica a uma geodésica fechada.



CAPITULO V

DEMONMSTRACOES DAS PROPOSICOES ENUNCIADAS
NO CAPITULD TV




1 - OBSERVACUES

Neste capitulo usaremos as mesmas notagdes utiliza-

das no capitulo IV.

Fixamos C16%+ tal que g g 6,com B>0 fixo.

2 - PROPOSIGAOD

A aplicagao 8§ : I xRB->£B e uma 2-deformagao.

Prova:

Mostraremos inicialmente que § & continua.
Sejam coeﬁﬁ e s € 1. Entao ¥sel, e ¥ce¢ Lg> temos:

(8556 8(5:61) =K d(3(545,) (8,561 (£0)) ] £(8(5g,6))- 3 (5, I
_1 .

sqz max d{a(s_,c ((i),(1+1)1){t), a(s,c((i),(i+1))(t}) +

i=0 tel 00

g-1
i +.20 Fa(alsg»c ((1),(1+1)))) - 2(a(s,c({i),(i+1)))) [.
L =

Para cada i = 0,1; cees q-T, temos:
| £ (3(545C,((1)5(1+1)))) = 2(3(s,c((1),(i+1)))) | < lz(gcotti),(i)H-so
((+1)-(1)))) = 2g((1)5(1) +s((I+1)=(0N) | +1 2(c (1) +5,((1+1)-(1)),

(3+13)) - 2(c((i) +s((i+1)-(i))»(i+1))) | . Do Teorema I1.4.8 e da pro-
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posigao 1Il.8, decorre imediatamente que o primeiro médule do
membro direito da desigualdade anterior tende a zero para
s ¥s ec +co.'0 segundo modulo também tende a zero quando

> -+ ig:
s 25 e ¢ »c, pois:

Lo e U + 5o ((#1)-(3))s (41))) = &(c((1) + s((1#1)=(1)),(i+1))) | =
= [ ((#1)=(3) - sy {(+1)=(3))) 2(e,)=((#+1)=(7) - s((i+1)=(1))) a(c)| =
= ((+1)-(1)) | sa(e) - s aley) | -

Mostremos agora que

max d(3(5g,¢o((1)5(1+1)))(8), A(s,e((1),(#+1)))(1)  tende a

a s > - .
Zero par S0 1= C CO

Para cada tel

d(3(555¢,((1),(1+1)) (1), B(s,c((1).(3+1)))(1)) =

(1) d(géot(i),(1)+s;((1+1)-(1)))<t).gccti),(1)+((1+1)-(i)))(t))

se tgmin {s,§0}
(2) dlg ()15, ((H1)=(D) (ED((Ds((+1)=()), (141)

se sstgs,

(3) d(cy((1)+so0(+1)-(1)), (1#1))(£)50, (1) (1)+s((1+1)=(i))))(£))
se.sds tgs

(4) d(c, ()45, ((+1)-(1)), (1+1)) (£}, c( (ks ((k+1)= (1)), (i41))(£))

se t3max {s,so}

Decorre do teorema I1.4.8 que a distancia (1) tende
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a zero para c—c e s—=¥s . No caso (2), como s Fs S,0 Se

595qs entio g (1), ()45, ((141)=(1))) (£)7 co{(rsg((i+)= (1))

togo, se c~3C, @ S—¥s ., segue-se que:
gco((i),(1')+S.0((1’+1)-(1')))(‘t)—>Co((i)+so((i+1)-(1))), e
c({i)+s{(1+1)-(3)))= CO((1)+SO((1’+1)-(1))):‘

donde {2) tende a zero, conforme proposicio III.12.

Oscasos {(3) e (4) se demonstram analogamente aos an-
teriores. Assim, de fato, § & uma aplicacdao continua. E ime-
diato verificar agora que 2(3(s,c)) < 2(c), ¥sel, ¥cely, € que

"ﬁ(l,c)= c,%H:eﬂB, donde 3 e de fato uma 2-deformagao em RB‘

3 - PROPOSIGAO

As aplicagoes D+=D+B: Ixg, %, e D =D .:Ix2, »2

. definidas por:

l

D,(t,c)(s)

D_(t,c)(s)

c(s ——é%—) se s }—f%— , para cada

c € Lg € S€ I, sao 2-deformacgOes em e
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Prova:

Sejam toe I, Cy€ 28 e c€R, >0,
Para quaisquer ceRB e tel, da desigualdade trian-

~guilar, obtemos:

P (0 (geg)s D, (4]« BID(t5c4) Dy (£,€)) +B(D,(Eg,0), D, (o)) =
= B(cscy) + B(D,(t,4¢), b, (tsc))

t to - : t ;
Se "2q_>’ 7 entao, para todo se€l tal que—za——-+ s¢l,

t
denotando y =—¢£r—+ s e X ="Tﬁ%"+ s, obtemos:

d(Dy (501 (s)aD (tse)(s)) = dlc(x),cly)) s 27 (c) =
y % t-t, t-t,
st (e) - gle) = ya{e) - xafc) = (y-x)a(c) = —p— 2(C)$—pz— B
t
Da mesma forma, se s&€I e tal que —?%— + sz1, obte

_ t-t
~mos d(D,(ty,c)(s), D (t,c)(s)) s —pr B

R t
Se s€1 e tal que y=——2tq—+s>1 ex=—-—2~8— + s31,

“entdo d(D,(t,c)(s),D, (tsc)(s)) = d(c(x),c(y-1)) < rzl (c) + Rﬂ'] s
t-t,
§ ——pg— B.

Analogamente, quando ; g 23
t -t

d(D,(ty5e)(s)s D+(t,c)(s))$——é§r—n Segue-se que: p(D,(t,,c),D, (t,C)) =

, obtemos:

= max d(D,(ty>c)(s),D, (t.0)(s)) + [2(D.(t,,c)) - 2(D,(t,c)) | =

s€l
| t,-t |
= max d(D, (t sc)(s)s D (t,c)(s))s ___%ﬁ“"_ B.
SE

.— — £ .
Assim, se p(C,CO)é-—?~ e | t—tol < —%— £, obtemos:
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r € q B -
(8] (D+(t0’co)) D+(tsc))< 2 + B . 2q £ = £,

Segue-se que D e uma aplicagao continua. Alem dis-
so, e imediato verificar as igualdades:

D+(o,c) = C

2(D, (t,c)) = 2(c), #ceﬁs e ¥tel. Assim, de fato,

D, € uma f2-deformacdo em 2

8"
Analogamente, demonstra-se que D_ também €& uma R-de

formagao em g

Relembramos agora as seguintes notacles, ja empre-

gadas no capitulo anterior.

-3
1

NOTACOES

1

8 + —
D =T (1,.)
5 - PROPOSIGAD
Dada cE.QB, temos 2{D{c)) = 2(c) se, e so se, C

uma geodesica fechada ou uma curva pontual.

Prova:

Comé 3 e uma L-deformagao, e como D, e D_ nao alte-

ram comprimento de curvas, temos:
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2(D(c)) = 2(Co+p +8 +D:)(T,c)) = L{(F4D +3)(1,¢)) <

4;@((:5*3%_)(1,@) = 2(5(1,c)) g 2(c). Assim, se 2(D(c)) = &(c),
obtemos 2(3(1,¢c}) = 2(c¢). Logo, se ¢ ndo e uma curva pontual,

- obtemos:

q-1 q-1

2 oalg ((1),(i+1))) = T a(c((i),(i+1))), donde
i=0 1=0

-1

I Ce(e( (i), (i+1))) - 2(g ((i),(i+1)))] = o.

Como cada parcela do somatorio & n3o negativa, segue-se que:
Le{{1),(i+1))) = 2(g ((1),(i+1))), 1=0,1,...,0q~]

Assim, dados s,te [(i),(i+1)], sgt, temos zz(é((i);(i+1)))=
- d{c((i),(i+1))(s),c((1),(i+1))(t)). Do corolario I1.4.9, segue-se
que cada arco c((i),(i+1)) @ uma geodesica. Portanto, ¢ € um
poligono elementar fechade tal que d(1,c)=c.

Mostremos agora que ¢ é uma geodesica fechada. Denp

tando xi=(i) 1 , i=0,1,...,q-1, basta mostrar(usando nova-
29

mente o Corolario II1.4.9) que cada arco c(xi_1,xi) e tal
que z(c(xi_i,xi)) = d(c(xi_],xi)), i=1,...,q9-1, e que

£1-(c) + ﬁxo(c) = d{c(x }s c(x_)).
COV Al e

Como £(D(c)) = 2{c), obtemos £(§U,D+U,c)))= 2{c)

Por um lado, temos:
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Y
a(c) = 2(c(x Xy} + oov £(c(xq_2,xq_])) + Riq—l(C) + goo(c)

Por outro:
R(E(1D, (1)) = 2(9c{xs%7)) + woe + LG (%0 12%0))

Subtraindo membro a membro as igualdades anterio=
res, por um raciocinic analogo ao do paragrafo anterior, con-

cluimos o resultado alegado e c & uma geodésica fechada.

Provemos agora a reciproca. Se ¢ €& uma curva pon-
tual, entdo 2{(c)=0=2(D{c)). Se ¢ & uma geodésica, entao
C¥se I, temos g ((1),(i)+s({i+1)-(i))) = c((1),s((i+1)-(4))). Em par-
ticular, para s=1, obtemos gc((i),(i+1)) = ¢((1),(i%+1}), don-
de decorre a(1,c{(i),{(i+1))) = c({i),(i+1)), 1=0,1, ..., Q-1,

- Segue-se que 3{1,c) = c((0},{(1)) *...* c((q-1},(q)) = ¢c.

Além disso, sendo c geoddsica fechada,como D, apenas des
"Joca o ponto inicial, | D+(1 ,C) & tanbén geodésica fechada. Assim, pe
1o mesmo motivo anterior, §U,D+(hc))==n+(1,c). Logo D(c} =
(54 p_+3403(1,cF D_(1,5(1,0,(1,5(1,¢)))) = D_{1,0,(1,c)) = c. Segue-se

- que 2{D{c)) = #(c}).

.

A sequir, demonstramos tres lemas a serem emprega-
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dos na demonstragao do teorema IV.3.1, enunciado no capitulo

anterior.

6 - LEMA

Seja (Pn) uma sequeéncia de poligonos elementares fe-

chados em RB, contendo cada P 0 mesmo numero de segmen-

tos elementares. Se (Pﬁ) e encurtada por D entao (Pﬁ) contém

- uma subsequencia convergente a uma geodésica fechada ou a

curva pontual.

Prova:

Consideremos a seqliencia (p? ,...,pﬂ) dos veéertices

- dos segmentos elementares Pn em Mk. Caomo Mk e compacta, p?,

.,pE) contem uma subseqliéncia convergente (q?,...,qﬂ). Seja
'(p1,...,pk) 0 Iimite.lde tal subseqliencia. Segue-se de (¢) do
teorema I11.4.8, que os poligonos elementares Q, de vertices
(q?,...,éﬁ) Fformam uma subseqliencia de Pn convergente a P, on-
de P& o pdﬁTgono elementar de vertices PyseesPy- Pela conti
nﬁidade da aplicagao D, lim D(Qn) =D(P). Pela continuidade da

n
{D(P)). Assim, obtemos: & (P)-&(D(P)) =

fungdo 2, 1im £(D(Q,))
n

= Tim 2(Q ) - Tim 2(D(Q,)
;m(n :1 n))

curtada por D.Segue-se, da proposicao 5 deste capitulo, que P &

1im [2(Q)-(0(0,))]= 0, pois (P,) & en-
n

uma
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uma geodesica fechada ou uma curva pontual.

.

7 - LEMA '

Sejam (Ch) uma sequencia em QB e (P,) a sequencia de
poligonos elementares fechados definida por P, =8(1,c,). Se (cp)

é encurtada por D entdo (P,) é encurtada por D e

-

1lm [o(c ((1),(+1))) - &(P ((3),(i+1))) 7 =0, i=0,1,...,9-1.

Hota:

Convém Tembrar que P_((i),(i+1)) = g ({1),(i+1)).

Prova: Como
(a) D(c,) = D(P)
(b) a(c ) »2(5(1,c)) = a(P) > a(D(Py)).

obtemos:

a(c) - 2(Dlcy)) 2 2(Py) - 2(D(P)) >0, donde

1}m [R(Pn) - R(D(Pn)) 7=0, e Pn & encurtada por D.
n

Como ﬁ(cn((i),(i+1))) - R(Pn((i),(i+ﬂ))) =0, i=0,1,..., g-1,

_ q-1
“obtemos:  g{c ((1),(i+1))) - (P (1), (1)) = [2lc, ((3)s(3+10)) -
j=0

. q..'[ . - q-—]
(P ((3),(3+1))) ] = E (e ((3),(3+1))) + jzoz(Pn((j),(j+1))) =
J= =
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= 2{c,) - ,é(Pn), Segue-se que O<lim[e(c ((i),(i+1)) -
n
- AP ), GeMNT s Vim [afe) - &(P )] = 0.
n
8 ~ LEMA

Seja S : I—»M um segmento elementar, e seja (cn) u-

ma seqliencia de curvas em ¥ satisfazendo:

(1) Tim ¢ (0) = S(0) e Timc (1) = S(1)
n n

2(S)

(1) Tim g(c,)
n

Entao (cn) contém uma subseqliéencia convergente a

Prova:

Seja t, um valor do parametro t em I tal que

sz d(cn(t), S(t)) = d(cn(tn), 5(t,)). Como M e compacta, {cn(tn)}corrtém

- uma subseqliencia {dn(sn)} convergente. Mostremos que dn con-
verge para S. Como E(dn,s) = d(dn(sn),S(sn)) + |£(QQ-Q(S)|,
e como lim | &(d ) - 2(S) | = 0, & suficiente mostrarmos que

n

11m d(dn(sn),S(sn)) = 0. Suponhamos 1lm S(s,) =pesS(l) e lam dn(Sn) = p'.

Temos d(S(0),d (s ))sd(S(0).d _(0)) + d(d (0),d (s }) <
$ d(S(D),dn(O))4-£zm(c), donde z_zn(c);cMS(O),dn(sn)) - d(d_(1),d_(0)).

Analogamente, encontramos Q; (c);.d(dn(sn),5(1)) ~ d(dn(l),5(1)). Logo,
n /

Bdp) = 2.7 )+ 2] (d) 3 d(S(0),dy(s,)) + d(d, (5,),5(1)) - d(5(0),4,(0)) -
n



80

- d{d, (1),5(1)). Passando ao Timite, obtemos £ (S)2d(S(0),p')+
+ d(p',5(1)). Como, 2(S)=d(5(0),5(1))<d(S(0),p'} + d(p",5(1)), obte

mos & (S) = d(S(O),p{) + d{p',S({(1}), donde p'e S(I).

Temos:

£Zn(dn)>d(8(0),dn(sn)) - d(5(0),d (0)), donde obtemos,
2"(4) - 4(S(0), S (5,)) > d(5(0), ¢, (5,)) = d (5(0), d, (0)) -
- d(S(0),S(s,)» ou seja, s 2{(dp) - s ,208)2d(S(0),d (s ))-
- d(5(0),d (0)) - d(S(0).S(s)}). Passando ao limite, encontramos
0 2d(S(0),p') - d(S(0),p)), donde d(S(0),p')<d(S(0),p). Ana-
logamente, partindo da desigualdade, ﬂln(c) 3d(d (s,),S(1)) -

- d(d_(1),S(1)), encontramos d{p',$(1))g d(p,S(1)). Como

p,p'e S(1), devemos ter p=p'. Portanto,

Tim d(dn(sn),S(sn)) = d(p,p') = 0, donde d_ converge a S.
n

9 - TEOREMA

Toda sequencia em RB que & encurtada por D possui
uma subsequéncia convergente a uma geodésica fechada ou a

uma curva pontual.

Prova:

Seja (pn) uma seqliencia em %, encurtada por D.

e seja (Pn) a seqgliencia de poligonos elementares P = 5(1,cn).



81

Pelo lema ?, (Pn)é'encurtada por De, pelo lema 6, LPn) (ou uma
subsegligncia de (P.) , se necessario) converge a uma geodési-
ca fechada ou a uma curva pontual P, Para cada i=0,1, ..., g,
. temos 1;m c. ((i)) = Tlm P ((1)) = P((i)). Assim, cada arco
cn((i),(i+1)) satisfaz as hipoteses do lema &, convergin-

do, portahto a P((i),(i+1)). Como o produto de curvas & uma o

peracio continua, seque-se que

lim ¢, =Tlim [ ((0),(1))*...%c ({a-1),(a)) 1= P((0),(1)) *...*
n n |

* P((q-1),(q)) = P.



RESUMO

Usando metodos dé deformacao de Morse e conceitos

de homotopia, demonstramos 0 seguinte resultado:

"Seja M uma variedade riemaniana compacta. Se, para
algum k >1, o grupo de homotopia wk(M) e nao trivial, entao

existe em M uma geodesica fechada nul-homotopica”.

Como caso particular obtemos, com o teorema do Iso-
morfismo de Hurewiéz; 0 resultado: "Toda variedade riemaniana

compacta e simplesmente conexa possui uma geodesica fechada".



ABSTRACT

Using Morse's deformation methods and simple concepts

of homotopy, the following result is proved:

"Let M be a compact Riemann manifold. If, for some
k >1, the homotepy group wk(M) is non trivial then there exists

in M a closed geodesic that is homotopically trivial”,

As a particular case we obtain, with Hurewicz's
Isomorphism Theorem, the Tollowing result: "Every Riemann Manifold

that is compact and simply connected contains a closed geodesic".
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