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ABSTRACT

We describe a reduction of singularities of holomorphic
foliations Cwith isclated zingularitiesd in the complex
projective plane by means of birational transformations
of the Cremona group.

This reduction is applied to the elimination of singular
points of birational transformations, resulting a

degcription of the rational surfaces.

RESUMO

Descrevemos um processco de resolugfico de singul aridades
de sistemas de Pfaff holomorfos Ccom singularidades izo-
ladas) no plano projetive complexo, atravées de aplicag8es
biracionais do plano que formam o grupce de Cremona.

Essa resolugio para folheag#es ¢ empregada na eliminagiio
de =singularidades de aplicag¢@es biracionais, resultandeo

uma descrigfio das superficies racionais.
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INTRODUGAO

Nesta dissertaglio ezstudam-se algumas inter-relagdes entre a
geometria biracional de superficies e a resclugfo de singula-
ridades de sistemaz de Pfaff analiticos ¢ com singularidades
isoladas 3.

Na direclioc da geometria para os sistemas de Pfaff, o objetivo
central & demonstrar o teorema 3.2.2 : trata-se de um tipo de
resolugfo de singularidades para sistemas de Pfaff analiticos no

planc projetivo complexo, com singul aridades iscladas, através de
aplicag¢®es biracionais. Essa resolugfo se caracteriza por:

i) o sistema resultante ainda esti definido no planc e tem
singularidades isoladas e

itD além das singularidades irredutiveis hi somente singulari-
dades com a propriedade de que por uma explosfo n3o dic origem a
=ingularidades sobre a reta excepcional.

Este re=sultado decorre da fatorac8o da aplicag8o quadratica
biracional do plano projetive em termos de explosdes e contra -
¢Ses em conjunglo com o teorema de Seindenberg ( empregando-se o

conceito de transformado estrito de sistema de Pfaff por aplica -

¢80 biracional 2.
O tecrema 3.2.2 & o andlogo para sistemas de Ffaff do teorema
de M. Noether para curvas : “"Toda curva algébrica plana ¢ biracio-

nalmente equivalente a alguma curva plana que s6 tem singularida-



des ordinarias “. De fato, o conhecimento dos teoremas de Noether
e de Seindenberg levou o autor desta tese a conjecturar um resul -
tado aproximado ao 3.2.2, e a demonstrar o 3.2.2, independentemente
do trabalho de M. Carnicer [ C 1.

Na outra diregfo, menos usual, de sistemas de Pfaff para a
geometria biracional, hid o tecrema 4.1.1, corclario do 3.2.2.
que di uma propriedade das superficies racionais ; na mesma ordem
de idéias se demonstra o classico teorema 4.2.1 da geometria via
© teocrema de Seindenberg.

Além de generalidades zscobre os sistemas de Pfaff, o trabalho

inclﬁi uma Justificac8o do uso desse conceito ao invés do de

campos vetoriais; ademais, faz referéncia a resultados onde inter-

vém o espaco topoldgico do= sistemas de Pfaff com singularidades

isoladas em uma superficie.



1. SisTEMAS DE PrAFF

1.1 DEFINICXO DE SISTEMA DE PFAFF E GENERALIDADES

Neste trabalho o interesse esta em estudar pontos singulares de
equagdes diferenciais analiticas em superficies algébricas projeti
vas complexas ndo-singulares € na resolucio de singularidades no
caso especifico do plano projetivo complexe ¢ denotadae por Pz 3.

No entanto, varlos conceltos empregados no tratamento do tema
se@ extendem a variedades analiticas complexas, como & o caso dos
sitemas de Pfaff.

Defini¢lo 1.1.1 : Un sistems de Pfaff analitico numa superficie

analitica complexa M ¢ um par C{Ui.}’{mi.})i. onde {Ui_}i_ & um

el =T
cobrimento aberto de M e {“lei ¢ um conjunto de i-formas
analiticas , w definida em U, tais que em U n U temos v, = g .o
L L L J L) v

onde gu:UJ]l%—————+ c*=C\¢0> s#Ho analitieas.

Congsiderc o mesmo sistema de Pfaff em M a dols pares
C{Ui.}'(mi.} Di.eI e C{Vj},{nj }DjEJ come na def.1.1.1 se em toda

=
intersec@ico Un V. temos p=h o com h :Un V— € analiticas.
i J Jout ij L i

Dado um sistema de Pfaff O = C{UL}.{mt} )ieI em M fica bem

definido V¥ e M L = Ker o, L <« T (M e dim. L. =1 ou &

caso u%¢n#0 ou mgp):O respectivamente .

Definigiio 1.1.2 :{ Lp ; pe M } ¢ a distribulicSo associada a

a0 = C(Ut}.{mi} )ie'[



Definicio 1.1.3 : Se dimq: Lp= 2 dizemos que p & ponto gingqular

Czinqularidaded de .

Lema 1.1.1 :

ad Se {Lp;pe M} = {Ep;pe M} s8o distribulig¢des associadas

a sistemas de Pfaff Qe " em M, com singularidades isoladas em M,

aentio Q =T,

b) Se {Lp;pe U} = {ﬁp . pE U} ,com U # & aberto Zariski em M,

e Qe tém singularidades iscladas em M entl3o 2 = T

Prova : a) Se Q se representa em Ui por w e ', em Vj. por nj,
em Ui.n Vj\Si ngl<y temos nj= F{iji_ com ﬁij analitica nunca nula.
Mas ﬁ‘_.j se extende a hi-j:Uif'l Vj—-—-———-—rtﬁ* porque as singularida-

des dos sistemas s8o isoladas.
B> Se qe Uin Vj\CSinngD U SingCl"), como U & denso em
M e o= campos de retas -CL.p; pe M\SingCidy e {tp; pe M\Sing(I3>
dependem continuamente do ponto p, em q temos Lq = ﬁq'
Mostrando que Sing((Y = Sing () teremos a parte b) aplicando
a parte ad.
Suponhamos por absurdo Singl(d # Sing(l'); por exemplo, que

existe pe Sing(ll'y e pe Sing({d. Tomo vizinhanga de p, Vp, t.al

que SingCI'n Vp= {p>y e SingCidn Vp = 9, Vpc Ui.hvj' Pelo caso

o

anterior, em Vp\{p} temos niIVp\<P}= hi.jmi. R hi.j analitica nunca
nula, que se extende a Vp como fungfo analitica nunca nula htj:

nj=hij‘°t' Logo pe Singlld. -

Doncto Sing(d:= { pe M ;p & ponto singular de G .



Seja pe SingcM e ¢,y carta local com xm=ymm=0 tal que

uma 1-forma que representa 2 nesta carta & dada por
)
w = a)i_(x.y) = 2 Pgtx.y)dx + Qgcx.yady

s=k

com Pk#O ou QE#O. Pne Qgpolinémics homogéneos de grau s . Entfo

Defini¢ho 1.1.4 ¢ A multiplicidade algébrica da sinqularidade p

de (i é& igual a k .

Definigfo 1.1.5 : Uma goluclio de um sistema de Pfaff analitico
Q ¢ uma aplicagfo analitica ¢:D — 3 M ,D ¢ € aberto, tal que

@'y € L¢(t)

Vit eD {oyu equivalentemente C¢ |, -1 D*tm_>=0 Vield
| & CUL) L
bDefini¢lo 1.1.6 : Uma separatriz de 2 & um subconjunto
analitico Z de dimens8o pura 1 (n%o necessariamente fechadol de M

tal que W = O Vie I onde Z° ¢ o conjunto de pontos regulares de Z.

| Z°nU,

i

Diremos separatriz algébrica C(ou s=soluglc algébrica 2 guando

Z acima for isomorfo a uma curva algébrica projetiva irredutivel.

Lema 1.1.2 ¢ Seja ¥ campo vetorlal analitice na superficie
analitica M e S :=X{pe M; X = 0> discreto em M. Enti3o existe um
tnico sistema de Pfaff analitico @ em M com Sing(d = & e tal
que ¥Vp € M \S Lp= CXp , onde {Lp;pe My é& a distribulgio asso -

clada a 0 .



Prova: Em UcM aberto com coordenadas C(x,y) temos:

Xoe, = alx,y>@ +hex,yr @ a,b:U—C analitica=

ax ay

@ defino wquerepresenta Qem U por wix,y= b, yidx —acx, vndy.

A uniclidade decorre do lema 1.1.1 ad.

1.2 REPRESENTACXO LOCAL POR CAMPOS VETORIAIS

Seja ) sistema de Pfaff analitico na superficie analitica M.

Definic¥o 1.2.1 : Diremos que ) ¢ representadsc localmente por

campe vetorial se Vpe M existem um aberto Up de M e Xp campo
votorial analitico em Up tal que em Up\SingCQD Xp ndo se anula e
ademais L.p= C Xp. Se eventualmente o aberto Up é tada M diremos
que 0 é representado globalmente por campoe vetorial em M |

Lema 1.2.1 :

Todo =mistema de Pfaff analitico numa superficie analitica M &
representade localmente por campo vetorial.,

Pt;ova ¢ Se num aberto U com coordenadas <,y a forma que

representa o sistema de Pfaff & dada por wx, yw=ao, yadx +bog, yody

entic em U tomo o campo xu<x.ya:= boe, i@ - ax, ynéd
ax ay . -
Lema 1.2.2 1 Se Q e I' =sX0 sistemas de Pfaff analiticos com
singularidades isnladas que té&m a mesma representagfo local por

campo vetorial em M entfio O = 1T .

Prova : Decorre do lema 1.1.1 bd.



1.3 : OBSTRUCXO A REPRESENTACAO GLOBAL POR CAMPOS VETORIAIS

Podemos colocar uma questSo natural em rela¢fo & representagio
local por campos vetoriais analiticos de um sistema de Pfaff com
singularidades isoladas, discutida no § 1.2: por que nfo escolher
os campos vetoriais localis de modo que em Uan Uﬁ t.enhamos Xﬁ = Xa
V o, € A ao invés de somente Xﬁ= ¢aﬁxa » com ¢aﬁ :Uaﬁ Uﬁ----———-pCﬂ
analitica 7?7

O objetive desta seqglo ¢ explicar que em geral nio existe uma
representacfo global por campos vetoriais analiticos para sistemas
de Pfaff analiticos em superficies analiticas complexas. O ponto
de vista de campos vetoriais globais para tratar de equagses dife-—
renciais em superficies, que & natural na categoria diferenciivel
& real se mostraria, portanto, restritivo no analitico complexo.

Seja M o conjunto dos sistemas de Pfaff znaliticos com
singularidades isocladas em M.

Seja Q € P(M com uma representaglio local por campos vetoriais.

Como as singularidades de Q s3o isocladas, temos em VJ“G

xj=¢i.jxi.
com @, ;: vinvj—-aq:* analitica, extensio de E’-;f V AV \StngCod —C*.

Chservo que

X, =0, X 0 X =@ X, & X8 X,

implicam X =¢ ):L=¢>‘ik xj=¢jkc¢i.j X v logo @, = ¢.Lj ¢jk
Afirmac8oc : & = CL{V.>», L¢ >d & um 1-cocicle de &ech a
i iy “ijel

valores no feixe o* dos germes de fungdes analiticas nunca nulas.



De fato, a 1-cocadeia & pertence ao nicleo do homomorfismo de

cabordo 61: C‘CNCVD,O*D———-—;CzCNCV).G*). onde V::(Vt}_lel , pois se
o=CV_,V ., VD temos
o 1 2 2 ‘_1)9
-~ 1
616 wn = T Crai-CUO.UB.U23) = raqbthracﬁzoj ro‘¢10 =1

=2=0

pois ¢20= ¢21¢10 Cacima r., ¢ restrigfo das se¢Bes a UoﬁU‘.nUzD.
Proposic8o 1.3.1 : 0 € XM tem representagfio glabal por campo
vetorial em M se e zomente se o 1-cocicle § & um 1-cobordo.
Prova :
Supondo & € 1-cobordo, existe f:={fi': V_;--»o:"} O-cocadela com

S f =&, ou seja ,se o =(V_ ,VD
o o' 1

4 "
Pon =1 C r £CV ,V IO
o o] -

=
et B
"=0

Qu seja, em VNV, ¢ =f f . Se defino X =f.X. em V.V
i i ij i J i i Lo
temos : X=fX=¢ ¢ X =fC.£1% =X =% .
J J J J L] J 1 J . L. L L
Logo X = {i't} ¢ representagio global para Q.
Reciprocamente, supondoe existe X representacio global de 0
temos X |V= fixt com }(,L dado pela representagiio local de 1.

L

Logo -

de onde £ /f = ¢ . portanto & =({V_>,¢ .> & um 1-cobordo -
L Ly '- v
Racioccinios semelhantes mostram que a classe de cohomologia de
& esta bem determinada.

Decorre da proposicio 1.3.1 que a obstrugfo a representagio



global por campo vetorial de (e (M) esta em H¢ M ,0™).

Proposigc¢io 1.3.2

Se M ¢ superficie analitica complexa com H'¢ M ,0* 2 =0
Cirivial) entfo todo (e M) tem representagiio glcobal por campo
vetorial analitico.

Prova : Da defini¢c3o do primeiro grupo de cochomologia a
coeficientes em O e proposigio 1.3.1.

Exemplo 1.3.1 : Pode-se mostrar que, no casc em que M & um

bidisco Br:= < Cx, e C*; |x[<r e |y|<r >, PfCBr,O*D = Q

Em superficlies analiticas complexas compactas, por exemplo, &
muito restritiva a condiglio de existéncia de campos vetoriais
analitices na superficle (nfc triviais 2, como pode ser visto em
[ C=H=~K }!.Cbviamente, quando sfo equivalentes as nogles de sistema
de Pfaff e campos vetoriais globais o tratamente das quest&es

sobre as equagdes diferenciais analiticas pode se simplificar.

TOPOLOGIA DO CONJUNTO DE SISTEMAS DE PFAFF COM

SINGULARIDADES ISCLADAS NUMA SUPERFICIE

Podemos introduzir uma topologia 7 no conjunto dos sistemas de
Pfaff com singularidade=s isoladas numa superficlie M, denoctado PCM
[baseado em L.N:1 1. Posteriormente denctaremos o par [?CMD.T]

ainda por M.

Dado ? € (M, pelo lema 1.2.1 temos uma representag8o local



de O por campo vetorial, denotada C{Va}. {}(a}) onde xa & campo

oA
vetorial em Va )

Sem perda de generalidade suponho Va Vd & dominio de carta
4
local de M 2, ¥V ——B_  onde B = o, ye C ; fx|<r ey < >,
tais que W == ¢;‘C§13 formam também uma cobertura de M.

Fixo 0 e uma representagfo local <LV >, <X >D . Dado IMe PCMD
o a T ash

podemos obter uma representagfio local de T, C{ch}’ {Ya}jaeA » N

cobrimento {Va}. se para cada o tomo a representag¢io global por

campo vetorial Yo: de ' ( exemplo 1.3.1 2

| v
ot

Uma & ~vizinhanga de  ,denotada 2“0, e), é definida como o
conjunto dos M'e PCMD tais que Yae A existe fungio My qsacva)—-——-—;a:"

com : sup { I ¢a *Xa(p) - HQ¢G *Yaq:» I } K& .
= wa

Verifica—se que {%CQ.&D; Qe XM, & 20 } » Tixada a

representagio local de Q, & bage de uma topologia 7 em PCM.

1.4 SISTEMAS DE PFAFF EM SUPERF1CIES ALGEBRICAS PROJETIVAS

COM INTEGRAL PRIMEIRA RACIONAL

Defini¢clo 1.4.1 1 Se¢ ' M —y € & fun¢fo holomorfa, onde M &

superficlie analitica conexa e } = C{Ui}'{mt})i e PLMD, dizemos

<l
que f é integral primeira holomorfa de O se £ nlo & constante e

cd ¢ I)n.coi=0 Vie I.

1y,

Claramente a definigfo 1.4.1 & vazia no caso das superficles

10



compactas. No caso das superficles algébricas preojetivag, onde as
"fungBecs" s2o as fungdes racionals, temos ocutra noclio de integral
primeira.

Seja M superficie algébrica projetiva ¢ complexa., nIo-singu
lar 2, M c IP_.

n

Defini¢lo 1.4.2 : Uma funcloc racional de M em IP1' denoctada por

f: M- - — IPi, é dada por £ = P-/Q , onde P e Q & C[xo....x 1, ho-

n

mogéneos, Lém o mesmo grau d, mdeCg,hd=1 e Q nio é& nulo sobre M.

Logo f racional ¢ uma funglo pem definlda em {(pe M; P(p> #0 ou

Xp) =0 ¥, chamado conjunto regular da f

Em cada parte afim de M, MCid:= M n €'¢id ¢ & dada por

[MCi)
£ = Pi./Qu. com Pi. e Q?. = ﬂ:[xi.. .- ,xn] do mesmo grau; portanto,
f|MCi'J é uma fungio bem definida em { pe MCid; PiCp) ~0 ou
Qi.Cp) #0 > a valores em [P1.

Defini¢io 1.4.3 ¢ Seja f: M — — ——b[i" fungio racional nf%o

constante. f é integral primeira raclonal de Qe MMICM) se em toda

parte afim M(1> de M f|MCi)= PL/QL ¢ integral primeira holomorfa

de “|Mc1:>\<pe MC1335QCpd=0>"
Lema 1.4 .1: Dada f: M- — ——;[P’. funglio racional n¥3o constante
existe um tnico (e [ICM) que tem f por integral primeira racional.
Prova : Se MC1) tem coordenadas (x,v), f|MCiD= Pi/QL =)
dP'i..Q'I.. - Pi.dQn. = ACX,¥yddx + Blx,yddy com m(X,y)= mde CA,B), defino

em U‘_.=MCiD\{ pe MCid; Q‘__Cp3=0 Y a l-forma analitica com singula -

11



ridades isoladas w = dP.Q - P.4dQ .
N L L 13 LN

mCx, y2
Ent3o & clarc que em Ui. dCPL/Qi) ~ w= 0,
T

Ademals, C{UL}'{mi.})i. ¢ um sistema de Pfaff C(com singula -

<l

ridades isocladas) pois eom Ui.ﬁUj » onde dC PL/QL.') = dc Pj/QjD » temos

w, = A dCP QD e w = A dlP. QD) com A ,A. analiticas . EntZo
J J i L i L 1 1 L ]

coj = )\j/)\.‘_. w e a fungfo J\.j/)\.i. meromorfa, ¢ de fato analitica

nunca nula porque w e mj sdo analiticas com singularidades

isoladas.

A unicidade de Q := ({U>,{w>D. decorre do lema 1.1.1 b). m
i 1”7 il

Un 1 nas condi¢@es do lema 1.4.1 =eri referide por 0 : df =0".
Para o sistema ( eP(M> com integral primeira racicnal f=P-Q &
claro que AP+ 1nQ =0 V¥ (A,.mde EF’1 s8o separatrizes algébricas.

De fato, & dado por W = h L dC Pi./Q'LD ' hi. analitiea

P mcid e =o>

e: wi-lkpi- +th=0 = hLdCl/T}:) = 0
Verifica-se que todas as separatrizes de O sSo do tipo
AP + nQ = O de onde decorre que fF 1M — — — E!"’1 é constante ao longo

de cada separatriz de (.

Exemplo 1.4.1 :

Dados dois polindmios homogénecs de mesmo grau d em C[xo.xi.le
e co-primos, AP + nQ =0 (A,70e {F'1 ¢ um sistema linear de curvas em
P.. O sistema @ : dC(P/Q)=0 tem como integral primeira racional a

2z

fungfc racional f:!Pz— — -—vIP’.que associa a cada ponto de IPz\{pe le;

12



PCpd = QXp3 =0 3> o parametro CA,7) da curva do sistema linear que

passa por p.

Uma questio natural em relagic aos sistemas com integral
primeira racional numa superficie algébrica projetiva M, concerne
ao "tamanho' do conjunto que definem em (M. Se M & Pz a respos
ta a esza questBio & que os sistemas com integral primeira racio -
nal formam um conjunto pequeno em f(Pz) ¢ "pequeno" no sentido
que passo a explicar J.

De fato o= sistemas com integral primeira racional no plano
projetivo tém a seguinte caracterizagio :

Teorema 1.4.1 :{ conf. JF 1

Qe ?(W;D tem integral primeira racional se e somente se
tem infinitas separatrizes algébricas.

For ocutre lado, & sabide [conf. L.N:2 ocu G.M-B ] que ﬁ(E}) tem
infinitas componentes conexas, denotadas.Xh n=0,1,2. ..

O tecrema a segquir [ conf LLN:2 1 , juntamente com a implicagiio
TAcil € = ) do teorema 1.4.1 Justifica a afirmagfo acima :

Teorema 1.4.2 :{ conf. L.N:2 1

Para todo n 2 &, existe um aberto denso Un < XA formado de

slistemas de Pfaff sem nenhuma separatriz algébrica.

13



2. SINGULARIDADES

2.1 EXPLOSXO DE UM PONTO NUMA SUPERFICIE

TRANSFORMADO ESTRITO DE SISTEMA DE PFAFF POR EXPLOSZO

Explosiio de €0,02 em ¢* conf.C-S 1.

Tomo em EP1:= { retas em C° por €0,03 > azs coordenadas locais
¢1:‘E e [P1 e qbz

P LI, yIe Cc? y=tx > @, Cur=CCx, yde €%, x=uy >

: C -—-—i[Pi

Logo © eixe Ox esta na imagem de ¢1 e o elxo Oy, na ilmagem de

X Denoto Op a reta por (0,00 e p=Cp£.pz)e CACOo, 0>

Definic¥o 2.1.1 : A explosfio de €0,00 em €% & o conjunto de
c* x I]ﬁ'1 dade por {Cp.Op); pe C5\¢0,0 } U {C0.0D x lT?1 } Sera

denotada por C:_, .

4

Proposicio 2.1.1 : 0:0 ¢ fibrado vetorial holomorfo de posto

1 e base [Pi.

Prova t Saeja n : Cz———-—-—-——-r I:P=l a projegio continua dada por
nCp,.Opd= Op
n<CQ,03,0pd= Op
Sejam os abertos de !Ps. : Vf"‘ EPi\Oy
Vo= P NOx
2 2

Sejam ﬁi. . n-"CVL) _ a c* it = 1,2 dadas por

14



BCP.0Pd = Cp .¢_*CORI) B,CP.Opd = C¢_ "Copd.pd
$,CCO,0,0pd = co.qb:‘co;a)) £3,€C0,0),0pd =c¢;‘c0p3.03

Logo : (f3, o ﬁ‘:i dCx, 1) = B, CCx XL, ) = C(1/t,tX) porque em
Vlh V2 temos t,u ® 0 e 1/t = u,

Ademals 7 ¢ holomorfa, pois nas coordenadas (x,LD) de Tf*cv;> e
Cu,yd de rficvz) » 7} Se escreve : Nix,td) =t e 7plu,yd = u. »

Seja ancz—-—-—y €* dada por I'Ion,Op)= p e HOCCO,OD.OpD= 0,02
a contragéo , que em coordenadas & da forma :

HOCx.tD = (X, L3 e HQCu,y) = Cuy,y>
Logo a contracfo l'ic> ¢ holomorfa e & facil ver que

n:cco.o:o = €C0,0> x P, e que 0 & isomorfismo

2 -4
o |C\I‘f (o,0)
O o]

analitico.

Definiclo 2.1.2 : Iﬁ:CC0.0)D ¢ a reta excepcional da explosio,

Seja pe M superficie analitica. Seja Ue M aberto izomorfo a
um bidisco, com p = €0,0) na carta local em U.

Defini¢lo 2.1.3 :

A-egglosﬁo de pem M ¢ a superficie analitica obtida da unifo
CM N WD U CU N\ €€0,003 U MU \ €€0,053) U N_*C0,03> com a
identificacZo de U \ <C0,00> e n;‘cu \ €C0,033> através da I_.

Seri denotada por Mp. Temos H:Mp————+ M aplicac®o holomorfa

dada pela contrag8io da reta excepclional em Mp.

15



Exemplo 2.1.1:

Seja pe Pz que suponho € p = (0,00e c? = Pz\ Lm,onde La:é a

reta no infinito.

~

c®= P_\L c?
2
Como temos um isomorfismo analitico entre CF})p\ﬂ;%ChOD e
Pz\{p}. o fibrado em retas afins @i zse completa a um fibrado em
retags projetivas com base P1’ J& que az retas por p € c® ze

completam a retas projetivas ¢ formandoc um feixe por p em PZD.

O fibrado sobre Px com fibra P: dado pela explosfo de um ponto
em Pz do exemplo &.1.1 acima serid denctado Ff

F; niic ¢ analiticamente lsomorfo a Pa p'e Px’ por exemplo, gque
denocto Fo'

De fato,{ conf.B 1 existem infinltos fibrados holomorfos scbre
P1 com fibra Pi s O Fn nelN, n 20 dois a dois nido isomorfos

analiticamente , porém biracionalmente equivalentes ( no sentido

do § 3.1 D.
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Transformadg estrito de sistema de Pfaff . [ conf C=5 1

Sejam Q@ € M), M superficie analitica, pes M e Mp expl osfo de
p em M. Suporel pe Uc M aberto com ¢oordenadas o6,y tais que
X=y@=0; neste sentido p=0.0:. O objetivo desta segl3o ¢ justji
ficar a sequinte:

Afirmac8o : Existe um dnico sistema de Pfaff analitico com sin

gularidades igsoladas em Mp’ chamado o transformado estrito de Q

pela explosio de p e denotado n*cm. tal que I'I*C(D

IM T *co, 00
p o
se identifica a 0 através do isomorfismo:

| MCp> .
M_\IT'C0,00——— M \{(p¥

I :
Iy ~n*co, 0
P o
Suponha inicialmente pe SingC{d , Un Singli® = {p> e p tem

multiplicidade algébrica k ¢ k21 D, Em suma 02
o0

W = wa.yD——-z PJ.Cx,dex + Qij.y)dy » Pk au Qk z 0

IU ¢ dado por

J=k
Ao impormos a condic8o de que o sistema a definir n*cd e n

se identifiquem via Il devemos considerar o pull-—back

o |M\n"co.03
=3 O

de o por l'lo em vizinhangas coordenadas (x,t) e (u,y) de I'{:C0.0Z)
4 4]

n: W3¢, LD = z P O3, taddhe + Q.Cx, %) Cdx t+x dtd =

J
e 3+
= 23{ CPJC1,tD+tQJC1.t)Ddx wd Mo 1, et
J=k

i7



o0

1'1: wlu,yd: = z PJCuy.yDCdy u+y du> + Q. Cuy,yddy =

J
J=k o
= ZYJ+1PJCU’1)du +yJCQJCu.1)+uPJcU,1))dy
J=k

Definida desse modo a 1-forma ﬂ:m tem singularidades em toda
Mo, P, ¢ de fato x =0 implica Mw CO,td= O, por ex.). Logo
para que H*CQD t.onha singularidades isocladas preciso eliminar o=
fatores x, vy dividindo n:mCx,t) e ﬂ: wlu,y) por alguma poténcia x?
yu. respeclti vamente .

Decorre que H*CQ) se representa em vizinhangas (x,t2 e C(u,y2
de I'I:C0.0) por

w = lx,L):

Malxtd e o= wlu,yd := Mulu,yd

v v
> Y

Cat

Temos de fato um sistema de Praff em Mp porque w =:>Cx.t2) e
n:mCx.tD. onde H°=noCx,t) é igsomorfismo 1.6 x &2 O , diferem por
multiplicag8c por funcifo holomorfa nfeo nula %’ ve N Canalogamente
na carta Cu,y¥d); por outro lado, sochre H:k0,0D. na inter=zegifoc das
cartas locais t e u temos :)Cu.y:) = u” :.\Cx.t), com u # O,

Devo considerar o5 casos em que a poténcia » exigida para se
ter a com singularidades isoladaz seja 1) v2k+l e ) w=k.

E clare que o caso 13 equivale a ka k

kCl.t) + »x t QkC1.t) = 0
na expressfoc anterior para n:mCx.t.:); ou seja :
k. _k k — =
x Cx Pkc1.t) +x 7t QkC:L.t):)—_- O kaCx.xt.:) +xt,oka.xt.)_ O

- X Pka,y) + kaCx.y) = 0
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Defini¢o 2.1.4 ¢ Uma singularidade €0,0) da i-forma
o0

[ ] = * + z [ -~ ¥ + ¥ =
wCx, y2 2 PJCx yodx QJCx yidy é dicritica se kaCx ¥ kaCx vi= O
J=k=z1
E facil wver que no caso 13, dicritico, ﬂ;‘C0.0) nic & separa-

triz de M'CO C por ex. para wlx,tI=[P,  C1,Ld+tQ , C1,td1dx +

k+1
+ QkC1.t3dt + ww' fazendo x = O D.

Ao cantrario do caso 2), nSo-dicritico, em que Hﬁco,OD sim &

separatriz ¢ como se v& fazendo ¥ = QO em a(x.tb = [C PkC1.t3 +
+ tQkC1,t) Jd» + x QkC1,t3dt 1 + x w' D,

Ainda se cbserva que por uma singularidade dicritica pa=sam
infinitos germes de separatrizes { imagens pela aplicacfo
prépria I :Mp ——-3 M das separalrizes de H*CQD tranversais ou
tangentes A reta excepeional em Mp J.

Em particular, um ponto regular de um sistema de Pfaff se
comporta por explosfo como no caso n¥o-dicritico.

Exemplo 2.1.2 ¢ (0,00e c® & singularidade dicritica para
W, y¥d:= ydx -x dy, pois x ¥y + y (-9 = 0. As separatrizes do
sistema em €% dado pela w =ex,y) sio as retas pela origem, pois

Ax —xA = 0 o Ltambém w Q.

@ x0T [Cuy,y>=
Exempla 2.1.3 : Se AP +Q =0 CA,7De P: » P e Q polinédmios
homegéneos grau d , & sigstema linear de curvas em Pz entioc cada

ponto-base 1.&. { pe Pz; PCpd = (Xpd =0 ¥, & dieritico para o

o sistema 2 : ACP/Q=0.
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Defini¢8o 2.1.5 ¥ Neste trabalho chamo de estritamente
dicritica uma singularidade dicritica p de (I se H*CQD. obtido por
explosfio em p, nic tem nenhuma singularidade sobre a reta
excepcional.

Observo que os exemplos 2.1.2 @ 2.1. 3, se suponho adicional-
mente que as curvas P = 0 e Q = 0 se intersectam transversalmente,
sdoc também exemplos de sistemas com singularidades estritamente
dicriticas.

Para o estudo das singularidades Cestritamented dicriticas ver
{ X 1.

Obgervaclio t Seja £ = P/Q a integral primeira racional do
sistema de Pfaff do exemplo 2.1.3, com P =0 e Q =0 transversais.
Se explodimos uma vez cada um dos a® pontos de Sing((d obtemos
uma superficie , denotada 8 , e um morfismo M1 : S —— Pz de
contragfio nas d® retas excepcionais em S, EntZo R := f o 11 ¢ uma
fungio bem definida e holomorfa, em S, cujo significado geométri-—
co & associar a cada ponto qe 5 o parametro da curva por g dque &
transformado estrito por explosfo de alguma curva do sistema
linear AP + 5Q = O.

O processo exemplificado de eliminagfo das singularidades de

aplicag®es racionais por explos#es seria tratade no § 4.2.
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2.2 RESOLUGAO DE SINGULARIDADES DE SISTEMAS DE PFAFF POR

EXPLOSUES

Seja pe M superficie analitica e e M), Uma sequéncia finita

de explosfiez comecando em p significaria fazer a explosio Mp » em
sequida explodir algum ponto de Mp sabre a reta excepcional, e
assim um ndmero finlto de vezes sempre explodindo pontos em retas
excepcionais de explosiies anterilores.

O transformado estriteo de 2 pela sequéncia de explosSes & o
=sistema de Pfaff resultante de todas as explosdes da sequéncia. O
conjunto das retas excepcionaisintroduzidas ao leongo do processo
seri chamado divisor excepcional ¢ relativo 4 sequéncia de

explosdes D.

O tecremas €.2.1 e 2.2.2, citados a seguir, =80 fatos fundamen-~

tais da teoria.

Teorema 2.2.1 [ baseado C~-5 1 Existe uma sequéncia finita de
explos@ies comegando em p tal que o sistema de Pfaff transformado
estrito de 1 pela sequancia de explos@es tem todas as singularida-

dades sobre o divisor excepcional com multiplicidade algébrica 1.

=1



Defini¢¥o 2.2.1 : pe SingC{d (com multiplicidade algébrica 1 D)

& irredutivel se em coordenadas convenientes (@ se representa por

uma 1-forma cuja parte linear Ax dy - uy dx satisfaz

i) se A u O entio Ay & ®+ il se A p =0 entfio A # O ou um™O

A denominagfo "irredutivel" ge justifica pelo fato de que a
propriedade que define essas singularidades se preserva por
explosdes. Ademais ¢ féacil ver que no caso irredutivel ha =

germes de separatrizes ¢ se temos i3 D ou 1 germe C se ) D,

Teorema 2.2.2 :( Seindenberg ) [ baseado em C-S 1
Existe uma sequéncia finlta de explosdes comegando em p tal
que o transformado estrito de  pela sequéncia de explosdes tLem

sobre o divizsor excepcional apenas singularidades irredutiveis,
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3. RESOLUGCAO DE SINGULARIDADES DE SISTEMAS DE PFAFF

POR TRANSFORMAGOES DE CREMONA

3.1 TRANSFORMACUES BIRACIONALIS
TRANSFORMADO ESTRITO DE SISTEMA DE FFAFF POR

TRANSFORMACAO BIRACIONAL

Esta seglic comega lembrando algqumas definigdes e resultados.

Se M, N =3o superficlies algébricas projetivas( complexas e nio

singulares 2, N c Pv v € N, uma aplicacig racional f de M em N ,
dada por uma v -upla de fung®es racionals de M em Pi. & uma
aplicagfo analitica em M N F, F conjunto finito de pontos da M,

Os pontos de M N\ F serfio ditos os pontos requlares da £ e os de F,

os sinqulares da f.
Define-se f(M):= TfCH N\ FJ e para curva 8 ¢ M, f(8:=f(8% < Fo.

Se £:M — — —N racional tem inversa racional f ' diremos que a
£ & uma aplicagfo biracional, & que M e N s3c biragionalmente
equivalentes. Neste caso, se £ 'ngo esta definida em pe N, mostra
se que existe uma curva projetiva 6c M tal que fC8 = p. Diz-se

entfo que a curva ¥ & contraida ac ponto p pela £,

A f:M— — —N biracional ¢ um isomorfismo analitico entre Uc M
@ Vo N abertos de Zariski nfo vazios.

Exemplo 3.1.1 z Seja Iﬁka explosfo de (0,00 em €* . EntZo
nozcz————» c® a contrac8o, ¢ uma aplicag¢fio biracional; de fato,

- T nalfiti . Ademai=s, 7 & regular em
"0]@2\ tho,o)é um isomorfizmoe a co o g
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toda 022 e sua inversa racional tem o €CO,e € come ponto singular.

Def. 3.1.1 : Uma aplica¢lio biraciconal f:M — — — N regular em

toda M é um morfismo biracional ; denotado por f:M —— N,

Def. 3.1.2 : Se existe f:M ——— N morfismo biracional
dizemos que M domina N.

Exemplo 3.1.2 : Seja M superficie obtida de M por uma sequéncia
finita de explosdes e MM —— M a sequéncia correspondente de
contracdes. Enti3o M domina M.

Convengioc : se a M do exemplo 2.1.2 for obtida por explosio de
um numero finito de pontos de M, farei referéncia , eventualmente,
A tripla Cﬁ,M.HD. usando a expressio "a explosio de pontos pi....
P, de M pela I1 ".

A seguir uma aplicag¢fo biracional que nic ¢ um morfismo.

Exemplo 3.1.3 : A transformac8o quadratica standard Q {conf. B-K]

No planoc projetive complexo com coordenadas homogéneas

Cxo:xlzxzb, consideramos a transforma¢do birracional quadratica

standard Q :Pz— - — Pz dada por
QCxO: X, xzD = Cxtxz: XX, xox1) = Cyoz Y,: yz) .
O=s pontosz P°=C1:O:OD. P1=CO:1:0) , P2=C0:0:1D, singulares

para Q =80 os pontos fundamentais da @ e as retas Lf’ﬁ=0- as
retas fundamentais da Q A restrigfo da Q, @ :ﬂ’z\téal.i-—;ﬂ’z\t;il..t
¢ um isomorfilsmo anélitico e Qo Q=1Id.

A importancia das aplica¢®es biracionais quadraticas C i.é.

composicio da standard Q com mudangas de coordenadas projetivas

de Pé) aparece no teorema que segue , que menciono mas que
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nic eaempregarei nas demonstragdes do § 3.2.
Teorema 3.1.1 ¢ Max NoetherD
Toda szi“ - —3 sziracional & uma composlgfo de aplicagles

biracionais quadraticas.

O grupo das transformag@es biracionais de Pz em Pz ¢ chamado

gqrupo de Cremona.

TRANSFORMADO ESTRITO DE SISTEMA DE PFAFF POR APLICACXO

BIRACITONAL

Defini¢gl3io 3.1.3 1 Sejam M e N superficies analiticas comple-

xas e f:M—-— N isomorfismo blanalitico. Seja Q = C{Lk}’(°ﬁ}3t

el
Q e NCNY; define-se £ CMe PM por:

¥ .= [{f" U3y L < 3"'.:.,,3]
ie I

Teorema~Defini¢Bo 3.1.2 ¢ Sejam M e N superficies algébricas

[£7cu>
L

projetivas complexas nfo singulares e T:M — — —N aplicag3o
biracional. Seja {de PCND.

Entfo existe um tnico sistema de Pfaff em (M, densotado T’CQD,
tal que se Ac M, TCADc N s8o0 abertos de Zariski n8o vazioz com T
regular em A, TlA:A——w—»T(AD isomorfismoe bianalitico, temos

yades)

= ¢T, >cn >
- <1y

A | TCAD
¢ ¢ o transformado estrito de 2 pela T.
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Para a demonstragfio deste teocrema temos a definigfoc e os lemas

segquintes

Definico 3.1.4 3 Se O = C{Lk},{a%}Dt e 3D, S & superficie,

el
Wc S aberto, e 1 ¢ 1—forma holomorfa em W, diremos que (W,y)e 0 se
nAmi=OemUin\'? Vie I.

Lema 3.1.1 : Seja V'c N aberto Zariski nfo vazio da superficie
N algébrica projetiva e £, g fungdes racionais em N, holomorfas
em V' , df A dg ¢ = O ¥Vp € V' . Seja Qe PCND.

Ent3o existem V'’c V* aberto Zariski nfio vazio e a, b funcdes

racionais em N e holomorfas em V'’, a # O ou b * O, tais que:

CV’', a df +b dg de Q

Prova : Seja (O = C {Ui.}'{wi.})i. Temos w, = aidf + deg em

el
u.n V' , onde ai,bi: Lkn V' ———C siio holomorfas.

Caso bi.= 0 para algum i entZo bi.= O Viel. Neste caso tomo a=1,
b =0e V', dfde {1

Caso bi_# O Vie I1:

EntZo < Ui_n v? .ai_/bi. > define uma fun¢io meromorfa h em V°

De fato h & racional em N:

Seja pe N\V' , pe U. Seja UI—" vizinhangca de p com coordenadas
.
locais analiticas, em p, Cx,¥yd, Upc Ui.'
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Entio: w, =y dx + v dy em U

L p
w = a, df + b, dg em U MV < U mvy?
i i i P 1
dff = ¢1dx + ¢zdy dg = widx + wzdy em Up s

onde ¢1. ¢z’ v, ¥, s85o meromorfas em UP L)

¢1 ¢2 Z 0O em Up porque df A dg (pr & O em Upn v,

¥, ¥

ai¢1+ biwi

Mas wudx +vdy =adf +bdg = {“
) " v =aé by,

Pela regra de Cramer, 2, bi sfio meromorfas em Up. Logo h &
meromorfa em Up e portanto h & meromorfa em N. EntZo h ¢ racional
em N. Defino V'’ == V'n {(aberto onde h & holomorfa}, a:= h, b=l

e temos € V'’, h df + dg Je Q. =

Lema 3.1.2 ¢ Sejam Uc M aberto Zariski nSo vazio de M superfi

cle algébrica projetiva, e w 1-forma holomorfa em U , W 0.

o oy

Suponhamos que existem 3. g. f, g fungdes racionais em M e
holomorfas em U tais que w = adf +b da em U.
Entio existe @ & PCMD tal que Cﬁ,mDE e,

Prova : Se pe M e Up ¢ vizinhanga de p com coordenadas (x,y2.

em Upﬁ U w=udx + v dy, com u, v meromorfas em Up' Defino

dy onde m := mde Cu,v) em p.

2|<

Entio @ := C{Up}’{mp})pe M -
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Prova Teor-Def. 3.1.2:
Dade (e P(ND, pelo lema 3.1.1 existe ¢ V'*, adf + bdg e Q.

com a, b, T, g fung8es racionais em N, halomorfas em V*'.

o

Sejam a=aoT, b=bo T, f=foT e g =ge T, fungBes

Bt d

racionais em M. Seja U aberto Zariski de M onde a, b, f, g sfo

ur

holomorfas. Defino w = a df + b da + holomorfa em U . Pelo lema
3.1.2 existe ® @ M tal que (U,wd e O,

Sejam Uc M e Vo N abertos Zariski tais que TlU:U-———av é

isomorfismo bianalitico. Sejam B V mV'’ aberto Zariski n3o vazio
de N onde a df'+b dg tem singularidades iscladas e A =T % ® < unl
aberte Zariski nfco vazio onde a df + b d§ tem singularidades

isoladas.

Entio B = C{B>,{a 4df + b dng}De FCBD e O s3o iguais, pelo

|B

lema 1.1.1 bd, jA que tém as mesmas distribuic®es associadas em
B. Do mesmo mode, pelo lema 1.1.1.bd, # =C{A>,<{a df + B dSlA;DE
e M e @lA s&o iguais.

Como TlA:A —3R & iscmorfismo bianalfitico temos:

”
g = CTIA) CB 3 e dai @|A

_ * _ »
= CT[AD CEB = CTlA) CQIBD

como dqueriamos.
Unicidade: Seja ©'e P(M) tal que se A’ & aberto Zariski nio

vazio de M a Tl W IA'——— 3B & isomorfismo, temos:

A

-
© | 50T CTIA.D cnlB,b

Entio ®° Mas A M A’ é& aberto Zariski nfo

Ana™® janar
vazio de M, logo, pelo lema 1.1.1 b)), temoz ©' = @ -
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3.2 RESOLUCAO DE SINGULARIDADES DE SISTEMAS DE PFAFF NO PLANO

PROJETIVO PELO GRUPO DE CREMONA

Para o tecrema 3.2.1 a sequir seria importante ter em mente a
Tfatoragfo da aplicagfio quadr&tica standard [exemplo 3.1.31 em
termos de explosdes e contrag@es, a seguir [conf. B-Kl:

Observo que Q : Pz\{Po.prz}—m—~—+ Pz € uma aplicagHo
bem definida e o fecho de seu grafico em [Pz x [Pz é¢ a subvarledade
dada por ¥ = {Cxo:xizxz;ya:y’.:yz); Y. %= ijj}. Temos duas
projec®es de ¥ em IPz' n1Cxo._-y23 = Cxozxt: xzD e nszo..-yzi) =

- —1
Cyo.yt-yzf) com @ = el -
Podemos obter cobertura de ¥ por vizinhancas Ui.j = {lx,y)e Y;
o - = = . .
x 0 e yJ_ 0> com coordenadas :..1‘_.\i yk/y‘j e Vi.j xk/xt Em Ui.j f,
se escreve como X =1 X, =U, v, x =v, , fdérmulas da explos8o
i oo k i)
d R R = .= = .
e Pi. e ]'[z COMS yL uLijj yJ 1 yk ULJ que =30 as formul as
de explosio de um ponte fundamental P.i da Q C com i ® j & k D2,
nenmn, s¥o isomorfismos analiticos entre abertos de X e
{Pz\‘{Po‘Pa’Pz}" por ], cada reta L= {(x,y2e X ; %= % =0 > &

contratida aoc ponto fundamental Pi.' assim como por M, cada reta

I...’j': LCx,¥De i'; Y. 5Y, = C > & contraida ao ponto fundamental Pj.
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L
Pz L o
"‘1
1
Pq L, P
g « L X L » [P
2 2
L4 _1 " _1
L= 1, P2 L =1, (F'j)

Defini¢cloc 3.2.1 : Duas singularidades p.p'de sistemas de Pfaff
T e I°* =80 isomorfas se existem abertos coordenados U ,U’
e isomorfismo analitico f: ¢ U,pJ —— C U ,p* D que

identifica FlU com P]U"

Defini¢clo 3.2.2 : Diremos que uma reta em IF‘z por um ponto
singular p de um sistema de Pfaff & uma direglio eritica quando
seu transformado estrito pela explosfio de p paszar por aldguma
singuiaridadec do transformado do sistema pela explosiio) =ituada

sobre a reta excepcional.
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lema 3.2.1 : [ conf. G.M=B 1 Seja (e ?(Tz) com Infinitas retas
projetivas por separatrizes. Entf3o 2 tem por separatrizes todas
as retas que passam por um ponto pe Pz.

Um Qs F(Fé) deste tLipo seri referido como (i aszoclade ao feixe
de retas por um ponto",

Prova : Como cada intersec¢io de retas separatrizes & uma
singularidade de 1, tem que existir um ponto p pelo qual passam
infinitas retas separatrizes. Como (I nfo pode ter por separatri -
zes todas as retas de IPZ. seja L reta que n3o & separatriz, pe L
e seja C°= P \L , p=(0,0>. Entfo Qlcz : w = PCx,yddx - Cx,yddy ,
com P e Q polintdmlios com mdeCP, 0= 1 . A condi¢Bo de gque uma reta
por (0,0) =seja separatriz equivale a: Plx,¥D =y = PF % - Qy =0

X%, YD X

Coma o conjunto algébrico em C*Px-Q ¥y = 0 contém infinitas
retas, temos P x -~ Q y = 0. Como mdc(P,(» = 1, sai que P = c v e
Q=c x. =

Diremos que uma reta projetiva r & tangente 2 separatriz de Q

em p & Singlf) ser = Lp € da distribuicifo de O D,

Lema 3.2.2: Seja r uma reta projetiva, Se r tem infinitas

tangdnclas com separatrizes de 0O E:PC[P23 entio r & separatriz de Q.

Prova: Sejam (X,y) coordenadas locais tals que (0,00 & ponteo de

acumul acfo das tangéncias de r, dada localmente por y = 0. Ent3o
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e representa por @ = wix,¥)= Plx,yddx + Qlx,yddy, com P e Q
analiticas e as tangéncias em (x,0) implicam P(x,02=0. Logo os

zeros de PCx,0) se acumulam e PCx,03= O. =

Teorema 3.2.1 :

Dado sistema de Pfaff analitico (2 em Pz com singularidades
isoladas (P° ... , P> = Singlq> ., que supomos nfo & o sistema
associado a um feixe de retas por um ponto de Pz » entdo existe
uma aplicacdo Quadrdiica @ tal que Cfi*(ﬂ) tem s seguintes
singularidades

i> isomorfas As singularidades de (I em Sing(Q> ¢ P>

ii? irredutiveis Cduas> | definic¢lo 2.28.1 1

i) esiritiamente dicriticas (itrésd [definigio 2.1.5 ]

ivld singularidades isomorfas &s qQue se enconlram na reto

excepcional pela explosio de F°.

Demonstrag¢io

Seja R =( retas r; r nfo é separatriz de 2 e r ) Singld =0 >.

Pelo lema 3.2.1 a primeira condig8o que define R exclui um
nimero finito de retas, enquantoc a segunda, um namero finlte de
feixes de retas ¢ pelos pontos de SingClDD.

Fixado um Pae Sing({, existe ros R tal que para algum Pe ro
Lb# P°P ¢ onde PP & a reta por esses pontos J.

De fato, caso contrario, seja uma reta r qualquer de R e Q=sz

« r, Entfo as interse¢es de PoQi com infinitas retas r € R dEo
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origem a infinitos pontos Qne F’QQ1 tais que P°Q1= L‘q s 1.e.,
tangéncias de P°Q1 com separatrizes. Pelo lema 3. 2.2 Poca é
separatriz. ERepetindo o argumento ao tomar outro ponto Q" em r
prova—se que POQ & separatriz. Dai @ tem infinitas separatrizes
por P e 1 & o feixe de retas por pe pelo lema 3.2.1: contradigio.

Em r € R existe um aberto U de pontos P tais que PP = LP.

De rfato, a condiglfio PP = L.P é abherta, ja que {LP; P& SingC(D)
¢ um campo continuo de retas Ccomo de fato o campo & analitieco, o©
aberto U em "o é de Zariski J.

Seja { P € r: LP= ro}. Entio, pelo lema 3.2.2 tal conjunto &
finito. Logo podemos escolher em U < T dols pontos M e N tals que
Lu = PM » LN = PN ' Lu = ro’Lh# LA Evitando eventual mente
um conjunto finilto de ponto= em U, podemos supor que P°M n St ngC{o=

=PN A SingC® = < P® ¥, que P°M e P°N nfo sfo direces erfticas

em P° e , por Ultimo, PM e PPN nfio sfo separatrizes de Q por Pe.
Consideramos coordenadas homogéneas tais que po= Pa= €1:0:Q2
e as retas fundamentaisg sejam Lo =T, L‘ = P™M s L.2 =pP°N .

Nessas coordenadaz as separatrizes de 2 por M e N nZo tém como
[a ]

tangentes L, » L, ou L, e SingC® n <L U L, U L, ¥y= < P 2.

Sejam Q ¢ quadratica standard ) nessas coordenadas, Qd'a
inversa birraciocnal e Q_1‘CQD. Com base na fatoraglio da Q, 1. é.

- - e L o L

Q= M ° m - consideremos o sistema de Pfaff em X Q := rLCCD
Cou, equivalentemente, G = rﬁcqﬁ"cno) .

Se P e SingCQﬂi*CﬂD) entic os seqguintes casos se apresentam :

D PedL ULU L3

il Pel N«F_ ,P> [analogamente para P € L. ~{P_ ,P> 1]
1 o 2 2 o 1
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itiibh P =P P ou P
o i 2
ivv P e l.,o \{Pi 'Pz >
Com a2 notagfo introduzida na fatoraglio Q = l'Izo l'l;:Jl » discuteo :
Caso iy Como Q l [P‘z\. 'CL.Q ) Liu L.z > & isomorfismo analitico e
SingC p <L UL UL > P® existe Ple SingC® ecom i = 0
tal que & singularidade isomorfa a P .

Caso iiJ;: n, é isomorfismo analitico entre aberto de X contendo
singularidade de @ em L*“\{L” nL. LnL> e aberto contendo P.
1 o i 2 1

. *
Logo as singularidades de Qﬂ C{Y)Y em La\ {Pof}} s80 isomorfas
as que resultam da explogsio de P por m, zituadas em

1

L.;\ {L.(')' N L.; > L.'z' N L;} , que sd podem ser a intersecglio do
transformado estirito da separatriz de O por P:. com I..;, porque
nem L.o nem L.2 s80 a tangente da separatriz de Q por Pi.C Caso em
que se introduz zingularidade irredutiveld.

Caso iiL: Por . temos explosfio de P = Pt nas retas L'i"
Suponhamos que ol tem singularidade em aberto em torno de
L.;_'\ {Lri n L':..' L.]’c N L;'} » 1 = 0, 1, 2 entio sio isomorfas
por I, s zingularidades de QO em L'i.\ {F'j ’Pk >. Contradigio.
Como Lie LG-’io sfio direg#es criticas em relag¢io a Po em {2 segue
que em L; N L.;' e l_.‘; g L.; o sistema  nSo tem singularidades.

As demais intersecgdes de L.:_: para =0, 1, 2 em ¥ nio =fo
singularidades de {3 pela escolha de Li_ i =0, 1,2 ndc tangente=
As separatrizes de (2 em F”. e Pz‘ Logo Po' l"-’=l e Pz =80 estritamente
dicriticas em Q *"c.

Caso iv): Por M, 2 singularidade P de Q—‘*CQD ¢ isomorfa 4

singul aridade de & em Ll;\ {L."‘ N L.c’, . I..'2 N L‘o} .que resulta da
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explosfc de Po por n‘ -

Para a demonstraglio do teorema 3.2.2 introduzeo as definigdes
que seguemn,

Dado e M), pe Singl{d, denoto por sp uma sequéncia de explo
s&es comecando em p tal que o transformado estrito de (O pela
sequéncia tem somente singularidades irredutivelis sobre o divisor
excepcional. Denocto #sp o numero de explos&es efetuadas em sp.

Definl¢8Bo 3.2.3 3 Dado pe Sing((d defino o peso de p, mLp2,
por : { alpd = min (¥ sp} e mCp) = Q se p & estritamente

“p dicritico
O peso da singularidade p estA bem definido pelo teorema de

Seindenberg ¢ 2.2.2 J.

Teorema 3.2.2 :

Dado Qe PCPzD & possivel obter, através de uma seqléncia fini-
ta de aplicagSes quadrdticas & s um novo sistema em Pz com singu—
laridades, isoladas, dos seguintes tipos: i2 irreduiiveis e
i) estritamente dicriticas .

Durante a resoluglo nenhuma separatriz algébrica de {1 &
coniralda.

DemonstracgXo:

Se (1 & o sistema de Pfaff em Pz associado ao feixe de reblas
por um ponto © teorema vale trivialmente.

Caso contrario, aplieco a Q uma Q quadritica standard como no

teorema 3.2.1 com P® = p onde pe Sing((l}, p nfo ¢ irredutivel e p
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nio & esiritamente dicritico. Entfo =ze te SingCCfl*CQDD temos:
mlt) < mlpd , s L & estritamente dicritico ou irredutivel
mlL) < mlp) , se L & lsomorfo a uma singularidade sobre a reta

excepcional da explosfco em p

Nos demals casos mitd = mlp'd, p" # p, p'e Singl{d.

Observo que nenhuma separatriz algébrica de O se contrai
a ponto nas aplicac@es suceszsivas de Q pois as retas fundamentails
da Q standard s8%c escolhidas de modo a nio serem separatrizes dos

sistemas em que a aplico.

De fato & possivel, mediante uma escolha adequada das
aplicag¢Bes quadriticas, obter uma forma mais forte do teorema
3. 2.8, onde as singularidades estritamente dicriticas tém
a propriedade adicional de que, ao serem explodidas, as tangén -
cias entre as separatrizes ¢ do transformado estriteo do sistema D

e a reta excepcional s8¢ apenas quadraticas [ conf. C 1.
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4. APLICAGOES : RESOLUSED DE SINGULARIDADES DE APLICAGSES

BIRACIONAIS

4.1 UMA PROPRIEDADE DAS SUPERFICIES RACIONALS

Daf. 4.1.1  Diz-gse gque uma superficie M & racional se M &
biracionalmente equivalente a ?2.

O tecrema 4.1.1 a zequir, [ver M-S:1 1, é& uma aplicag#o do
tearema 3.2.2 & resolugfoc de singularidades de aplicagdes
biracionais entre superficies ( racionais J e Pz.

Preliminarmente, obgervo que transforma¢io biracional usada no
teorema 32.2.2 para resolver singularidades de sistemas de Pfaff
em le ¢ de um tipo “"simples", a saber

Proposig¢do 4.1.1 :

Seja Ve ﬁ(?é) que resulta de 2 pela resolugdo de singularida-
des dada no tecrema 3.2.2, i.& Q= T*™cd, com T = Qe. .. oQ,

C% aplicagfes quadraticas. Seja n:s —— Pz morfismo dado por
contragdes de retas em &, onde S resulta de Pz ao se explodir
ume tdnica ves cadoe singularidade estiritamente dicritica de 2,

Entfieo f :S—m—» Pz definida por f = Trﬂ>rl é¢ um morfismo.

Prova : De fato, se ' contrai alguma curva 8, entSo é a T
gue contrai & @ portanto, pelo teor. 3.2.2, € nio é separatriz de
! .Se consideramos em S o sistema de Pfaff transformado de Q
pela f, f*CQ). possuird um ponto singular com infinitos germes de

separatrizes resultado da contrag8o de ¥. Como tal sistema
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em S & o transformado estrito de ' pela m I'I*CQ’). ha contradic3o

com a definigio de . -

Teorema 4.1.1 :

Seja M superficie racional. Entfo existe wum conjunito finito de
pontos P2 2Py de !Pz Cpt# ‘oj se L # 7O talgue M & dominada pela

superflcie obtida expledindo una vez cada ponto pj Cj=4...R 2>

Prova :
Seja g:le— — — M uma aplica¢lo biracional. Bazsta demonstrar
que existe uma aplica¢fo biracional B: IPz— - — [Pzt,al que todas as

singularidades de g o B desaparecem ac explodirmo—-las uma vez.

Sejam 81.. C e t‘;’r as curvas de M que =se contraem a pontos por
g_’“. Seja o uma funglo raciconal em M tal que :

€ nio ¢ constante Cj=1...rD
J

Em particular, nenhuma das 8j é separatriz do sistema G : da = o

i nenhuma Ej é pdla de a e iid al

Seja ' = g*C{D. Pelo teorema 3.2.2 exisie B:[Pz— - — [F’z
biracioenal tal que B* I tem apenas singularidades irredutfiveis
ou estritamente dicriticas. Ademais, B! nfo contrai a um ponto
nenhuma separatriz de .

Seja l'l:S——;[F‘2 morfismo dado pela contragfo das retas excep-—
cionalas de 5, onde £ & obtida pela explosfc uma vez de cada
singularidade estritamente dicritica de B CID. EntZo MCB CIDD
tem af.:enas singularidades irredutiveis. Decorre que f= g o B o Il

¢ um morfismo.

De fato, supondo por absurdo que f nZo & um morfismo, existe
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uma curva & < M que se contral a um ponto pela £t

Cazo 1: € ¢ uma separatriz de . Entic % = 81.-. . .&r e
portanto, g (€ €& uma curva, separatriz de . Logo B 'Cg™c )
é uma curva e portanto M CB (g 81> & uma curva : contradicgfo.

Caso 2 : € nio ¢ separatriz de Q. EntZo existem infinitos
germes analiticos de =zeparatrizes de f*CQZ)=l'I*CB*CI")D passando por
p= £7C(%, pe S Cimagens pela f ‘dos germes de separatrizes de O
transversos & & 0. Mas ent3o p ¢ uma singularidade n3o irredutivel
de M“¢B*CI>> : contradicio. -

Exemplo 4.1.1 : l'F’1 x [Pié uma superficie raclonal caracterizada
pelos numeros de auto-intersecglio das retas [Pix{t} e {vrx ﬂ’ique
=80 iguais a 0. Em IP2 » as retas projetivazs té&m niimero de auto-
intersecg8o igual a 1 e a reta excepcional de uma explosZo tem
esse nimeroc igual a -1. Também slo fatos conhecidos que cada
explosio em ponto sobre uma reta diminui em 1 o nimero de auto-
intersecgiio da reta e que ( pelo critério de Castelnuovel uma reta
com esse numero igual a -1 pode ser contrafda a um ponto. Com

essas observag@es podemos obter []”1t x IF’1 a partir de [F’2 em acordo

com o tecrema 4.1.1 , como =se llustra a =seguir

39



f = coNTRAGAOC DE ¢

EXPLOSAO

Concluo esta se¢fo com uma digressio sobre as superficies

racionals e seus sistemas de Pfaff.
Se M é¢ uma superficie racional nio isomorfa a Pz entfo existe
uma aberto Uc M ,n¥o vazio, tal que U & izomorfo ao produto

Pi x D, onde Dc € aberto [conf. B 1.

E possivel mostrar que se Qe PCMY & tal que (O tem por

|y
separatrizes as retas Eux {t>, YiLeD, entioc O & um ponto isclado de

PCMD [econf. M=S:2 1.

Como no caso de Pz é sabido que em ?C?zb nfo ha pontos isola-

dos [conf.L=N:2 ou G.M~B]l chegamos & seguinte caracterilizac8o de Paz



Teorema 4.1.2 »
Seja M superficie racional. EntZco M ¢ isomorfa a Pz se e

somente se em PIMD nig existe ponto isolado.
4.2 RESOLUGXO DE SINGULARIDADES DE APLICACUES BIRACIONAILS

Seja Q :Pz— - — Pza aplicag¢fc biracional quadratica
standard. {exemplo 3.1.31 . No § 3.2 vimoz uma fatoragiioc de Q como
Q= nz° n:’. onde ﬂi: ¥ s E; i=1,2 contraem cada um 2 retas
em X

Em geral, para uma &: 5 — — — S’ aplica¢8o bilracional entre S e
S* guperficies algébricas projetivas temos

Teorema 4.2.1

Seja &:S— -~ - S’ aplicag8o biracional entre as superficies
S e S’. Ent8o existe M3 ——— S tal que :

o 8 & obtida por um nimero finito de explosSes e 1 &

contraglic dos divigores excepcionais

b =& oI & um morfismo.

Este teorema & um coroliario do teocrema 2.2.2 de Seindenberqg,
como se mostra

Prova :

Sejam 81 s.-.»8 as curvas de 8’ que se contraem a pontos por
r

-1

& Seja o uma fungfo racional em S’ tal que
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e ndo & constante Cj=1.,.rd

vy nenhuma Bj & pdlo de a e il or.l
J

Seja (0 em 8 dado por da = o.

Pela teorema de Seindenberg existe M:8 —— S morfismo de
contragio das retas excepcionais de S obtida de S por um nUmero
finito de explosSes tal que H*CQ*CODD tem apenas singularidades
irredutiveis. Afirmo que f = & o 1 ¢ um morfismo.

De fato, suponhamos por absurdo que exista uma curva € < S°
que se contrai a um ponto pela £™*. Entf%o € se contral a um ponta
pela 37t Logo € = 8j para algum j. Segue que ¥ nfo ¢ separatriz
de @ e, portanto, que existem em p = £ infinitos germes
analiticos de separatrizes de f*CQ) = H*CQ*CQD). Logo p n3o &

singul aridade irredutivel de H*C§*CQJJ : contradicgio.

Observaclio : Se existe em §' um sistema de Pfaff Q' que nfo
tem nenhuma separatriz algébrica, poderiamoz obter outra demons -
traclo do teorema 4.2.1 tomando (' ao invés de {1 : da = o.

Neste pontoc temos um problema em aberto na teoria :

Questio : Dada qualquer superficie algébrica projetiva M C com

plexa e n¥o-singular ) existe um 'e (M) tal que I' n3o tem nenhuma

separatriz algébrica ?
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