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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma demonstracao
detalhada do Teorcma de Liapunov relativo 4 existencia das

variedades subcentrais de um sistema hamiltoniano cm um pon-

to de equilibrio sem ressonancia.

Intraoduzinde este teorvema, estudanmczs a forma-
lacde hamiltoniana de um sistema mecanico, ¢ aspectos quali-
tativos locais dos campos hamiltonianos. Alem disso, cxibimes
excemplos ¢ contra-exemplos de sistemas hamiltoninnos, compa-

. . - -
rande 0 scu comportamento na vizinhanga de um ponio de equlilli-

hbrio, com as conclusoes do teorema de Liapunov.



INTRODUCARO

Temos por principal objetivo neste trabalho

demonstrar o seguinte teorema devido a Liapunov sobre a e-

xisténcia de solugles periodicas de equagdes dJdiferenciais de

tipo Hamiltoniano proximas a um ponto de equilibric.

Teorema 1: Sejam U R

n n -

x R um aberto e H:U -+ IR uma fungao
B iea - ; .

de classe C7. Se¢ja a equagao hamiltoniana:

X = 3H (x,y)
oy

}‘. = B . {_\:1)‘) "\'__U
‘ < (x,y)

r

Suponhamos que (x yo) seja um ponto critico de H (is-

O!

to ¢ erad H (xo,yol = 0) e que a derivada da aplicagio XH:

2n = 5 : \
U -+ R tal que X (x,y)= [all , - an} (x,y

H — ’

_ ay ax
POSsui em
(xc’yo) un par de autovulores{_jk CixY . e R - (0} e nenhum

dos outros autovalores €& multiplo inteiro destes. Entao e-
xiste uma variedade bidimensional de classe Cl, Mkcl U, tal
que €& a unido de solugoes periodicas da equagdo. Além disso
os periodos destas solugdes convergem a Zn!A%“J s¢ a condi-
g¢ao inicial converge a (x

>
0,}'0) ¢ o cspago tangente a M no

ponto (Xg,Yo) € o subespaco associado aos autovalores!-ir, ir}.



A wmotivagao fundamental para a consideracao de
equagoes do tipo Hamiltoniano € que elas descrevem a cvoliucio
de sistemas de massas submetidas a for¢as conservativas. No ca-

pitulo | esta rvelacdo serd deduzida com detalhes,

Os pontes critices da funcao U (denominuada Ha-
miltoniano do sistema) representum os cstades de cequilibrio,
Especialmente interessantes sao os pontos criticos estaveis.
Esteconccito sera definido ¢ comentado no capitulo [I. A im-
portancia deste conceite deriva de que a estabilidade do equi-

librio significa que ele & [isicamente observavel.

Im pontos criticos cstaveis todos os autovalo-
res sao imaginarios. Se entre eles nido existe ressonancia dio
origem a n variedades como a M do teorema. No capitulo 111 es-
ta situagdo ¢ ilustrada pela analise do movimento do pendulo-

mola.

Vemos também no capitulo IIl que. de fato, o
Teorema I acima € um corolario imediato de outro mais geral

que enunciamos a seguir:

| Teorema T1: Sejam Uc RM aberto e { 1l » R de classe 7. Su-

ponhamos que a equacao

]l £ = £(x)

5
!pussui uma integral de classe C°, H:U-— R, isto ¢:

F(x), VH(x) » = 0,9xelU . ¥=grad.
Seja pge U .
Suponhamos que ftpo) = grad I{{_pUJ = 0 e que existe um |

cspago bidimensional E C R™ tal que

L
-
%]

1) £'(py) (B

2) Dol (p,) / E & definida

oy




Entao os autovalores de £'(p,)/E sdo imaginarios { -ix,
241 = S ; = =g 2 ~ = = E -
iiy e sec todo outro autovalor de | [pn) nao e multiplo in-

teiro deles, existe uma variedade bidimensional de classe

Cl, MCU tangente a E em p_ que ¢ a unido de solugdes perid- |

=

dicas cujos periodos convergem a 2ula| sc a condi¢do ini-

1 cial converge a Py

0 Teorema 1 & falso sem a hipotese de nac res-
sonancia. Isto ¢ demonstrado no capitulo 111 por um exemplo de
C.L.Siegel. Também neste capitulo cnunciamos resultados con-
cernentes a existéncia de orbitas pericdicas proximas do equi-

iThrio em presenca de ressonancias.

No capitulo 1V demonstramos o Teorema 1[I redu-
zindo-o a uma demonstracao do Teorema de Liapunov devida a A,

Kellev: esta € apresentada em detalhes.



CAPTTULO

1

1) Sistemas Mecanicos Simples

Definigdo: Um sistema mecanico simples &:

. S v % v
a) um conjunto de k n®” reais positivos, My .eemy

b

2 3 L
¢) uma fun¢dao ViU -+ R, de classe C7, onde U ¢ uma vizinhan-

Lima

subvariedade ¥ C R

3k

¢a de
Simo corp
¢ i confi
(i) (1
X 5 v o

]

dimensao

guragan

Interpreta=-se

L como o numero de

onde o j -€simo

£ 5@

denomina variedade

fisicamente:

COYpes @ o

cCorpo

tem coordenugao (x

de configuracgao. =

=3

tem

-~
dos vincu-

los que

5 k-=m, onde m & o numero de equagdes

relacionam as coordenadas umas as outras.

(como por e-

xemplo, se algumas das particulas estido ligadas, formando cor-



pos rigidos. ou s¢ o movimento ¢ forgado a se¢ realizar ao lon-

go de algum caminho ou superficic).

A fungdo V nos da a cnergia potenciu! de corpo

e nac depende do tempo.

Um cstado de um sistema fisico ¢ a informacgio
que caracteriza o sistema num dado momento. Num sistema meca-
nico simples, um c¢stado ¢ obtido pela posicdo e velocidade
num dado momento. A determinacao da historia da vida do esta-

do se da atraves das equacgoes diferenciais de movimento.

E__ e -

Definicdo: Diz-se que x: I + &, dJde¢ classe €7 e um movimen-
to se, para cada t €1,

o 4 B M = . \

M X v | oz onde M { i o

Y f |

\ Hl 1\ |

Portanto, qualquer forca que aja sobre o sis-
tema e que nao derive de um potencial ndao tem componentes so-
bre a variedade 5. logo nao influi noc movimento, sao forcgas

ficticias que nio realizam trabalho.

Salientamos que nos restringimos a sistemas me-

canicos autonomos ¢ cujas forcas atuantes derivam de um poten-

cial.
2) Equacgao de Lagrange.
Definigao: Funcao de Lagrange
Bara ' o fibrade tangente a
Seja L: T) - R definido por

Mw, w>»=- Vgl

T

. ¢ de classe €° ¢ ¢ chamado Lagrangiano ou funcio de

| Lagrange do sistema.
i o = i i



Em termos de coordenadas generalizadas de?), o

Lagrangiano é expresso da seguinte maneira:

Seja U < R™ um aberto e P: U - 2% uma carta lo-

cal numa vizinhanca de uma configuracao.

Define-se Lp: TU » R por

]

Lp (x,v) =t< MDP(x)v, DP(x)v » - V (P(x))

i

o n
Seja Q: U' -+ 2., U' < IR” aberto, uma outra car-
ta local numa vizinhanga de outra configuracgao, tal que P(u)

Q(U') # ¢

Sendo q = P(x) = Q(x")
w = DP(x)v = DQ(x')v"'
€ claro que Lp (x.,v) = LQ (x',v') = L (q.,0)

Para facilitar a notacgao, de agora em diante,

Lp (x,v) = L (x,v).

Teorema de lLagrange

;_O,E,] e R> aberto, x: 1 » U de classe C2 e P:

Sejam [ =

U »Z. uma carta Jocal numa vizinhanca de uma configuracgao.

Pox ¢ um movimento se ¢ SO se:

T xe), x' ()] - 22 (x(t), x'(8)) = 0
dt ax X




que € a equagao de Lagrange.

Usaremos também, a seguir, as notagoes:

x = % [t) x = % (£) X =% (1)

DP = DP (x(U)) P =F x(t))

i > .
Lema: Pox e movimento ¢=:

(DPYE M (DP) X + (DP)E M (D2P) (x). x + 2.V = 0
|

o g -
Seja U< R um aberto e P: U +27 um

. -7 - k
fismo sobre um aberto de 2. <. R°™,

(1) (1) 1)

Sejau M = diag « my s My Mg

difeomor-

(k)

fit

Per definicao, temos gue 'ox € um moviments se

e s s¢ MP + grad v 1. 27,
Mas esta afirmacao € equivalente a
NP+ prad V¥, u» = 0 duc
Tal u & da forma:
e PP (x). W . ¥E IR
Logo temos:
MP + grad V. DP (y)v==0, ¥ v e R
0 que equivale a

< (oP)t Mp + (P) grad V, v > = 0,

ot

dizer:

(£2)

¥ v & R



Intac temos a seguinte equivaléncia:
Pox ¢ movimento < ?(DP)tM P + (DP)t grad V =0

Mas P

(DP(x)) x

I
I

(hP) x

e P (DP(x)) X nzp(x) (X) « x =

-
+

= (DP) X + D* P (%) . x
onde P: U~» ¢ C tRSk
DP: U » L (R", R°K

plp: UL ¢ RY, L ( R®, ®R3¥))

Usando o Lema de Schwartz que afirma:

g 27 1

D*P(u) . v = DP(v) . u, u, ve& iR"
e usando a igualdade: (DP)t grad V = ﬂ‘ V  (onde por abuso de
notacao V = VoP), temos:

o 22 . P Sl 3
(op)t M P+ o)t erad v = Py Sepp) X+ (0P) BN (DPP) (X)L X+

o Ve [

Demonstracdo do Teorema de Lagrange:

0 teorema se reduz a mostrar que:

- o f 7
SLo | - aL_ = 0 <> (DP)EMEDPYR + (DP) PN (D*P) (%) R+ axV=0

Define-se T: U % IR® » R, TCx.y) = % < MDPY ()

e (IP) (%) . ¥

Bhitdo T{x,%) = 1 M (PPY) (3)lex, (BP) (x). X
5
e a energia cinctica Jdo estado (x. X).
" = 3 1 - » = T = i b L A ™ . ’ ..1 Ny
Consiueramos T = = (DP)- M (DP) . v, ¥y » =5 <Ay,
}_"‘-\
Temos 3,7 :U x RY + L (R%, iR)

A= (aii)



emos _d_{aV'T(x,k)} Ux R" =L (1Rn,;R) (o Tl x) {u)
dt / atc Y
= < d [mpytyop) k1, u
dt -
=« D ((DP)M (DP)) (3) .k, u > + <« (DP)EM (DP) % . u o -
=< D (DP)T(K)M(DPIK, u > + < (DP)MOPP (&) . %, u > +
(OP) " M(DP)X , u > =
B i ) - F
=<« (DP)CIE M (IPY%, u s+ <(0P)TMDOP (%) %, u 5 4
ooP) 5 pPYX, u s
Mas: Lema de
Schwartz
o . g
< (DP) (VP MDP) %, mos o= o« M(DPIX, (DP) (%) us =
: ; 2 2
= < M (DP) %, (D°P) (u) % > = < M (D°P) (u) .%. (DP) x>
Por outro lado:
" s JOO £ n .
s T U x RT s L RY, R)
. 2
5, T (x.%) uw=1+<M(M@MP) (W . %, (DP) x > + 1 « M (DP) X,
.ﬂ' :_1 _2_
DEP(u) XD-<M (DZP) (u) %, (DP) %
Logo
(d (2.7 (x, ) -3 T (x,%X)) (u) =
‘L.T{,‘ X
MP)E M (P) ¥, us+< @M 0% (%) . %, u -
Além disso, L = T -V, logo:
d AL (x,%)y - 5L (x.%) B s s BT e aVv
ar {_3}_, ) s RES ("‘—;" (x;X]] T% (x,%x) + e
Pntao:
S Gl k) - B k) us = o o0 M o(DP) R ou s

T =1 3z AL v oy
2 143 REE
0. T = % a.. y. =Ay = (DP)Y M (Dp) . v
v ,-J s ]_f =) Ay ] . }f
) L

3 T « (u
. (u)

< (bp) Ty

(DP)y, u »

12
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3) Lquagcoes de Hamilton

E vantajoso caracterizar o movimentn de wn sis-
tema mecanico nao a partir das equacoes de Lagrange, mas a par-
tir das equagoes de Hamilton, que lhes sao equivalentes. [Ls-
tas seprestam particularmente ao estudo da estabilidade pois
dao sistemas de equacbes ordinarias de 12 ordem com grande si-

metria.

Seja o Lagrangiano considerado como funcao das

7 b = s i
coordenadas generalizadas (x,v) ¢ (R . Isto &, U & R & um
aberto e P: U » £ & uma carta local numa vizinhanca de uma con-

figuragao.

Seja =n: TU - RLn, definida por w(x,v) = {x7avL

(x,v)) , a transformacdo de Legendre.
- ‘-’ -
Como jv L #0, » define uma mudance de coorde-
2n

nadas em #x(TU) ¢ R™": passamos a denotar as novas coordenadas

de

(4. PI = v (&.¥)

i 3\,—L[X;\’) = a\:'!l(-\'-\’} = (UP[X)Jt M (DP(x)) v

¢ o momento linear do sistema.



Definicao: Funcao de Hamilton

R
5. i n ) ; 3 . >
Seja W ¢ R um aberto parametrizado por n (isto e W ¢

difecomorfoa= 1. Definimos
H: W s R

POT 1i(q ,p) = {;1 vip; - L{ % ) com (q,p)=n(x,v)

d
H & de classe C7 e ¢ denominada funcao de Ilamilton ou

Hamilteniano Jdo sisteéma

Diagrama:

Teorema: Seja (q,p): I - W uma fungao de classe CZ com |
e (qLp) = (x,v): I - TU.

Pox: I - £ & um movimento do sistema se e

SO se aﬁ(t) = 3H (q(t), p(t))
ap
b _ 5
Uity = 2?1 fq(e); ple})

lais equacoes sao denominadas equacoes de Hamilton do

| sistema.

Demonstracdo:

A demonstracao segue diretamente do Teorema de

Lagrange, pois s6 mudamos as coordenadas generalizadas.

Pode-se ver também que se



X =xft), ¥ =2X(E)y G =24(): v =p (L) e
& Il -
H =R (q(t). plt)) = & % () p, (t) - L{x(t), %x(t),
i=1 ' )
entao:
n n Def de p
o = 3 2&ipi~ 3k = T AL BRi =
aqd 1=1 3q] aqi i=1 axi 3qj
n n
A5 ¢ 3L - ¥ 9L 3%i - AL = =8l =
i=1 3q) aX1 =] BX1 8qI aq ] aq
8 3L & -P]
dt ad i
n n
Al = Xj o+ aki pi - & 8L 34i = Xxj = qj
P i=1 3pj i=1 3Gi apj o
- |

4) A Energia nos Sistemas Hamiltonianos Auto-

nomaos

Definigao: Energia Total

n iy 2
_— S - - P {1
Seja T : T¥ ~ R fungao tal que T(q,w) =1 ! Iﬂ]u)
2 i=1

e V:TE-+R funcao que depende apenas d¢

4

E'=T + V ¢ a energia total do sistema mecanico con-
|sldcrudo. n
T i

Dando uma carta local de P de i,

temos E(x,v)=

TEP{x) y, BRP))v) + V{P(),DP{x)IVv)
Obsecrva-se que L=T-Y
¢ How = 21T -« L = T + = [

De agora em diante

no cemo sinonimo de Enevgia.

consideraremos

Hamiltonia-




Definicao: Integral do Sistema
Uma integral do espago de estado § de um dado siste-
ma € qualquer funcip, ndo constante sobre qualquer aberto do

' espago, mas constante em toda curva solucgio do sistema.

E facil ver que H € uma integral para um sis-

tema Hamiltoniano autonomo, pois

dt i=1 37 4
n
s d b= T 8 fahy QA+ 3L q_}‘j =
dt i=1 vt 'Ye43- 94 j
n

Eq.La-. d L - X ( 8L 4qj + L hj: = d L~ dL-=20
arange dt i=1 \3qj 3q] dat dt

onde L = L (q(t), q(t)).

A superficie H(g,p) = constante €, onde C & um

2
2n
2 As tra-

valor regular de H ¢ uma hipersuperficie de |
jetorias das solugdes do sistema correspondente a il que ali

iniciam, ali permanecem para todos os tempos futuroes.



CAPTTULO 11

CONSTDERAGOES SOBRE SISTEMAS HAMILTONIANOS

1) Campo Hamiltoniano

As cquagoes do movimento deduzidas no capitulo
anterior sao um modelo de uma classe muito especial de campos

de vetores.

g 2 - - ¥
Seja H: R " s R uma fungao de classe c? 1,rrl.

.l 2n =y 8
i R - R definido em x = (q,p) por

—
L&

canpo de vetores X

Xy (qup) = ( 3 ... aH, -3H,..., -0H)
apl ap 3¢

¢ denominado campo Hamiltoniano com energia H. X, ¢ um campo

1 )8 i Zn
de classe C'; o espago de campos vetoriais de classe € em IR

munido da topologia da convergencia uniforme em partas compac=
5 = ey ||
tas ¢ Jdenotado por X (R7).
A equacao diferencial X = X”!xl

define o sistema llamiltoniano com cnergia H. E claro que H @

uma integral do sistema, pois = E”{x}, TH(x) » = 0 com V =grad.



Mais sinteticamente, o campo Hamiltoniano ¢ es-
crite na forma: X“(x} = J v H(x) onde VH € o gradiente de
H ¢

J =f 9 1\ com I a matriz identidade n xn.
1
=1 (i

2n
b

Dado x.& R X, ¢ um ponto de equilibrio do

sistema se e s6 se Xy € um ponto critico da energia I:

o s e = i@
xﬂtao) O\M_,hﬂthoi {

; 2 oo e ,
seja x €. R um ponto de equilibrio do siste-

ma, temos:

XH[X] =D XH{XOJ . X + R(x) =

I

J D7 (x,) - x *+ R(x)

onde lim R(x)

X ¥ X - X0
0 I X )

Vemos que o comportamento da parte linear do

sistema cm X, depende do Hessiano da cnergia H em x .



2) Estabilidades

istamos interessados em estudar 2 estabilidade
de um sistema Hamiltoniano, nas proximidades de um ponto de e-

quilibrio.

Definicao: Equilibrio Estavel

Seja E um espago vetorial, Wc¢E um aberto ¢ f:W=E uma

- o il
aplicacao C.

X €W é uma equilibrio estavel do sistema % = f(x) se,

para qualquer U (W, uma vizinhanga de X, existe UI C U CW,

outra vizinhanca de X, tal que toda sa]uqﬁo‘ft(x) do siste-

1nu}x€LU1, permanece em U para todos os tempos positivos, t=o.

Queremos um critério de estabilidade, ou seja,
uma condic¢ao computavel para se obter um equilihrio estdivel
num sistema Hamiltoniano.

e —

l.ema ;

i -~ i = 9] « o
Seja H uwma funcao real continua em W R, aberlo. S¢ xo
¢ ponto de minime isolado de H com li{xo} = 0, entas para ca-
S s o] .
da £>0 existe & > o0 tal que a componcnte conexa ««de H "Lo,d])

que contém xo esta contida em B(xo,* J.

Sl it i L bied bbbl B e s bbbl L

g ———— e w0 - b FrtnT TTLp Ameemem et — g s e g




Dem:

Seja xo & W um ponto de minimo isolade de H com

Hixe) = 0.

Fixemos e€0>0 tal que,

¥ X = B(xo, €0), H(x) > o = H(xo)

Basta mostrar quev e > o, 4 80>0, vé;EO,H_I{[O,

81) Oy B(x0, 2g) & B(xo, €).

Suponhamos que 3e, 0 <e <g0 tal que * do >0,
W
146 < 8o e
H™l (1o,8]) A B(2e) & B(e)
-~

(ou seja H © (lo,f}) nao converge a ! xoj)

Entao tem-se uma seqfiéncia (xn) oy Xn &
=1 ¢ ¥ ey BEoed 1
L 10,11 M B(le)! =~ B(e)

n’ *

Mas B(2e) - B(e) € compacta.

Logod yo & B(2e) - B(e) tal que xn + yo

Como H(xn) < 1 e H & continua,

n

I (xn) »~ H(yo) = o = H(x0) (o que ¢ contradicgio).

i
|

| Critério de Estabilidade:

Todo ponto de¢ minimo isolado da Energia € um ponto de |

equilibrio estavel do sistema.




Dem: Seja Qum equilibrio do sistema

I

fq = aH  (4,p) P.q &R
31]
J Oe;ﬂzn
p =81 (q,p)
dq

-
|

0 ¢ um minimo isolado da

Suponhamos que H(o)

gnergia.
- : ik n
Seja U uma vizinhanca de O em (R".
Tomumos e > o tal que bBlo,2¢) < 1L

heja & > @ tal que a componente conexa de

H Lo.,s8{ que contem xo esta contida em B(o,c).

" n =
Tomamos ”l de [R tal yue U, e aberto e

4

0 €Uy €0 e8] 0 Ble.e) <.

Dado x & Ul’ temos H(Xx) < & e portanto

H[Wt(xJ] = H(x) < &, para todo t > o.

Logn‘ft(x) ¢ U,< U, ¥ t>o.

1

Entdao O € ponto de equilibric estavel.

(1

A reciproca do teorema acima € falsa em geral. Por

exemplo, o sistema Hamiltoniano definido por

| 2 2
“(‘ll » 1y eP] ‘l)z) 5 2‘(‘11"[3+[‘1"I)2]

tem um ponto de¢ equilibrio estivel na origem o qual nao € mi-

nimo de 1 , jd que H ¢ negativa em qy =Py =0 e positiva em

*pyEl .

4

;
&



Este contraexemplo leva a procura de condicoes que
garantam esta reciproca. Como a origem ¢ um ponto critico isola
do de H , no exemplo acima, a niao-degencrescencia do ponto cri
tico nao ¢ suficiente.

A primeira condigao natural a impor (evitando o e-
xemplo acima) € que o Hamiltoniano scja a energia de um sistema
mecanico simples, isto €, supomos que a cnergia dJdo sistema ¢ da
forma

H(q ,p) = T(p) + U(q)

com energia cinética T wuma forma quadratica positive definida
em p ¢ U a encrgia potencial. Neste contexto, a origem € um
minimo da energia 1l se ¢ so0 se um minimo da energia potencial

U .

Lxistem pontos de equilibrio estavel que nao sao

- . . .
minimos de energia; por exemplo o sistema com

o
P D
—

i 2
F'py »pp) = 3(py * 1

2
O-]/x“ - -1/y" . 1

it

Ulg; ~ay) = Ulx ,y)

que ¢ estavel na origem mas U € negativo na reta 4 =4, -

Acontece que neste exemplo, embora H seja C

a origem nao ¢ um ponto critico isolado de | .

[sto nos leva a propor a scguinte conjetura para
Hami ltoniuanos classicos.

; 2 "2 -
Conjetura: Seja U de class¢ C ¢ suponhamos que a origem

¢ um ponto de equilibrio isolado do sistema. Se o ponto de equi

librio ¢ estavel entao ¢ um ponto de minimo isclado da energia.

case = € 5 [cos-yi-y



Sem exigir que ¢ cquilibrio seja isolado, mas por
outro lado, exigindo que a enrgia potencial seja analitica real,
Taliaferro demonstrou que, para dois graus de liberdade, a cs-
tabilidade do sistema na origem implica minimo f(raco da energia
potencial.

Os minimos do Hamiltoniano que melhor se pres-
tam a resultados sdo os minimos ndo degenerados. isto ¢, o hes-
siano HJEI{OJ de H ¢ positive delinido (ver cap.I11. enunciado

do Teorema de Weinstein)

A seguir sallentamos que nos sistemas Hamilto-
nianos ndo se¢ encontram pontos de equilibrio assintoticamente

estaveis.

Lema:
Seja A € M (m x m,R) uma matriz tal que At 3+ JA=0.

Seja » um auto valor de A,

Entao %, -\, - também sao autovalores de A. {
]
Dem : Seja M& M (m X m, R).
. ; ) i Tl = - . sl
Para todo x,y € R, <Mx,y» = <x, M" y>, onde con-
n
sideramos <x,y> = I X.V..
B 173
1=1
Seja A& M (m x m, |[R), uma matriz tal que A% %
g A=,
Entao: < Jx, Ay » + < JAx,y » =
_ t 1
= A" gl Xy Yo b < ."‘\X,Y'—" = ‘f(f\ J o+ JAYX,y> = 0

para todo x,y & Rr™,

S _ . : m ;
Seja » um autovalor de A e seja u & R —{oy

tal que Au = iu.



Entao temos, para tedo y ¢ IR

ZJ
<Ju,

‘-}li-

Seja
Im B € (Ju)L . logo

entao B ¢inversivel.
Logo
Entao

Como

Ay> + <] Ju,

’v .

Ay> + <Ju, Ay>

Ay + Ay = 0

mn Ll

B: R™ - R", B

a dimensao de

det (A + al)

-1 € autovalor

b

+

A

m,

24

¢ no maximo igual a n-1,

0

de A.

A & real, % ¢ -% tambcm

sao autovalores de

Tecorema: Caracterizacao dos Autovalores

Se X, um ponto de equilibrio estavel de

(0]

Hamiltoniano, cntao X, s0 admite autovalores imaginarios pu- |

ros.

um sSistema

Dem: A aproximacgao 1

librio na origem € d

Como

ca e A = JH,, temos

inear de um sistema Hamiltoniano com equi-

a forma ( [}
=1

a matriz H, as

1} D“H(o0). com matriz A.

8]

Aty + JA =) T s

m
it
|

—
L

um

autovalor

/
2 G e e
sociada a D H(o) e simetri-

do



1

istema, -a =-bi também o €, e teriamos uma dircgao assintoti-

camente instavel.

3) Persisténcia dos autovalores imaging rios pu-

o

fin

Vimos na parte 2, que num ponto de equilibrio
estavel deum Hamiltoniano todos os autovalores do sistema sido
imaginarios puros. Passamos a examinar a questao da persis-

tencia destes autovalores.

A variedade invariante associada a todos os au-
tovalores imaginarios puros de DXH(XO) e a variedade central
MS do sistema. LLiapunov simplificou o comportamento das orbi-
tasproximo ao equilibrio x, com a divisdo de MS em subvarie-

dades de dimensao 2, as variedades subcentrais. listas sio as

variedades associadas aos autovalores com multiplicidade 1.

Em geral, com uma leve perturbagao local de H
¢ do campo .\“ na vizinhanga de ponto estavel, pode-se dividir
multiplicidades maiores e obter autovalores imaginarios puros

de multiplicidade 1.

No teorema abaixo tratamos da persistencia des-

tes autovalores.

E Teorema.
| Seja H: R"

| Xatamente n autovalores imaginarios puros de multiplicidade

. . S i
-+ IR um Hamiltoniano de classe C r » 2,e su-

3 -

n - 3 =
ponhamos que x < R" & um ponto c¢ritico nao degenerado com e-

e 2

Existem vizinhangas U de Ki en .\'r(iRm) eV de x em R"

!

tais que, para cada Y& U existe y & V tal que Y(y) =0 e




se Y ¢ um campo Hamiltoniano entao o ponto critico y tem e
- T SO !
xatamente n autovalores imaginarios puros de multlpllC]daj

de 1. %

=33 i

OBS: um ponto c¢ritico de um campo de vetores € nio degenerado

se 0 ndo €& autovalor.

Dem: Da teoria geral de campos de vetores sabe-se que pontos
criticos nado degenerados dependem continuamente do campo; da
teoria geral de campos lineares sabe-se que o conjunto de au-

tovalores depende continuamente do campo linear.

Assim, o que resta observar ¢ que um autovalor
imaginario puro ix de multiplicidade 1 ndo pode ser perturba-

do para a + ix com |a| # o suficientemente pequenc pois, nes-

2

te caso, -a + ir esta a mesma distancia de i) que a + i>» e o
perturbado teria dois autovalores distintos onde X so tem um

(nico.

Num ponto critico, nac necessariamente estavel,
as variedades estaveis ¢ instaveis tem a mesma dimensio ¢ a
variedade central ¢é de dimensao par. A variedade central nao
pode, em geral, ser removida por pequenas perturbacoes de H.
embora sua dimensao possa ser reduzida por (uatro se existir

um autovalor imaginario puro de multiplicidade dois,

Para melhor visuall:iacao apresentamns as possi-
bilidades para o espectro de um sistema Hamiltoniano, quande

IL = L.




-

SIS TR S P

t —— e o e - ———nip !.I.__
'. !.
f |
Sela complexa Sela central Centro geneérico
] L (2) |
2 | @) | (1)
o [2)
|
Sela real Sela degenerada Centro degenerado paprte linear nula



CAPTTULO 111

SOLUCOES PERLODICAS PROXIMAS A UM PONTO DE EQUILTBRIO

1} Teorema de Liapunov

Tratando de um sistema Hamiltoniano autonomo,
numa vizinhanca de equilibrio, o Teorema de Liapunov assegura
a existencia de familias de solugdes periodicas se nido houver

ressonancia. Mais precisamente, secjam Al’AZ""’ln’—AI‘_k? N

...,—An 0s 2n autovalores da aproximacao linear; se Al e

um imaginario pure, ¢ se nenhuma das razoes T (=] e 1)
i

D

um inteiro, entdo existe numa vizinhang¢a do equilibrio uma fa

milia de solucdes periddicas, dependentes de um parametro r>0 .

Se¢e r tende a zero, as oOrbitas tendem ao equilibrio ¢ o pe-

)
2T
- i
riodo a —=— .
g



0 caso classico € para llamiltonianns holomorios,
Kelley demonstrou o teorcma para llamiltonianos de classe i
Além disso mostrou que a composig¢iao destas orbitas. forma uma
variedade locual de dimensio 2, de classe C', tangente ao auto-

‘ \ \ : B
espago associado a i L, = lf, e que esta variedade de orbitas

¢ unica localmente.

Uma aplicagdo deste teorema € vista no proble-

ma restrito dos trés-corpos. Este ¢ o problema do movimento

de um asterdide de massa m, desprezivel, que se move no campo
de dois planctas de massas M1 e M2, sem perturbar seu movimen-

to (Ex: Sol-Jupiter - asterdides)

Tal problema, no plano, se reduz a um sistema
com dois graus de liberdade, dependendo periodicamente do tem-

po, para o movimento do asteroide.

0 equilibrio ocorre quando 0s 3 corpos ocupam

os vertices de um triangulo cquilatero.

0 problema, quando lincarizadona vizinhanca do

triangulo equilatero de equilibrio, tem quatro auto valores

distintos: 2 in. , :in,, quando a razdo das massas esta no
: 1 V694
intervalo aberto (0, 5 (1 - —5~)).

Quando n, € maior que «, , existe uma familia

de solugoes periddicas (curtas), cujo periodo tende a am

ns
(quando a solugido se aproxima do equilibrio. Por outro lado,

se ng # kn, (k ¢ inteiro) o tecorcma de Liapunov assegura a e-

xisténcia de Wma outra familia de solug¢ées pericdicas (longas).

: Y teore; = E——.
Se n, =kng . orema nao pode scr aplicado.



0 teorema de Liapunov para lamiltonianos ¢ um

corolario imediato de outro mais geral que cnunciamos a seguir.

=

Teorema I1: Sejam U < R® aberto ¢ f: U » R™ de classe Cl

b o .
Suponhanos que a equacgao

|
£ = £(x) E
i
2 %
possui uma integral de classe C“ H: U - R, isto & |
¢ £{x), VH(x) » =0 , vx € U (%)

Seja py€ U .
Suponhamos que f(po) = grad H(po) = 0 e que existe um
espaco bidimensional E ¢ R™ tal que:
1) #'(p JLE) = E

) i g
2) D"H(po) / E & definida.

Entao os autovalores de f‘{pjj / E sao imaginarios
L

%»i),ikl e, se¢ todo outro autovalor de F'(po} nao € mul-
tiplo inteiro deles, existe uma varicdade bidimensional de

| i . r -
classe C7, M c U tangente a E em po que ¢ a uniao de solu-

di¢do inicial converge a p

|

o T ; : L=
¢oes periodicas cujos periodos convergem a 27|/ sozlcon—}
i

Vejamos como o Teorema | (enunciade na introdugao)

decorre do Teorema 11,

; n 2 i
Fomamos R r=B . Fo=prall , .38y,
| == B
LI a X
p,. = (x_.% ) & H cong a4 integral.
Q a0
L claro que < {{x), grad H(x] = 0, ¥ xell.
Como espaco E bidimensional tomamos o associa-
do 2os autovalores |-i:,ix . E ¢laro que F'{puj (E) = E.

S6 resta mostrar que DTl (poj/ﬁ ¢ definida.



Seja A a matriz hessiana de Il em e

\ = (371(Po)\ e seja J =, 0 I\
\ 3%, 9%, (
e =L 01
I i" =1 = '] f
IEntao £ (po) A
2 . _
e D Ii(po) t.ulauz.j - Auls UZ
Basta mostrar que se para algum ué E, < Au,
u > =0 entdao u = 0
Comegamos afirmando que JE = [, pois
Através do diagrama: AJ
Y o J]
J 4 | J
E — -» |
JA
vemos que {—iA,ih? = { autovalores de JA/EQ =
’ { -
= _' autovalores .-’\J/in‘;v
Mas AJ = =-A(-J) = - [J&]t pois A ¢ simétrica
t . ' ., — y ¢ . _ - ——
eJ = <J, e {autora]oxeb (JA) " / JE ? = jJautovalores de JA/
JE{ .
Logo iautovalores JA/JE? E ;iA,—ia}
[ > .
Entdao, pela hipotese de nao ressondncia,
E = JE
Seja uek -{o} tal que <Au,u> = 0.
E facil ver que <Ju,u> = 0; como Ju, Au, uékE,

decorre que existe k& R tal que KkJu = Au, portanto

)
JAl =dkdun = kJd" 1 = =k &

JA/E tem um autovalor real (-k), o que ¢ um absurdo.

Logo u = 0., COomo queriamos.

I



Vamos mostrar por um exemplo de Siegel que sem
a condig¢ao de¢ nao ressonancia ¢ [also o teorema de

Liapunov.

v = 3 B 2 Y S, - L N
Seja il = 5 (5 * ¥y ) X Yo F Xy¥yX,
1 2 2 ] - g oo —
7 (X3 - ¥ ) y2 uma fungao de Hamilton.
0 sistema de Hamilton correspondente s¢ torna:
J¥p T Wy YRy By ¥y Py o Ty T TR WY K3 T AL 43
g it WA S
\\__. - —2}'_‘ + —.:‘ {k] - }'1 _} ‘\_‘ = __,.\2 - :\'J }r]
X = %3 =y =vz =1 ¢ uma solucdo de equilibrio.

Os autovalores correspondentes sdo:

Se A2 ¢ considerado como o auto valor imagina-

3
\
rio puro Jdo tceorema de Liapunov, entao, como 3

e nao ¢ um

[
-

inteiro, pode-se alimar a existéncia de uma familia parametri-
~ y ud » - .
zada de solugoes pericdicas com periodo aproximadamente

201 =1

>'a

Quando x3 = y] = 0 a solugdo geral & x; = y1 =
s X2 =% Cos 2 t - (>gen 2t , ¥z =x% sen Zt + (Hcos 2Tt como B
constantes, isto €, um circulo no plano (x3,y2) com periodo

7. com nenhuma restricao no raio.

Pela unicidade das solugoes peridodicas, estas

sao precisamente as solugoes dadas pelo teorcma de Liapunov.

Por outro lado, se »]1 ¢ considerado como o au-

to valor do teoremd, vamos mostrar que nao existe solugao pe-

riodica com periodo aproximadamente -7i =26 | afera as tri-

i



viais.,

Scjn (xl(t}, X2(11, ylll), yz[t}} umia solugao
da equacdo Hamiltoniana correspondente. Hcfinumos;ﬂt)==xf(t)+
2 2 2
yl(t} e q(t) = xz[t} + yz(t)

PDerivando, obtenos a relagio:
o )
p e} = 4 plt) qlt) = pT(t)
Segue que xlft) =y1[t} =0 , ¥t . Portanto se a

solucao nio esta contida neste plano, devemos ter 1 (t) >0

V-1 =

5

Isto mostra que se a solucdo nao esta contida no
lano x, =y, =0 entao ela nao pode ser i odice 1s nes-
ple Xj =¥ ; a nao p ser periodica, pois nes

te caso p seria periddica e nao poderiamos ter ' (t) >0

- |

Sistemas Hamiltonianos com ressonancia

Como foi mencionado antes (cap. II) o caso em que
o ponto critico do Hamiltoniano ¢ um minimo isolado ¢ especial
mente interessante porque implica a estabilidade do equilibrio.

Nesta secao enunciamos rosultades e damos exemplos
que mostram que na vizinhanga de um ponto de equilibrio que ¢
minimo nao degenerudo (portanto isolado) do Hamiltontano podem
existir ramilias Jde orbitas periodicas mesmo na presenga de

ressonincia.



feorema (Moser) Sejam {: Rm__;R de classe Cl ¢ H:R™ 5 R

A - » ~ .
de classe C” tal que H e uma integral da equagao % = f(x).

i Se Py ¢ um minimo ndo degenerado de H e f'[po] nao se
I anula entdo existe uma variedade bidimensional topologica
|

. m - - - R A g .
p,& Mo R que ¢ a unjao de orbitas periodicas do sistema

qujos periodos se aproximam dos da parte linecarizada.

No caso Hamiltoniano cste resultado pode ser
. ) 12]] » I
substancialmente melhorado. Suponhamos que I:R +~ R e de clas-
7 - - - —_—
se C7 e que apresenta em on,yoj um minimo nao degenerado (e
portanto isolado). Isto implica (cap.ll) que os autovalores da

derivada do campo XH cill (xo,yo) sao todos imaginarios puros

: 3 S )
LA, =1X

nao nulos. Suponhamos que sejam 1ik e X sormae
< 1 1 n n)

Tecorema (Weinstein) Nas condigoes acima existem n varie-
dades bidimensionais topologicas M(NI),...,M(AHJ contendo

i(xo,yo} tais que cada uma delas e a unido de orbitas perio- |
‘dicas do sistema e se a condig¢ao inicial converge a [xo,yo}'
-1 |

5l |

sobre M(xj) o periodo converge a 2w |)

: = A .
As variedades topologicas M dos dois teoremas

acima nao sao, cm geral, de classe Cl em  p, = (xg ,yOJ , con

forme exemplos devidos a Duistermaat.

O exemplo de Siegel na sec. 1) acima mostra também

que o Teorema de Weinstein € falso sem a hipotese de py ser

um minimo de H .

A seguir veremos cxemplos de sistemas mecanicos
simples que obedecem ao Teorema de Weinstein exibindo familias
de curvas periodicas proximas a um ponto de equilibrio que @
minimo nao degenerado mas ndo se cnquadram na hipotesc de nio

ressonancia do Teorema de Liapunov.

Ty . s -



ﬁ& mola tem uma cnergia potencial que ¢ uma fungiao ¢* do com-
primento £ (5(¢)) ¢ seja lo o cumprimento da mola ¢m sua po-

sig¢do de equilibrio.

(v, ) |\;,f?
57 .
.5 ?;"112 ¥ = df{,:“ v lla .\.":.\"
3 Y
> S &
v
42
]
T - s l'l )
0 G4

(0,0) & uma posicdo de equilibrio do sistecma.

A cnergia potencial do sistema em (qp, qp) €

H (%1, q2) = 0y G * L~fq[’ t {lo-qgqz) + k) ande  k

o tal que U0 ,0) =0 .

0 sistema pode ser descrito pela equacaode ila-

milton:

%gj - i
t Ipi

dpi _->5H

dt  oqi 4™ e

com H (91, 92 P1s P32 * E% [pf‘ & PE )+ U (q1.92)
&2 - %% = f1 (q,.p,)

Na vertical ﬁz = mg + gf ( dﬁ??"+ (Igﬁjﬁé—yh_(lo - q2) =

Nt + (lo-q,)*




Outro exemplo € um sistema de duas molas

aco-

pladas. (Sistema com dois graus dc liberdade)

Suponhamos que a mola A tenha uma lorca Flﬂﬂ =

2 |

-% e a mola B uma forga F_(&) = -u7¢ com w>0 e supenha-
mos ue as massas Ml = MZ = L,
/4 ;ff-‘ 58 _'.\1{*
(et v
AN (7 b
! Temos as equagoes ( KI & =Xy
"“. c:i
% m = =) % 3‘

que nos leva ao si

L

P

L
%)

e

tema Hamiltoniano: {com ¢ = {hi,x‘!

Facilmente se vé que 0 € equilibrio e que

autovalores em @ s

As

me < X

hevizontal, temos

No

vertical, temos cu

1:" A = ")\.. =i e Ay = =X = uh
10 1 2 1 € ‘\‘5 a 1

= {, sen t

1
= L, cos t
1
= (0, cos wt + (. sen wt
2 3
= -w L, sen wt + w Cg cos wt

plano determinado por (xl-ylj, ou sej

o ; = 5
circulos de periodo 2n,.

plano determinado por (x,, y,). ou se

rvas periodicas de periode 2n.

i

a,

ja

¥

0s

na

na



CAPTTULO IV

DEMONSTRACAO DO TEOREMA DL LI APUNOV

Dividimos a demonstracao do Tcorema I1 em duas
partes. Inicialmente obtemos uma formulacao em coordenadas lo
cais convenientes., das hipdteses intrinsccas do tecorema ¢ nu-
ma scgunda etapa usamos esta formulagao para mostrar a exis-
téncia ¢ a unicidade da variedade de orbitas periodicas.

Como o problema ¢ local tomamos Py =0 /" ..
1) Coordenadas Locais

Nesta secao demonstramos a seguinte alirmacao.

Sejam U R™  um aberto com 0c U {:u-R
uma aplicagcao de classe C] . Suponhamos gue H oo R & uma

¥

integral de classce (7 do sistema
(2 X = f(x) )

que  f(0) =VH(D) =0 e que existe um espago bidimensional

mn
R

E | tal que F'(0) .E=L .

3
Se DTHW)/E ¢ definido entao os autovalores

538



de ('(0)/E sdo imaginarios puros nao nules: iA , =i
Sejam X SRR ’\m = € os demais autovalores de
Fr(0) . Se X.#' 1% para cada 3¢ j<n entao existom coor
. g 1 TR - - u 3  drd 'E" a3 - .
denadas lineares (X ;¥ 5 2) Rx*R =R de I tils que . na

vizinhanca da origem, o sistema (2) ¢ equivalente a0 sistema

X = Xy % XX, ¥ E)

(1) [.\" = k% F X(X,¥ -2)
I\E = Az * 0% % 4 2)

onde A€ M ((m-2)*x(m-2) ,R) e X,Y,Z sao de classe Cl
numa vizinhanga da origem ¢ se anulam, juntamente com suas de-
rivadas primeiras, na origem.

Evidentemente A Seeres >‘m sao 0os autovalores de

A ¢ o sistema (1) tamb&m possui uma integral.

Se ,\ifii\k . k€EZ ¢ 3gjgm , entio existem

. - ; = y 2 PR

funcoes I quadraticaem 2z ¢ 6 de classe C numa vizi-
72

nhanca da origem com G(0) , DG(O) ¢ D7G(0) nulos, tais que

o
Lax®+yh) + F(2) + Glx.y,2)

1

thx + ¥ +« %)

¢ uma integral de (1).

Come¢amos por um lema:

Lema 1: Sejam E um espago vetorial real de dimensao finita

(=n) munido de um produto interno, U< E um aberto com 0« U,
. |

H:U=+R wuma funcae de classe €7 ¢ ff:U=»E uma aplicacgao
de c¢lasse Cl ;

Se £(0) =VI(0) =0 ¢ «f(x) ,VH(x)>=0 para
cada xe U , entiao a funcao quadratica F:E-+R definida por

. | E—. Z
I u} = DD ) ou



satislaz

para cada u« E

Seja B a matriz simé€trica associada a DZH(OJ
temos
F(u) = %— DEH{D) : u2 = % <Bu ,u>

Logo,

ZFE'(u) . h <Bu ,h>+*<Bh ,u>»= <Bu ;h>*¥<h ;Bu>=2<Bu ,h h>

Entao,

<V F(u) , h>

1]
BN
o
=
—t
=
1}

<Bu , h> > VE(u) =Bu

[

C'I ¢ Para chdd REU

2

Como H ¢ ¢ . WH

VH(x) = VH(O) + D(VH)(0) . x + G(x) = Bx + 0G(x)

com 1lim (—'-(—l— =
x>0 ||x]]|

" 5 % ;
Como e C ., temos para cada x¢ U

f(x) = £{0) + £'(0) ., x + R(x) = Lx *+ R(x)

onde L={'(0) ¢ Iim ]\1{_?.‘_]_ =0

Seja w€lbl e ty>0 tal que x=tu¢ U para

todo 0<tst Temos :

0
0=<f(tu), VH(tu)> = <L tu+R(tu) .B tu+G(tu)> =

= te¢Lu ,Bu> + t<Lu,G(tu)> + t<Bu, R(tu)> + <R(u) , G(tu)>

E
Dividindo por t~ obtemos:

0=<Lu,Bu> + <Lu,$G(tw> +<Bu ,—i—'R(_t u)> + o« : R(L u) ,—i—G(t u) >



de modo que. quando t->0 , resulta

<Lu,Bu> =0

demonstrando o lLema. {J

Voltando a demonstragao.

m

Sejam U R™ , aberto com 0&cU e T :U-R de

classe C1 e H:U=>R de classec C‘Z ;
Suponhamos que f(0) =VH(0) e que H € integral

do sistema

o R bl s : : :
Seja EC R um espaco bidimensional invariante

2 3 4 e .
por f['(0) ¢ tal que D H(U)/E e uma forma quadratica definida.

ALl rmamos que os autovalores de '(0} /I sao ima-

gindrios puros conjugados e nao nulos.

- . L aeBveon Z e i

Seja F(u) =5 DTH(O) . u para us @ : pelo lema
i B . AR L 3 o= TN il €3 0y i W ==
geima, FBoe umd integrdl dée H=10"(9) a0 . uce B Como [/ e

definida as curvas de nivel de F no plano L[ siao elipses em
torne da origem. Logo a origem ¢ um ponte de equilibrio
estavel nao assintotico para G={"(0) . u . Portanto ©s autova
lores de  {'(0)/E sao imaginarios puros, conjugados e nao nu-
los pois ['"(0)/E €& um isomorfismo ¢ o sistema ¢ real.

Sejam Ai e =Xi , com X #0 os autovalores de
£(0)/E .

Sejam }\3.... ’Am ¢ € os demais autovalores, dis

tintes ou nao, de ['(0) e suponhamos que J\j #41ii para

AL jgm .



Na Forma canonica de Jordan rcal de F'(0)., aparece um

bloco

/ 0 A\

!

1\‘ -2 0 /
correspondente ao autoespago E  de {1 . =ii} ¢ obtemos um
2 5 < ;- ;i ; : W~ i T 5 v A
subspago W R tal que, E & W = R ('(0) . W =W

) 5 " S (| m

Colocamos novas coordenadas u=(x.y, z) RxR=R em R~ ,

¢ designamos por AE M {((m-2)x (m=-2) ,R) a matriz de ['(0)/W

m-.2
nas coordenadas z = R , obtendo

’ , 0

como matriz de f'(0) nas coordenadas u .
Conscquentemente o sistema (2) ¢ equivalente do

sistema (1) da afirmagao, sendo
! = T =2
(_,\,\,_ U > RxR=xR
o resto da cxpressao de Taylor de [ na origem.
A tltima afirmacdo destacamos como lema: observando

que sempre podemos supor DZH(U)/H positivo definido, tomando

para isso, se necessario. a integral -H .

Lema 2: Sejam A>0 , AeM ((m-2)x(m=-2) ,R) , U BR" uma

¢ ; m-2 ;
vizinhanca da origeme (X ,Y ,2Z) :U+RxRxR" ° uma aplica-

1

giao de classe C que se¢ anula juntoe com sua derivada na ori

gem. Se o sistema

Y P
1] it
1 o
o -
F
+
+
-
- —_
F e -~
-
o -
-
‘ ey
ted _—

-l
li
=
i
=
33
—
e
5
el
e



2 3 i . o
possul uma integral H:U-R de classe C com VIl{(Q) =0 &

se nenhum autovalor de A ¢é multiplo de i} , entac existem

unma vizinhanga V da origem, uma funcao F quadratica em

Z € ERm_z e uma funcao G: V>R de classe CZ com G(0) =DG(0) =
= D:LI[UJ =0 tais que

2

) 7. .
Hx("“-y ;2] = %Hx +97)+ Blz) * GlXs ¥az)

¢ uma integral de (1) em V .

DEM:

Definimos f : U-R™ em u=s(x,y ,2) por

fl(u) = (Xxy + X(u) , =2x + Y(u) ., Az + Z{u}))

Seja H:U~+R uma fungio de classe C°  com

VH(0) =0 e <f(u) ,VH(u>=0 , Yui U

Sejam L a matriz associada a ['(U0) e B a ma

e W . 2
triz simetrica associada a D7H{0)

Most remos que existem B, & M (Zx2 ,R) e

0
BI e M ((m=2) x(m-2) ,R) simétricas tais que:
B = BU @ l’.l
Como I e integral de (1) sabemos, pelo Lema 1
acima, que a forma u- % £BW i 5 W& Rr™ , € integral do

sistema u=Lu ., ou seja,

0 . N us "

<Bu , Lus

Entao: <L*Bu,u>=0 e <u,BLu> = <BLu,u>= (0

¢ portanto: <(L*B+BL)u,u> =0 , ¢ que significa que BL+L*B=0.

Seja E={u=(x.,y,0)} x¢R , ycR;f , 0 espago



associado a {-Ai ,Ai} , tal que
1) £'(0)(E) = E isto é LE =E

6]
2) DTH(O)/E ¢ definida
Temos L*(BE)=BLE = BE

N
Mas D"H(0) e definida em E , logo <Bu.u>
¢ definida em E , entao B/E ¢€ injetiva. Entio B € um iso-

morfismo de E em BE.

0O diagrama abixo comuta.

B b E
3
I T
BE. B E
["k

Logo BE € bidimensional e L*/BE tem os mesmos autovalores

que L/E , {Ai , -ai}
Entido BE=E , pela hipotese de nio ressonancia.

e o - £5 . : .“L .
Comor B e simetricyg segue-se gque BE = E (&

assim

{ B. | 9
B = k__o_,__.__.,,_
)
( !Bl

onde H” = R/[:U com B, e “i SHHMET ¥ eak .

Sabemos que - H()[x o ¥ (R 5 ) ¢ ointegral de
LR o= =2y
P,
L,
l. } — .r\- X

ou sejd, g =aN . S -
I":O ( il J Bn = ()
.1'. (] = :\ U ‘1'

A h\

Se ja

——
o
2

By



Temos {br -Aa Ab Ad

di Ab -xa =ib

Entao b =20

Nao podemos ter a=d=0 porque <Bu,u> e
definida em E .
Entao temos:

2>+ 8lu)

o]
t-1

2, .2
BT ® y) @

<

™

I
-3 =

M(x

[}

H(u) . G

o>

Tomamos Hl(u)

1) Varicedades de_éfhitus

Nesta segao demonstramos a firmacae o scguir: obser

vamos que a maioria dos calculos necessarios loi separado em um a-

péndice ao final.

Scjam A>0 , AEM ((m-2)xm-2),R) e UcR"
L : ; ; m-2
uma vizinhanga da origem e sejam X,Y :U>R e Z:U-+R fun-
- 3 :
¢ocs de classe C em U que se anulam, juntamente com suas de-

rivadas primeiras, na origem. Considercmos o sistema:

Ay +!X(x s ¥ +2Z)

X =
(1) ¥oE =R P V(X Yy 2)
g = A7 * 71X . ¥ . 2)
v P m-2
com (X ,y¥y,2) & UCRERxRxR .

Se o sistema (1) possui uma integral H:U-R de
- ? . - -
classe C° tal que H(0) =VH(O) ¢ se nenhum autovalor de A
€ igual a iAk . com k& Z , entao o sistema (1) tem, localmen
te na origem, uma unica variedade invariante de dimensao 2, de

ik . : ; >
classe C ¢ tangente ao plano =z =0 . Esta variedade e composta



i .
de uma familia parametrizada por 1r 20 de oOrbitas periodicas
encaixadas de (1) tais que quando 1 >0 , as Orbitas convergem

para a origem ¢ o periodo para }gl'

Preliminarecs

Vimos no Lema 2 da seccao anterior que existem
: 2 -
G:V+>R de classe C° na vizinhanga V da origem, com
2
G(0) = DG(0) =D" G(0) =0 tais que

HEX s ¥ 2] »

) . Para
e uma integral de (1) em V .

Yol v 2y 2 3 ; .
cada v , H “(5Air ) e uma subvaricdade invariante para as sQ

2 . p
LT determina uma familia

ol —

lugoes do sistema (1), isto e, H=
parametrizada por T , de subvariedades invariantes para o sis

tema.

Queremos mostrar que, para cada r>0 , existe
uma fungao R(® , r ,u) ¢ uma fungao v(® , 1) , redis, e com
determinadas propriedades, tais que:

x = r(1L+ RO ,r,v(0,r))cosD
y =r(l1+R(6,1r ,v(8 , r))sen @

z = Tv(8 , 1)

é a equacao de uma orbita periddica. solugao do sistema %

sobre a variedade H_l(%-krz) .

Quando r~+0 e claro que as orbitas periodicas

da solugao (x ,¥ , z) vido para a’origem.



Para um & adequado definimos :

A :
hl = [(x ,)’ 5 Z) i ;X‘ + E)r! CS o Z = W[X . y)} Ondt.‘

£=%(00 5 ¥)
¥ERLE . Y

wix s y) =wlx(® , 1) ,¥(0 , 7)) =v¥v(® . 1)

A - . . i <
M e uma variedade de dimensiao 2, composta de

orbitas periodicas encaixadas, como se queria.

Com o auxilio das propriedades de R ¢ v | pro

.\‘ - - 2l . -
vamos que M ¢ de classe (} € tangente ao plane 2z =0 | numa

s

‘izinhanca da origen.

Em outra ctapa, obtemos 8 como [uncao de t

consequentemente, x ,y , 2 como funcoes de t e r ¢ anali-

samos o periodo das orbitas, proximo a origem.

tramos que o periodo & uma funcao w(r) «continua em 0<gr

¢ que quando 1 =0 |, w(r) ~>Z1TA_1

Através do teorema das Fungocs Implicitas, mos

§

/N

, como se queria.



- i -

Demonstragao: I ETAPA

Como H & uma integral do sistema (1), a cquagao

7 - - —~ - - -
H=%J\1‘” define implicitamente uma familia parametrizada por

rz0 , de variedades invariantes por (1).

Introduzindo as variaveis:

x = r(1l + R)cos O
y = r(1 + R)sen®
7z = TH

2

onde r>0 , 0&€R e u€ RM"™%  temos:

7
¥.63. 02 , : “””_]5'“
Ek(x +y“) + F(z) +G(x, ¥, 2) = H(X s ¥ 5 2) e
1 2z 2 Al 2 2 2 o NI
= -2-)\[1‘ (1+R)“"cos™ B+ (1+R)“sen” @) + F(r ,u) +G= jkr =~

= 1 -2

2 o " .
=> 2R *# R” + 2)x "r "F(ru) + 2 g =0

onde G =0G(8,r,u,R) =G(r(l+Rcos6,r(l+R)send ,ru)

quadratica em z

Ch

Como [ , temos a equagao:

: 2 1 e T
IR + RZ + 22 M E(m) + r 4G =0

e finimos Né = {(6,r,uwldo ¢ gnalquer,

0grgd [u] €6 }

2 i

N: = {(6,r,w|(6,r , )€ Ng ¢ 1#0)

L4

Lema 1: Existencia ¢ propriedades de

2 PR M g
2 o i) + 28] e 0

4

A equagao 2ZR + R

i) tem uma Unica solucae R = R(C .1 ,u) definida e continua

em N. , para algum §

|ii) R ¢ Cl em (8 ,u) em N. ¢ {11 em (8,1 ,u) enm .\Ié




I
l
l1ii) R tem periodo 2Zn em 8

iv) R(e,0,0) =0 ¢ R (0,0 ,u) =0

¢

lv) TR (8,1 .u) > 0 uniformemente em 6 , |ul

(Demonstragdo no apendice Al)

7
=]
w
]
v
ol

50

Buscando a funcao v=v(8,r) , definimos "a" ,
a=a(td,r,u)=r(l1+R(e,r,u)) ¢, através dos sistemas
i’.\; = a ¢os (& = Xy ¥ Xlx.¥.,2)
*}y = g sen d o Jy = <X + Y(x.,¥v ,2)
IL:‘-.=1‘u (2 = Az % Z(X4¥ 4 &)
obtemos, por calculo simples, o sistema:
" =1 % o e 9
= -2 - a {Xsenb - Ycos &t}
(2) i = Xcos® - Ysen®
0= Au+ r 13
onde X = R({-} .r,u) = X(r(1+R)cos &, r(1+R)sené , ru)
Y = Y(0,r,u) = Y(r(l+Rcos8,r(1+R)sené . ru)
7 Z(6 ,r,u) = Z(r(L+R)cos 6 ,r(l+R)send , ru)
Como "a" é conhecido como funcao de 6 ,r ,u ,
o sistema (2) se reduz a equacgio:
% = -0 + a"t(Xseno - ¥ cos 0)] tau + 713
Considercemos ‘%1 = RBu & UlB, t ;1) Ccom B :-A.'l
o o B R O R R (1
e Woe ,xr.,u) =2A Ag= A +a [(Xsetn® = Y cos8) ] (Au+1 Z)

Adendo: Propricdades da U

|

i) U esta definida ¢ é continua em Ng

3




ii) U é Cl em (0 ,u) em ;\'a

s, - % | ; o
) U g £ em (0 ,r,u) em N; !

iv) rU_(0,1r,u)— 0 , uniformemente cm 9 . it 6 & =0

(ver apendice AZ)

- i _
Analisando a equagao ﬁ% = Bu + U(O,r,u) quan

to & cxisténcia de uma solugdo periodica em © , de periodo 2m ,

colocames

idl% =Bu + £(8) , UGB ,r.,u) = £(8) , com condigao ini

I

cial v(0) v
A solugao geral da cquagao ¢ da forma

&
v(9) B P Vg + j oBL0-s) f(s) ds
Q

Se existir v , solucio periodica da equacao, de-

vemos ter: v(e+ 2n) = v(2n) <=2 v{0) = v(2n) <=>
- o pran o o 3 B &iv o
35 ity = gt Vg &PLAT=8) cray ds ¢ ¥y =T = o 278y 1/ eB2™8)rry
L) g
o s 2B 5 " = 2mB , ; <
(=> (1 -¢ ] € inversivel<=>e £1 ¢=>»8 , autovalor de B ,

3 .,
27 ; : ;
e*T8 = cos 27@ + isen2nB# 1<=DB#n , ¥ne& N

Por hipotese, temos que todo o , autovalor de

A ., nio € multiplo inteiro de A , isto €:

1A
5

yne N, aFfnd =2NB [-:::.'5?: # 1

Logo, pode-se partis para a procura de uma expres

sio para v (ver apendice Aj)que ¢, pela Teoria das Pertubagoes:

vig.r) = (¢ 7 =1 I e ® U(e*o , v ,v{b+a ,¥7))do



Lema 2: Existéncia e propriedade de v{3 . r)

A solugiio v=v(8.r) tem as seguintes proprieda

des

i) para § suficientemente pequeno, v esta definida ¢ € conti- |

nua para todo ¢ e 0<rgd ; v tem periedo 2w em 8 ;

.ii] v & C em & e 1'e(0,0) =0
iii) v &€ € em (6,1r) para todo 0 e O0<r<é

1‘ by \rr(e , ) + 0 uniformemente em 6 , quando r~»0 .

(Demonstracgao no apcndice Aj)

- A = .
Procurando uma expressao para M | vamos primei-

ramente analisar as consequencias do Lema 2.

Uma consequeéncia do Lema 2 € que os produtos

rE(e . v.viB.x)) e rv(s8,T) sao de classe CL em (9, r)

?

para todo 8 e 0grgé& . (ver apcendice A5)
Alem disso:

| 8 ‘ |
-L{-E(I'R[@:]',V(L‘-T).})T:f] — R({E:]-.VLEE,T'))[I‘:D + TRI‘[H’TBV(G’I‘]JII‘:.:'

o TRu(Hsrsv(U‘.l‘]JVr((j,r)lr::{] w g

€ gl . - s B
PO P gy O s T g * TR LR STy 2O

Para cada r , seja b a distancia do ponto saobre

e Ly . ; 2
a trajetoria periodica de nivel de energia Ar® , correspondente

03] b

a O , a origem.

Define-se b=b(8 ,r)= r(L+R(B,v  v(0, 1))



Temos
ii-)-[tj- ) = 1 # —3-(1‘12(0 r:v(eé ,r)) =1 quando r=20
ar £} A -ar . - - c
%%(8 ,0) =1 ¢ um isomorfismo, logo pode-se aplicar o Teo

rema da Fungdo Inversa para afirmar a existéncia de r=r(6 ,Db)

para Ug<bgy e vy suficientemente pequeno.

b cos 8
b sen 8

i

Através das coordenadas polares {;

a variecdade MA ¢ facilmente descrita.

Seja w(x,y) =1(8,b) .v(0,1(6,b)) , onde

8 e b sao fungoes de x e vy , obtidas pela inversio de

X =bc¢cos® e y=Dbsené .

A

Pefinimes: WM™ ={(x,y.z2)]|Ix|+|y|<6 e z=wlx.,¥)}.

= | :
Queremos mostrar que M g L na ortgem, para

isso calculamos (no apéndice A6 :

M o cos B v+ rv.r.] ~-b rsen8[r v+ rv.r, + rv.]
AN ) ! r b i TR r 0 "ol
; R -~ s . 2w .
Vemos no apendice A7 = » 0 quando  {x ,y) »0
(88,
W
Analogamente == = 0 quande (x ,y) 0 .
S

]

a\_[',ﬂ L0y =0

o4 W oo .
De finimos -31_((5 JB) =80 ¢
da X

wix.y) . g

Se mostrarmos que Tim entio

(x5v)+0 | (x:%)

temos que w € derivavel em (0 .0) ¢ w'(0 ,0) =0 i

Ve jamos :

Sabemos que existe um k>0 tal que



Por outro lado |x| + |y| =b(lcos G| + jsen@|) =r(1+R)(/cos 8|+ |sen 6
Britao: Wix s ¥ . rvis . r) + 0 quando r=+20

lx|+|¥| r(1+R) (lcos ¢|+ |sen0])
Logo w(x,y) = 8(ix|+ [y{)

wix,y) o kwix,y)
I (x ,¥)] Ixj+]y|

mas ¢, portanto

lim M= ¥) . 0 como queriamos.
(x¥)=0  |(x,¥%)|

Entao w'(0 ,0) =0 ¢ as parciais sio continuas, lcgo w ¢ de

1

classe C na origen.

A parametrizacio

-
]

=ptl * BRES , T, w8 , Fl)cos 6

) ) y=r({(1+R(O,r,v(6,r))sent

(

[#5

&
[

y o (2 i I |

- ;' - - - - -
nos da M" como uma familia parametrizada por r de orbitas pe

riodicas do sistema (1), encaixadas.

Conscguimos isto introduzindo novas coordenadas,
calculando R como auxilio de H ¢ calculando v como uma fa

e e B , Wials s
milia unica de solugoes periodicas da equagao

%% = Bu+ U8 ,r.,.u , que foi obtida ecliminando t .

E claro que, quando r +0 , as orbitas pericdicas

vao para a origcm.

I1_ETAPA 0 Periodo das orbitas em t

Seja ¢(t,r) com ¢(0,r) =0 a unica solucio

= 0 =13 E .~ A
da equacao %? = =X -b "[Xsenf - Ycos 8] com condigao inicial

zero em t =0 , onde



X = XMells RO ; Fasvl® . 2)ecos & .. w53l
Ay

Y = Y{(r(i®sR(B , r.v(8 ..r)lcos

-

A equacao acima ¢ a primeira do sistema (2), res

s - 1 bt
trita a variedade M© .

Solucoes do sistema (1) em M} sdo obtidas pela
substituicdo de € em (3) por Y(t+c,r) onde ¢ ¢ qualquer

constante real.

Se existe w#0 tal que Y(w ,r) + 2Zm = 0 (isto
€, sec percorrendo uma orbita dada por r uma volta inteira, a
partir de 6=0 , voltamos a posicao inicial apos um tempo w )

entao, para todo t>0 ,
plt+w , 1) - P(t . r) + 2n =0

ou wit+w , 1) + 27 = P(t , 1)

(isto €. se percorremos uma orbita dada por v uma velta inteira

a partir de 0 =¢(t ,r) voltamos a csta poesicao apts um tempo w).

Seja w tal que
P(w ,0) + 2m =0 = ww,0) =0 P

mas O(w ,0) ==\ - lim b-l(iﬁen 8 - Ycos 0) = -\ %
r-+0 ¥ 5
logo ¢(w ,0) ==iw quando (0 ,0) =20 D }/
3 3 ___'. P =1
logo -iw #+ 21 = 0 =5 w = 2m
|

I

femos, entao: (2uA L0) + 2m 0

1

e Wm0 =m0 = -2 £ 0

logo, pode-sc aplicar o Teorema da Fungao lmplicita, para afir-
mar a existencia e unicidade de uma funcao real w(r) , definida

¢ continua para 0O0<rgd8 , para ¢ suficientemente pequeno, tal



que
1

w(0) = 2ux~ e

d(w(r) ., r) + 2n =0

Entao a familia de orbitas pertodicas encaixadas

. : A 5 , £ o
constitui M tem a propriedade que, quando r -0 , as orbitas

periodicas correspondentes vao para a origem e seu periodo vai

. =1 8 =Eq
para 2w |A T} .
i3 A U
A unicidade de M segue da unicidade das solu

periodicas de %% = Bu + U8 ,r.,u) .

0

¢coe



APENDICE A

i) tem

[as i}
ra

(11) R

1‘
Ng

iii) R

liv) R(e

= 2 - : A
A equagao 2ZR + R” + 2) l[Ftu) + 7 (:}

I

0
uma unica solucao R = R(6, r ,u) definida e continua
Ng = (8,1, u) | 8 ¢ qualquer, 0grs<d , (uj<d8t , pa
§ suficientemente pequeno;

1

¢ de classe C* em (6,u) em N. eem (8,r,u) en

tem periodo 21 em 6

s .0) =40 e RG(B ,0.a) =0

\l\’) T Rl,(ﬁ , T ,u) + 0 uniformemente em 8 , jfu, <8 e r=>0

Dem: Se_j:ﬂ'.ﬂ{m @ R >R |, com

: i an = -2 %=
F(0,T,u,R =2R+ R + 27 1) + r %87 =0
' tem as scguintes propricdades:
1) £ é continua em Ng » pois T ¢ quadratica e limr “G =0
r-0
pois a segunda derivada de G se anula na origem. Portanto,
< . 2
definindo r "6=0 quando 7r=0 temos r e G continua em
Ng
2) £ é de classe cl enm (6 ,u) emnm Ng
- af -1 -2 3G
jgjamos: = = 1A T
Ve jamo 35 1 oY
G=G(6,r,u,R = G{r(l+R)cos &, r(l+R)send, ru)
3t - : - o
Quando r#0 temos a5 continua pois G ¢ C
3G _ 3G 9x , 3G 3y ., 3G 2z
Por outro 1z — E D, e b — e e e TE o
o iro 1do 38 X 50 3y 50 3% 35
= -r(l+ R)sen @ ‘;% + r{1+ R)cos @ Qf'



af _ -1 2G
Logo -é-a- = 2 -

S T 5
'Jy‘l

l‘_:l ,[1 + R)sen 6 %[\— + {1+ R)cos 0

quando r~+0 e conscquentemente (x,y ,z) >0 pois a segunda

derivada de G se anula na origem.

LE S

du du ¢ continua em 8 ¢ u pois F € quadrati

ca em u

5 ¢ de classe Cl oem N
; " - . " s
Ve jamos : of . -4 lr 3G + 22X 11" 2 86 , onde
: or ar
o 3G ; aG 5 el
— = + “0S + — - 1 — ® Y
7 ax(1 R)cos 6§ By(l"‘]“hbn‘ + 55 © U
Logo. quando 1r #0 %-f; ¢ continua. E pelos resultados de 2,
— . 8f _  &f = R
quando r #0 55 ¢ 3 Sa0 continuas.
1) [0 0 .0 ,0) =0 , definindo ¥ =0 quando r =20
5) [ ¢ periodica de perfodo 2% em U, pois G o ¢
o) 0 = 2 Fle,0.0.0) =2+ 20+ 24~ 1.2 ( & B
3R g g I B - Lok -
o < = d _“.: ™~ s 1 | 3 ali T
(8 0,0 ,0) pois _ETH(I G) = 21 gzccos b + 5—);5(,“ A

converge para 0 quando 120 , pois a segunda derivada de g

se anula na origem.

Entiao, pelo Teorema das Fungdes Implicitas, pa

ra um & suficientemente pequeno, temos:

i) existe uma unica fungao real R=R(8,r ,u) definida e conti-

nua em N
$

ii) R ¢ Cl e \Jé ecem (B,u) em N

t4T gue (@ F %, RS, ¥ U)Y = 0

§

iii) R_ € periodica de periodo 20 em 6




-~ Bg «

iv) R(6.,0,0) =0

pois

c RH(G ,0,u) =0

£(0,0 .0) =2R(0,0.0) + R¥(6 .0 ,0) =0
pois .{'P_[U B B

2R, (8,0 ,u) +2RRL(8 .0 ,u)+22"1 2

ol
(r " “GY(6,0 ,u) =0

30
B =2 : =2 30
¢ ""_i?{ r G)(g ,0 ,u) =r wE 0 por 2
o oo
V) Rr U_n_;l_é 0 . em 0 , quando v -0 ©pois
f{fée,r,u,R(0,r,u))=0
. g y Ty ] _j r--‘.‘ 3 "-:_\ g I
j'{'{" B sidd R(9 1 '.lj_] =2 Rl" + 2 R }\I BT [E=sd L 1 (.11 J 0
7 = = -r3
=7 1'11'-21"{ —JI‘RR].- 1A ]1 “L.+"X1 l(i},-U
e smn _ Al =2 =1 =1 B Ta
=N R1‘(R+ 2R) - 1 5 | 1 G =0 e 1 G »0
1‘—] (i‘_ = ()

quando r -0 pois as derivadas de primeira e se-
cunda ordem de G

s¢ anulam na origenm.

&

A2-Adendo - Propricdades da

U

Consideremos a cquagao %—Lgl- = Bu + U8 ,.r, u),
onde

uge ,r,u) =2"1au - (A + a”l(Xseno - ¥ cos 0" - (Au+r~ 1%
U

tem as sceguintes propriedades:

1) U esta definida ¢ continua em T\Itr pois

1im U(6 , r, u) =.\“1Au - [x + 1im
r-0

5 % =
1 (Xsen8-Ycos 8)]
ey

(Au -

=l

1im ) = }-Flﬁ.u - ﬁ.-lf\u
()

=
pois as derivadas primeiras de X .Y .Z se anulam na origem,
" 2

2} U ¢ de classe C em (86, u)

em N
L

I)('}iﬂ
Uie .0, 4) =

=4 & U

g, 0
gtd s B

,u) =0



AS

calculande U e lJu

r=>0

3) U €& de classe Cl em (8, r,u)

~ 51

, observa~-se que U,=+0 e U -»0 quando

0 ' l

em N; pois

onde a. =
lim U_ ,
r=0 -

4) 1'Ur[9 2 P

kiw—?‘) Wit
. =

\ ;
+ g 421%“ e = \{ 'L‘-""e' Tt 7‘1' st & “(_ L,L,}Lg‘ - ‘y‘i L i t(‘:' LL?""
'1

¢ quando

Expressao

"Ll (Re)?

5(R§ﬁ

(R+1) + I‘Rr

Nada se pode dize

mas se 1 #0 g—gta

uni f

. u) __'>[} em

\1-61--\(3' "'\ weals )\) - (_A&A‘F‘i)[
h

Q41 21 241 N

el ; X F B 2.1 F
L%

para v(9 , r) soluciao de = Buy + U(o0

s A du
Seja =g

Ve jamos co

= Bu + [(8)

Pela Tcoria das Pertubacoes

|A.ﬁ‘_'l
(1) ‘{ c“l

4G

-
-
|

mo obter esta soluga

A solugao geral ¢: v(0) = cBe

Vg = (I -¢

B2n

)__1 f¢|TL‘B(2,”_S)r(

§ e

5
r sobre lim — e, portanto
r+0 r~

,r,u) ¢é continua.

8 ¢ Jul<8 quando r +0

LY, s Y, wot) MLR 1) ~(ReAr AR Xaam &

5}
(2_?1_‘}_:_2)/?\ r 4 K invwﬁ'-‘?mﬁ? (A - )( i_’”“g (,\me)q s (ng Y“"""
= L2

W _wm]
LR A2

(st AT (™ e LI e L

du

k!JI

, temos:

Ul8+o , v . We+0g , r)}do
0

- T
Vg ¥ j e LE t")i"(s)d'_-: com

s)ds
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Intao:

20

2%y = X 2w~s . v B{o-s
wg) = e]m[[[ - CB““J ]j (‘H"' ) {59 ds] + f <:'”J 5) [{s) ds
) /.
278 ’ "
Mas 1+ & ¥oE ™ 57E - logo:
i=e” I=g
, 30~ 21 2uBy=1 AT B(2m=8) ., T B(2m-s
Fey = . ”Le LI By Lf B2 SY e ds # f SB(2m b)f(s) ds] »
3 Jo .
¢ : Lii :
1 3~ . 2 - -.?-! - —
% ( R S)f(s) ds = -obBY T w g ..rli} lf eB(Zn b)ffS) ds %
< ¢ O
& e - '(} it
+ [ eBLETS*8) £y g5 +j eBO-5) p(g) gs =
o e »
s (To(1 - e 2By "L (B(2m-5H+0) gy, o (2M-SH0) gy g 4 f L BB s g
| : |
Como f(s+2m) = f(s) , seja s +2wn=0 e
-5 = =0 + 27
RE) . EH-EH' 5
| CBW':’)[[S)JS = f QB(%““"HF(SJ ds
e 247
a =By =1 B(8+2m-s) "cm}‘(a’r" 5
v(9) =J [—(!—c EASEY + I]c' =T f(s)ds + [ e d'hb)f(sjds =
(&) 28
AT o " AT . }
_;{ GB(_8+;11- s) f(s)ds - (I - c—HﬂB)—l { eB(t_s+.v,11—:. b e tsYds. -
I,.u‘z‘ ’ T _
|\ eB(—a+““'5}f(s]ds 5 { eB[ﬂ+2ﬂ'SJF(S]ds 5
¢ Q
e -27B,-1 _B(0+2m-s) et B(6+2m-$
) -[ (I —e =7°7) e il f(s)ds +| e = -}i’{s}ds -
T JO
¢ 400 [ LT
T b 74 - ¢ 7 S - -2 ! —?'.'i 2 TS
== | (1= By=1 oBL0+238) erayas + (1 - 0 2"B) [ e aty=lghletars
Nearali q " L 2ir i R( 547
T Pl ( (L ~e™ 4By depayas = o 2" [ (1o 2By L BB Sl ae
/
)AIT A%
=37 ."ﬁtell -2, - G+ =8 .
+ ll—c‘B} ' {l-u'bl }el[' - 1f(sl(l:‘ =
. S, 5 hBe= L
Consideremos ({l=e¢e ) = K
I e 20F T
B-8 [ W(B+2n=8) - ¢ (-8
o KC‘B{‘ b)i-(_‘:'-]L['.i‘ ] KL‘}‘{ I+ 27 J{{‘-“-]{fﬁ / . '.‘EI{J ]f(S]g‘!S _



2T " ) 20 B ) L L
& = S Beb % Slgraige = | & ¥ Fprndas - F xS erayas «
“Q ) 5. S
S-all 5 %
+ X gD AO¥ET=8) prayag =
201
Se1a o =% = 2y
O+ dll ) i _
[(o0} = f(s) , temos KeB(‘mzﬂ_h'} f(s)ds = r( KCB(B C')f(o)dc
i e
" & G2 e
== Pl Blerage o J KeP i Seravge + [ Kot O Blgtsids =
40 o o
AT .
= - | kPl S)gsyas <

Seja s =90 - 2r , £(s) flo - 2uw) = {(o)

%

O | KeB(m?‘F_SJF(sts

" L i o= i,
i f o ZT!B} leB(8+2n S BJE{SH])LIS a

~

20T s o T il s
S J (I -e ‘..lfb-) | eB{Z?T b){-(s+0’ J& =

s ~27By =1 -(-27B) -B

= J( (I-e ) S f(s+0)ds =

o - _
L e P8 grgug) as

Verificamos que, se v(9 ,r) existe e € solugao

periodica da cquagao —Ell—g = By + U(® . r,u)

i (*" -Bs

-7
£nb ¢ U(e+s , r , v(8+s , r))ds

entao v(0,r) = (e -1)

A solugao v=v(0 ,r) tem as seguintes proprieda-

des:

i) para & suficientemente pequeno, cxiste v(0 ,r) para todo

6 e O0=<r<dé tal quec:



1) v & continua em 8
|

| v tem periodo 2n em €
1%5) w{a,0) =@
: {
1ii) v €& de classe C em 0 e \;B({! ,0) =0 11
iii) v € de classe C1 em (6.,r) para 0<r<d e rvr[ﬂ .+ T) +0;
uniformemente em 6 , quando r -0 .
Dem:
Seja E={a: [0,20] x [0,6] R | a € continua em
f e 0<r<8 e o € periodicaem 6}
E ¢ espago métrico completo com ||a|| =suplo(6,r)|
9.7
Seja T:E + E tal que
o i 247 N
Tlale . 1)) = (o 2e¥_ py~l ( e B9 yfave | v . g(e%e , ¥))de
Jo
Como U,ac E , temos que T(a) € E
Queremos mostrar que T & uma contracao.
Sejam a ,B € E

- U(6+o
onde K_]
lL.< 1l tal que
para todoa 8

Ponto Fixo de Banach pode-se afirmar

que

T(v) =¥

2

.T,B8(8+0 ,1))] <K

Exi

| 2U
"o

Ent

isto

P T(a(®, 1)) - T(B(O, 1)

L

¢ uma constante.

ste &3>0 tal que, para

3

2

|| « . pois ¢

{T{al & ; ¥})

ao T ¢ uma contracao,

¢, existe v tal que

1 <
—

al '
==l | o .
au;l llu' Blr

¥
]

o

S|

hgr

quande 1 ¢

)}

pelo

n existencia de

| U(6+a , r, a(6+0,T)

-

<D . exlste

Leorema do

vie B otal
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V(8 , 1) = (¢

T
27 - =
BET 1) A ( ¢ ] "Uleto , T, v{g+y , r))ds

v ¢ continua em 06 e 0<71<8§
v tem periodo 2n em @

e. além disso, v(86.,0) =0 pois U(B+c ,0 ,v(8+0 ,0)) =0

ii) Seja E={a: [0,2¢] x[0,8] IR | a(6,r) & continua em 8
eem 0<r<dl
E ¢ espaco métrico completo com a norma do sup.

Seja 1 1E=+E 1tal que

} mr - :'*E. -Ra )
T(ald , 1)) = [O";TH -1} : \ e s {IIQ{_ g+g , v, vifd+o , r))
+ Un(a+c , r,v(B+o , r))a(d+o , r))do
Ug » Uy, - @ € ¥ D2T(e) € i
Scjam p,q € , entio temos |IT_-T || <K, max!|2Y il ilp=-ql]
q 4 2 L} ' !} q; l 0 ] du L i | |

1

. al =
Como w * 0 quande r»>0 , existe & tal que para 0<rc<é

existe L<1 tal que !|Tp—'ﬂ”| <L|lp-qal| -

Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

existe p ¢E tal que Tp =p , isto €

ur '
-27B _ ”—l J C_"BO'{US(G*G ; ¥y p(8%*e ; 1)) *

pLe ., v} = (e
UU{B+U ., T ,p(8+0 , v))p(b+c , 1)) do
Mas :

pC0 , 1) = 1im h™l|v(e+h , r) - v(o, 1r)
h-»0

E pelo Teorema Geral das Equagoes Diferenciais

Ordinarias, quanto a dependéncia das solucoes em relaclo aos pa

du

rametros, como Vv ¢ solugao dc I6

= Bu + U(6,r,u) =£f(6,1,u)

» 1 - s )
e f e de classe C em 8 entao v ¢ de classe Ll em © .



Logo existe 1im lfl[v(c+}1 , ) = v(e,r)| = v{.,,(:') . )
h=0 !
Entao p(6 ., 1) = \-'BLO N ) TR
Além disso, quando 1=0 , Upg=U,=0 e w, ¢ continua em [0,6],
portanto limitada, logo VG(O s B 20 -

iii) Seja E={a: [0,27] x[0,8] >R | a(8,r) & continua em 6

eem 0<r<8 e Ta-+0 quando r-~>01}

E & espago métrico completo com a norma do supre
mo.
Seja T :E =+ E tal gue
B2 _ -1 [ -
=1) [ ¢

A0

T{alB , 1)) (e m;:Ur((%m Jrv(era.r) + Uu[:"ﬁa ,1‘,\r(8+c,r)Ja(6,r)]d<

Como Ur & A€ E , Ta) & E

Quercmos mostrar que T € uma contracao.

Scejam o ;B8 & B

Fis . au et
FT{w) = T(R) K Max | o= = &
Deche2n gu
N all Y _ 2
Como 0 0 quando r+0 , pode-se alirmar que

gxiste 820 tal que para 0grgd , existe L<1 tal que

QUI P v o » ] ~ |t
I35 11 < L . Logo [iT(a)=T(B)|i<L|ja=8}|

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe

-

p & B tal que T(p) =p isto e

2

» N _ . -B2a =1 A7 -Bg, ) _ N :
p(0 , 1) = (e - 1) (&) hU]‘{G““G‘I Wi(6+o,r)) +UU('.,'+\.-,1 N(8+0,1))p(8,r) |do

Fie

£ facil ver que 1lim h"1|v(£} ,r+h) - v(8 , r)| =p(6 , 1)
h-0

Pclo Teorema da Dependéncia de solugdes em rela-

- - w5 g s A du .
¢ao a condicoes iniciais e parametros, em ﬁ=i%u+ u{s qr.u) = £(8 .1r,a)
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ok

entao toda solugao ¢ ( em

- il
e de classe C em 0 <r<3§g

0<r<§8 . Logo existe Vo o

VY(‘B,X“) = lim h—l!v(O ,r+h) = v(e , r)| = p(o, r)
h=0

Como V.. & E temos r ¥ 0 uni formemente em

& quando r-=>20

As-Propricdades dos produtos rTR(8 ,r ,v(8,1r)) e rv(0,T)

1) v R(8 ,r.v(0, 1)) e rv(o,r) sao continuas para todo 8

Dered e (Il em todo €& e

0<r=<d8 , pois R ¢ v tem

e

estas propricdades.

2) Quando r-=0 temos:
,—?—I_(r REO . ,v(0 ., ¥)) =R(8 ;¥ ,v(9 4 t}) * rRI_['S s P aNle ., 1))

+ r[{”(ﬁ,1‘.\-'(-f}.1‘]\fr(0,r) 0 pois . BL e .0 ,0)=0

¢ T Rl_(e . TLov(0 , 1)) » 0 r \»"_(0 s r)Y=20 ¢ v(9,1r) >0

a - r - = B * ' 7 4 = g
gr-,.(”*(o" sv(e , 1r)) = PRG(.J,I‘,V(G.I])+IRU(U,F.\ L,r])\h(a,r) 0

pois RP(O ,0,0)=0 [(u(f) ,r,v(8,1r))~0 |, VB(.E‘. ,0) =0

o - . o b s =
r R( vie , 1)) + 0 uniformemente cm 6

Além do mais: 1'

Logo rR(B ., ,v(0,1r)) ¢ L‘1 em B e 0O0<cyr<d

3) Quando r-»0 , temos

i

%(rv(a % vi(g ., 1) + rv (8 k6 r)

3
b—-;-;(l‘\.f(ﬁ s ) =BV (0 1) 0

e além disso: lim vrv(e , r) _ g uniformemente em 0
() r



Logo 1rv(9 , r) & B em 8 e D<tp<<d

i\(m—(?ﬁ_l culo :ll_!ii_]__i__:_l_l‘ para mostrar que M e C

Seja w(x,y)=r(8 b).v(2g,r(0.b)) onde 8 e
b sao funcoes de x ¢ y como inversas da funcao
#x = b cos B

b sen 0

=
I

e b{g,r)=r(l+R(6,r,v(B6,1r)) ¢ 8 e b definidas para
(x.y)#(0,0) , istoé, b>0 .

Nestes pontos, temos:

Bt : , | e 3W B O LAY L B g W peost
50 I(B,b] .\-(B1I{€*,h))| A% §I’+ a}, 'c:i“ETI—"a-I'X. h:-»cn@ +§-)—,-

a - | dw 9 X ow . 3y aw ’ aw
= |r(6 ,b) .v(6, v{6 ,b B ow LI W ey D = S lieoS B b a8
3b (8,b) l W8 )} X b 3y @b o e 3y L
ar “ AW 2 A -
= F i ~ r R LR N i ~ | e I8
sen f 5510« V] Dx[ b sen™ 8) + 3y b cos ¢ sen 0 )
B s : 2 Al

-bh cos ¢ TﬁLT . vj = %%(—b cos” 0) = ,;"\-‘:-(—h cos b sen 0]
somando membro a membro, temos:

2 J = 3 |
;5 l’i = Qr T W J - . 5] L |

R sen @ weir, v] b cos ¢ sg 1T o VI

av = ] g 1 = )

pooc (R Y e [ st |- * r - s O —

X b “sena s Ll e V] cos & =T, V)

~3]rt0 b) .v(8.,.1(8,b)| =1.v + rv_r

gt A AV : : - b r b

L& r(e ,b) .v(0 ,1r(®.b)| =r . v+ rv,+rv._r

g ¥ A B ¢ S B 2 6" g re

Logo:

-a}i['( y)] = cos B(r, V¥YV_ 1) - h_lm-n BT & v Ty
(TR i b r b ¥ 3 r o 3}

Analogamente temos:



— J - oW _ —sen® c058+-3—"-"1c0526
cos 8 -.é“' i V:[_ = 'a": y

T =

sen @ ﬁ;].—‘l‘ \J = %\—i cos Bsen @ + %sen‘ 8
d &

somando temos:

" 3‘ 5 _‘B__"_ I e 3\\‘
cos 8 == rv] + sen 6 .ahl_l v 5

T

Entao:

aw 6

- - ) . el e ;
Tk Lose[19v+rv0+rvrre) +S(,Il9{lb\-+lvr1"b_]

oW - - .
A7 535 ¢ continua na origem:

Queremos ver que: fim Qw(x ,y) =0
(x ‘}! ] =() DR

Para isto vamos analisar os 1imites:

1) 1lim ) (8 . bYveld .x(e,.b) » (0 ,b)v. A8, ¥{8 .M (0., bh)
b P ) o

2) lim :‘_a{'-"‘.hj\-'l'L~,1‘[E*,I))} + 1'{'-J._h)\'z_[:!,r[_(l.i)l}r_ (0.b) + v(0.0)ov.(6.2(6,]

68

]'\ | st e e i i s e i s e e e e o e —

b
Ve jamos o primeiro:
b, ) = r(l1+R(6,v(0,r)) ¢ ja vimos que
hr(t! ,0) =1 logo I‘h(ﬂ L) =
b(d,0) =0 logo r(6,0) =0
vieg ,0) =0 logo quando b-=+0 , v(6 ,r(8 ,b)) » 0
r \'I_{b' ,r) >0 com 1 logo converge para 0 com b

L.ogo: P« VTV T 0 quando b-~0 .

Vejamos o segundo limite: Iniciamos analisando

Quando 2z =0 tenos:
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1 2 1 2 2 - _ ]
5 ArT = -j-k(x +y )} +6(x ,¥ +0) ou seja
g 2 ? ) )
r©-=x"+y"+kG(x,y ,0) , k constunte
Como {x = b cos 6 .ovem que:

)
i
(y = bsen®

| I
|

(0 ,b) = b\|l + —1; k G(b cos & ,bsent ,0)

\i b~
Logo TL‘ = : k e -%—% cen o * g}:’f cos o)
2"{{1 + L, G(b cos & ;bsent , ) © :
i b~
\
f ] . .26 3 '
Vemos que v(8.0) =0 pois G ,J{J ¢ ;—S se anulam na origem.
0 90 sen dG cos
T =du 3 s
CMOS SO —— a0 . 96
Te S BN \ I = : o : 5% _.5-_ By 5
2ii1 + = G(bcos 6 ,bsend ,0)
b~

T

Logo, quando b +0 , % 0 pois as derivadas de segunda ordem

de G também sc¢ anulam na origen.

Entao o limite:

18§ o s W & BY_ T3 ¥ TV
b0 © e

g = 0 , como que riamos.

ow

s G ame —
Analogamente, 3y

) quando (x.,y) =0
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