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RESUMO

Neste trabalho formulacdes chamadas de “Sistemas de Parametros Con-
centrados” sao usadas na obtencao de uma solucdao em forma fechada de um pro-
blema bidimensional de solidificagdo de ligas. Os sistemas concentrados sao obtidos
a partir do sistema diferencial original que descreve a distribuicdo de temperatura,
resultando em modelos matematicos mais simples que relacionam a temperatura no
contorno do meio com uma nova temperatura média gerada por um processo de
integracao . A determinacgdo de equagoes que relacionam a temperatura média e
do contorno geram diferentes abordagens sendo a principal delas relacionada ao uso
de férmulas de integracao numérica de Hermite, que propiciam a introducao de in-
formagoes do contorno no modelo simplificado. Aqui o modelo bidimensional é abor-
dado em meio simples e composto sendo que as equagbes unidimensionais simplifi-
cadas obtidas pela integracao sao tratadas pela Técnica das Transformadas Integrais
Generalizadas (GITT). Resultados numéricos, obtidos com o software matemadtico

Maple sdo apresentados.



ABSTRACT

In this work the so-called “lumped analysis” is used to obtain a closed-
form solution to a multidimensional solidification problem. The lumped systems
provide simpler model, than the original one by using an integration scheme that
results in average variables. Different approaches are basead on the choice of auxi-
liary equations to relate the average and the original variable after the integration
process. Here the bidimensional problem is solved in homogeneous end in a compos-
ite medium and the resulting one-dimensional equation is solved by the Generalized
Integral Tranform Technique. Numerical results are obtained by the symbolic soft-

ware Maple.
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1 INTRODUCAO

A solu¢do de problemas multidimensionais de difusdo apresenta dificul-
dades do ponto de vista dos formalismos (analiticos ou numéricos) envolvidos e
também quanto ao esforco computacional necessiario. Assim, é de interesse e se
faz necessdrio para tratamento de problemas mais realisticos, estabelecer formalis-
mos mais simples do que os sistemas diferenciais originais. Uma das formas de se
buscar esse objetivo é através da redugdo do numero de varidveis independentes
envolvidas na formula¢do matematica, por integragao do sistema original, gerando
variaveis médias. Devido a isso, esse tipo de abordagem ¢ vélida sob determinadas

condicoes fisicas.

Aproximacoes desse tipo sdo propostas em diferentes dreas com algumas
variacoes e diferentes denominagdes [3, 4, 14]. Como o uso dessa abordagem in-
troduz equagdes que relacionam a varidvel média com o valor da varidvel original
nos contornos do meio, a diferenca basica nas diversas propostas diz respeito a in-
troducdo de equagbes auxiliares que relacionam a grandeza média com a grandeza

no contorno.

Neste trabalho utilizamos a formulagdo proposta por Cotta e Mikhailov
[6], dita de parametros concentrados (“lumped systems”). Seguindo essa formu-
lacdo calculamos uma média total, que ¢ feita por integragao da equacdo diferencial,
em uma ou mais varidveis espacials, mas com a vantagem de se poder reter alguma

informacao na direcio do espaco integrado, fornecida pela condi¢ao de contorno.



Isso se deve ao uso de férmulas de integracdo de Hermite, que apresenta também a

vantagem de podermos estabelecer o erro cometido por essa aproximacao .

Aqui a formulagao ¢ aplicada em um problema bidimensional de solidi-
ficacdo de ligas eutéticas (que se caracterizam por terem curvas de resfriamento
semelhantes a de um metal puro). Este problema é matemética e fisicamente com-
plexo por se tratar de um problema nao linear cujo modelo fisico deve englobar

aspectos ditos “macroscopicos” e “microscopicos’.

O modelo aqui usado para descrever o processo de solidificacao foi inicial-
mente proposto por Kanetkar, Chen e Stefanescu [11] e abordado numericamente via
diferencas finitas. O modelo unidimensional também foi tratado pelo mesmo método
por Freitas [10] em 1992 e por Fazzi [9] em 1993. Kozakevicius [12], em 1994, fez
uma tentativa de solugao analitica para o problema unidimensional e bidimensional
via aplicagdo da transformada de Laplace. Essa abordagem se mostrou invidvel
no sentido de obtencao de resultados numéricos uma vez que nao foi possivel a uti-
lizagao de softwares de computacao simbdélica nem foi possivel uma inversao analitica
da transformada. Noguti [16], em 1998, utilizou a técnica das transformadas inte-
grais generalizadas (GITT) [7] para a solucdo do modelo unidimensional, obtendo

resultados numéricos através do software de computacao simbdlica Maple V.

Perseguindo o objetivo de desenvolver e utilizar métodos analiticos para
solucao de problemas de engenharia, propomos aqui a solu¢ao do modelo bidimen-

sional pela combinacio da técnica dos sistemas integrados e GITT.



Desta forma no capitulo 2 descrevemos o método de parametros concen-
trados. No capitulo 3 apresentamos a solugao do problema de solidificac¢ao bidimen-
sional inicialmente formulado em meio simples. No capitulo 4 resolvemos o problema
de solidificacao em meio composto utilizando o método de parametros concentrados
para eliminar uma varidvel espacial, em seguida aplicamos o método GITT para
meio composto. No capitulo 5 mostramos os resultados obtidos através do software

Maple V e finalmente algumas conclusoes no capitulo 6.



2 SISTEMAS INTEGRADOS

A idéia basica dos sistemas ditos integrados ¢ a reducao de modelos di-
ferenciais complexos a modelos mais simples, pela integra¢io de varidveis indepen-
dentes, gerando uma grandeza média. Essa abordagem pode apresentar resultados
numéricos bastante satisfatorios dependendo das condicoes fisicas do problema. ori-
ginal. Em diferentes dreas recebe diferentes denominagoes [ANEXO A, B|. Apresen-

tamos a seguir 0 método de parametros concentrados.

2.1 Parametros Concentrados

A equacao diferencial de difusao do calor, com geragao de calor g(z,t), é

representada por

d
pC_EFT(I’t) =V.kVT(z,t) + g(z,t), =z €R, t>0, (2.1)

onde R é uma regiao limitada pela superficie S ¢ com condigbes de contorno sobre

S descritas por

a(z)T(z,t) + 3(&);{'%1—(3?‘) =d(z,t) z€S85, t>0, (2.2)

onde os coeficientes a ¢ 3 sdo funcdes prescritas para o contorno da superficie.
O termo ofx.t) é especifico de acordo com o tipo de condigao de contorno para
cada porcao da superficie S ¢ 7 representa o vetor unitario normal externo para a
superficie S. Ainda pc representa a capacidade térmica. & a condutividade térmica

e T a temperatura.



A condigao inicial é dada por
T(z.0) = f(z), z € R, (2.3)

onde f(z) é seccionalmente continua. Seguindo Cotta e Mikhailov [6], com o objetivo

de remover variaveis espaciais definimos a Temperatura Média como

1
== /R T(z,t)dR, (2.4)

onde V' é o volume. Multiplicamos ambos os lados da equacdo (2.1) por 1/V e
integramos na regiao R obtendo

d,, g U ; i
chETm.(t) =7 AV.LVT(:c,t)dR—l-gm,(t), (2.5)

onde

guult) = 5 | ol )R (26)

Aplicamos entdo o Teorema da Divergéncia [17] para transformar a inte-

gral de volume da equacgio (2.5) na integral de superficie
0 ; »
f b di = f V.kVTdR, (2.7)
s aT} R

e reescrevemos a condi¢do de contorno (2.2) como

d 1
L%T_m[@l t)—O: ) (.‘I’.’ f)] z€S. (28)

Substituimos (2.8) na equacao (2.5) obtendo

d

e Tunlt) = 7 [ go5(0(2.1) = ()T, O)ds + gunlt), (2.9)

ou ainda

pch Tun(t) = /Q(I 2) g —f

o (2). (2.10)

3(z
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A equagao (2.10) é um modelo simplificado obtido a partir da equagio (2.5) carac-
terizado basicamente pela presenca de termos que envolvem a temperatura média e

o valor da temperatura no contorno.

A suposic¢ao caracteristica dentro da anélise do sistema integrado é agora
usada quando aproximamos a distribuigao de temperatura na superficie de contorno

por uma funcao da temperatura média, isto é

T(z,t) % f[Tus(t)]- (2.11)

A escolha ou determinagdo de f[T,.(t)] resulta em diferentes aborda-
gens. Aqui usamos dois tipos de aproximagoes chamadas de Aprozima¢do Cldssica

e Aprorimacao Melhorada.

Para a aproximacao classica, usamos
Tzt ) 5 Tault),

ou seja, aproximamos a distribuicao de temperatura na superficie de contorno pela
temperatura média. Esta aproximacao revela uma marcante simplificagao do pro-

blema original.

Para a aproximacdo melhorada, usamos as condi¢oes de contorno. E
por isso mesmo, pelo fato de introduzirmos maiores informagoes do sistema a for-
mulacdo é dita “melhorada”. Obtemos a formulagdo diretamente da aproximacao de
Hermite para integrais [13]. Esta aproximagio é baseada nos valores do integrando

e suas derivadas nos limites de integracao, nos dando a chamada aproximacao H, 3



escrita como [ANEXO C]

(a3

f I y(z)dz =Y Cy(a, B)RYH gy, + Zc (8, a)(=1) Ry 4 O(heP+3),

r=0 v=0
(2.12)
onde
hi =z — zi
2
Cula, f) = (a+1Da+8+1—0v) %
AP = S D a— ) (at B+ 21 o
Por exemplo, as aproximacoes usadas nesse trabalho sao
h h
Hoo — [ y(2)dz 2 5(y(0) + y(h) (2.14)
e
b h B s
Hyy = | ylz)dz = 5(y(0) +y(h)) + 54 (0) — ¥ (R)), (2.15)

que correspondem a regra de integracao trapezoidal e corrigida.

E importante observar que no uso dessas aproximacoes podemos avaliar
o erro cometido, como no caso

h3
Eoo = ~5¥ “(m) ne(0,h) (2.16)

2

h P
Eyy= %yw(f) € € (0,h). (2.17)

Essa abordagem resulta em uma formulagao diferencial integrada que

oferece uma real melhora sobre o sistema integrado cldssico em termos de precisao,



mas € introduzida uma complexidade adicional, na equagdo diferencial simplificada

final correspondente, para ser trabalhada.
De forma mais genérica podemos reescrever a equacdo (2.11) como
T(xz,t) = (Tu(t) z€8 (2.18)

onde ¢ = 1 para a aproximacdo cldssica e neste trabalho, ¢ é calculada a partir das
equacOes (2.14) e (2.15) para a aproximacio melhorada, como veremos no modelo

do capitulo 4.

Com isto, o sistema original (2.5) fica reduzido ao sistema integrado

pcV%Tm,(t) + Ch,ST.(t) = P(t), ¢>0 (2.19)
onde
1 afx) ‘
hy= 3 / 30 (2.20)
e
,. o(a.1)
P(t) = Vgau(t) + / e (2.21)

A condicao inicial do problema descrito pela equagdo (2.19) é a média da

condigdo inicial (2.3), isto é

T0o(0) = fun = % /:q f(z)dR. (2.22)

Resolvemos a equa¢ao (2.19) com a condi¢io inicial (2.22), determinando
de forma tnica [3] a solugao

heS ! h.S
R PR W b Pt in | — 22 i
Tol?) f“,m,p[ = } +/G (#)c ;.p{ e f)} dt (2.23)
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Esta formulacdo pode ser usada na solucao de qualquer problema de difusio de calor
transiente, mas ¢ importante salientar que a informagao local da distribuicao de

temperatura é completamente abandonada ao longo do processo.

No préximo capitulo, usamos 0 método de parametros concentrados es-
pecificamente para um problema de solidificagio de ligas, bidimensional, inicialmente

em meio simples e logo apés, no capitulo 4, usamos e¢m meio composto.
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3 UM PROBLEMA BIDIMENSIONAL DE
SOLIDIFICACAO

3.1 O Problema de Solidificacao

De forma suscinta podemos dizer que em um metal no estado liquido
colocado em um molde cilindrico que estd a uma temperatura diferente, devido a
troca de calor com o meio, pequenos nicleos vao se formar e crescer até que todo o

metal esteja solidificado.

A modelagem deste processo ¢ complexa pois precisamos caracterizar
aspectos macroscopicos, descrevendo a transferéncia de calor do metal para o molde
e do sistema metal-molde para o meio e aspectos microscopicos como a formacgao dos
nucleos solidos que depende entre outras coisas das caracteristicas do material. O
modelo que usamos segue a abordagem de Kanetkar et al. [11] onde sdo consideradas

algumas hipéteses simplificadoras referentes aos aspectos microscépicos , como:
e Nucleacao instantanea e nma unica temperatura de nucleacao ;

¢ Os nicleos crescem como graos esféricos equiaxiais;

e A taxa de crescimento é controlada pela taxa de super resfriamento do sis-
tema metal-molde, isto é, pela diferenca entre a temperatura de equilibrio

cutético e a temperatura no sistema.
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O acoplamento dos aspectos macroscépicos com microscépicos se dd no
termo de fonte (Q) que descreve a taxa de variacdo do calor latente resultante da

mudanca de fase dado por

ad

onde L ¢ o calor latente volumétrico de fusdo e f; é a fragdo de sélido gerada em

qualquer ponto do fundido durante a solidificacdo e dada pela equagdo [11]
 ———
fs(t) =1—exp [—gm\’R (t)] , (3.2)

onde N é o nimero de nicleos por unidade de volume e R é o raio dos niicleos no

instante ¢. O raio dos nicleos, é obtido pela lei de crescimento parabdlico dado por

r'=R(t) p I=t i
/ dr' = / ulTe—T()%d, (3.3)
=

r'=rp
onde i é a taxa de crescimento constante, rg € o raio dos nicleos criticos, Te é a
temperatura de eutético (onde comega a nucleagao e o crescimento de graos sélidos)

e T a temperatura média no fundido.

Assim, usando (3.2) e (3.3) vemos que o termo de fonte @ é ndo linear e
entdo a equacao que descreve o fluxo de calor no fundido, é uma equacao integro-

diferencial.

Na verdade Q) é considerado apenas no intervalo de tempo entre o inicio

e o fim do processo de solidificagao , ou seja,
"

0 sed<t< Linic

Q= T L:%fs S linie <t <ljfim - (34)

0 set > f,f,‘m
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e ¢ dado por

AT dR -1 NR3 =
Q = L4dx N Rz(t)'gt—e 3 NE (I), (30)
coI1m
£'=£ 2 e I I ' '
By =g /a::,-m-, B [Te = [3 f{, *T(r ,t)dr” dt (3.6)

sendo ti,ic 0 tempo onde inicia o processo de solidificagdo , ts;m 0 tempo onde o

processo de solidifica¢io termina e 77 a temperatura no metal.

Algumas simplificacOes parecem ser necessdrias se procuramos solugoes a-
naliticas para este problema. Nesse caso, a taxa de crescimento pode ser calculada
segundo [16] por [20]

dR

= = u(aTy (3.7)

com R(tinic) = 79, que € uma equacdo diferencial ordindria linear, cuja solugio é
dada por

R(t) = 1o + p(AT)(t — tinic), (3.8)
onde AT é a taxa de super resfriamento médio.

Assim, podemos reescrever o termo de fonte Q como

Q(t) = LaxNro + (ATt = tinic)Pu(AT)2e”3VE®), (3.9)

Consideramos entao que o molde tem simetria cilindrica, a variacao da
temperatura ocorre na dire¢ao radial e axial e as propriedades fisicas do metal e do
molde sao isotrépicas e constantes em fun¢do da temperatura. Sendo assim, a taxa

total com que o metal estd se solidificando depende da taxa com que o metal troca
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calor com o molde e da taxa com que o molde troca calor com o ambiente, que é

dada pela equacao de conservacao de energia.

Resolvemos este problema subdividido em trés intervalos de tempo e ao
longo deste trabalho nos referimos aos respectivos intervalos como t;, < t < ¢
onde para o intervalo de tempo antes do inicio da solidificagdo (0 < ¢ < t;,i.) temos
t; = 0 ety = tinic, durante a solidificacao (tinic < t < tfim) temosty = tinic €ta = tfim
e depois da solidificacdo (tfim < t) temos t; = tinic € t2 = t. Além disso, devemos ter
cuidado com as condi¢oes iniciais em cada intervalo de tempo que serdo dadas pelas
solugbes do problema no intervalo anterior. Neste capitulo, estudaremos o problema

bidimensional em meio simples.

3.2 Formulagao Integrada Para o Problema em Meio

Simples

Primeiramente aplicamos o método de parametros concentrados em um

problema bidimensional em meio simples, recaindo em um problema unidimensional.

Aqui consideramos a difusdo de calor apenas no metal, ou seja, o raio a
ser considerado varia de 0 até a e teremos uma condigao de contorno na interface
metal-ar. As equagoes da formulacdo do problema bidimensional em coordenadas

cilindricas para o meio simples sao:

18 ... .. T&FF_. 9% Q(1)
——T(r,z,t) = oy (7 8?_1"(7,,_,35)) + azzT('r,z,t) + e e h.

0<z<e (3.10)



onde @ = k/pCp ¢ a difusividade térmica, T a temperatura, p a densidade, Cp o

calor especifico e K a condutividade térmica.

Ao problema (3.10) sao incorporadas as condices de contorno e interface

%’T(r,z,t) =0, w=0, 0< e =0k (3.11)
3]

kET(r,z,t) = Re(Tisis = T528),, r=a, 0<z<e 1>0 (3.12)

5}
— ka—T(r,z,t) = he(Tir al) = Tams)y, =0, 0<r<n, £3>0; (3.13)

2

a
ET(r,z,t) =0, 2=0, 0<r<a, t>0; (3.14)
e condicao inicial

Tiriz.t) =T, T=0; (€ r€E, 0Lz<&E (3.15)

Buscando simplificar o modelo e obter melhor convergéncia numérica ini-
clalmente tomamos

Tleizt) = Ulray8) + Lo (3.16)

que é uma transformacao do problema (3.10) com o objetivo de termos condigGes de

contorno homogeéneas. Sendo assim, temos as equagoes

8 i 5oy (i i B .
ab(’r}z,t) Sitoms (rgb(r,z,t)) +a6220('r,z,t)+ kQ(t), Ocr<a,

0<z<e(3.17)
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g;&r(r,z’t):[) r=0, 0<z<e t>0;

or

"ib"(r, z,t) + hU(r, 2,t) = 0,

s

™2
Il
o

Ulr,z,t) =T —Toms; t=0,0<r<a, 0<z<ec

kib’(r,z,t) +hINr, 28 =0, r=d 0<Lz<e 150

D<r<a, t>0

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

A resolucao deste problema bidimensional em meio simples dado pelas

os resultados analiticos e tirarmos conclusoes sobre o custo computacional.

equagoes acima, € feita utilizando os métodos de parametros concentrados e ” Técnica
de Transformadas Integrais Generalizadas™ (GITT) [19]. O primeiro ja foi descrito
no capitulo anterior. O segundo € caracterizado pelo fato de que os niicleos das trans-
formadas integrais estao associados ao tipo de operador no qual a transformada esta
sendo aplicada, e mais especificamente ao problema de Sturm Liouville associado

[ANEXO D]. Resolvemos em trés casos diferentes, com o objetivo de compararmos

1. Utiliza¢ao apenas do método GITT. Primeiro aplicado em relagao a va-

ridvel r, em seguida em relacao a variavel z. Construimos, a partir do
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problema de Sturm Liouville associado a varidvel r, um par de trans-
formadas integrais que aplicamos nas equagoes do problema, dando-nos
novas equacoes descrevendo um problema unidimensional. Em seguida
construimos o segundo par de transformadas integrais, este associado ao
problema de Sturm Liouville em relagdo a variavel z. Aplicamos nas no-
vas equagdes resultando uma equacao diferencial ordinaria em funcao do
tempo. O préximo passo ¢ inverter os dois pares de transformadas inte-
grais, chegando em uma solugéio analitica para o problema com grandes
dificuldades de implementacdo computacional devido ao surgimento de

um somatério duplo juntamente com a complexidade do termo de fonte.

. Utilizagao dos métodos de parametros concentrados e GITT conjugados.

Primeiramente aplicamos o método de parametros concentrados com res-
peito & varidvel z, conseguimos com isto eliminar esta varidvel e temos
entao um problema unidimensional. Em seguida aplicamos o Método
GITT com respeito a variavel r, como feito no primeiro caso. Temos
uma solucao analitica para o problema um pouco mais simples que a
anterior pois agora € introduzido apenas um somatério, isto em termos

computacionais possui ainda um custo considerdvel.

. Utilizacdo apenas do método de pardmetros concentrados, primeiramente

aplicado na varidvel z, andlogo ao segundo caso, em seguida aplicamos

com respeito a variavel r conseguindo elimind-la, temos uma equacao di-
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ferencial ordindria a ser resolvida, dando-nos uma solugao analitica muito

simplificada para o problema.

¢ Resolugao do Primeiro Caso:

Definimos o primeiro par de transformadas integrais como

y = Ro(BmiT)
Ulr,2,1) = —U( B, 2, 323
el ‘rnz:l N(Bm) A 2 ( )
f(ﬂm,z,t) s /0“ rRo(Bm,)U(r, 2, t)dr, (3.24)
onde
Om :
Ro(8m,7) = Jo (ﬁf) ; (3.25)

que € solucao do seguinte problema de Sturm Liouville

" 1 I 1’211
R§(Bm>7) + =Bif(Bns7) + “2-Ro(Bm, ) =0, (3.26)
]
RY(Bm.a) + %Ro(,ﬁm,a) =, (3.27)

Temos Também

N(Bn) = /ﬂ " FRY(B,r)dr = (3.28)

e os 3! s s@o as raizes de

Sk .-S'm 3m h ¢ 3 m -
ey (ﬁ) .. ( ) B (3.29)
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Aplicacao da transformada integral dada pela equacéo (3.24) na

equacao (3.17)

Multiplicamos ambos os lados da equagao (3.17) por rRo(8m,7) e inte-

gramos em r de 0 até a obtendo

/0 : rRo(gm,r)%Udr = ] " rRo(Bm, ) la——— (r—U)]

+ [ rRo(Ba, Moz Udr + [ BB r)a2ar, (3.30)

O primeiro termo do lado direito da equagao acima é avaliado fazendo uso do Teo-

rema de Greem [19], dando-nos

® Rol 19 1% e\ 4w 0T
[J rRo(Bm, ) [arar (Ta?'b)l dr = =3,U (3.31)
onde
U= /U * 1 Ro(Bom, 1)U dr. (3.32)

Pela defini¢do do par de transformadas integrais (3.24), podemos reescrever a

equacdo (3.30) como

20 =820+ 0T + 250, (3.33)
onde
o) = [0 * rRo(Brm, 7)Q(8)dr. (3.34)

Agora, aplicando a transformada integral nas condigées de contorno (3.20) e (3.21)
e também na condicgao inicial (3.22) temos o seguinte problema unidimensional a ser

resolvido
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s /Dang(ﬂm,r)(Tm — Tymp)dr =Tho, t=0, 0<z<ec

Para isto definimos o segundo par de transformadas integrais

7 = Z(Mp, 2) 5
U |5m! i) = - _)3m: ot
e ;OX=; N(mp) Vs )

-L-:F(.ﬁms s t) = [oc Z(T)'pa Z)Ef(ﬁma Z, t)dz

onde

Z(np, 2) = cos (%z) ,

que é solucdo do seguinte problema de Sturm Liouville

Xy
" Tr-
Z"(np,2) + fZ(% z)=0

Z'(n,,0) =0

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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kZ'(1p, ¢) + heZ(np, ) = 0. (3.44)

Temos também

2 1
N(n =/22n,zdz=— - 3.45
( P) 0 ( P ) 2 :2,_ N [%]2 ( a)
e 0s 7,8 sa0 raizes positivas de

nP T?P h'c

. = —,
=RBIK | — =t - (3.46)

Va

Aplicagao da transformada integral dada pela equacgdo (3.40) na

equagao (3.35)

Multiplicamos ambos os lados da equagao (3.35) por Z(7,, z) e integramos

em z de (0 até ¢ obtendo

Lz a — a i T & 62 77
fo Z(np, 2)5;Udz = —,33,1]0 Z(np,z)bdz-i-/ Z(np,z)aa—,,aL dz
+ / (Mp, 2)ZQ(t)dz.  (3.47)

O segundo termo do lado direito da equacao acima é avaliado fazendo uso do Teorema

de Green [19], resultando

/0.-. Z(np, z)aaa—;ﬁdz = —nﬁﬁ, (3.48)

onde
= fﬂ " Z(np, 2)Tdz. (3.49)
Pela defini¢ao do segundo par de transformadas integrais (3.40), podemos reescrever

a equacdo (3.47) como

a’

=T+ (0% + )T = 2Q00), (3.50)



onde
Q(t) = /0 i fo " 1 Ro(Brmy ) Z 11y 2)Q(2)drd2 (3.51)

e com condicao inicial

~

E(ﬁmv np: f1) = TIO? (3'52)

onde

e

10:/0 /0 TRo(8m, 1) Z(1p, 2)(T10 — Tams)drdz (3.53)

e f?(t) dada por (3.51), que tem como solugao

) e 0 i+ S0

+eapl(Bh+DulTu).  (35)

Invertemos a transformada integral [ANEXO D] em relagdo a varidvel z

através da equacao (3.39) obtendo

T(Bmr2,t) = i 32-((":—;) {eapl=(32+ e[ [ conl(82, +n2)e)

0=

}:Q( )dt + expl(87, + nﬁ)h]_’fw]} ; (3.55)

Invertemos a transformada integral em relagao a variavel r através da

equagao (3.23) obtendo

© o cos 2=z ] B—’"r
U(r,z,t) z- Z—:: ’S‘(/;p))m (oﬁ(,,:/)a ) {ez‘P[_(ﬁi +??3)f]

1
% [ e.rp[ (5%, + ) T0()dt + exp(52 + np)tl]Tm]} (3.56)

Como T = U + Tyms , temos

X [/{l* exp[(B8% + n;“ﬁ) 1%5&)(& + exp|(5% + np)tl]Tm]} (3.57)
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Lembramos que Q(t) é dada pela equagio (3.51) e %10 pela equacdo (3.53). A
equagao (3.57) estabelece uma solu¢do formal em forma fechada nas varidveis r e z

para o problema.
¢ Resolucao do Segundo Caso:

Definimos a temperatura média como

1 c
U, (r.t)= E./o U(r, z,t)dz. (3.58)

Seguindo o procedimento descrito na equagao (2.5), multiplicamos a equagao (3.17)

por 1/c e integramos em z de 0 até ¢ obtendo

1 ¢ 0 <18 ( 0 al re "
e at =y [ e g et [ gavis+ 1 [ i 59

Usamos a defini¢ao (3.58) e as condigbes de contorno (3.20) e (3.21), para reescrever

a equagao (3.59) como

e [0 Y Blere, a
Ve = a5 ( o) —U(r6t) + 2Q(t). (3.60)

Neste momento, aproximamos a distribui¢ao de temperatura na superficie de con-

torno pela temperatura média, isto €,
U(r, c,t) = oUg(r,1) (3.61)

onde o = 1 para a aproximagao cldssica e o ¢ calculada através das equagdes (2.14)
e (2.15) para a aproximacao melhorada. Tais cdlculos sdo apresentados no préximo
capitulo. Substituimos a equagio (3.61) na equacao (3.60)

P.. .18 a ahe . o
_a_t’{"m:—f-‘f a ( or L'm,) Eo—bm:'*]" AQ(t) (362)
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Aplicamos a equagéo (3.58) nas condicbes de contorno (3.18) e (3.19) e também na

condicao inicial (3.22) obtendo o seguinte problema unidimensional a ser resolvido

a .. 10 [ 0. ah,
‘5;(/“1_. = Q;g (TELGL.) — Y UUGL -+ Q(t) (3.63)
B ol o=, 52l (3.64
3?‘ ev =Y, T=VU, 1 . )
g .. . .
kabw +hdl. =0, r=g, t >0 (3.63)
Uio =T —=Tomp, =0, (3.66)

Em relagio a um problema unidimensional notamos na equagéo (3.63) o surgimento
do segundo termo do lado direito devido a aplicacao do método de parametros

concentrados. Resolvemos o problema (3.63) através do método GITT, em relacio a

varidvel r, andlogo ao descrito anteriormente no primeiro caso. Chamando

2 4 ah.o
Tk )’
obtemos, a solugao

Tint] = Tt Y J?\(:m ){exp[ A t][ / [ cxplintlr (—\/ﬁ_)

m=1

x Q(t)drdt + e:rp[,\mt]]_/o rJy (i—%r) (T10 — Tamb)dr] } . (3.67)



o Resolugao do Terceiro Caso:

A primeira parte, referente a aplicacao do método de parametros con-
centrados em relagao a variavel z para elimind-la ja foi feita no segundo caso, nos
dando o problema descrito pelas equacgoes (3.63), (3.64), (3.63) e (3.66). Neste caso,
para resolvé-lo usamos novamente o método de pardmetros concentrados, agora em
relagao a variavel r. Para isto definimos

bl = / U, t)dr (3.68)

a? Jo
Multiplicamos a equacdo (3.63) por (2/a®)r e integramos em r de 0 até a obtendo

2 .. . 2 #aL o Lo Bl
E/o rabmd?_aagfa . (rarl/m_.) dr augmafo U dr

2a

25 ]0 “rQ)dr.  (3.69)

ka?

Utilizamos a defini¢do (3.68) e as condicGes de contorno (3.64) e (3.63) para rees-

crever a equagao (3.69) como

2hea Uesla,t) — Bl

d
—05(t) = — —
dt a(?) ak ck

0Ba(t) + T Q(1). (3.70)

Neste momento, aproximamos a distribuicao de temperatura na superficie

de contorno em r = a pela temperatura média, isto é
Uas(a,t) = (fau(t) (3.711)

onde ( = 1, ou seja, utilizamos somente a aproximacao classica pois neste capitulo o
objetivo maior é comparar o nivel de complexidade dos resultados analiticos. Subs-

tituimos a equag¢ao anterior na equacao (3.70), obtendo
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Para a condigdo inicial (3.66) temos
2 ra .
3-2* ’ T&av(?',tl) = Tm — Tamb. (3.73)
Resolvendo a equacao diferencial ordinaria acima, chamando
e 2h, " th'
= \ak ck
e lembrando que T'(r, z,t) = U(r, z,t) + Tyms, obtemos

o t
aar:(t) == Tamb + Iexp[_agt] f ea:p[agt]Q(t)dt 3 exp[ag(tl = t)] (Tlo = T;Imb) (374)
» i
Vale salientar que a solugao dada pela equagdo (3.74) estd em uma forma
muito simplificada, mas, s6 é possivel para condi¢oes fisicas bastante especificas.

No préximo capitulo aplicamos o método de parametros concentrados e

o método de GITT no problema bidimensional de solidificagao em meio composto.



(3]
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4 FORMULACAO PARA O PROBLEMA
EM MEIO COMPOSTO

Aplicamos o método de parametros concentrados ao problema de soli-
dificacao bidimensional em meio composto, ou seja, tomamos uma média da tem-
peratura para remover a variavel espacial z, utilizando as aproximacoes, classica,
Hoo/Hoo ¢ Hi1/Ho. Feito isto, temos um problema unidimensional que é resolvi-
do fazendo uso da técnica de transformada integral generalizada (GITT) para meio

composto.

O problema é agora entao modelado na forma

19 19 & Q(2)
alatTi(Tat) .fa;'"( ar T](T@f)) 922 T]( )+T 0<r<a,

D<z<e (41)

10 19 ([ 8 a‘*
a—zé-;T‘z(T‘,a,t)—;g(T'é;Tg(? f)) Iy(ryz,t), a<r<b,

0<z<e (4.2)

onde a; = k;/p:Cp; é a difusividade térmica, T; a temperatura, p; a densidade, C'p;
o calor especifico e K; a condutividade térmica, com ¢« = 1,2, sendo z = 1 para o
metal e i = 2 para o molde. Ainda. Q(t) assume diferentes valores durante o periodo

que ocorre ou nao a solidificacdo como descrito em (3.4).

Aos problemas (4.1) e (4.2) sdo incorporadas as condigoes de contorno e

interface



. Temperatura maxima no centro do cilindro

g—Tl(r,z,t)=0, r=dl, OLe<ce t>6 (4.3)
r

. Temperatura na interface
Tilnat)=Tlr.zt), r=u 04£e<es t0; (4.4)

. Continuidade do fluxo de Calor na interface metal-molde

0 5}
kl-a—TTl(r, z,t) = ko a—Tg(‘r 1), F=d, 0L e 5 (4.5)

. Convec¢ao no molde-meio ambiente
d
k?gTQ(ra Z,t) = hC(Tﬂmb_Tz(r!zvt))a = b! bz ¢ t> O (46)

. Fluxo de calor convectivo nas interfaces superiores metal-Ar e molde-ar

—kl%ﬂ(r,z,t) = he(Ti(r,z,t) = Temp), 2=¢,0<r1 <@, t >0; (4.7)

‘—LQ"Q'T2(T::. t)—h(Tg(th) Tﬂmb), p=ic, aLr<h t >0; (48)

. Base do Cilindro Isolada

;Tl(r,z}t) =, 2=0, 0<vr<a L>0 (4.9)
a
ETQ(?', =0 z=0 sagrch, 156 (4.10)
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e condicoes iniciais

Hilrz )= Ty, =0, 0<rga D<o (4.11)

Tolr,2it) =Ty, t=0, a<rgh et (4.12)
Ainda, como feito anteriormente transformamos o problema original, usando
Ty = Ui+ Tamsy 1= 1,2, (4.13)

e com isto, temos as condi¢oes de contorno homogeneizadas. As novas equagoes do

problema de solidificagdo em meio composto sao

s - 7] o 82
v =l (rgbl)-%-alaobl—}-— (), 0<r<a, 0<z<c (414)

a .. 0 a.. a? 5
‘ézbg = QQE (TELQ) i agﬁbg, (7 3 == b, <z < G (4.10)
i -
gb'l(r,zj) =1, r=0, OxegLe L3 (4.16)
Ui(r,2it) slU(ryzd), r=6, 0<z<e t>0; (4.17)
}."EU "'t)—?;'—a—U('rzt) r=a, 0<cz<e, t>0; (4.18)
1 a;r ](T,A-._ o J.Za'f' AR RS 1 A L C, H =
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k2§02(?", 2:t) +hUs(r,2,8) =0, r=b 0<z<e t>0;

—klgUl(r,z,t)—hCUI(r,z,t):l}, z=¢ 0<r<a, t>0

- kg%Ug(r,z,t) = hll(r 24 =0, #=& a<r<h t>0

%)

%Ul(r,z,t):{}, z2=0, Dgr<a, t>0;

—linatl=0 2=0 awagreh £30

U](T‘,Z,f)=T10—Tamb:F1, t=#, 0<r<ae, <2< e

Up(r,2,t) =Top—Tampn=Fs, t=t, a<r<b 0<z<e

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Este é o problema no qual aplicamos o método de parimetros concentra-

dos com respeito a varidvel z, considerando que

— 1 re
Uilrit) = E/u Ui(r, z,t)dz.

(4.26)
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Multiplicamos as equacoes (4.14) e (4.15) por 1/¢ , em seguida integramos

com relagao a varidvel z de 0 até ¢ e utilizamos as condi¢oes de contorno (4.20),

(4.21), (4.22) e (4.23) obtendo

0= _,10( 0\ ah,
5(11 Q];g( L) L T, ,t)+'—Q ) (427)

QL—Q » aqlﬁ (TQL_‘Q)

_)hc -
. == |73 2 Ualrc.t) (4.28)

Neste momento, aproximamos a distribui¢ao de temperatura na superficie de con-

torno pela temperatura média, isto é,
Ui(r,c,t) = BiU(r,t), i=1,2. (4.29)

Assim, substituimos (4.29) em (4.27) e (4.28) resultando

%) — lﬁ ) ﬁ_? O.lh 31 (03]
SUi=aid (rpl) - ST+ Bow, @ao)
e
@ 1.4 0 - 0!2}1 32—
55[/2 ao;g (TE{Q) ok b?( t) (4-31)

onde, para a aproximagio classica, utilizamos 3; = 1, ¢ = 1,2, mas, neste capitulo,

daremos maior atencao a aproximacao melhorada por se esperar melhores resultados.

4.1 Calculo para a aproximac¢ao melhorada

Para a aproximacao Hyo/Hp:



As integrais que definem a temperatura média e o fluxo de calor no cilin-

dro siao
= [ za: =T, i=1,2 (4.32)
e
cd _ . |
/ = Uilr, 2 8)dz = Ui(r,6,t) - Ui(r,0,8), i=1,2. (4.33)
0 2

Agora, aproximamos ambas diretamente pela regra trapezoidal Hy o dada

pela equagdo (2.14) produzindo

Ti(r,t) = %[U;(T,O,t) + Ui(r,e,t)], 1=1,2 (4.34)

e
# e 7. _ el8. @ e - =
Ui(r,c,t) — Ui(r,0,t) = 5 [é—z-b, - - azb, mc] , =12 (4.35)

Substituimos entéo as condigdes de contorno (4.20), (4.21), (4.22) e (4.23), reescreve-
mos a equacao (4.35) como

Ulr; 0,8) = {1 =0 ;—};CE] Udr;e.t), i=1,2, (4.36)

e logo apds, substituimos a equagdo (4.36) em (4.34) resultando

4k;

4k; + chc] S A=l (4.37)

Ui(r,c,t) = [

que é a procurada “relacio melhorada” entre a temperatura na superficie e a tem-

peratura média para a aproximacao Hyo/Ho
Para a aproximacao H;;/Hjy:

Aqui usamos a regra trapezoidal H;; dada pela equagio (2.15) para a

integral da temperatura média e mantemos a regra Hy o para o fluxo de calor. Assim,
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a relacao entre a temperatura média e o contorno ficam descritas na forma

]}, ] =12

(4.38)

_oy

i) =
Ui(r,t) 3

o=

€ . elo,
{§ [Ui(r,0,t) + Ui(r,c,t)] + = L‘?zci

=0

Essa expressao é simplificada pela utilizacao das condi¢Ges de contorno (4.20), (4.21),

(4.22) e (4.23), resultando que

" : - " ' - y
Ti(r,t) = 5 [Ui(r, 0,1) + Uil . )] + %;U.—(r, ¢,t), i=1,2, (4.39)

e ainda consideramos que a aproximacao Hy g para o fluxo é a mesma usada anteri-
ormente, ou seja,

ch,

2k;

Ulr 0, )= [1 + l Udr.e.8), t=1,2 (4.40)

Assim substituimos a equagao (4.40) na equagdo (4.39) obtendo finalmente

12k;

L":‘(T, C,f) = [m] I,-‘,-(r,t) 1=1,2 (4-41)

que é a “relagdo melhorada” entre a temperatura na superficie e a temperatura

média para a aproximacao H, ;/Hyg.

Portanto, aplicando a integragao a variavel z no problema dado pelas
equagdes (4.14) e (4.15) temos agora um problema unidimensional a ser resolvido,

dado pelas equagoes (4.30) e (4.31), para 1 = 1,2

0w = ol (27 - &hbigr Y
EL’_ = (Tarb') ck; Uilnt) + k;Q'(t) (482

onde

Qi(t) = (4.43)
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1 para aproximacao classica

Bi =1 4k; /14k; + ch,) para aproximacao melhorada Hoo/Ho

com as seguintes condi¢oes de contorno e interface

;g
—a—TLI(r,,;,t)—O, r=l; 0<€z<e >0

Ui(r,z,t) =Tg(r,2,t), r=a, O0<z<e t>0

6—_ a_
klb_;bl(?a Z, t) £~ kQEU.Q(T,Z,f), r=a, 0<z< ¢ t> 0’

b T, 2,8) + AT, 8) =0, r=b, 0<z<e (>0

e condicoes iniciais

Ui=F, t=0, 0<r<a, 0<z<c

Uy=F, t=0, a<r<b 0<z<c

Solucao do Problema Unidimensional

k 12k;/[12k; + 4ch.] para aproximagao melhorada H;1/Hgg

(4.44)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Resolvemos o problema unidimensional (4.42) em meios compostos, pela

técnica de transformadas integrais generalizadas . Para isto definimos o seguinte



par de Transformadas integrais [2, 19

= 2 k; —
D-'(ﬁm, t) = 2 a_i /R.- 7”¢l’f(_i3m, T‘)U;(T,t)dr
7. _ = ?Pf(_ﬁm,?“):, ;
L’I(T!t) - mz=l :?\F(I,Bm) D(.-Smat)a

onde v;(8,,7) é solucdo do seguinte problema de Sturm Liouville,

1 d d ; 2 0fl‘l;"-::;sl 1 y _
;E (Tdrwl,m(r)) + [_.Bm Ckl :l o Trfl‘m(r) — 0.l OD<r<a

1d d . 5 0hf { -
;a (r a?_dz,m(?")) + [Bm - ok ] ’Ug_m('r) = 0, a<r<hb

U1m(r) = Yom(r), r=a

d d
klEWl,m(?‘) e AQE}QJQ‘m(T), r=a

I
=

l
;‘52(_'@‘2,1:;(?') + hc"rb?,m(r) = 07 r
dr

(4.50)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.56)
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Resolvendo o problema acima e chamando

Al - |:62 o alhcfsl]

Ck'l
e
N s 30 _ QthJ@?
2,m Ckg
temos
Alm
V1m(r) = Jo (\/i,a—]?”) ; (4.58)
)\2 m AQ ™m -
/ - ) )
UQ,m(T) AsnJo (\/Oc_gr) + B2, Yy (\/azif‘) 3 (4.09)

e a norma dada por

ky re ko fb
() = o [ rln(Gmr)Pdr + 2 [Crfun(Bm,r)Pdr - (460)

ainda, chamamos de A a matriz formada pelos coeficientes das equagoes (4.54), (4.55)
e (4.57) e resolvemos a equacao transcendental Det(A) = 0, obtendo os autovalores

(8m) que sdo as raizes da referida equagao .
Aplicagao do Par de Transformadas Integrais na Equagao (4.42)

Multiplicamos ambos os lados da equagdo (4.42) por (k;/a:)rvi(Bm,7),
em seguida integramos em rela¢do a variavel r na regiao R;, sendo r € (0,a) para

i=1er € (a,b) para i = 2, e por ultimo somamos em ¢, com ¢ = 1,2, obtendo
% 2 k; 13 8.

— Vi By 1) —— |r==U;| d

Eaz‘/ﬁ-m’)( T)arar [Tar ] d

2 ', " i e g
L a,f;::,ﬁ’, Uidr

=3 Jo O

i=1 Q; JR; 1

=k NS T . _
e fﬂ‘ (B ) Qi) (461)

Il

k;‘ ;i / - a—-r
a‘,-fm ri( O, ) Urdr

=]
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o termo do lado esquerdo da equacéo (4.61) pela definicao do par de Transformadas

Integrais (4.50), pode ser escrito como

dt‘(sm, t). (4.62)

O primeiro termo do lado direito da equagao (4.61) é avaliado fazendo uso do Teo-

rema de Green [18], dando-nos

f 10 m(r) 0 V2TH(r, t)dr—-Zk / UV 2bim
R!.

1 o
2 0 =0
+ Zﬁs /R‘ (Ui,mb—TUi = Ui"a_;wz’,m) dr. (4.63)

Pelo fato de que no problema (4.42) as condicGes de contorno sobre a regiao R; sdo

homogéneas podemos reescrever a equagio (4.63) como

/ i m(T); VUi (1, t)dr = ZL /R‘ 1U; Vi m. (4.64)

i= la‘ i=1
Precisamos entdao avaliar o termo do lado direito da equacao (4.64), para isto

tomamos o problema de autovalores dado pelas equacoes (4.52) e (4.53) que po-

dem ser reescritas para t = 1,2,

ihe0i s
Vg?f)i,m?‘ =+ [32 - %‘l ;F‘f)im(r) =0, (460)

multiplicamos ambos os membros da equagio (4.63) por rk;U;(r,t), integramos na

regido R; e somamosde : =1 a 7 = 2, assim

i sheBi ] 1
m k/ i i —Yim =0, 4.
ZA/ NTAVCT a’r+z 1T l,sm | atim =0 (4.66)
ou seja,
- — 25 2 & il fi+
Ek"/& “"U*‘V?""**md‘f'=—S:nb*(..ﬁm,tﬁ;a?f& b
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onde
T (B Z / r0i( By 7T, t)dr (4.68)
e por (4.63)
2
= 1 o / rim(1)0s V2U(r,t)dr = =G50 (B t) + Z f vzma’h.is Tidr.
(4.69)

Pelo fato de Q;(t) = 0 quando i = 2, podemos reescrever o terceiro termo do lado

direito da equagao (4.61) como

/0 " 1By 1) Q(E)dr (4.70)

Assim sendo, substituimos as equagées (4.62), (4.70) e (4.69) na equagao (4.61), que

fica reescrita como

ST (Gnst) = =G50 Bst) + [ T1mQe)r (471)

Temos entdo a seguinte equacao diferencial ordindria a ser resolvida
d= 277
«JEL' (Bm,t) + 85,U(8m,t) = A(Bm,t), (4.72)

com a condi¢ao inicial

U(Bmrtr) = F(Bn) (4.73)
onde
A(Bm,t) = /D S L Q(t)dr (4.74)
e
F= :;—‘1 fo "t Fidr + :;—‘; ] "t Pt (4.75)

obtida através da aplicagdo do par de transformadas integrais nas condig¢oes iniciais.
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4.1.1 Solucao do Problema de Solidificacao

A equagao diferencial ordindria (4.72) tem como solugao

T(0mt) = expl=02 { [ exploZqABn 00t + F(Omleanlt)}.  (476)

Assim, através de (4.51),

Tint) = > e denpl-02e){ [ explglA (B 0t + F(0,)eaplftnl]

(4.77)

como Ti(r,t) = Ui(r,t) + Tyms, temos que Ti(r,t) = Ui(r,t) + Toms. Com isto,

Tir.t) = mb+z‘“’f\fg’ ezp|—B24] { [erp[ﬁ,%lt]A(ﬁm,t)dt

+ F(Bm)eaplBit1} i=1,2.  (4.78)

No capitulo a seguir apresentamos os resultados numéricos obtidos pelas

formulagGes apresentadas nesse capitulo e no anterior.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Para comparacao de resultados, utilizamos o processo de solidificagao de
uma liga de FeFe com resultados disponiveis na literatura através de tratamento
numérico e experimental [9, 10, 11]. Os dados para os parametros aqui utilizados

foram retirados desses trabalhos.

5.1 Simulagao da Curva de Resfriamento da Liga FeFe

Os valores utilizados para o calculo dos resultados numeéricos para a Liga
FeFe foram:
v 1.95 Jm™?
Te 1160 °C
L 1.463 % 109 Jm™3
AT 9 ec

U 31078 g 190-2

N 6 * 10° m™3

k 29.2 Wm™19C—!
ko 0.6 Wm~1oC-1
h. 1000 Wm=20C-!
T 25 °C

a 0.015 m

b 0.055 m
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c 012 m

P1 7000 Kgm™

ps 1500 Kgm™3

Cpp 9154 JKg~'°C-!
Cps 1129 JKg™ %0~
Tie 1286 °C

T 95  9C

A implementagao foi feita utilizando o software matemdtico algébrico
chamado Maple V na sua tultima versdo release 5 e também o software EXCEL,
usado para fazer graficos, em um computador PENTIUM 166 com 32 Mb de meméria

RAM.

O desenvolvimento dos programas tem como passos basicos

Apresentacao dos dados iniciais;

Céalculo do termo de fonte;

Definicao da expressao para os autovalores;

Plotagem desta expressao para determinar o intervalo de interesse que

contém os autovalores;

Determinacao das fun¢oes de Bessel;

e Calculo da Norma;
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e Construcao da solugao analitica em somatdrio para o primeiro intervalo

de tempo:
e Calculo da condigao inicial para o segundo intervalo de tempo;

e Construcao da solugao analitica em somatoério para o segundo intervalo

de tempo;
e Calculo da condicgao inicial para o terceiro intervalo de tempo;

e Construgao da solugdo analitica em somatdrio para o terceiro intervalo

de tempo;
e Construcao das solugoes médias;

e Resultados numéricos para a temperatura.

Para determinacao do tempo inicial do processo de solidificacao usamos
alguns resultados encontrados em [16]. O problema ndo nos fornece condi¢oes su-
ficientes para a determinacao do tempo final, que neste trabalho é entdo escolhido

baseado nos graficos dos resultados experimentais.

Em todos os casos, para efeito de comparagao com resultados disponiveis
na literatura a temperatura avaliada é dependente apenas da varidvel temporal.

Para (0] meta.l consideramos
T\(t) = / rTy(r,t)dr (5.1)
1 2 0 1 1 ] .

e para o molde

9 b
Tt) = G—ap ] fTy(r,t)dr, ba. (5.2)
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Para a varidvel z a temperatura média é dada por
1 ¢
T(r,t) = = /0 T(r, 2,t)dz. (5.3)

Com isto, a solugao apenas dependente do tempo, do problema em meio simples,

resolvido no capitulo dois, pelo método GITT é

2 a
T(t) = fo rT(r,t)dr, (5.4)
onde
T(r,t) = % fo “T(r, z,8)dz, (5.5)

sendo T'(r, z,t) dada pela equagdo (3.57). E a solugdo do problema também em meio

simples resolvido pelos métodos de parametros concentrados e GITT é

Ty (t) = % fo * rTo(r,t)dr, (5.6)

onde Ty,(r,t) é dada pela equagao (3.67)

Para efeito de testar computacionalmente fazemos primeiramente as so-
lugoes para a formulagdo bidimensional em meio simples. Assim, a figura (1)
representa as solugbes da formulagao bidimensional em meio simples, dada pela
equagdo (5.6) (para as trés aproximagoes ) onde foram aplicados os métodos de
parametros concentrados e GITT conjugados e pela equagdo (3.74) que tem aplica-

¢ao somente do método de parametros concentrados.
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Das trés solugbes apresentadas no terceiro capitulo, uma nio se tornou
viavel a obtencao de resultados numeéricos via Maple devido ao alto grau de com-
plexidade da solugiao dada pela equagado (5.4) referente ao método GITT, principal-
mente no segundo intervalo de tempo, onde temos o termo de fonte (Q(t)) dado pela

equagao (3.9) e agora descrito como
Q(t) = 0.330922803810'°(0.271230505110~" — 0.988144634410™°z

40.900000000010 1 2%)ezp[(0.1122658474 — 0.006135089490

+0.0001117565253z> — 0.678584013310~°27]. (5.7)
Esse fato ressalta a importancia de dispormos de modelos mais simplificados.

O tempo computacional gasto para obtencdo dos resultados numéricos
para a soluc¢do do problema bidimensional em meio simples foi de 1718,2 segundos
para solucdo dada pela equagio (5.6) [ANEXO E] e 12 segundos para a solugdo dada

pela equagéo (3.74) [ANEXO FJ.

No caso do meio composto, a solugao do problema resolvido no quarto

capitulo é avaliada através de

L 2 e — i
Tit)= 5 j; rTa(r,t)dr (5.8)
para o metal e
— 2 b .
T‘_)(t) = Zb_—a)2/a TTQ(T, t)dT, b # a (09)

para o molde, onde, T;(r,t) i = 1,2, é dada pela equagao (4.78)

A figura 2 a seguir representa a soluc¢ao da formulacao bidimensional em

meio composto para a aproximacido Hoo/Hoo e para a aproximacao H, ;/Hy o dada
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pela equacdo (5.8). A formulagao clissica também testada nesse caso apresentou

resultados totalmente insatisfatérios, como mostra a figura 3.

Também nao sendo possivel a avaliagdo da solucao analitica no caso
bidimensional composto, a comparagao dos resultados obtidos é feita com dados
disponiveis das solugbes via diferengas finitas para o caso unidimensional meio
composto, apresentado por Freitas [10] (figura 4) e bidimensional apresentado por

Kanetkar et al. [11] (figura 5).
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Uma andlise comparativa apenas permite perceber a semelhanca entre as
formas das curvas obtidas, mas observando em todos os casos diferencas quanto ao

tamanho do patamar de solidificagao e mesmo quanto aos valores da temperatura.

E verdade que podemos observar uma mudanca bem significativa dos
valores obtidos pelas formulagbes testadas nesse trabalho a medida que usamos
diferentes valores para o AT (taxa de super resfriamento) e tempo inicial e final
de solidificacao , dados esses que nao aparecem disponiveis claramente na literatura
consultada. Por outro lado, é importante salientar que em todas as solucoes aqui
apresentadas foram usados 10 autovalores, devido ao tempo computacional exigido.
Notamos no entanto que o aumento de valores considerados (aproximagées de maior
ordem) leva & valores da temperatura mais coincidentes com as apresentados na

literatura.

Como também podemos notar, os resultados obtidos pelas aproximacoes
Hyp, Hy ) e cldssica seguem o que se encontra normalmente na literatura, ou seja, os
resultados estao mais proximos para nimero de Biot menores e mais afastados para
nimero de Biot maiores sendo que o nimero de Biot representa uma razao entre a

resisténcia térmica interna e a resisténcia térmica externa.

Cabe ressaltar ainda que para o caso bidimensional o tempo computa-
cional gasto foi de 4335,5 segundos para avaliar a solugdo dada pela equagao (5.8)

[ANEXO GJ.



6 CONCLUSOES

De acordo com as investigacoes realizadas nesse trabalho, podemos dizer
que a aplicagdo da formulagdo de parametros concentrados resultou em modelos
simplificados para o problema complexo de solidificagdo modelado originalmente
como um problema bidimensional em meio composto. Esse tipo de formulacao se
mostra adequada no caso, de acordo com as caracteristicas e dimensoes do meio
(cilindro) que propiciam um tratamento em termos de varidveis médias. Acredita-
mos que as formulagoes aqui propostas representam um avan¢o no tratamento do
problema em termos de modelos de cardter analitico e também fica caracterizada
a vantagem das formulacoes integradas chamadas “melhoradas” comparativamente

com a formulacao classica.

Os resultados numeéricos obtidos se mostram apenas satisfatérios do ponto
de vista de representar um comportamento esperado para esse tipo de fenémeno,
nao concordando precisamente com resultados numéricos e experimentais disponiveis
na literatura. Cabe no entanto salientar a dificuldade de obtencdo de parametros
importantes para aquisi¢ao desses resultados, na literatura disponivel, bem como
aspectos nao bem definidos do modelo fisico em estudo. Acreditamos que maiores
investigacoes e esclarecimentos nesse sentido devem colaborar significativamente na
obtencao de melhores resultados. Outro aspecto importante seria o uso de recursos
computacionais mais robustos que viabilizassem a avaliacao das solucoes através de

aproximacoes de maior ordem (para um nimero maior de autovalores).



Ainda um outro aspecto que merece ser investigado em trabalhos futuros
¢ a possibilidade da nao-linearizagao do termo de fonte original, ou seja, a solugao de

um sistema diferencial ordinario nao linear apés a aplicagao da técnica GITT.
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ANEXO A METODOS NODAIS

No caso de transporte de particulas o procedimento de integrarmos as
equagdes para obtencao de sistemas simplificados é bastante usado em problemas
multidimensionais. Por exemplo, a integracdo da equagao de transporte em orde-
nadas discretas bidimensional nas varidveis z e posteriormente y leva a um conjunto
de duas equacoes diferenciais ordindrias unidimensionais (problema de contorno)
para os fluxos médios e essa integracao introduz novas varidveis no problema, os
fluxos nas interfaces e assim as equagoes auxiliares usadas para contonar o proble-

ma determinam o nome do método. Algumas aproximagoes usadas sao:

e fluxo médio € 1gual ao fluxo em uma das fronteiras

¢ fluxo médio é igual a média dos fluxos nas duas fronteiras

Exemplo

s,

Jun'é_; + nu'a_ o o‘(.’,{," y):l 'd)(f‘ﬂ Q‘»"l) = Q(F-} Q“)? (’Al)

dy

aqui 7= (z,y), Q, = Q(,un, M) € q(T, Qn) é o termo de fonte. Dividimos o dominio

e integramos a equacgao (A.1) sobre z; 1 <z <z;.1ey;,_1 <y <Y1 Denotando

1
2

U(7, Q) e q(F, Q) por ¥ (7) e ga(F), nos temos



Fin / dy[n(2iy1,y) — Unlzis,9)] +
J 5 3
™ /1d$[1,‘)ﬂ(.'1:, yJ+%) - ¢n($s y_-,u——%)] %

o0y [[dz [ dybu(z,y) = [dz [ dygu(z0), (A.2)

onde fizemos as abreviacoes
¥

l e f*” i, ]J Gy /y 4 g (A.3)

i
-4

Nos adicionamos uma notacao simplificada denotando

A.‘I’f = .fl.‘:-_,r% — Ii—% (A4)

Ay; = Yj+i — Yj-4- (A.5)

Entdo definimos a média nos fluxos por

_ 1 _
Unitl1/2,j = A—y__édywn(lﬂm, Y), (A.6)
J
. 1 B
Ynig+1/2 = 7 /:_dx%(ﬂr..yjﬂfz), (A7)
1
Wnij A;-:,-ijf,- T ; YUn(z,y) (A.8)

1
i = KAy [ da / dva(z.v). (A.9)




Dividindo (A.2) por Az;Ay; obtemos a equagio de balanco espacial

f T" f o
Z{%(@nﬁuz,j — Wni—1/25) + A—;_(‘f;}n,uﬂ,‘z — Vnij-1/2) + Oij¥nij = Qnij-  (A.10)
1 J

Neste momento precisamos de duas equagoes auxiliares para reavaliar o contorno.
Exemplo

; L.
Ynij = E(’t_’dnﬁlﬂ,j + Ynji-1/2,4); (A.11)

. ] |
Unij = 5(@11,1’.}'-&—1}2 + Wnig<ifa) (A.12)

Cabe observar que estas aproximagoes sao aleatorias.



60

ANEXO B METODO DA CAIXA (BOX
METODO)

Este método ¢é aplicado em um dominio subdividido em intervalos e em
volta de cada ponto da malha, devemos considerar leis de conservagao . Para isso
uma caixa é desenhada em volta de um ponto arbitrario (o j-ésimo ponto) e a
equacdo ¢ integrada sobre essa caixa para obter os fluxos e avaliar pardmetros para

os pontos da malha.

A integracao gera novas expressoes que combinam as fungbes definidas

como médias e as funcoes na fronteira.

Seja por exemplo a equagio que descreve a difusdo de neutrons em sime-

tria esférica

1 i,
—EEPDW

d

—6(r)] + Za(r)é(r) = ZZ4(r)o(r), (B.1)

com condicoes de contorno conhecidas.

O dominio é dividido em uma malha nao uniforme
Arj=Tjt1 —Tj (B.2)

e a equagao (B.1) € integrada em torno de cada ponto "7, de r;_1 até r;,.1 para

obter

—] i1 e 2D(r)—o (r)).47r° dr+/ 47122, (r)o(r)dr =

——|r
];rd

% / ? B4(r)o(r).4nridr. (B.3)

1.
7
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Dividindo (B.3) por 47 e simplificando vemos que

—[:*‘QD(:P)i

o))y, +[rzD(r)-@ lr._ +/ )rldr =

. / 3 Si(r)o(r).r®dr.  (B.4)

Esta equacao envolve os valores de ¢ média e ¢ no contorno. Nesse caso
as derivadas presentes no primeiro e segundo termo sao aproximadas por diferencas
finitas e nos termos integrais sao usadas expangoes em formas de Taylor truncadas

apés o primeiro termo, resultando que

/rr. j Yo(r)o(r).rldr = r (rj)(b(rj)fj-'LQ——_l, (B.5)
do(r)| . o(rj) = é(rj—1) _ &(r;) — é(rj-1)
dr Fi 3 N T; —Tj—1 - A?’J_l (B6)
e
dg(r) . O(rim) = o(r5) _ &(rie1) — 8(r;)
dr | | T Ti—r Ar; ' i

Esse procedimento leva a um sistema em termos de ¢;11, ¢; e ¢;—; que sera

truncado na forma ¢y, = 0 para ser escrito em forma matricial.
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ANEXO C APROXIMAGCAO H,;

Seja y(z) e suas derivadas y*)(z), definidas para todo z € (z;-;,z;), além
disso é assumido que os valores numéricos de y“(z;—;) = yi_;, v =0,1,---, a, e
y(z;)=yY, v=0,1,---,3, sdo dados para os pontos extremos do intervalo. Aqui

estamos procurando uma aproximacao do seguinte tipo

Ti a 8
|7 vz =Y Gyt + 3 Dug (C)

v=0 vr=0

Em 1878 Ch. Hermite esbocou um caminho para obter a relacido acima.
Uma detalhada derivagao dos arbitrarios a e 3 é dada abaixo. A expressao resultante

¢ chamada aproximacao H, g. Ela é obtida da integral
L= [ (@ = maf e -z g (€2
por integragdo parcial (a + G + 2) vezes.

Seja [z] = (z — z;21)?* (z — z;)°*!. Integramos parcialmente (C.2) (a +
B + 2) vezes obtendo

a+B+1 ”
L= Y (( Ry @), — (-0 [T et Dy@)de, (C3)

v=0 Ti—1
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com
v v B8+1 .
=3 (v — V) (z = z;y)PH- )
vy gl v—1
a+1 .
X V(2 — ;)oY (C.4)
Vv

encontrado através do Binomio de Newton.

Usamos o fato que [z](@+5+2) = (a+842)!, y*(zio1) = v/, e y*(z:) = oY,

substituimos os limites de integracdo e resolvemos a equagdo (C.3) para o termo

integral da direita, resultando na expressao

Eh B (_1)a+5+1 a+5+1 , . BBl
L-, Yl = (a+73+2) ;J (=1)[=l"w:

a+8+1 a+G+2
O (L peter-n | CLTE
,,Z=c| ( 1) [.T,_]] Yia } + (0: i ,3+ 2)!I:- (CD)

Em z = z; todos os termos em (C.4) com v/ < a+ 1 desaparecem porque
(z —z;)*1="" = ( neste ponto, um argumento similar é aplicado para z = z;_,. Em

adicao

para ' > a + 1. Assim, escrevemos h; = z; — z;_;, obtendo

v 3+1 a+1 o
B = (v—a=1) (a + 1) (Cg)
a-+1 v—a—1 a-+1
e
v 3+1 a+1
[If—l]VI B+1) (g5 fF = 1)1
v—30-1 g+1 v—3-1

x(_hi)a+l—u+(-3+l)_ (C.?)
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Substituimos as relacées (C.6) e (C.7) na equagao (C.5) obtendo

/:.' )d (-—l)0+.5+1 a+0+1 v (3 )' a-+1
ylz)ydr = ———— E 84+1)!
Ti=1 3 2 ! e f
(e+8+2) | G 8+1 v—03—-1

X(U st s 1)!h:}+ﬁ3+2—uy§cx+.3+l—v)

i—1

a+8+1 v 8+1
- > (a+1)! (v—a-1)!
bl A el v—a-—1
B _1)a+;'3+2
x(=hy)roszvyesstioo) y CLTH C38
(=ha)™ b lav T (€8)
v
Os limites do somatério abaixo sao devidos ao fato que = 0 para v < V.
yn"

Para obtermos o resultado final, realizamos a troca a + 8 + 1 — v = ¢/, chamamos

v’ de novo v e rearranjamos a equacao (C.8)

T3 o 3
| va)dz = 3 Cula, ORI, + Y CulB,a)(—1) Ry
Tioy =0 v=0

(_1)a+ﬁ+2

mf{, (C.g)

onde

(a+ 1) (a+8+1-2)

ClaB) = & Dita = oilat B+ 2V

(C.10)

note que a e J sao invertidos no segundo somatério. C, e D, da (C.1) sdo agora

facilmente identificados pelas equacgoes (C.9) e (C.10).

Utilizamos o teorema do valor médio para obtermos

I; = yf=+A+2)(g) /*- (z = 2)"* (2 — 2:)"+ da, (C.11)

Tim1

=z +6h;, 0<6<1.



Resolvendo a integral acima, obtemos o 1iltimo termo da equagao (C.9),

I s (a+1){(8+1)!

i = (a oy 2)! i = (a Iy 2)!(0 i 3)!(—1)“+1h?+’3+3y(“+6+2)(§) (C.IQ)

Temos entao a forma integro diferencial da aproximagao H, g

” a 8
[ v@)ds = 3 Cula, Y1+ Y CulB, @) (-1 R +O(E42). (C.13)

v=0 v=0
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ANEXO D NUCLEOS DE
TRANSFORMADAS
INTEGRAIS

Nesta secao estudamos a construcao de nicleos de transformadas inte-
grais para varios problemas de contorno e valor inicial. Esses nicleos estao associa-
dos a solucao de problemas de Sturm-Liouville, e 0 método geral de constru¢ao sera
ilustrado aqui apenas para problemas em regioes limitadas. As modificacoes es-
pecificas aos problemas em regiGes ilimitadas bem como a transi¢do entre os espectro

discreto e continuo é detalhada em [1].

Um Método para a Construcao de Nicleos

Consideremos o problema de valor inicial e de contorno

8%: [p( %] - q(z)u p(c)%, O «l, 0 <t <re, (D.1)
“I,:o = m(t), ﬂ'lz‘zf = pa(t), (D.2)
] o = (@), (D3)

onde p(z) > 0, p(z) > 0 e g(x) > 0 sdo fungdes continuas no intervalo [0,1] e p’(x)
é continua em (0,1). No caso singular, quando p(0) = 0 and p(0) = 0, a primeira

condi¢ao de contorno na Eq. (D.2) é entdo alterada para

||, < M. (D.4)



Nosso objetivo é construir o micleo K(z,\) da transformada integral
mxn:%ﬁmﬁmnmmnw, (D.5)
que transformard a Eq. (D.1) numa EDQ para a fungao @(\,t) onde A é considerado
um parametro. E importante notar que , em geral, o lado direito da Eq. (D.1) pode

ser da forma p(z)L,u, onde L, é um operador linear arbitrario com respeito a variavel

t apenas.

Assim, multiplicamos a Eq. (D.1) pelo nicleo desconhecido K(z, ) e

integramos com respeito a x, resultando que

!
/K@A l(ﬁﬂw—/KIA(mm=%Am@mammm(Dm
Agora, integrando o primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (D.6) duas vezes, por

partes, obtemos

/Kun Fmapb‘

[rofstte

{
ﬂl(ﬁmxw

[K(z Np(z )gg]

(D.7)
0

=%@JHM%]

+/ d[ deM]

Ainda, substituimos a Eq. (D.7) na Eq. (D.6) e usamos a Eq. (D.5), entdo

+/f{;ikwfﬁ1—qK}iu (D.8)

0

dK

du
ry [K{:c A)p (z:)— — up( m)—-]

0
A ideia agora é tentarmos expressar os termos integrais na Eq. (D.8) em

termos de @(\,t). Entdo, se o nicleo K(z,\) satisfaz a EDO

& [P0 5] - a0 = (o) (D.9)
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segue das Egs. (D.8) e (D.9) que

A(t) - Bt) - Na= %, (D.10)
onde
ou] "
At) = [K(:r,)s)p(:r)%] (D.11)
z=0
=t
B(t) = [up(:r)%:{] (D.12)
=0

A Eq. (D.10) é também suplementada com a condigdo inicial obtida da

aplicagao da transformada dada por (D.5) a condi¢ao (D.3):

lizo = ¢(A), (D.13)
determinando @, de forma tnica [3].

Entdo escolhemos A(t) e B(t) tal que possamos usar em (D.10) apenas
as condi¢oes de contorno conhecidas por (D.2). Assim podemos ver que para um
dado K(z,)\) temos que B(t) é conhecido, mas temos de escolher K(z, ) tal que

A(t) = 0 ja que os valores das derivadas de u na fronteira nao sao conhecidos. Assim

Kleeo =0, Ko =0. (D.14)

O problema dado pelas Eqs. (D.9) e (D.14) é um problema de Sturm-

Liouville [1], ou mais especificamente:

Definigdo . A equagdo diferencial linear homogénea de segunda ordem (D.9) no

intervalo I = [0,1], juntamente com condi¢ées de contorno homogéneas de primeiro,
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segundo ou terceiro tipo € dito um problema de Sturm-Liouville regular, uma vez
que os coeficientes p,q, e p satisfacam as seguintes condigoes : p(z) > 0,p(z) >0 e

g(z) > 0 sio funcdes continuas em [0,!] e p'(z) é continua em (0,1).
Como é mostrado em [1]
(a) Existe uma sequéncia infinita de autovalores,
B2 M AN Lo Xe <iss
e solugdes nao triviais correspondentes,
Ki(z, M), Ko(z,X2),-.., Kulz,An),.- -,
chamadas autofunc¢oes , para esse problema. O espectro A, é discreto.
(b) As autofuncdes K,(z,),) formam uma conjunto ortogonal no intervalo 0 <

z <1 com respeito a fungdo peso p(z), isto é,

I 0, n # m,
/0 P(2) (@, M) K (2, A ) = (D.15)

N(K,), n=m.

Assim, o niicleo K(z, \) da transformada integral para o problema (D.1) -
(D.3) é determinado pelo problema de Sturm-Liouville (D.9),(D.14) com condi¢oes de

primeiro tipo homogéneas.

Se as condigbes de contorno do problema forem de segundo tipo:

du

6,
% "—‘Ul(t), 5§ = Vg(t), (Dlﬁ)

=0

o=l

A(t) é conhecido e para que B(t) seja zero devemos ter

dzr

dK

=&

=0

=0 (D.17)

o=l
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portanto, o nicleo K(z,A) para a solugdo de (D.1),(D.3) e (D.16) tem de satisfazer

a equacao (D.9) e as condigdes de contorno (D.17).

Para resolvermos o problema (D.1) com condig6es de contorno do terceiro

tipo:
ou ou
s = gq(t — + hu = :
(ax u) =0 Kl( )‘ (ax + u) o=l fcg{t)’ (D 18)
é suficiente requerer que
(95 - hK) =1, (9‘-’5 + hK) ~0, (D.19)
dx =0 dx =l

para eliminar os valores desconhecidos de (D.10). Na verdade, substituindo as ex-

pressoes

dK
dz

= hKlr:U 1 ﬁ

= — hK
e |

z=l

(D.20)

z=l"

z=0

obtidas de (D.19) em (D.10) podemos ver que a diferenca A-B em (D.10) é expressa
apenas em termos das fungbes conhecidas k;(t) e s2(t). Comportamento analogo
acontece quando as condicoes de contorno sao de diferentes tipos em cada contorno.

Ou seja,

Corolario. O niicleo K(z, A) da transformada integral (D.5) para o problema (D.1)
com condigoes de contorno conhecidas, de primeiro, segundo ou terceiro tipo, sat-
isfaz a Eq. (D.9) e condi¢bes de contorno do mesmo tipo do problema original,

porém homogéneas.

Retornamos agora ao problema (D.1) com condigdes de primeiro tipo.

Seja entdo @(A,,t) a solugdo do problema de Cauchy (D.10)-(D.13) para A = A,
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isto é, a funcao

1 !
10wt = ¥ /0 u(z, t)p(z) Kn(z, A )z (D.21)

é conhecida. Aqui, os nicleos
K(z,2:) = N(K.) " Ko (2, 0:) (D.22)

formam um conjunto ortonormal ,

{ 0. n#m,
/ﬁ P(2)Kn(2, M) K (T, Am)d = (D.23)

1, n=m.

Mas, na verdade, devido a linearidade do problema podemos omitir o termo con-
stante que aparece multiplicando a integral em (D.21) considerando-o na expressao

a seguir.

Procuramos uma solucao na forma

iz, = 3 Fa(OKulz; 5s), (D.24)
n=1

onde F,(t) sao funcbes desconhecidas, e o indice n estd associado a cada uma das
autofuncdes (podendo comegar de zero algumas vezes). Para determinagio desses

coeficientes F,(t) usamos a condicdo de ortogonalidade (D.15) e obtemos

Fu(t) = /0 il YR (e, N s, =85, (D.25)

.
N(K,)

Ou, conforme (D.21)
F.l =0t =t B0t B=128:.: (D.26)

Daia transformada inversa de (D.21) é

o0

w{z,t) = Y B ) Kalzi M), (D.27)

n=1]
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ANEXO E PROGRAMA EM MAPLE V

" MEIO SIMPLES, METODO DE PARAMETROS CONCENTRADOS E GITT
_ with(linalg): With(stydent):
_ Parametros
"> gama:=1.95: Te:=1160: L:=1.463%*(10%9): deltat:=10: mi:=3*10"(-8): tinic:=55:
_ tfim:=200: N:=6*(1079) :k:=29.2: hec:=1000: Tamb:=25: a:=0.015: T10:=1286:
| rho:=7000: cp:=915.4: alpha:=k/(rho*cp): c:=0.12: Bet:=1;
[ Termo de fonte Q
[ > R:=(2*gama*Te) / (L*deltat) + mi*(deltat”®2)*(x - tinic):
[ > ctel:=expand (R"2): cte2:=expand(R"3): cteld:=diff(R,x):
[ > Q@ :=(evalf(4*Pi*N*L*ctel*cte3*exp (- (4/3) *Pi*N*cte2))):
[ Expressoes para os autovalores
> expbm:=(bm/sqrt(alpha) ) *Besseld (1, ,bm*a/sqgrt(alpha))
[ - (hc/k) *Besseld (0, bm*a/sqrt(alpha)):
[ > plot (expbm,bm=0..3):
[ Calculo dos autovalores, normas fungoes de Bessel e partes da expressao analitica final
[ > e:=1:

> for 9 from 0.13 by 0.4 to 4 do
> b[e] :=fsolve (expbm=0, bm=3-0.02..3j+0.41) ;
| > ctelamble]:=b[e]”2 + alpha*Bet*hc/ (c*k);
> normale] :=((BesselJ(0,b[e] *a/sqgrt(alpha)))*2*a*2*((he/k) "2 +
(b[e]”2) /alpha)) /(2* (b[e]"2) /alpha) ;
> varl[e] :=BesselJ(0,ble] *r/sqgrt(alpha))*(1/normale]) ;
> var2ple] :=exp (- (ctelamb[e] *t)) ;
> var2s[e] :=exp(ctelamb[e] * (tinic-t)) ;
> var2t[e] :=exp(ctelamb[e] * (tfim-t)) ;
> var3[e] :=evalf (int (r*BesselJ(0,b[el *r/sqrt(alpha)) ,r=0..a));
> varéd[e] :=eval (int (exp (ctelamb[e] *x) *Q,x=tinic. .t)) ;
> varSple] :=Int(r* (T10-Tamb) *BesselJ (0, ,b[e] *r/sqgrt(alpha)) ,r=0..a) ;
> varSs[e] :=Int(r* (Tl0s-Tamb) *BesselJ (0 ,b[e] *r/sgrt(alpha)) ,x=0..a) ;
> varSt[e] :=Int(r* (T10t-Tamb) *BesselJd (0 ,b[e]l *r/sqgrt(alpha)) ,r=0..a);
> e:=et+l;
> od:

=

[ TEMPERATURA NO PRIMEIRO INTERVALO

{_) pedlp:=sum(varl[i] *var2p[i] *varSp[i] , i=1..4):

[ > Tp:=Tamb + pedlp:

[ TEMPERATURA NO SEGUNDO INTERVALO

| > Tl0s:=evalf (subs (t=tinic,Tp)):

[ > pedls:=sum(varl[i]*var2p[i]*var3[i]*vard4[i] , i=1..4):
> ped2s:=sum(varl[i]*var2s[i]*var5s[i],i=1..4):

[ > Ts:=Tamb + (alpha/k)*pedls + ped2s:

[ TEMPERATURA NO TERCEIRO INTERVALO

| > T10t:=evalf (subs (t=tfim,Ts)):

[ > pedilt:=sum(varl[i]l*var2t[i]*varS5t[i] , i=1..4):
[ > Tt:=Tamb + pedit:
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TRRAAARIARS RESULTADOS
for p from 0 by 1 to tinic do

sul [p] :=evalf (subs (t=p,Tp) ) ;
tempmetalp [p]l i=evalf ((2/a”2) *int (r*sul[p] ,r=0..a)) ;

* ol
- for g from tinic by 1 to tfim do

¥

v

v

su2[q] :=evalf (subs(t=q,Ts)) ;
tempmetals [q] :=evalf ((2/a”2) *int (r*su2{q] ,z=0..a)); od:
for s from tfim by 1 to 300 do

sul3[s] :=evalf (subs (t=s,Tt)) ;
tempmetalt[s]:=evalf ((2/a*2) *int(r*su3[s],r=0..a)) ;
od:
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ANEXO F PROGRAMA EM MAPLE V

MEIO SIMPLES , METODO DE PARAMETROS CONCENTRADOS

with (DEtools): with(linalg):

> gama:=1.95: Te:=1160: L:=1.463*(1079): deltat:=10: mi:=3*10"(-8): tinic:=55:
tfim:=200: N:=6*10"(9): k:=29.2: Tamb:=25: a:=0.015: c:=0.12:

> T10:=1260: hc:=1000: rho:=7000: cp:=915.4: alpha :=k/(rho*cp):

Calculo do termo de fonte Q

> R:=(2*gama*Te)/ (L*deltat) + mi*(deltat”2)*(x-tinic):

> ctel:=expand(R*2): cte2:=expand(R"3): cte3:=diff(R,x):

> Q := (evalf (4*Pi*N*L*ctel*cte3*exp(-(4/3) *Pi*N*cte2))):
> H:=he/ (c*k) ; Op:=0; Qpest:=(Qp/k)+H*Tamb; Qest:=(Q/k)+H*Tamb:
_ > pedl:=2*alpha*thc/ (a*k) :
~ > plot(Q,x=10..160) :

* SRR TEMPERATURA Média CLASSICA.
Para o primeiro intervalo de tempo
> RLLclaP:= exp(-(pedl+alpha*H) *t)* (evalf (int (exp ( (pedl+alpha*Bg) *x)
[ * (pedl*Tamb + alpha*Qpest) ,x=0..t))+T10):
[ Calculo da temperatura inicial para o segundo intervalo de tempo
[ > Ti0Scla:=evalf (subs (t=tinic,RLLclaP))
[ > T10SScla:=T10Scla*exp ( (pedl+alpha*H) *tinic) ;
[ Temperatura para o segundo intervalo de tempo
> RLLclaS:= exp(-(pedl+alpha*H) *t) * (evalf (int (exp ( {(pedl+alpha*H) *x)
{ * (pedl*Tamb + alpha*Qest) ,x=tinic..t))+T108Scla):
[ Calculo da temperatura inicial para o terceiro intervalo de tempo
[ > T10Tcla:=evalf (subs (t=tfim RLLclasS)):
[ > T10TTcla:=T10Tcla*exp ( (pedl+alpha*H) *t£fim) :
[ Temperatura para o terceiro intervalo de tempo
" > RLLclaT:= exp{-(pedl+alpha*H) *t) * {evalf (int (exp ( (pedl+alpha*H) *x)
* (pedl*Tamb + alpha*Qpest),x=tfim..t))+T10TTcla):
Calculo final da temperatua média classica
for i from 0 by 1 to tinic do
evalf(subs(t=1i, RLLclaP)) ;

LI Y |

od:
for i from tinic by 1 teo tfim do
evalf (subs(t=1, RLLclas)) ;

od;
for i from tfim by 1 to 300 do
evalf (subs (t=i, RLLclaT)) ;

VVMVVYVVYVYYVYY

od;



ANEXO G PROGRAMA EM MAPLE V

MEIO COMPOSTO , METODO DE PARAMETROS CONCENTRADOS E GITT

> with(linalg): with(student):
PARAMETROS:
> gama:=1.95: Te:=1160: L:=1.463*(10%9): deltat:=9: mi:=3*10"(-8):

i

tinic:=18: tfim:=200: N:=6%*102(9): k1:=29.2: hc:=1000: Tamb:=25: a:=0.015:
b:=0.055: cl:=0.12: c2:=0.12:

rhol:=7000: cpl:=915.4: k2:=0.6: rho2:=1500: cp2:=1129: hr:=0: T10:=1286:
T20:=25: Betl:=12*k1l/(12*kl+4*cl* (hc+hr)) ; Bet2:=12*k2/(12*k2+4*c2* (hcthr)) ;

- CALCULO DO TERMO DE FONTE Q:

pesicer B e Y rn WK e [ it Y i O T e I v U it AN U FORE L

= Aty rrrrnreEr o

VVVYVY VYV

>
>
>
b
>

R:=(2*gama*Te) / (L*deltat) + mi*(deltat”2)*(x- tinic);
ctel:=expand (R*2):

cte2:=expand (R*3) :

cteld:=diff(R,x):

Q :=evalf (4*Pi*N*L¥*ctel*cte3*exp(-(4/3) *Pi*N*cte2)) ;

PREPARAGAO DA MATRIZ DOS AUTOVALORES:

VVVVVVY

>

alphal:=kl/ (rhol*cpl) ; alpha2:=k2/(rho2*cp2) ;

dl:=a/sqgrt(alphal) ; d2:=a/sqrt(alpha2); d3:=b/sqrt(alpha2) ;
ecal:=lam”2-alphal* (hc+hr) *Betl/ (c1*kl) ;
eca2:=lam“2-alpha2* (hc+hr) *Bet2/ (c2*k2) ;

laml:=sqgrt(ecal) ;

lam2:=sqgrt(eca2) ;

A:=matrix (3,3, [[BesselJ(0,dl*laml) ,-BesselJd(0,d2*lam2) ,-BesselY (0,d2*1lam2)], [
(k1/k2) *sgrt(alpha2/alphal) * (laml/lam2) *BesselJ (1,dl*laml) ,-BesselJ (1l ,d2*1lam?2
) ,~BesselY (1,d2*1lam2)],[0, (-k2*1lam2/sqgrt (alpha2)) *BesselJ (1,d3*lam2)+hc*Besse
1J(0,d3*1lam?) , (-k2*lam2/sqrt (alpha2)) *Bessel¥ (1,d3*1lam2)+hc*BesselY (0,d3*1lam2
)11);

detA:=det (a):

PLOT PARA VERIFICAR O INTERVALO ONDE ESTAO OS AUTOVALORES

>
>

plot(detaA, lam=0..0.5);
poll:=dethA:

CALCULO DOS AUTOVALORES, NORMA, FUNCOES DE BESSEL E PEDAGOS DA EXPRESSAO
FINAL

>

v

Ji=1;

for p from 0.02 by 0.04 to 0.4

do

v[j]l:=fsolve(poll=0,lam=p-0.01..p+0.035) ;

v1l[j]l:=sgrt(v[jl*2-alphal* (hc+hr)*Betl/ (cl*kl)) ;
v2[3]:=sqgqrt(v[j]l*2-alpha2* (hc+hr) *Bet2/ (c2*k2)) ;

B[j]:=matrix(2,2, [[BesselJ(0,d2*v2[j]) ,BesselY (0,d2*v2[j])], [BesselJ(1,d2*v2|[
j]1) ,Bessel¥ (1,d42*v2([3]1)1]):

detB[j]:=det(B[]]):

A2n[j]:=(1/detB[j]) * (Besseld(0,d1l*v1[j]) *BesselY (1,d2*v2[j])-(k1/k2) *sgrt(alp
ha2/alphal) *(v1i[31/v2[j]) *Besseld(1,dl*v1[j]) *BesselY (0,d2*v2[j])) ;
B2n[j]:=(1/detB[j]) *((k1/k2) *sgrt(alpha2/alphal) * (v1[j]/v2[j]) *BesselJ(1,dl*v
1[j]) *Besseld (0 ,d2*v2[j]) -Besseld (0,d1l*v1[j]) *Besseld(1,d2*v2[3])) ;
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> £iln[j]:=BesselJ (0, (vi[j]/sgrt(alphal)) *r) ;
> £i2n[j]:=A2n[j] *Besseld (0, (v2[j]/sgrt(alpha2))*r) +
B2n[j] *BesselY (0, (v2[j]/sgrt(alpha2)) *r) ;
> N[jl:=(kl/alphal) * (evalf (int(x*(£iln[3j]) "2, xr=0..a))) +
(k2/alpha2) * (evalf (int (r* (£i2n[3j]) *2, r=a..b))):
> varlT1[3j]:=(1/N[3]1)*£iln[j] *exp (- ((v[3]) *2) *t) ;
> varlT2([j]:=(1/N[j]) *£i2n[jl*exp (- ((v[3]) *2) *t);
> var2s[j] :=evalf (int (r*filn[j], r=0..a));
> var3s[j]:=evalf (int (exp (((v[j])*2) *x) *Q,x=tinic..t)) ;
> vardp([jl :=(Int(xr*£iln[j]*(T10-Tamb) ,r=0..a)) ;
> vards[jl:=(exp(((v[j])"2)*tinic) *Int(r*filn[j]*(T10s-Tamb) ,r=0..a));
> vardt[jl:=(exp(((v[3])*2) *tfim) *Int (r*£iln[j]* (T10t-Tamb) ,r=0..a)) ;
> varSpl[jl:=(Int(r*fi2n[3]* (T20-Tamb) ,r=a..b));
> var5s[j]:=(exp (((v[j])*2)*tinic) *Int (x*£i2n[j]*(T20s-Tamb) ,r=a..b)) ;
> varS5t[jl:=(exp(((v[3j])*2) *tfim) *Int(r*£fi2n[j] *(T20t-Tamb) ,r=a..b));
> J:=3+1;
> od;
MONTANDO AS EXPRESSOES EM SOMATORIOS:
HHHREHEHERHERHAHRRE TEMPERATURAS (T1 e T2), NO PRIMEIRO INTERVALO #5HEHHEHHHAEHE
> pedlTlp:=sum(varlTl[i] *vardp[i] ,i=1..10):
> pedlT2p:=sum(varlT2[i] *vardp[i] ,i=1..10):
> ped2Tlp:=sum(varlTl[i] *var5p[i] ,i=1..10):
> ped2T2p:=sum(varlT2[i] *var5p[i] ,i=1..10):
> Tlp:=evalf(Tamb + (kl/alphal)*pedlTip + (k2/alpha2)*ped2Tip) ;
> T2p:=evalf (Tamb + (k1/alphal)*pedlT2p + (k2/alpha2)*ped2T2p) ;
THHHEHHAHAAAHAAAHS TEMPERATURA NO SEGUNDO INTERVALQ HHHHEHEHHEHHHHHEHHERERH
T10s:=evalf (subs (t=tinic,Tlp)) ;
T20s:=evalf (subs (t=tinic,T2p)) ;
pedlTls:=sum(varlTl[i] *var2s[i]*var3s([i] i=1..10):
pedlT2s:=sum(varlT2[i] *var2s[i] *var3s[i] ,i=1..10):
ped2Tls:=sum(varlTl[i] *vards[i] ,i=1..10):
ped2T2s:=sum(varlT2[i]*vards[i] ,i=1..10):
ped3Tls:=sum(varlTl[i] *var5s[i] ,i=1..10):
ped3T2s:=sum(varlT2[i] *var5s[i],i=1..10):
Tls:=evalf(Tamb + pedlTls + (kl1l/alphal)*ped2Tls + (k2/alpha2) *ped3Tls) ;
MediaTls:=(2/a”2) *eval (int (r*Tls,r=0..a)) ;
T2s:=evalf (Tamb + pedlT2s + (kl/alphal)*ped2T2s + (k2/alpha2) *ped3T2s) ;
MediaT2s:=(2/((b-a)*2)) *eval (int (r*T2s,r=a..b)) ;
HHAERAHEHAERRERAERAEH TEMPERATURA NO TERCEIRO INTERVALO  HHHREHESHHEHAHRREHAER
T10t:=evalf (subs (t=tfim,Tls)) ;
T20t:=evalf (subs (t=tfim,T2s)) ;
pedlTlt:=sum(varlTl[i] *vard4t[i] ,i=1..10):
pedlTZ2t:=sum(varlT2 [i] *vardt[i] ,i=1..10):
ped2Tlt:=sum(varlTl[i] *var5t[i] ,i=1..10):
ped2T2t:=sum(varlT2[i] *var5t[i],i=1..10):
Tlt:=evalf(Tamb + (kl/alphal) *pedlTlt + (k2/alpha2) *ped2T1t) ;
MediaTlt:=(2/a*2) *eval (int (r*T1t,r=0..a)) ;
T2t:=evalf (Tamb + (kl/alphal) *pedlT2t + (k2/alpha2) *ped2T2t) ;
MediaT2t:=(2/((b-a)*2)) *eval (int (x*T2t,r=a..b)):
THEHERHEERERA RESULTADOS PARA TEMPERATURA T1, NO METAL #HEHHHEHHEHEE
| Para o primeiro intervalo de tempo
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for jj from 0 by 1 to tiniec do
su[jj] :=evalf (subs(t=33j,Tlp)) ;
aaa[jj]:=evalf ((2/a*2) *int(r*su[jj]l,r=0..a));
od;
for paula from 0 by 1 to tinic do
aaa[paula];
od;
Para o segundo intervalo de tempo
for 1 from tinic by 1 to tfim do
sul[l] :=evalf (subs(t=1,Tls)) ;
TempMetals[1l] :=evalf((2/a*2)*int(r*sul[l],r=0..a));
od;
for paula from tinic by 1 to tfim do
TempMetals [paula] ;
od;
Para o terceiro intervalo de tempo:
for 11 from tfim by 1 to 500 deo
su2[ll] :=evalf (subs (t=11,T1t)) ;
TempMetalt[1l] :=evalf ((2/a*2)*int(r*su2[1l1l] ,r=0..a));
od;
for paula2 from tfim by 1 to 500 do TempMetalt[paula2];
od;
HHHHEERRRERHAERSE RESULTADOS PARA TEMPERATURA T2, NO MOLDE  #HHREHHHEHHHHRHHSEE
for 333 from 0 by tinic to tinic do
sa[j33] :=evalf (subs (t=333,T2p));
TempeMoldep[jjj]:=evalf ((2/ ((b-a)*2)) *int(r*sa[jjj]l,r=a..b));
od;
for 111 from tinic by (tfim-tinic) to tfim do
sal[lll] :=evalf (subs(t=111,T2s));
TempMoldes [111] :=evalf ((2/((b-a)*2))*int(r*sal[lll],r=a..b));
od;
for mm from 450 by 150 to 1500 do
sa2 [mm] : =evalf (subs (t=mm,T2t)) ;
TempMoldet [mm] :=evalf ((2/((b-a)~2)) *int(r*sa2[mm] ,r=a..b)) ;
od;
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