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RESUMO

A reconstru¢fo de matrizes de Jacobi a partir
de dados espectrais ¢é de grande importincia na Teoria
Vibracional. Usamos trés métodos distintos para tal
reconstru¢io: a aproxima¢io por polindmios ortogonaisz, a
iteragfio de Lanczos e a redugfo de Householder. Eles s8o
aplicados a um sistema massa-mola supondo conhecidos os
pélos e zeros da fungfo frequéncia resposta correspondente a
uma for¢a senoidal aplicada em um dos extremos ou em um
ponto interior. Resultados numéricos s3c obtidos com o

software MATLAB e a linguagem FORTRAN.

11d



ABSTRACT

The reconstruction of Jacobi matrices from
spectral data is of great importance in vibration Theory. We
ucse three distinct methods for such reconstruction: the
orthogonal polynomial approach, the Lanczos iteration and
the Householder reduction. They are applied to a spring—-mass
system by assuming to know the poles and zeros of the
frequency response function corresponding to a sinuscidal
forcing at an end or an interior point. Numerical results

are obtained with MATLAB and FORTRAN codes.
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INTRODUGAO

Neste trabalho descreveremos alguns métodos de
reconstru¢fc de matrizes de Jacobi. Estas matrizes além de
serem tridiagonais possuem a caracteristica de que os
elementos das duas codiagonais possuem o mesmo sinal.

Nosso interesse em estudar este tipo de matriz
est4d na sua aplicabilidade principalmente a problemas
vibracionais.

Na teoria cléassica de vibrag¢gdes os problemas
inversos preocupam-se com a reconstrugiio de um modelo dado,
este pode ser um sistema meola-massa, uma corda, um sistema
vibracional de um prédio, etc., tendo como dados os
autovalores esou autovetores, isto ¢, os dados espectrais.
Pode ocorrer qué esta construglic do sistema seja uUnica ou
nio.

Veremos que tipos de dados espectrais sio
necessarios e suficientes para podermos reconstruir uma
matriz de Jacobi.

No capitule 1 trataremos das propriedades
destas matrizes e observaremos que os seus autovalores sio
todos distintos e que os autovalores de duas de suas

submatrizes principais sucessi vas se entrelagam.



Descreveremos a relagdo existente entre os polinédmios
caracteristicos das submatrizes principais de uma matriz de
Jacobi com uma sequéncia de polinémios ménicos ortogonais. E
por esta relagfo, que podemos gerar uma sequéncia de
polin&mios ménicos ortogonais de forma que estes representem
os polindmios caracteristicos das submatrizes. Tal
propriedade permitiu que De Boor e Golub desenvolvessem
um método de reconstrugcio de uma matriz de Jacobi a partir
de dados espectrais através de polinSmios ortogonais. Este
método seri visto com detalhes no capitulo 2.

No capitulo 3 apresentaremos um outro processo
‘também numericamente estavel que faz a reconstruglo
utilizando o algoritmo de Lanczos. Para realizarmos tal
construglio ¢ necessario e suficiente que conhegamos os
autovalores da matriz a ser reconstruida e as componentes da
Ultima Cou primeiral) linha da matriz dos autovetores. Este
méltodo foi originalmente estudado para reconstrugZc de
matrizes banda, mas como uma matriz de Jacobi & uma matriz
tridiagonal (banda 2) pode ser adaptads, desde que se leve
em conta que queremos reconstruir uma matriz que tenha os
mesmos sinais nos elementos das duas codiagonais.

No quarto capitulo descreveremos a
reconstruglio através das transformagdes de Householder. Mas
percebemos que devido ac grande numerc de operag¢des que se
deve realizar para chegar a matriz desejada, ele nZc ¢ o
método mais indicado, embora seja numericamente estavel. Sua

dificuldade também estid na escolha adequada de sinais que



tem que ser feita logo no inficio do processo.

No capitulo S analisaremos uma reconstrugio de
uma matriz de Jacobi sendo que conhecemos os valores
espectrais da matriz a ser reconstruida e os autovalores de
duas de suas submatrizes principais, sendo que uma
corresponde ao lado esquerdo superior da matriz original e a
outra ao lado direito inferior.

Vemos que neste tipo de problema inverso
existem dois casos a se analisar: quando os autovalores
destas duas submatrizes s3o disjuntos e quando possuem um
par ou mais de autovalores idénticos. Na primeira situagio
podemos garantir a unicidade da reconstru¢fo, mas no segundo
caso existe uma familia de =olugde=s que =satisfazem o= dados
iniciais

Devido a importincia desse tipo de matriz em
problemas inversos resolvemos ilustrar tais reconstrugcdes
fazendo uma aplicagdo destas aoc modelo vibracional de molas.
Assim a partir da reconstru¢io de uma matriz de Jacobi onde
o= seus autovalores corresponderfio as frequéncias naturais
do zistema, obtemos as matrizes inércia e de rigidez.

Tal obtengfico poderia ser tUnica desde que a
reconstru¢io da matriz de Jacobil desejada seja uUnica.

Como Udltimo item faremos uma analise dos
resultados numéricos obtidos a partir da implementacgfo

destas reconstrug¢des.



CAPITULO 1

MATRIZES DE JACOBI

1.1 - INTRODUCZRO

Neste primeiro capitule, introduziremos as
matrizes de Jacobl e suas propriedades, o© que seri
utilizado no desenvolvimento deste trabalho.

Estabel eceremos que os polindmios
caracteristicos das submatrizes principais de uma matriz de
Jacobi formam uma sequéncia de  Sturm. Atraveés das
propriedades que esta sequéncilia possul caracterizaremos o
espectro da mesma e de suas submatrizes principais. Em suma,
concluiremos que todos os seus autovalores sfo distintos e
que os autovalores de duas de suas submatrizes principais
sucessivas se entrelagam.

O= autovetores associados a autovalores de uma
matriz de Jacobi possuem a propriedade de que a sua ultima
Cou primeirad componente ¢ nZo nula. Tal caracteristica seri
aprecsentada na segfo 1.3.

Na se¢fo 1.4 trataremos de polindmios



ortogonais. Veremos que existe uma dnica sequéncia de
polintmios ménicos ortogonais que pode cer gerada a partir
de uma fdrmula de recorréncia, a gqual satisfazem os
polindmios caracteristicos das submatrizes principais de uma
matriz de Jacobl, desde que se utilize um produto interno

discreto com peso adequado.

1.2 - DEFINICXO DE MATRIZ DE JACOBI E CARACTERIZACAO DOS

POLINOMIOS CARACTERISTICOS DE SUAS SUBMATRIZES PRINCIPAIS

DEFINICAO 1.2.1 = Uma matriz simétrica tridiagonal A de
ordem n, onde os elementos das diagonais secundarias,
adjacentes a principal, s80 nfo nulos e de mesmo sinal
denomina-se matriz de Jacobi. Sem perda de generalidade,
consideremos os elementos nZo nulos fora da diagonal
principal negativos, que & o caso de matrizes que provém da
discretizagcio numérica do laplaciano unidimensional.

Denotemos A por

a; by 0 o
~by a, ~b, 0
o]
A = : 8., -bn_s o » com b, > O,
0 i = SN An-1 By
| O 0] “Bd a, |

[ O B



Seja A uma matriz de Jacobi da forma (1.2.1D

Consideremos os menores principails de CA-AID denotados por

PCA) =1 ; FOM =ac=k; B = | L |
cl1.8.2D
Assim,
PLC(MAD = IA‘KII " Cl.2.3)

Estes menores principais sio exatamente os

polindmios caracteristicos das submatrizes principais

ezsquerdas de A, e os denctemos por

P, XD = |AL AL | . r=1,2,...,n . c1.2.4d

la}
A sequéncia CP. D¢ de polindmios

caracteristicos satisfaz a férmula de recorréncia,
PiaglA) = Cena “AIFLECX) = B 5P, g CAD g R TN, - o |
PoCAd =1 . c1.2.9

De fato, para r = 1 temos

P,CA) = Ca, -A\dCay-\d - b, 2

e, para k qualquer, com 2 = k = n-1, temos



i o
1
\
Prig €AY = |AgxugAIkeq ]| = A —AIy i o =
]
|
_________________ ! —‘bk
o 0 ~-by Caguq A
a, —A =by 0 0
_bi az-k _bz
]
= Cap,q N |A AL | + by i “m T ¥ =
O ak_i—K 6]
0 “br-g by

= Cak+,—XDF’kC7&D o bkc_bk) |Ak~1_hIk—1| -

= Cap,y “NIPLCAD = b 2P, _, CAD.

Portanto, a recorréncia (1.2.8) permiti-nos

caleular P,, Py, ..., P, sucessivamente a partir de Py e P,.

1.3 =~ SEQUENCIAS DE STURM

DEFINICXO 1.3.1 = Uma sequéncia de Sturm ¢ uma sequéncia de
polinémios reais PgCAd, P,CAD, ..., Po,C(AD, a qual satisfaz
as seguintes condigdes:

1. PolAD tem em toda parte o mesmo sinal
CPGCA) =2 13

2. Quando P.C(AD) se anula, P, (A e P._,CAD



sdo n3o nulos e tém sinais opostos.

TEOREMA 1.3.1 - Se A ¢ uma matriz de Jacobi, entio os
pelindmios caracteristicos de suas submatrizes principails

formam uma sequéncia de Sturm.

Prova:

Seja A uma matriz de Jacobi de ordem n. De
acordo com a se¢8o anterior temos que os polindmios
caracteristicos das submatrizes principais de A satisfazem a

recorréncia (1.2.5), donde vem que Po(A) = 1. Dessa forma a
primeira condig¢Zo das sequéncias de Sturm ja& esta
estabelecida.

Quanto a segunda condig¢io, observemos que dois

sucessivos P, n3o podem ser simultaneamente zero, isto é,

para © mesmo A = Ag, Ppois se PgiCAg) = 0 = P,(AY) a
recorréncia (1.2.5) mostra-nos que P,_,(Agd = 0, de maneira
que finalmente devemos ter P, e Py, nulos; mas PglAd =1,

chegando-se a uma contradig¢fo.
A dltima parte da condi¢So segue, agora,

diretamente da recorréncia Ci.a.BD..

Sera através das propriedades, que as
sequéncias de Sturm conferem a sequéncia de polindmios
caracteristicos das submatrizes principais de A, que
chegaremos a resultados importantes sobre o espectro das

matrizes de Jacobi.



DEFINICXO 1.3.2 - Definimos a fun¢fo de Sturm, denotada por

€. CAD, como sendo a fungfc que corresponde ao numero
cumul ativo de mudangas de sinais na sequéncia
Far PiCXYi ...v PeCA).

TEOREMA 1.3.2 = A fung¢fio de Sturm s,.(A) muda somente quando

A passa através de um zero do Ultimo polinémio, P.CAD.

Prova:

E claro que s.CAD, conf orme definida
anteriormente, pode mudar somente quando A passa através de
um zero de um dos P,(A) (s = rd. E, portanto, suficiente
mostrar que s.(AJ) ndoc muda quando A passa através de um
zero de um dos P_CA) intermediarios (s < r). Suponhamos que
PeCAg2? = 0O, onde 1 = s < r, entfioc P,_;(AgY) & Pg,;CAgD
possuem csinais opostos. Os sinais do conjunto P._ (A2,
PeCAgd), Pgyy(AgY s8o, portanto, + 0O - cuf— 0 + . Suponhamos
que o primeiro caso ocorre e que P,(A) cresce conforme XA
passa através de Ao- Portanto para valores de A
suficientemente préximos de A,, porém menores, os sinais sfo
+ - -, ao passo que para valorezs de A suficientemente
préximos de A,, porém maiores, os sinais s83o + + - . Logo
nfo importa se A ¢ maior ou menor que A5, ocorrendo apenas
uma mudanga de sinal no conjunto. Em outras palavras, tais
polinédmios n3o contribuem em qualquer mudanga de s .CAD
conforme A passa através de A, . Mas nenhum outro elemento

da sequéncia contribuira em qualquer mudanga de s (XD



conforme A passa através de Ay (se Ag for um zero de outro
polinémioc, Py CAd, |t-s| 2 2, nZo haveri novamente mudanga
em s.CA)D) de modo que s.CA) niEoc mudarid no todo. As outras
trés possibilidades produziram a mesma conclusfo para

argumentos analogos, completando assim a demonstragio. g

TEOREMA 1.3.3 = Os zeros de P.(A) <s3o reais e simples.

Além disso, se P.(Ag) # 0 e s.CAyd

k, ent3o P.CA) tem k

zeros menocres do que Ag.

A demonstragio sera feita para o casc em que
os polinSmios da sequéncia de Sturm s8o os polinédmios
caracteristicos das submatrizes principais de uma matriz de

Jacobi .

Prova:

Como P,CAD = C(-D%A® + _..; todos Pg,CA) serfio
positivos para X negativoe e suficientemente grande em
médulo, isto &, X £ « de modo que £.Ced = O : « pode ser
tomado igual a zero se A for positiva definida. Por outro
lado, para X positive e suficientemente grande, 1isto é,
A2z 3, o P,CAD) alternard em sinal, de modo que s. (3 = r.
Desde que s_CA) cresce somente quando A passa através de um
zero de P.C(A), todos os zeros de PR3 devem ser
distintos, pois se Ag for um zero de multiplicidade
par, entfo P.CAY) = Chg=AIEW( =15 ~2Wxr=2m & _.., para algum

m € Z2*, de modo que s.CA) nZ3o cresceria em absocluto conforme

10



A passasse através de Ag. Se A, fosse um zero de
multiplicidade impar, P.CA) = Chg-Ad@m=tgq)r~2medpr~2mrd 4
» para algum m € Z2* de modo que s.(\) cresceria somente

por unidade conforme A passasse através de Ag.
A segunda parte do teorema segue

imediatamente. O

COROLARIO 1.3.3.1 = 0Os autovalores de uma matriz de Jacobi

sfo distintos.

COROLARIO 1.3.3.2 = O numero de zeros de P_.(A) satisfazendo

XL AL R & dLgual & 8,00 ~ s.0a0.

COROLARIO 1.3.3.3 = Se Ay ¢ um zero de P.CA\) entfo conforme
A passa através de Ag— & Aot © sinal de P._,(ADP.CAD) muda de

+ para — e g.(A) cresce por unidade.

Prova:

Seja Ag um zero de FP.CA) e consideremos
S:Cp=7 = k Lk < rl. Temos, pelo teorema 1.3.2, que‘
Pr_oyCAg™2 e P, (Ao~2) possuem o© mesmo <sinal, ou seja,

Pr_o3jCXg™P.(Xg=) > O, da mesma forma, P._;C(Ag+) mantém o
sinal mas P (Ag+t) mudou. Logo ProgQhgtIP (At < O e

S, (Aot = k+1, pois as raizes de P .C(A) s¥o simples. g

TEOREMA 1.3.4 - Entre quaisquer dois zeros vizinhos de P_.CAD

existe um e somente um zero de P._,(AD), e um e somente um

11



zero de P.,.,CM\).

Prova:

Sejam gy, p; dols zeros vizinhos de P.CAD.
Suponhamos que P .Cu,-d > O, entfo P .(uy+) < O e P (-2 < O.
Pelo corolario 1.3.3.3, Pr.;C 44 20 e P _ (=D < O, de
modo que P._,CAD muda de sinal entre u + e p,—-, e portanto
tem no minimo um zero em Cpy ,p150.

A condig8io 2 das sequéncias de Sturm mostra
que P, (0 e Po_(u0; (i=1,28> tém sinais opostos. Assim-
PragCuy+d) < O, P Cuz;=D > O de modo que P ,,C(AD tem no
minimo um zero em Cu, ,n,). Agora, suponhamos que P._;(AD Cou
P.,4CADD tenha duas rafizes Cou mais) em Cu, ,M;2 entiio P.CXD
tem um zero em Cuy ,4,0, © que contraria a hipétese de que p,

e py; sdo zeros vizinhos. g

Este teocrema nos permite afirmar que:
"Os autovalores de duas submatrizes principais

sucessivas de una matriz de Jacobl se entrelacam. ™

1.4 - AUTOVETORES DE UMA MATRIZ DE JACOBI

O= autovetores associados a autovalores de uma
matriz de Jacobi possuem a propriedade de que a sua Ultima
Cou primeirad componente ¢ nZoc nula. Esta caracteristica

serd uma condig¢fo necessaria para a reconstrugfio da matriz

iz



de Jacobl através do algoritmo de Lanczos no capitulo 3.

Mais precisamente,

PROPOSICXO 1.4.1 - Seja A uma matriz de ordem n. Se A for
uma matriz de Jacebi, ent3c 2a primeira Cou udltimad

componente de qualquer autovetor ¢ necessariamente nio nula.

Prova:

Suponhamos que u‘J? ¢ um autovetor de uma
matriz de Jacobi A. Se a primeira componente de u‘d?, uii‘.
for nula, entfoc a primeira equagifc correspondente ao

problema de autovalor,

CA—ij)u‘J’ = 0, €1.4.1D

escreve-se,

byuld’ =0 . €1.4.2

Como by & nZoc nulo, decorre que ull’ = O.

O restante das componentes de u‘l’ podem ser

determinadas recursivamente usando a r-ésima equagfo de
ks AN . U B

- C§ s O Y €y = =

br-lur{, ol &% RJDurJ brur-l1 O 5 r=8y3i... M . CL.4.3D

Como u;J’= u;J‘= 0, & claro que a equagfo (1.4.3) exige que

13



u‘d’ = 0, desde que b, # 0, V r=1,2,...,n-1. Logo u‘d’ & um
vetor nulo, © que nfc pode ser. Analogamente, se ULJ) = 0,
entfo a equagfio (1.4.3), com b, = O exige que u;{; =0 e, da
férmula recursiva resulta novamente que u‘ld’ deve ser um

vetor nula.-

1.5 - POLINOMIOS ORTOGONAIS

Existe uma relagfo intima entre matrizes de
Jacobi e os polinémios ortogonais. Veremos inicialmente
algumas propriedades bisicas desses polindmios.

Denotemos por P,,, o espago linear de todos os
polinédmios reais com grau i < n, de ordem n.

Para dois polindmios quaisquer pCx) e qlxD

no espago P,, definimos

n
<pagqr = T ey pClidgl;d C1.8.12

L=1

com & > O para i=1,2,...,n e, n pontos §,<¥;<...<¢,
No espago P,, < , > define um produto interno,
desde que ele seja positivo definido, bilinear e simétrico,

isto &,

13 <p,p> = |lp||® > O se pxd = O,

14



2 <op,q> = Kp,q>, para o real

<ptq,r> = <{p,g> + <qg,r>,
3 Kp,gq> = <g,p’.
Além disso,
4) <xp,q> = <p,xqg>.

Dois polindmios pixd, qCxD s&o ditos

ortogonais se <{p,q> = 0.

TEOREMA 1.5.1 -~ Existe uma uUnica sequéncia de polindmios

n
ménicos, isto &, (gq;(x1,, tal que q; (x> tem grau i e o

coeficiente lider Cde x> & unitario, os quais sfo
ortogonais com respeito ao produto interno < , >, ou seja,
<qi»g;> =0 . 1 7 §. €1.5.2>
Prova:

Os q;(xXD podem ser construidos pela aplicagfo

do processo de ortogonalizaciio de Gram—-Schmidt para
n-4
polinémios linearmente independentes (x'D, . Assim
i=4
do =1 , k%) = xb = P e 5dyCxd 18l 8.1 £1.5.8)
i=o i

18



onde
(q;,.qj> > <)(".qj> = oqrj<qj.qj> = 0, C1.5.4D
de modo que

o ;= v §=0,1.,...,i-1. €1.5.85)

1] %
flas 1l

Observemos que o polindmio

mn
ARG = T Cx-g;, €1.5.6

o=

& um polindmio mdénico de grau n na sequéncia, e também
-4

ortogonal a (gq;J5o . De fato & ortogonal a todas as fungdes,

desde que q,Cf;J = 0 (i=1,2,...,nd. g4

O processo de Gram—-Schmidt nZo proporciona um
melo computacionalmente estiAvel para a construgfo da
sequéncia de polindmios ortogonais. Portanto usaremos o
método desenvolvido por Forsythe [8] para a construgfio dessa

cequéncia.

TEOREMA 1.5.2 = No espago P,.;y, o3 polindmios mdnicos
il

ortogonais, (q;J, satisfazem a relagfio de recorréncia de

trés termos:

16



q €0 = Cx=040q; _4C3 = Bi-42q (0, i=1,2,...,n (1.85.7)

com valores iniciais,

g.4€x) = 0 , qgplxd = 1. C1.8.8)

Prova:

O polindmio (q; (XD -%xq; _4(xX0) &€ de grau 1i-1,

pode portanto, ser expresso em termos de dg, dQys-.-..» Qi-g-
Assim,
€30 = XM .4C) = Colln F Cqfy ¥ o ® Biag M ag » €1.5.9)

Fazendo o produto interno dessa equagio com q;0x),

€j=0,1,...,i-1>, temos

i=~4
<qy+q;> = <qip-q%q;> =k'_,:°ck<qk.qj> = ¢ flq; 2 » €4.5.00D

onde © segundo termo do lado esquerdo fol reescrito usando a
propriedade 4 do produto interno. Mas se j=0,1,...,i-1, o
primeiroc termo do lado esque;dc ¢ zero e, se j=0,1,...,1i-3,
Xq; € de grau no maximo i-Z e assim ¢ ortogonal a g;_,4-
Temos entio c; = O se §=0,1,...,1-3, e ha dessa forma

somente dois termos n3o nulos, ¢ _4 € ¢;_z» No lado direito

de- (1.5.9>, ou seja,
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q"CX) - xqi,_q(x) = ct_zqi_szD o c-m_iqt,quD. L. 5415

Logo, da equaglo (1.5.10) temos

Qg Xy -1
o = ~Cy.g = : C1.5.12D

flai -« II®

<Gy —g +XG -27
Ci-g = - ; €1.5.13)
llai -z 11

Mas Xxq;. ¢ um polinémio ménico de grau i-1, podendo ser

exXpressoc como

i-2
Xq;, -2Cx0 = g -4 (XD +j;£djqij) C1.5.14D
de tal forma que
i -y »XGj =2”> = “qt-1"z- €1, 5152

Reescrevendo (1.5.13) obtemos

fla -4 I
Gpog & = €1.5.16D

llai -2 II*

e, como ¢;_, € negativo e igual a —3;_.,? temos

18



llas |f
flai -1 I

- €1.5.17

As equagdes (1.5.7) e (1.5.8) com (1.5.12) e
C1.5.17) permiti-nos calcular os polindmios thjz-i etapa
por etapa: com q.y4 = O e g = 1; primeiro calcula-se o a
partir de (1.5.128) e o qual substituido em (1.5.7) da q,.

Calcula-se depeois o e (3;,, e encontra-se q,, assim por

diante.
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CAPITULO 2

RECONSTRUCAO DE UMA MATRIZ DE JACOBI ATRAVES DOS
POLINOMIOS CARACTERISTICOS DE SUAS SUBMATRIZES

2.1 - INTRODUCRO

Estamos interessados em resolver o seguinte
problema inverso:
n=41

n
Dadas as sequéncias AN = (N\{J;, e p = Cu D,
com
AN <R < Aag

. i=1,2,...,n~1, C2.1.1>

construlr wuna matriz de Jacobi A de ordem n gue tenha como

autovalores \,, Az, ..., A, € autovalores de sua subnalriz
principal esquerda A,_4. de ordem n-1, os valores
Hy» Haps wasw Hpxge

Obser vemos que ca. 1.1 & uma condigio
necessaria para a existéncia de solugfo do problema.
O problema foi estudado primeiramente por

Hochstadt [185]. Ele provou que se os elementos das
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codiagonais de uma matriz de Jacobi s3o fixados entdo os
elementos das diagonais sfo unicamente determinados através
dos autovalores dados. O resultado completo & apresentado em
[16], onde Hochstadt abandona a técnica anterior em favor de
uma aproxima¢fo construtiva a qual, entretanto presupde a
existéncia de uma soclug¢fo. Na tentativa de construir a
matriz unicamente, nfoc mostrou que seu método levaria sempre
a valores reais os elementos b;, das codiagonais. Provou,
ainda neste trabalho, que a matriz de Jacobi depende
continuamente sobre A e pu.

Hald [13] apresentou outra construgfoc e
mostrou que, em teoria, Hochstadt sempre trabalhou sob a
condigfico que o©os autovalores satisfizessem a condigZo de
entrelagamento. Na pratica a construgio feita por Hald nio &
estiavel. Hald também mostrou que a construgcfo de Hochstadt
conduzia a elementos b; reais. Ele mostrou também com mais
detalhes a dependéncia continua de A sobre A e p e fez ainda
uma prova independente de unicidade.

Descreveremos sucintamente, nesse capitulo, o
método de Hald. Embora nido seja estavel tal método prova que
o problema possui solugfc e esta & Unica.

Demonstraremos que a matriz de Jacobi a ser
construfida ¢é dnica, c¢com base na recorréncia que seus
polinémios caracteristicos satisfazem. Devemos observar que
& somente possivel garantir a unicidade da construgfo quando
os sinals dos elementos fora da diagonal principal sfo

i xados. Neste trabal ho, como Ja foi comentado



anteriormente, estamos considerando os elementos fora da
di agonal principal todos negativos. Na pratica, fazer tal
escolha ni3c é uma dificuldade séria, porque estes sinais sfo
normal mente dados pelo modelo fisico.

Nos deteremos em expor o método de construgfio
desenvolvido por De Boor e Golub [4]1. Este método constréi
uma sedquéncia de polindmios ménicos ortogonais, de forma que
estes coincidam com os polindmios= caracteristicos das
submatrizes principais esquerdas da matriz de Jacobi A;
sendo que eles s8o gerados através de uma relagio de
recorréncia desenvolvida por Forsythe [5], a qual fornece um

meio estivel de cilculo dos valores da matriz.

2.2 = RESOLUCZO DO PROBLEMA POR HALD

Da analise feita no capitulo 1, obtemos que a
sequéncia de polinémios caracteristicos das submatrizes

principais esquerdas satisfazem a férmula de recorréncia

dada por

PragCAd = CA=8,,.5IPpCA) = Bo2Ppc g €Ay 21,85 .ne s0=102D

PolAY = 1 Cuieidd
C1> - Por conveniéncia wutilizaremos a partir de agora
PrCAD> = |AI-A| no lugar de p.CA) = |A-AI|, trabalharemos

assim com polinédmios ménicos.
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Da mesma, forma se tivermos uma sequéncia de
polinémiocs mbénicos, onde cada p; possui grau i, que
satisfagca a férmula de recorréncia (2.2.13, entio pode-se
afirmar que existe uma matriz de Jacobi onde esses
polinédmios sf8o exatamente os polinébmios caracteristicos de
suas submatrizes principais esquerdas. Como os zeros de p.
s8oc os autovalores de A ., para todo r, podemos propor o
problema anterior da seguinte maneira:

N n-1
Dadas as sequéncias N = (N J; e p = (04

com

Ay <o € ANy =L@ « o L 2.28.2
n n-1

construlr sequéncilias a = Cady, e b = (b.D);, de modo que a

n ’
sequéncia (p. D, de polindmios obtida a partir de (2.2.1)

satisfaga

n-41 n
Baag A3 =jficx—pj> e P =j'_'1cx—>~.j3. CE.2.8

Segundo Hald, esse problema tem no maximo uma
solugdo, pois se ja& conhecemos os polinémios ménicos p.,, e
p, entZoc a_,, ¢ unicamente determinado, bastando exigir que
alAd = pPragCA) — CA—2,,,0p,CAD =seja um polindmioco de grau
Cr-1D, pois pela recorréncia devemos ter qCAd = -b.?%p__,CA),
onde p,._,CA) por definigfio deveri ser um polinémioc de grau
Cr-13. Assim para p,_4CA) ficar completamente determinado

basta dividir qCA) por -b,2. Temos entfo que, em cada etapa



encontra-se a_.,, e b,.

Essa construgio de Cp,.);1 através de (2.2.1), a
partir de pp € DPp-g resolve o problemna proposto,
numericamente, mas este processo ¢ naturalmente instavel,
porque os polinémios pp-z» Pp-3as» ---» Py S80 encontrados
cancel ando-se sucessivamente os termos principais no par
anterior de polindmios.

Provaremos a seguir, formalmente, a unicidade
da construgfo de uma matriz de Jacobi a partir dos seus
autovalores e dos autovalores de sua submatriz principal, de
ordem n-1. Utilizaremos para tal, o método de construgfo
realizado por Hald, pois baseia-se no fato de que os
polinédmios caracteristicos de uma matriz de Jacobi

catisfazem a férmula de recorréncia (2.2.1) e vice-versa.

TEOREMA 2.2.1. = Uma matriz de Jacobi ¢ unicamente
determinada através dos seus autovalores e dos autovalores

de sua submatriz principal de ordem n-1.

Prova:
Suponhamos que existe duas matrizes de Jacobi,
Jy e Jz, tal que seus autovalores sfo Ay, Az, ..., A, © OS

autovalores de suas submatrizes principais, de ordem n-1,

s85o My, Hzs -2 Hp-g3- Sendo que esses dois conjuntos de
autovalores satisfazem a desigualdade A; < p; < Ap.q-
Mostraremos entio que J; = J,.

Por hip&tese temos que
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B XD = Gt
2. 2. 4>
B €1 = .3 CAD,

onde p,(A) e q,(A) correspondem, respectivamente, aos
polinémios caracteristicos de J, e J, e, por sua Vvez,
Ph-sCAY) e gn-4CA) os polinémios caracteristicos das
submatrizes principais, de ordem n-1i, de J;, e J,.

Se tomarmos r = n-1, na recorréncia (2.2.10,

temos que

PCX) 8 A2 P0=1C00 = Bucg 2P0
(z2.2.9
G.,CX) & CA-aldq,, LX) — B 32q,., .00,
e por (Z2.2.40 obtemos que
CAL=8.0Dx g CAD = By "Pucalhd = Bl 4 %26, 2C00 C2.28.65

Mas p,_2C(A) e gq,_zCA) s8o polinémios ménicos de ordem n-2 e

Pn-4(A) também & ménico, mas de ordem n-1, concluimos dessa

forma que a, = a,.

Portanto, de (2.2.6) temos

Br_y2Pn-2CA) = bh_,2q,_,C\). cz.2.7

Como b,., # O, podemos escrevé-la como
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Pn-2CX) = Gn-2CAD, a. 2.8

e novamente por q,.C(Ad € p,_,C(AD) serem polindmios mdnicos

temos
Br-g”
= 1. a.2.9
bn—12
Assim, b,_4% = b)_,?%. Como os elementos fora da diagonal

principal de uma matriz de Jacobl sfo todos de mesmoe sinal
e, estamos considerandoc matrizes de Jacobi da forma (1.2.1D
temos que b,_; = b;_q-

Obtemos assim, que p,_,C(A) = g,_zCAD.

Suponhamos agora que

pk(}\.) o= qu)\.)

2.2.100
Pr-sCAD = qp_4CND, com i S k 5 n-1.
Tomando r = k-1 em (2.2.1) obtemos
kaK) = C?\—ak)pk_,C)\) e bk_lzpk_zC)D
te.2.112
QrCAD = CA-aRddE-4CAY = bp_ %qE_2CAD,
mas pela hipédtese (2.2.10) temos a igualdade
Cag-apdpr.4CA = b ?Pk.2CAD = bp_ 2q;.2CA). c2.8.18)
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Mas pp.aCA\) e qx_,CA) s8o polindémios ménicos de ordem k-2 e
Pk-4CAD também & ménico, mas de ordem k-1, assim a, = ap.
Logo (2.2.110 torna-se

by-12Pk-2CNY = bi_ 2qx_5- c2.2.13

Como bp_y # O, V k, temos

Pk -2CA) = e ) 5 CAD C2.2.14)
2

bg-y2
= 1. 2.2.185

by_4?
Obtemos assim, que by_, = by ;. E consequentemente temos

Pxk-2CA) = qp.zCAD, para k arbitrario. Provamos dessa forma

que J; = Jo.m

2.3 - RESOLUCXO DO PROBLEMA POR DE BOOR E GOLUB

De Boor e Golub [4]1 geraram através da
recorréncia (2.2.1) uma sequéncia de polindmios mdnicos
ortogonais de forma que os dols udltimos elementos da

sequéncia sejam, respectivamente, os polindmios
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caracteristicos da matriz a ser reconstruida e de sua

submatriz principal de ordem n-1, isto &,
n =%

PaCAd) = W CA-X) €@ pPr-gCA) =W O 0. €8.3.12
=1

Eles usaram para gerar essa sequéncia a
construgfo desenvolvida por Forsythe [5] que foi apresentada
no capitulo 1, na segfo de polindmios ortogonais. Mas para
fazé&-la & necessario um produto interno com pesoc adequado.
Como p,CAD) e p,.4CAD s&oc conhecidos obteremos um peso
conveniente a partir deles. Sera usada a mesma notagfoc do
capitulo 1.

Observemos que se f(x) ¢ um polinédmio qualquer

em P,_,, istoc &, de grau n-2, ou menor, entfo

™3

$Pr-a 852 B

L

11::,,_1()\;,)1‘()\;,)&;, = 0. 2.3.2)

Mas se a combinagfo

m £CX: D, €2.3.3

M3

-
]
L

com m; = & Pn-31CA;{D) € zero para qualquer f(x) em P entZo

Ty

0; k=0'1’... .!‘l_a » CB. 3-4)

M >
B
4
x
]

=28



desde que cada x¥ est4a em P,_,. Assim temos que

B

b

CAq D2

CA O"-2

1 1 1 ] -H& )
Ay Ag A mz
CA,)2 CAgd2 .. A2 my | = 4
CAOM=2  Agd"-2 .. a2 || m
2.3.5)

Para resolver essa equa¢fo matricial, devemos

escrevé-la da seguinte {orma:

(A, D2

Ly 30

L)

1 g, . 1 T wm
Az A3 An-1 mz
A2 (ag)?2 N - TN mg =
S W LEL IS VL Rney 772 [ | Moy
% -
xﬂ
CALD2 €2.3.6)
CA -2

Ent&o por Cramer temos que
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'n.i' = ———C"mn:) i=1’as---pn-1| C3.3.7)

onde A e A; sfo determinantes de matrizes de Vander mondef 27 |

sendo assim

A = L A = L , i=1,2,....n-1 C2.3.8)
nﬁi {!\
J=1thn-ljj J=1Clb_;\'13
JrL
com
n J=1
r = n n CKJ —kk)' Ce.3.8
j=2 k=41
Logo
n=1 1 !
m; = :Ckn-k,-bmn - » 1=1,2,...,n1. €2.3.10)
i 7 TR T,
y=1 7
yt

n=-1
Denotemos y = T (A -X;dm,, temos como soclugio
J=1

de (2.3.5,

2 - Veja matrizes de Vandermonde em [6].
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m = , i=1,2,...,n. €2.3.11)

A menos da arbitrariedade do fator y, essa solugfo & uUnica.
O apéstrofe em (2.3.11) =significa que o termo j=i foi

omitido.
n
Como paCXD> =T CA-X;D , temos

j=1

n
p;(lt) =J-'-':_Cki' "")\-j)p e.3.12>

onde o apédstirofe do lado esquerdo denota diferenciacgfio.

Retornando a equagio (2.3.11), temos que para y adequado,

v
W Pr-g (N D = v 1=1,20...:0 C2.3.13)
PrlA D
ou seja,
"o
W, = o 3= By v s (2.3.14

Prn-1CX IPRCA D
n
Como a sequéncia de polinémios (p;d, satisfaz
a relagio de recorréncia (2.2.1)0, segue pelos argumentos
usados na segfo 1.3 que os zeros de p,(A) e p,_;C(AD devem
entrel agcarem-se e dessa forma GOt r. s ERe D B 5 B

in
como CA;J; estio em ordem crescente C=a"=tp NI > O
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Portanto, pn_qCA2PaCA2 > O, significando que os pesos
dados por (2.3.14D =80 positivos, para ¥ escelhido
adequadamente.

De Boor e Golub construiram dessa forma uma
sequéncia de polinbmios mbénicos ortogonais, onde estes
correspondem aos polindmios caracteristicos de uma matriz de
Jacobi e de suas submatrizes principais.

Os polindmios s80 gerados na ordem natural

usando a férmula de recorréncia,

P.sCAY) = 0, polAd =1

C2.3.15)
PN = CA=8:IPraglAY = Brug2Pp_2CAD, T=1,8,...s0N
com os numeros a., b, calculados por
SPr-1sAPr-4?
a, = N r=i,2,....,n (2.3.16D
lP- -4 |1
e
[P |l
T —, s W RS ; o B8 {e. 217D
e -

Esse processo ¢ numericamente estivel.
Desde que a e b determinados por (2.3.15) e
C2.3.160-(C2.3.17) dependem continuamente sobre A e u, segue

que a matriz A depende continuamente sobre A e p.
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A maior dificuldade encontrada por De Boor e
Golub esti no calculo dos pesos W .
Procurando  superar essa dificuldade eles

usaram a reflexfio de A sobre a sua segunda diagonal.

Seja & a matriz permuta¢fio levando (C1,2,....,nd
em (n,n-1,...,12, isto é,

n
S =CS4+j,n+a2i, j=1 - ca.3.18>

Como S é ortogonal e simétrica entfio S22 = 1.

Ela transforma A em

a, o « TR 0 & o 0
“bPn-g  2p-g  “bp-z 0
A =SAS = | 4 " ol (2.3.19
0 -b, a, -b,
0 o —by ay
Denotemos os elementos de A por E} e E}. entdo
4y T 2pig-r
— C2.3. 200
bl" = bn—r
A matriz A é dita persimétrica se A = A, isto
€, ar = apuq.r @ by = by,

O menor principal de ordem n-1 de C(AI-AD &

denotado por.p,.4C(A), assim o correspondente menor de AI-A &
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dado por En_icK)-Provemos o seguinte lema.

LEMA 2.3.1 - Considerandoc a notagio acima temos para

i=1,2,....,n que
P i CM I Pra AT = Chyby. « i Bn.g 5% = bR, z2.3.21)
Prova:

Obser vemos que pn_icxtaﬁ;_1CAt) é o produto do
menor principal esquerdo de ordem n-1 com o menor principal

direito de ordem n-1 da matriz singular C = A I-A.

Utilizaremos a sequinte notagio

effer woon bo] m o 57, G -
Assim, Pr-1CAD = |c[i:§:::::::i]| e
pr-ahid = [c[5:5: 007 |

Usando a identidade de Sylvestert¢$), com

2.3.....1"1_1] i -
C[E.B,..-.n-l como bloco pivotal, obtemos

C3) - Conforme [7].
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i Bys = L] | vBea s 4801

o =le[5:3;: ) |tet -

g di -~ ] ] g[S aty

onde os elementos da diagonal principal da matriz s8&o

PriChed & E;_1CRL) e, os elementos da segunda diagonal s&o

b, o b e B o 0
1.3.--- pn—i —_ bz R.‘ —33 s
|C1.a..__.n—1]| : ' -
b..p O
0 Ce Ai=an-y bp-y
= byby...bh g

Izl = ] o 5 -

bn_z A "an-4

= byby...b

- n-1-

Este resultade permiti-nos concluir que os

polinémios paCAd C=p,CADD, Pr_gCAd, ..., pPsCAD, 1 sfc os

pelindmios obtidos através de (2.3.15), com pesos dados por
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b? Py CAy D
e = e - = . cz.3. 22
Prn-1 (A IPRCA 2 PrCA{ 2

Esses pesos podem ser mais facilmente
construidos do que os pesos dados por (2.3.14D.

Nesse processo os termos da matriz A sao
calculados na  ordem 51. E;. - gn_i. En. isto &, a,,
By e «-xs Biw &g

O uso desses pesos tem mals vantagens
computacionais do que os outros dados por (2.3.14D, fato

comprovado por De Boor e Golub, pois por causa da condigio

de entrelagamento (2.1.12, temos que

AN TH - BTN Prn-1CA{2
< i TR 2.3.23
)\'L -Al ll‘l -li- p,f,( Ki. 2]

onde o primeiro Cdltimod fator do lado ésquerdc da primeira
desigualdade ¢ omitido quando i = 1 (i=n); assim os valores
v» V 1, estZoco 1limitados inferiormente e
superiormente. Isso mostra que overflow ou underflow, &
altamente improvavel de ocorrer no célculo dos pesos
(2.3.22>. Ac contréario, o calculo dos pesos (2.3.14) tem que

ser culidadosamente monitorado, em geral, pela ocorréncia de

overflow ou underflow; senio tém-se que calcular os
logaritmos decsces pesos, um procedimento bem mais
trabal hoso.

Demonstraremos a segulir que no caso particular
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em que a matriz de Jacobi & persimétrica ¢é suficiente
™
conhecer a sequéncia de autovalores A = (A;2;, para a

reconstrugiio da mesma.

TEOREMA 2.3.1 - Existe wuma Unica matriz de Jacobi
™
persimétrica A com os autovalores (A D; dados, satisfazendo

 SIES W

FProva:

Como o= autovalores sio conhecidos é possivel
encontrar os pesos para a construgio dos polindmios
ortogonais p . (AD. De fato, se A & persimétrica entio o menor
principal p.CAD €& igual a ErChD e, do lema 2.3.1 temos que
Cph-14CA 202 = b2 , isto é. p,-4CND = b, de modo que a

equagioc (2. 3.22) produz

e 4 a.3.a84d

Desde que os sinais de p/(Xx D alternarZo

deve-se considerar os sinais de Ib de modo que w seja

positive. A magnitude de b & irrelevante para a construcfo

dos p,(A0. g
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CAPITULO 3

RECONSTRUGCAO DE UMA MATRIZ DE JACOBI UTILIZANDO-SE O
ALGORITMO DE LANCZOS

3.1 INTRODUCXO

Assim, como no capitulo 2 dese jamos
reconstruir uma matriz de Jacobi da forma C1.2.1D.

O método que abordaremos fol desenvolvido por
Boley e Golub [9] para resolver problemas inversos de
autovalores associados a matrizes bandaw ou seja, matrizes
reais, simétricas e com a;; = 0 quando |i-j|] 2 p, onde p
especifica a largura da banda. No nosso caso p = 2, pois a
matriz de Jacobi & uma matriz tridiagonal. Mas teremos que
garantir que os elementos fora da diagonal principal sejam
negativos, Jj& que em uma matriz banda isso nf3o esta
caracterizado.

Para realizar tal reconstrugio, suponhamos que
o= autovalores CAy ): de A sejam conhecidos, com
Ay € Ay € ... < A, e dos autovetores normalizados u‘‘’,

™ n
conhecemos o©s valores Cu‘i“)1 Cou Cui‘“),). isto &, a
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sua primeira Cou uUltimad componente.

Nas se¢lies 3.2 e 3.3 analisaremos os valores
estacionarios de uma forma quadratica sujeita a restrigdes
lineares e sua aplicagio a problemas inversos de
autovalores, cujo trabalho foi desenvolvido por Golub [10].
Nosso interesse em tal assunto esta em mostrar como a
primeira Cou ultimad componente dos autovetores pode ser
cbtida quando se conhece o conjunto de autovalores da
submatriz principal direita (Cou esquerdad de A, de ordem
n-1, sendo que na reconstrugio da matriz consideraremos a
tltima 1linha da matriz dos autovetores, a qual seri obtida
explicitamente na seg¢io 3.4.

A reconstrugfio ¢ descrita na segfio 3.5, onde
utilizaremos o algoritmo de Lanczos, cfe. [12]1, (18] e [251,
que tem a vantagem de ser numericamente bem condicionado.
Juntamente a esta mostraremos que os vetores construidos a

partir do algoritmo, chamados vetores de Lanczos, sZo

realmente ortoncrmais.

3.2 = VALORES ESTACIONARIOS DE UMA FORMA QUADRATICA SUJEITA

A RESTRICUES LINEARES

Seja A uma matriz real, simétrica, de ordem n,
e ¢ um vetor dado, com ¢Tec = 1. Determinaremos o©os valores

estacionarios de
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<T Ax,

sujeita a restrigdes lineares

Consideremos,

dessa forma,

X A 1) = XTAX - ACxXTx-1) + 2ux¥ec,

onde A e u sio as constantes de Lagrange.

C3.2.3) cobtemos a equagio

A — Ax + uc = 0 .

Multiplicando

condigZio [c|lz = 1. temos

u = — cTAx.

Substituindo-a em (3.2.4) ficamos com

PAx = AXx,

onde P = I - ceT.

Observemos que o parametro A

c3.28.4>
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&

E3.8..10

€3.2.2

a fungfo ¢ dada por

€3.2.3

Diferenciando

(3.2.40

usando a

C3.2.5
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estacionario de  xTAx, pois de (3.2.6) temos que

Ax - ccTAx = AX. Pré-multiplicando-a por xT obtemos

XTAx = AxTx + xTeceTAx. C3.2.7

Logo, pelas restri¢®es lineares (3.2.2) temos que

wTAx = A. C3.2.8

Embora P e A sejam simétricas, PA pode niEo
ser. Mas observemos que P2 = P, de modo que P ¢ uma matriz
proje¢fc. Sabemos Ccfe. [23]1) que para duas matrizes
quadradas arbitrarias F e G os autovalores de FG s8o iguais

aos autovalores de GF. Assim,

ACPAD = ACP2A) = ACPAPD¢( %) | (3.2.9

A matriz PAP & simétrica e, portanto, podemos
usar um dos algoritmos usuals para encontrar seus
autovalores.

Consideremos K = PAP. Como K ¢ simétrica e
real existem n autovetores associados aos seus autovalores,

entio

C1D> ACXD denota o conjunto dos autovalores da matriz X.
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e segue que

% =Pz, , i=1,8,....n , €8, 5113
onde x; & o autovetor que satisfaz (3.2.86).

Como P =1 - ccT e [l = 1, temos Pc = 0, ou
seja, ¢ & um autovetor associado a um autovalor nulo de P.
Mas (PAPJc = 0, logo existe pelo menos um autovalor nulo de
K.

Sendo P uma matriz simétrica real, existe uma

matriz Q tal que QTQ = I,, de forma que
P = Q'IQ, (3.28.42>

onde J & uma matriz diagonal com elementos da diagonal

especificos. Isso ocorre porque P & uma matriz projegfo,

sendo
n-1 ©
J = g C8. 2. 133
O 0
Assim,
MOPAPD = ACQTIQAQTIQ = ACIQAQTID. (3.2.14>
Considerando



G':l.:l. 612

. G s e )
Gy2T Gz

onde G,, ¢ uma matriz de ordem n-1 e G;, um e=scalar, temos

T =
JQAQY T JGJI 0 ol 3.2 182

Portanto o©os valores estacionarios de xTAx
sujeita a retrigdes lineares (3.2.2) sfo simplesmente os

autovalores da matriz G;; de ordem n-1. Finalmente, se

Gii\f" = Ki'v"| i=1.2....,n_1. c3.2-17)
entio
= T In-—-i
%, = Q Vi » €3.2.18)
0

onde x; representa o autovetor que satisfaz ((3.2.6).
Mais detalhes do algoritmo ¢ dado em [11).
Por (3.2.15) temos que ACGD = ACAD. Entio pelo

teorema de Courant - Fischer, cfe. [24], obtemos

NyCAY & Nyl ) = Ny owCAY & J™4@i s atirls €3.2.19
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quando A;CAd = A;,,CA) e N;CG ) = Aj+gCGy 4.
Vemos assim que existe uma forte relagio
entre os autovalores de A e os valores estacionarios da

fungio

@R, V1D = XTAx = ACxTx — 1) + 2ucTx. €3.2.20

3.3 = APLICACAO A PROBLEMAS INVERSOS DE AUTOVALOR

Dada uma matriz simétrica A com autovalores
n n—-1
Chy2y Cxy € Ay414?2 e um conjunto de valores Cy; Dy

Cyy < vy 442 com
)\'i. < v < li..-l-i; ¢3.3.1D

desejamos determinar a restrigfio linear .¢Tx = 0O de modo que

oz valores estacionarios de xTAx sujeita a xXTx = 1 e ¢Tx = 0O

n-1
Cecom ¢Te = 1 D seja o conjunto Cy; D,

De (3.2.4) temos x = —uCA-AID-'c e, portanto,
cTx = —peTCA-AID~1tc = 0. €3.3.2

Consideremos u # 0 e seja

A = UAUT, (52.3.3)
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onde A & a matriz diagonal de autovalores de A e U & a
matriz de autovetores ortonormalizados.

Substituindo (3.3.3) em (3.3.28) obtemos

cTUCA-AID-1UTe = O, C3.3.4D
onde
1 1 1
CA — AID-%* = diag . b ey w—— C3.3.9
Seja
ud = ¢, C3.3.8)

que aplicada em (3.3.4) resulta em

1 1 1
dT |diag . s +esy wmmm———|ld = 0, ou seja,
AgA Ag=A A=A

n d; 2
_z__._."__zo_ €3.3.7
P51 o -\

Além disso, de (3.3.6) obtemos que

n
T 4.2 =1. (3.3.8



Fazendo A = v;

i j=t,28,....,n-1, recaimos num

sistema de n equagdes lineares da forma

€3.3.9

Com i1sso daremos uma solugio explicita
para este sistema.

Seja o polindmio caracteristico

n=-1
@AY = T Cuj-\D. €3.3.100
i=1

Coloquemos (3.3.7) na forma polinomial

- n d; 2 n =

wad = T Cae-X0 _z = Pt W ChimkD, C3: 341D
] =1 L=1 cxt_XD v=1 j=si
j #i

Desejamos calcular d (dTd = 1) de modo que

yAD) = (\), e entio igualamos os dois polinédmiocs em n

pontos, dessa forma,

n=-4 n

PN = T oD e WD = g2 T O N, €3.3.12
J = 1=
j=i
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Portanto y(\ D = @CA\ D, para k=1,28,...,n, se

T Ca Ay
j=1
d 2 = , €3.3.13
™
T Cxj=Rgd

A condigfo (3.3.1) garante que o lado direito
de (3.3.13) seri positivo. Sendo assim, observemos que se
pode considerar dy positivo ou negativo, de modo que existem
&N diferentes solugdes. Uma vez calculado o vetor d é facil

calcular ¢ através de (3.3.6).

3.4 -~ OBTENGAO DA ULTIMA LINHA DA MATRIZ DOS AUTOVETORES

ASSOCIADOS A UMA MATRIZ DE JACOBI

A condi¢Zo de entrelagamento dada por (3.3.1)

n
é satisfeita para os conjuntos de autovalores A = (X D, e
n-1
o= Cuy g que representam, respectivamente, autovalores de

A e de A, _,, pois a matriz A, a ser construida, deve ser
de Jacobi.

De acordo com as se¢Bes anteriores basta
tomar ¢ = e,, onde e,T = (0,...,0,1) e %, = 0, para que os
valores estacionarios de xTAx, sujeita a restrig¢des lineares
xTx=1 e e,Tx = O, sejam os autovalores de A _,.

Dessa forma, de (3.3.6), temos que d = UTe,,
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ou seja,

d; = u;t’ parz 1=1,.85..« 518 4 (3.4.12

representa a ultima componente dos autovetores u‘‘’.
Desde que a matriz A ¢ de Jacobi, U;L} = O
para todo i=1,2,...,n, conforme proposig¢io 1.4.1 e de

acordo com (3.3.13) temos

n=-1
LTI O
i=1
Cu;‘*bz = s com 3=1,.8,: 500 sT. (B.4.2
™
j':;cxj “X D

O apéstrofe no lado direito da equagio (3.4.20
significa que o termo j = 1 fol omitido e, ainda, sem perda

de generalidade escolheremos uL" positiveo, para todo 1i.

3.5 = RECONSTRUCXO DA MATRIZ DE JACOBI ATRAVES DO ALGORITMO

DE LANCZOS

O=s autovetores u‘t? satisfazem

Autt> = )\ utt | i=1,8,...,n. C3.5.1)

Dai consideremos U = [u't? ,gt2?, ., ,u¢m™],
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Entf%c a condigfio de ortogonalidade u‘t?Tu‘d? = & . produz

UTU = I. Porém UUT = I, de modo que

tal
Eutut = S, €3.5.2>
L=
Escrevendo, T = [u‘r“ u‘rz’ i .u‘r“’ 1, teremos
)T Tyt 8) = & €3.9.3

O conjunto de equagdes (3.5.1) pode ser

escrito come AU = UA, ou equivalentemente,

XA = AX, (3.5. 4>
onde X = [xf1? 382, ,xM™M ] = UT,
Suponhamos que o vetor xXX™T = [u‘n“ u‘hz’ ...ut™M] seja dado.
n
Portanto, de (3.5.4) temos
[i 31 _bi 0 = - - o -|
-b, a, =-b, o
Eaiay sAmy . . sxeyal 2 o ’ 4
- an-z “bp-z o
~bn-2 an_.y ~bn_4
B 0 M - . 0 —bn_1 a‘]"‘l A
= Alxft21) 2y  dmd g €2.5.85)
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A Ultima coluna desta equagio &

—ho g XM= 4 oa (Y = Axt™ (3.5.6

de modo que se XXM Tx(n-1) & zero, entfo

& 5 WTAE T, €3.8.7
Fazendo
pEN=1) = g M A (3.5.8>
e se [[X"1|; =1, b,y deve ser escolhido de tal forma que
bpog = [r¢™ 2 |- €3.5.9
Logo,
r( n-4}
sd n=1) = s €3.5.10>
T

Tendo encontrade a, e b,_,, consideremos a
Cn-1)-é=sima coluna da equaglio (3.5.5,
=

(n-2) {n-1) — ¢ A = n-1)
s F B g W bn.g X Axt , €3.8.110

de modo que se X "-1)Tyn-2) geja zero, entiio
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An_g = X(N=1) TAsn-1) (3.5.1a>

onde foi usado que x{ ™ Tx{n-1) = Q.
Fa¢amos
PR o g R PEEE o RgtTeddl & R ST £3.5.13)

b,., deve ser escolhido de modo que

bhoz = |r¢™2 |2- (3.5.14>
Logo,
r¢n-2)
3 N2 = e €3.5.15>
bn-z

Consideremos a 1-é=sima etapa, ou seja,

Cn-i+1D)—-é=sima coluna da equagfo (3.5.5) .J

X(n-i.-r:l.} - b

: n-t+2) = n=L+1) .
a4 Axt
n—=L

C3:.5.4%)D

Y 2 :
b X * an-i+a

Na etapa anterior x{"-t*1) foj encontrado de
modo  que Xx{MN-l+DITyn-t+2) = (O Assim, a,_;,, deve ser

e=colhido de forma que

an—i,-ii = -xtn—i.-l-i.)TAx(n—t-rt). (3.5.17>
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Entio,

r.(n—t} - an_‘_f*!xc Nn=L+4) Ax(h—i.-t-l.) s bn—i.+1x‘ n-L+2) :
C3.5.18D
e b,.; deve ser da forma
Bo.i = "r‘““’|h. C3.5.189)
Portanto,
xtn-t) = , com 1=3,4,...,n-1. (3.5.200
bn-\-

No préximo teorema mostraremos que os vetores
x‘t? construidos a partir do algoritmo de Lanczos satisfazem
I T = s para i,j=t.2,....n; embora esta
ortogonalidade seja aparentemente estabél ecida somente para

li-j] = 1.

TEOREMA 3.5.1 = Dado um conjunto de vetores Cx“-”i):

construidos a partir do algoritmo de Lanczos, do qual
consideremos que x{-1? = x{® = 0, temos que esses vetores
satisfazem

ELITy ) = 6 j 135 B8 phis €3.5.2810
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Prova:

A equagio (3.5.21), pelo algoritmo de Lanczos,
J4 estad explicitamente estabelecida para [i-j| = 1.

Verificaremos a equagfio (3.5.21>, para |i-j|=2
por indugZo.

A segunda coluna da equag3o (3.5.5) ¢ dada por
“by 32 4 a2 - by = Ax(2) €3.5.22
a qual apds a multiplicagfo por x‘*’T, pela esquerda, produz

_bzx( 1) T 8) = x(!.)TA}{(2} P bi' C3.5.23)

onde usamos a ortonormalidade dos vetores para |i-J| g

Como b, # O temos

)1 Tl B = —-%—Cx‘“":\x‘z’ + byd. €3.5.24>
Mas a primeira coluna de (3.5.5) &

a, x(1) - byx(2) = Ax(1), (3.5.25

que multiplicada por x‘2’T nos da

—b, = X(2) TAxC 1), €3.5.286)

onde usamos novamente a ortonormalidade dos vetores para
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|E-4] = 1.

Assim X1 Tx( 3 = O, conforme desejado.

Suponhamos que

L L=2) Tyl LY = para 1=3,4,....,k-1. C8.5.2870

Tomando a Ck-1D>-é¢sima coluna de (3.5.5), ou seja,

"bk-zx‘ k-2) 4 ak_ixtk—1> _ bk—lx‘k) = Ax{k—s,) C3.5.29)

e multiplicando—-a por x!'¥-2)T,  obtemos

mhy K2 T K = sl k=2) Ak K=t) 4 by (3.5.29

Agora, multiplicando a (k-2)-ésima coluna de

(3.5.5) por xk-1)T produz

_bk_ax( k-—!.)'l‘-x( k-3 4 ak_zx(k-l)'l‘-x( k-2 _ bk—zx( k-—i)'l'ﬁ k-1) =

= w{k=1) TA L k=2) C3.8.3800

Entretanto, o primeiro termo do lado esquerdo

¢ zero, pela hipdtese de induglo. Assim temos que

't’k—ax( k=13 Tyl kK-3) _ bk-z = sl k=1 TA(k=-2) €3.5.31)

Como o primeiro termo do lado esquerdo ¢ zero o resultado

indutivo segue em (5.3.88), pois b,_, # O.
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Usaremos novamente a indugio para provar que a
equagio (3.5.21) & satisfeita inteiramente. Suponhamos que
(3.5.21) ¢ satisfeita V |i-j| £ k-1 e verifiquemos se esta é&
satisfeita para |i-j| = k. Para esse fim, consideremos a
e—¢ésima coluna da equagfo (3.5.5) e multiplicando-a por

><(9+’.-k)T' Lems

—b,___sx“”"“""x‘G‘“ + 353((91-1—14}1‘){(9) - bEx(ﬁ-rz—k}Tx(n-ti) =

- F‘ Lt L
= 3t Bt1-K) T Ay S) C3.5.38)

Os dois primeiros termos do lado esquerdo desaparecem pela

hipdtese de induglo e ficamos com

_bsxls-ri-k}’l‘x(ai-li = sd 8+1-k) TA AL 8) (2.5 32

Agora, multiplicando a (s+l-kd)-ésima coluna da

equagio (3.5.5) por X ®'T, obtemos

= {8} Tyl 8-k} {e)T S+1-k) 8Y T H{8+2-k) =
Figmige X % * e ik ¢ Ba.iig 5 x =

= x(5) TA(S+1-K) C3.5.34)

O= dois altimos termos do lado esquerdo novamente

desaparecem pela hipdtese de indugfo. Ficamos entfo com

_bu—kx‘ a)Tx(n—k) = 3l 8 TAyS &Td -k} (3.5.35)

Fazende s=k e como por hipétese x!' 9 = 0, obtemos
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W KY TASC 1) = () £8.8.36)

Substituindo-a em (3.5.33) quando s=k, obtemos que

sl BrL-K) pt8+1) = €3.5.372

pois b, # 0. Esse dltimo resultado sugere gque novamente

devemos proceder por indug3o.

Imaginemos que

ErrTae=R &0 ; PEEEM . . 85 €3.8.38

Substituindo s por s-1 na equagio (3.5.34) e usande as

hipéteses indutivas anteriores, obtemos

sd 8-4) TAL 8-k} = (. C3.5. 39

Usando este resultado na equacgfio (3.5.33) onde novamente

substituindo s por s-1 nos das o resultado

w(8-k) Tyl 8) = (. C3.5.40>

Assim, por indugfo, (3.5.40) esti satisfeita
para s Z k, com = arbitrario. Esse fato completa a prova
indutiva geral, desde que (3.5.40) implica que x''?x(1? = 0O,
V |i-j| = k. Portanto, por indug¢fio, k > O arbitrario e

(3.5.21) esta completamente satisfeita. g
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Devemos salientar que na pratica as condig¢des
de ortogonalidade x‘'?Tx!J> = O para |i-j| > 1 n3o serfo
satisfeitas precisamente porque em cada etapa do processo
aumentarfoc alguns erros de arredondamento presentes. Mas
essa dificuldade pode ser vencida extendendo o algoritmo
anterior de modo que %X "-'’ geja ortogonalizado com respeito
aos vetores xX™ , xn-1), ., x¢"=-t+23  Quando modificado,

o algoritmo executarid o processo satisfatoriamente.
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CAPITULO 4

RECONSTRUGCAO DE UMA MATRIZ DE JACOBI
USANDO TRANSFORMAGCAO DE HOUSEHOLDER

4.1 - INTRODUCXO

Criginalmente esse algoritmo fol desenvolvido
por Biegler-Konig [1] para reconstrug¢fo de matrizes banda.
Analogamente ao método descrito no capitulo anterior,
consideraremos apenas a reconstrugiio de uma matriz de

Jacobi da forma

a, by 0] 6]
(0]
A = p ) ,com b. > 0.

. An-2 —bn-2 o £
0 bn- 2 an-1 bn =g

i 0 0] Brcay ap

c4.1.12
Tal método ¢ numericamente estivel e &

n n-=1
realizado a partir dos valores espectrais (7D, e (2, .,
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que sio dados. O primeiro conjunto representa os autovalores
da matriz A de ordem n a ser construida e, o segundo, ©S

autovalores da submatriz principal esquerda de A de ordem

n-i. Os dois conjuntos sao reais e satisfazem a
desigqualdade,
Ay € i £ Ryagg Y - conm i=1.8....,n"1, ¢4 1.8

Assim, o problema se resume em determinar uma
matriz simétrica de ordem n, A = A,. com autovalores
Aesw Az oo Ay sendo My, Mz -.. Hpog4 autovalores de
A,.4», de forma que a;; = O para |i-j| 2 @ Notemos que o

namerc de elementos ndo nulos de A & igqual ao numero de

autovalores dados.

Na se¢io 4.2 construiremos uma matriz
simétrica B, onde seus autovalores serdo CKL): e sua
submatriz principal esquerda Bn-3a tqra como autovalores
CyiD:_i. Mas B nio sera uma matriz Lridiagonal.

Na se¢fo 4.3 descreveremos as transformagdes
de Householder ‘que serfo usadas na seg¢fio 4.4 para reduzir a
matriz B a forma tridiagonal e, com modificagdes adequadas,

a forma de Jacobi, de modo que permanegam invariantes os

autovalores de A e de A _,

C1> = J4 vimos no capitulo 1 que esta condigfo & necessaria

e suficiente para garantir a existéncia de uma matriz de

Jacobi.
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4.2 = CONSTRUCXO DE UMA MATRIZ SIMETRICA A PARTIR DOS

VALORES ESPECTRAIS DADOS

Seja B,.; uma matriz diagonal de ordem n-1 da

fforma

Bh.gy = dlag Cug.tae.- - spin_q. c4.2.10
Consideremos, além da condig8o (4.1.2),que

N £ Rjagsr 150,801 @ 3 X Miags J=Li8s...n—d. C4.2.2D

Descreveremos a seguir como construir B = B, a
partir de B,_,.
Seja
!
Boow |} B
B, = |seeereecennianns ; ..... R cC4.2.3
ﬁT L]
onde
B = By B e Frugds (4.2. 42

e & escalar.
Assim, desejamos obter (3 e & de modo que B,

tenha como autovalores Ay, Az, ..., A,. Calculemos, para
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isso, © polinémio caracteristico de B, através da ultima

linha de
-Pi_k O P 0 E {?1 7
(O I TEEIN E 32
-
B,-AI = o ! C4d.2.5)
i
i
0 O HpoyA | By
__________________________ R
ﬁ!. ﬁz ﬁn-j, i S—N
Logo
n—-1
|Bn—KI| = (6-N)C-1D>2n W Cpg ~NY ¥ .. ®
i=1
T e = 4 By
O Mz —A 32
+B C—1InTk i F i B
2 o 3
Heag =N i
0 - - - 0 Bpeyg N Bhuy
Hy —A
-_— . 0
CS&-2DO W c“t"kj +. ..+ Cﬁ})zC—lDz‘“*k"’
i=1 0]
Hpn-g A

n=1 n-1

*oaae =LERD W Co=dd % w0y o« I T Cuj=nd +
v=1 j=x
izk

EntZoc o polinébmio caracteristico de B, deve

ser da forma
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n - n-1 n-1
WX A = 0620 7 Cpn =23 = ¢ Cﬂibz L Cuy =N, c4.2.6)
t=1 L=1 =1 j=1
j #i
Em particular, para X = p, com k=1,2,...,n-1
temos
n n-1
_“1C)\.L _ﬁik) = “cﬁkbz,nictuj _“k)‘ Cd. 2.7
L= i=
i=zk

Dessa forma obtemos que

172

Gy = % R S c4.2.8

com 3 € R"~* pois, pelas condigdes (4.1.2) e (4.2.23), temos

que

™
s=inal C n CKL-,uk'.‘D

= AR5,
=4
4.2.9
n-4
sinal € ¥ Cuy—pdd = C-10E,
i=1
i=zk
Como trago B, = trago B,_., + &, temos
n n=4
da=B X = ¥ . C4.2.100
i=1 i=1



Observemos que podemos escolher cada (3, com
valor positivo ou negativo de modo que existem 2" solugles.
Assim obtemos explicitamente uma matriz B, a qual satisfaz
todas as condi¢g®es da matriz A procurada, exceto a forma

tridiagonal.

4.3 =~ REDUCXO DE UMA MATRIZ SIMETRICA A UMA FORMA

TRIDIAGONAL ATRAVES DE TRANSFORMACUES DE HOUSEHOLDER

As matrizes de transforma¢fio de Householder

possuem a seguinte forma

P

I - 2wwT, c4.3.1>
onde w ¢ um vetor unitario, ou seja,

Wi = (w2 = 1. | C4.3.2)
Essas matrizes sfo ortogonais pois,

PTP = (I-2wwTdCI-2wwT) = I €4.3.3
e, evidentemente simétricas. Portanto

P = PT = p-1 C4.3.4D
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As matrizes de Householder transformam um
vetor real arbitrario em um outro vetor desejado de mezsmo
comprimento. Geometricamente, uma matriz desse tipo reflete
cada vetor sobre o lado oposto de um plano - o plano
perpendicular a w. Em geral, o vetor w & determinado em
fungsio de um vetor v que se deseja transformar mediante a
matriz P em um vetor y, com alguma componente nula.

Assim, utilizando as matrizes de Householder,
podemos  reduzir uma matriz simétrica real a forma
tridiagonal, mantendo seus autovalores. Isso & feito através
de transforma¢cdes ortogonais de semelhanga, sendo que em
cada etapa uma coluna inteira é deixada na forma desejada.

Seja A uma matriz real, simétrica,de ordem n.

Definimos (n-2) matrizes ortogonais P¢1}, pt22 | pP¢n-22
e as matrizes A'1? = A, A2y, ., A'"-1) por

A(L+1) =P(1)A<L)p(i.}'l‘. i=1’a.__..n_a : CA.3.5%)
tal que A‘'™-1’ geja uma matriz tridiagonal. Como cada P‘!'? &
ortogonal, todas as matrizes A‘1?, A2, Aln-1) gHg

cemelhantes e, portanto, tem os mesmos autovalores. Além

disso, cada A'Y? mantem a simetria de A¢1?} |

4.4 - REDUCAO DA MATRIZ SIMETRICA B A UMA MATRIZ DE JACOBI

Para transformar a matriz simétrica B em
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matriz tridiagonal, onde os elementos fora da diagonal
principal sejam todos negativos, ¢ necessario escolher
adequadamente os sinais de (3., V k, de forma que as
transformsac®es de Householder gerem além de uma matriz
tridiagonal uma matriz de Jacobi. Comegamos a zerar os
elementos fora da banda na n-ésima coluna (ou linhad, ou
seja, os elementos b;; tal que |i-j| 2 2. E continuamos com
os da (n-1)>-ésima, (n-2)-ésima,... , terceira coluna C(ou
linhad, usando transforma¢des de Householder.

Trabal hando da direita para a esquerda
nas colunas (ou linhas) n&o destruimos, dessa forma, os
autovalores de B nem de sua submatriz principal esquerda de
ordem n-1.

Construiremos matrizes semelhantes B = A{"-1} |
Avo=2r . Lo KEEE = A a partir das matrizes de
Lranstornscis Prm=1l, POn-R8 , Lesw PR

Nosso objetivo agora sera © de obter o vetor w
para que a matriz ortogonal P!™-1) aja sobre A‘™-1), através

da transforma¢io de semelhanga

Aln=-2) = pin-1) al h—!.)r_‘r(h—i)'l" Cad. 4.1

afim de que A‘'™-2) tenha zZeros na sua n—ésima coluna e linha
fora das posig¢des tridiagonais.

Seja o vetor unitario w da forma

WE S I, W ... Wieg O3, C4.4.2>
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em consequéncia,

1 -2w, 2 -28wy Wy c %3 —~BWg Wi g (o}
—Bw, W,y 1-Bwy 2 4
P{n-1) = ) ’ i
—EWn-2 Wy ; “eWpn-zWn-1 O
—EW_4 Wy 54 4 —BWpogWn-2 18w _4 6]
0 S5 % o C 1
Cd4.4.3

Assim por (4.4.1) temos que a n—-ésima coluna

de A‘"-2) & dada por

(n-2) (n-1) (n-1) (n-1)
4in = (1-2w,®da - EWgWzazn cee T @WgWn_43n_4n
{n-2) { n=-1> {n=-1) {n-1)
Ao = — Swy W, a, + C1-8wy2da,,, vate = OMEWR-48aein
{n~-2) {n—-1) {n-1> {n=-41)
Bn.zn = T BWn_zWgagp - EWp_zWzaz, cee T BWp_aWnh_gd8q_ 4
{n=27 {n-1) {n—-1)» {n-1)
Buogn B " BWL W B - Ewn_gWaay stk c1—awn_‘2)an_1n
¢ n-2) Cn-4)
“nn = apn
C4.4.4D

Mas os elementos fora da diagonal na uUltima
coluna de A‘™"-2) devem ser todos nulos, exceto o elemento da
(n-2)

diagonal superior a diagonal principal, ou seja, a,_sp

C4.4.4) temos entio que



(n-2) (-1}

34 n = 4 n . @wgsh =0
{n-2) t =417
asn = a,, - 2wzh = O
€4.4.5
{n-2) {n-1)
An-2zn = An-zn i 2"""Ir'\—zh =0
(n-2) tn-1)
B8p-4n = @p-1n ~ 8Wh_sh = s,
onde
(n-1) (n-1) (n=-1)
h = a, w, + a,. W sivs ¥ Boien Wheds C4.4.860
Mas pela condigio (4.3.2) temos
A U R S L B €4.4.7
Essas equagdes s&o suficientes para

determinarmos o vetor w e também s. Elevando ao quadrado as

equacdes de (4.4.5) e adicionando-as temos

{n=-2) (n=2) (n=-2)
Cay ., IZ & Cape. D% # 2ui b CRyonpy 2T =
¢ n=-1) (n-1) tn-1)
= Ca,, 32 +Ca,, 32 + ... +Ca__,, d%2 = s | €4.4.8)

Vemos assim, que a soma dos quadrados dos
elementos nfoc diagonais da Ultima coluna & invariante. E
como

{n=-2)
Ak n

O, k=1,2,...,n-2, C4.4.9
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obtemos

(n-2) n=1  ¢(n-1) i/2
a1 =8 =12 k;;Cakn 33] C4.4.100
De C4.4.5) vem que
{ n=-12
Brogpn — BWi-gh = g, C4.4.11D
A condicfo (4.4.9) nos leva as equagdes
(n-1)
ay - 8wh = 0, k=1,8,...,n-2. C4d4.4.12D

Multiplicando (4.4.110 por w,., €& cada uma das equagdes
C4.4.120 pelos correspondentes w, e adicionando as equagdes

resultantes obtemos

n-4 (n-1)

k;ankakn - 2hwi2) = sw,_,. C4.4.13)

Utilizando novamente a condigio de

normalizagfo wfw = 1 e a equag8o (4.4.6) obtemos
h = =8SW._j - C4.4.14>

Das equagdes (4.4.11) e (4.4.14> resulta que
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{n—-1) 1,2
1 [ An-1n ]
Wr-1 = T I = - C4.4.15)

Ent8oc (C4.4.14> nos da o valor de h e,

finalmente por (4.4.12) temos os valores de wy,W,....W,_p

que sio dados por

¢ n-1)
Akn

i k=L 8 e S C4.4.16D
=h

Em C4.4.10) o sinal de s & escolhido a fim de

ser © mesmo de -a;f;;) para que nZoc haja, em (4.4.15),
nenhuma perda de sentido no radicando. Mas como
a;T;:) = -4 € estamos considerando 3,_., positivo devemos

tomar s negativo.

De acordo com (4.4.5) temos que

{n-1) {n-1) {n-1) {n-1)
A4n azn An-2n Anagn ~ =
wl = i w5 3 .
zh 2h z2h 2h

C4.4.17D

Porém de acordo com C4.4.14D e (4.4.15D

podemos reescrevé-lo como

i {n=412 (n-1) {n-1) {n=1?
wlh = lagn asn wien B e ™ B OF 4 €4.4.18>
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onde

i

i = . C4.4.19
(n-1) 12
[ZsCs—an,In )]

Portanto, a dltima coluna de A‘™2) terid a
forma desejada desde que o vetor unitario w da matriz
transformacfic P{™"-1) geja dado por (4.4.18). Como A‘"-2) &

simétrica, a sua uUltima linha também terid a mesma forma,

onde

(n=-2) (n=-1)

a'I'Il"l = ann L

(n=-2) (n=-2) C4.4.200
4n-4n = #App-1 = S

Continuando a redugfio de B = A‘™1) 2 forma

tridiagonal, observemos que a préxima etapa ¢ completamente

analoga a esta.

Definimos

P( n-2)5

T = 2w, Cd.d.213

onde w ¢ um vetor unitéario com suas duas dltimas componentes

iguais a zero. Logo, a transformagfo

A{ n-9) = P( n=-2) A( h—z’P( l“l—z)T. Cd_d_aaj
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nfc alter4d a ultima coluna e linha de A‘"™-2), afetando
somente a submatriz definida pelas n-1 primeiras colunas de
A‘"-2>  Portanto os elementos do vetor w s8o definidos
analogamente aos correspondentes a w na etapa anterior, ou

seja, é da forma

({n-27 {n-2) {n=2)
wl = H[31n-1 Bormg oo Bpezned =5 O 0]. €4.4.23)
com
1
r = . C4.4.245

¢ n-2) 172
[ESCs—an_zn_13]

n-2  ¢(n-2) 1.2
t[ E cakn-i ]
k=1

1
[}

C4.4.25

Desse modo as r ultimas colunas e linhas de

Al n-r-1) g8o da forma tridiagonal. Entdo
Al n=-r-2) = p(n—r-i)A{h—ruiﬁptn—r—ihT. Cd. 4.26)

onde a matriz transformagfc P(N-T-1) & construida a partir

do vetor unitario w, dado por

s {n=r-11 {(n=-r-1) (n-r-1»
wh S H 18-y azn-r -es Bn_r_gpn-r-s O 0

C4.4.27D
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com

1

o= , C4.4.28
[ (n=-r-1) ]1/2

Lo o s MRS,

n=r=1 {np-r-1) 1/2
s =% ¥ Cilg e D2 : C4.4.29)

Essa transformag¢fio nZo muda os autovalores das
duas maiores submatrizes principais de A‘"-T-1}) e a forma
das suas dltimas r colunas e linhas. Em consequéncia, as
duas maiores submatrizes principais de A‘1’ = A sZ%c da forma

tridiagonal e semelhantes as correspondentes submatrizes de

A(“—’.) - B.



CAPITULO 5

RECONSTRUCAO DE UMA MATRIZ DE JACOBI
A PARTIR DE DADOS ESPECTRAIS

S.1 - INTRODUGXO

Neste capitulo, como nos anteriores,
continuaremos estudando a reconstrugfic de uma matriz de
Jacobi, com a ressalva que este se diferencia dos demais
pelos valores espectrais dados.

Esta reconstrugio foi  desenvolvida por
Gl adwell [8] onde ele faz aplicagdes a ﬁm modelo fisico.

Consideremos & matriz de Jacobi de ordem n a

ser reconstruida, denotada por (1.2.10, sob a forma

|
B -bm I 0
---------- ! --—————: —— e — ——— -
A = _bm Am+q I: —bm-i-!. : C5.1.1D
_________________ N
0 B g E C
1 -

onde B € RM™m, (€ € RPYP e p = n=Cm+1D.
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n m P
Dadas as sequéncias (AN Dg, (04 e L Vg

satisfazendo as seguintes desiguldades

g & Ky £ vom £ Ay
Hy < Mz < ... £ Py L T =
¥y < ¥z < ... < ¥ps
desejamos construir A de forma que Ay, Az, ..., A, Sejam os
seus autovalores, Mg v Hzs -3 My corresponda aos

autovalores de B, que ¢ a submatriz principal esquerda de A
de ordem m e y;, ¥z, ..-» ¥p Sejam os autovalores de C, que
corresponde a submatriz principal direita de A de ordem p.

Observemos que B e ¢, por sua vez, Ss&o
matrizes de Jacobi de ordem m e p, respectivamente.

H4 dols casos a se considerar:

12 - Quando os dois conjuntos de autovalores
CptDT = Cytjf sfo disjuntos. Se isso ocorre temos
garantido a unicidade de construgio a':’ menos de um fator
escalar,

2¢ = Quando existe um ou mais pares
Cuy ¥y idénticos, acarretando a coincidénela também com os
autovalores de CRQDS. Neste caso a reconstrugio nido sera
Unica e a matriz resultante dependera das escolhas feitas no
processo.

Estes dois casos serfo vistos com detalhes nas
se¢Ses subsequentes, =sendo que a reconstrugioc de A recaira

nos métodos vistos nos capituleos 2 e 3, ou seja, poderi ser
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feita através da sequéncia de polindmios ortogonais ou do
algoritmo de Lanczos.

Trabalharemos com a seguinte notagfo: {P£Ck3}:
corresponder4 aos menores principais esquerdos de (AI-AD e

n
€, CAD>, aos mencores principais direitos de (AI-AD.

5.2 = RECONSTRUCXO DA MATRIZ DE JACOBI ATRAVES DE

POLINOMIOS ORTOGONAIS

Dadas as sequéncias Cptbr e CrL)f, suponhamos
que os seus elementos sejam distintos entre si. Podemos,
dessa forma, arrumar todos os elementos em ordem crescente e
os denotamos por Cfi):-i

Através das propriedades de matrizes de Jacobi
temos que a desigualdade
My & € Rags N i=:8...:n1 r 5.2.12
& satisfeita.

Considerando as expansdes de Laplace‘’ para a
matriz C(AI-AD) as quais usando as m primeiras linhas ou as

Cm+l2 primeiras obtemos

PaCAY = PrCAd Q4 CA) = bp2P,_  CADQLCAD, (5.2.2

(13 - Ver referéncia [17].
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PpCAY = Pryg CAIQLCA) = bpay ZPCAdQ,_  CAD. (5.2.3

Como

n

PoCXD = T CA-x\ 0, (5.2.4>
L=1
m

P LAY = W €x=f 5. 2.5
L=1

Q¢ =‘B CA=¥y: D, (5.2.62
=1

cBo os polindmios caracteristicos de A, B e C(C,

respectivamente, temos para A = y;, que a equaglo (5.2.2) ¢é

dada por

P Cuy D

= bp2P  CpdQC Y, 4=1,2,...,m, (5.2.7)

e para A = y; a equagio (5.2.3) ¢ dada por

Pald = = Bras 2Pali DQuuaCrids 31,805 - oD (5.2.8
Do capitulo 1 sabemos que
Pm—ic“ij # 0. v j.:iya’--.pm.
=3
Qu_1C¥jd # O, ¥ j=1,2.....p, C3.2-

pois B e C s8o matrizes de Jacobi.
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Como y;, e p; s8o diferentes V i,j, temos que
Q> e P(y;d sf8o nio nulos de modo que, a menos dos
fatores b, %2 e b, ,,%, as equagdes (5.2.7) e (5.2.8) fornecem
Po-1Ci ) e Q (i, respectivamente.

Necessitaremos desses valores para reconstruir
B e C através de polinSmios ortogonais conforme explicitado
no capituleo 1. Para realizar tais reconstrugdes nos falta
apenas os pesos (w g e (w ) usados no produte interno para
gerar a sequéncia de polindmios ortogonais.

Descreveremos a seguir a obtengcio dos pesos
Cuwy g para a matriz B.

De C2.3.22) temos que

b2Cw, dy = b, —— C5.2.10
m-Hy

Mas (5.2.7) podemos escrevé-la como

Pncl-‘i. D
bn2Cw dp = - : €5.2.11)
Pl 2QpCay 2

Para verificarmos que os pesos s3o positivos
suponhamos que u; tem s y’s com valor menor € p-s com
valores maiores, entfc por (5.2.10 temos A, € & < AN igags

desse modo
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sinal CP.Ci 33 = C~13B-4=8,
sinal CQuCu 20 = C-10P~%, c5.2.18d
sinal (P I) = €139,
Logo
sinal [Cuwdg] & C-1)BCO=L=8% = C4). (5.8.13)

Assim B pode ser construida unicamente.

No final do processo os valores de P, _,Cu 2
serfc conhecidos V i=1,2,...,m, através da equacglo (2.3.21),
sendo que qualquer um destes pode ser substituido na equacgio
(5.2.7) a fim de obter-se o valor de b 2.

A matriz C e o escalar b,,;?2 podem ser
reconstruidos de maneira similar.

Consideremos agora (o] segundo caso, onde

m P
existem valores idénticos entre os conjuntos Cu;3; e (.

Suponhamos que u; = pi. - Mas por 8. 4.2

podemos reordenar py, Hzs ---» Hj_gs ¥is ¥zr ---» Tk-i»
ij+k-2

denotando-os por (¢ D, . Pelas propriedades de matrizes

de Jacobi temos

Ry SE ARG s i s ®Ri st s RRTER 0 SV ek € 5, CBLE. 14D

Dessa forma

,UJ = ik = A’L’ C5.2.153
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com 1 = j+k.

Através das relagdes de recorréncia

PLiaCAd = Chram i IP LR — bp?Pa. R, (5.2.16

QpsaCAY = CA=80g IQCR) = by 2Qp. 4 CAY, (5.2.17>

as quais os polindémios caracteristicos de uma matriz de

Jacobi e de suas submatrizes satisfazem, temos que
Pans QT = = B 2P G0, £8, 8. 18

QpesCFEY = = By 20, 4 Crd. (5.2.19)

Derivando-se a equagfio (5.2.8) (ou a equagfo

(5.2.30) e fazendo A = A = u; = y, Lemos

Folhyd = Polp 3004 CF5Y = mePm_1Cuj)Qéc;k)- £5.2.280)

Substituindo (5.2.18) e (5.2.19) em (5.2.20) obtemos

Felaid = = ByBFi CldQRCH.D < By SPLCIL IO, 034D, €52, 813
Esta equacZo ocupa o lugar das equag¢des

(5.2.7) e (5.2.8) para o autovalor comum.

Dividindo (5.2.213 por Pp(p;0QCy, ) obtemos
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ke e Prg G50 Qo 730
W = - 2

= by . + Brag® .
el Vs Lo & W PuCilyd Qalry?
cB. 2. 22)

Mas de acordo com a equagido (5.2.100

1}

C5.28.83>

Q-1 (2

) (5.2.24)
Q;C}“k)

)
£

v
0

I

Ent&oc (5.2.28) torna-—-se

= W

CS. 2. 28

Observemos que W ¢ uma quént.idade positiva.
Desejamos obter os valores para (w;Jg e Cwdg.
Para este caso podemos encontrar uma familia

de matrizes tridiagonais tendo os autovalores especificados.

Escolhamos o € C0O,",2) e facamos

Biis. % 2
b2Cw;dy = WlcosaO?, C5.2. 26D
bpeg2C 0 = WlsenoO?2.

Obtemos, assim, as quantidades b ?Cw;dp e

b,,4“Cw 0 que faltavam para realizar a construgio de B e C,
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respectivamente, desde que os outros pesos necessarios para
a reconstrugio sio obtidos conforme o primeiro caso, pois
nic hi coincidéncia de autovalores.

Se houver mais de um par comum de autovalores
esse procedimento deve ser seguido para cada um.

Na etapa final do algoritmo de reconstrugio,
os polinébmios P, _,(1;0 e Q,_,Cry) serdo conhecidos de modo
que b 2 e b,.,,? podem ser encontrados pelas equagdes (5.2.7)
e (5.2.8), respectivamente, aplicadas a um dos autovalores

distintos.

5.3 =~ RECONSTRUCXO DA MATRIZ DE JACOBI ATRAVES DO ALGORITMO

DE LANCZO0S

Seja o problema de autovalor de A dado por
CA-AIDx = O.

Expressaremos tal problema em termos dos
autovetores normalizados Cy‘t’br e Cz‘t’): de B e C,
respectivamente.

Dessa forma temos

it
y(i.: E O
m 0 P ;
® = pl Q *t Xmes | 4 + £ q; , (5.38.1)
v=1 . ij=1 (8]
: 0
o] : z¢312
[
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onde

P1

(x1 = | p, ¢5.3.2)

X+ 1
A1

9p

corresponde as coordenadas do autovetor x na base formada

pelos vetores

y('l.} 0
. i=1:8i...:m
m+1 » » »
9 g v} b RN LB . oup €5.3.3
6 z(]}

Aplicando a transformag¢fio linear representada

por CAI-A) nos elementos da base, observamos que

[ O Dy Y ]
L)
yt bmym(t.)
CAI-AD| O = o N L T R ¥ 5. 3. 43
O - O L
- T
b
CAI-Ade™tt = " €5.3.5)
;\_31114-1 i s
?m+:
- 0 L




CAXI-AD

2¢ )

nova base,

transformagio

0

CS. 3.69

{12
Biyea 24

CA-y ) z¢9?

Agora, escrevendo-os como combinagfio linear da
abtemos que a matriz cue representa a

linear na nova base ¢ dada por

0 | = ]
k-pm; gm i
W EEpa .o b v GEER
| o A 0
i ip i © A=¥p

LA
0
G = |sg
L
onde
=% = bmym( & *
)
=4

(5.3.8)
Logo © problema de autovalor torna-se
o | B | He= )
A=Hmi  Sm Pm
By PABgps L B o w > Do Wy | = O
ty A=74 0 A
0 :
tp A=¥pll 9p
£5.3.9)

83



Desta equac¢fo obtemos

CK—yL)pL S, Xpeg < Q  3=1,8p. . s o0l
=5
Ehepy gy ¥ EyRines = 0 5 J5MaBs. i R 2
Donde vem que
Si¥ma
pi- = - » Vi=1.3.....m > C5.3.11)
CA—p; 2
t.jxm+1
Qy = = O s e R . B €8.3:.12
A (m+ld-ésima equagio do problema de autovalor
(5.3.9) & dada por
m P
Lsipy *CA-an Iy F B gty = 0. (5.3.13
i=1 Jj=1 &
Substituinde (5.3.113 e (5.3.120 em (5.3.13D
obtemos
m Stz p LJZ
Clg =KX # — ] Meey = 0. (8. 3.14>
ved Ehwii J=1 CA~p; 9

Fazendo A = A\, VYV k=1,2,...,n, tem-se
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m SLZ p t..Jz
Cameyg A2 + L + ¥ e—Xn ¥ = 0. (5.3.1%

v=1 C)kk_{.!“_) 1=1 Clk"}“_’)

m P
Para o caso em gque Cu; )y e (y,d; sdo
diferentes, temos que X,,‘%’ # O, V k=1,2,...,n, pois se
Xmeq ¥ = O terfiamos que
" we. ¢ k3
xm(k)
CAI-A ) O = 0, CH. 3.16)
)(._.E( k)
géck)
e isso acarretaria que
(k)
A I-BY| - = 0, €8.3.17
Xk
x;( | ]
CXpI-C Y ¢ = 0, C5.3.18)
X, kD

ou seja, A, também seria autovaleor de B e C, o que nZc & o

caso.

Assim, de (5.3.14) temos para o primeiro caso

que
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.2 .2
Si P L
+

[ E

CRpmid A *
st b ST

L
1=1 CK_}’J:)

0, (5.3.19

Escrevendo—a na forma racional

V k=1,2,...,n.

quando A = X,
temos
m . R m m R
Cam+1_h3 W (k"‘f.li’) CK—}"J) s 2 E S;“z n Ck_ﬂk) C)\.—}’j)
=1 j=1 v=a k=1 j=1
k=i
+
“" R
n C?\.—pL) Ch._?"]:)
L=1 ] =1
P m
E t]z g CK"“?’k) n C)\.-,u,')
i=1 k=1 =1
k#=j PrCAD
+ e "
H f
_“ CX=giy D CA-7;2 PrLCAdQ I
L=1 i=1
£5.58. 800
ou seja,
m m
% R CA=, DQ CAD
L= =1
PrCAOPLCAD i
Cap,q =N + +
Pm(K)Qka) PmCK)QpCKD
P
Ttz B oanpor o0
v=1 k=1
k#j PLCXD
-+ = -
PRrCAIQ,CAD Pka)Qp(hD
€S5.3.2812

Logo temos
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m m P
Cames NIPROOQO0 T 52 F ahopd0,e004F tjzkﬁ CA=7} dPCAD =
i=4 =1 v=1 =1
k=i k=j
= P.CA). CE. 3.222
Fazendo A = u; em (5.3.22) obtemos que
Pn(_;‘JL)
Siz == - » i-_-ina'---.m- C5.3.23)
Analogamente para A = p; temos
tjz -— - » ,jzipa’-..;p. CS-3.84)
De acordo com (5.2.11D
Sy ® = bpCay g, (5.3.25
Dessa forma b,? e b,,,? podem ser calculados,
pois

€5.3.260

m
onde ¥ Cw g = 1.
L=1
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Da mesma forma

p P S
B - jz;bm+12ij3c = Bi? ¢5.3.87)

Feito isto, pelas equagdes (5.3.8) podemos
. . P
obter Cy.,‘t?d;, e (z,¢'?D,.
De modo que B e C podem ser reconstruidos
usando © algoritmo de Lanczos, conforme o capitulo 3
descreve.
Consideremos agora que existem r pares

{jqrkq?» com g=1,2,...,r, tal que
qu = rkq = ;\'Lq 3 CS.3.880
Entio

m¥ gtz v t'i.z S; q2 + tqu
TfCA) = Capy~N0+ T +
Lk CAepn 3 WEE Chean a

"
-

CA=j o

C5.3.28)

tem como rafizes os (n-rd) autovalores A{ nio degenerados.
Sendo que o ¥ significa que fol omitido do somatdrio os r
termos: 1 = Jgq €q = 1.8,....7.

Assim, g, e t; s8o calculados como no caso
anterior e os valores s;,%2 + t;,%, dos modos degenerados,

=8oc calculados como na seg¢io anterior, isto é,
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PrCy ¢
Wq— = : g =bmzcqu3n +bm+12kaq')C =quz + tqu.
PmC“quQpcrkq:)

€S5.3. 80
Escolhemos o, € (0,"/2) de forma que
o & = 2
Sia = Yatoesai" ¢5.3.31)
txg? = Wglsenogd?.
Ficando assim s;4% e tqu determinados
V¥V g=l 8wl

Das equagdes (5.3.26) e (5.3.27) obtemos b, ? e
bnsy? como fungdes dos parametros (o>, mas observemos que
b2 + b,.,4? ¢ invariante.

Assim, novamente por (5.3.8) obtemos Cym“-’bim
B Czi‘t‘)f. Podemos entfo calcular B e C usando o algoritmo

de Lanczos.
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CAPITULO 6

APLICACAO DOS METODOS DE RECONSTRUCAO DE UMA
MATRIZ DE JACOBI A UM SISTEMA VIBRACIONAL

6.1 - INTRODUGXO

Este capitulo trata de uma aplicagcfc Aas
reconstrugdes feitas até aqui. Descreveremos um modelo
fisico vibracional bastante =simples que consiste de um
conjunto de massas conectadas por molas.

Nas segdes 6.1 e 6.2 serfio feitas com detalhes
as descrigdes da equagfo do movimenté desse modelo e a
relagio linear existente entre a fun¢fo entrada C(fungio
forgal) e a fungio saida (fungio respostad), respectivamente.
Estas se¢des basear-se—-850 nos autores [2]1, [3]1, [19] e [211].

A segBc 6.3 tratari da reconstrugfic do sistema
vibracional através dos p&los e zeros da fun¢fo frequéncia
resposta, sendo que esta =serid unica quando a forga, que
consideraremos do tipo senoidal, for realizada em dos
extremos do sistema. Neste caso os pdlos produzirio os

autovalores da matriz de Jacobi A a ser reconstruida,
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enquanto o©s zeros corresponderio aos autovalores da
submatriz principzal direita ou esquerda de A de ordem n-1.

Os métodos numéricos que abordam este caso
foram descritos nos capitulos 2, 3 e 4 , onde todos eles
consideraram a submatriz principal de A como sendo a do
lado esquerdo, isso corresponde aoc caso em dque a forga é&
aplicada na Ultima componente do sistema. Mas a reconstrugio
& andloga gquando da aplicagio da forga na primeira
componente.

Porém, quando for realizada uma for¢a em um
ponto interior do sistema, a reconstrug¢io da matriz de
Jacobi seri4 Unica somente se o ponto de aplicag¢fo nfSic ¢ um
nodo de algum automodo, isto ¢, se a aplicagiico nfSo se da
numa posigio em que a componente de um autovetor associado a
autovalores de A for nula.

Nessas duas situagdes a reconstrugfio do
zistema & feita usando os métodos descr‘i'tos no capitulo 2 e
3, ou seja, através de polindébmios ortogonais ou do algoritmo
de Lanczos, com modifica¢des adequadas.

A partir da matriz A procedemos a obtengio
das matrizes de inércia e de rigidez do sistema vibracional

em questio.

6.2 = OBTENCAO DA EQUACXO DE MOVIMENTO DE UM SISTEMA

MASSA-MOLA
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Consideremos um sistema de vibragio
massa-mola bastante simples com n graus de liberdade, como
mostra a figura 6.2.1. As n massas estZo conectadas por
molas lineares de rigidez Ckr): e o conjunto se encontra em
uma linha reta sobre uma superficie horizontal lisa.
Denotemos por qu):‘ os deslocamentos realizados pelas n

™
particulas e (m D, as massas das mesmas.

K —2 K > K —>

e M o M= e AT

~,

FIGURA 6.2.1 - n massas conectadas por molas

Un sistema mecanico esti sujeito a dois tipos
bisicos de vibragZo: - Vibragdo livre que ¢ o movimento
periédico que se observa quando o sistema ¢ deslocado da sua
posigioc de equilibrio estatico. As forgas atuantes s=sHo:
forga da mola, forga de atrito e peso da particula.
Consideremos que no sistema acima nfo existe forga de atrito
e o peso das particulas nZo interfere. Portanto, a tnica
forga atuante nele, em termos de vibrag¢foc livre, ¢ a forga
da mola.

— Vibragdo forgada ocorre quando forgas
externas atuam sobre as particulas do sistema durante seu

movimento de vibrag3c. Denctemos as forgas externas por
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™
[F.CtD],
As equagdes de movimentce para o sistema podem
ger obtidas a partir das leis de movimento de Newton.

Aplicando—-as ac sistema temos

mde, = F, + 8.,5 — 6; r=1,8,...,n-1 5.2 1D
m,dn = Fn - 6, (B.2.2>
onde * denota diferenciac¢fio em relagido ao tempo.

A lei de Hooke afirma que as forgas das molas

=30 dadas por

€ = KpoCp=dr_q2 » r=1,8y...n . €6.2.3

O extremo esquerdo do sistema estid fixo, entio

g = O . 6. 2. 4D

O sistema vibracional considerado tem bastante
importancia na Engenharia, embora seja © modelo discreto
mais simples possivel de uma haste vibrando
longitudinalmente.

A=  equagdes (6.2.1) - (6.2.40 também podem
descrever vibrag®es de torg¢fo de um sistema, como mostra a
figura 6.2.2, onde q,, k; e m s3o interpretadas como

rotagio torsional, rigidez torsional e momento de inércia,
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respectivamente. Tal sistema discreto proporciona um modelo
cimples para as vibragdes de torglio de uma haste com

distribuig¢io continua de inércia e rigidez.

i 'd

2 5 \\qn

2 m, j

Vd

Y % & /
LS

FIGURA 6.2.2 - Um sistema vibrando torsionalmente

Un terceiro sistema, o qual ¢ matematicamente
equivalente as equagdes (6.2.10 - (6.2.40, €& o movimento
transversal de um fio, como mostra a figura 6.2.3, que esti
esticado por uma tensio T e carregado por massas Cm,.)r. De
acordo com a suposig¢fio de vibragfo infinitesimal, o fio
parte com um afastamento muito pequeno da posigfic de
equilibrio, entio a equagio governante do movimento da massa
m. pode ser obtida pela consideragic da figura 6.2.4 . A

equagio do movimento de Newton produz:

mdq. = F, + Tesen e, ., — Tsen o , (6.2.5>
B e = Fe % Brpqg =~ 8y C6.2.65
onde:
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8, = Tsen o = k.Cqp,=qy_42 » kp = T71,. . CB. 2.7

A analogia do extremo livre para o fio &€ que o
Ultimo segmento deste esti4d preso a um anel de massa
desprezivel, o gqual pode deslisar sobre uma haste vertical

lisa.

n
it iz
Ly Lr i i
I

\&Qi?ﬁCﬁ\ﬁQ\
I\
|
|
|
|
|
|
=2
(I
,““;’
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

FIGURA 6.2.3 - n massas sobre um fio esticado

FIGURA 6.2.4 - As forgas agindo sobre a massa m,

Para expressar as equagdes (6.2.1> e (6.2.2)

na forma matricial usamos (6.2.3) e obtemos

Medy = Fr + KpagQrag = Ckpagkedqr + keqroy 6.2.8



mnan B = k'nqﬁ + knqn—:l. v (6.2.9

as quais produzem

m, © O 1 ds] [xatkz —k2 s 0 7a:] Fy
0 my E dz ~kz kgztka . dz Fz
- - + - - - - - -
0 =k
-O mnﬂ ol q-n- - 0 _kn kn- an- LFn-
(6.2.100
Podemos escrevé—-la como
Mg + Kq = FCLd , (6.2.11)

onde q & chamado vetor fun¢fio resposta de deslocamentos e as
matrizes M e K sZo denominadas matriz inércia e matriz
rigidez do sistema, respectivamente. Observemos que ambas, M
e K, sfo simétricas (esta ¢ uma pmcpriedade das matrizes
correspondentes a qualquer sistema conservative)d. Nesse
sistema, em particular, a matriz M & diagonal enquanto K &

tridiagonal e ambas sZo positivas-definidas¢?®’-

6.3 = RELACAO LINEAR ENTRE A FUNCAO FORCA E A FUNCXO
RESPOSTA

€12 - Ver referéncia [22].
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Suponhamos que seja aplicada uma forga
senoidal F(t) = Fgen ot na (m+tld)-ésima macssa do csistema
EM=0,1.p: - - #0=1D

Temos entio

Mg + Kgq = Fsen ot , (6.3.1)
com
- & "
B = T (6.3.2)
= 8 . 3.
0

Analisemos agora, a forma da soluglc de
C6.3.1). A equaglo diferencial matricial dada em (6.3.1) &
semelhante a equagfo diferencial ordinaria

d?y
™m

+ ky = faen wt , C6.3.3)
dr®

na fungio y(td. Pode assim, ser demonstrado que a solugfo
geral de (6.3.1) ¢ formada pela soma de uma funglo
complementar e de uma fung3o particular. A fungio
complementar ¢ a <solugfo geral da equagio homogénea
Mg + Kg = 0, representando a vibracfo livre do sistema. Por

sua vez, a fungdc particular & uma solugio qualquer da
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equagio (6.3.13, sendo que esta representa o movimento

forgado do sistema. Procuramos entfo uma solugfico tendo a

forma
=1 Xy
dz Xz

q = ; = . csen wt = Xsen ot , (6.3.4D
Adn *n

onde os x.'s s#o constantes e representam as amplitudes dos
deslocamentos no movimento harménico e a freqiéncia w &€ a
mesma da forg¢a externa.

Diferenciando (6.3.4), temos g = - w?Xsen wt e

substituindo—-a juntamente com (6.3.4) em (6.3.10, obtemos

CK-w?2MX = F . (6.3.59)

Sendo (K-w?M) uma matriz ndo singular podemos

escrevé-la como

X = CK-2MD-1F. C6.3. 6D

Portanto, o vetor g ¢ dado por

qltd = CK-w?MD-1FCL) . C6.3.7

A equagio acima expressa a relaglo linear
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existente entre a entrada FCL) e a safida qCld. Seja

HCw) = CK-w?Md-1* , £6.3.8

esta matriz, na literatura vibracional, ¢ chamada matriz das
fung@es freqiéncias respostas, onde cada Hi;Cw) corresponde
a relacio existente entre a entrada na posigiio j e safida na
posigio i

De 4lgebra linear, temos

adjCK-w?M
HewS = ; (6.3.9D

det(K-wZ M

6.4 - RECONSTRUCXO DO SISTEMA VIBRACIONAL ATRAVES DOS POLOS

E ZEROS DA FUNCAO FREQUENCIA RESPOSTA

Como a forga externa & .' aplicada apenas na

Cmt+ld~ésima posigioc do sistema, analisaremos os pdlos e
zeros da fung3o freqliéncia resposta H, 4 meq C0D:

— Os pbélos de H i ymee () s3o obtidos pela solugio de

det(K-w?MD) = 0, cujos valores sic exatamente os autovalores

do problemz generalizado de autovalor dado por
CK-w2MDq = 0, comgq # O . €644

- Os zeros, por sua vez, sio obtidos a partir da
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resolugfio de det C ., = O, onde C_ ., ¢ a matriz de ordem n-1
obtida apartir de (K-w?2M, tirando-se a (m+1J)-linha e
Cm+lD —coluna. Mas tal solugfio ¢ exatamente a mesma do

problema generalizado de autovalor dado por

CK-w?MDgq = 0 , com gg,y = 0 . (6.4.22

Assim, as matrizes K e M podem ser
reconstruidas a partir dos pdédlos e zeros da fungio
freqiéncia resposta Hy,ymeCw2 &, como vimos, estes sdo os
autovalores dos problemas generalizados (6.4.10 e (6.4.22,
respectivamente.

Reduziremos (6.4.10 a forma usual, escrevendo

M = ML 2Mt~-2
u = Mi-2q CH.4.3
A= wt o,

o problema de autovalor torna-se

CA-AIJJu =0 , comu # O , (6.4.4>
onde
A = M-172KM-172 | (6.4.5D

Devido a forma particular das matrizes de

inéreia e rigidez, temos que A corresponderia a uma matriz de
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Jacobi, conforme definida no capitulo 1. Além disso, sera
uma matriz positiva definida.

Quando for aplicada uma for¢a nos extremos do
sistema os pédlos da fungio frequéncia resposta
corresponderfo aos autovalores da matriz A e seus zeros, por
sua vez, serfo os autovalores da submatriz principal de A de
ordem n-1. Se a forga for aplicada em q,, leremos que estes
cerfio os autovalores da submatriz principal esquerda, ou se
for no outro extremo, gq,, serdo autovalores da submatriz
principal direita.

Com esses dois conjuntos de autovalores
podemos reconstruir a matriz A unicamente, a menos de um
fator escalar, através dos métodos vistos nos capituleos 2, 3
e 4, ou seja, utilizando polindmios ortogonais, o algeritmo
de Lanczos ou transformagdes de Householder,
respectivamente.

Se a forga for aplicada na (m+l1)—ésima
coordenada, onde m=1.,2,...,n-2, isto: é, em um ponto
interior, temos comc anteriormente que os pdlos da funcio
frequéncia resposta corresponderio aos autovalores de A.
uanto aos zeros, sabemos que estes serfo os autovalores do
problema CA-AIDu = O, com Up,, = O.

Consideremos A sob a forma
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y | , -
Bty | 9
__________ t-.__._-.__.:_._..._______
A = B} Bmes | Pmes ; (6.4.6)
—————————— | ——==— =] mm=m - ——-—-—
B | R g

onde B € W™ ¢ ¢ RP-M-ixXn-m=1

Substituindo-a na equa¢io de autovalor obtemos

- i " 0 1T ]
R .. S R u’
—bp, i Amigs A | “bpagy 0 = O €C6.4.7D
__________ A
1 » >
0 ! Pme 1 g = ki M
onde u’' € R™1 e u’’ e RN-M-1x1
De acordo com (6.4.7) obtemos que
CB-AIdu® = 0O,
b, = BuagUs® = 0, : (6.4.8D>

CC-AIdu’** = O.

Assim os zeros da fungfo frequéncia resposta
produzem os autovalores do sistema forgado, isto &, eles
corresponderfo aos autovalores de um ou outro sistema (B ou
e

Diferentes maneiras de fixar os autovalores do
=2istema forgado B ou C conduzirZo a diferentes solugdes.

Apds terem sido escolhidos, temos como dados os autovalores
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™ Nn-m-1

™
EXidyg s CHDy & L0y de A, B e C, respectivamente.

Sendo que tais conjuntos satisfazem as desigualdades

g wiky o Viw Js
o op; o Vi g, C6.4.9D

¥ * ¥ : iR 4,

pois A, B e C =80 matrizes de Jacobi.
H4 dois casos possiveis:
a - O sistema forgado nio tem nenhuma
m N—-m—-1
frequéncia natural dupla, isto é, os (Jy, e Cy;d, s80

distintos. Se eles forem arrumados em ordem crescente e

n-1
reclassificados como CG;d; , satisfazem
N € Oy < Kiag v ¥V i=t,2,...s0n1, (6.4.105

Isso ¢ equivalente a afirmar que nenhum
autovetor u‘'’ de A tem um nodo em ug,,;, isto &,

(i)
Brge 20 » ¥ 421,28, 000. C6.4.11D

b - Un ou mais pares sfo idénticos: suponhamos

1)
que u; e ¥y sejam ldénticos. Assim pyy =y = N e up,, =0,

onde 1 5
Neste caso, a reconstrugio de A quando da
aplicagfio de uma forg¢a no interior do sistema nfo ¢ uUnica e

foi descrita no capitulo 5.
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A seguir descreveremos a obtengio das matrizes
Ke Ma partir da matriz A.

Consideremos o comportamento estiatico do
sistema vibracional da figura 6.2.1 . Se uma forga
concentrada f,=k; ¢ aplicada ma massa m; entfo somente a
mola k, seri esticada e, por unidade. Como o extremo direito
estd livre todos os deslocamentos das massas serio

unitarios, isto é,

(6.4.12D

0
[

Pela equagio C6.2.100 temos que os

deslocamentos sic dados por

ke ;
Kg = 9 (6.4.13D
0
Essa equaglio ¢ equivalente a
- m1-1/2k1 7
O
Au = : ¥ (6.4.14D
I 0
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e de acordo com (6,3,.6) sua soluglo deve ser

u = Mi/zq = cm11/2 mzi/ia . mni/ZjT i (6.4.15D

Conmeg¢ando a partir de cual quer valor
considerado para u, = m,*7%, podemos resolver o conjunto
tridiagonal de equagdes (6. 3.8) sem conhecer o valor de

m~*72k, e, assim, deduziremos o termos restantes m 172
EFEE 3 8ham » T ED. Se conhecida a massa total m podemos
calcular todos os m..

Se os termos fora da diagonal principal de A
forem negativos, os m 17?2 encontrados serfo positivos e

sendo estes conhecidos, a matriz de rigidez também o sera,

pois

K = Mt72pM2 72 C6.4.16D
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CAPITULO 7

RESULTADOS NUMERICOS

7.1 = INTRODUCXO

Neste capitulo descreveremos alguns exemplos
numéricos a fim de ilustrar o= métodos descritos nos
capitulos 2, 3, 4 e 5, e complementar a aplicagfo destes a
um problema vibracional de molas, conforme apresentado no
capitulo 6.

Nos exemplos que veremos a seguir usaremos os
dados de um sistema conhecido como dados iniciais para o
problema inverso, de modo que o sistema reconstruido possa
zer comparado com os resultados corretos.

Consideraremos, por simplicidade, nos exemplos
das secdes 7.3 e 7.4, que os sistemas massa-mola possuem as
massas e os coeficientes de rigidez com magnitude um.

Todas as implementag¢gdes utilizadas foram
realizadas num microcomputador IBM-PC AT 286, onde o
algoritmo que faz a reconstrugfc de uma matriz de Jacobi

através de polindmios ortogonais foi implementada na
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linguagem FORTRAN e no software MATLAB. Os outros dois
métodos que farzem esta mesma reconstrugic foram realizados
somente no MATLAB.

Na seg¢io 7.4 o= dois exemplos ilustram o

capitulo 5.

7.2 = COMPARACAO DOS RESULTADOS NUMERICOS DOS DIFERENTES

METODOS

Mostraremos nesta seglio a reconstrugio de uma

matriz de Jacobi da forma

2 -1 0 0]
-1 a2 - 0
0
A= 1" . C— é €7.2.12
0 -1 2 -1
| 6 o -1 &

através dos trés métodos estudados nos capitulos 2, 3, e 4.
Analisaremos os resultados para matrizes de ordem 25, 50 =
5,

Os autovalores de uma matriz desse Lipo s&o

dados por

N, = &1 + cos8,), 1=1,2,...,n c7.2.2>

107



onde

6, = e - €7.2.3

E oz autovalores da submatriz principal de

ordem n-1 de A =io dados também pela férmula (7.2.2) mas com

8, = O - R B R . i [ CT. 2.4

Realizaremos a reconstrugfio a partir dessas
duas sequéncilas de autovalores utilizando as implementages
Al, A2 e A3 do apéndice A, que executam a reconstrugfio
através de polindmios ortogonais, algoritmo de Lanczos e
transformag¢des de Householder, respecti vamente. Tals
implementacdes foram realizadas através do software
PC-MATLAE, com quatorze casas decimais.

O= algoritmos fornecem aﬁroximaq&es para os
valores das diagonais principais e o= valores fora dela,
cujo erro maximo e erro médio sBc mostrados nas tabelas
7.2.2, 7.8.3 e 7.2.4.

Para a reconstrug¢fo da matriz de Jacobi
C7.2.12 através de transformacSes de Householder tLivemos que
fazer uma escolha adequada dos sinais das componentes da
Ultima coluna da matriz simétrica B, da forma (4.2.3), para
az diferentes ordens. Na tabela 7.2.1 constam as posig¢des

na ultima coluna de B que tiveram de assumir wvalor negativo.
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Estas sZo as modifica¢@es necessiarias na implementacioc A3,
pois caso contraric apdés a execugio teremos apenas
reconstruido uma matriz tridiagonal com os mesmos valores da
matriz de Jacobi desejada, em valor absoluto, mas com sinais

diferentes nas posig®es fora da diagonal principal.

TABELA 7.2.1

n Linhas da ultima coluna de B com componentes negativas

25 2:354:7:8,10,14,16,17,18,20,21 ., 23

1,2,3:,4,6,7,9,10,12,13,18,19,=0,21 ,29, 31 ,38,33, 37,40,
50

41 ,43,44,46,48

1,4,5,8,11,12,15,18,21,2828,3,24,25,27,28,29,30,33,45,
=

46,47,48,52,53,54,56,57,58,60,61 ,64,66,69,71,73

TABELA 7.2.2
ERRO MAXIMO E ERRO MEDIO NOS VALORES DA DI AGONAL
PRINCIPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUGAO

E FEITA ATRAVES DE POLINOMIOS ORTOGONAIS

Di agonal Fora Diagonal
n Flops=s
Erro Max. Erro Méd. Erro Max, Erro Méd.
=2611.0 x 40~4% ) 1.0 x 10~14 e e 11130

SO|2. 0 % 10°14)] 1. .12510~2% 1.0 3¢ 10°4411 .0 % 10-2%| 540943

7812:0 % 104 | 1.3468540"%% 1.0 x 10°*4 1.0 ¥ 1014 97180
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TABELA 7.2.3

ERRO MAXIMO E ERRO MEDIO NOS VALORES DA DI AGONAL

PRINCIPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUGZAO

E FEITA ATRAVES DO ALGORITMO DE LANCZOS

Di agonal Fora Diagonal
n Flops
Erro Max. Erro Méd. Erro Max. Erro Med.
2511.0 x 10-24| 1.0 % 1014 EE— — 72442
5O011.0 x 10141 1.0 x 1014 EE— E— 610024
7S|2.0 x 10-14] 1.185x10-14 1.0 x 1014 |1.0 x 1014 |23802556

TABELA 7.2.4

ERRO MAXIMO E ERRC MEDIO NOS VALORES DA DI AGONAL

PRINCIFPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUGZXO

B FEITA ATRAVES DE TRANSFORMACGSBES HOUSEHOLDER

Diagonal Fora Diagonal
rn Flops
Erro Max. Erro Méd. Erro Max. Erro Méd.
E512.0 x 1014 |1.125x10-24 |1.0 > 10-*4]1.0 x 10~14 1486988
SO|3.0 x 10141 .1285x1 014 11.0 % 1014 |1.0 x 1014 | 24387742
TH|3.0 ¢ 10714 |1.444x1 014 |3.0 x 1014 |1 129x10-14 |124474603

PC-

O que

MATLAB,

com quinze digitos
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execucfo fica na décima quarta casa decimal, portanto muito
pequeno. Para matrizes de pequens porte, até ordem 20,
praticamente o erro nio existe nas diagonais principais nem
fora delas.

Quando a reconstrugfio ¢ feita através das
transformag®des de Householder percebe-se que o erro maximo e
o erro médio sfSo malores do que os outros métodos. Fazendo a
reconstrugiio através dessa rotina temos a desvantagem do
tempo de execugifio que ¢ bem maior do que os outros dois
métodos levam para reconstruir a matriz. Isso pode-se
observar pelo numero de opera¢gdes realizadas em cada um
conforme as tabelas anteriores especificam.

Nas trés implementagdes constam o cllculo do
erro maximo e do errc médio nas diagonais e fora delas. Mas
os resultados fornecidos pelo programa n&So puderam ser
considerados aqui, pois o PC-MATLAB nos di esses erros
considerando os valores antes da =safida para quatorze casas
decimais, onde ocorre arredondamento. bessa forma as trés
tabelas foram montadas com base nos resultados apresentados
pelo computador considerando quatorze casas decimais.

A rotina PC-MATLAB trabalha com o célculo de
matrizes que possuam no maximo 8088 elementos. Assim as
implementagdezs feitas no PC-MATLAEB podem realizar célculos

no maximo com matrizes quadradas de ordem 89.
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7.3 = EXEMPLO NUMERICO UTILIZANDO A LINGUAGEM FORTRAN

reconstrugio

através

de

Implementamos na linguagem FORTRAN o método de
de uma matriz de Jacobi da forma C(7.2.10

polinémios ortogonais, gque corresponde ao

programa A4 do apéndice A. Trabalhamos neste exemplo com

precisfo simples e com sete casas decimais.

A tabela abaixo mostra o célculoc do erro

maximo e errc médio para matrizes de ordem 25, 50, 75, 100 e

125.
TABELA 7.3.1
ERRO MAXIMO E ERRO MEDIO NOS VALORES DA DIAGONAL
PRINCIPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUGAO
E FEITA ATRAVES DE POLINOMIOS ORTOGONAIS
UTILIZANDO A LINGUAGEM FORTRAN
Di agonal Fora Diagonal
: Erro Max. Erro Méd. Erro Max. Erro Mé&d.
25| 4.0 = 109 1.88 x 10-9 1.0 5 209 3.68 x10-7
S50] 7.0 % 10~9 &S x 109 3.0 x 169 1.088 x 10-¢
78| 9.0 x 10-¢ 2.4 % 10~° 4.0 2 109 1.84 x10°¢
100 9.0 x 10-° 2.97 % 10-° 8.8 % 109 =438 % 10~°
125] a8 x 10-° 8.702 % 10-9 1.0 % 16rS 3.804 x 10-9

Num primeiro momento tentamos implementar essa

reconstru¢fo utilizando dupla precisio e trabalhando com 14
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casas decimais, o mesmo numero de casas usadas no PC-MATLAB
do exemplo da se¢fc 7.2. Verificamos que a saida dos
autovalores da matriz a ser reconstruiida e dos autovalores
de sua submatriz principal esquerda eram iguais aos
autovalores do exemplo anterior somente até a sexta casa
decimal na maioria dos dades, fazendo com gque a matriz
obtida no final da reconstruglo tivesse erros a partir da
quinta casa decimal. Observamos que esta diferenga ocorria
devido a forma interna do calculo da fungio cosseno na
linguagem fortran em relag¢fio ao software PC-MATLAB. Um senio
nesta dificuldade ¢ que como estamos usande dados iniciais
de um problema inverso ja4 conhecido, de forma a comparar os
resultados obtidos com este, o calculo dos autovalores &
feito pela férmula C(7.2.28) mas na pratica as duas sequéncias
de autovalores sfo realmente dados iniciais do problema.

Como podemos ver na tabela 7.3.1, quando
trabalhamos com sete casas decimais: o erro se reduz
consideravel mente.

Esta implementagfo na linguagem FORTRAN tem a
vantagem do fator tempo, pois mesmo para matrizes de ordem
100 ou maiores o cilculo & praticamente imediato. Além
disso, temos a possibilidade de escolha do numero de casas
decimais. Nesta linguagem também podemos realizar a
reconstrug¢io de matrizes de ordem maiores do que o PC-MATLAB
pode realizar.

No exemplo nos limitamos ao célculo de

matrizes de ordem 125, pois para matrizes de ordem maiores
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do que 130 ocorre overflow. Isso devido ao fato de que com
cete casas decimais o cilculo dos autovalores através da
férmula (€7.2.10 produz valores repetidos, o que nio pode

ocaorrer.

7.4 - EXEMPLOS NUMERICOS APLICADOS A UM MODELO VIBRACIONAL

Consideremos como primeiro exemplo um sistema
vibracional massa-mola, conforme descrito no capitulo 6, de
ordem 16 cujas massas tem magnitude 1 e as molas possuem
rigidez unitaria. Suponhamos que seja aplicada uma forga na
sétima posigfio provocando um constrangimento para que nesta
posi¢io ndo ocorra deslocamento.

Como novamente usaremos dados de um sistema
conhecido como dados iniciais para o problema inverso a fim
de que o sistema reconstruido possa ser comparado com os
resultados corretos. Descreveremos a sééuir a obtencio dos
autovalores de A e de suas submatrizes principais esquerda e
direita, B e C respectivamente, cujas ordens sfoc m=6 e p=9.

Sabemos do capitulo 6 que os autovalores de A
correspondem as frequéncias naturais do sistema vibracional.

Assim a equagfio (6.2.10) torna-se
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1 0 91T 41 [ & 4 o1l a5 7
o 1 dz -1 e dz
gf » = 0.
o) -1
o 1l Had 1O s -1 1]] an |

C7.4.42
Neste caso a equacgio de autovalor (6.4.4) pode

ser escrita como

2-n -1 o I % ]
=1 @=A Xz
. : = 0, C7.4.2)
i Lo
L O - s = '_1 1_;\- L Xn ]

onde A = w?, pois m=k = 1.

Observemos que as linhas de (7.4.2) satisfazem

a recorréncia

=g B CE~AIN. = Wiy = 0O 5 FPEL;E5. . C7.4.3

A primeira das equagdes de (7.4.20 pode ser

escrita nesta forma desde que X, = 0. Da mesma maneira, a

ultima das equagdes de (7.4.2) pode ser escrita na forma

C7.4.3>, desde que X,,4 = X,.

Assim, as condig¢gdes finais para a recorréncia

Mo = Wons — Wiys C7.4.42
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A férmula de recorréncia tem como solucglo

geral

X, = Acosré& + Bsenr6. C7.. 4.5

Substituindo-a em (7.4.3) encontramos que 8 deve satisfazer

cosCr-128 + cos(r+1)6 = 2cosBcosr8 = (2-Adcosrég

sen(r-128 + sen(r+1)8 = Zcosfsenrd = (2-ADsenré, C7.4.62
isto &,

2cos@ = 2 — A. C7. 4.7

As condig¢gdes finais serfo satisfeitas se e

comente se,

A =0= senCCn+1368) - senCnB) = ZBcosl((n+l.2)8)sen(82).C7.4.8)

De modo que o= valores possiveis de 8 =sio

] n
& =6 = =S, k=1,2,...,n C7.4.9)

cujos valores correspondentes de A s3o

Ay, = 2 - 2cos8 . C7.4.100
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Os autovalores de B sio obtidos a partir da
mesma anilise para os autovalores de A, mas com a restrigfo
de que x%.,,; = O (mt+l corresponde a posig8oc em que a forga
fol aplicadad. Assim podemos considerar que a m+l-ésima

massa ests fixa em vez de livre. Desse modo,

Xmey = AcosCCm+138) + BsenC(m+126D. C7.4.110

Como X, = O implica que A = O temos que

Bk = _ll'-n-*'-i_ » Kk = 1.8.-...1‘1’1. CP. 4.1

Os autovalores de C sfo obtidos pela mesma
férmula dos autovalores de A, pois as matrizes A e C possuem

a mesma forma, sua diferenga esta na ordem. Logo

- mn
8, = %%‘-3—— L k=1,2,....p. ‘. C7.4.13

As implementagdes dos dols métodos que
resolvem este caso encontram—se no apéndice A e sio AS e ABG.
Para esta reconstruglio usaremos AB6.

Assim para quatorze casas decimais os dados

desejados sfo dados por
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n m P

(li}i {ruk}i {}’i’}i
0. 0090561 5485383 0. 1980622641 9516 0. 027287739318456
0.08101405277101 0. 78302039628253 0. 241 05249758702
0. 2223291 0268015 1.5549581 3208737 0. 64543685674852
0. 427839381051 443 2. 44504186791 263 1.19660915069406
0. BY02785321 0843 3. 24697960371 747 1.83484130905534
1. 00000000000000 3. 80193773580484 2. 480970974281 60
1.34586407336516 3. 09380631 624485
1.71837032345343 3. 578281 01879279
2. 0951 6383164748 3. 89163448340127
2.47151787101886
2. 83083002600377
3.16011381914240
3. 44746807621014
3. 6B250706566236
3. 8567358660321 5
3. 96385739452541

Como os autovalores dos trés espectros sfo
todos distintos a reconstru¢fo do sistema ¢ Unica.

A matriz obtida ¢ dada por

[ 2 -1 i
-1 2 -1
-1 2 -1 E
-1 2 -1 O
=, g =i
-1 = -1
-1 2tf =1
-1 z -1
A = ~3 2 =1 S
-1 2-¢ -1
-1 2+ -1
-1 2-¢ -1
0 =i § o+ -1
-1 2 -1
-1 2+¢ -1
! =] 1%&
C7.4.14>

onde € = 1.0 % 1014,
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Através do PC-MATLAB verificamos que os
autovalores de (7.4.14) s3oc os mesmos dos dados iniciais.

Utilizando a implementagfo A7 que calcula as
matrizes de inércia e de rigidez do sistema a partir da
matriz de Jacobi A.

Obtemos os seguintes resultados:

{mt}“ 1+15¢ 1413 1+11e¢ 1+8G¢ 1+7e 1+5g 1+2¢ 1+2¢
i i
1428 1+2¢ 1 1 1-2¢ 1-2¢ 1-2¢ 1
<k }h 1+16¢ 1+14¢ 1+1i2¢ 1+10¢ 1+8¢ 1 +6¢ 1 +4¢ 1 +2¢
i L 3
- 1+2¢  1+2e  1+ig 1 1-¢ 1-2¢ 1-2¢ 1-¢

Quando consideramos © calculo das matrizes
inércia e rigidez tomando os valores de A diretamente da
implementag¢io obtemos os seguintes valores para as

componentes da matriz de inércia e de rigidez:

<m; }“ 1-¢€ i1-2¢ 1-2¢ 1-3¢ 1-4g 1-5& 1-5B¢ 1-5¢
1
1-48 1-3¢ 1-3¢ 1-2¢ 1-3¢ 1-83¢ 1-3¢ 1

1~e i=e 1-2¢ 1-3¢ 1-3¢ 1-4¢ 1-85¢ 1-5¢
1-4c 1-4¢ 1-4¢ 1-3¢ 1-3¢ 1-2¢ 1-¢ 1-=c

m
Ry

Isto ocorre porque o software realizarid os
calculos internamente considerando mais casas decimails,
fazendo com que estes sejam diferentes dos valores esperados

a partir da matriz C7.4.14D.
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Como um segundo exemplo consideremos um
cistema de ordem 10 com massas unitarias unidas por 10 molas
com rigidez também unitaria. Se a sexta massa & constrangida
para ter deslocamento zero, entfiom = 5 e p = 4.

O= valores espectrais com quatorze casas

decimais s3o dados por

n il P

{)\'i.}i <“k}1 {?’;’}1
0. 02233834754974 0. 267949189243112 0.12061475842818
0. 1980622641951 6 1. 00000000000000 1. 000000C00000000
0. 53389625634035 2. 00000000000000 2.34729635533386
1. 00000000C000000 3. 0000000000000 3. 53208888623796
1. 5549581 3208737 3. 73205080756888
2.14846018717285
2. 73068204873279
3. 24687860371 747
3. 652477548631 99
3.91114561157228

Como podemos o©observar existe um par de
autovalores comuns nos espectros de B e {, acarretando assim
a igualdade com um autovalor de A, ou séja. Hy = ¥ = A,4.

Neste caso a reconstrugfo nic ¢ uUnica. Existe
uma familia de solug¢des.

Como sabemos que b, e b_,,, deverZo ser um, o©
dngulo o devera assumir um valor de forma que Ccoscd? = 3/7.

A matriz de Jacobi encontrada usande a

implementaciio AS produz



[2 -1 © 0T
-1 e —1 0
0] . .
A = : T ol C7.4.15)
6] =1 2 *1
0 O =t 1]
Obser vamos que a implementacio produz

exatamente a matriz desejada, com saida de 14 casas
decimais. Consequentemente as matrizes inércia e de rigidez
também serfo as esperadas.

Fazendo o c&lculo dessas duas matrizes

considerando os valores internos no MATLAEBR obtemos

™
<mg ¥, 1+48 143 1428 1+2¢ 14e 1 1 1 1 1

ia!
Th 1+4e 1+4c 1+3c 1+2c 1+¢ 1 1 1 1 1

No exemplo acima val ores: diferentes para o
parametro o produzem sistemas de solu¢gSes diferentes, as
quais entretanto, possuem os valores espectrais desejados.

Como uma ilustracgio final consideremos
Ccose0? = 19720 e o sistema reconstruido a partir deste

valor para o« tem a forma:
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Valores da diagonal principal Valores da codiagonal
2. 15904139433551 -0.88727181537479
1.84095860566449 -1.08046740940959
2. 00000000000000 -0.90048921649043
2. 833228683706070 -0. 9724223580701 2
1.76677316293930 -1.14200116754173
2. 00000000000000 -0.83416625041615
2. 4371 2574850299 -0, 899400400264 36
1.56287425149700 -1. 33288099721 689
2. 00000000000000 -0. 4726565934 3666
1. 0000000000000 0

Para este sistema verificamos que

s

autovalores da matriz reconstruida realmente coincidem com

os valores dados.

Neste caso as massas e o0s coeficientes

de

rigidez encontrados usande os valores internos da matriz

reconstruida sfo dados por

10

<mid, ke ¥,

3. 861 97636949516 3. 8619763694951 5
5. 32272390821612 4.47619047618047
4. 47619047618046 5. 32272390821 611
3. 6206570441 6479 3. 62096570441 6480
5. 83769841 269837 4. 47615047619044
4.47619047619043 5. 83760841 260836
3. 11 468253968252 3. 11 468253968251
7. 95238095238093 4.47610047610046
4. 47619047619046 7. 95238095238092
1. 0000000000000 1. 0000000000000
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APENDICE A

IMPLEMENTACAO Al

echo on

clear

clc

X X

o
-3

o
o

L
(-3

N

DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES
UFRGS - FEV @3

Este programa faz a reconstrucac de uma Matriz
Jacobl atraves de polinomlios ortogonais, sendo que a
Matriz original e formada por 2 nas diagonais e -1 nas

outras duas diagonais adjacentes.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

“ Obtencac dos autovaleores da matriz A a ser
“ reconstruida e dos autovalores de sua submatriz
% principal esquerda de ordem N-1.

echo off

N input’ordem da Matriz = '),

format long;

A%
U
LB
MU

zerosCN,1D;

zerosCN-1,13;
zerosCN,12;
zerosCN=-1,12;



for i = 1:N-1;

VCid = 2 + 2cos(ixpi /CN+13);
Ucid = 2 + 2xcosCix*pi ND;
end ;

VCND = 2 + 2%cosCNxpi /CN+113D;
LB = sortdV);
MU = sortdld;

echo on
LB

™~

Autovalores de A

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

MU “% Autovalores da submatriz principal de A

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

“% Fazendo a reconstrucaoc da Matriz de Jacobi.
“ Aguarde. . .

echo off

Calculo dos pesos Wi a partir de LB e MU

N

W = zeros(N,1D3;
C = onesCN,N);
D = one=sCN,ND>;
NUM = ones(i,N-1);
onesC1 ,N-1);
for k = 1:N;
for 4 = %4z N=1;
CCi,kd = LBCkD - MUCiD;
if absCi-kd> > 0;
DX(i,kd> = LBCkD - LBCid;

end;

5
=z
]
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end;

1T N=k ¥ O
DCN,kD> = LBCkD - LBCND;
end;

end;

for k = 1:N;
NUMC: ,kD = prodCCC: ,kDD;
DENC: ,kD = prodCIX:,kDdD;

WCk,1D = NUMC: ,kD-DENC: ,kJ;

end;
“ Os valores dos
1 gerados a partir de LB

AX = zeros(CN,1);
P = zeros(N,1);
PK = onesCN,1);
B = zerosCN,ND;

for k = 1:N;
AXCkD = WCkO*LBCkD;
end;

BC(1,1> = sumCAXD . sumCWD ;
for j = 1:N;
FCID = LBC3JY — BC1,13;

end:

&

N

di agonald

PL = zeros(N,1);

PM = zeros(N,1D;
Q = zeros(N-1,1D;
A = zerosCN,ND;
S = sumCWD;

for 1 = 2:N;

dois

nulos da matriz B (reflexac de

125

primeiros

Calculo dos outros polinomios e dos

A

polinomios sao
CPK e P) e B(1,1) e obtido

socbre

a

elementos nao

segunda



for k = 1:N;
PLCkD = WCkO*PCkD"E;
PMCk> = LBCkD*PLCkD;
end;
Xi-1> = sumCPL)/S;
BCi,i)> = sumCPM)/sumCPLJ;

S = sumCPLD;
for j = 1:N;
PLC3D = PC3d;
PCJD = CLBCJI-BCi.,.4D0%PLCjd — QCi-1D%PKC3D;
PKC3j> = PLCjD;
end;
end;
ffor k = @:N;
BCk—1;kD> = — sgricXk-1D2;
end;

% Obtencaoc da matriz A a partir de B

ACN,N> = BC1,1);
for k = 2:N;

ACN+1 -k ,N+1 -k>
ACN+1 -k ,N-k+2>
ACN-k+2,N+1-kD

end;

BCk,kD;
BCk-1,kD;
ACN+1 -k ,N-k+2) ;

echo on
f'lops

echo off

“ A matriz CC3,ND representa os elementos nac nulos
% da matriz de Jacobi

C = zeros(3,ND;
5 s R AC1,15;
ccz,1> ACE,10;
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for k = 2:N-1;
for i = 1:3;
CCi,kd = ACi+k-2,kD;

end;
end;
CC2,N> = ACN-1,ND;
CC3,N> = ACN,ND;
echo on
“ Reconstrucao da Matriz de Jacobi concluida.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle
A

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle

&

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

“% Calculo do erro maxime e do erro medio cometidos na
% diagonal principal. Aguarde...

echo of

E = zeros(CN,1D;
F = zero=s(N,1D;
for 1 = 1:N:
if ACL 1D ~= B8;
ECiD> = absCACi,id - &),
end;
end;
F sortCED;
g lengthCfindC(F2D;
ERROMAXIDIAG = maxCF);
ERROMEDIODIAG = meanCFCN-g+1:N,13D;

echo on
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“ Calculo concluido.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

el

ERROMAXIDI AG

ERROMEDI ODI AG

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

“% Calculo do erro maximo e do erro medio cometidos
% nas duas diagonais adjacentes a diagonal principal.

% Aguarde. ..

echo off

L = zerosCN-1,1D;
M = zerosCN-1,1D;
for 1 = 1:N-1;
if ACLi,1i+1D ~= -1,
LC1D = absCACL,1+13 + 15,
end;
end;
M = sortCLlD;
h = lengthCfindCMdD;
EEROMAXFORADIAG = max(CM ;

ERROMEDI OFORADI AG = meanCMCN-h: N-1,13);

echo on

% Calculo conecluido.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

ERROMAXFORADI AG
ERROMEDI OFORADI AG
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IMPLEMENTACAO A2

echo on

clear

cle

X

o
e

o N

o
-

X

X

DI SSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES
UFRGS - FEV 83

Este programa faz a reconstrucac de uma Matriz de
Jaceobl de ordem n, cujos elementos da diagonal
principal devem ter valor &2 e os das diagonais
adjacentes valor -1. A reconstrucao e feita a partir

de dados espectrais utilizando o Algoritmo de Lanczos

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

clc

“% Obtencao dos Autovalores da mat?iz a ser reconstruida
“% e dos autovalores da sua submatriz principal esquerda
echo off

N = inputC’COrdem da Matriz = 'J;

format long;

A%
U
LB
MU
AX
BX

Il

zeros(CN,1D;

zeros(CN-1,13;
zerosCN,ND;
zerosCN-1,N-13;
zerosCND ;

zerosCND ;

for 4= 1:N-1;
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V(i,1D0 = 2 + SxcosCixpi /CN+12D;

UCi,1D = 2 + S¥cosCixpi ND;

end;

VCND = 2 + ZxcosCNxpl ~CN+1DD;

AX = sortdVd;

BX = sortClD;

LB = diagCAX);

MU = diag(BXD>;

echo on

AX % Autovalores de A CLBD

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
gle

BX % Autovalores da submatriz principal de A (MU
pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle

% Fazendo a renconstrucaoc da Matriz de Jacobi.
“ Aguarde. . .

echo off

clear U;

clear V;

X = zeros(CN,1D;

C = ones(CN,ND;

D = onesCN,ND;

NUM = ones(C1,N-1);

DEN = ones(1,N-1D;

for: k = 12 N;

for 1 = 1:N=1;

CCi,kd> = MUCL,iD

end:

i

LBCk,kD;
f absCi-kd> > O;

DCi,kd> = LBCi,i> - LBCk,kD;

130



end;
if N-k > O;

- LBCk,kD;

kDD
o o 5 I

NUMC: ,kD/DENC: ,k2;

DCN,kD> = LBCN,ND
end ;
end;
for k = 1:N;
NUMC: , kD = prodCCC
DENC: , kD = prodCIX
ubck,1d =
XCk,1) = sqrtCUDCk ;133 ;
end;
clear C;
clear D;
A = zerosCN,ND;
R = zerosCN,ND;
XNC: ,N> = XC:,:D;
for 1 = 1:N-1;
ACN-i+1 ,N-i+1D> =
RC: ,N-i+1) =
e 3 B4
RC: ,N-1+41D> =
end;

ACN-i ,N-1+1D

normCRC: ,N=-1+123;

XNC: ,N=iD> = RC: ,N-1+137ACN-1i ,N-1+1D;

end;

AC1,1D =
for 1 = 1:N-1;
ACN-1 ,N-i+1D> =
ACN-i+1 ,N-1D

end:

echo on
flops

echo off

7 A matriz CC3,ND

XNC: ,13 "L B»XNC: ,1D;

~ ACN-i,N-i+1);
ACN—-1 ,N-i+1);

representa os

1381

XNC: ,N-1i+1D"%LB»XNC: ,N-1+13;
ACN-1+1 ,N-1+133XNC: ,N-1+1D — LB2XNC: ,N—-1+1);

elementos

RC: ,N-1+13> - ACN-1i+1 ,N-1+20%XNC: ,N-i+2D;

nao

nul os



% da matriz de Jacobl
C = zeros(C3,ND;
CcC1,1D AC1,1D;
ca,1) ACZ2,1D;
for k = 2:N-1;
for 1 = 1:3;
CCi,kd = ACi+k-2,kD;

il

end;
end;
CC2,ND> = ACN-1,ND;
CC3,Nd> = ACN,ND;
echo on
% Reconstrucao da Matriz de Jacobi concluida.

pause *% Pressione qualquer tecla para continuar

cle

pause % Prezssione qualquer tecla para continuar

cle

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

% Calculo do erro maximo e do erro medio cometidos na

“ diagonal principal. Aguarde. ..

echo off
E
F zerosCN,1D;
for i = 1:N;

if ACL;41) ~= &

ECiD = absCACL1,1D - 2);

end;

[

zerosCN,1);
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end;
F = sort(ED;

g = lengthCfindCFY);
ERROMAXIDI AG = max(CFD;

ERROMEDIODI AG = meanCFCN-g+1:N,13D;

echo on

“ . Calculo concluildo.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle

ERROMAXIDI AG

ERROMEDI ODI AG

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

P Calculo do erro maximo e do erro medio cometidos
A nas duas diagonals adjacentes a diagonal principal.

% Aguarde. . .

echo off

L. = zeros(CN-1,1D;

M zerosCN-1,1D;
for L = 1:N-1;
if ACL,i+13 ~= -1
LCiD = absCACi,i+1D> + 1D5;
end;
end;
M sortCLD;
h lengthCfindCMDD;
ERROMAXFORADI AG = max(CM ;

ERROMEDI OFORADI AG = meanCMCN-h: N-1,133;

echo on

% Calculo concluido.
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pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle

ERROMAXFORADI AG
ERROMEDI OFORADI AG
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IMPLEMENTACAO A3

echo on
clear

cle

BN

DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES
UFRGS - FEV @3

& X

Este programa faz a reconstrucac de uma Matriz

)

tridiagonal atraves de transformacoces de Householder

)

sendo que com modificacoes adequadas nos sinais da

ultima coluna de B podemos reconstruir unicamente a

s

matriz de Jacobi cujos elementos da diagonal principal

possuem valor 2 e os elementos das duas diagonais

N

adjacentes e -1

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

il i
% Obtencaa dos autovalores da Matriz A a ser reconstruida
4 e dos autovalores de sua submatriz principal esquerda

echo off

N = inputC’Ordem da Matriz = *J;
format long ;

LB = zeros(N,1D;

MU = zeros(CN-1,12;

for 1 = 1:N-1;

V(i,1) = 2 + 2%cosCixpi CN+1DD;
Uci,1> = 2 + 2¥cosCi¥pil - ND;
end;
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VCN,1) = 2 + 2x%cosCN¥pi CN+13D;
LB = sortcVd;
MU = sortdlUd;

clear U;

clear V;

echo on

LE % Autovalores de A

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle

MU % Autovalores da submatriz principal de A

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle
% Calculo da Matriz B simetrica. Aguarde. ..
echo off

B = zero=sCN,N2;
C = onesCN,N>;
D = onesCN-1,N-1D;
A = zerosCN,ND;
NUM = ones(1,N-1);
DEN = ones(1,N-1);

DELTA = sumCLB> - sumCMUD;
for 1 = 1:iN=1;

BC1i,i> = MUCi,:);

end;

BCN,N> = DELTA;
for k = 1:N-1;
for 4 = 1:N;
CCi,kd) = LBCi,:D> - MUCk,:);

end;
end;
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for k = 1:N-1;
1:N-1;
if absCi-kd > 0O;

DCi,ko = MUCi,:D

fery 4. =

end;
end;

end;

T = zeros(N-1,1D;

ffar k¥ = TaN-4:

NUMC: ,kD = prodCGe: k3d;

DENC: ,k2 = prodCDC: kDD

TCk,1> = NUMC: ,kD/DENC: ,kJ;

BCk ,ND sqriCTCk,133;

BCN, kD BCk,N>;

end;

clear C;

clear D;

clear T;

NUM;
DEN;

clear

clear

echo on
% Calculo concluido.
pause % Pressione qualquer

cle

pause % Pressione qual quer

Elie

X

x

Aguarde . ..

echo off

Transformando a Matriz B em

s MUCk.:);

tecla para continuar

tecla para continuar

uma Matriz

atraves de transformacoesz de Householder.
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for j = 1:N-2;

W = zeros(N,1);

P = zeros(N,ND;
1T BCN=-j.N-3#+13 > O
s = — normCBC1:N-j,N=j+1D3;
else;

& = normCBC1:N-j,N-j+13>;
end; '
Lt = sqgril@xsx(s-BCN-j,N-j+1333;
GAMA = 1-t;
for 1 = 1:N-1-3;

WCi,1D> = GAMAXBCi ,N-j+1D;
end;
WCN-3j,1D> = CBCN-j,.N-j+13 - s) » GAMA;
P = eyeCN,ND - 2xWxy',
A = PxBxP’';
B = A;
end;
% A matriz CC3,N) representa os elementos nao
% da matriz tridiagonal reconstruida

C = zeros(3,N);
CC1,15 = AC1,1);
cce,10 = AC2,13;
for k = 2:N-1;

for i = 1:3;
CCi,kd = ACi+k-2,kD;
end;
end;
CC2,ND = ACN-1,N>;
CC3,ND = ACN,ND;
echo on
¢cle
“ Transformacao concluida.
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pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle

A

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

&l

% Calculo do erro maximo e do erro medio cometidos na
% diagonal principal. Aguarde...

echo off

E = zeros(N,1);

F zeros(CN,1D;
for 1 = 1:N;
if ACi,1D ~= g;
ECiD> = absCACi,id - 2);
end;
F = sortdED;
g = lengthCfind(F2>;
ERROMAXIDIAG = maxCFD;
ERROMEDIODI AG = meanCFC(N-g+1:N,12);

end;

echo on

“% Calcule concluido.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
clc

ERROMAXIDI AG

ERROMEDI ODI AG

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
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cle

s Calculo do erro maximo e do erro medio cometidos
“ nas duas diagonais adjacentes a diagonal principal.

“% Aguarde. . .

echo off

L = zeros(N-1,1D;
M = zeros(CN-1,13;
for I = 1:N-1;
if ACLi,i41D ~= -1;
LCiD = absCACi,i+13 + 1D3;
end;
M = sortdl);
h = lengthC(findC(MD3;
ERROMAXFORADI AG = maxCM) ;
ERROMEDI OFORADI AG = meanCMCN-h: N-1,12);
end;

echo on

b1 Calculo concluido.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

clc

ERROMAXFORADI AG
ERROMEDI OFORADI AG

140



nnNnonoonNnOoOoOonnan

IMPLEMENTACAO A4

DISSERTACAOC DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES
FEV-93 UFRGS

Reconstrucac de uma matriz de Jacobi de ordem n,
cujos elementos da diagonal principal devem ter
valor 2 e os das codiagonais adjacentes valor -1
A reconstrucac e feita a partir de dados

espectrails utilizande o metodo de polinomios

ortogonais

LINGUAGEM: FORTRAN-77 para IBM-PC

REAL AC200,200),CC3,200)

REAL AUTCZ200) , LBCZ200D , MUCZ00) , WIC 200D , FNUMC 200D

REAL FDECZ00) , PKMLC200) , PKC200) , CFFDQC 2007 , CFFIX 200)
REAL CFPC200),EPC200) , EFIX200)

REAL AUX, PI

INTEGER N

PI =

3.14159265

WRI TEC ¢, 5D

5 FORMATC1X,26HFORNECA A ORDEM DA MATRIZ: D
READC %,10) N

10 FORMATCI4D

C % OBTENCAO DOS AUTOVALORES DE A DA SUBMATRIZ PRINCIPAL 3x

DO 20

|I=1pCN_1D
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LBCID
MUCID
20 CONTINUE
LBCND = 2 + & % COSCN » PI ~ CN+13D

2 + 2 % COSCI »* PI ~ CN+1D3D
2 + 2 % COS(I # PI » ND

C eeraeoaaee ORDENACAO DOS AUTOVALORES DE A 3636363363663336333¢

DO 30 , K=1 , CN - 1D
DO 40 , T = CK#12 , N
IF CLBCK> .LT. LBCID>D> GOTO 40
AUX = LBCKD
LBCKD = LBCID
LBCID> = AUX
40 CONTINUE
30 CONTINUE

C »woeoat ORDENACAO DOS AUTOVALORES DA SUBMATRIZ DE A 3063¢

DOBO , K=1 , CN - &)
DOB0 , I =CK + 10 , CN = 1D
IF CMUCKD .LT. MUCIDD> GOTO 60

AUX = MUCKD
MUCKD = MUCID
MUCID> = AUX

&0 CONTINUE

50 CONTINUE

C aeoeeooexx IMPRESSAO DOS AUTOVALORES DE A 363333333

WRITEC,15)
15 FORMATC~,1X,16HAUTOVALORES DE A/ /D
DO 70, I =1 , N
WRITEC?»,25> LBCID
25 FORMATC1X, 200F10. 73
70 CONTINUE

142



C oaex JMPRESSAO DOS AUTOVALORES DA SUBMATRIZ DE A %36

WRI TEC %, 350
35 FORMATC.,1X,29HAUTOVALORES DA SUBMATRIZ DE A~//D
DO 80, J =1, CN - 1D
WRITEC?, 45> MUCJID
45 FORMATC1X,200F10. 72
80 CONTINUE

C woooooooax RECONSTRUCAO DA MATRIZ DE JACOBI A 33306306633

pPOs0d , J =2, N

AUTCJ-1> = LBCIJ)D
S0 CONTINUE

SMWI = 0.0

SMWILB = 0.0
DO 100 , I =1, N
AXNUM = 1.0
AXDE = 1.0
IFF CI .GT. 1> AUTCI - 1) = LBCI - 1)
DO 110, J =1 , CN - 1)

FNUMCJ> = LBCID - MUCJID
AXNUM = FNUMCJD » AXNUM
FDECJ> = LBCID> - AUTCID
AXDE = FDECJD 2 AXDE

110 CONTINUE
WICID> = AXNUM ~ AXDE
SMWI = SMWI + WICID
SMWILB = SMWILB + WICID 2 LBCID
100 CONTINUE
CFD1L = SMWILB ~ SMWI
DO 1Ee , I =1 , N
PKMLCI> = 1.0
PKCI> = LBCID - CFDL
120 CONTINUE
DO 130 , K=2 , N
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SMWI = 0.0
™WI = 0.0
DO 140 , I =1 , N

PARC = WICID 2 CPKCID»*%2)
SMWI = SMWI + PARC
TWI = TWI + LBCID> % PARC

140 CONTINUE
CFFDQXK-1) = SMWI ~ SML
CFPCKD> = TWI ~ SMWI
DO 150 , I =1 , N
PARC = PKCID
PKCID> = CCLBCID-CFPCKDD*PARC) -CCFFDQCK-1D%PKMLCIDD
PKMLCID> = PARC
150 CONTINUE
130 CONTINUE
DO 160, K =2 , N
CFFDCK-1D = SQRTCCFFDXXK-13D
160 CONTINUE
DO 170 , K=2 , N
EPCN+1-K> = CFPCKD
EFDCN+1-K> = CFFDCK-1D
170 CONTINUE
EPCN> = CFDL
DO 180, I =1 , N
DO 180, J =1, N
IF ¢J .EQ. I> ACI,J> = EPCID
IF CABSCI-JD .GT. 1> ACI,Jd> = O.
IF CCI~-JD EQp. ~1) aLY;]I
IF €€I=32 B 4D ACL,J3D
180 CONTINUE
180 CONTINUE

EFDC1L) % C~1D
EFDCID> % C-1D

C »x CALCULO DOS ELEMENTOS NAO NULOS DA MATRIZ DE JACOBI ¢

Cc1,1> = AC1,1D
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ccz,1> = AC2,1D
DO 200 , K 2 , CN-1D
poeio , 1 =1 , 3
CCI,KD ACT +K-2,KD
210 CONTINUE
=200 CONTINUE
CC2,Nd
CC3,ND

ACN-1,ND
ACN, ND

C 300000006000t TMPRESSAO DA MATRIZ DE JACOBI 366333

WRITEC %, 552
55 FORMATC.,1X,168HMATRIZ DE JACOBI D
DOe2d , =1 . N
WRITEC%,65) J
Bt FORMATC1X, ~,13,7H COLUNA-D
DO230 , I =1 , N
WRITEC»,75)ACI, JD
75 FORMATC1X,200F11.7)
230 CONTINUE
220 CONTINUE

C ¢ IMPRESSAO DOS ELEMENTOS NAO NULOS DA MATRIZ DE JACOBI

WRI TEC %, 85)
85 FORMATC.,1X,38HELEMENTOS DAS TRES DI AGONAIS NAO NULASD
DO 240 , T =1 , N
WRITEC»,95) J
a5 FORMATC1X,7,1X,I3,7H COLUNAD
Doessoe , I =1, 3
WRITEC%,105> CCI,JD
105 FORMATC1X,200F11.7)
280 CONTINUE
240 CONTINUE

C 3000600006000 X¥ FIM DA EXECUCAD 33333 MMICIEIEIC MMM
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STOP
END
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IMPLEMENTACAO A5

echo on
clear

clc

-

DI SSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES
UFRGS - FEV 83

=~

N

Este programa faz a reconstrucac de uma matriz de

N

Jacobi de ordem n para o caso tratado no capituleo 5

-
)

utilizando polinomios ortogonais. Sendo que a matriz a

o
-}

ser reconstruida devera ter valor 2 para os elementos

o~

da diagonal principal, exceto na ultima posicac que

]
)

sera 1 e os elementos das duas diagonais adjacentes

o

deverao ser -1. E valido para os dols casos mencionados

x

no capitulo 5.

]
i

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

n = inputC'ORDEM DA MATRIZ = ');

m = input('ORDEM DA SUBMATRIZ B + 1 = ');

> Obtencaoc dos autoval ores da matriz a ser
% reconstruida e dos autovalores das submatrizes

&

principais esquerda (B) e direita CC) de A
echo off

fformat long;

P = n—m;
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A%
U
X
LB
MU
GA =

n

for
vCk,
end;
for
ek,
end;
f'or
XCk,
end;
LB =
MU =

GA =

echo
LB

paus

cle

zeros(n,13;

zerosCm-1,12;

zeros(p,1D;

zeros(n,1D;

zerosCm-1,12;

zeros(p,1D;

¥ =

1) = 2 - 2xcos((E%k - 1D/(2%n + 1D%pid;

k = 1im—1;
13 = 2 - E2xcosCk¥pi m;

kK = 1:9:
1) = 2 — @xcos((2¥k — 1D.C(2%p + 1D%pid;

sortCV);
sortClD;

sort(X);

on

N

Autovalores de A

e % Pressione qualquer tecla para continuar

“% Autovalores de B

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

GA

BN

Autovalores de C

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

N

Fazendo a reconstrucao da matriz B. Aguarde ...
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echo off

% Obtencao dos pesos Wi

AUXP = ones(n,m-1D;
P = onesCi,m-1D;
for k = 1:m-1;

for § = $ang

if MUCk,1> == LBCi,1D;

1 =1,

r = k;

for j = 1:n;
if J ~=i;

AUXPC3,kd> = LBCi,1D

end:

end;

L]

else;

AUXPC1i ,k> = MUCk,1D

end;

end:

end;

for k = 1:m-1;

PC:,kd = prodCAUXPC: (KID%

end;
AUXPP = onesCm-1,m-1D;
PP = ones(1i,m-1D;
for k¥ = law-1;
for i = 1:m1;

if 1 ~= k;
AUXPPCi kD = MUCk,1D
end;
end;
end;
for k = 1:m-1;
PPC: ,kD = prodCAUXPPC: ,k3D;

end;

AUXQ = ones(p,m-1);

- LBCj,1);

- LBCi,1);

- MUCi,1);
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Q = ones(Ci,m-13;
for k = 1:m-1;
for & = 1:pz
if MUCk,1> == GAC1,1D;
g =43
for 3 # 1:ip;
if j ~= 1,
AUXQL j, kD = GACg,1D — GACj,1D;
end;
end;
else;
AUXQCE kD> = MUCk,1> - GAC1,1D;
end;

end :

end;
for kK = 1:m-1;

X:,kd) = prodCAUXQC: ,kdD;
end;

W = onesCm-1,10;

for k = 1:m~1;

ir k == 1,

WCk,:D> = = PC: ,kD/CPPC: . kD% : ,kdD;

ALFA = 3./7; .

WCk,:D = WCk,:D%ALFA; ’

else;

WCk,:D = = PC: ,kD-CPPC: ,kD%»QC: ,kDD;

end;
end;
% Os wvalores dos dols primeiros polinomios saoc

“ gerados a partir de MU (PK e PY) e, RC1,1D e obtido

AYX = zeros(m-1,1D;
PY = zerosCm-1,12;
PK = onesCm-1,1D;

R = zeros(m-1,m-1J;



for k

T ome-] =

AXCkD = WCkD»MUCkD;

end ;

RC1,10 = sumCAXD /sumCW);
for J = 1:m~1;

PYCjd> = MUCj> - RC1,13;
end;

™

Calculo dos outros polinomios & dos elementos nao

N

nulos da matriz R (reflexac de B sobre a segunda

™

diagonald

PL = zeros(m-1,1);
PM
D = zeros(m-2,1J;
QY = zerosCm-2,1D;
B zerosCm=-1,m-12;
s sumC¥D ;
for i = 2:m-1;

for k = 1:m-1;

zerosCm-1,1D;

PLCkD = WCkD*PYCkD>"Z2;
PMCkD> = MUCkD»PLCkD;
end;

QYCi-13> = sumCPL)/S;
RCi,1D = sumCPM) . sumCPL);
S = sumCPLD;

for i = $:m-13

PLCID = PYL 33,
PYC 3> = CMUCJO-RCLi,iDD%PLCJD - QYCi-1D2PKCjd;
PKCj> = PLCJD;
end;
if 1 == m-2;
DD = PYC1);
end;
end;

L]

for k = 2:m—1;
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RCk~-1,kD

- sqriCQYCk-12D;

DCk~=1:2) = OQ¥Ck-13;
end;
% Obtencao da matriz B a partir de R

BCm-1,m-1> = RC1,15;

for k = 2:m-1;
BCm~-k,m-k2 = RCk,k3;
BCm—k ., n~k+13 = RCk=1,kd:
BCm-k+1,m-k>

BCm—k,m-k+1);

end;

echo on

% Reconstrucao concluida.

pause »% Pressione qualquer tecla para continuar
cle

B

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
elc

% Reconstrucao da matriz C. Aduarde 5, 2
echo off

% Obtencac dos pesos WWi

AUXFX = ones(Cn,pd;
PX = ones(1,p);
for k = Lips

for 1 = 1in;

if GACk,1D> == LBCi,1D;
Loy 4 = L
if § =4

AUXPXCj,k> = LBCi,1D

- LBCj,1);
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end;

for

PXC:

end;

end:

end;
else;

AUXPXCi,kd> = GACk,1> - LBCi,1D;
end;

end;

k = 1:p;

+ kD = prodCAUXPXC: ,kdD;

AUXPPX = onesCm-1,pd;

FPX

for

= onesCl,pd;
k = 1:p;

for 1 = 1:m-1:

if GACk,1> == MUCi,1>;
for § =1: m1;
if § ~=1;
AUXPPXCj,k> = MUCi,1D> - MUC4,1D;
end;
end;
else;

AUXPPXC1 ,kD = GACk,1D - MUCi,1D;
end;

end;
end;
for k = 1l:p:
PPXC: ,k> = prodCAUXPPXC: ,kdD;

end;

AUXQX = ones(Cp,p);

0).¢

f'or
1

end;

= ones(1,p);

k = 1:p;

o 1 = d:p:

if 4 ~= k;

AUXQXC1i,kd = GACk,1> - GACi,1D;

=end;
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end;
for k

QXC: ,kD

end

*

k2 o B

= prodC AUXQXC: ,k2D;

WW = ones(p,1D;

for k
if k

Lips
= g,

WWCk,:D = — PXC:,kD/CPPXC: , kDQXC

BETA

WwCk,:D

el se

WWCk,:D

end;

AXX =

1 - C3/7;
WWCk , : DXBETA;

- PXC: ,kD>/CPPXC: , kD 20QXC

Os valores dos dois primeiros

zeros(p,1);

PZ = zeros(p,1);

PKX =

onesCp,1);

RX = zeros(p,pd;

H = zerosCp,pl;

for k
AXXCkD
end;
HCp,p2
for j
PZC 3D

end;

& & X

I

1:p;
WWCkD %GACKD ;

sumC AXXD 72umC WWD ;
Lip;
GACJD = HCp,.pd;

Calculo dos outros polinomios & dos
nulos da matriz H (reflexao

diagonald

PLX = zeros(p,1);
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PMX =
X =
C = zeros(p,pl;
SX = sumCWWO;
for 1 = aip;
Tor k= Lups
PLXCkD = WWCkI»PZ(kD"2;
PMXCkD = GACkD»PLXCkD;
end;
XCp-i+1) = sumCPLXDSX;
H(p-i+1,p-i+1D> = sumCPMXD. /sumCPLXD;
SX = sumCPLXD>;
for j = 1:p;
PLXC3> = P2C3>;
PZCj> = C(GACJD-HCp—-1+1,p-1+1DD%PLXC 3§D
PKXC 3> = PLXCjD;
end;
if i
EE

end;

zeros(p,1);

zeros(p-1,1D;

== p - 1;
PZC10 %

end;

E = zeros(p-1,1);

for k = 2:p; ,
HCp-k+1,p-k+2) = - sqrtCQX(p-k+1D);
ECp-k+1,10 = QXCp-k+1D;

end;

— OXCp-i+1)%PKXC§);

“ Obtencao da matriz C a partir de H

CCt,1d =
for k = 2:p;

CCk,k) = HCp+1i-k,p+1-kD;
CCk~1.,kD = HCptl-kip-k+&);
CCk,k-1D CCk=1,k>;

end;

HCp,pd;

=echo on
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“ Reconstrucao concluida.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

el o
“ Reconstrucao da matriz de Jacobi A a partir de B e
% C e obtencac dos valores bm e bm+l. Aguarde

echo off

A = zeros(n,n);

ACm-1,m) = — sqrtC-PC1I¥DD CC: ,1) *prodCDdD);
ACm,m-1> = ACm-1,mD;

ACm,m+1) = - sqrtiC-PXC(1I*EE/CprodCE)*¥PPXC11D)5;
ACm+1 ,md = ACm,m+1D;

ACl:m-1,1:m-12 BC: 22
Alm+i:n,m+l:nd = CC:,:D;
ACm,md = sumCLB) - sumCdiag(BY> - sumCdiagCCDd);

echo on

% Reconstrucao da matriz de Jacobi concluida.

pause % Pressione qualquer tecla pra continuar
cle
A

156



IMPLEMENTACAO A6

echo on

clear

clc

N ¥ ¥ N XXX

XX XX

DI SSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES
UFRGS - FEV g3

Este programa faz a reconstrucac de uma matriz de
Jacobl de ordem N para o caso tratado no capitulo 5
utilizando o algoritmo de Lanczos. Sendo que a matriz a
ser reconstruida devera ter valor 2 nos elementos da
diagonal principal, exceto na ultima posicac que sera 1
e os elementos das duas diagonais adjacentes deveram
ser -1. E valido para os dols casos mencionados no

capituleo 5.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

cle

inputC 'ORDEM DA MATRIZ = '>;
inputC’ORDEM DA SUBMATRIZ B + 1 = ');

Obtencao dos autovalores da matriz a ser
reconstruida e dos autovalores das submatrizes

principais esquerda (B) e direita C(CO de A

echo off

fformat long;
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X C <T
1

LB
MU
GA
for k
VCk,1
end ;
for k
UCk,1
end;

for k

= n-m;

zeros(n,1);
= zeros(m-1,1D;

= zeros(p,1D;

zeros(n,1D;

zeros(Cm-1,1D;

zerosip,1D;

p)

2

1:mi;

& — 2¥cos((2%k — 1D/(&8%n + 1D%pid;

Gt

2 - 2¥cosCk*¥pi md;

1:p;

XCk,1D = 2 - 2xcos((2xk — 1)/C2%p + 1D%pid;

end;
LE =
MU =

GA =

echo
LB

pause

cle

pause

cle

GA

pause

clc

™

sort(VD;
sortClD;
sortCXD;

on

b

Autovalores de A

Pressione qualquer tecla parh continuar

Autovalore=s de E

Preszione qualquer tecla para continuar

Autovalores de C
Pressione qualquer tecla para continuar

Fazendo a reconstrucao das matrizes B e C.
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> Aguarde ...

echo off

“ Obtencao da ultima componente dos autovetores de

AUXP = onesCn,m-1);
P = onesC1,m-13;
for k = 1:m-1;

tor: X = Loy

if MUCk,1> == LBCi,1D;
1 = I
= k;
for § = Y:n;
if j ~= 1,
AUXPCJj,kd = LBCi,1> - LBCj,1>;
end;
end;
else;
AUXPC1 kD> = MUCk,1> - LBCi,13;
end;
end;
end;

for k = 1:m-1;
PC: ,kD = prodCAUXPC: kDD ;
end;
AUXFPP = ones(m-1,m-1);
PP = one=s(C1l,m-1);
for k = 1:m-1;

for-d = L:m=l}

if 4 ~= k;
AUXPPC1 ,kD> = MUCk,1> - MUCi,1D;
end;

end;

end;

for k = 1:m-1;
PPC: , kD = prodCAUXPPC: ,kDD;
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end;
AUXQ = onesCp,m-1D;
Q = onesCl,m-12;
for k = 1:m-1;
for i = 1:p;
if MUCk,1> == GACi,1D;

g =1,
for 3 = d:5ps
4L g = dig
AUXQC j, kD = GACg,1) - GACj,.1D;
end;
end;
el se;
AUXQCi , kD = MUCk,1> - GACLi,1D;
end;
end;

end;
for k = 1:m-1;
QL: kD = prodCAUXQC: , k1D,

end:

S = ones(1,m-13;
for k = 1:m-1;

if k == f; ‘
SC: L,k = - PC:.kJ/CPPC:.k)*Q(:.kDDE
ALFA = 3/7;

g =80 i kD

SC: ,kd = SC: ,kI)%ALFA;

el se;

8C: k) = « Pl KIACERC: (K20 ;KD
end;
end;

BMQ = sum(SD);

Y = onesCm-1,13;

for k = 1:m-1;

YCk,12 = =qrtlSC: ,kdD/sqritCBMQ ;

end;
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“ Obtencao da primeira componente dos autovetores de C

AUXPX = ones(Cn,pd;

PX = onesCl,p);

f'or k = i:p;

o & = 1:in;
if GACk,1> == LBCi,13;
for § =1sn;

1f § we= 4
AUXPXCj,kd> = LBCi,1) - LBCj,1D;
end;

end:

else;
AUXPXCi kD = GACk,1> - LBCi,1D;
end;

*

end

end;
for k = 1:p;
PXC: ,k> = prodCAUXPXC: ,kD);

end;
AUXPPX = ones(m-1,p);
PFX = one=sC1i,pd;

f'or k = 1:p;

for i = 1:m-1;
if GACk,1D> == MUCi,1);
for j =1:m-1;
if j§ ~= 1,
AUXPPXCj,k> = MUCi,1D> - MUCj,1D;
end;
end;
else;
AUXPPXCi,kD = GACk,1D - MUCi,1D;
end;
end;
end;

for k = 1:p;
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PPXC: , kD = prodCAUXPPXC: ,k));
end;
AUXQX = ones(p,pd;
X = ones(1,pd;
for k =1ip:
fer i. = 4:5;

if 1 ~= k;
AUXOXCL kD = GACk,1D — GACL,1D;
end;
end;
end;

ffor k = 1:p;
QXC: ,kD = prodCAUXQXC: , kDD,
end;

T = ones(1,p);

for k = lipg
it k == g;
TC: kD = = PUC: JkKDZACPPXC:  KD¥HXC:

= PCs KD
BETA = 1 - (3/7);

TC: ,kd = TC: ,kD*BETA;

else;

TC: ,kD = = PXC: ,kDACPPXC: ,kD»*QXC:
end;

end;

BMUQ = sumCTD;

Z = one=(p,1);

for k = 1:p;

2Ck,10 = =sqrticTC: k2D s2qrtCBMUQ ;

end;
“% Reconstrucao de B
XN = zerosCm-1,m-12;

B = zerosCm-1,m-1D;

R = zerosCm-1,m-1);

16z

kD) ;
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XNC: ,m=-12> = YC:,:2;
for 1 = 1:m=g;
BCm—i,m-1> = XNC:,m—-1iD "%diagCMUDXNC: ,m—1iD ;
RC: ,m—1iD = BCm—=1i,m—-1iD%XNC: ,m=1D> — diagCMUD*XNC: ,m—iD;
&4 9 4
RC: ,m-iD> = RC: ,m-iD> = BCm-i,m-i+1D3XNC: ,m—-i+1D;
end;
Bm—i-1,m-i> = norm(RC:,m-i2D;
XNC: ,m-1-1> = RC: ,m—-1id/BCm—-i-1,m-1D;
end;
BC1,1D> = XNC:,1D’diagCMUI»XNC: ,12;
for 1 = 1:m-2;

BCm-i-1,m-1i2> = -BCm-i-1,m-iD;
BCm—1i,m-i-1> = BCm—-i-1,m—-1iD;
end;

“% Reconstrucac de C

C = zeros(p,pd;
RX
NX zeros(Cp,pl;
NXC: 4D = 2€: ;5D
for i =2:p; .
CCi-1,i-1D = NXC:,i-1D"%diagCGAI®NXC: ,i-1);
RXC: ,i-1D> = CCi-1,1-1D0%NXC: ,1i-1D - diagCGAd»NXC: ,1i-1>;
it & ¥ 2
BXC:i=1D = RXC: 5110 — CCi-2,1-10%NXC: .12 ;

zeros(p,pd;

]

end;
CCi-1,1d = normCRXC:,1i-123;

MXC: .10 = BXC: o1~132CC1 =2 . 4D

end;

Clp,p2 = NXC:,pd’»diagCGA)*NXC: ,pd;

for i = 1:p=1;

CCL ;i+1) = — CC1;di+1Ds
CCi#+1,1d> = €C3 ,1+1D;
end ;

*
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echo on

% Reconstrucao concluida.

pause % Pressione qualquer tecla para continuar
cle

B

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

clec

pause % Pressione qualquer tecla para continuar

clc

7 Reconstrucao da matriz de Jacobi A a partir de B e
“ C e obtencac dos valores bm e bm+l. Aguarde ...

echo off

A = zeros(Cn,nd;

ACm—1,md = - =qrtCBMQ;
ACm,m+1) = - sqrtCBMUQ;
ACm,m-1) = ACm—-1,md;
ACm+1 ,md = ACm,m+13;

ACi:m-1,1:m—1D BE e85

Alm+l:n,m+l:n> = CC:,:2;

ACm,md) = sumCLB) - sumCdiagC(B)) - sumCdiaglCl);

echo on

“ Reconstrucac da matriz de Jacobl concluida.
pause % Pressione qualquer tecla para continuar

clec
A
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IMPLEMENTACAO A7

DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES
UFRGS - FEV &3

Este programa calcula a matriz inercia e a matriz

& X X

rigidez de um sistema vibracional de molas a partir da

o

AN

matriz de Jacobi reconstruida.

echo off
format long;
n = n;
O zerosCn+l,1);
oCn,1> = 1;

X

Os valores da matriz A saoc a entrada.

A = zerosCn,nd;
tor 1 = 1an-1;
if 1 == 1;
On-1,1) = - CACn—-i+1,n-i+1) % OCn-1i+1,133/ACn-i+1,n-1);
elseif i ~= 1;
& 0 5 o PG b - ACn—-i+1,n-1+#1) % OCn-i41,1);
OCn-i,1d = OCn-i,1) - ACn-i+1,n-i+2) % OCn-i+2,1):
OoCn=1i,12 oCn—1i,127ACn-i+1,n-1>;
end;

Il

end;
VETOR = OC1:n,1);

RAIZMATRIZINERCIA = diag(VETCORD;
MATRIZINERCIA = RAIZMATRIZINERCIA ~ 2Z2;

MATRIZRIGIDEZ = RAIZMATRIZINERCIA » A » RAIZMATRIZINERCIA;
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