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Resumo

O método do gradiente conjugado, na sua forma geral, pode ser aplicado a um sistema de
equagdes lineares algébricas Ax = b, quando A é autoadjunta e positiva definida em relagdo a
um produto interno qualquer. As formas de recorréncia de dois termos ou trés, que fornecem
uma aproximagao da solugdo do sistema, independem do produto interno fixado no espago
universo. A generalidade tedrica envolvida em tal contexto encontra-se, nesse trabalho, devi-
damente justificada. O precondicionamento e a sua relagdo com o produto interno utilizado, e
o método para SELAS singulares e quase singulares também fazem parte da exposigéo.

Abstract

The conjugated gradient method, in its general form, can be applied on an algebraic linear
system Ax = b, when A is selfadjoint and positive definite with respect to an arbitrary inner
product. The three-term recurrence form and the two-term one that give an approximation to
the solution of the system do not depend on the inner product in the environment space. The
theoretical generality involved in that context is properly justified in this dissertation. The pre-
conditioning and its relationship with the relevant inner product and the conjugate gradient
method for the singular and nearly singular systems are also part of this work.



Introducao

Era verio de 1949. O Professor Wassily Leontief da Universidade de Harvard estava introduzindo o ul-
timo cartdio perfurado no computador da universidade, MARK 1II. Os cartdes continham informacGes
econdmicas a respeito da economia dos Estados Unidos e representavam um resumo de mais de 250 000
itens de informagdo, produzidos pelo Bureau of Labor Statistics desse pais, resultado de um trabalho
intenso que levou dois anos. Leontief dividiu a economia dos Estados Unidos em 500 setores, tais como
indastria do carvilo, inddstria automotiva, comunicagdes, elc. Para cada setor, escreveu uma equacio
linear que descrevia como o setor distribuia sua produgdo para o outro setor da economia. Como o
MARK I, um dos maiores computadores daqueles dias, niio podia manejar o sistema resultante de 500
equacgdes com 500 incognitas, Leontief simplificou o sistema, reduzindo-o a 42 equagdes com 42 inco-
gnitas .

Para programar 0 MARK Il para as 42 equagGes, foram necessarios varios meses de esforgo, ¢
Leontief estava ansioso para ver quanto tempo o computador levaria para resolver o problema. O MARK
11 resmungou e piscou durante 56 horas, até que produziu a solucdo.

Leontief, que recebeu em 1973 o Prémio Nobel de Economia, abriu a porta para uma nova era
na modelagem matemdtica na cconomia. Seus esforgos em Harvard em 1949 indicaram um dos usos
significativos do computador para analisar 0 que cra entio um modelo matematico em grande escala.
Desde entdo os pesquisadores em muitos outros campos empregaram computadores para analisar mode-
los matemadticos. Por causa da grande quantidade de dados envolvidos, os modelos sio normalmente
lineares., isto ¢, siio descritos por Sistemas de Equacdes Lineares AlgébricaS (SELAS). Ha estimativas
que apontam para o fato de que, a cada quatro problemas de simulagio em matematica, trés convertem-
se em solugio de SELAS [29].

A importdncia da Algebra Linear nas aplicagdes cresceu em proporgdo direta com a capacidade
compulacuonal demandando, apds cada nova geragiio de hardware ¢ software, capacidade ainda maior,
E por isso que a ciéncia da computacdo estd imbricada com a A]gcbra Linear através do crescimento
explosivo do processamento paralelo ¢ calculos em grande escala.

Cientistas ¢ engenheiros agora trabalham em problemas muito mais complexos do que o0s so-
nhados algumas décadas passadas. Em 1974, nos Estados Unidos, a National Geodetic Survey montou
um projeto, que levaria, segundo estimativa, 10 anos para exccuta-lo, com o fim de atualizar dados da
North American Datum. Tal projeto visou a construir um mapa completo ¢ preciso dos Estados Unidos ¢
resultaria num SELAS sobredeterminado de 1 800 000 cquagdes com 900 000 incdgnitas. As medidas
foram colecionadas durante 140 anos e corrigidas a0 miximo ¢ adaptadas para entrar no computador. Os
célculos finais envolveram e¢m torno de 1 800 000 observagdes. cada uma ponderada de acordo com scu
crro relativo e originou uma equagio. A solugido dos minimos quadrados foi achada rcsolvendo um SE-
LAS quadrado de 928 735 equagdes. O banco de dados ficou completo em 1983 e o computador levou
940 horas para resolver o maior SELAS at¢ a data.

Muitas técnicas ou métodos foram desenvolvidos com proposito de resolver SELAS. Respeitan-
do a caracteristica de cada um, ¢ comum cataloga-los em dois grupos: métodos diretos ¢ métodos itera-
tivos. Os primeiros conduzem 4 solugfio exata (a menos de erros de arredondamento) apdés um nimero
finito de passos. ¢ os segundos sc baseiam na constru¢do de scqiiéncias de aproximagdes, onde, cm cada
passo, sdo usados valores calculados antcriormente para melhorar a aproximagio. Esscs tltimos ainda se
classificam em: métodos estaciondrios, que siio ficeis de compreender € implementar, mas normalmente
ndo sdo muito eficientes; ¢ métodos ndo-estaciondrios, que diferem dos anteriores em que os cilculos



envolvem informacdes que mudam a cada iteragio, sdo mais sofisticados ¢ adequados para as nccessida-
des hodiernas de SELAS de grande porte. Nessa tltima classe encontramos uma variedade de processos
sob a designacdio geral de Métodos do Gradiente Conjugado (MGC). considerados hoje muito tteis, par-
ticularmente para SELAS esparsos, superando em cficiéncia e rapidez métodos classicos como o SOR.

E sobre 0 MGC que versa csta dissertagdo. O processo do gradiente conjugado cnvolve de ma-
neira essencial um produto interno. Normalmente usamos o produto interno candnico, também dito usu-
al. mas hoje ¢ importante, por exemplo no precondicionamento, que possamos utilizar produtos internos
mais gerais. O mérito dessc trabalho consiste precisamente em apresentar a validade do MGC acoplado
a um produto interno geral, ao qual corresponde ortogonalidade niio-usual de vetores.

Consideremos um SELAS Ax = b com n equagdes ¢ n incognitas ¢ um produto interno (. «) em
R", definido por uma matriz simétrica positiva definida W, chamado de matriz de ponderagdo. Esse
produto interno [08] ¢ dado por

(x, ¥) = x'Wy, para quaisquer x, y € R".

Aqui o indice superior ¢ indica transposi¢io ¢ o estilo negrito € usado para simbolizar matrizes ¢ vetores.
Supomos que a matriz A dos cocficientes do SELAS scja awfoadjunta em relagio ao produto interno
(s, ), 0 quc significa que

(x,Ay)=(Ax,y), para quaisquer x, y € R".

Além disso, admitimos que A seja positiva definida em relagiio a (s, s), isto €,
(x,Ax)>0, se0#x e R".

As expressdes autoadjunta positiva definida ¢ simétrica positiva definida serdo abreviadas,
respectivamente, com a. p.d. ¢ s. p. d.

Uma matriz A ¢ a. p. d. em relagfio ao produto interno (s, ), representado por uma matriz s. p.
d. W, sc ¢ somente se A'W = WA ¢ WA ¢ positiva definida. De fato, ser (x, Ay) = (Ax. y) para quais-
quer x e y aqui significa X' WAy = x'A'Wy para quaisquer x ¢ y, ¢ ainda, cquivalentemente, A'W = WA:
segue, ¢ vice-versa, que WA ¢ simétrica. Além disso, requercr que scja (x, Ax) > 0 para todo x = 0,
eqiiivale a requerer que WA seja positiva definida.

Também, se A ¢ a. p. d. em relagiio ao produto interno (s, ), entio Aléa p. d. em rclacido ao
mesmo produto interno. A prova dessa implicagio ¢ imediata, pois

WA = A'W = (WA)' = (AW)" =2 AW =W!A) = WA'W' = (A7) = WA' = (A)'W,

isto ¢, A" ¢ autoadjunta em relagéio ao produto interno (s, «). Como A ¢ niio singular, para x # 0, existe
¥. necessariamente ndo nulo, tal que x = Ay. Entdo,

(x, A'x) =x'WA'x = (Ay) WA (Ay) = (Ay)' WAy = (Ay, y) = (¥, Ay) > 0,

ou scja, A ¢ positiva definida em relagdo ao produto interno (e, «).

E imediato que s¢ W = ¢I ¢ uma matriz escalar com ¢ > (), entiio A ¢ a. p. d. em relagdo ao pro-
duto interno representado por W sc ¢ somente se A ¢ s. p. d. Nessc caso cA ¢ W definem o mesmo pro-
duto interno. Em particular, ser A a. p. d. em relacio ao produto interno usual € o mesmo que ser s. p. d.

E importante obscrvar quc o fato dc uma matriz A ser a. p. d. em relagiio a um produto interno
niio implica que A scja s. p. d., ¢ nem mesmo simétrica. Um simples exemplo comprova isso: tomemos



11 2 2 i 3 4
W:= e A= s teremos AW = AW = 5
F 2 I 2 4 6

ou s¢ja, a simetria ndo ¢ mantida.

Feitas as consideracdes iniciais, scguimos com uma breve explanacdo sobre o principio do
MGC. Os MGC podem ser vistos como métodos iterativos que minimizam o funcional quadratico £, de-
finido por

fix)= 5 (5 AY - (x. b, L1
ou a fungdo residual, dada por
F(x) = %(Ax-b. A’'(Ax-b)). (1.2)

Estamos supondo que A scja a. p. d. cm relagio ao produto interno (s, «). Minimizar (1.2) € equivalente
a minimizar (1.1), pois.

F(x)= % (Ax-b, A (Ax-b))

" %(u-b)‘wA" (Ax-b)

= 31- [(Ax)'WA™(Ax) - (AX)'WA'b - B'WA(Ax) + b'WAb]

= El[x‘A'Wx - XA'WA'b - xX'A'WA"'b + h'WA'b]
= -%(x, Ax) - (x, b) + %(b, A'b)

= fx) +e,

onde ¢ € constante.

O minimo estrito ¢ global de f ocorre na solugio X= A'b do SELAS Ax = b, pois, para deR",
indicando com V/(x) o gradiente dc /.

(V).0) = ((x Ad) + (4. Ax)) - (b,d)
=(Ax.d)+(-b.d)
= (Ax—b,d).

Por ai vemos que: { V f(x), d)= 0 para todo deR" < Ax = b. O [ato dec 0 minimo de /'ser estrito ¢ global
decorre de A ser a. p. d. em relagiio ao produto interno em questio.
A minimizagio ocorre sobre transladados de certos espagos de vetores, chamados espagos de

Krylov, de dimensio crescente, definidos recursivamente por:

T = T DZ(A'T),

onde indicamos com Z(S) o subespago de R" gerado por um conjunto S de vetores, ¢ a operador @ indica
soma direta. Aqui 7,: = %(r,), ¢ r,;= AX, - b ¢ o residuo do velor x,, esle uma aproximagcdo inicial da



solugiio x do SELAS. Conseqiicntemente, .7 ¢ gerado pelos vetores r,, Ar,. ..., Akru, ¢ determinado por
r, € A, €, por isso, escrevemos
T, A) =Z(r,, Ar,, . ... Akro).

Para a busca do minimo do funcional (I.1) ou. equivalentemente, de (1.2), procedemos, nos
MGC, da scguinte forma: conhecida uma aproximagdo inicial x,, da solugio x do SELAS Ax = b, calcu-
lamos

Xiet1 = Xg + O,

de modo que fixy;) < f{xi). As escolhas do parimetro oy (real) e do vetor py vdo definir os diferentes
métodos.

No trabalho que cstamos apresentando, a escolha ¢ feita de forma que a seqiiéncia (py) constitua
uma basc ortogonal, ou conjugadamente ortogonal, do subespaco %}, cm relagdo a um produto interno
(s, ¢). Conjugadamente ortogonal, assim como A-ortogonal, significa

(pi. App) =0.sei#].

No primeiro caso, ou scja, quando a sequéncia (py) forma uma base ortogonal de .7, se esco-
Ihermos py = ry, onde ry: = Ax, - b denota 0 k™ residuo, a construgio dessa base ¢ feita concomitan-
temente com o calculo das aproximagdes xy,, definidas através de uma forma de recorréncia que envol-
ve trés termos. Essa forma de recorréncia para o cilculo das aproximagdes xi,; pode envolver apenas
dois termos, se a escolha for p.: = dy. de modo que a seqiiéncia (dy) forme uma base A-ortogonal de. 7.
0 que constitui o segundo caso aqui abordado.

O capitulo 1 € dedicado a forma de recorréncia de trés termos do MGC. Nele expomos como
definir indutivamente a seqiiéncia das aproximagdes (x;) que converge para a solugio de um SELAS Ax
= b, apresentamos o algoritmo do método ¢ sua complexidade computacional, e discutimos o método
com precondicionamento. Lemas ¢ teoremas, propostos ¢ demonstrados, reinem resultados. Como
exemplo, citamos o Lema 1.2, que cnuncia ¢ prova que, sob certas condigdes iniciais, o conjunto {r,, ry,
... » T} € uma base ortogonal de.7}, Observamos que a construgdo da forma de recorréncia de trés ter-
mos do MGC ¢ baseada nesse fato, o que justifica a existéncia ¢ a importdncia do lema, que ¢ de nossa
autoria.

No capitulo 2 a forma de recorréncia de dois termos, também chamada forma padrio, ou ainda
forma de recorréncia curta do método, ¢ apresentada, semprc com um produto interno geral. Ela surge
de uma conveniente escolha de » diregdes lincarmente independentes, ou, mais especificamente, de dirce-
¢oes d,, dy. ... . d,., A-ortogonais, na dircgdio das quais a scqiiéncia das aproximacgdes (x,) ¢ construida
concomitantemente. De forma semelhante ao capitulo 1, os aspectos mais relevantes do método sio de-
senvolvidos e apresentados em forma de lemas e tecoremas. Dentre csses, destacamos dois, de nossa auto-
ria, de grande importancia dentro do contexto: o Teorema 2.4.1 que prova o seguinte: se do == -r,, entio
0 k" espago de Krylov ¢ gerado tanto pelas & + 1 primeiras diregdes de procura quanto pelos & + 1
residuos; o Teorema 2.4.2 que prova a A-ortogonalidade da seqiiéncia (dy) dos vetores de diregdo, sob
condigdes precstabelecidas. A complexidade computacional da forma de recorréncia de dois termos e
uma comparagio com a de trés termos, algoritmos para a forma padrdo, com e sem precondicionamento.
também sfio assuntos tratados nesse capitulo. Através da comparagiio entre as formas, uma descnvolvida
no primeiro capitulo e outra nesse, veremos que, na forma de recorréncia curta, o niimero de operagdes
realizadas por itera¢do ¢ menor que na de (rés termos, o que torna a escolha das diregdes A-ortogonais
particularmente interessante. O Exemplo 2.10 comprova essa afirmacdo. Para a ilustragdo do referido
exemplo foi feita a implementagdo computacional do método no MATLAB para as formas de recorrén-
cia de trés e dois termos pelos m-files mge3t ¢ mge?2t, respectivamente, que se encontram cm apéndice.

Um dos aspectos tedricos do método, discutido na sec¢o 2.6, ¢ a propriedade de terminagéo fi-
nita, que consiste no seguinte: teoricamente, o0 MGC fornece a solugfio exata dc um SELAS Ax = b em,
no maximo, » iteragdes, sendo » a ordem de A. Esse fato até classificou o mesmo. na década de 60, como




um método direto. Contudo. na presenca de erros de arredondamento, os vetores gerados niio sdo exata-
mente ortogonais (ou A-ortogonais), € o método pode necessitar mais de # iteragGes para alcangar a pre-
cisdo numérica de maquina onde cle ¢ calculado. Mas, ¢ isto ¢ muito importante, pois os SELAS provin-
dos do mundo real costumam ser grandes, veremos que 0 MGC pode gerar boas aproximagdes do vetor
solucdo. em menos que 7 passos.

O capitulo 3 trata de SELAS Ax = b singulares ¢ quase singulares, considerando A, no primei-
ro caso, simétrica positiva secmidefinida, isto ¢, além de simétrica,

(x ! Ax) > (), paratodo x € R",

onde (e, ) denota aqui o produto interno usual. No segundo caso, A ¢ tomada s. p. d. ¢ a expressiio qua-
se singular significa que A tem um ou mais autovalores muito préximos de zero.

Se o SELAS ¢ singular ¢ inconsistente, podemos resolver, por exemplo, as equagdes normais
que traduzem SELAS consistentes. Nesta altima condi¢iio ¢ sendo A simétrica, o MGC, e aqui, por
questio de eficiéncia, nos referimos 4 forma de recorréncia curta, forncce uma solugio particular X de
Ax = b, ¢ aplicado sobre o sistema homogéneo associado fornece uma solu¢fio s no nicleo de A. de for-
ma que todas as solugdes x sdo obtidas por x = X + 15, teR.

No caso de o SELAS ser quasc singular, sc houver apenas um autovalor A, proximo de zero,
associado a um autovetor v,, podemos escrever sua solugio X na forma

onde X, ¢ expresso como combinagdo linear dos demais autovetores.
Multiplicando ambos os membros por A, obtemos:

AX; =c¢,

onde ¢ := b—(b'v,)v,. Podemos, conhecendo o autopar (1, v;). determinar o vetor ¢ e aplicar o MGC
a esse ultimo sistcma para obter a solu¢do X, . A solugio X fica entio completamente determinada.

Para resolver SELAS quase singulares sdo discutidos dois métodos: 0 método do sistema au-
mentado ¢ 0 método de Lanczos. O primeiro, ndo tdo eficicnte quanto o segundo. mas util quando A tem
poucos autovalores quase nulos, ¢ criado circundando a matriz A com um namero de linhas ¢ colunas
igual a0 niimero desses autovalores, obtendo assim uma matriz A singular, com o papel de matriz dos
cocficientes de um novo SELAS consistente, cstreitamente relacionado com o SELAS original. A nova
matriz A ¢ mais bem condicionada que A ¢ existe também uma relagio importante entre os autovalores
de ambas, Tais fatos encontra-se colecionados ¢ provados no Teorema 3.7.

O método de Lanczos, ou melhor dito, o método de Lanczos para gerar vetores A-ortogonais
propde, como o proprio nome ji diz, uma férmula de recorréncia que gera uma seqiiéncia (d;) de vetores
A-ortogonais. O precondicionamento desse método. a versio C-ortogonal precondicionada, a resolugdo
de SELAS com o uso da versdo A-ortogonal precondicionada, ¢ a tridiagonaliza¢io da matriz A através
da base de Lanczos A-ortogonal ¢ da A-ortonormal, sio tépicos também incluidos no capitulo 3. Dentre
esses. 0 que mereceu maior atengdo, por estar diretamente na linha de nosso objetivo, que € determinar
auto-solugdes extremais de A, ¢ o que transforma A numa matriz tridiagonal H, semelhante & A. O cil-
culo dos autovalores de H, que ndo ¢ direto, pode ser mais simples quc o cdlculo dos de A, devido a es-
parsidade das matrizes tridiagonais. Também podemos estimar os autovalores extremos de A conhecen-
do os autovalores de uma submatriz Hy da matriz H. O Tcorema 3.8.7 (Lanczos-Kaniel-Paige) ¢ enunci-
ado com cssc proposito.



Embora o objetivo principal do desenvolvimento do método de Lanczos scja o calculo do auto-
sistema de A, ndo podemos deixar de citar que a resolugio de um SELAS através da versio A-ortogonal
precondicionada € muito interessante, tanto que motivou a construgio de um algoritmo que foi imple-
mentado no MATLAB com o m-file lanczos.m e que foi utilizado para a resolugdo do Exemplo 3.8.4.1.
O algoritmo /anczos.m ¢ encontrado cm apéndice.

Alguns resultados nesse trabalho, como deixamos entrever acima (Lema 1.2, Lema 2.3, Teore-
ma 2.4.1, Teorema 2.4.2, Lema 3.8.3.1) e diversos outros sem titulo, foram criados por nos, embora,
provavelmente, sc¢ encontrem implicitamente na literatura, outros foram adaptados ou modificados, ¢
ainda outros foram aprescntados com maior clareza e maiores detalhes que os correspondentes cncontra-
dos em periddicos.
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Histoérico

Na organizagdo deste trabalho percebemos que ndo poderiamos deixar de colocar aqui um breve histori-
co do desenvolvimento dos MGC ¢ dos métodos do tipo de Lanczos. Veremos que eles se situam dentro
um certo periodo ¢ sio historicamente relacionados, de modo que ndo poderiamos falar de um sem citar
outros. Quanto ao desenvolvimento do MGC e suas variagGes, o historico avanga até 1996.

Mediante levantamento bibliografico redigimos, entdo, uma breve historia dos métodos iterati-
vos nio-estacionarios, isto ¢, métodos iterativos nos quais os cilculos em cada passo sio feitos sobre in-
formagdes que se atualizam em cada iteracdo.

Métodos baseados em ortogonalizagdo, também chamados métodos de Krylov, comegaram a ser
desenvolvidos por volta de 1950. Os algoritmos dos métodos do gradiente conjugado e de Lanczos, para
resolver problemas de autovalores e sistemas lineares, representaram importantes inovagdes computaci-
onais naquela década, embora a aplicagio dos mesmos s tenha sido difundida na década de 70, apods
passar por um refinamento dos algoritmos.

A primeira versio do algoritmo de um método de dire¢des conjugadas foi dada por Fox, Huskey
¢ Wilkinson, em 1948 [50]. Os autorcs desse artigo apresentaram um meétodo de vetores ortogonais,
como um método direto que requer a formagio de uma base A-conjugada pela ortogonalizacio de Gram-
Schmidt, com a representagiio do vetor solugido nessa base. Lanczos [88], em 1950, propds um algoritmo
para um método iterativo, que resolve problemas de autovalores e envolve formas de recorréncia de trés
termos. Apresentou ainda um algoritmo de biortogonaliza¢do de vetores para encontrar autovalores de
matrizes nio simétricas. Esse artigo motivou o desenvolvimento da forma de recorréncia de trés termos
do método do gradiente conjugado para um sistema simétrico positivo definido, matéria também apre-
sentada por Lanczos [88], [89], ainda no ano de 1950 ¢ em 1952.

Na seqiiéncia, em 1951, Arnoldi [3] publicou um novo algoritmo que deriva do algoritmo nio
simétrico de Lanczos, originando vetores biortogonais que reduzem a matriz do sistema para a forma de
Hessenberg superior. Apresentado na sistematica de iteragdes minimizadas no método de Galerkin, este
algoritmo foi conhecido como o algoritmo de Arnoldi. Nesse mesmo ano, virios artigos referentes a
métodos iterativos ¢, em particular, ao método gradiente conjugado, foram publicados por Hestenes ¢
outros pesquisadores [66], [49]. [69]. [70], [71], [115]. entre os quais Lanczos. Entre esses trabalhos
comparece o caso de sistemas singulares, para os quais a solugdo ¢ obtida pelo processo dos minimos
quadrados, a discussdo do caso do sistema ser semidefinido, a recomendagiio do uso das equagdes nor-
mais para problemas nio simétricos ¢ uma formula para o cdlculo da inversa de uma matriz. O método
do gradicnte conjugado foi desenvolvido independentemente por Sticfel, do Instituto de Matematica
Aplicada em Zurich e por Hestencs, com a cooperagiio de Rosser, Forsythe, e Paige, do Instituto de Ana-
lise Numérica. Relatos desse método, feitos por Sticfel e Rosser, aparecem na conferéncia da National
Bureau Standards, que ocorreu de 23 a 25 de agosto de 1951, mas as primeiras publicagdes devem-se a
Hestenes [66], em 1951, e a Stiefel [126], em 1952. Finalmente, esses dois matematicos, juntos, ainda
em 1952, publicaram a forma de recorréncia de trés termos para o residuo ¢ a de dois termos do método
do gradiente conjugado [72], da qual a forma de trés termos de Lanczos € derivada através da climinagdo
das diregdes de procura. Semelhantemente, Fletcher [46], em 1975 ¢ 76, propds uma implementacdo do
método de Lanczos, com dois pares de recorréncia de dois termos, que ele chamou de método do gradi-
ente bi-conjugado (BiCG).

Até 1952, o método do gradiente conjugado era considerado um método direto. Usd-lo como um
método indireto ficava a nivel de sugestio, embora ja fosse observado que, como tal, requeria menos que



n passos para problemas bem condicionados e mais que n passos para os mal condicionados, sendo 1 a
ordem do sistema. Resultados computacionais do método foram apresentados por Hestenes e Stiefel [72]
em 1952, Stiefel [128] em 1958, Engeli ef al. [41] em 1959, cntre outros. Artigos importantes, como
[89]. [125], [30]. [67]. [127], [90], [1]. [41], publicados até o final da década de 50, fizeram diferentes
abordagens aos métodos de ortogonalizacio.

Na década de 60 a reputagiio dos métodos historiados acima encontrava-se dividida. Em 1960,
Frank [51] testou o algoritmo do método gradiente conjugado com uma matriz tridiag(-1,2.-1) de ordem
50x50, com o elemento da posicdo (1,1) mudado para 1, e cujos autovalores se relacionavam aos poli-
nomios de Chebychev, um caso dificil para o método do gradiente conjugado, € constatou convergéncia
lenta. Aplicagdes em analise estrutural [91] tentadas em 1960 fracassaram, mas Bothner-By ¢ Naer-
Collin [14] em 1962 mostraram satisfagdo com os resultados obtidos em problemas de andlise de espec-
tros quimicos, ¢ Pitha ¢ Norman [108], ja em 1967, cram usudrios constantes do algoritmo. De 1962 a
1969, pesquisadores como Antosiewicz ¢ Rheinboldt [02]. Nashed [100], Daniel [31]. Horwitz e Sarachik
[74], e Kawamura e Volz [83], discutiam o algoritmo do método do gradiente conjugado em espagos de
Hilbert, e Kratochvil [87] estudava o mesmo numa classe de operadores em espagos de Banach.

Um importante avanco se¢ processou na dire¢do de solugdes de equagdes ndo lineares, ¢ algorit-
mos para otimizagdo foram desenvolvidos, de maneira que certos métodos puderam resolver muitos pro-
blemas sem o cilculo da matriz derivada. Os primeiros algoritmos dessa classe, que aplicam o processo
do gradiente conjugado a fungdes quadraticas, foram apresentados por diversos pesquisadores em 1962,
entre os quais citamos Powell [112]. Qutros trabalharam nessa linha, a saber, Fletcher e Powell [47] em
1963, Fletcher e Reeves [48] em 1964, Shah, Buchler ¢ Kempthome [120] em 1964, ¢ Broyden [18] em
1965, Polak ¢ Ribiere [110] em 1969, Polyak [111] em 1969, Zoutendijk [140] em 1960, Sinnott e
Luenberger [122] em 1967, Pagurek ¢ Woodside [101] em 1968, Luenberger [92] em 1969, ¢ Miele,
Huang ¢ Heideman [97] em 1969 resolveram problemas condicionados com o uso do método do gradi-
ente conjugado. Ainda nessa década, a publicacio de Faddeev e¢ Faddeeva [45], datada de 1963, apre-
senta discussdes no que se refere ao uso de algoritmos para a A-biortogonalizagdo, do método da descida
mais ingreme, ¢ de diregdes conjugadas, para resolver sistemas lineares.

A teoria de Kaniel [81], apresentada em 1966, contribuiu fortemente para a compreensio das
propriedades de convergéncia do método do gradiente conjugado ¢ de Lanczos. Ainda na década de 60
os algoritmos foram usados em problemas de aplicagdes, de espectros infravermelhos por Eu [42] em
1968, tcoria da difusdo por Garibotti ¢ Vilani [57] em 1969, andlise de redes por Marshall [93] em 1969,
e no mesmo ano, numa andlise de ogiva nuclear, por Sebe ¢ Nachamkin [119].

Apesar de os algoritmos serem bastante usados na década de 60, a comunidade de analise nu-
mérica ndo estava satisfeita com eles, ou com a velocidade de convergéncia deles. Técnicas de precondi-
cionamento ndo eram suficientemente conhecidas - embora muito progresso tenha surgido em técnicas
de separacdo - e s6 no inicio dos anos 70 os desenvolvimentos chaves transformaram-s¢ em algoritmos
praticos de precondicionamento. A primeira aplicagio do precondicionamento para melhorar a conver-
géncia de um método iterativo pode ser atribuida a Evans [43] em 1968 ¢ [44] em 1973, ¢, no caso espe-
cifico da aplicagiio ao método do gradiente conjugado, a Axelson [4] em 1972 que sugere um precondi-
cionamento para o método por um operador SSOR. Nesse artigo apresenta também uma simulagio nu-
mérica. Qutros precondicionamentos foram discutidos por Evans [44] em 1973, Bartelo e Daniel [12] em
1974, Chandra, Eisenstat e Schultz [22] em 1975, Axelson [5] em 1976, Concus, Golub e O'Leary [26]
em 1976, Douglas e Dupont [38] em 1976, e Meijerink ¢ Van der Vorst [96] em 1977.

Reid [114], em 1971, chamou a aten¢iio de muitos pesquisadores para o potencial do algoritmo
do gradiente conjugado como um método iterativo para sistemas linearcs esparsos, 0 que originou muitos
trabalhos subseqiientes sobre o método. A tese de doutorado de Paige. datada do mesmo ano e intitulada
The Computation of Eigenvalues and Eigenvectors of Very Large Sparse Matrices, defendida na Uni-
versidade de Londres, com publicagbes [102] em 1972 ¢ [103] em 1976. serviu ao mesmo propdsito em
relagdo ao algoritmo de Lanczos, onde ocorreu o primeiro passo na compreensio da perda da ortogona-
lidade dos vetores de Lanczos, dando a chave para o desenvolvimento dc algoritmos estaveis que ndo
requerem completa reortogonalizagio. Isso tornou o algoritmo praticivel em grandes problemas espar-
sos, reduzindo o tempo de armazenamento ¢ computagdo. Mais descnvolvimentos em torno desse as-



sunto foram feitos por Takahasi e Natori [130] em 1971 ¢ 1972, ¢ por Kaham e Parlett [79] em 1976. A
primeira versdo estavel do algoritmo do gradiente conjugado padrio para sistemas indefinidos ¢ devida a
Paige ¢ Saunders [104], que a criaram em 1975, ¢ Concus e Golub [25] propuseram um algoritmo para a
classe de matrizes ndo simétricas em 1976. O algoritmo de Lanczos para matrizes de blocos foi desen-
volvido por Cullum e Donath [27] ¢ [28] em 1974, e Underwood [132] em 1975.

Inimeras foram as aplicagdes dadas ao algoritmo do gradiente conjugado na década de 70,
através dos trabalhos, por exemplo, de De ¢ Davies [33] em 1970, de Kamoshida, Kani, Sato ¢ Okada
[80] em 1970, dc Kobayashi [86] em 1970, de Powers [113] em 1973, de Wang ¢ Treitel [136] em 1973,
¢ de Dodson. Isaacs ¢ Rollett [35] em 1976. Aplicages do algoritmo de Lanczos foram dadas por Chang
¢ Wing [23] em 1970, Emilia e Bodvarsson [40] em 1970, Weaver ¢ Yoshida [137] em 1971, Whitehead
[138] em 1972, Harms [63] em 1974, Hausman, Bloan e Bender [64] em 1975, Ibarra, Vallicres e Feng
[76] em 1975, Platzman [109] em 1975, Cline, Golub ¢ Platzman |24] em 1976, ¢ Kaplan ¢ Gray [82]
também em 1976. Mas a redescoberta do algoritmo de Lanczos é devida a Haydok, Heine e Kelley, cujos
estudos realizados no periodo de 1972 a 1975, culminaram com a publicagio [65] em 1975. Enfim, de-
vemos a década de 70 a credibilidade e a accitagiio dos métodos do gradientc conjugado ¢ de Lanczos
como métodos iterativos. Variagdes desses métodos desde entdo foram desenvolvidas, dentre as quais
citamos as que seguem:

e O método do residuo minimo generalizado (GMRES), com importantes publicagdes: [118]

em 1986, [36] em 1991, ¢ [34] em 1993. Foi proposto com o objetivo de resolver sistemas li-
neares ndo-simétricos grandes e esparsos ¢ baseou-se no método de Arnoldi cldssico [3]. que
constroi bases ortonormais nos subespacos de Krylov;

e O método do residuo quase minimo (QMR), com publicagdes expressivas: [54] em 1991 ¢
[55] em 1994. Este adquiriu popularidade nos altimos anos, quando o problema era resolver
sistemas lincares esparsos e ndo-simétricos. Caracteriza-se pelo fato de reduzir o sistema
original a um sistema tridiagonal, para, depois resolvé-lo no sentido dos minimos quadra-
dos. Em verdade € uma variante do método de Lanczos.

s Qs métodos do gradiente conjugado sobre as equagdes normais (CGNE e CGNR), encon-
trados em [105] e [13], por exemplo. Sdo baseados na aplicagiio do método gradiente conju-
gado em cada uma das duas formas das equagdes normais de Ax = b, quando A ¢ nfo sin-
gular ¢ ndo simétrica. O CGNE resolve o sistema (AA")y = b onde x = A'y, ¢ 0 CGNR resol-
ve (A'A)x=condcc=A'b.

e O método do gradiente biconjugado (BiCG), publicado por Lanczos [89] em 1952, seguido
por Fletcher [46] em 1975 e 76, ¢ com mais recentes publicagdes encontradas em [9] e [107].
Essec método gera duas seqii¢ncias de vetores, mutuamente ortogonais, de forma semelhante
a0 método gradiente conjugado, uma bascada na matriz A e outra em A', E proposto para A
ndo singular ¢ nfio simétrica. A convergéncia pode ser irregular e existe a possibilidade de o
método ser interrompido antes da aproximagdo esperada ser obtida.

e O método conjugate gradient squared (CGS), de Sonneveld [124]. Surgiu em 1989 como
uma varia¢io do método BiCG. Essec método aplica as operagbes de atualizagfio da A-
seqiiéncia ¢ da A'-seqiiéncia aos mesmos vetores. Na pratica a convergéncia pode ser mais
irregular do que em BiCG, mas tem a vantagem sobre csse de ndo necessitar calculos de
multiplicagBes com a matriz A",

e O método do gradiente biconjugado estabilizado (Bi-CGSTAB), de Van der Vorst [133].
Foi proposto em 1992 como uma variagio do método BiCG, de forma semelhante ao CGS,
mas usando diferentes atualizagdes para a A'-seqiiéneia a fim de obter convergéncia mais
regular do que no método CGS.

A tese de doutorado de Elman [39] em 1982, artigos, por exemplo, de Axelsson ¢ Vassilevski

[7] em 1991, ¢ de Vassilevski [135] em 1992, mostram que os métodos do gradiente conjugado podem,
em qualquer caso, funcionar de forma satisfatéria, se eles forem, adequadamente, precondicionados.
Assim, a combinagdo de precondicionadores com a propriedade de otimizagdo desses métodos € o que
parece mostrar maior solidez.



No periodo de 1983 a 1996, técnicas de precondicionamento foram desenvolvidas ¢ aprimora-
mentos aos métodos GMRES, BiCG, QMR, SYMMLQ, CGS, Bi-CGSTAB, ¢ TFQMR foram propostos
em [77], [117], [99], [116], [134], [95], [131], [59], [10], [60], [61], [62], [53], [56], [52], [123], [15], [16].
[17], [19]. [21]. [37]. [78]. [106]. [131], [85]. Combinagdes dos métodos classicos foram originando novos
métodos. como. por cxemplo. a versio QMR do método Bi-CGSTAB deu origem ao método
QMRCGSTAB, que comparece no artigo de Chan ef al. [20] de 1994, Importante também ¢ o artigo de
Nachtigal, Reddy ¢ Trefethen [98] que mostra que, para problemas diferentes, a classificagdio de um de-
terminado grupo de métodos, quanto a cficiéncia, pode variar, ou seja, um método pode ser excelente em
uma classe de problemas ¢ ndo possuir 0 mesmo comportamento em outra classe de problemas. Isso atri-
bui um certo grau de importincia a cada um dos métodos existentes.
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1. A Forma de Recorréncia de Trés Termos

do Método do Gradiente Conjugado

1.1. Preliminares. Neste capitulo vamos expor, de mangira rigorosa e geral, como definir indutiva-
mente uma seqiiéncia (x,) em R”, que integra o Método do Gradiente Conjugado (MGC), que convirja
para a solugio de um Sistema de Equages Lincares AlgébricaS (SELAS)

Ax=h. (L.1)

com n equagdes ¢ 1 incognitas, que satisfaz certas condi¢des. Cada termo dessa seqiiéncia serd chamado
uma aproximagdo da solugao.

Basicamente distinguem-sc duas formas de recorréncia para o0 MGC: a de trés termos e a de
dois termos. Dedicamos um capitulo para cada uma das formas. No presente capitulo ratamos a de trés
termos.

Nesta exposi¢io usaremos sistematicamente letras em negrito para simbolizar matrizes ou veto-
res ¢ letras gregas para indicar escalares.

Consideremos um produto interno (s. «) em R", definido por uma matriz simétrica positiva
definida W, isto ¢, para quaisquer X, y € R", (x, y) = XWy. Supomos inicialmente que a matriz A dos
coeficientes em (1.1) seja autoadjunta em rclagio ao produto interno (s, «), 0 que significa que

(x.Ay) = (Ax,y). para quaisquer x, y € R".
Além disso, admitimos que A scja positiva definida em relagiio a (s, o), isto €,

(x,Ax)>0, se0=xeR"

As cxpressdcs auloadjunta positiva definida e simétrica positiva definida serdo abreviadas,
respectivamente, coma. p. d. es. p. d.

Uma matriz A ¢ a. p. d. em relagfio ao produto interno (s, ) representado por uma matriz s. p.
d. W, sc e somente se A'W = WA ¢ WA ¢ positiva definida [Vd. prova em Introducio].

Se W = ¢l ¢ uma matriz cscalar com ¢ > (), entdo A € a. p. d. em relagdo ao produto interno
representado por W se ¢ somente se A ¢ s. p. d. Nesse caso cA ¢ W definem 0 mesmo produto interno.
Em particular. ser A a. p. d. em relagfio ao produto interno usual € o mesmo que ser s. p. d.

E importante obscrvar que o fato dec uma matriz A ser a. p. d. em relagdo a um produto interno
ndo implica que A seja s. p. d., e nem mesmo simétrica [Vd. exemplo em Introducio].

Concomitantemente com a seqiiéncia (x;) de aproximacdes da solugdo de (1.1) sera gerada uma
seqiiéncia (ry) de residuos

r.= Ax, —b,
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ortogonal em relagdo ao nosso produto interno. Os resultados dessa proposta serdo enunciados ¢ amplia-
dos claramente no Teorema 1.3, que demonstrarcmos com cuidado, pois constitui a base de todo o de-
senvolvimento do capitulo. O que segue, entdo, ¢ apresentado em preparagio da compreensdio do Teore-
ma 1.3.

Secja x,e R" um vetor inicializador dado ¢ definamos

=%, _5orn-' (1.2)
onde
- (rooro)
Boi= (r(,,Ar‘,)' (1.3)

Podemos supor r, # (), pois, caso contrdrio, x, ¢ a solugdo de (1.1). Como A ¢ positiva definida
em relagio ao produto interno em questdo, para nosso objetivo essa escolha do escalar B, ¢ a Ginica pos-
sivel para que tenhamos ry ortogonal a r,, uma vez que

r = Ax, -b = A(x, —B,r,)—b =1, —B,Ar,,

e, portanto,

(rl aro) =0e=p,= <S:{j:.:3) C

Além disso, a positividade definida de A implica B, > 0.
As definigdes (1.2) e (1.3) inicializam a recursfio (scqiiéncia cm R" definida por indugiio)

Xpa-= 0 Xy -!-(l-(xk)xk__, —Bkl‘k. k = 0, l,. 2.. alalnly (1.4)
onde

(ry.Ar)

s B0 2 15
s . (1.5)

o=y

Claro, a forma de recorréncia de trés termos (1.4) s6 ficara definida apds estabelecermos inde-

pendentemente a seqiiéncia de escalares (By). De (1.4) obtemos também recursivamente a seqiiéncia dos
residuos:

M= Axyy —b = Aoy xy +(1-0)x, =Py )—b
= (ot Axy —oyb)+ 1y + (-0 Axy +oub) - B Ar,

Entdo

Ny =0 N +(]—(.‘Lk)rk_| _BkArk, k= 0, l., 2. . . (1‘6)
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Podemos admitir que ry # 0 para todo &, porque, se i = 0 para algum £, entdo x; ¢ a solucdo de
(1.1) e o processo recursivo termina.

Mostremos indutivamente que ha uma unica seqiiéncia (f3,)) de escalares, que torna a seqiiéncia
dos residuos ortogonal. Conforme a inicializagdio, ,# 0 e {r,, r;} ¢ ortogonal. Fixemos arbitrariamente
k e suponhamos que seja ff; # 0 paraj =1, 2, .. .. k -1, ¢ que o conjunto {r,, ry, ..., I} seja ortogonal;
esta ultima condicdo, em vista da indugdo, € equivalente a que o residuo ry scja ortogonal a todos os
residuos anteriores. O residuo ry,;, dado como em (1.6), € ortogonal aos residuos ri ¢ ri s¢ ¢ somente
se

ak(rksrk—l>+(] “ak)("k-lurk-1>"ﬁk<rk-1»m'k) =0
oy (r.n ) H(1-o Xreno ) -Bi(n.An) - =0.

Usando a ortogonalidade de {r.,, n, e, Ty } vemos que esse sistema linear em oy, € By, € equivalente ao

{ak(rk—l’rk—l)"-ﬁk(rk. 1,Al'k) = (rk—i=rk- |>

(1.7)
“k(l‘k=rk)—iik(rk,Ark) =0

A segunda equacdo em (1.7) mostra que uma condic¢lio necessdria e suficiente para que ry,. dado como
em (1.6), seja ortogonal a ry ¢ que oy, e By satisfagam a igualdade cm (1.5).

Como A ¢ autoadjunta, mediante (1.5) e (1.6), com k-1 em lugar de £, ¢ ainda usando a hipotese
da inducio, vem

(l‘k_] ,Ark } = (Al‘k_l " )

1
:E:(ablrk—l +(] =0y )"k--z —F rk)

(rkvrk)
Bra

Levando esse resultado na primeira equacio de (1.7), o sistema (1.7) se escreve

ak(rk—l T } = FﬂL(fk Ty } = (rk—l J‘k-l)

ak(rk § )— Bk(rk .Ark) =0.
Substituindo o na primeira equagio, extraido da segunda, obtemos

—-—(rk'Ark) [ —ﬂ—r ry ) =(rg ,.r
k ("ksﬁ) ( k-1> k--l) B ( k- k) < k-1 k-l)»

ou

.|_-_(ri:-Ark)_ ("k,rk)
b= (rk,rk) (rk—la"k-l)

flo ks L2 v (1.8)

Entio, se pudermos provar que o segundo membro de (1.8) ndo se anula, a (1.8) define recursi-
va ¢ univocamente a seqiiéncia de escalares (f3,) de forma que seja ortogonal a seqiiéncia dos residuos,
gerada pela seqiiéncia (x;) das aproximagdes da solugdo de (1.1), sendo essas aproximagdes produzidas



pela formula recursiva (1.4). De fato, mostraremos no Teorema 1.3 que B, > 0 e oy > 1. além de varios
outros resultados fundamentais, particularmente que, para cada k, o residuo calculado por (1.6) e (1.8)
tem norma (certa norma) minima. Ainda em preparagdo a esse lcorema, apresentamos o lema seguinte.

1.2. Lema. O espago vetorial R:=%(r,, 1, . . . , 1), gerado pelos vetores residuais v, ry, . . . , 1y,
definidos por (1.5), (1.6) e (1.8), é igual ao espaco de Krylov 7= 7 (r,, A), se esses vetores forem
ortogonaise B; # 0 parai =0, 1, .. ., k. Nesse caso {r,, 11, .... 1} é uma base ortogonal de i\ (r,, A).

Demonstragdo. Claramente, dim(7;) < dim(R,) = k + 1. Entdio basta mostrar que R, < .%. E imedi-
ato que Ry =%, e R, =%,. Suponhamos que R; <% parai=0, 1,....j-1. Entdo

K = aquiyt a;.Ar(,+ ‘*’ﬂ'iiAiI'o, parai=0, |, ey ,j-i

¢ convenicntes escalares a;;. Para provar que R; < .7; basta mostrar que r; ¢ uma combinacio lincar de
A'r,. Mas, pela (1.6),

rj = u'.j_lrj_, ‘l"(l —aj_|)rj_2 — I}j_‘Arj_l.
Entdo
1
l'j = a}_,(aﬁ_l)“r“ + aU_I]]Ar“ AN +ﬂ(j,l)(j_|)Ar ro)
-2
+(]—ﬂ.j_1 au_z)or“ + aﬁ_z)lArD + ...+(102)U_2}A" l'n)
5 g
_Bj_l(a(i_”uAro + a(i_l)-lA l‘o + ...+ﬂﬁ_”(j_-|]AJro)
=a,r, +a;Ar, + - +ajA5r(,,
onde os escalares a; decorrem do agrupamento conveniente dos termos. ||

Adotaremos as seguintes convengdes notacionais:

- (rka Ark>

u'k:__:'
(r.n)
Ax =x, - X, Ani=n -, a,;=o, —L

Byi=in i)

1.3. Teorema. Seja Ax =b um SELAS de ordem n x n, cuja matriz A dos coeficientes é a. p. d. em
relacdo a (s, o), ¢ seja 0 método iterativo, definido por (1.4), (1.6), onde

o= Bp,.
Entdo, para todo k € §0, 1,2, ...},
(a) Ax,,; =0, A, — By,
e sek>0,
Ary,, =, Ar, — B An; (1.9
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®) (FisTiy) =0 e (R AR ) =0, paraj =0,1,2,..., k:

)
(c) as seqiiéncias (ak) e ([ik), esta tltima definida por (1.8) ou seja B,' = p, ——,',.com
k-1

(i A,) B B |8} (1.10)
-3, (Ark’A Ark> o, 0

se ry # 0; a (1.10) implica que o, >1e B, >0, o que mostra que a seqiiéncia ([‘]k) esta bem definida
por (1.9);

k > 0, satisfazem

(d) consideremos o subespago S, de R, gerado pelo conjunto {Xo, Xi, . . ., X, Fo, Fj. . . ., T}, €
indiquemos com

X = 80X, +& X+ 45 X — T, — MG~ =N K

um vetor arbitrdrio de Sy, teremos que o minimo sobre Sy de ("ik., - X, A(i’k,‘ - E)), onde X ¢ a solugao

do SELAS Ax = b, ocorre quando T{k” = Xpi1-

Demonstragdo. (a) A primeira igualdade ¢ produzida subtraindo x, de ambos os membros de (1.4) e a
segunda, subtraindo ry de ambos os membros de (1.6).

(b) Usemos a indugdo. Pela escolha da inicializagdo da formula de recursio de trés termos, r, €
r, sdo ortogonais. Suponhamos que, para um k arbitririo, scjam ortogonais os residuos ro, ry, . . . , .
Pela defini¢do de «, e f3,, temos também que ry; ¢ ortogonal a ry.; ¢ ry; além disso, paraj=2,3, ...,
k,

(rk+l‘rk—j) = (“trx + (l = “'i.)rk-l = BkArk.-rk--j)
= ak(rk. rk_j) + (1 —n.k)(rk_l,rk_j> - Bk(Ark,rk_})

=Py (Arksrk--j)
= —Bk<rk _.Ark_1> =0.

O ultimo produto interno € nulo, pois, sendo Ar, ; € i © Fia, pelo Lema 1.2, ry € ortogonal a todo
vetor de %y, ¢ a primeira igualdade em (b) estd provada.
Para provar a scgunda igualdade em (b), escrevemos, para j =0, 1, 2, . . ., k. a sucessdo das

seguintes igualdades, validas e facilmente entendidas diante da ortogonalidade dos residuos ja estabele-
cidaeda (1.9),

(rh],A"lArk_jH) = (rk-il!A_l(ak—jArk—j _Bk—jArk—j»
(



=&k_j<rk”,A"Ark_j)

=0y g0y (ﬁm A'Ar i 1>

=8.'& (rk - lArl)
=& ( F'l" I']"-I' ))
=_Boa az ak (rk+ls o)

=0.

Para escrever a pentiltima ignaldade, usamos r, =r, - Ar,.
(c) Fazendo o produto interno de (1.9) por ry, obtemos
(r.An,) = &, (6. An ) - By (r. Ary ),
ou
() —{r i) =8 (6 ) - G (.1 ) - By (1, Ay )
ou ainda
(re. A By — 8,0, =8,. (1.11)
Por outro lado, fazendo o produto interno de (1.9) por A" Ar,, vem
(A"an, An, ) =5, (A"'A5 Ax ) - B, (A 'Ar Ar). (1.12)

Como (A‘IArk,Ark> =3, e, por (b), (A"Ark, Arm) =0, a (1.12) ¢ equivalente a equagio

=8, By + 0, (A'Ax,, Ar ) =0, (1.13)

As cquagdes (1.11) e (1.13) formam um SELAS em f ¢ o, , cuja representagdo matricial ¢ (1.10).
Calculemos o determinante da matriz dos coeficientes do SELAS (1.10):

d:=(x,. Ar, )(Ar,, A"'Ar, ) - 5. (1.14)
Mas
By = ("k:"k)"("k--l ="k>

(Ark,rk>
(Ark)ler

it
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= (Ark )t ﬁﬁrk
(ar) (VW)'B 'BYWr,
= (B"'JWA!'&)' (BJer ).

onde B ¢ a matriz tal que W'*WAW "?=B'B ¢ a fatoragio de Choleski da matriz s. p. d.
W'"?WAW"?_Esta matriz é s. p. d. porque W 0 ¢, e A é a. p. d. em relagiio ao produto interno defi-
nido por W (o produto interno em questdo). Ainda

(v, Ar. ) =rWAr,
=r{ JYWB'BYWr,
(e ) ()
- [B/Ws

O indice inferior 2 refere a norma induzida pelo produto interno usual.
Semelhantemente,

(Ar A'AR )= HB" JWar,

2
2.

Com esses ultimos resultados, a (1.14) pode escrever-se

2

o 0 (0, 05,

Entdo. pela desigualdade de Cauchy-Schwarz relativa ao produto interno usual em R, resulta que d = 0
e que d = 0 sc ¢ somente se B 'vWAr, ¢ BYWr, sdo lincarmente dependentes. Neste tltimo caso,
existe uma constante ¢ tal que

B 'VWAr, = cBVWr,.
Multiplicando & esquerda ambos os membros dessa igualdade por JWB! .vem

VWB'B 'YWAr, = cyWB'BYWr, .
que ¢ 0 mesmo que
WAr = cWAr,.
E multiplicando ambos os membros desta, a esquerda, por AW, obtemos
A'Ar, =cr,. (1.15)

Fazendo agora o produto interno por ry. resulta, usando a parte (b),



e(r,n ) =0, (1.16)

verdadeira sc ¢ somente se ¢ = 0 ou (r,,r,)=0. O primeiro caso com (1.15) implica A 'Ar, =0, ¢,

portanto, Ar, =0. Mas (r,.r, )= (r,,Ar, ). Logo, em qualquer caso, (1.16) significa que r, = 0, ou scja
que ja foi achada uma solugdo x, do SELAS Ax = h.

Se r, # 0, entdio d > 0 (por isso, a matriz dos cocficientes do SELAS em (1.10) é nido singular),
¢ obtemos por inversio

] sl 6 Tal s
& | d 3, (r.Ar)| 0| d

As componentes do vetor no segundo membro sdo positivas, pois, como i # 0, serid &, > 0, Ar, # 0 ¢
(Ark,A"Ark)D- 0. Lembremos que A™ ¢ p. d. em relagiio a (s, «). Logo B, >0 ¢ &, >0.

(Ark,A"Ark )ﬁk
s '

(d) Ponhamos T, ,,:= AX,,, — be definamos um funcional lincar /: R*'* - R por

SEos 8o Mos s )= (Tt A

Nossa tese, entdo, consiste em demonstrar que 0 minimo do funcional /¢ /1 (0, e 01— oty 00,0, 40,0, ﬁk) -

(xk,l ~X, A(xy, - i)). Para ver isso, basta observar que

(Eu-l’ A_]“";m) = <A”fk+1 =b, A_l(A-ilm = b))
(AX,., - AX.X,,, -X)

(oo -5 AR -3)).

]

Pelas condigdes sobre A, fassume um minimo em y:= (&, ---,£,.M,, -+, 1, ) s¢ ¢ somente se

J' (=0,
isto é, sc ¢ somente se,
YW _g e TW_ - ;
5&,- 0e 6*'1;' 0, paraj=0,1,...,k (1.17)
Mas
5)(;;3’) = (Alj.- A_Iﬁm)“L(ﬁ»t-xj) =(xj-, ‘ﬁm)+(xj.~i=kal> = 2(";- F':;m).-

J

e
LD (5, o) (e, AR =2

Entdio as equagdes a esquerda em (1.17) significam
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(xj"ﬁm)=0_‘ paraj=0,1,... .k
Em particular,
{5, %) =0 ¢ (%), %) =0, paraj=12,... .k
Isso nos permite escrever a seguinte sucessdo de igualdades equivalentes, para j= 1.2, ... &
(x]- _‘j_pﬁn):l),
()AJ ~Kjys AA"'FN)=O,

(Ax;- Ax;,, A%} =0,

0
((Ax ;—b)-(Ax,, ~b). A%, ) =0,
(-1, AR, ) =0,
(Ar, A'E,,) =0,
(%...A"Ar) =0, (1.18)

A equagiio (1.18) ¢ equivalente i igualdade anterior porque A™' ¢ autoadjunta.
Por outro lado, as equagdes a dircita em (1.17) traduzem-se com

(R..5;)=0.para j=0,1,....k (1.19)
Em particular
(R-m)=0 e (%,.5,)=0. (1.20)

Vemos que as condigdes (1.20) obrigam que scja

Sk =0y, G =l-oy e my =Py
Mas. entdo. observando que as condigdes (1.18) e (1.19) sdo as mesmas que as condigdes (b) com T, em
lugar de r,,,. concluimos que T, = r,,,.isto €, AX,,, —b = Ax,,, —b, ou

X k
> EAX;— > MAr - b= (1-0,)Ax, , +a, Ax, - B Ar, ~b.
=0 =0

Conseqiientemente & = 0 paraj # k-1, k, ¢ ;=0 para j # k. Entdo, de fato, /assume seu minimo sobre
R*2no ponto X, =x,.; = ot x; +(1—a )xy, —Byri - |
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1.4. Complexidade Computacional. O Teorema 1.3 fornecc um algoritmo excqiiivel, que pode
ser levemente melhorado conforme o esquema

[Escolherx, e > 0;

(1. )

scjar,:= Ax, -b, [iu:=m, a, =0,

ro* o

testar a convergéncia; s <ru ,r(,> 2 &, conlinuar;

parak =0,1,2, ..., fazer
xkil::xi+Axkil: (1.21)
Ar = o A — BLAT

Fppi= g AR

[3;11::- (l‘k-rl s Al']; rl) B Bkl (rk+| P rk-r-l) ;
(rk'rk) (rk,rk)
(rkﬂ’ArkH)

Gyipi= iikﬂm—l:

testar a convergéncia; se (rkﬂ ST ,) > g, continuar.

Sem contar as operagdes aritméticas, para cada k. a complexidade computacional desse algorit-
mo envolve

e uma multiplicagio matriz-vctor, onde a matriz € A,

¢ dois produtos internos,

¢ oito operacdes veloriais: multiplicacdes por escalar e adi¢des vetoriais.

Além disso, em cada passo precisa armazenar cinco vetores: Xy, Ax, ry, Ary, Ary.

Em alguns casos pode ser mais cficiente calcular ry:=Axy,, - b, ao invés dc calcular ry,, pela
relacdo de recorréncia (1.6). Isso economiza trés das oito opcragdes vetoriais, mas acrescenta uma multi-
plicagdo matriz-vetor.

1.5. Precondicionamento. A eficiéncia de um método itcrativo, quando aplicado diretamente sobre
um SELAS Ax = b, pode niio ser a esperada, s¢ a matriz A for mal condicionada. O mau condiciona-
mento ocorre quando os autovalores de A se distribuem num intervalo muito amplo, ou alguns deles sio
muito proximos de zero. Em certos casos, multiplicando ambos os membros de Ax = b por uma matriz
escolhida adequadamente, a distribuicdo dos autovalores da nova matriz dos coeficicntes ¢ melhorada.
Notemos que o SELAS resultante, dito o SELAS precondicionado, ¢ equivalente ao original, no sentido
de terem ambos a mesma solugio. Por exemplo, se uma matriz C é tal que C' é proximade A, a ma-
triz C"' A tera scus autovalores aglomerados ¢m torno de 1, 0 SELAS precondicionado

C'Ax=C"b
tem a mesma solugdo que Ax = b, ¢ 0 processo iterativo pode scr aplicado com vantagem sobre cle.

Nio pretendemos levar adiante, nesta secgiio, a andlise do precondicionamento, mas relaciond-
lo com o produto interno. Se C é s. p. d. (para fins praticos, uma aproximag¢do dc A), podemos usar o
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produto interno definido por C, para o processo itcrativo, além de adota-la como matriz precondiciona-
dora. Para isso, definimos o residuo precondicionado

%:=C'(Ax, -b) (1.22)

¢ resolvemos 0 SELAS Bx = ¢, com B == C'A ¢ ¢ := C'b. E preciso que B scja autoadjunta ¢ positiva
definida em relagdo ao produto interno (s, o) que C define. A primeira condigio impde uma restrigio
sobre A, porque

B ¢é autoadjunta em relagio a (s, o) <> CB=B'C
(|
ec(c'A)=(c'A)c A=Al
ou seja, A deve ser simétrica. Quanto a segunda condigdo ela certamente ocorre se x'Ax > O. Assim, se
A és. p. d.. B torna-sc autoadjunta em relagdo a (s, «). Nessa situagdo o algoritmo (1.21), onde A ¢

substituida por B ¢ ry. pelo residuo precondicionado (1.22), € otimizado para resolver Bx = ¢ sobre o
espago de Krylov .71 ('ﬁ,. B). Observemos que, nesse caso,

(?k‘C_'A’Fk> _ TAR

Kk =

By 8y
c
By = <-ﬁnﬁﬁ() = (ﬁ‘cqu) =Tr.
Além disso. pelo Teorema 1.3, r,:”C"rk = MRy =0, paraj =0, 1, 2, .. ., & e sendo

i A lr,“,= (%.,.B'% ;) a parte (d) dessc teorema sc aplica sem alteragdes [4]. Seguc a variante
precondicionada do algoritmo (1.21).

[ Encontrar uma matriz precondicionadora C;
escolherx_ c&:
~l
. _— | L
sejar,:=Ax, —-b, T,:=C"r, B,:= s 0 i=1

~l 4~
I, AT,

para k= 0, 1, 2, ..., fazer
Xpi= o Xy H(l-o )x  -Be R
= ogry H(l-og)n - B AT

(1.23)
Foi= C s
=1 :?I:HAFIHI_ -1 ?I:-rlrkﬂ_
R A
“tq::%;
hafin

& -~ - Pd | v . .
| testar a convergéncia; se T, r;,, 2 €, continuar,

A declaracio " F:= C 'r " deve ser interpretada como "resolver o SELAS Cr:=r".
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2. A Forma de Recorréncia de Dois Termos

do Método do Gradiente Conjugado

2.1. Preliminares. A forma mais simples do MGC ocorre quando a matriz A do SELAS Ax=b ¢és.
p. d. e a recorréncia do método € reduzida a forma de dois termos. A idéia de partida ¢ minimizar o fun-
cional /:=R" — R, dado por

f(x):= %(r,A ]r), 2.1)

onde r := Ax - b ¢ 0 produto interno ¢ definido por uma matriz s. p. d. W.
E util tratar o assunto de forma mais geral. Para isso, como no capitulo 1, supomos aqui tam-
bém que A seja a. p. d. em relagdo ao produto interno em (2.1), de modo que vale

Ax) = %(!& Ax)—(b,x)+ % (b, A b).

O minimo estrito ¢ global de / ocorre na solugio X= A™'b do SELAS Ax = b, pois, para deR", indican-
do com V/f(x) o gradiente dc f.

(V/(x).d) =—((x.Ad) +(d. Ax)) - (b,d)

-
= (Ax ) (~b.d) 2.2)
(Ax—b.d).

Por ai vemos que: { V f{x), d) = 0 para todo deR" < Ax=b. O fato dc 0 minimo de /'ser estrito e global
decorre de A ser a. p. d. em relagido ao produto interno em questio.
Outro fato que € revelado por (2.2). uma vez que vale para todo d. é que Vf(x)=Ax-b=r.

2.2. Minimizac¢des Sucessivas. O que pretendemos nesse capitulo € fazer uma convenicnte escolha
de n dircgdes lincarmente independentes d, d,, -+, d, ,, e, por minimizagdes sucessivas de /. ao longo
de cada uma dessas dire¢des, construir uma seqgiiéncia (X, Xy, . . . , Xu) tal que f{x,.;) seja 0 minimo
global de f (a menos de crros de arredondamento atinentes ao processo). Chamaremos a cada uma das
dire¢des dy. de diregdo de procura, ou vetor de procura, pois, para chegar a0 minimo global de f, repe-
tindo. procuramos sucessivamente o minimo condicionado de /'sobrc cada reta T+ x, +7d,.onde x, ¢ a
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aproximacdo da solugido de Ax = b no estagio anterior. Cada nova dire¢io dc procura dy, ¢ gerada apds
a minimizagio de fna direcio do vetor di. Explicando melhor, sendo x; o ponto de minimo de /"ao longo
da diregdo dy.. calculamos o ponto de minimo, digamos 7. da fun¢iot> f(x, +1d, ). de R ecm R, e
definimos

X1 2= X+ Tyl (2.3)

como uma nova aproximagio do minimo global de /£, ou seja da solugio de Ax=b.
Seja ry:=Axy - b e definamos /#: R — R por

h(t):= f(xk +'cdk)—f(xk).

De (2.1) obtemos
h(t) =1(r.d,) +%'cz(dk.Adk).

Vemos que 4 ¢ um funcional quadritico, que assume seu minimo (lembremos que A ¢ positiva definida
em relagdo ao produto interno em questdo) no ponto

n, dk
O erh] o4
k» k
Novamente, devido a positividade definida de A, a seqiiéncia (7)) em R cstd bem definida, assim como a
Jforma de recorréncia de dois termos (2.3).
Pela definicdo de ry ¢ (2.3), obtemos a forma de recorréncia de dois fermos para os residuos,

I = e+ 5Ad (2.5)
Fazendo o produto interno de ambos os membros de (2.5) por d,, vem

(Fiap.de) = (n + T,Ad,.d,) =(r,.d,) + 7,(Ad,.d,) =0, (2.6)

tendo em vista o valor de T, dado por (2.4), isto €, o residuo (ou gradiente) se torna ortogonal a diregio
de procura, na iteragdo k.

Para a iteragdo scguinte, precisamos de nova direcio de procura dy..,. Escolhemos determinar
esta de maneira que

(0v1Ad))=0,/=0,1,. .. & 2.7)

Expressamos isso, dizendo que as diregdes de procura ficam A-ortogonais em relagio ao produto interno
(e. =) Ou conjugadamente ortogonais. Veremos que a condi¢do (2.7) € equivalente a (ry, rj) = 0, para
=0.1,...k

O descnvolvimento acima comporta que a escolha das diregdes de procura dy possa ser feita de
varias maneiras. Mas hd uma op¢édo importante, de que vamos tratar a seguir,
; Chamaremos ao subespago de R”, gerado pelas diregbes de procura, d.. d,, . . . ., d,. denotado
por . =%(d,, dy, . . ., dy ), de espago de ordem k das dire¢des de procura.
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2.3. Lema. Se as direcoes de procura sdo conjugadamente ortogonais, o residuo na iteragdo k+1 é
ortogonal a %y,

Demonstragﬁo. Basla provar que ry;; ¢ ortogonal as dire¢des de procura d,. dy, . . . . dy. A prova serd
por indugdo. Escolhidos x, ¢ d,, temos r; = r, + t,Ad,, conforme (2.5). Entdo, usando (2.4),

(r.d,)=(r,.d,)+7,(Ad,.d,)=0.
Suponhamos que
(rk,dj):O, paraj=0,1,... k-lck>1 (2.8)
Entdo, por (2.5)
(fend;) = (r.d;)+7,(Ad,.d)).

Aplicando agora (2.7) ¢ (2.8), resulta (ry,, d)) =0, paraj =0, 1, . . ., k-1; também (ry;;, di) = O por
(2.6). o que completa a prova. |

Na secgdo 2.7 veremos que a propriedade demonstrada no Lema 2.3 implica que o método cal-

cula o ponto de minimo x,; da fungdio /; definida em (2.1), restrita a r, + .Z(Ar,, A’r,, ..., A"'r,) ou, 0
que ¢ 0 mesmo, calcula a melhor aproximagio xi, da solugiio do SELAS Ax = b sobre ¢sse espago afim.

2.4. Escolha das Direc¢des de Procura. Para completar a exposigio em curso. precisamos achar
uma maneira eficiente de gerar a seqiiéncia das diregGes de procura de forma que scja A-ortogonal em
rela¢do a csse produto interno. Com esse objetivo em mente, seja

dpi=—1,,, +Bd,, k=0,1,2,..., 2.9)
onde iniciamos a recursdo pondo d,:= -r,, o oposto do gradiecnte do funcional f definido em (2.1)
(poderia ser outro d,). Para obter a A-ortogonalidade descjada, precisamos definir a proposito a seqiién-
cia (Py) em (2.9).

Mas, diante da (2.9). exigir
(d,,,.Ad, ) =0, para todo k

¢ equivalente a exigir que a seqiiéncia (py) seja dada por

_ <rk+]=Adk>

P = (dy.Ady)

(2.10)

Aqui, para que haja clareza sobre certos fatos, apresentamos o

2.4.1. Teorema. Se d, := - r,, entdo,

(a) para todo k, Z(do, dy, . .., dy) = F(ro, 1, ..., 1) = &(r,, Ar,, . .., A'r) = Z(d., Ad,,

24



quanto pelos k + 1 primeiros residuos.

(b) para todo k, se {d,, di, . . ., dy} é conjugadamente ortogonal, o conjunto {r,, r, . . ., ry}
dos correspondentes residuos é ortogonal em relagdo ao produto interno (e | e).

Demonstragdo. (a) Demonstremos inicialmente a primeira igualdade, por indugdo. Obviamente Z(d,)
=Z(r,).

Suponhamos Z(d,, d,, . . . . )= n, ..., r;). Entdo d; ¢ uma combinacdo linear de r,, 1y,
..., 1. Logo, qualquer que seja a seqiiéncia (By). com Py # 0 para todo £, por (2.9), d;;; ¢ uma combina-
¢do linear de ro, 1y, . . ., 1}, ;1. Isso mostra que Z(d,, d,, . . . . d) € Z(r,, 11, . . ., ry). A inclusdo

oposta segue imediatamente de (2.9), independentemente da escolha da seqiiéncia (By), desde que Py # 0
para todo k. A primeira igualdade subsiste, pois.

Como a igualdade Z(r,, Ar,, . . ., AT) =@ Ad;; - i ; A"d‘,) ¢ Obvia, para completar a
demonstracio de (a) basta mostrar, por exemplo, que Z(r,, 1y, . ... 1) = Z(r,, Ar,, . . ., A"r‘,)‘ € isso
serd feito também por inducdo. Por (2.5), r; = r, + T,Ad,, donde segue Z(r,, 1) = Z(ro, Ar).

Suponhamos que £(r,, ;. . . .. ) = Z(ro, Ar,, . . .. A'r,). Novamente por (2.5), rjy; = r; +
7,Ad;. Pela hipdtese da indugdo, r; ¢ uma combinacdo linear de r.. Ar,, . . ., A'r,. Pela primeira igual-
dade ja demonstrada, d; € Z(r,, ry, . . ., r}); portanto, temos Ad; € Z(Ar,, Ary, . . ., Ar) = Z(Ar,, A’r,,
..., Al''r,); dai decorre que Ad; é combinagdo linear de Ar,, A’r,, . .., A'''r,. Em suma, r;,, ¢é combi-
nagdo lincar de r,, Ar,, . .., A'r,, A’"'r,. Com isso mostramos quec Z(r,, ry, . . ., 1) © Z(ro, Aro, . . .,
Afr,).

Para mostrar a inclusdo oposta, basta provar que, com base na hipdtese de indugdo feita,
AM'r,eZ(ro, 1y, . . ., Ty1). Por cssa hipotese, Ar,eZ(r,, 11, . . . , 1)): logo A r,e%(Ar,, Ar,, . . ., Ar)
=Z(Ad,, Ad,. ..., Ad)) . Mas, por (2.5), Ad; ¢ combinagdo linearde r;eryy parai=0,1,2,...,j,¢
a demonstragio de (a) cstd completa,

(b) Pelo Lema 2.3, para todo & = 0, ry, ¢ ortogonal a Z(d,, d,, . . . . dy); entdo, pela primeira
igualdade em (a), decorre a ortogonalidadc a provar. |

Agora ecstamos em condig¢io de apresentar o resultado central desta secgiio, que consisic no

2.4.2. Teorema. A segiiéncia (dy) das diregdes de procura definida em (2.9) é A-ortogonal, se definimos
a seqiiéncia (Py) como em (2.10).

Demonstragdo. A (2.9) levaa

(diio Ad) = —(r 1 Ad;) + (B dy  Ad). @.11)

Por (2.9) e (2.10) d, e d, sdo ortogonais. Admitamos que {d,, d;, . . . , dy} scja A-ortogonal.
Entdo o ultimo termo em (2.11) é nulo paraj = 0, 1, . . . , k-1. A escolha d,:= -r, implica, através de
(2.5) e da parte (a) do Teorema 2.4.1, que

1
A(lj = _-c_j.(rjﬂ' = I"J) E_@jn.
Portanto, pelo Lema 2.3,
(.-b,_.Aaj)zo, paraj=0,1, ..., k-l. (2.12)



Entdo, olhando para (2.11),
(d,c..,Aaj)=0, paraj=0,1...., k1. (2.13)

Conseqiientemente, com base em (2.13) ¢ na defini¢do (2.10) da seqiiéncia (By) que figuraem (2.9). a
seqiiéncia (dy) das direcdes de procura ¢ A-ortogonal. |

2.5. Comentarios. O método iterativo ndio cstacionirio para resolver um SELAS, em que as dire¢des
de procura sio determinadas por (2.9) ¢ (2.10) ¢ dito método do gradiente conjugado padréo, ou sim-
plesmente método do gradiente conjugado. Ha outro método para calcular o ponto de minimo global de /
definida por (2.1), sob alguns aspetos mais simples. mas menos eficiente. chamado de método da desci-
da mais ingreme, para o qual f,. = 0 em (2.9). Esta ultima condigiio significa que, ecm cada iteragio, o
ponto de minimo condicionado ¢ buscado na diregfio ¢ sentido oposto do gradientc de /. A menor cfici-
éncia vem do seguinte: no MGC, como explicaremos abaixo, 0 processo teoricamente termina ¢m no
maximo # iteragdes. ao passo que, no método da descida mais ingreme, isso ndo ocorre, porque algumas
diregdes podem repetir-se. Para detalhes Vd. [6], [121].

Como ja mencionamos, podemos optar por outra seqiiéncia de diregdes de procura. Um possibi-
lidade 6bvia é d, == [0 ... 1 0. .. 0] onde a unidade ocupa a (k+1)**™ posicio. Facilmente se mostra
que esta opgdo conduz ao método iterativo de Gauss-Seidel, este sabidamente com convergéncia lenta.
(Vd. esse método em [32] ¢ [84]). Hestencs [68] mostrou em 1980 que essa mesma escolha pode descre-
ver 0 processo da eliminagdo gaussiana.

2.6. Terminacao do Processo. Se, para algum k. d, = 0, a iteracfio sucessora niio pode ser execu-
tada, porque 7, em (2.4) ndo fica definido. Vamos investigar a situacdo que surge, quando (2.9) produz
uma dire¢do de procura nula.

Em (2.9), substituimos k + 1 por & ¢ depois fazemos o produto interno dos dois membros por ry.
resultando

<dk= rk> = —<rk, rk) + Bk—l(dk- i srk>-

Mas, pelo Lema 2.3, (d,_,,r,) =0 e, portanto,

(dk.l’k>=—(l‘k.l‘k>. (214)

Se di. = 0, serd (ry., r.) = 0, o que implica ry = Ax, - b = 0, ou seja, que x; ji ¢ solu¢fio de Ax=b. A con-
clusdo ¢ que, encontrar uma diregdo de procura nula significa encontrar o ponto dec minimo global de f,
cm outras palavras, a solugiio do SELAS Ax = b, que ¢ tudo o que procuramos, ¢ 0 processo iterativo
tem mesmo quc ser suspenso.

Por outro lado. se x, nfio ¢ a solugdo de Ax = b, entdo ry # 0, pois isso acarreta {rj. r,)) # 0 e
vemos, por (2.14), que (di. 1) # 0 ¢ dai, por (2.4), que T, #0 (recordemos que aqui A € positiva defi-
nida). Concluimos que, enquanto x; ndo ¢ solugdo exata de Ax = b, o processo iterativo definido por
(2.3), (2.4) ¢ (2.9) continua, independentemente da escolha da seqiiéncia (f3,).

Juntando as conclusdes, temos que ou o processo serd infinito, com x; nio coincidindo com a
solugiio de Ax = b, para todo k. ou existird um inteiro / tal que x; ¢ a solugfio exata de Ax = b, ¢ o proces-
so terminar4 na iteragio /™, sendo que nenhum x, ¢ solugdo cxata desse SELAS para k < /. Mas, s¢ 0
calculo da seqiiéncia (f3;) for feito de maneira que a seqiiéncia das diregdes de procura seja A-ortogonal,
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como descrevemos na seccio 2.4, o processo deverd teoricamente terminar numa itcragdo / < n, onde
n € a ordem de A, pelo simples motivo de que em R " os conjuntos ortogonais t€ém no maximo » vetores,
Vale a pena fazer o seguinte comentdrio pratico: embora 0 MGC, como o definimos neste ca-
pitulo, seja um processo finito, na pratica, devido aos erros de arredondamento sc¢ torna infinito; mas,
mais importante que isso, mesmo na auséncia hipotética de erros computacionais, uma vez que muitos
SELAS que surgem no campo pratico sdo da ordem dos milhares, ndo se cogitaria em executar todas as
iteragdes até atingir a solugdo exata; em vez disso, tendo 0 MGC convergéncia rapida, depois de algu-
mas iteragdes ja € atingida aproximacgdo suficiente; ainda, o MCG ¢ um método poderoso, que cntra
quando o tamanho do SELAS Ax = b ¢ grande, para o qual os métodos diretos claudicam, e, como mé-
todo iterativo que ¢, preserva os elementos nulos de A, tornando-se, por isso, adequado para SELAS
grandes ¢ esparsos. hoje freqiientes.
2.7. Otimizacido. Vimos que o residuo ry,; na iteragiio k+1 estd em #;,,. Escrevamos a (2.9) assim
dp=—r;+P;d;,. j=1,2,...
Agora facamos o produto interno de ambos 0os membros por ri;:

("k +|‘d.i) N _<rk+l-* rj) +B; 1("k+ lvdj—t)-
Aplicando o Lema 2.3, essa igualdade leva a que
{re.x) =0, paraj=0,1,....k (2.15)
Portanto, pondo
Spi=Z(Ar,, A%r,, -, A"*"ru),
obtemos
(ris-A7'V) =0, para todo v & Sy, (2.16)

pois VeSi.; se ¢ s6 se A've 7. O residuo ry,; €.%; ¢ um vetor do tipo v + r,, para algum vesS,,,. Para
referir a dependéncia desse v de k, ponhamos ry,:= vy + r,. Com isso, a (2.16) pode ser escrita

(ra +vk+1,A"v) =), para todo ve Sy;. (2.17)

Seja || o || a norma em R" induzida pelo produto interno, isto €, definida por ||x|| = (x. A"x).
Pela lei de Pitdgoras, usando a propriedade de ortogonalidade (2.17),

2 2 2
= ""u +Vin “‘"" —Vy n“

[Ir, +v||2 - "(ru + Vi) +(Vo = Vi)
2

= “ro + Vi

o que mostra que [|r, +v|| ¢ minimo sobre r, + S, Se ¢ somente se o+ V= ot Viey = iy, onde ryyg ¢
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o residuo computado pelo MGC na etapa k& +1. Em termos do funcional quadratico /, definido em (2.1),
isso corresponde a que xy;;, ¢ ponto dec minimo de / restrito a x,, + Siy. ou ainda, que xi; ¢ a melhor
aproximacdo da solu¢do de Ax = b entre todos os vetores em X, + Siii.

Organizemos os resultados obtidos acima ¢ focalizemos a questiio da minimizagdo no

2.8. Teorema. Seja Ax = b um SELAS de ordem n x n, onde A ¢ a. p. d. em relagdo a um produto
interno (s, o). Seja qualquer x,eR", r,;= Ax, - b e d,;;= -r,. Como em (2.3), (2.5) e (2.9), definamos um
método iterativo por

Xg1i= X+ Td,
rk”:: r +tkAdk

dyiyi= T +Bidy ,para k=0,1,2,...

onde, como em ( 2.4) e (2.10), os T, ¢ os P, sdo calculados por

_ s . (rk+I9Adk)
= Ta.Ad) © T (0,Ad,)

Entédo

(a) (rh, : A"'rk_,l> < (r,A‘lr), paratodo r € r,+ Si,
onde S,,;:= .@"(Ar‘,, Ar,, -, A""'ru},

(b) as seguintes propriedade de ortogonalidade, ou de ortogonalidade conjugada, valem

(ot =0, para j=0.1,2,- k
(@) =0, para j=012,k
(dy,. Ad)=0, para =012,k
(’k--h““s)ﬂ’-_ para j=0,1,2,-- k-1

(¢) se o produlo inferno é o usual, isto é, (x, y) =x'y, indicando com e,:= x, -X o erro na iteragéo k,

onde X ¢ a solugdo exata de Ax = b, entdo o MGC minimiza
rr,A'r, =e Ae..:
k41 k+l T %kl k+l»
aqui a primeira e a terceira propriedades em (b) tornam-se, respectivamente,

Nty =0, para j=0,1,2,-k
di,Ad; =0, para j=0,1,2,- k.
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Se o produto interno é dado por (x, y) =x"Ay, entdo o MGC da, em cada iteragéo, a solugio

dos minimos quadrados de Ax =b sobre o correspondente espago de Krylov. Nesse caso
re,Ar =0, para j=0,1,2,-,k
(Ad..) Ad; =0, para j=012,- k.

Se o produto interno é dado por (x, y) =x'A""y, entdo o MGC minimiza a norma 2 do erro em

cada iteragao, isto é, ||ey |l € minimizado. Nesse caso,
t -1 & a
n,A r,= 0, para j=0,1,2,--- k

did;=0, para j=012, - k.

Observagiio. Para o ultimo tipo de produto interno, 0 MGC nfo tem validade pratica, porque o calculo
de produtos internos, como (r,.r,) = ryA"'r,, requer a inversdo de A o que remonta a determinar a

solu¢ao A'b de Ax = b.
Demonstragdo. (a) Esla ¢ a propriedade da otimizagdo provada na secgdo 2.7.

(b) A prova das quatro primeiras propriedades sdo dadas em (2.15), Lema 2.3 e secgdo 2.4.
Resta-nos, entdo, provar a ultima propriedade. Para isso mostremos por indugiio que a formula de recor-
réncia (2.5) implica a existéncia de um polinémio g, de grau /-1 tal que

r,=r,+Aqg,(A)r,, parai = 1,2, ... (2.18)

Parai=1,a(2.18) ¢a (2.5) com k = 0 e com g, = -T,. Suponhamos a (2.18) valida para j=1, 2, . . . . i-1.
Entio, partindo da (2.5), ¢ substituindo ai d,.; com o uso da (2.9), escrevemos

L =r,+T,Ad, = (ru + Aqi—2(A)ro) “Ti-l(Aro +Aq;, (A)ru) + TP Ady,. (2.19)
Mas, voltando a usar a (2.5) com basc na hipotese da inducio, vem

g~ B _ (ro & Aqiv!(A)ro) n ("a s A‘h-s(A)ll,)

Tia Tia2

i _,1._[,4(%_2 (A) + qi__‘(A))]ro-

tn-z

Ad., =

Nesta nltima expressio o coeficiente de r, ¢ um polinémio de grau i-1 em A. Substituindo Ad;, em
(2.19), facilmente vemos que (2.19) se reduz a (2.18).
Agora, para i <j, lembrando que tomamos r, = -d,,

<rivdj) = (ro + Aqi-I(A)rosrj) = <rmdj) = (Aqm(A)'dmdj)-

Como g ,(A),= —q,,(A)r, estd em Z;,, pelo Lema 2.3, (Aq.,_l(A)do,d}-) =0, ¢ a parte (b) csta com-
pletamente demonstrada.
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(c) Aqui tudo o que temos que fazer ainda ¢ provar trés igualdades. um para cada tipo de produto interno
citado. como segue.
Para o caso do produto interno canonico,

(xku ) ( Xis1 _f)

= (A(xy - %)) A'A(x,, - %)
(A K+l b) A ( M“b)
7 <rk+l'! A rk+|)-

<ek-rI‘Aekrl)

Para o caso do produto interno definido por A, basta obscrvar que

1 ot _ 2
(rva rk+t) =T e —”rka 2

E. finalmente, para o produto interno definido por A™', basta notar que

{r A, ) =1l ATAn, = (Ax,,, —b) AAY(Ax,,, —b)
- (Aek_,,)'A"A ‘(Ack,,)

oy
= iy

=Jewali- 1

Observagio. A Parle (a) do Teorema 2.8 mostra que, mesmo que permitamos a Xy, ou a dy,;, ou a am-
bos conter termos adicionais que envolvam diregocs de procura anteriores a d,, ndo podemos obter me-
lhores aproximagdes que as fornecidas por (2.3). A forma curta da relagfio de recorréncia constitui uma
razdo da eficiéncia do MGC padrio. Na verdade, devido a unicidade da solucio 6tima, numa iteragiio k,
ambos os algoritmos de dois e de trés termos geram a mesma aproximagio da solugio de Ax = b, no
caso de desconsiderarmos os erros de arredondamento.

A relacdo entre os coeficientes das relagdes de recorréncia de dois termos (2.3) e de trés termos

(1.4) pode ser encontrada como seguc. Substituindo cm (2.3) dy.,. definido por (2.9). escrevemos

Xpe = X+ G(-re + fadi).

Agora substituimos nessa igualdade a cxpressio de dy.,, extraida de (2.3), para obter

Ty T
g = [I * t_kﬁk-l]xk -}Lﬁk-lxk—l"rkrk' (2.20)
k-1 k-1

Comparando (2.20) com (1.4) (por razdo 6bvia, em (1.4) escrevemos f%k em lugar de [}, ), encontramos

X4 =0 Xg "'(l_“k )xk_l — By,

onde
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't_ -~
oy =1+—PB,, e B =1
Tk

Na proxima secglio veremos que fy > 0 e 7, > 0, quando a matriz dos coeficientes A € a. p. d.
em rclagdo a um produto interno (s, ). 1sso. junto com as relagdes apenas cstabelecidas, constitui nova

prova (Vd. Teorema 1.3(c)) de que o, > 1 ¢ 3, > 0. para todo £.

2.9. Complexidade Computacional. Diversas identidades permitem variagdes na formulagio do
MGC padrio. Por exemplo, o gradiente pode ser calculado dirctamente por ry:= Ax; - b, em vez de fazé-
lo pela formula de recorréncia (2.5). Também existem outras cxpressdes para Bic oy Com dy= -ryp +
Biadi, Ady = (1t )(r. - r) € a ortogonalidade, obtemos

(. di) = (ri.n).

1 1
("k+1~ Adk) = —'<1'k+1,"k T "x) = _("k+1,l'k .1)
Tk Tk

Ty (dk JAdy ) = ((Ik Teii— rk) = (—dk.rk) = (rk,rk).

Assim, a (2.4) ¢ a (2.10) tomam a forma respectiva

- (rm)
"7 {4y, Ady)

T

(rln-l-rkﬂ)
By, =———+—.
ll (rl;srl-.>

A vantagem dessas formulas consiste em que clas dispensam o calculo dos produtos internos
(ri. di) e (rv. Ady), o que reduz consideravelmente o numero de operagdes. Além disso o produto in-
terno (ry1, ry) pode ser utilizado para teste de parada. A implementagdo computacional do correspon-
dente algoritmo, a exemplo do algoritmo (1.21), encontra-se em (2.21).

Com relagio ao armazenamento em cada iteragdo, para executar o algoritmo (2.21),

e ¢ necessario armazenar 4 vetores do R™: hy, xi, ry ¢ dy;

e 0 armazenamento relativo a A depende da esparsidade, e da estrutura de dados escolhida:
normalmente, nos problemas importantes de hoje, A ¢ de dimensio clevada ¢ esparsa ¢ a
estrutura simples usual de tabela implica um armazenamento demais custoso; dai a relevan-
cia em criar capacidade especifica de armazenamento barato de matrizes esparsas e de ope-
rar com clas, como ja efetivamente acontece, por exemplo, com o software MATLAB.

Sem contar as opcragdes aritméticas, para cada k., a complexidade computacional desse algo-

ritmo envolve

o uma multiplicagio do vetor d;. pela matriz A, sendo csta a operagdo mais custosa;

e dois produtos internos;

e scis operagdes vetoriais - multiplicagGes por escalar ¢ adigdes veloriais,
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| Escolherx, c& > 0;
sejar,:= Ax, b, 8,:=(r,,r,), d,:=

o' rn:

testar a convergéncia; se (r,,r, ) > £, continuar;

parak =0, 1, 2, ..., fazer
hy = Ad,;:
rk:zsk/(dkvhk>; (2.21)

Xy i= Xy +1dy

Fsi= 0 Ty 8iyqi= (rm.rm);

testar a convergéncia; se (ry,;, ¥y, ) = &, continuar;
Br:= 841 /By;

Ldyii= —Tip + By

Os dois produtos internos com as trés formulas de recursio requerem, em cada passo, 57 multi-
plicagbes ¢ 5n adi¢des, onde n ¢ a ordem de A. Aqui hd uma clara vantagem sobre o algoritmo (1.21),
que descreve a forma de recorréncia de trés termos, em que ocorrem em torno de 6n multiplicagdes ¢ 6n
adicoes, em cada iteragdo, além da presenga de uma multiplicagio de vetor por matriz em ambos os al-
goritmos.

2.10. Exemplo. Nesse exemplo fizemos duas comparagdes do desempenho das formas de recorréncia
de trés ¢ dois termos do MGC, com os respectivos programas mge3t.m ¢ mge2t.m implementados na
linguagem do MATLAB. A execugiio foi feita num microcomputador pentium com 32 megabytes de
memoria ¢ 133 megahertz de velocidade. O produto interno usado foi o candnico. No SELAS Ax = b
considerado,

2, seiép:
A = tridiag(-1.4.-1) ¢ b= b(i) = { sc. 1'c‘pdr
-1, sci ¢ impar.

Usamos um vetor randdmico x, com componentes inteiras -2, -1, 0, 1, 2 para inicializar o processo, uma
tolerdncia fo/ = 10" para o erro, 0 nimero maximo de iteragdes iter = 100, ¢ a ordem n de A igual a:

(a) 3000.
Resultados obtidos:

e Forma de recorréncia de trés termos:

Nimero de flops realizadas: 2 754 181

Tempo de execucdo do programa (em s): 1,32
Numero dc iteragdes realizadas: 31

Estimativa de erro: 6,794182415340597 x 10™°

e Forma de recorréncia de dois termos

Numero de flops realizadas: 2 264 983

Tempo de execucdo do programa (em s): 0,83
Numero de iteragdes realizadas: 31

Estimativa de erro: 6,794182415340612 x 10™°
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(b) 4000.
Resultados obtidos:

e Forma de recorréncia de trés termos:

Nuamero de flops realizadas: 3 672 181

Tempo de execugdo do programa (em s): 1.7
Numero de iteragdes realizadas: 31

Estimativa de erro: 7,575421742913410 x 10™°

e Forma de recorréncia de dois termos

Numero de flops realizadas: 3 019 965

Tempo de execugio do programa (em s): 1,43
Numero de iteragdes realizadas: 31

Estimativa de erro: 7,575421742913401 x 10™'°

Analise dos Resultados. Considerando que o nimero de iteragdes e o valor do erro, que ¢ a norma
usual do residuo na Gltima iteragdo, sdo quase os mesmos em ambas as formas com o mesmo n, con-
cluimos, observando o numero de flops, que o algoritmo da forma de recorréncia de trés termos produziu
um custo computacional maior, por iteracdo, do que o algoritmo da forma de recorréncia de dois termos.
Isso era de fato esperado. Como consequéncia, o tempo de execucidio para a primeira forma, até obter
uma aproximacdo dentro dos pardametros estipulados, € maior que o tempo de execugdo para a forma
curta até obter a mesma aproximagdo.

Por razdes dbvias. as solugdes computadas x e y, em cada uma das duas simulagdes nio sio
exibidas aqui. No entanto, observamos que a norma 2 da diferenga x - y (Vd. apéndice) ¢ muito pequena,
0 que nos leva a concluir que x e y praticamente coincidem. Os resultados exibidos acima encontram-se
em apéndice. |

2.11. Precondicionamento no MGC padrido. A explanagio que segue considera os aspelos
computacionais que envolvem a versio precondicionada do MGC padrio. Tem, como ponto de partida, o
exposto na sec¢do 1.5. Nio [aremos a analise do aumento da razdo de convergéncia devido ao precondi-
cionamento.

Como ja vimos, s¢ a matriz precondicionadora C for s. p. d.. podemos usar o produto interno
definido por C, (x,y):= x"Cy, ¢ considerar os residuos precondicionados

h,:=C"(Ax, —b).

Como, por hipotese, A também é s. p. d., a matriz C'A ¢é a. p. d. em relagdio ao citado produto interno.
Entiio, substituindo A por C" A no algoritmo (2.21) ¢ no subespago de Krylov, a implementagio compu-
tacional do MGC padriio precondicionado ¢ dada por (2.22). A declaragio "h:=C'r", que aparece no
algoritmo, deve ser interpretada como "resolver o SELAS Ch=r".

O funcional /; definido em (2.1), aqui passa a ser dado por

fx) = %(h,(C"A)_] h)

= <c-‘r,(c"A)" ! C"r> = -;—(C"r)l C(C"A)'l C'r= %r' (c )' CA'CC'r
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por onde observamos que o algoritmo

[ Encontrar uma matriz precondicionador C;

escolherx, ee > 0;

sejar,:= Ax, —b, h,:=C'r,, d,:=~h,.8,:=r h,;
testar a convergéncia; s¢d, > €, continuar,

parak =0, 1, 2, ..., fazer
Pii= Ady
t,:=8, [dip,; (2.22)

Xpopi= Xy +1d 0

P = T + TPy

b= C'Fs Sy i= Feahyns

testar a convergéncia; scd,,; 2 €, continuar;
Bri= 8yt /By

[ dyiqi=—hy +Budy.

minimiza 0 mesmo funcional que na versio ndo-precondicionada, desde que nessa versdo tomemos 0
produto interno candnico (Teorema 2.8 (d)). mas agora sobre o espago de Krylov

# = Ze,,C 'Ar,, - (C'A)" ) (2.23)
Além disso,
diAd, =(d,.C"Ad;) =0, paraj=0.1... .k

Com uma escolha adequada da matriz precondicionadora C, no subespaco (2.23) a minimiza-
¢do de f{x) pode ser muito mais rapida que o correspondente subespaco ndo precondicionado.

A escolha da melhor matriz precondicionadora ¢ ainda area de pesquisa. Até agora, muitos pre-
condicionadores, alguns bem sofisticados. tem sido desenvolvidos e, independente de como escolher um,
o fato ¢ que, para SELAS oriundos de problemas de aplica¢io, o MGC deve ser usado com um precondi-
cionador.

Sem a intengio de nos aprofundar no assunto do precondicionamento, faremos uma ripida ex-
posicdo sobre algumas matrizes precondicionadoras encontradas na literatura.

(a) Como ja vimos, se A ¢ C sdo s. p. d., a matriz C'Aéa p. d. em relagido ao produto interno
definido por C. Resolver o0 SELAS C'Ax = C"'b pelo MGC padrio requer que também C'A scja s. p.
d., 0 que ndio acontece em geral, pois C' pode destruir a simetria. A escolha de C exige, entdo, um cui-

dado a mais. Por cxemplo. a escolha C: = VA conduz a uma matriz C'A=Cs. p. d. ¢ a um SELAS Cx
=C'p equivalentc ao SELAS original Ax = b, como ¢ imediato ver, com a vantagem de que cond(C) =

1/cm-le(A}.

(b) O problema de niio obter uma matriz C"'A s. p. d. pode ser contornado usando precondicio-

-1
namento bilateral: sc tomamos S = (JX) . a matriz SAS serd s. p. d. se S o for, e scus autovalores s¢
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agrupardo em torno de 1, sendo, entdo, cond;(SAS) =~ 1. Resolvemos o SELAS
SASy = Sb, equivalente a SAx = Sbh,

onde, portanto, Sy = X, 0 que monsira que a solugio X de Ax = b, ao final, pode ser recuperada multi-
plicando a solu¢dio ¥ de SASy=Db por S. Aparentementc, na aplicagio do MGC a SASy = Sb, ocorre o

acréscimo de uma multiplicagdo por A e de duas por S. De fato ndo € assim, pois, s¢ ¥, T ¢ flk sdo as
aproximacdes, os residuos ¢ as dircgdes de procura para 0 MGC aplicado a SASy = Sb, pondo

X,:=S%,, n:=8"%, d,:=Sd, ¢ z, =Sf,,
podemos execular a iteragdo & dirctamente em termos de x;, A e S%

(¢) Sendo A s. p. d., admite a fatoragiio de Choleski A = LL', onde L é uma matriz triangular
inferior tinica, ou A = LDL!, onde L ¢ uma matriz triangular inferior com diagonal unitdria ¢ D, uma
matriz diagonal com todos scus elementos diagonais estritamente positivos. A fatoragiio de Choleski ndo
preserva os clementos nulos de A. Mas, durante o processo da fatoragdio, no momento ecm que ocorre
uma substituigiio dc um zero por um elemento nio nulo, podemos descartar esta substitui¢io ¢ manter o
zero. De outra maneira: seja A = |a;] e L = [/;]: se a; # 0, calculamos /;; se a; = 0 fazemos /; =0. Obte-
remos

A=LL' +R ou A=LDL +R, (2.24)

com R # 0. Na maioria da vezes ||R|| = 0, ¢ uma boa escolha para matriz precondicionadora ¢ C = LL'
ou C=LDL'. Com a primeira escolha, resolver Ch = r conforme algoritmo (2.22) ¢ cquivalentc a resol-
ver os dois SELAS triangulares Ly = r ¢ L'h = y. Com a segunda cscolha, a equivaléncia ocorre com a
resolugdio dos SELAS Ly=r,Dz=ycLh=y.

(d) A decomposicdo de Choleski também pode ser aplicada a matriz precondicionadora C, des-
de que seja s. p. d., por exemplo C = LL' em (2.24), com o fim de obter um precondicionamento bilate-
ral. Esse caminho trari vantagem se cond(C™"A) for melhor que cond(A). Para explicar isso, suponha-
mos que C seja s. p. d. e, mudando a notagio, scja C = LL" a fatoracdio de Choleski de C. Entiio a matriz
L'AL"'és. p. d. ¢ aplicamos 0o MGC ao SELAS

L'AL'y=L"b, onde y = L'x.

Observemos que as matrizes C'A ¢ L'AL" sdo semelhantes e, portanto, possuem os mesmos autovalo-
Ics.

(¢) Mediantc a série de Neumann podemos obter uma aproximagio arbitraria direta da inversa
da matriz dos coeficientes A. Suponhamos que A = I - B, onde B tem raio espectral menor que 1. Nesse
caso A ¢ inversivel e

A mencionada aproximagdo ¢ obtida por truncamento da série.
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3. O MGC para SELAS Singulares

e Quase Singulares

3.1. Preliminares. No desenvolvimento que segue, salvo declaragio em contrario, o produto interno
sera 0 usual. Antes de entrar no assunto do capitulo, fagamos algumas observagdes em torno do MGC
para SELAS ndo-simétricos. O MGC pode ser modificado para resolver SELAS Ax = b, embora A nio
seja simétrica ¢, conscqiientemente, ndo scja positiva definida. No breve historico, exposto na Introdu-
¢do, citamos algumas variagdes do MGC que surgiram para resolver SELAS dessa classe, mas ndo ¢
nosso objetivo aqui desenvolver os métodos la citados e sim fazer a rapida explanagio que segue.

Se A € ndo-singular € ndo € s. p. d.. podemos resolver Ax = b aplicando o MGC a equagio
normal

A'Ax=A'b, 3.1
uma vez que A'Aés. p. d.. O método que resolve tal equagio é 0 MGC para equagdo normal que mi-

nimiza o residuo (CGNR). A razdio para essc nome ¢ que a propriedade de minimizagio do MGC, apli-
cada a (3.1), mostra que, s¢ X ¢ a solucio dc Ax=b,

-5, =(x-%)'A"A(x %)
= (Ax - AX)'(Ax - AX) = (Ax—b)'(Ax—b) = ||
¢ minimizado sobre x,+.7%; na itera¢do k. Alternativamente, podemos resolver
AA'y =b, (3.2)

¢ depois fazer x =A'y. O MGC aplicado a (3.2) assume a designacdo de gradiente conjugado para a
equagdo normal que minimiza o erro (CGNE), e a razdo desse nome ¢ que a propriedade acima citada,
aplicada a (3.2), mostra que, s¢ ¥ ¢ a solugdio de (3.2),

Iy -Hhu =(v-9)'AA (3-7)
t
=(A'y-A') (A'y-A'y)= |-
¢ minimizado sobre y, +.%} na itera¢do k.
A grande vantagem desses dois métodos ¢ que toda a teoria valida para o MGC ¢ também vilida

para cles. Das desvantagens, destacamos trés que podem influir em menor ou maior grau, mas que de-
vem ser consideradas.

36



(a) O niimero de condigio de A' A (igual a0 de AA"),
P(A'A)=2 0 (A'A)/ 2 L (A'A)

razdo do maior ¢ o menor autovalor, ¢ o quadrado do numero de condigio de A, o que faz a convergén-
cia para (3.1) ¢ (3.2) ser, cm geral, significativamente mais lenta [121].

(b) Sdo necessarios dois produtos matriz-vetor em cada iteragdo no CGNR, a saber, w = A'Ad
= A'(Ad), assim como, scmelhantemente, no CGNE. Observamos que a colocagdo dos parénteses no
célculo de w ¢ providencial pois niio é aconsclhavel cfetuar o produto A'A (ou AA') explicitamente,
pois a matriz desse produto pode ser menos esparsa que A [121].

(c) Somos obrigados a determinar a agdo de A" sobre um vetor como parte dos produtos matriz-
vetor que o cdlculo de w envolve. Esta ¢ a desvantagem principal. Em problemas ndo lineares existem
casos onde isso ndo ¢ possivel [84]. No caso de SELAS, que € nosso objeto de estudo, esta desvantagem
ndo conta.

3.2. O MGC para SELAS singulares. Suponhamos que a matriz dos coeficientes do SELAS Ax
= b scja singular e simétrica positiva semidefinida, isto €,

(x,Ax) >0, para todo xe R".

Sejam F(A) e #(A) o espago coluna e o espaco nulo (nicleco) de A, respectivamente. Na solu¢ido de um
sistema singular Ax = b, devemos considerar dois efcitos da singularidade:

o Consisténcia: 0 SELAS pode ser inconsistente, isto é, b ¢ #(A) =#A")", o que significa
que ndo ha solucdo.

e Nio-unicidade: se o SELAS ¢ consistente, cxistem infinitas solugdes, sendox +.#(A), o
conjunto-solugdo, desde que X seja uma solugio de Ax=bh.

No caso de Ax = b ser inconsistente, podemos resolver a equagdo normal (3.1), ou (3.2), que
traduzem SELAS consistentes. No entanto, como ji foi comentado na secg¢do 3.1, o nimero de condigio
de A'A oudeAA", que aqui é calculado por

PA'A) = &, (A'A) AL (A'A),

onde A, (A'A) denota o menor autovalor positivo de A'A, pode ser muito grande, pois ¢ o quadrado
de p(A). Para contornar este problema, conforme secgdes 1.5 e 2.11, podemos fazer o uso de uma ade-
quada matriz precondicionadora .

Ha outra abordagem: se conhecemos uma base {vi, v, . . . , vi} de #{A"), podemos projetar b
sobre ./A"), obter

S ) ) ()
bi=b ("n"i) : ("z"'z) : (Vk’vk> g

que ¢ ortogonal a #{A"), ¢ resolver o SELAS consistente Ax = b.Sua solugdo ¢ aceita como uma solugiio
de Ax =b.

Observamos que ambas as abordagens apresentadas acima transformam um SELAS inconsis-
tente em um SELAS consistente, cujas solugdes nada mais sdo que as solugdes dos minimos quadrados
do SELAS original.
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Para aprofundar este estudo, admitamos que Ax = b scja consistente (caso contrario aplicamos
previamentc um dos procedimentos acima), isto €, be#(A). Definamos d,= -A'r, ¢ ry;=Ax, - b, onde x,
¢ um vetor inicial qualquer. Resulta que d,e#{A)". Para mostrar isso, scja ye#{A), isto ¢, Ay = 0. En-

tao

(d,.5) = ~{A'r,.¥) = ~(A‘Ax, - A'b.y)
- {AAx )~ (A'3)
=-x'A'Ay+b'Ay
=(Ax, ) Ay +b'Ay
= —(Ax,,Ay)+(b,Ay) = 0.

Sabemos que R" = #{A) ®.#(A)", ou seja, para todo xeR", existe um tnico X € #/{A)" ¢ um tnico

se/A) tal que x =X +s. E claro que Ax = 0 <> AX = 0. Tomamos entdo x, = X, +§,,com X, 4A)’
e s,e/(A). Utilizando esses dados para inicializar o algoritmo (2.21), afirmamos que, para todo k, x;
terd a mesma componentc 8, de x, na dirc¢do de #{A). De fato, suponhamos por indugiio que, para um k
qualquer fixo, x; tenha a componente s, na direcdo de .#{A), isto €,

tk :xk +So?

com X, e{A)". Podemos escolher a direciio de procura d de maneira que sua componente na diregdo
de #{A) scja nula, ou melhor, dy ortogonal ao.#{A). A propria defini¢io de d, inicia essa escolha’. En-
tdo (dk JAdy ) # 0. Calculemos a iteragfio de ordem k+1 de (2.21):

Xk =Xg + Tl
onde

LLYE
(d,.Ad,)

Tk
Logo
Xpo = (X +8,)+1dy = (X +1.dy ) +8, =Xp +8,.
Agora, sc Ax = b ¢é consistente ¢ A é simétrica, entio be#(A) =#A")" =#{A)" ¢, nessc caso,

como r,&#(A), podemos tomar d,:=—r,, de forma que. assim definido, d,e.#{A)" ¢ o acima exposto
sec aplica.

' Notemos que niio hd necessidade de esgotar as dimensdes de R", na execugiio do MGC, para obter teoricamente uma solugio exata,
mas apenas as 11 - dim.#{A) dimensdes fora do niicleo de A, porque procuramos uma solugdo particular, que, somada com..#TA), vai
produzir o conjunto solugio. Entdo nunca vai precisar que dy e.#(A).
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3.3. Exemplo. Consideremos 0 SELAS Ax = b.

20 00 [1
0000 |0
003 of |2f
000 1 1

onde A ¢ singular, simétrica positiva semidefinida com dim.#{A) = 1. O sistema ¢ consistentc pois
b&e#(A). Tomando x,=[1 1 0 0] como vetor inicializador do algoritmo (11.25), ¢ executando-0 no MA-
TLAB?, obtemos, em 3 iteragdes, a solugio

E=[1/2 1 213 1",

Para exibir a solugdo geral do SELAS devemos conhecer 0.#{A). Executando novamente o algoritmo
(11.25). com a mesma aproximagdo inicial x,,, obtemos, com apenas uma iteragdo, a solugio de Ax =0,

s.=[0100]"

A solugdo geral do SELAS pode ser escrita na forma x =X+ts .t eR. |

3.4. O MGC para SELAS Quase Singulares. A denominagiio quase singulares refere-se a
SELAS Ax = b tais que A possui um ou mais autovalores muito proximos de zcro. Nesse caso, 0 nimero
de condi¢io de A pode scr muito grande, provocando um mau condicionamento para o SELAS. Por
questio de simplicidade, consideremos primeiramente um SELAS. cuja matriz dos cocficientes tenha
apenas um autovalor A; proximo de zero, com um autovetor correspondente v;. Supomos também que A
seja s. p. d. Podemos escrever a solugdo X de Ax = b como

‘ I
f:%l‘-v, +Xg, (3.3)

onde

¢ (M. v;) sdo autopares de A com os autovetores v; normalizados. Observamos que isso advém do fato de
existir uma basc {v,.va. .... v,} ortonormal dc autovetores de R", onde n € a ordem de A.

Em geral, os autovelores niio sio conhecidos, ¢ 0 acima exposto niio pode scr utilizado para
calcular a solugio X. Ainda, nas condigdes estabelecidas para X, a primeira componente (b'v,/A,)v, do
vetor solugdo, domina a solugfio, embora, em muitos casos seja de interesse do problema calcular
X, apuradamente também. O MGC aplicado diretamente sobre o sistema original, geralmente fornece

pobres aproximagdes de X, por motivos ja citados. No entanto, se v; ¢ conhecido (e portanto 2,). podemos
calcular a primeira componente de (3.3) ¢ depois calcular scparadamente a scgunda componente X, da
seguinte forma: multiplicando a (3.3) a esquerda por A, rcsulta

= O programa utilizado ¢ o m-file cg.m criado, em 1993, pelos autores de [11].
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|}
A% = % Av, +AX,; ou b= (b'v,)v, +AX,.
1

Ai vemos que X, ¢ a solugdo do SELAS Ax =c, onde ¢:=b—(b'v,)v,.Essa solucdo pode scr obtida
pelo MGC tomando-se, para vetor inicializador, um vetor ortogonal ao vetor v,, uma vez que X, pertence
a0 subespaco gerado por va, va, ... , Vp.

Se v, nio ¢ conhecido, podemos cncontrar uma aproximacio dele usando. por exemplo, o méto-
do de Lanczos, que sera descrito na sec¢do 3.8. Numa primeira instincia, o método da poténcia inverso
também pode ser considerado para uma cstimativa, embora preciria. de v;. Uma outra alternativa para
resolver SELAS quase singulares ¢ utilizar o0 método do SELAS aumentado, explanado na secgiio se-
guinte.

Convém observar que, sc k£ autovalores de A estdo muito proximos de zero, expandimos a solu-
¢do X dc Ax="h assim

com

E isso implica quc os autovetores vy, va,..., vi dc A devem ser conhecidos para poder determinar uma
aproximagdo de X.

3.5. O Método do SELAS Aumentado. Nosso objctivo principal nesta sccgio ¢ o Teorema 3.7,

¢ o que precede esse tcorema serve para introduzir, de maneira simplificada, suas idéias mais importan-
tes.

Seja Ax = b um SELAS de ordem n x n com A s. p. d. (em verdade, interessa aqui o caso dc A
quase singular), e seja v; um autovetor de A. Suponhamos que possamos achar um vetor veR" niio-
ortogonal a v; em relagiio ao produto interno usual, de modo que Av ndio tenha componentes negativas.
Muitas vezes o vetor v == [1 1 ... 1] preenche essas condigdes. Consideremos o SELAS aumentado de

ordem (n+1) x (n+1).
A —Av || x L b a4
—v'A v'Av||y| [-v'b[ b5
ou AX = b.Para o vetoru = [v 1]' %0,
i A —Av || v Av—Av
Au=| Cac = t ot =0,
-vA vAv|l —v Av+v Ay

Isso mostra que Aé singular e que ue /V(K) pois a dimensio dc ./V(K) ¢, entdo, 1. Claro, o SELAS (3.4)
¢ consistente, uma vez que [x:, 0]' ¢, evidentemente, uma solucdo particular dele, se x, é a solugdo de
Ax =b, ¢ isso sc mantém mesmo que A nido s¢ja s. p. d., desde que v ¢ #{A). Resulta que o conjunto
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solugdio de (3.4) ¢ a reta do R™,

eenbef ] i}

Vemos, entdo, que resolver o SELAS Ax = b € equivalente a resolver o SELAS (3.4). No entanto, como
veremos no Tecorema 3.7, este altimo € mais bem condicionado que o primeiro, o que justifica sua cria-
¢do, com o objetivo de obter através dele a solugido do SELAS original, pelo MGC, quando A é s. p. d.

Pelo que se viu acima, u = [v' 1]' é um autovetor de A correspondente ao autovalor A := 0.
Entdo, se for possivel tomar o autovetor v; de A, em lugar de v (para isso, basta que Av, nio tenha com-
ponentes negativas), cria-se um autovalor extral,de A; o menor autovalor A; de A (supostamente pro-

ximo dc zero), fica substituido pelo autovalor 5[,:: 7~I(I+v§v,) de A associado a0 autovetor

~ L . a :
V= [ ; ]; ¢ 0s demais autovalores 2, . . . , A, de A, associados, respectivamente, aos autovetores va, .
"‘"l“"]

- ) - Vv - v
.. s V. Sio também autovalores de A, mas associados aos autovetores v,_:z[ 02] ey Vpi= { (;'} Prove-
mos ¢ssas afirmacdcs:

- [ A _A"I:H: v } Aavy + (Vv vy M1+ viv v,

Av, = _V:A V;A"l 'v}"l -—-llvlt\'l—ll(":":)z 3 KI(I—F\’;VI)(—V:“)

a i o
= J".| (l + ":“']){:-v:v]} = 7\.]“'1.

Avi=| t = = il (= =L;V;.

Para a penaltima igualdade, usamos o fato de que os v; sdo ortogonais a v,, 0 que decorre de supor A s.
p. d. (ou %; menor que os demais autovalores dec A) e de poder escolher, por isso, n autovetores de A
ortogonais entre si.

3.6. Exemplo. Esta ilustragio ¢ bastante esclarecedora ¢ interessante. Consideremos um SELAS, cuja
matriz dos cocficientcs € a matriz tridiagonal s. p. d. de ordem n x n,

[1+a -1 T

-1 2+a

24+a -1
-1 1+a]

onde a ¢ um niimero positivo proximo de zero, ¢ a matriz circundada
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(1+a -1 0 -a

-1 2+a "-. 0 -a
A= :
24a -1 -a
0 0 e =1 l+a -a
| ~a -a -+ -a -a na,
Vemos que. escolhendo v:=[1 1 ... 1], A ¢ construida como a matriz dos coeficientes em (3.4). Scjam

A1y A2y« « . 5 Ay OS autovalores de A ¢ "?:D =0, '7:,, G h?:n os de A.Claro (a, v) € um autopar de A. Pode-

mos por Aq:= a e v;:= v. O autovalor i, = (l + v:v,)k, =(n+Da.Parai>2, temos k> ae F?Ci =A;. |

Para o caso em que A tem k autovetores proximos de zero, circundamos A com k colunas, e &
linhas correspondentes. A perturbagio dos autovalores ocorre como estabelecido no teorema seguinte.

3.7. Teorema. Seja A uma matriz de ordem n x n e V uma matriz de ordem n x m com m < n. Consi-
deremos a matriz aumentada de ordem (n +m) x (n +m),

_ [ A -Av
A=l_via vav]

(a) A tem, no minimo, m autovalores nulos, e tem n autovalores ).; iguais aos de (H+VVHA.

(b) Se A é simétrica ndo-singular e V= oV, ... O,Vnl, onde os v, sdo autovetores ortonor-
mais de A, correspondentes aos autovalores ), enido os autovalores ndo-nulos de A sdo
¥ =(I+a$)7\.i.i= L,2,...,meh=X,i=mt+l, ... n

0 I

m

A o A -AV] _
Tlo oT5[-v'a viav|™4

Demonstragdo. (a) Ponhamos T:= [ ] Entio T é inversivel e

Ainda,

ol Jeemfs I )

Dai concluimos que a ultima matriz ¢ semelhante a Ac que, portanto, sendo I a matriz identidade de
ordem n + m,

det(x._x)zdcl["’:‘n i ol R ]
V'A 8 |

m
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Conscqiientemente
det(71 - K) 0o dct(ilm)-det(il,, (1. + W‘)A) =0

=7 =0 ou det(1, - (1, + W‘)A) =0,

0 (ue mostra que zero ¢ um autovalor de A com multiplicidade algébrica no minimo igual a m ¢ que os

demais autovalores de A siio autovalores de (In +W‘)A, como também, reciprocamente, que todos os

autovalores de (In + W‘)A, em nimero de n, sio autovalores de A.

(b) Seja (A;. vy um autoparde Aparai=1,2,...,nescja
l .
¥j= [Vﬁ Vs o vni] ,i=12,....m
Calculemos
OV Oy o OV Vli—‘ 0‘-1(":,‘1) 0
Vai
t N —
Viv, = oyvy 0y o OV i ai<viavi) =10
_C(.m'lr'] m Y%mVam c'.'ruvl:nn_ _vni_ L“m(‘)m'vi)_ B 0 |
e
0
OgVyp o oo OV - Vi .
U‘IVZI L OL: Vs = OL__W.
‘,‘,:vi = "Zi m"2m o; =ai2“'i-
Oy Vy AiVai LmVam 0

Temos, entio,

([+V\/')A\ri = M(] +W')vi . {li(ﬂaf)vi. sei=1,2, -, m
AV, sei = m+1, -, n.

Definindo agora

o lli(Haf). sei=1,2, -, m

Ai.sei = m+l, -, n,

vemos que Kié autovalor de (I+W‘)A ¢, portanto. por (a), iié autovalor de A nas condigdes do

enunciado da parte (b). |
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Se A ¢ ndo-singular, entdo (l +W‘)A ¢ ndo-singular. Logo, pela parte (a) do Teorema 3.7, o

espago nulo de A torna-se conhecido, pois € o autoespago, com dimensdo m, do autovalor zero. E, se A é

s. p. d., entdo A serd positiva semidefinida (singular) e podemos aplicar o MGC na forma explicada na
seccdo 3.2. Além disso, a fim de maximizar a velocidade de convergéncia, usamos a parte (b) do Teore-
ma 3.7 da seguinte maneira: escolhemos os menores autovalores A, de A,i = 1. 2. . . . , m, e, para corres-

pondentes autovalores de X escolhemos A;= max{ii, A, ..., An}, =1, 2, ..., m: para conscguir isso,

basta tomar o; = 1;5; Ih -1

3.8. O Método de Lanczos para Gerar Vetores A-ortogonais. O MGC, desenvolvido no
capitulo 2, gera uma seqiiéncia (d,) A-ortogonal de vetores de dire¢io, isto €, vetores que satisfazem

(d,..Ad;) =0, para todo, =k,

quando A for autoadjunta em relagio ao produto interno (s, «) definido por uma matriz s. p. d. W. Aqui
sera apresentado outro caminho, que decorre do método de Lanczos [88], [89]. mostrando de que forma
esse método pode ser utilizado para estimar os autovalores extremos de uma matriz A. Lembremos que
um de nossos objetivos neste capitulo ¢ resolver um SELAS Ax = b, quando A é s. p. d. e quase singular,
da forma indicada na secg¢do 3.4, para o que ¢ necessario conhecer a auto-solugdo (Ly,vy) de A, quando
21 = 0 e 4, é o menor dos autovalores.

Consideremos, entdo, A autoadjunta em relagdo a um produto interno (- p -) como o citado

acima. Dado d,# 0, para k=0, 1, ... , seja
dy = Ady —rdy -5, d; (3.5)
ondes,;=0¢

. _{(Ady, Ad,) N I=(Adk,Adk_t)
<dk’Adk> T <dk-IeAdk-1)

O Iema que segue mostra que o método de Lanczos, definido pela férmula de recorréncia (3.5), gera uma
seqiiéncia A-ortogonal (d;) de vetores d, e também que a expressdo para si.; pode ser simplificada.

3.8.1. Lema.
(a) Para todo k # j, temos (dk JAd j> =0,
(dy, Ady)

by & =l SF
( ) k-1 (dk_laAqu)

N-38

Demonstragdo. (a) Basta mostrar que, fixado arbitrariamente &, (dk,Ad j) =0 paratodoj <k, oque
serd feito por inducdo. Para k= 1,

(Ad,.Ad,)

(0. Ad,) = (Ad =1 A0,) = (Ad A0, )~ esl)

(d,.Ad,)=0.
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Suponhamos que, fixado k, tenhamos (d, Ad;) = 0 para todo j < k e mostremos que (dy;, Ad;) = 0 para
todoj < k. Para j = k temos:

(dy,1.Ady) =(Ad Ady) -1 (d, Ady ) — 5 ,{d, ;. Ady)
(Ad, . Ad,)
(dy,Ad,)
= _‘Sk-t(dkv-l-Adt)
=—5;_1(dy, Ady ;) =0

=(Ad,,Ad, ) - (dy,Ady) = 51 (dy_y, Ady)

Também paraj = k -1,

(dk 1 Adk-l) = (Adk'Adk-]) —h (dksAdk-i) =8 1(dk—|~Adk—1>
(Ad,.Ad, )

={Ad,.Ad, ,)—-
(Ady, Ady.,) (dy.1.Ady )

(dy_1, Ady,)=0.

Finalmente, para j < k-2,

(d,1,Ad)) = (Ady,Ad;) - ri (d,, Ad;) - 5, (d_,,Ad;)

Adk, jH +?‘d +Sj-|dj-1)

(
(Ady,dj)+r(Ady,d;) +5; 1 (Adydy, )
(dis A ) +ri(dy, Adj) +5;(dy,Ad, ) =0,

¢ a prova de (a) esta completa.
(b) De (3.5) ¢ da A-ortogonalidade dos vetores dj, provada em (a), vem:

(Adk' Adk—l) = <Adk~dk gy +sl:-—2dlc—2>
= (Ady.dy ) +r (A Ady ) + 5,5 (dy Ady )
= (Adk’dk>’

o que simplifica a expressio de si.. |

3.8.2. Versiao Precondicionada. Se precondicionamos o SELAS Ax = b, onde A ¢ simétrica, na forma
B :=C'A, com Cs. p. d., entiio podemos escolher o produto interno, representado por C,

(x,y)=x'Cy.

obtendo

(x,By)=x'Ay=x'AC 'Cy = (C"Ax)tC.\’ = (Bx,y),

isto &, B ¢ autoadjunta em relagdo ao produto interno definido por C. Assim sendo, a recursio (3.5) toma
a forma:
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dy,, =C'Ady —Rdy -5 dy ;. (3.6)

onde

. t
e 'Ad, ) Ad, . diAd,

H & 1= i

X dLAd, T dy,Ady,

Observamos que, nesse caso, os vetores d; sdo A-ortogonais em relagéio ao produto interno usual, pois
djAd; = (d;, Bd;) =0, sci#].

3.8.3. Versio C-ortogonal. Se tomarmos, como acima, B = C"'A, sendo aqui A s. p. d. ¢ C simétrica ¢
nio singular, entdo podemos fazer a escolha do produto interno, dado por

<x. y> =x'CA'Cy,

que fica bem definido, pois, usando a decomposigio de Choleski A =LL' dc A, vemos que CA'C =
C(LLY'C=(L'O(L'C) és. p. d. Nessc caso. entio,

(x,By) = x'(CA ]C)C TAy=x'Cy= (C 'AJE)1 CA'Cy= (Bx,y).

ou scja, B ¢ autoadjunta em relagio a esse produto interno. A forma da recursdo € a (3.6), mas os coefi-
cientes aqui sdo calculados pelas férmulas:

diAd,  d,Cd,

= s k1= .
dyCd, dy ,Cd,,

L

Nessa versilo, os vetores d; formam um conjunto C-ortogonal em relagiio ao produto interno usual. pois
d5Cd; = (d;,Bd;) =0, sci ).
Observagoes.
e Na versdo C-ortogonal podemos tomar C = I, a matriz identidade, em cujo caso os vetores d;

formam um conjunto ortogonal em relagdo ao produto interno usual.

e Quando A ¢ C sio ambas s. p. d., o comportamento das duas versdes, a A-ortogonal e a C-
ortogonal, ¢ semelhante,

e Se A ¢ indefinida (ndo-definida), entdo o cdlculo de d; na versdo A-ortogonal pode ser inter-
rompido, porque o denominador da expressdo que detcrmina os coeficientes ry ¢ s, pode se
anular,

e Se C ¢ indefinida, entdo o calculo de d; na versiio C-ortogonal pode ser interrompido, pelo
mesmo motivo ja citado.
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Se Cés. p. d. ¢ A ¢ simétrica, ndo necessariamente definida ou semidefinida, entdo a versio
C-ortogonal (em particular, a versio de vetores de diregdo ortogonais, quando C = I) € apli-
cavel. O método ndo ¢é interrompido por causa de uma divisiio por zcro, mas emperra; cm
outras palavras, niio gera novos vetores de dire¢io, quando Ad;= 0, para algum j. Contudo,
como foi sugerido por Faddev ¢ Faddecva [45], supondo que isso ocorra, tomamos um novo

vetor y ndo-nulo ¢ subtraimos dele sua projegdo C-ortogonal sobre o subespago gerado por
{d,, di, . . . . dj}; o vetor resultante

i 1
y Cd;
dip:=y—- ) ¢d,, com ¢;:= %
10 E i i d:Cd'
¢ C-ortogonal aos vetores d;, parai =0, 1, ... , j. O vetor dy, reinicializa o processo de cdl-

culo dos vetores de direcdo. e os que seguem, d,, p = 1. 2, ... . continuam sendo calculados
com o método de Lanczos na versdo C-ortogonal. Nesse caso, a seqiiéncia de vetores de di-
recio €

(Ao dy. . . .. dy. dio, dyy. .. ) 3.7

O Lema 3.8.3.1 prova que os vetores dy,, p = 0, 1, ... , estdo no complemento C-
ortogonal de {d,, d,. ..., d;}, precisamente como desecjamos. Se Ad,,= 0, para algum p > 1,
entdo o procedimento acima ¢ repetido. Dessa forma, o universo R", onde ocorre o processo,
¢ decomposto na soma direta de subespagos C-ortogonais, cada um deles gerado por um
conjunto de vetores, originado cada vez que 0 método ¢ inicializado.

3.8.3.1. Lema. A seqiiéncia (3.7) ¢ C-ortogonal.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.8.1 (a), a subseqiiéncia (dyo, dyy. . . . ) da seqiiéncia (3.7) é C-ortogonal.
Usaremos a indugdo para provar que cada vetor dessa seqiiéncia ¢ C-ortogonal ao conjunto {d,, dy, . . .,

d}.

Por construgdio, d;o é C-ortogonal a {d,, d,, . . . . d;}. Suponhamos que, fixado arbitrariamente
p. tenhamos para todo 0 <k < p,

dhCd, =0, 012, .., s

Utilizando a (3.6), essas igualdades se escrevem

ou

d:kc(C.IAdi_] _ri__ld.i_l ‘-Si_zdi_2)=0._. f = I, 2., g ,j,

di Ad; , =r_,d;,Cd; , +5,,d43,Cd, ,, i=12,...,j. (3.8)

Também, pela ocorréncia Ad;= 0,

di Ad; =0, (3.9)

Entdo (k=p + 1)
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1
d},Cdy = (C"Mlp ~rpdyy — s,p_,a,p_,) Cd;

‘ Ad 0, sei = j, por(3.9)
d r.d:PCdi _Si-ld%pCdi" = 0, sci < j, por (3.8)

Para obter a pentltima igualdade antes da chave, usamos a hipétese da indugio. ||

3.8.4. Resolugiio de SELAS com Vetores A-ortogonais. Consideremos a versdo A-ortogonal do método
de Lanczos definido em (3.5). Se o conjunto de vetores {d,. d,, ..., d,.}, gerados por (3.5). ¢ linear-
mente independente, entdo a solugio x do SELAS Ax = b ¢ dada por

n-1

=Z(1jdj,
o

para certos o, onde » ¢ a ordem de A. Usando a A-ortogonalidade dos vetores d; ¢ o fato de que (d;. Ax -
b) = 0, temos:

(d;,Ax~b) = (d;. A(cr d, +0ydy + - +oyyd,,)—b)
=0 (d;,Ad,)+o,(dj Ady )+ o +ay(d; Ady)+ - +ou(d;,Ad, )~ (d;,b)
=a;{d;,Ad;) ~(d;.b),
¢, portanto,

3.8.4.1. Exemplo. Tomamos a versio A-ortogonal precondicionada (subsec¢do 3.8.2) para resolver o
SELAS Ax = b, com

1 -2 0 -1 ,
2 9 2 6 15
Ko et
o 2 2 of° 4
=i 0 7 12

5 =1 3 2
=] & =1 2

= 3 =1 4 of
2 2 0 8
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O SELAS a ser resolvido ¢ C'Ax = C'b, onde C'b = [-11/6 31/6 11/3 2/3].. e, para o vetor que iniciali-
za 0 método, escolhemos arbitrariamente, d,:= [0 1 -1 0]. Assim,

d\Ad, =7, C'Ad,=[-5/6 13/6 7/6 5/12], r,=58/21;

d, = [-5/6 -25/42 55/14 5/12];
diAd, = 10972/491, C'Ad, = [-295/252 415/126 485/144 -1025/2016], r, = 2791/1405,
So= 11221/3515;

d>= [684/1411 2063/1607 -929/747 -3343/2502];
d5Ad,= 1267/508, C'Ad,=[-250/8109 621/2287 267/2404 -2401/7341], r,= 1103/3658,
51 =471/4220;

dy= [ -383/4560 -14/285 217/4560 401/13680 ]
djAd,=30/27109, C'Ad; = [-25/4104 -8/2565 31/10260 11/6840], r; = 107/1425,

52=59/132971;
E, fazendo o produto interno por Cd;, com;j =0, 1, 2, 3, de

3
C'Ax=)"a,C'Ad; =C™,

j=0
obtemos os valores o, = 11/7, oy = 1567/2603, oy = -1641/1504 ¢ a3 = -2401/7341. Assim a solugdo é

3
x= a;d;=[1111]".]

=0

Observagdes.
e Quando » ¢ grande, pode ocorrer uma perda significativa da A-ortogonalidade dos vetores
d;, por causa dos erros de arredondamento. Se tentarmos achar uma aproximacio para a so-
lugdo x usando apenas alguns desses vetores, essa aproximagdo nfo serd boa, a menos que 0
namero de condi¢iio da matriz A seja pequeno ¢ d, esteja relacionado com o sistema, como
por exemplo, d,= Ax, - b = r,, onde x, ¢ uma aproximagcdo inicial qualquer [08].

e Para uso posterior, observemos que, no Exemplo 3.8.4.1, a matriz H := tridiag(l. r;, s,).

58/21 11221/3515 0 0
1 2791/1405 471/4220 0
B 0 1 1103/3658 59/132971
0 0 1 107 /1425

e C'A tém o mesmo polindmio caracteristico,
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41,3 57 47
LI W W

det(H-AD = 2} - 3
(M) 38 144 72 36

¢, como consequéncia, possuem 0s mesmos autovalores.

3.8.5. Cilculo de Auto-solugdes com Vetores A-ortogonais. Outra aplicagdo importante da criacio de
vetores A-ortogonais de Lanczos. gerados pela formula de recursio (3.5). ¢ o cdlculo dos autovalores de
A. Lembremos que a A-ortogonalidade de vetores ndo-nulos implica sua independéncia lincar. Dessa
forma, a matriz Q, de ordem n x n, cujas colunas sio os vetores d;, i =0, 1, . . .. n-1.istoé,

Q.= [dn d, - dn—l]

¢é nfo singular. Além disso, a recursiio (3.5) pode ser escrita, matricialmente,

s 0 o 0]

rﬂ L]
I n 5 0
A[do d, - dn-l]:[do dy - d, :] 0 1 rp°~ :
' Sk.2
100 1 rg |

ou, mais compactamente,

AQ=QH,

em que H := tridiag(1, . ). Assim, H= Q'AQ ¢ A sio semelhantes. 0 que nos permite afirmar que
possuem os mesmos autovalores (cp. Exemplo 3.8.4.1). Dizemos que a matriz Q reduz a matriz A a uma
Jorma tridiagonal.

Podem ser usadas também transformacdes de semelhanga de Householder para reduzir A a uma
forma tridiagonal. No entanto, se A ¢ grandc e esparsa, o que, de [ato, estamos supondo no desenvolvi-
mento deste trabalho. ndo ¢ aconsclhavel tal abordagem, pois essas transformagdes tendem a destruir a
esparsidade ¢ resultam matrizes grandes densas, com a impossibilidade de serem manipuladas. durante o
processo.

3.8.6. Forma Normalizada da Versio Precondicionada. Lembremos primeiramente que uma matriz P
¢ ortogonal se ¢ somente se P' = P”', ou, equivalentemente, sc satisfaz a condigio PP = I, onde I ¢ a
matriz identidade de mesma ordem que P.

Considerando a féormula de recursio (3.6), que corresponde a versdo precondicionada de (3.5),
se os vetores d; forem normalizados em relagdo ao produto interno definido pela matriz C, entio a ma-
triz Q, definida na subsecgdo 3.8.5, torna-se C-ortogonal, isto ¢, Q'CQ = L. Sc a normaliza¢do ocorre
em relagdo ao produto interno definido pela matriz A, a matriz Q torna-se A-ortogonal. O desenvolvi-
mento que segue utiliza a C-normalizagio dos vetores d;, porque as formulas que advém dessa cscolha
sdo mais simples que as dadas pela A-normalizagio dos citados vetores.

Partindo da formula de recursio (3.6), e C-normalizando os vetores d;. obtemos:

Sdyi=dy, = C'Ad, -7 d, -5 ,d

onde
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= o O R
d =— — dkAdk es = dj+|Cdj+|.

T Jasca;

Os vetores ﬁj agora satisfazem ZI}CEi =9y, ¢ amatriz H := tridiag(5, ;. 7% .5, ) torna-se simétrica.

O calculo dos autovalores %, de uma tridiagonal matriz H podc ser feito através de varios algo-
ritmos. como. por cxemplo, o algoritmo da bissec¢io [139]. Mais recentemente. algumas variacoes de
algoritmos de redugio ciclica tém-sc tornado populares [8]. De qualquer forma, tendo a caracteristica da
esparsidade, o cilculo dos autovalores (e autovetores) da matriz tridiagonal obtida de A (ou C'A) por
Lanczos ¢, em geral, mais simples que o cdlculo dos mesmos pela matriz original.

Como ja sabemos, os autovalores de A podem ser determinados calculando os autovalores de H.
Na pratica, entretanto, os clementos de H sdo perturbados por erros de arredondamento e os scus auto-
valores fornecem apenas aproximagdes dos autovalores de A. O que torna o método de Lanczos para o
cilculo de auto-solugdes particularmente interessante ¢ que podemos, geralmente, obter 6timas estimati-
vas de alguns dos autovalores de A - em particular, dos autovalores extremais - através da submatriz Hy
da matriz H, obtida no £“"™ passo, a saber,

[r, 5, 0 - 0]
I n 5 - 0
He=|0 1 n g
i & By
10 0 I % |

para k consideravelmentc menor do que n-1.

Com esse objetivo enunciaremos o teorcma a seguir, que indica uma maneira de estimar o me-
nor autovalor de A, conhecendo o menor autovalor de Hy. A precisdo do resultado depende do namero
de condigdo de A ¢ de quio separados estdo os dois menores autovalores distintos. Explicando melhor, se
a matriz A ¢ bem condicionada (em caso contrario, usamos precondicionamento), ¢ se os dois menores
autovalores distintos de A cstdo suficientemente distanciados um do outro, entdo a estimativa do menor
autovalor de A serd muito boa. O (corema contempla o caso em que o menor autovalor de A tem multi-
plicidade algébrica r-1.

3.8.7. Teorema. (Lanczos, Kaniel, Paige) Seja A uma matriz simétrica com autovalores )y = hy = ... =
M < Shn S . Sk parar 2 2, e seja Z, o subespago gerado pelos aulovetores correspondentes
aos autovalores Ly, ha, ... , hpy. Além disso, seja W\, 0 menor autovalor de Hy, para algum k > |. Entdo,
lemos a seguinte estimativa:

2

tan ¢,
A [t_'h+l - 21‘_,-:'?‘»,]

k, —1

0<p -2 <(hy -2,

(3.10)

onde k.= b/ Ay, ) é o dngulo entre o vetor d, e %, isto é,

cos¢, = max Kd"’z' >|

e ((do,do)(z,,z]))l’"z ;




e 9y é o polinémio de Chebyshev de grau k.
Demonstragdo. A demonstragio desse (corema pode ser encontrada em [81], [88] ¢ [102].
Observagio. De maneira semelhante podemos encontrar uma estimativa para o maior autovalor py., de

H, [8].
De (3.10) obtemos:

2
tan
ng,ls?.]%-(ln_kl) u;\-e-]?;?tfl

Dessa forma, se a matriz A ¢ bem condicionada (em caso contririo usamos um precondicionador de boa
precisiio), a estimativa serd bem apurada, mesmo que o valor de & seja escolhido bem pequeno. De fato,
se o numero de condi¢do x de A ndo depender da ordem » de A, e se, além disso, a distincia entre A, ¢
%, é uniforme em n, isto é, A, - A; < &%, onde 8 > 0 nio depende de n, ¢ tan ¢; < 7, onde T ¢ uma cons-
tante que igualmente niio depende de n, entdo podemos escolher & independente de » também. Por
exemplo, suponhamos que queiramos calcular i, com uma exatidio relativa € tal que

0< }l]‘l1587\.;.

Entio, observando que k, < k, o Teorema 3.8.7 mostra que € suficiente cscolher & de modo que

Manipulando a segunda desigualdade acima, concluimos que precisa encontrar o menor valor de k para

o qual
/ 1/2
ﬂ(nxr;xl-zJ - (K*l] ,
=1 4
onde 7 := tan ¢;. Mas um k nessa condicio ¢ menor que o menor £ tal que

1/2
] pd
it )ae(=0)"
k-1 £

€ esse k ndo cresce com i porque supusemos que 8, p ¢ T ndo dependem de #.
Vemos também que, para k < n-1, a seguinte igualdade matricial ¢ verdadeira:

AQu=QH.+[0 0 ... 0 dy,], (3.11)

para Q.= [d, d, ... di] de ordem n x (k+1).
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O cilculo dos autovalores p; de uma matriz tridiagonal Hy pode ser feito, como ja dito anteri-
ormente, através de varios algoritmos. Denotando com w; os autovetores de Hy, correspondentes aos
autovalores p;, podemos determinar os autovetores v; de A por

vi = Quw;,
porque, se Hyw; = pyw;, entdo (3.11) mostra que

Av; = AQyw; = QuHLw; + Wi iy = pevj + Wiy,

onde wy.; denota a (k+ 1)isima componente do vetor w;.
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Conclusao

Como vimos nos capitulos 1 e 2, as duas formas de recorréncia do MGC apresentadas, a de
trés termos ¢ a de dois termos, sdo validas quando a matriz A do SELAS Ax=b ¢ a. p. d. em relagiio
ao produto interno usado no algoritmo de cada forma. Esse fato, que generaliza a construgfo dos algo-
ritmos do método, embora teoricamente correto, nio ¢ diretamente utilizado na pratica, porque requer
que encontremos uma matriz s. p. d. W tal que WA seja s. p. d. ¢ WA = A'W, para definir o produto
interno, o que ¢ muito dificil, mesmo que a ordem n de A seja pequena. A matriz A dos coeficientes
de grande parte dos SELAS oriundos de problemas de aplicagdo ¢ s. p. d., ¢, nessc caso, que ¢ uma
particularizacdo do caso geral que apresentamos, tomando o produto interno usual, os algoritmos do
método podem ser utilizados para a busca da solugdo. Mas, ¢ aqui estd uma primeira utilidade da ge-
neralidade de nossa exposic¢do, sendo A s. p. d.. podemo-nos valer do produto interno definido pela
propria A ou por sua inversa. Particularizando ainda mais, o0 método fornece excelentes resultados
quando A ¢ esparsa e o SELAS ¢ bem condicionado, como no Exemplo 2.10. Nem cogitamos na apli-
cagdo do método quando A ¢ grande e nio-esparsa, devido ao enorme numero de operagdes envolvidas
no processo. A questdo do mau condicionamento do sistema pode ser contornada com o uso de uma
matriz precondicionadora C, s. p. d., que transforma o sistema original num equivalente no sentido de
terem ambos a mesma solugdo, e, mais importante, que define o produto interno nos algoritmos do
método. O fato ¢ que pode existir uma estreita relagio entre a matriz precondicionadora e o produto
interno definido para resolver o SELAS precondicionado, ou seja, a matriz que precondiciona pode
definir também o produto interno, e este ¢ um segundo ponto que empresta importincia a generalida-
de em relagéo ao produto interno do MGC, conforme o desenvolvimento deste trabalho.

O algoritmo (1.21) da forma de recorréncia de trés termos do MGC envolve teoricamente,
como vimos na sec¢do 2.9, um numero maior de operagdes que o algoritmo (2.21) da forma de recor-
réncia de dois termos. Para compararmos o custo computacional das duas formas, devemos imple-
mentar os algoritmos numa mesma seqiiéncia l6gica, em uma linguagem escolhida, e executar os
mesmos numa unica maquina. Com esse objetivo ¢ seguindo esses critérios, implementamos um algo-
ritmo para cada uma das formas, na linguagem do MATLAB, que aplicamos no Exemplo 2.10. O
resultado foi o esperado, ou seja, o nimero de operagdes geradas com a forma de recorréncia de trés
termos foi maior que o nimero da forma curta.

Nido ¢ por acaso que os programas, encontrados na literatura para resolver SELAS pelo
MGC, sio implementages do algoritmo da forma de recorréncia de dois termos. Na verdade esses
programas supdem a matriz do SELAS s. p. d. ¢ usam precondicionamento. Com isso o custo com-
putacional € menor ¢ € contornado o problema do mau condicionamento do sistema. Quando este ¢
bem condicionado, escolhemos como matriz precondicionadora a matriz identidade e o produto inter-
no no algoritmo do método € o usual.

Queremos ainda acrescentar que o que apresentamos sobre 0 MGC justifica o fato dele ser
hoje tdo utilizado pela comunidade cientifica. Acreditamos que a popularidade dele deve-se a muitos
fatores, dentre os quais citamos: tem uma propriedade de otimizagdo relevante, o que geralmente im-
plica convergéncia em muito menos iteragdes que as correspondentes a propriedade da terminacdo
finita; a rapidez da convergéncia pode ser bastante melhorada com o emprego de técnicas de precon-
dicionamento; o método ¢ livre de parimetros (isso ndo ocorre, por exemplo, no método SOR), o que o
torna simples de ser aplicado; a forma de recorréncia de dois termos torna o tempo de execugdo e os

54



requisitos de armazenagem aceitdveis; o método pode ser aplicado a SELAS ndo simétricos, singula-
res e quase singulares. Nesses tiltimos, depois que certas transformacdes sdo aplicadas ao sistema.
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Apéndice

Soluciio do Exemplo 2.10. Esse exemplo foi resolvido no software MATLAB, com o auxilio dos
programas mgc3t.m ¢ mgc2t.m, de nossa autoria.

(a) n = 3000

»i=1:3000;

na=sparse(i.i.4);

»j=1:2999;
»d=sparse(j.j+1.-1).d=[d:zeros(1,3000)];
»c=sparse(j+1.j.-1):c=[c zeros(3000,1)]:
wior k=1:1500

b(2¥k)=2;

b(2*k-1)=-1;

end

»b=b";

»xo=randint(3000,1.2,1);

»format long:iter=100;tol=1¢-15;

»[x1.nl.errl,sucl=mgc2t(A.b.xo.itcr.tol);
elapsed time =
0.83000000000000
flops=
2264983
nl =
31
errl =
6.794182415340612¢-016
suc =
0

» [x2.n2.err2,suc]=mgc3t(A,b,xo,iter,tol);
clapsed_time =
1.32000000000000
[ lops=
2754181
n2=
31
crr2 =
6.794182415340597¢-016
suc =
0
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» normdif=norm(x2-x1)
normdif =
1.206401203204102e-014

(b) n = 4000;

»1=1:4000;,

na=sparsc(i.i.4);

»j=1:3999;
»d=sparse(j.j+1,-1);d=[d;zeros(1,4000)];
ne=sparse(j+1.j,-1).c=[c zeros(4000, 1)];
»for k=1:2000

b(2¥k)=2;

b(2*k-1)=-1;

end

»b=b";

»xo=randint(4000,1,2,1);

»format long;iter=100;tol=1¢-15:

» [x1.nl,errl suc]=mecg2t(A,b,xo,iter,lol);
clapsed_time =
1.43000000000000
flops =
3019965
nl =
31
errl =
7.575421742913401¢-016
suc =
0

»[x2.n2.err2 sucl=mgc3t(A.b,xo.iter,tol);
elapsed_time =
1.70000000000000
f lops=
3672181
n2=
3
err2 =
7.575421742913410e-016
suc =
0

» normdif=norm(x1-x2)
normdif=
1.435376190864308e-014
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Programas construidos, no MATLAB, para ilustrar o Exemplo 2.10.

(a) M-file mge2t.m

function [x,n.err.suc|=mgc2t(A.b.x.iter,tol)

%Esse algoritmo implementa a forma de recorréncia de dois termos do MGC,
Yopara resolver SELAS Ax =b.

%
%o
%
%
%
%
%
%
%
Yo
%
%
Y%

Entrada

Saida

A, matriz s. p. d. do SELAS;

b, vetor coluna dos termos independentes;
X, aproximacdo inicial;

iler, nimero maximo de iteragdes;

tol, tolerdncia para o erro.

X. solugdo obtida;

n, namero de iteragdes realizadas;

err, cstimativa de erro;

suc, estimativa do sucesso.

suc=1, a tolerancia foi atingida;
suc=0, niio ocorrcu a convergéncia para o numero de iteragdes;

clapsed_time, tempo gasto, cm segundos, na execugiio do programa;
f. niamero de flops realizadas.

%Vania M. P. Slaviero. Novembro de 1997.

tic
flops(0);
suc = 1;
n=0:

r=A*x-b.d=-r.err=norm(r);
while (n<=iter)&(crr>tol)

n=n+1;h=A*d;
p=(r*n)/(d"*h);
x=x+p*d;

r=r+p*h;

k=(r'*h)/(d"*h);
=-r+k*d;
err=norm(r);

end

if( err > tol )suc = 0:; end

=flops
toc

(b) M-file mge3t.m

function [x,n.err.suc|=mgc3t(A b.x.iter,tol)

Y%Esse algoritmo implementa a forma de recorréncia de trés termos do MGC,
Yopara resolver SELAS Ax=h.

%
%
%
%

Entrada

A, matriz s. p. d. do SELAS;

b. vetor coluna dos termos independentes;
X, aproximacdo inicial;

iter, nimero maximo de iteragdes;
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% tol, tolerfincia para o erro.

% Saida X. solucdo obtida;

% n, namero de iteragdes realizadas;

% err, estimativa dc erro;

% suc, estimativa do sucesso.

% suc=1, a tolerdncia foi atingida;

Yo suc=0, nio ocorreu a convergéncia para o namero de iteragdes:;

Yo clapsed time, tempo gasto, em segundos, na execugio do programa;
% f, nimero de flops realizadas.

%Vinia M. P. Slavicro. Novembro de 1997.

tic
flops(0);
suc = 1;

n=0;

r=A*x-b:ar=A*r;beta=r"*r/(r'*ar).alfa=1 err=norm(r);

p=0:q=0:

while (n<=iter)&(err>tol)
xvelho=x;rvelho=r;n=n+1;
x=alfa*x+(1-alfa)*p-beta*r,
r=alfa*r+(1-alfa)*q-beta*ar,
ar=A*r;r=r"*r.p=xvclho.q=rvclho;
beta=((r*ar/rr)-(rr/(q"*q))*(beta\1))\1:
alfa=beta*r'*ar/rr;
err=norm(r);

end

if( err > tol )suc = 0; end

=lops

toc

Programa construido, no MATLAB, para ilustrar o Exemplo 3.8.4.1.

M-file lanczos.m
function [x,esc.d,R,S|=lanczos(A.C,b,do)

%Resolve um SELAS Ax = b pelo método de Lanczos na versdo A-ortogonal,
%com precondicionamento.

% Entrada A, matriz do SELAS;

Yo C, matriz precondicionadora;

Y% b. vetor coluna dos termos independentes;

% do, vetor coluna inicializador do processo.

% Saida X, solugiio do SELAS;

% esc, vetor coluna formado pelos escalares alfa;

% d, matriz cujas colunas sdo formadas pelos vetores de Lanczos;
Y% R, vetor linha formado pelos escalares r;

% S, vetor linha formado pelos escalares s.

%Qs escalares 1 ¢ s sdo componcentes da matriz T=tridiag(1,r(i),s(i)).
%Vania M. P. Slavicro. Novembro dc 1997.
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[n.n]=size(A);

d=[do].

ad=A*d(:;,1);matr=C\A;

a=(d(:,1))"*b/((d(:, 1)) *ad);r=(matr*d(:, 1)) *ad/((d(;, 1)) *ad);s=0;p=0:R=[r].S=[s]:

esc=[a];x=[a*(d(:,1))'];

for i=2:n
d(:,i)=matr*d(:,i-1)-r*d(:,i-1)-s*p:
p=d(:,i-1);
advelho=ad:
ad=A*d(..1);
a(i)=(d(:.1))*b/((d(:, D)) *ad);
esc=[esc:a(i)];
r=(matr¥*d(:..i))*ad/((d(..i))"*ad);
R=[R 1];
s=(d(:,i))"*ad/((d(:,i-1))"*advelho);
S=[S s];
x=[x:a(i)*(d(.1)']:

end

x=sum(x);
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