UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
. INSTITUTO DE MATEMATICA
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Simulacao em Variaveis
Primitivas de Escoamentos
Incompressiveis com
Atualizacao Direta e Explicita
para Pressao

por

Rodrigo Barcelos Platte

Dissertacao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de
Mestre em Matematica Aplicada

Prof. Julio Cesar Ruiz Claeyssen
Orientador

Porto Alegre, janeiro de 1998.



CIP - CATALOGACAO NA PUBLICAGAO

Platte, Rodrigo Barcelos

Simulacao em Varidveis Primitivas de Escoamentos
Incompressiveis com Atualizagdao Direta e Explicita
para Pressao / Rodrigo Barcelos Platte. — Porto Ale-
gre: CPGMA da UFRGS, 1998.

67 p.: il.

Dissertagdao (Mestrado)—Universidade Federal do
Rio Grande do Sul. Curso de Pés-Graduagao em Ma-
tematica Aplicada, Porto Alegre, 1998. Claeyssen,
Julio Cesar Ruiz, Orient.

I. Titulo.

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

Reitor: Profa. Wrana Panizzi

Pré-Reitor de Pesquisa e Pés-Graduagao: Prof. José Carlos Ferraz Hennamann
Diretor do Instituto de Matematica: Prof. Aron Teiteibam

Coordenador do CPGMA: Profa. Maria Cristina Varriale

Bibliotecaria-Chefe do Instituto de Matematica: Carlos Brandao Schwab

1



AGRADECIMENTOS

Agradeco ao Professor Julio Claeyssen pela orientagao e apoio, nao sé no de-

senvolvimento deste trabalho, mas em toda minha formacao académica.

Agradeco aos pesquisadores do Laboratério Associado de Computagao e Ma-
tematica Aplicada (LAC) / INPE pelo estédgio de pesquisa, em especial ao Professor Haroldo

F. de Campos Velho por suas sugestoes, presteza e interesse para com meu trabalho.

Agradeco a Professora Elba Bravo pela oportunidade de ter acesso ao seu tra-

balho de pesquisa.

Agradego aos colegas do CPGMAp, pelo companheirismo, em especial ao Wag-
ner, que auxiliou e acompanhou o desenvolvimento deste trabalho, e a0 German por quem

tenho grande admiragao.

Agradeco ao Centro Nacional de Supercomputacao (CESUP) / UFRGS pela

disponibilidade de seu equipamento.

Agradeco ao CNPq pelo apoio financeiro.

il



Indice

LISTA DE FIGURAS

................................. vi
LISTA DETBABELAS ;. 0o momsevein e g s e dnsn gs s viil
BESUME)Y, 45 - 25 s 32 P o d A e R Ve vl B % 158 5o w0 s w5 s i 1 0 X
ABEBTRALT & o oovs o5 mom e g s s 5 5 8 9 8 Ok 5 55 % 858 5 6 5 %0 6% 8 % 0@ % G X
] TEHONYERT . 5 s vmvs e SoE PRl 5% 8 50 85 £ 6 S wmem m s i
2 EQUAGCOES BASICAS . . . . . ot it s 3
2.1 Equagao de Poisson paraa Pressao . .. ... ... ... ........ 3
2.2 Condicoes de Contorno paraa Pressao . . . . . ... .......... 5
2.3 Condicso de Conipatibilidade . « « v o« v o v s 0 06 0 7% 608 8 50 o 7

3 DISCRETIZAGCAO DAS EQUAGOES DE QUANTIDADE DE MOVI-
NIENEEY 2 ¢ 22424 PEO2SEe PETAE RS 25 HEE S U8 54 & 50 womis 8
8.1 Observagoed sobie A Grade . .o oo b5 ¢ o e e a9 % 506 0 & 50 2@ 3 9
&2 1ioerelizot8o BOgcia] v s cc o mw ot 06 2 m D nnd B b AT 8 S b 10
3.3 Daiseretizacho Temiporal: « « v os i vau o swe v m e w6 55w 5w 11
3.4 Meétodo de Euler-Lagrange ou Semi-Lagrangeano . . ... ... ... 13

3.5 Estabilidade Linear dos Métodos para a Equacao da Conveccao-
ENEEBT e s w8 P T WA OLE s R EGS e sEDsvne 2255 MR Be 16

4 DISCRETIEZACAO E RESOLUCAO DA EQUACAO DE POISSON
DA PRESSEALT . 466 3 H8+ SEE BB RS 25 ARRMER S5 n wm v s w 23
4.1 Métodos de Correcioda Pressao . . .. ... ... v v v vnn 24

4.2 Discretizacao das Condigoes de Contorno da Pressao e a Condigao
deUnmpatibihdodd « . cmas R s T EE L4 SIS HEME BT 220 25

4.3 A Resolugao da Equagao de Poisson da Pressao de Maneira Direta
ST s AP LSt Nt PN ERSE 2D Ll s cER LB ER Y 28

4.4 Estudo do Erro do Calculo da Pressao na Equacao da Continuidade 30

UFRGS
SISTEMAS DE BIBLIOTECAS
BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICA



§ DOMINIOS TRIDIMENSIONAIS 5520 5956 655 6% 82 560 e 32
5.1 Equagoes Basicas . . . ... .. .. ..., 32
5.2 DiscretizacBodas BamacBes' « . o . o ww w55 6 5w % 5 n 5 5% 5 0% s 33
5.3 Discretizagao e Resolugao da Equagao da Pressao . . . ... ... .. 34

6 SIMULAGOES COM O PROBLEMA DA CAVIDADE . ......... 36
6.1 Comparagao Numeérica dos Métodos . . . . . . ... ... ....... 37
6.2 Erros no Calculoda Pressao . .. ... ... ............... 45
B8 Canvidades Profesdas . « s wswry s i a 55w wom s v va o s 50
6.4 Cavidades Rasas . . . . ... ... ..ottt enmennnn 55
8.5 A Cavidade Tridimensional « .« vowovwis 20 cimowin & 5w e s 59

7 COMENTARIOS FINAIS . . . . . i ittt it et et et e e e 62

BIBLIOGRAPFIR. o o o vomos wm som omw s 8o v % 6§ 9085 8w 65 465 % 2% 64



Figura 2.1
Figura 3.1

Figura 3.2
Figura 3.3

Figura 3.4
Figura 6.1
Figura 6.2

Figura 6.3

Figura 6.4

Figura 6.5

Figur_a 6.6

Figura 6.7

Figura 6.8

Figura 6.9
Figura 6.10

Figura 6.11

Figura 6.12

Lista de Figuras

Sisterns carteateno Jotal 8P { v v s v s s e m s e R v © 6
(a) Grade Alternada (b) Grade Mista . . . . ... ............ 9
Grade Euleriana-Lagrangeana . . . . . . ... ... ... ......... 15
Areas de estabilidade para dif. centrais e (a) Euler explicito; (b) Adams-

Bash. de 2° ordem; (c) Adams-Bash. de 3 ordem. . ... ... ... .. 20
Areas de estabilidade para (a) Upwind e Euler explicito; (b) Euler-Lagrange. 21
Problema da Cavidade . . .. ... ... ................. 36
Comparagao do métodos para Re = 400: (a) componente horizontal da

velocidade ao longo de z = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao
loage @ gmillls: v v v e w o 4 B A B R B s § e 8 R 38

Comparagao do métodos para Re = 1000: (a) componente horizontal da
velocidade ao longo de z = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao
IO e T 00 + 0% d 55 96 L & 5w 5 50 B 6 i E R e R S 39

Comparagao do métodos para Re = 5000: (a) componente horizontal da
velocidade ao longo de z = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao
ORGP =00 v v e U AR RS E B DR e e e W 40

Campos de velocidades normalizados relativos aos perfis de velocidade. . 43

Campo de velocidades normalizado do estado estacionario do escoamento
de Re = 5000 obtido com o método de Euler-Lagrange: (a) com grade
mista; (b) com grade-alteriada, . « s cswi o samen se 56 0 E w S 44

Re = 400: (a) Monitoramento de maml%“fl, onde a pressao foi calculada
de maneira iterativa. (b) Monitoramento da pressao no ponto central da
CEVTdEHE: o i AR LG M I P P H R R F R Y 45

Monitoramento do médulo da velocidade no centro da cavidade para di-
ferentes passos de tempo (Re =10000). . . . . . .. ... ... ...... 46

Monitoramento de max]%‘f] para diferentes passos de tempo (Re = 10000). 47
Monitoramento de maz|V.u| para diferentes passos de tempo (Re = 10000). 48

Monitoramento da pressao no centro da cavidade para diferentes passos
detenpo{RE=1000); w:sscwis ismsmemanmamuin s &6 o 49

Campo de velocidades normalizado para At = 0.01 e Re = 10000 nos
instantes de tempo (a) t=100e (b) ¢ =1000. . .. ... ... ... ... 49

vi



Figura 6.13 Campo de velocidades normalizado para At = 0.005 e Re = 10000 nos

instantes de tempo (a) t=100e (b) t=1000. . . .. ... .. ...... 50
Figura 6.14 Campo de velocidades normalizado, A = 1.25 - (a) ¢t = 10; (b) t = 25; (c)

G P ) B s it s S N A A SRS 28 s bl S I s 51
Figura 6.15 Campo de velocidades normalizado, A = 1.5 - (a) t = 10; (b) t = 30; (c)

S Bly bl Bl wos o h 2w s SR b S K e g 52
Figura 6.16 Campo de velocidades normalizado, A = 2 - (a) ¢t = 10; (b) t = 35; (c)

F R P 5o n as waE R R B 53
Figura 6.17 Campo de velocidades nao-normalizado da configuragédo final na cavidade

2B A=125 b)A=15l A=2: sosissoscnsmsisbans 54
Figura 6.18 Campo de velocidades normalizado, A = 0.8 - (a) ¢t = 5; (b) ¢t = 10; (c)

R P i s s 3R SR ae 4% A5 d KA A 55
Figura 6.19 Campo de velocidades normalizado, A = 0.666... - (a) t = 4; (b) t = §;

(gt 18 ) BESTIOE. v & % B0 P Y B R 5 oh 5 g e e 56
Figura 6.20 Campo de velocidades normalizado, A = 0.5 - (a) t = 4; (b) ¢t = 8; (c)

E=12 (d) 2 =120, . . o e e 57
Figura 6.21 Campo de velocidades nao-normalizado da configuragao final na cavidade

de () A =08 (BY A=00660 ;8 A=08F s sowsnsmiw 26 4 a 58
Frpurs8.22 CoidndelOnbIom. o « x ou v v oo meoe o m 5o @ oo B w8 o KO8 o W E 6 o 59
Figura 6.23 Escoamento na Cavidade Cubica com Re = 400 a) Perspectiva; b) Vista

Lateral; ¢) Vista Superior e d) Vista Frontal. . . . . . . .. .. ... ... 60
Figura 6.24 Campo de Velocidades Normalizado, a) Planos de Corte; b) Vista Lateral;

c) Vista Superior ed) Vista Frontal. . .. ... .. ............ 61

Vil
UFRGS

SISTEMAS DE BIBLIOTECAS
SIBLIOTECA SETCRIAL DE MATEMATICA



Tabela 3.1
Tabela 6.1
Tabela 6.2

Tabela 6.3

Tabela 6.4

Tabela 6.5

Tabela 6.6

Tabela 6.7

Lista de Tabelas

Valores dos coeficientes do metodo de Adams-Bashforth.
Valores da componente horizontal da velocidade em @ = 0.5 para Re = 400. 38

Valores da componente horizontal da velocidade em = = 0.5 para Re =

Diferenca dos métodos em relagdo aos resultados de Ghia et al. para
malha 100 X 100 (Re=4D00). v cs v v sm b vsms@aw viws s 41

Diferenca dos métodos em relacao aos resultados de Ghia et al. para
malha 129 % 120 (Re=400). .. ¢ s s wnmvs 80 smen ni ga i 41

Diferenca dos métodos em relagao aos resultados de Ghia et al. para

malha 100 X 100 (Re=5000). . . . .« + vt o v 4 v a o v v vt o emem s 42

Diferenca dos métodos em relagao aos resultados de Ghia et al. para
malha 129 x 129 (Re =5000). . . . . . . .« o o i v v i it e 42

viil



RESUMO

No presente trabalho estudam-se diferentes técnicas explicitas, em diferencas
finitas, no emprego de algoritmos do tipo velocidade-pressao para simulacdo de escoamentos
incompressiveis. O método de resolucao da pressao de maneira direta e explicita, introduzido
por Bravo e Claeyssen [BRA 97a], é analisado. Faz-se uma aproximagao para o erro causado

por esta técnica, e verifica-se como isto afeta a equagdo da continuidade.

As simulacgoes sao realizadas na cavidade quadrada, comparando-se os diferen-
tes métodos e validando as aproximagoes realizadas no estudo do método de resolucao da
pressao. Além disso, simula-se o escoamento em cavidades profundas e rasas, observando-
se a formacao de vdrtices e distribuicao de energia cinética. Simulagées do escoamento na

cavidade cibica também sdao apresentadas.
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ABSTRACT

In this work different explicit technics in finite defferences in the application of
velocity-pressure algorithm to simulate incompressible flows have been studied. The direct
and explicit method of pressure resolution, introduced by Bravo and Claeyssen [BRA 97a]
is analyzed. An approximation to the error caused by this method is made, and how this

affects the continuity equation is verified.

The simulations are made in a square cavity, comparing the differents methods
and validating the approximations made in the study of the pressure resolution method.
Besides this, flow in deep and shallow cavities is simulated, observing the formation of
vortices and kinetic energy distribution. Simulations of the flow in the cubical cavity are

also considered.
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1 INTRODUCAO

Problemas em dinamica dos fluidos vém sendo estudados faz um longo tempo.
Ha pelo menos trés decadas atrds, resultados de simulacoes computacionais de escoamentos
ja podiam ser encontrados. Em 1967, por exemplo, Chorin [CHO 67] simula o escoamen-
to incompressivel em um canal, utilizando variaveis primitivas. Em 1978, Tuann e Olson
[TUA 78] fazem uma revisao dos métodos computacionais em escoamentos recirculantes,
comparando esquemas de diferengas finitas e elementos finitos. Nesta época ja foi observado
o grande nimero de técnicas numeéricas existentes para tal fim. Dezenove anos depois, estas

técnicas estao muito mais diversificadas.

Os métodos do tipo velocidade-pressao em diferencas finitas. contudo, em geral
sao de natureza iterativa ( [HIR 90] e [ROA 82] ) e sem condi¢des iniciais para a pressao.
Recentemente, tém-se testado a conveniéncia de incluir uma condi¢ao do tipo Neumann
para a pressao [ABD 87] acoplada a um campo de pressao inicializado [BRA 97a], onde foi
desenvolvido um algoritmo explicito e direto para a pressao. Contudo, em tal obra utilizou-se
o método Euler explicito no tempo e diferengas centradas no espago para a integragao das
equagoes de momentum. o que é fortemente restritivo quanto as condicoes de estabilidade,

e mesmo assim bons resultados foram obtidos.

Com o objetivo de ampliar esse estudo, neste trabalho incorpora-se os métodos
de Adams-Bashforth e Euler-Lagrange para o calculo das equacées de movimento. Estes
esquemas sao explicitos e com menos restrigoes para a estabilidade numérica. Além disso,
o método de Adams-Bashforth a ser apresentado é de ordem de aproximacao superior ao
desenvolvido no trabalho mencionado. Também, estende-se o esquema de passo unico para

a pressdo para dominios tridimensionais.

A abordagem para a obtencao da pressao apresentada em [BRA 97a] ¢ rdpida
e de facil implementacio, contudo, esta técnica introduz um erro. Faz-se uma aproximagcao

para este erro e estuda-se como ele pode afetar a equagao da continuidade.

Os resultados numéricos sao gerados para o problema da cavidade. Cavidades

gquadradas tém sido usadas frequentemente para testar e avaliar métodos numeéricos em
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dinamica dos fluidos. Além disso, fendomenos fisicos importantes sio observados em tal
dominio, tal como a bifurcagao de Hopf [SHE 91]. Alguns trabalhos tém generalizado este
estudo para cavidades retangulares [GOO 90]. E aplicagdes praticas importantes existem
para este tipo de escoamento, tal como a simulagio de ventos em vales ou entre edificios

[MES 95] e serve ainda como modelo para a produgao de diversos aparelhos [POL 95].

Nesta obra, primeiramente compara-se as diferentes técnicas de aproximacao
para as equacoes de quantidade de movimento, tomando-se como referéncia os resultados de
[GHI 82]. Posteriormente, verifica-se como os resultados podem sofrer pequenas modificacoes
com a compressibilidade numérica introduzida por erros no calculo da pressao. Além disso
simula-se escoamentos em cavidades rasas e profundas, observando-se como a variagao do
dominio influencia o escoamento, isto é, na distribuicao de vortices e energia cinética. Os
resultados sdao gerados para nimeros de Reynolds ( Re ) entre 100 e 10000 sem modelos para

a turbuléncia. Simulacoes do escoamento na cavidade ciibica também sao apresentados.

Assim, o trabalho esta dividido em sete partes, sendo que a primeira e a iltima
sdo a introdugdo e os comentarios finais. A segunda parte trata da apresentacao das equagdes
do continuo para escoamentos incompressiveis, onde deriva-se a equagao para a pressao,
seguindo [GRE 87]. Em seguida sao feitas as discretizacoes das equagdes de quantidade de
movimento com diferentes métodos e grades. Na quarta parte, as equacao discretas para a
pressao sao desenvolvidas, um estudo de como os erros numéricos podem afetar a perda da
incompressibilidade e como a equacdo de Poisson da pressdo pode ser resolvida de maneira
direta sio mostrados. Posteriormente estende-se os resultados para dominios tridimensionais.
Por fim, na quinta parte, os resultados numéricos para cavidades quadradas, rasas, profundas

e cibicas sdo exibidos, estudando-se aspectos fisicos e numéricos dos dados.



2  EQUACOES BASICAS

As equacoes de Navier-Stokes, transientes, incompressiveis, para u(x, t) e p(x, )
(velocidade e pressdao cinemadtica, isto é, pressao dividida pela densidade), munidas de con-

digGes iniciais e de contorno para a velocidade, conformam o seguinte sistema diferencial:

%—?+u.vu+vp=uv2u, t>0 (2.1)
V=0 (2.2)

u(x,0) =up(x), x emQ=Q @ (2.3)
u=w(x,?) em ['=090. (2.4)

Aqui §2 é uma regidao limitada, ' sua fronteira, e o campo de velocidades inicial ug é

solenoidal em (2

Vaug=0 em . (

!v
o
S

Do sistema formulado, tem-se a velocidade normal inicial

uo.n = w(x,0).n em I. (2.6)

2.1 Equacao de Poisson para a Pressao

Para obtengdo de uma equagao para a pressao bem como suas condigoes de

contorno (préxima segao), sera seguido o procedimento apresentado em [GRE 87].
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Assumindo diferenciabilidade apropriada, a Equacao de Poisson para a Pressio

¢ obtida aplicando primeiro o operador divergéncia & equagao (2.1),

V. (86—‘: + u.Vu) + V?p =vV.(V). (2.7)

Logo, assumindo que div e % podem ser comutados, e usando a identidade
Vu=V(Vau) -V xV xu

e o fato que div rot de um campo vetorial é zero, obtemos

V.(u.Vu) + V% = (v V?0 - %—?) em (), (2.8)

onde © = V.u é a divergéncia da velocidade.

Mas, por (2.4) e (2.6), tem-se que (2.2) aplica-se “em todo lugar e em todo

tempo”, isto é,
Vu=0 em Q para t>0. (2.9)
Assim substituindo (2.9) em (2.8) obtém-se a equacao de Poisson para a Pressao (EPP)

Vip=-V.(u.Vu) em Q para t>0. (2.10)

Embora (2.1) e (2.9) implicam (2.10), porém, nem sempre (2.1) e (2.10) impli-
cam (2.9). Isto pode ser visto como segue: Subtraindo (2.10) de (2.7) obtem-se

V. (a—u—uvzu) =0 em Q,
ot

a qual é, depois de comutar os operadores, a equacao de Fourier para O, isto é,

00

—_— = 2 g
Y vV<O

UFRGS
SISTEMAS DE BIBLIOTECAS
BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICS



2 Equagées Bésicas 5

Desde que © ¢ inicialmente zero em 2, por (2.5), este permanecera zero se, e

[Zic)

somente se © ( ou 7= ) é mantido zero em I

Por outro lado considere-se a seguinte EPP equivalente.

V%p = V.(vV?u —u.Vu) . (2.11)

Uma andlise similar nos permite obter
2 Va)=0 em §) 2.12
5(vu)=0 em Q, (2.12)

desconsiderando assim o valor de © em I'. Integrando (2.12) no tempo obtem-se V.u = g(x)
; isto é, V.u é independente de t. Mas por (2.5) tem-se que V.ug = 0, e como V.u = g(x)
para todo %, teremos entao que g(x) = 0. De modo que, (2.1) e (2.11) implicam (2.9), sendo

assim um problema bem posto.

2.2 Condigoes de Contorno para a Pressao

Focalizando um dominio bi-dimensional suficientemente regular, assume-se que
um sistema de coordenadas cartesianas com u = (u,,u,) = (u,v) sera utilizado e que um
sistema, cartesiano local pode ser erigido em cada ponto em [' tal que a normal local em
I' coincida com um de seus eixos. Uma anadlise similar pode ser feita para um dominio

tridimensional suficientemente regular.
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Figura 2.1 Sistema cartesiano local em P

Denotando por n o vetor normal unitario que aponta para fora e por 7 o vetor

tangente unitdrio em I' como mostra a Fig. 2.1, temos as seguintes identidades em I':

9* 9 0* 0

2= = 9
Ly dz? ? dy?  On? t o \43)
e
( d d
V=u— ) = Un T 2.
B T Wiy, iy T (2.14)

onde as derivadas com respeito a n sao unilaterais.

Agora para completar a especificagao do problema para a pressao, devemos co-
locar condigoes de contorno em I'. Como (2.10) e (2.11) sao equacoes derivadas, as condic¢oes
de contorno devem também ser derivadas. Uma maneira ébvia de fazer isto é simplesmente
aplicando (2.1) na prépria fronteira. Mas como (2.1) é uma equagao vetorial e uma con-
dicdo de contorno escalar é requerida, deve-se fazer uma escolha para fornecer uma condigao
de contorno para (2.10) e (2.11): ou a normal ou a projecao tangencial de (2.1) sobre I'.

Escolhendo a primeira op¢ao obtemos

du,

ot

_0p _ 2
n.Vp_an = yV un—'(

- u.Vuﬂ) em [ parat >0 (2.15)



~J

2 Equacgoes Bdsicas

de modo que as equagoes (2.10)-(2.11) e (2.15) formam um problema de Neumann para

a pressao.

2.3 Condicao de Compatibilidade

A solucao da equagao de Poisson para a Pressao (2.10) com condigoes de con-

torno de Neumann (2.15) existe se a identidade de Green é satisfeita [JOH 78], isto é:

]/ V2p dQ:fp,, dr (2.16)
9] r

onde I' = 90 é o contorno da fronteira da area do dominio de solugao , p, =n.Vp, e n

¢ o vetor normal a fronteira I'.

E importante salientar que para uma boa convergéncia da equacao de Poisson

na forma discretizada, a condigao (2.16) deve ser satisfeita exatamente [ABD 87], isto é,

> V=3 %’;"f (2.17)

1,7€0 1,j€l



3 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE
QUANTIDADE DE MOVIMENTO

As equagoes de Navier-Stokes adimensionais para o escoamento de um fluido

viscoso, incompressivel, bidimensional em suas variaveis primitivas sao dadas por

Ou Ou du  0Op *u  0%u
FHERTE = e L
c)v 81} dv _Op d*v 8211
— 9
‘oz + ”ay Ty T Re Rc 6;1"? oy? (%2)
Ju Ov
AR a O :
dz 3 dy (3-4)

onde u(z,y,t) e v(z,y,t) sao as componentes da velocidade nas diregoes z e y respectivamen-
te, p(z,y,1) € a pressao cinematica e Re é o nimero de Reynolds, o qual é suposto constante

nao negativo.

As equagoes (3.1) e (3.2) podem ser resolvidas numericamente de diversas for-
mas, porém este trabalho trata de métodos explicitos em diferengas finitas. Neste capitulo,
apresenta-se duas formas diferentes para a discretizagao de (3.1) e (3.2): a aproximacao
Euleriana e a aproximacao Semi-Lagrangeana. A diferenca entre as duas abordagens ocorre

na derivada temporal e nos termos convectivos de (3.1) e (3.2).

UFRGS
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3 Discretizagao das Equagdes de Quantidade de Movimento 9

3.1 Observacoes sobre a Grade

(a) (b)
" Vi j+1 Vit1,5+1
Vij+1 Uy 541 Uit1,541
—
b
uiv.? X O x u“"'l‘j U : v :
e %) =+1,7
piy Uiz Uit1,)

Figura 3.1 (a) Grade Alternada

(b) Grade Mista

Um fator fundamental na discretizacao das equagoes de Navier-Stokes é a es-

colha da grade. Varias discussoes sobre este assunto podem ser encontradas na literatura

[MAL 95], [PAT 80] e [FER 96]. Os principais tipos de grade sao a alternada, onde os valores

de u, v e p sdo calculados em pontos diferentes, como pode ser observado na figura 3.1 (a),

e a grade co-localizada (nao-alternada), onde estes valores sao calculados em um ponto em

comum. Algumas dificuldades com uso de grade nao-alternada podem ser encontradas em

[PAT 80], como a conservagao da massa global. Porém, em [MAL 95] é mostrado que grades

co-localizadas sao viaveis, principalmente em dominios complexos. Além disso pode-se fazer

variagdes com u e v no mesmo ponto e p separado [HIR 74], [WET 97] (fig. 3.1 (b)). Esta

abordagem ¢ muito ttil no método Euler-Lagrange, onde é necessario uma integragao em

cada ponto contendo u e v para a obtencao de trajetérias. Neste trabalho implementa-se al-

goritmos utilizando malhas alternadas e mistas, para tanto, adota-se as seguintes convencoes:

1. Grade alternada

2. Grade mista

u;; = u(iAz, (j+ 1/2)Ay)
vij = v((i+1/2)Az, jAy)

pi; = p((i +1/2)Az, (7 +1/2)Ay)

u;; = u(iAz, jAy)
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vij = v(iAz, jAy)

pij = p((i +1/2)Az, (j +1/2)Ay)

3.2 Discretizacao Espacial

Esta se¢do, bem como a proxima, tratam da abordagem Euleriana das equacoes
de quantidade de movimento. Primeiramente apresenta-se as aproximacoes das derivadas

espaciais de (3.1) e (3.2) e posteriormente, mostra-se como a integracao temporal é executada.

Seguindo as idéias de Casulli [CAS 88] e Bravo [BRA 97a], as discretizacdes es-
paciais implementadas aqui sdo diferencas centradas de segunda ordem e up-wind de primeira

ordem. Assim, considere a representagao de (3.1) e (3.2) como

ou
5 = Fy(u,v) — Gi(p) (3.4)
dv
Fri Fy(u,v) — G(p) (3.5)

respectivamente. Assim, discretizando os termos das derivadas espacias de Fy e F, com

diferencas centrais obtém-se:

ity — Yiea,g

Uij+1 — Uij—)
Fi(u,v) = —u; j—— = — v s
I( ? ) wJ 2A$ |u'-J 2Ay
1 igry — 2ui5 + Wimyy | Uiger — 22U + Ui
(il .; 1, 3 L+l : J l) (3'().)
Re Az Ay
Vit1,j — Vi-1j Vig+1 — Vij-1
2(u,v) s =587 T 2Ay
1 wig1 =200 +Vim15  Vije1 — 2055+ v
e +1,3 |.; 193 + an""l ‘v; J 1 ) (3.7)
Re Az Ay

Observa-se que quando utiliza-se a grade alternada, v|,,, e ul,,, devem ser interpolados,

neste caso, utiliza-se interpolagao bilinear.
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Para o caso da aproximagdo up-wind, as diferengas na discretizacao de Fy e F,

dar-se-a nos termos convectivos, isto é,

8u u{,_]' — u,;.;_J

ek e Y (3.8)
g§=3i%éﬁﬁ e uiy; <0 (3.9)
g_: _ Wi —A‘;i.j—l - 0]y, >0 (3.10)
g_; —= u"%;u” se vy, <0 (3.11)
% e (3.12)
g§=ﬂﬂiiﬁi s ul,, <0 (3.13)
g_; _ Ui —A;i,j—l se v, >0 (3.14)
% _ U;“j-l-‘lA; Vi j i vi; <0 (3.15)

A aproximagao para (v e (3 € sempre feita com diferengas centrais. Assim, no caso da grade
alternada

Gu(p) = BRI (3.16)

Gl i (3.17)

No caso da grade mista a aproximacao utilizada é

) ij — Pi-1,j T Pij-1 — Pi-1,j- ‘

Gl(p) _ Pi; Pi-1,; ‘)Z; 1 Pi-1,j-1 (318)
(o) o Pid = Bt + Pictj = Pictjo

ey (3.19)
2(p) 2Ay

3.3 Discretizagao Temporal

Os métodos de discretizagao temporal além de afetarem a ordem de aproximagao
do algoritmo, sdo de fundamental importancia na obtencao da estabilidade numérica. Em

geral, para a obtencdo de esquemas incondicionalmente estaveis algoritmos implicitos devem
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ser implementados. Esta aproximagao, contudo, requer a solugao de sistemas nao-lineares.
Uma técnica utilizada para melhorar a estabilidade e ordem de aproximacao, sem resolver tais
sistemas, seriam os métodos preditor-corretor, por exemplo, o método de Adams-Bashforth

associado ao método de Adams-Moulton [GUS 95].

Apesar dos problemas com as restricoes das condigoes de estabilidade numérica
mencionados, neste trabalho estuda-se os métodos de Adams-Bashforth, que pertencem a
classe dos métodos explicitos de passos multiplos. Com esta técnica as equacoes (3.4) e (3.5)

podem ser escritas como:

ubt = u* 4+ At i ai[Fi(u,v) — Gi(p)] (3.20)
1=0
" = oF + AL i o[ Fa(u,v) — Ga(p)] (3.21)

I=0

onde k = t/At representa os passos no tempo e n, e o; definem um método especifico.

Tabela 3.1 Valores dos coeficientes do método de Adams-Bashforth.

g coeficientes ordem de
oy aproximacgao

1 ap =1 O(At)

2 ao=3/2, ay=-1/2 O(At?)

3 ao = 23/12, a; =—-4/3, a;=>5/12 O(At?)

O método utilizado por [BRA 95] é um caso particular de (3.20) e (3.21). Em
tal obra, implementou-se o método de Euler avan¢ado, onde as equagoes de momentum sdo

escritas como

uktt = of + At(Fy (uF,0%) = G (p")) (3.22)
o = o 4 AH(Fy(uF, oF) — Ga(pY)) (3.23)

onde t = kAL.
UFRGS

SISTEMAS DE RIBLIOTECAS
RIRNIOTECA SETORIAL DE MATEMATICA
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A tabela 3.3 apresenta os valores dos coeficientes, ¢;. e nimeros de passos, n,,
dos esquemas de integracdo que serao abordados na presente monografia, bem como suas

ordens de aproximagao.

3.4 Meétodo de Euler-Lagrange ou Semi-Lagrangeano

Com o objetivo de melhorar ainda mais a estabilidade numérica, mas traba-
lhando ainda com algoritmos explicitos, implementou-se o método de Euler-Lagrange. Esta
técnica utiliza aproximagoes lagrangeanas em um sistema de malha Euleriana fixa para dis-
cretizar os termos convectivos e viscosos. Colocando as equagoes (3.1) e (3.2) na forma

lagrangeana tem-se

du 1 0%« 0*u. Op

525@4_6_;;2)*% (3.24)
dv 1 0% 9%, 0p
e R-é(@ . @5) - 5:; (3.25)

onde d/dt é a derivada substantiva ou material.

Esta técnica difere-se das anteriores tanto nas aproximacoes da derivada tem-

poral quanto nas das derivadas espaciais dos termos convectivos.

Uma discretizacao explicita das equagoes (3.24) e (3.25) ¢

“i‘cjl = ’“-?-a,j-a _ _1_ “?—a-&-l.j—b = Quf—a,j—b o+ uf-a-l.j-b (3.26)
At " Re (Ax)? )
k k k
Ui ggbel — i o H U5 ‘
B = ‘) —~ Gi(p")
o — v L, _ L v apigon — 20 et O acni (3.27)
At " Re (Az)? )

k — ok X
R e SRR o SRR SN
& By)? 2(p")
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onde a e b sao tais que um elemento de fluido que estara no ponto (7, j) da malha no tempo
t + At, encontra-se no ponto (i — a,j — b) no tempo ¢. As discretizagoes de G;(p*) e Go(p*)
sao dadas por (3.16) e (3.17), para malhas alternadas, ou (3.18) e (3.19), para malhas mistas.

Assim o método de Euler-Lagrange pode ser escrito na seguinte forma:

k'j'-l - ui a_;r-b + At[Fl(u;jS s_;) Gl{p )) (328)
tkj! = vt—-ﬂ J—b + At(r?(u 1,77 :;) - Gg(p )) (3-29)

onde F; e F, sao dados por

e 1 [uf i —2uf oy +ul —b
Tk oy = | Zcerly i e 3.30
l(ul,J v ) Re ( (AI)Q ( )
+“f-a,j-b+1 =i 2u$~n.j—b 13 uf-—a,j—b—l
(Ay)?
- A 1 vf—a —b 2”?—& j— +v§:—a— | —
Fy(uf;,vf;) = E( thih (Ax';gb = (3.31)
+v?—a,j—b+1 = 21’?-;;,3'—!, + v{k—a,j—b—l
(Ay)?

Em geral a e b nao sao inteiros (ver Fig. 3.2), e portanto (¢ — a,j — b) nao é

um ponto da grade. Por esta razao uma férmula de interpolacao deve ser usada para definir

uk

t—a,j—b » Vi—q,jp © S€us Vizinhos nas equagoes (3.26) e (3.27). Nesta dissertagao optou-se pela

interpolacao bi-quadratica, pois segundo Casulli [CAS 88], esta aproximagéo possui menor

viscosidade numérica que a interpolagao bi-linear.
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- 1
bAy i—n,]—m . ]
l _aaj_b /
g Itajetoria
alAzx

Figura 3.2 Grade Euleriana-Lagrangeana

A determinagao de a e b requer a resolugao das equacgoes %f— =ue % = v, nas
quais os termos a direita u e v sao conhecidos tinicamente no nivel de tempo t;. Portanto
assumir-se-a que u e v nao variam sobre um passo de tempo. Desta forma, em cada ponto
da grade (i, 7) estas equagoes podem ser integradas numericamente retrocedendo no tempo,

de ti4+1 a tx, usando, por exemplo, o método de Euler. Assim, o passo de tempo At é

dividido em N partes iguais de comprimentos 7 = £f e as equagoes sdo discretizadas na
forma descendente como
2! = 2% — T‘uk(:l:s,ys) , .’CN =,
-1 k N
vy o=y -2t y) , y' =i, (3.32)

s=N,N-1,N-2,...,2,1,

onde u*(z*,y°) e v*(z°,y*) sdo interpoladas. Logo, em (z;,y;), a e b sdo definidos por

No presente trabalho 7 é tomado como 7 = min(At, h). garantindo que a inte-

gracao de trajetoria nio resultard em um ponto fora da cavidade [CAS 88].

S 0TECAS
ciSTEMAS DE BIBLI
=1BLIOTCCA SETORIAL DE MATEMATIC2



3 Discretizagao das Equagdes de Quantidade de Movimento 16

3.5 Estabilidade Linear dos Métodos para a Equacgao
da Conveccgao-Difusao

Considere a seguinte equagao da convecgao-difusao para um campo escalar ¢ em

um dominio bidimensional ).

% = ucy + ve, + Ve, (3.33)

onde v é o coeficiente de difusao. Para simplificar os calculos, considera-se u e v constantes

nao-negativas.

Para o caso em que a aproximacao temporal de (3.33) é do tipo Adams-Bashforth,
tem-se que

ﬂp-“l
Gt =+ ALY arF(ef7), (3.34)
=0
onde n, é o mimero de passos utilizados na integracao, oy dependem da ordem de aproxi-

magcao, F(c*) é a discretizagio dos termos difusivos e convectivos de (3.33) e k é tal que

= kAL.

Considere, primeiramente, o caso em que F é discretizado com o esquema de

diferencas centrais de segunda ordem,

np—1 k—1 k=1 k—{ k=i
. , - ; e -
k+1 k E ; 1+1, 1—1,7 1,7+1 i,—1
Ci.j — Civ.fl + Ai a{[u 2h + v 2}1 +
{=0
k=l k-l k—I k—l k—1
Cipr T Cige — 4G5 +ainy e
; . , (3.35)

onde h = Az = Ay.

Examinando-se a estabilidade numérica de (3.35) pelo método de von Neumann
obtém-se o seguinte polinémio de amplificagao:

np—1

B(z) = 2" — 27 = Y (€ + i)z, (3.36)

I=0
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onde
At
£ = h—:(2c03(0|]+2c03(02) —4),
Y = éh-f‘(:uzsenrz(ﬁ;)+vsen(t92))1
1 =+/—1, 6 e 0 com —7 > 0,0, < 7, sao os angulos de fase de x e y respectivamente.

Observa-se que —8%“2—" <€E<0e—(utv)2 << (utv)dh

Para determinar-se a estabilidade do esquema numérico (3.35) deve-se encontrar
as raizes do polinomio (3.36). Segundo [STR 89], o método (3.35) sera estavel se as raizes
de ®(z), r,, satisfizerem:

a. [r,|<1le

b. se |r,| = 1, entao r, deve ser simples.

Felizmente existe uma teoria bem desenvolvida para obtengdo das condicoes
necessarias para que as raizes destes polinémios satisfagam as propriedades mencionadas.

As definigoes e o teorema que serao apresentados a seguir foram retirados de [STR 89].

Seja v um polinémio de grau d,
d
e(z) =gz + ...+ ao = Za:z!, (3.37)

=0

onde a4 # 0.
Definigao 1 O polinomio ¢ € um polinomio de Schur se todas as suas raizes, r,, satisfazem
lru] € 1.

Definigao 2 O polinomio » € um polinomio de von Neumann se todas suas raizes, T,
satisfazem

|r] < 1.

Definigdo 3 O polinamio ¢ € um polinémio de von Neumann simples se p € um polinomio

de von Neumann e suas raizes no circulo unitario sao simples.
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Para qualquer polinémio ¢ define-se o polinémio ¢* por

d
0™ (z) = Zﬁd-tzl,
=0

onde a barra nos coeficiéntes de ¢ denota o complexo conjugado.
Finalmente, para um polinémio ¢o(z) define-se recursivamente o polindémio

o a0pi(e) — ei0)e(e)
@it1(2) = '

-
“~

Teorema 1 p; € um polinomio de von Neumann simples se e somente se [p;(0)| < |¢3(0)]
e pj+1 € um polinomio de von Neumann simples ou ;i € identicamente zero e ¢, ¢ um

polinomio de Schur.

Iniciar-se-a o estudo da estabilidade de (3.35) para o caso da aproximacao tem-

poral Euler explicito. Neste caso, n, = 1 e ¢ = 1, o polinémio (3.36) torna-se:

()

z—=1—(E+¢1). (3.38)
Para que a raiz de ®(z) satisfaca a condicdo de estabilidade deve-se ter

N+é+¢i < 1 ou
26+6+9* < 0

No caso da aproximacao de Adams-Bashforth de segunda ordem para (3.35)

obtém-se o seguinte polinomio de amplificagao (veja tabela 3.3):

B(z) = 2% — (14 5(E + %))z + 56+ i)

Para o estudo da estabilidade deste esquema, fazer-se-a repetido uso do teore-

ma 1. Seja po(z) = ®(z), entdo

(€ —i)z* = (14 %(H ¥i))z + 1.

o | =

wo(z) =

t
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Portanto, o método sera estavel quando g(z) for um polinémio de von Neumann

simples. Assim, a primeira condigao de estabilidade é:

1 ] y
lop(0)] =1 > |'2"(E+ ¥i)| = |po(0)] , ou seja,

4> € 4 (3.39)

Além disso, tem-se que

P1(2) = (1= F(E + )z = 14 S(E +47) = (€ + vi).

Para que ¢, seja um polinémio simples de von Neumann, £ e ¥ devem satisfazer

3 1.
| Z(‘f? +H)+(E+vi) <1 - 5(62 +?)| , equivalentemente,

£+ 7€ + 87 — S6E +4) <0 (3.40)

Observa-se que a desigualdade (3.39) é automaticamente satisfeita por (3.40).
Assim, sob estas condicoes, @o(z) é um polinomio simples de von Neumann e o esquema de

Adams-Bashforth de segunda ordem associado ao método de diferengas centrais é estavel.

Observa-se que £ depende somente da parte difusiva de (3.33) e v somente da
parte convectiva. Assim, quando restringe-se o valor de 1, tratam-se de restricoes devido a

convecgao.

Para o estudo das regides de estabilidade em relagdo a £ e v, os graficos da figu-
ra 3.3 foram gerados. Na figura 3.3 (a), pode-se notar que para escoamentos de difusividade
baixa, 1 >> v, a regiao de estabilidade do método de Euler explicito e diferencas centrais
¢ fortemente restritiva. No caso do método de Adams-Bashforth (veja figura 3.3 (b)), a
restricao para escoamentos convectivos diminui, contudo, para o caso de difusividade alta, o

método de Euler explicito mostra-se menos restritivo.
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(b)

(©)

Figura 3.3 Areas de estabilidade para dif. centrais e (2) Euler explicito; (b) Adams-Bash.
de 2° ordem; (c) Adams-Bash. de 3% ordem.

A figura 3.3 (c) apresenta a regido de estabilidade para o método de Adams-
Bashforth de terceira ordem e diferengas centrais, os calculos foram feitos com o auxilio
do software Maple seguindo os procedimentos adotados para o caso do método de segunda
ordem. Note que este método apresenta uma regiao de estabilidade bem pequena e seu em-
prego seria conveniente para escoamentos com viscosidade muito baixa, que ndo é o propésito

deste trabalho. Portanto, resultados de similagdes com esta técnica nao sao apresentados.

Agora, estudar-se-4 rapidamente o caso em que [ é discretizada com o método
de upwind de primeira ordem. Neste caso, com o pré-suposto que u e v sao nao-negativos,

reescreve-se (3.34) como

np—1 -1 k—1 - k-1

k=l k- ol — ok
k+1  _  k 1+1,7 1,7 1,7+1 1,]
G = c;+At E ayu 'h ¥ 4w Z 4
=0

k=1 k—1 - k=1 -1
o+ i —4dy e+
v h2

Wl (3.41)
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(b)

Figura 3.4 Areas de estabilidade para (a) Upwind e Euler explicito; (b) Euler-Lagrange.

O polinémio de amplificagdo de (3.41) pode ser escrito como

B(z) = 2" — 2" = Y o€+ pi)e™I, (3.42)
1=0
onde
= (-7 e
Al
¥ = o [u(1 — cos(0;)) + v(1 — cos(62))] > 0.

Observa-se que para o caso de u ou v serem negativos, o polindmio de amplificacdo é o

mesmo, pois a diferenga realizada nos termos convectivos muda de sinal.

Note que as restrigoes que se tinha para £ e ¢ sao as mesmas, agora para E e
. As areas de estabilidade obtidas na figura 3.3 sdo transladadas por 7. Por exemplo, veja
a figura 3.4 (a) como o esquema de Euler explito quando associado ao método de upwind,

mostra-se mais estavel para o escoamento de difusividade baixa, ou seja, £ proximo de zero.

No caso do método de Euler-Lagrange, segundo os estudos apresentados em

[CAS 88] [BRA 90], a condicao de estabilidade desta técnica é:

L+€/<1, ouseja, —1<€E<0

UFRGS
51STEMAS DE BIBLIOTECAS
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Note que este método é o que apresenta as menores restricoes para escoamentos de convecgao

dominante (veja figura 3.4 (b)) e para o caso em que v = 0, torna-se incondicionalmente

estavel, apesar de ser explicito.



4 DISCRETIZAGAO E RESOLUGAO DA
EQUACAO DE POISSON DA PRESSAO

No Capitulo 2 derivou-se uma equagao para a pressao, tal que se V.uy = 0,

entao o sistema dado por (2.1) e (2.2) pode ser substituido por

du 1 e
a+u.Vu+Vp—EVu (4.1)
Vip= v.(éev?u —u.Vu) (4.2)

onde as condicoes de contorno para p sao dadas por

+u.Vu,) em ' parat >0 (4.3)

A discretizagao da equacgao de Poisson da pressdao, contudo, requer atencao especial para que

os erros numeéricos acumulados nao modifiquem a equagao da continuidade.

Considere, por exemplo, a discretizagao da derivada temporal de (4.1) através

do método de Euler explicito
1
ubt! = u* 4+ At [-u.Vu - Vp+ ]Tv‘-’u ] (4.4)
[

onde a expressao entre colchetes é calculada no passo de tempo k. Aplicando a divergéncia

em (4.4) tem-se
k+1 k 1 2
Vu™ =Vu* + At V. [-u.Vu+ R—V u |- AtV (4.5)
e
Agora, considere que as aproximacoes no calculo da equagao da pressao sao tais que
Vip=Vp+e

onde P é a pressido aproximada e € o erro de aproximagao.

23
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Assim,
V5 = v.(iﬂcﬂu —u.Vu) + ¢ (4.6)
Re
Substituindo (4.6) em (4.5) resulta
V.auFt! = Vauf - Ate (4.7)

Observa-se que a cada iteragdo um erro é acumulado, modificando totalmente a equagao da

continuidade, mesmo que o campo de velocidades inicial seja solenoidal.

4.1 Meétodos de Correcao da Pressao

O acimulo dos erros mostrados em (4.7) podem ser catastréficos para a simu-
lag@o, tanto em erros na equagao da continuidade , quanto na perda da estabilidade. Assim,
precisamos acrescentar termos a (4.2) para que o acumulo de erros seja eliminado. Os esque-
mas que utilizam esta técnica sao chamados de métodos de correcao da pressao [HIR 90].No
caso do esquema de Euler explicito para a derivada temporal tem-se que o termo corretivo
é Y-E“:—n, que é chamado por alguns autores Dy [AME 92]. Assim, a equagio (4.2) com este

termo corretivo torna-se

1 V"
2 T (T2
Vi =V.( Rev u-—uVu)+ 5 ° (4.8)
; 1 Va©
b X XFE
Vo= V.(Rev u—u.Vu)+ X + € (4.9)
Agora, substituindo (4.9) em (4.5) resulta
V.aa*t? = —Ate (4.10)

Portanto, o erro € nao é cumulativo e depende unicamente da boa resolugao de (4.8). Con-
tudo, fazendo-se uma analise similar, observa-se que a equacao (4.8) nao é adequada para
o método de Euler-Lagrange nem Adams-Bashforth. A seguir, serda dada uma abordagem

mais geral para a obtenc¢ao da equacao de Poisson da pressao corretora.
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Considere as equagoes de quantidade de movimento discretizadas como

np—1

k+1 E[u ;) + At Z a[F pu d (4.11)

onde. na abordagem euleriana, n, e o; sao dados na tabela 3.3 e dependem da ordem do
método de Adams-Bashforth, F(u*) é a discretizagao dos termos difusivos e convectivos e
E(uf;) = uf;. No caso do método Semi-Lagrangeano, n, = 1, ag = 1, F(u*) é o vetor com

compouentes dadas por (3.30) e (3.31) e E(u{‘j) =uf _._,. A obtencio de a e b é dada

_alj_b
através de (3.32).
Esta forma abrange todos os métodos apresentados neste trabalho.

Aplicando a divergéncia em (4.11) tem-se

np—1
Vit = V.E®uf) + At Y aV.F(ufj') — vk (4.12)
1=0
Deste modo, a condicao de incompressibilidade no passo k+ 1, V.u**! = 0, é caracterizada
por

‘  V.E@t) 12 ¥ ’
Vipk; = V.R@uE) + ——2 + — Y a[V.F(ul;) — V37, (4.13)

G’{}At Crp =1

Observa-se que para o caso de Euler explicito (n, = 1 e ag = 1) obtém-se (4.8).

4.2 Discretizacao das Condigoes de Contorno da
Pressao e a Condicao de Compatibilidade

A condicao de compatibilidade, como foi comentada anteriormete. é indispensavel
para a boa convergéncia do sistema gerado pela equagao de Poisson da pressao [ABD 87].

Neste trabalho, o laplaceano é discretizado por diferencgas finitas centrais de segunda ordem,
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isto é,

2. . Pinli + Pij-1 — 4pi; + Piy1,; + Pija
b ey h2

(4.14)

onde k= A=Ay,

Assim sendo, deve-se encontrar uma discretizagao para a condi¢ao de contorno

de Neumann (2.15) de maneira que a identidade de Green seja satisfeita completamente.

Considere a equacao (4.13) na seguinte forma

V?p* = V.H(u") (4.15)
, E(uf) 17X _ c
ky _ k 1 k=ly _ o, k=l
onde H(u") = F(u*) + T - = E a[F(u*") — Vp*'] (4.16)

Primeiramente, considerar-se-a o caso da grade alternada.
A. Grade Alternada

Tomando-se a equagao (4.15) discretizada com diferencas centrais de segunda

ordem em uma grade alternada resulta

pi—l‘j +p':‘j—l —4ptv3 +p‘+ld + pivj'i'l = h(Hlt+l.J - Hlt,) + Hz:.}-}-l - Hz:,;) (4‘]‘?')

onde H,, ; e Hj,  sao as componentes nas diregoes x e y, respectivamente, de H(u) aplicada

nos pontos (iAz,(j + 1/2)Ay) para a primeira componente e ((i + 1/2)Az, jAy) para a

segunda.
Entao, somando (4.17) em todos pontos do dominio
n—-1m-—1 n=1 m-—1
Z Z Pic1,; + Pij—1 — 4pij + Pit1,; + Pijy1 = h Z Z Hiipro = Huyy ¥ Haypy = Hy,
i=1 j=1 i=1 j=1

(4.18)
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Executando as devidas simplificagoes, obtém-se

m=—1 n—1
Z(Po.j — Py Pa=1i T Paskt Z(Pi,{) - ha = D=t FPiwm) =
Jj=1 =]
m-—1 n-—1
hZ(Hln.J _lt‘{]-l,})“*_}a Z(If'zl.m a H?-:.l) (4‘19)

3=1 =1

Assim, a condigao de contorno de Neumann, na forma discreta, que satisfaz a

condigao (2.17) em uma grade alternada é

Po; =p,; — hHy,, (4.20)
Pnj = Pn-1,; + hHy, (4.21)
pPio = pin — hHy,, (4.22)
Pim = Pim-1+hHs, (4.23)

B. Grade Mista

Para a grade mista ou semi-alternada o raciocinio é o mesmo, porém ¢é usada a

seguinte aproximagao para (4.15)

=

pi—l.j +pf1j‘“‘ =y 4pl,) + pi"'ld—' +p£|j+l = (Hll+i.J+1 == Hll,)+l + Hl:-i-l,j = Hl:,;

+H‘2,+1,3+1 h H2-+1.J T+ H'zl,J-H - HQ'.J) (424)

neste caso, Hy,, e H,  sao as componentes nas dire¢oes x e y, respectivamente, de H(u)

aplicadas no ponto (iAz, jAy).
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Seguindo o procedimento anterior, obtém-se que a condigdo de contorno de

Neumann que satisfaz (2.17) em uma grade semi-alternada é

Poj =P1,j — %(Hh., + Hyy o) (4.25)
Do = Dot + 2Hiy, + Hipya) (4.26)
Pio = Pia — g(th, + Hapii) (4.27)
Piw = Pim-t %(Hgl_m + Hy o 0n) (4.28)

Observa-se que estas condigoes de contorno sao discretizagoes de (4.3) acrescidas

dos termos corretores de (4.13).

4.3 A Resolucao da Equacao de Poisson da Pressao
de Maneira Direta e Explicita

A discretizagao do laplaceano na forma (4.14) associada a discretizacao das
condicoes de contorno de Neumann, como as feitas na secao anterior, resulta no sistema

matricial

Ap=b (4.29)
onde A a uma matriz singular da forma
S I
IS, 1
e I S 1
IS5 1
I S
L J4 (mxn)x(mxn)

com
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— < nxn b - nxXn

- IJﬂXﬂ

A matriz A contém m submatrizes bloco de ordem n. O vetor p contém todas
as variaveis associadas com a pressao nos pontos interiores no passo de tempo k + 1, isto é,

— k41 k+1 k41 k41 k41 k+1 k41 k1 k41 1T
D=1 o oo Fad B3 Pah oo Poh v Blom Pan wo Prm I %

O vetor b contém todos os valores de u , v do lado direito da equagao de Poisson

da Pressao.

Claeyssen e Bravo introduzem em [BRA 97a], uma teoria que, com pg iniciali-
zado (este pode ser inicializado de maneira iterativa ou com subrotinas do software Lapack

[DAT 95]), sdo vidveis simulagdes onde p*¥*? é atualizado em um tinico passo, isto é,

h?

k+1 l k+1 k+1 22
4

Pii = 7 Pi-1,j o R P?+1.j 4 P?.j+1] - V'H(u:‘:,j) (4.30)

Observa-se que este método é rapido e de facil implementagao. No entanto, a
resolucao de um sistema de equagdes em um unico passo de maneira explicita e direta leva

a um erro de trucamento.
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4.4 Estudo do Erro do Calculo da Pressao na
Equacao da Continuidade

Uma aproximacao do erro local causado por esta abordagem pode ser obtida

expandindo-se os termos (4.30) em série de Taylor em torno de pft!, isto é, supondo que

k+1 k+1
Pip1js Prisrs Pidt; € piil, foram calculados exatamente, tem-se

th::;r h3p3:.." hd Paz

pf_'f‘l’_, = p—hp. + 5 T g - 51 +... (4.31)
i = p—hpy b o Py (432
Pi,; = P—Atp+ i et h(pe — Otpry + Atzpm )

%z(pu — Atpaae + Aﬁ;"’” Y [ T (4.33)
Plisi = p—Atp + t;p %oty — At + SRy

i.;_z(Pyy Atpyyt + &;’wﬁ - )t (4.34)

onde p = pk'H e h = Az = Ay. Substituindo (4.31) - (4.34) em (4.30) e executando as

devidas simplificacoes resulta

thq Atpf Aizp“ Atpg Aizp“ Atp
V2 T = = e Lo T o texr
I 19 i 52 =+ oh2 + A -+ 5h + 5 + ...
h2p4y Atlp,  At’py Atpy, Atgp”y Atpyy,
TR TTE T aR TR Fog Ve g F
= V.H(u") (4.35)

equivalentemente,

V% + O(2gp0) + O(R:(pax + pay) = H(u¥) (436)

Observa-se que o erro local é da ordem de (At/h*), porém este se da na derivada temporal,

que em muitos casos, assintoticamente é zero. Portanto, para o caso estacionario o erro local

é O(h?).
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Para observar como o erro encontrado no calculo da pressao afeta a equagao da

continuidade, substitui-se (4.35) em (4.12) obtendo-se

h?py Atp,  At?py, Atp, At?p,, Atp,
k+1 _ d — _ T T i T
V.u —agAi[—IQ + ... g T opz T i + oh + ... 5 T
h* At Af? Atpy, — At? At

+——1?;“3’ e = hf’ + zhf” - h?” + 2;’““ F e = “g‘y” +...] (4.37)

ou seja,
At?
V.utt = O(h—gp,) + O(Ath*(psz + pay)) (4.38)

. , v 2 . . . i
Assim, tem-se uma fonte de massa numérica de O(’i—;%), independente da discretizacao

espacial utilizada nas equagoes da quantidade de movimento.



5 DOMINIOS TRIDIMENSIONAIS

Neste capitulo apresenta-se a extensao das discretizacoes e da resolugao da

pressao para dominios tridimensionais.

5.1 Equacoes Basicas

Considere as equagoes de Navier-Stokes, conforme apresentadas no capitulo 3,

%+u.w+\7p:%v2u, t>0 (5.1)
V=0 (5.2)

u(x,0) =up(x), xemO=0&T7T7 (5.3)
o =wiet) em D=350 (5.4)

onde §) é uma regiao em R? limitada.

Focalizando um dominio suficientemente retangular, assume-se um sistema de

coordenadas cartesianas com u = (u, v, w).

A derivagao da equagao de Poisson da pressao e suas condigoes de contorno é

analoga a apresentada anteriormente, ou seja,

Vip = V.(%V?‘u —u.Vu) (5.5)

32
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n.Vp = @ = LVQun - (6;; + u.Vu,,) em [ parat>0. (5.6)

5.2 Discretizacao das Equacoes

As discretizagoes seguem os procedimentos realizados anteriormente. Para tan-

to, adotou-se as seguintes convengdes para a geragao das grades em R3:

1. Grade alternada
Wiy iy = U(izAZ, (1, + 1/2)Ay, (1. + 1/2)Az)

Vigigi: = V((iz + 1/2)Az, i, Ay, (1. + 1/2)Az)
Wigipiz = W((2z + 1/2)Ax, (3, + 1/2)Ay,1.Az)
Pivigic = pl(iz +1/2)A3, (iy + 1/2)Ay, (i- + 1/2) Az)
2. Grade mista
Wisivi: = (107,73, Ay,1,A2)
Vigigsiz = V(AT 23,Ay,1.Az)
Wiy iyiz = W(1:AZ,1,AY,1,A2)

Pirigi: = p((1z + 1/2)Az, (3y + 1/2)Ay, (i- + 1/2)Az)

Estendendo-se os métodos numéricos para as equagoes de quantidade de movi-
mento apresentados anteriormente, obtém-se a seguinte equagao geral para as formas discre-
tas de (5.1):

np—1

u = E(ufx,iy.izj + At Z a[F(ut=! . ) — vpk! ] (5.7)

I'z,:'y':: :I'iyaf;: ix'iy Wiz
=0

onde os operadores apresentados sao semelhantes aos da equacao (4.11), porém aplicados

em R®.
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5.3 Discretizacao e Resolucao da Equacao da Pressao

Aplicando-se a divergéncia em (5.7) tem-se

np—1
Vbl =VE@l, )+ ALY al VRl ) - Vi ] (5.8)
=0

Deste modo, a condigio de incompressibilidade no passo k+1 , V.u**! = (, é caracterizada

por
B V. E( P (Y ==
vQPf:-'-y-‘-: = V'F(ut"‘!"l‘) + __mt_y_- _U Z a![v F v2p‘: iy, ‘z] (5'9)
=1

Discretizando-se o laplaceano por diferencas finitas centrais de segunda ordem,
encontra-se a aproximacgao da condi¢ao de contorno de Neumann (5.6) de maneira qua a
condicao de compatibilidade seja satisfeita completamente. Este procedimento é semelhante

ao realizado na secdo 4.2, sendo suprimido.

Seguindo a metodologia adotada na resolucao de (4.30), a pressio pode ser

atualizada em um tnico passo da seguinte forma:

1 i . :
Pf:;ly & = _[Pf:jl dudaF pi‘:ily—i,i_. * pf:ily.i:—l + p?,+1,£y.i, + p:’:.iy+l.i: + p?,,iy.i=+l]
h2
-5 V-Hu ) (5.10)
p 1 np=1
onde H(u*) = F(u*) + -am Z o[F - Vp* Y
=1

Observa-se que a pressao calculada desta forma apresenta a mesma ordem de

erro local obtida anteriormenta em R?, ou seja,

At ,
Vip+ O(55pe) + O(h (paz + pay + pac)) = H(u") (5.11)
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s s 2 5
Portanto, tem-se uma fonte de massa numérica de O(":‘l—i‘—éff). da mesma forma que em

diminios bidimensionais.



6 SIMULACOES COM O PROBLEMA DA
CAVIDADE
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Figura 6.1 Problema da Cavidade

O problema da cavidade é frequentemente utilizado para avaliar técnicas numéricas
como procedimento de solucao para as equagoes de Navier-Stokes [CAS 88], [DEG 96],
[GUP 91], [HOU 95]. Neste trabalho considera-se o escoamento de um fluido viscoso, in-
compressivel e isotérmico dentro de uma cavidade retangular (fig 6.1). Deseja-se determinar
o escoamento induzido pelo movimento de cizalhamento da parede superior, que movimenta-
se com velocidade horizontal uniforme ur = 1. As demais parades permanecem fixas. Assim,

as condigoes de contorno da velocidade tangencial sao
u(z,0,t) = v(0,y,t) = v(X,y,t)=0 , u(z, Y, )=ur=1
enquanto que as condigdes de contorno da velocidade normal sao
wl0;452) = ulX,y:t) =9z, 0,1) = v{z,¥;t)=0
onde w e h sdo a largura e a altura da cavidade respectivamente.

36
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Além disso, assume-se que, no tempo inicial ¢, = 0, as velocidades iniciais do

fluido sao

up(z,y) = vo(z,y) = 0.

Supde-se ainda, que o fluido na fronteira tem velocidade igual a prépria fronteira.

Além disso, as equagoes foram adimensionalizadas como segue:

_ 4 _ y _ u _ v
ot = — U= — V= —
X 4 X Ut ur
_  tu urX
[==5F Py Re=
pus v

6.1 Comparacao Numérica dos Métodos

No capitulo 3 foram apresentadas diferentes aproximagoes para as equacoes do
movimento. Para estudar como estes métodos se comportam com o esquema de resolucio

da pressao de passo tnico, gerou-se resultados para escoamentos com numero de Reynolds

(Re) 400, 1000 e 5000, na cavidade quadrada.

Na literatura pode-se encontrar bons resultados para este tipo de escoamento.
No caso estacionario, os dados de Ghia et al. [GHI 82] sio frequentemente utilizados como
base de comparacao [DEG 96], [HOU 95]. Neste trabalho este procedimento também é
adotado, isto é, toma-se os valores aprasentados em [GHI 82] como referéncia. O escoamento
permanente é obtido através da integracdo temporal com o seguinte cretério de parada: a

diferenca das velocidades entre dois passos de tempo deve ser menor que 1075,

Os resultados mencionados foram gerados com um algoritmo do tipo funcao
de corrente e vorticidade com malhas 129 x 129. Nesta dissertagdo. contudo, os dados sao
obtidos em malhas 100 x 100, tendo em vista esta é a "malha base”das simulacoes que serao

apresentadas nas proximas secgoes.

Primeiramente graficou-se os perfis das componentes horizontal e vertical da

velocidade ao longo das linhas y=0.5 e x=0.5, respectivamente, utilizando-se os métodos
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mencionados. Nestes graficos observou-se que os resultados obtidos com mesmo método de

discretizagdo espacial sdo muito parecidos. Assim, as figuras 6.2 - 6.4 mostram os perfis de

velocidade levando-se em conta somente a discretizagao espacial.

As figuras 6.2 (a) e (b) mostram os resultados obtidos para Re = 400. Em
tais graficos, os métodos implementados com a técnica upwind apresentam uma curva mais
afastada do dados de Ghia et al. do que os implementados com os métodos de diferenca

central e Euler-Lagrange. De fato, nao é possivel definir com clareza as diferengas entre os

dois ultimos métodos em tal figura.

(b)

wix, 12)

4 08 . . .
4 01 02 ©3 04 05 08 07 08 09 1 0 01 02 03

"
o4 08 06 07 oa 09 1
Y

Figura 6.2 Comparagido do métodos para Re = 400: (a) componente horizontal da veloci-

dade ao longo de z = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao longo de
y=10,

Tabela 6.1 Valores da componente horizontal da velocidade em » = 0.5 para Re = 400.

y Ghia et al. | Adams-Bash. e | Adams-Bash. e | Euler Expl. e | Euler Expl. e | Euler-Lagrange
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind
0.9609 0.6176 0.6542 0.6430 0.6530 0.6427 0.6569
0.8516 0.2909 0.2904 0.2428 0.2909 0.2446 0.2919
0.5000 | -0.1148 -0.1168 -0.1402 -0.1157 -0.1388 -0.1176
0.1719 | -0.2430 -0.2310 -0.1700 -0.2328 -0.1714 -0.2315
0.0703 | -0.1034 -0.0936 -0.0712 -0.0944 -0.0712 -0.0937

Para um estudo mais refinado dos dados obtidos com os diferentes esquemas de

discretizagao, gerou-se tabelas com valores de u e v ao longo das mesmas linhas mencionadas.
Dos pontos disponiveis na tabela de Guia et al., foram tomados cinco valores para cada
componente, dentre os quais um esta no centro da cavidade. Os resultados das componentes

u e v nos pontos mencionados mostraram comportamentos semelhantes, portanto. optou-
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se por mostrar somente os resultados da componente horizontal da velocidade. Assim, é

possivel observar-se as pequenas diferengas dadas pelos métodos, inclusive levando-se em

consideragao o esquema de discretizagao temporal.

Na tabela 6.1 é possivel notar que o método de diferencas centradas leva vanta-
gem em relagao ao esquema de Euler-Lagrange. Além disso, comparando-se os esquemas de
integracao temporal, observa-se que os valores obtidos com método de Euler explicito estao
ligeiramente mais proximos, dos resultados de referéncia, que os obtidos com o esquema de
Adams-Bashforth. Faz-se a ressalva que o esquema de Euler explicito é de primeira ordem
e o outro é de segunda, contudo, analisa-se resultados estacionarios e os termos de correcao

da pressdao modificam os erros numeéricos causados nas aproximagoes.

(a) (b)

wix V2)

- - Upwing
—— Euler-Lagrange

A LA} 02 03 04 05
[ F.] os 1 ]

1] o7 o8 0s 1
01 g2 063 04 oS

Figura 6.3 Comparacdao do métodos para Re = 1000: (a) componente horizontal da velo-

cidade ao longo de z = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao longo de
y = 0.5.

06 07

Tabela 6.2 Valores da componente horizontal da velocidade em x = 0.5 para Re = 1000.

y Ghia et al. | Adams-Bash. e | Adams-Bash. e | Euler Expl. e | Euler Expl. e | Euler-Lagrange
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind
0.9609 0.5112 0.5349 0.5070 0.5335 0.5054 0.5455
0.8516 0.3330 0.3286 0.2460 0.3288 0.2458 0.3301
0.5000 -0.0608 -0.0619 -0.0687 -0.0615 -0.0683 -0.0639
0.1719 -0.3829 -0.3714 -0.2494 -0.3720 -0.2500 -0.3722
0.0703 -0.2222 -0.1965 -0.1172 -0.1978 -0.1178 -0.1922
Para Re = 1000, o método de diferencas centradas ainda apresenta vantagem

em relacdo ao método de Euler-Lagrange (veja a tabela 6.2). O método semi-lagrangeoano

é recomendado para escoamentos de conveccao dominante [CAS 88], mesmo assim, pode
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ser observado que seus resultados sdo competitivos em escoamentos viscosos. Nas figu-
ras 6.3 (a) e (b) nota-se que o esquema upwind permanece em desvantagem em relagao aos
outros métodos, porém € importante salientar que apesar da grande diferenca apresenta-
da nos perfis de velocidade, neste caso, o campo de velocidades é semelhante (serda visto a

seguir).

(b)

1

m Ghis et sl

winz.y)
wix, 12)

Figura 6.4 Comparacdao do métodos para Re = 5000: (a) componente horizontal da velo-

cidade ao longo de z = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao longo de
i = b

Tabela 6.3 Valores da componente horizontal da velocidade em = = 0.5 para Re = 5000.

y Ghia et al. | Adams-Bash. e | Adams-Bash. e | Euler Expl. e | Euler Expl. e | Euler-Lagrange
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind
0.9609 0.4599 0.3923 0.2643 0.3917 0.2631 0.4359
0.8516 0.3356 0.2968 0.1827 0.2960 0.1822 0.3212
0.5000 -0.0304 -0.0279 -0.0272 -0.0278 -0.0271 -0.0329
0.1719 -0.3305 -0.2890 -0.2171 -0.2881 -0.2163 -0.3179
0.0703 -0.4364 -0.3553 -0.1605 -0.3554 -0.1604 -0.3684

No caso de Re = 5000, o método de Euler-Lagrange ja apresenta uma signi-
ficativa vantagem sobre os outros esquemas. A melhora deste método pode ser observada
nos graficos dos perfis de velocidade (figs. 6.4 (a) e (b)). Além disso, o esquema de Adams-
Bashforth, apesar de apresentar resultados proximos do esquema de Euler explicito (tabela

6.3), apresentou-se com menor restricao quanto a estabilidade.

Para a geracdo das tabelas e dos graficos dos perfis de velocidade. todos os
métodos foram aplicados com o mesmo passo de tempo, ou seja. At = 0.003. Isto foi

feito para que os métodos estivessem sob as mesma condi¢ao para comparagao. contudo,
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para Re = 5000 o esquema de Adams-Bashforth, associado com o esquema de diferencas
centradas para as derivadas espaciais, poderia ser utilizado com At = 0.009. J4 o esquema
de Euler explicito, com o mesmo esquema espacial, exigiria At = 0.003 para que a simulacao
permanecesse numericamente estavel, e essa diferenga aumenta com nimero de Reynolds

maiores.

Com o objetivo de verificar a influéncia da malha nas simulagdes, gerou-se dados
em malhas 129 x 129. As tabelas 6.4 e 6.5 foram obtidas com Re = 400 e apresentam o
valor absoluto da diferenca da componente horizontal da velocidade obtida entre os métodos
implementados e os resultados de [GHI 82]. O mesmo procedimento foi adotado para o
escoamento de Re = 5000 (tabelas 6.6 e 6.7). Nestas tabelas, pode-se observar que com a

malha mais refinada os resultados apresentam-se mais proximos dos dados da referéncia.

Tabela 6.4 Diferenca dos métodos em relagao aos resultados de Ghia et al. para malha
100 x 100 (Re = 400).

y Adams-Bash. e | Adams-Bash. e | Euler Expl. e | Euler Expl. e | Euler-Lagrange
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind
0.9609 0.0098 0.0322 0.0090 0.0322 0.0097
0.8516 0.0120 0.0730 0.0102 0.0716 0.0115
0.5000 0.0020 0.0254 0.0009 0.0240 0.0028
0.1719 0.0005 0.0481 0.0003 0.0463 0.0010
0.0703 0.0366 0.0254 0.0353 0.0251 0.0393

Tabela 6.5 Diferenca dos métodos em relagao aos resultados de Ghia et al. para malha
129 x 129 (Re = 400).

y Adams-Bash. e | Adams-Bash. e | Euler Expl. e | Euler Expl. e | Euler-Lagrange
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind
0.9609 0.0069 0.0266 0.0065 0.0265 0.0079
0.8516 0.0085 0.0591 0.0073 0.0590 0.0097
0.5000 0.0018 0.0185 0.0008 0.0185 0.0020
0.1719 0.0010 0.0368 0.0003 0.0387 0.0004
0.0703 0.0261 0.0166 0.0254 0.0164 0.0278

Para observar como as diferencas dadas nos perfis de velocidade sao refletidas
nos campos de velocidade, os graficos da figura 6.5 foram gerados com os mesmos dados
utilizados para a comparagao dos algoritmos. Nota-se que o método de upwind para nimero
de Reynolds alto apresenta uma viscosidade numérica que modifica o campo de vetores
de velocidade qualitativamente, perde-se o vortice secundario superior esquerdo e o vortice
terciario inferior direito praticamente desaparece. No caso de Re = 400 e Re = 1000 todos

os campos de velocidades sao semelhantes.
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Tabela 6.6 Diferenca dos métodos em relagdo aos resultados de Ghia et al. para malha
100 x 100 (Re = 5000).

y Adams-Bash. e | Adams-Bash. e | Euler Expl. e | Euler Expl. e | Euler-Lagrange
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind
0.9609 0.0811 0.2759 0.0810 0.2760 0.0680
0.8516 0.0415 0.1134 0.0424 0.1142 0.0126
0.5000 0.0025 0.0032 0.0025 0.0033 0.0025
0.1719 0.0388 0.1529 0.0395 0.1534 0.0144
0.0703 0.0676 0.1956 0.0682 0.1968 0.0240

Tabela 6.7 Diferenca dos métodos em relagao aos resultados de Ghia et al. para malha

129 x 129 (Re = 5000).

y Adams-Bash, e | Adams-Bash. e | Euler Expl. e | Euler Expl. e | Euler-Lagrange
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind
0.9609 0.0512 0.2398 0.0520 0.2411 0.0365
0.8516 0.0375 0.0985 0.0365 0.0992 0.0112
0.5000 0.0030 0.0042 0.0056 0.0040 0.0003
0.1719 0.0338 0.1334 0.0340 0.1345 0.0119
0.0703 0.0476 0.1853 0.0481 0.1906 0.0131

Faz-se a ressalva de que o método de interpolagao, exigido pelo esquema semi-
lagrangeano, foi tomado de forma bi-quadratica para melhor aproximacao. Isto torna as
simulagbes com este esquema significativamente mais lento que os outros métodos mencio-
nados. Para uma simulagao com malha 100 x 100 e A¢ = 0.01, por exemplo, o esquema
de Adams-Bashfoth com diferengas centradas gera resultados para t = 100 em aproximada-
mente 9 minutos, utilizando-se uma DEC Alfa 3000. Ja o método de Euler-Lagrange requer
um tempo de aproximadamente 20 minutos. Esta diferen¢a pode nao ser muito significativa
neste caso, porém agrava-se com o aumento da malha e as similacoes podem tornar-se extre-
mamente custosas. De fato, o esquema de Euler-Lagrange é recomendado para a utilizagao
de grandes passos de tempo [CAS 88], contudo grandes passos de tempo aumentam a com-
pressibilidade numérica quando é utilizado o esquema de passo tinico para a pressdo, como
sera visto a seguir. Uma forma de dimuir o tempo de CPU necessario para a utilizagao do
método de Euler-Lagrange é a implementacdo deste com grades mistas, conforme foi comen-
tado anteriormente. A figura 6.6 (a) foi gerada desta forma, e o tempo de computacao foi
reduzido para aproximadamente 14 minutos, contudo, os resultados perdem em qualidade.
pois o vortice terciario (canto inferior direito) teve seu tamanho reduzido, compare com a

solugao obtida com grade alternada (fig. 6.6 (b)).
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Figura 6.6 Campo de velocidades normalizado do estado estacionario do escoamento de
Re = 5000 obtido com o método de Euler-Lagrange: (a) com grade mista; (b)
com grade alternada.
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6.2 FErros no Calculo da Pressao

O método de passo tnico para a resolucao da equacao de Poisson da pressao
¢é rapido e de facil implementagao, porém esta aproximacao requer alguns cuidados, tanto
quando trabalha-se com escoamentos de Reynolds baixo quanto alto. No primeiro caso, a
cautela deve ser tomada nos primeiros instantes de tempo. Veja a fig. 6.7 como a derivada
temporal da pressdao decai rapidamente para Re = 400, isto faz com que compressibilidade
numérica introduzida (veja eq. (4.37)), também decaia rapidamente. Esta curva foi obtida
através da implementagdo do esquema de Gauss-Seidel, que é um método iterativo, para o
calculo do sistema gerado pela equacao de Poisson da pressao. As equagdes de momentum
foram discretizadas com Adams-Bashforth e diferencas centrais. Além disso, tomou-se a
seguinte aproximagao:

dp  pk—pk!

a - Al
Observa-se que a resolucao da pressao com passo tinico gera oscilagdes em torno
dos resultados obtidos com o esquema iterativo, a figura 6.7 (b) ilustra este fato. Para tanto,
foi monitorada a pressdo no ponto central da cavidade com ambos métodos de resolugao da
pressao. Note que para ¢ = 15 as pressoes, calculadas de forma diferente, ja apresentam

aproximadamente o mesmo resultado.
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Figura 6.7 Re = 400: (a) Monitoramento de maw]%’ﬂ. onde a pressao foi calculada de
maneira iterativa. (b) Monitoramento da pressao no ponto central da cavidade.
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Figura 6.8 Monitoramento do médulo da velocidade no centro da cavidade para diferentes
passos de tempo (Re = 10000).

No caso do nmimero de Reynolds elevado, o cuidado deve ser tomado em re-
lacao a possiveis oscilagbes assintéticas. Na literatura existem resutados que inferem que o
escoamento na cavidade torna-se assintéticamente periddico para alto nimero de Reynolds
[POL 95], [SHE 91] e [GOO 90]. Além disso, segundo estes autores, o nimero de Reynolds
que define esta mudanga de comportamento caracteriza a bifurcagiao de Hopf. Poliashenko
[POL 95] investiga este fenémeno através de um método direto para o célculo de bifurcagoes
simples e segundo esta obra a bifurcagao de Hopf ocorre com Re =~ 7763. Porém, integrando
as equagoes de Navier-Stokes nao-estacionarias com condigoes de contorno regularizadas (ve-
locidade horizontal na parede superior da cavidade é dada por 162*(1 — z)?*), em [SHE 91]
encontrou-se solugoes estacionarias para Reynolds acima de 10000. Ja para Re=10500, o
escoamento tornou-se periodico apés um longo tempo, o que indica que a Bifurcacao de
Hopf ocorre em um Re itico em (10000, 10500] para a cavidade regularizada. Ja Goodrich

[GOO 90] obtém solugdes periédicas para a cavidade de razao de aspecto 2 com Re = 5000.
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O objetivo do presente trabalho nao é estudar este fendmeno, senio analisar possiveis osci-

lagoes espiirias causadas pela compressibilidade numérica nas proximidades da bifurcacio.

O comportamento assintético dos algoritmos apresentados nesta monografia fo-
ram observados para diferentes niimeros de Reynolds, obtendo-se em geral bons resultados.
Porém, no caso de Re = 10000, um fenoémeno interessante foi observado: a figura 6.8 apre-
senta o monitoramento do médulo da velocidade no ponto central da cavidade quadrada,
para o escoamento com este numero de Raynolds simulado em uma malha 100 x 100, com o
método de Adams-Bashforth e diferencas centradas e diferentes passos de tempo. Observa-
se que para At = (.01 o escomento apresentado é assintéticamente oscilatério, com periodo
T ~ 3. Contudo, quando passos de tempo menores foram utilizados o escoamento mostrou

solucao final estacionaria.
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Figura 6.9 Monitoramento de mam\%‘ﬂ para diferentes passos de tempo (Re = 10000).

Nota-se que as oscilagoes da simulacdo com At = 0.01 apresentam um decai-
mento até aproximadamente { = 400, contudo, possivelmente as oscilagoes entraram em
ressonancia e amplificaram-se. As oscilagdes que foram geradas de uma compressibilidade

numeérica, opés amplificadas, fazem com que a equagao da continuidade nao seja mais sa-
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tisfeita. A figura 6.9 mostra os valores de maz]%‘f[ no decorrer do tempo, para At = 0.001
e At = 0.005 estes valores sao assintoticamente nulos, para o caso de At = 0.01, contudo,
ficam oscilando nas proximidades de 0.02. Como a geragio do campo solenoidal, com esta
aproximagao, requer %’f = 0 segundo a equagao (4.37), o erro permanecera, a menos que um

passo de tempo menor seja aplicado.
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Figura 6.10 Monitoramento de maz|V.u| para diferentes passos de tempo (Re = 10000).

Observa-se na figura 6.10 que a divergéncia maxima da velocidade apresenta um
decaimento quadratico em relagdo ao passo de tempo utilizado, validando as aproximagoes
feitas para a derivacao da equagao (4.37), isto é: para At = 0.01 obteve-se maz|V.u| ~ 1.23;
para At = 0.005 obteve-se maz|V.u| & 0.35 e para At = 0.001 obteve-se maz|V.u| ~ 0.016.
Para o calculo de V.u foi tomada a seguinte aproximagao:

Uy a Bitd T Wit Vier = Vi
- L .

h

Além disso, a equacao (4.35) infere que o erro do calculo da pressao tem um
decaimento linear com At, o que pode ser observado na figura 6.11. Ressalta-se que estes

resultados s6 podem ser obtidos considerando-se a malha constante.
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Figura 6.11 Monitoramento da pressao no centro da cavidade para diferentes passos de
tempo (Re = 10000).

As figuras 6.12 (a) e 6.13 (a) mostram como o campo de velocidades gerado
com At = 0.01 em ¢t = 100, poderia ser considerado satisfatorio, porém assintéticamente
(fig. 6.12 (b)) o resultado estd significativamente diferente do obtido com At = 0.005 (fig.

6.13 (b)). Note que os vértices inferiores esquerdos ficam totalmente degenerados.

Figura 6.12 Campo de velocidades normalizado para At = 0.01 e Re = 10000 nos instantes
de tempo (a) ¢t = 100 e (b) ¢ = 1000.
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Figura 6.13 Campo de velocidades normalizado para At = 0.005 e Re = 10000 nos instantes
de tempo (a) t = 100 e (b) ¢ = 1000.

6.3 Cavidades Profundas

Bons resultados foram obtidos no estudo de cavidades quadradas, validando e
qualificando os métodos implementados neste trabalho. Com o objetivo de enriquecer o
estudo de cavidades profundas e rasas simulagoes foram geradas com diferentes Razoes de
Aspecto A = R’—-‘}%. Cavidades profundas e rasas sao aquelas que apresentam A > 1 e

A < 1, respectivamente.

Todos os testes que serao vistos nesta secao foram obtidos com o método de
Adams-Bashforth para as derivadas temporais associado ao esquema de diferengas centrais
de segunda ordem para as aproximagoes espaciais. Este esquema foi escolhido por ser mais
rapido que o método de Euler-Lagrange, apresentar menor restrigoes quanto a estabilidade
numérica do que os esquemas de integracao com Euler explicito e a aproximagao upwind de
primeira ordem apresenta uma viscosidade numérica muito alta. Além disso, optou-se por
simular escoamentos de Re = 4000, para evitar possiveis oscilagdes espirias. Sendo assim.
para este escoamento, o método semi-lagrangeano nao apresentaria resultados significativa-

mente melhores que o esquema numérico escolhido.
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Alguns resultados numeéricos em cavidades profundas e rasas podem ser encon-
trados em [GOO 90], [GUS 87|, [GUS 86] e [POL 95] com diferentes esquemas numeéricos e
nimero de Reynolds nao maiores que 10000. Como foi comentado anteriormente, Goodrich
[GOO 90] encontra solugdes periddicas para o estado final do escomanto de Re = 5000 para
a cavidade de razdo de aspecto 2. Além disso, nos resultados de Poliashenko, em [POL 95],
obteve-se que para A = 1.5 a bifurcagao de Hopf ocorre com Regriico = 4650. Ja para
A = 0.8, esta obra apresenta Re . i, = 5225. Para Re = 4000, em nossos testes, todas as

solugodes finais dos escoamentos simulados apresentaram-se estacionérias.
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Figura 6.14 Campo de velocidades normalizado, A = 1.25 - (a) t = 10; (b) t = 25; (c)
t = 50; (d) t = 500.

O primeiro caso a ser estudado é a cavidade de razao de aspecto A = 1.25. A
simulagao foi desenvolvida em uma malha 100 x 125 e com At = 0.005. A figura 6.14 (a)

apresenta o campo de velocidades normalizado para ¢t = 10, onde observa-se que o vértice
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primario esta em formacao. Além desse vértice, pode-se notar um pequeno vértice secundario
na lateral direita, que em ¢ = 25 ndo é mais encontrado. Na figura 6.14 (b) o vértice
primario ja encontra-se bem formado e o fundo da cavidade é tomada por um tnico vértice.
Em t = 50, alguns vértices tercidrios ja podem ser encontrados (figura 6.14 (c)). A figura
6.14 (d) apresenta a solugao final obtida em ¢ = 500, quando o escoamento mostrou-se

estacionario.
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Figura 6.15 Campo de velocidades normalizado, A = 1.5 - (a) t = 10; (b) ¢ = 30; (c) t = 60;
(d) ¢ = 1000.
O caso seguinte é a cavidade de A = 1.5. A figura 6.15 apresenta alguns estagios
do desenvlvimento do escoamento, desde o estado de repouso, até a convergéncia de uma

configuracéo praticamente estacionaria.



ura 6.16 Campo de velocidades nor
(d) t = 2500.
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Para A = 2, é interessante observar-se a obtencao de dois grandes vértices. A
figura 6.16 ilustra o escoamento, neste dominio, em suas etapas transitérias, até sua configu-
ragdo final, onde podem ser encontrados dois vértices de diametro aproximadamente 1. De
fato, o escoamento tende a desenvolver rotacgoes rigidas e o maior vértice tende a formar-se

com didmetros do tamanho do menor lado da cavidade, no caso de cavidades profundas, a

largura.

(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.17 Campo de velocidades nao-normalizado da configuracao final na cavidade de

(a) A=125; (b) A=1.5; (c) A=2.
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Outro aspecto interessante de ser observado ¢ a distribuigao de energia cinética
para este tipo de cavidade. A figura 6.17 apresenta os campos de velocidade nao-normalizados
para as configuragdes finais das cavidades de A = 1.25, 1.5 e 2. Em tal figura pode ser consta-
tado que a energia esta concentrada no vértice primario e que os vortices tercidrios possuem
uma energia muito baixa.

6.4 Cavidades Rasas

Figura 6.18 Campo de velocidades normalizado, A = 0.8 - (a) t = 5; (b) t = 10; (c) ¢ = 1

(d) t = 200.
Em cavidades rasas, a superficie da parede superior (fluxo principal) é maior que
as superficies laterais. Por este motiv vidades rasas, quando comparadas com profundas

de mesma area, sao mais energéticas. Assim, escoamentos mais complexos ser formados em
tais dominios e mesmo diminuindo-se 0 dominio, é necessario o uso de grades com tantos
pontos quanto as utilizadas em cavidades profundas, pois a medida que diminui-se a altura.
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diminui-se também as escalas dos fenémenos que ocorrem na cavidade, o vértice primario,
por exemplo, varia seu diametro conforme varia-se a altura, desde que esta seja menor que
a largura.

A figura 6.18 apresenta os resultados para o escoamento na cavidade de A = 0.8,
obtidos da simulagao em uma malha 125 x 100 e At = 0.005. Em t = 5 o vértice primario
estda em formacgao (figura 6.18 (a)). Nos tempos ¢t = 10 e t = 15, os vértices secundarios
estao em desenvolvimento (figuras 6.18 (b) e (c)). A configuragao final do escoamentofoi
assumida em ¢ = 200 (figura 6.18 (d)). Obesrva-se que este tempo é bem inferior ao tempo
de obtengao das solugoes estacionarias em cavidades profundas.

:ii :_EHI

Figura 6.19 Campo de velocidades normalizado, A = 0.666... - (a) t = 4; (b) t = 8§; (¢)
t=12; (d) ¢ = 160.

Para ilustrar o escoamento na cavidade de A = 0.666... a figura 6.19 é apre-
sentada, mostrando as etapas da fase transitéria e o estado final (figura 6.19 (d)). Nas
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figuras 6.19 (a) e (b) podem ser observados, no canto inferior esquerdo da cavidade, vetores
B sl : A B ; , P

saindo”da fronteira, e no canto inferior direito (figura 6.19 (a)), é possivel visualizar vetores
"entrando”na fronteira. Estes sdao indicios da uma fonte de massa numeérica introduzida. De
fato, isto também poderia ser observado nos gréficos anteriores, porém, neste caso, o proble-
ma mostrou-se um pouco mais acentuado. Este acontecimento deve-se ao fato do escoamento

estar executando transformacoes mais rapidas que nos casos anteriores.

Figura 6.20 Campo de velocidades normalizado, A = 0.5 - (a) t = 4; (b) t = 8; (¢) t = 12;
(d) t = 120.
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Para a cavidade de A = 0.5, a fonte de massa artificial também pode ser en-
contrada (figuras 6.20 (a) e (b)). A figura 6.20 (c) mostra o escoamento em sua fase final,
dois grandes vortices podem ser encontrados. O vértice é um pouco menor que o direito,

por girar em sentido oposto ao fluxo principal. Note que por este motivo, este vortice nunca

atingira o topo da cavidade.

Figura 6.21 Campo de velocidades nao-normalizado da configuracao final na cavidade de
(a) A=10.8; (b) A=10.666...; (c) A=0.5.

A distribiugao da energia cinética é mostrada, para o caso das configuragoes
finais dos escoamentos nas cavidades de A = 0.8, 0.666... e 0.5, através dos graficos dos
campos de velocidades nao-normalizados. Nos casos testados pode-se constatar que a energia
esta, quase em sua totalidade, concentrada nos vortices principais. 1D necessario, contudo,

fazer-se a ressalva de que para cavidades mais rasas do que as apresentadas podem surgir
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outros vortices tao energéticos quanto o primario, desde que estes vortices girem no mesmo
sentido do fluxo principal. Além disso, para escoamentos mais viscosos, o numero de vértices
tende a diminuir [PLA 97]. Observa-se ainda, que o vértice principal posiciona-se no lado

direito da cavidade, devido ao sentido do fluxo principal.

6.5 A Cavidade Tridimensional

Para testar o algoritmo de passo tunico para a pressao em dominios tridimensio-
nais, simulou-se o escoamento na cavidade cibica. A configuragao de interesse esta ilustrada
na figura 6.22, onde desja-se determinar o escoamento induzido pelo movimento de cizalha-
mento da parede superior, que movimenta-se com velocidade horizontal uniforme ur = 1, as
demais paredes permanecem fixas. Este problema apresenta uma geometria simples, porém o

comportamento do escoamento é complexo, sendo ideal para testes de codigo computacionais

[WAN 97].

Figura 6.22 Cavidade Cubica.

A figura 6.23 apresenta o escoamento simulado na cavidade cibica para Re =
400 utilizando uma malha 60 x 60 x 60. O esquema numérico escolhido para a simulagao

foi o método de euler-explicito para a atualizacdo temporal e difrengas centrais para as deri-
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vadas espaciais. Pode-se observar nas vistas superior e frontal do grafico que o escoamento
apresenta simetria, conforme era esperado devido as condicgbes de contorno. Alguns autores
[WU 95] utilizam esta simetria para reduzir o tempo de computacdo, neste trabalho, no
entanto, nao fez-se uso da simetria, pois desejava-se observar se ela realmente seria obtida
diretamente com o esquema de passo unico para a pressao, pois este método nao atualiza a

pressao de maneira simétrica.
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Figura 6.23 Escoamento na Cavidade Cibica com Re = 400 a) Perspectiva; b) Vista Late-
ral; ¢) Vista Superior e d) Vista Frontal.
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6 Simulagées com o Problema da Cavidade

A figura 6.24 apresenta o campo de velocidades normalizado, esta ilustragao

apresenta maior detalhamento do escoamento nos pontos onde a velocidade

zero. Estes graficos foram gerados com os mesmos dados da figura anterior.

T ~n - - b ] =
= I i N ——— ¥
= gy L ———r L L Y ,_J-w““\\\n
- M ey Y L A -
= ot d GO st Vpraaaaasz
72z SR > N\ W A 3
s o B1tdre==—="" ...______:\\\ oo -}
2= ~) ot A —
ey g i 7 D R e ———
brirpes - i N ——"
5 e ansnanas=ll S i —
un\l.a..;l.tfr:l.....:........t:...t..t:l..l..fz1;11{41...|\ e e Y e——) L]
g Saan AR AR AN NN R e — 1 - ]
\Nﬁi..llll...........f}t}f}:«t(11:1:/11;;!14::.\.\ o R P S —
\\ui'l.lll.s.......f:ztftlz(1!(45(45.{1.':11..\.._ NN N e rsrrnrrsrrris
i ARRRAR AN RN N S et P P PP PP PRPP IR P2
e m SRR IAAAA S AANAARAAANANNANAA N I P ——
I A Y B e
. > el
e R A ) o .fzaun]..l.\\\\\\\\\“n“n\\\\ . 2
:. P N I VAN A A
g 3 i AT e
iy SAARARANARANY A
PN A s MU R AR A - ¥ bl -
BRER RS AR AR " -] Tana— ——l
TAVAA AR AN N A b s
B —=— S
AL R R T P
—_ R ] e a
RS n o |7 i
ey
@ v s 4 1 ] o e
et L £ 2 1] 3z i
LA RN R meeer i b0 - by ~ -
e e A A o S T
4 ey
Huua.....,.,.......i......lni.\\\\\\““n“ £ e e e a—
e rLiee e mamaaanaa T —————————]
R —————— A S 1] ettt
N cIIIIIINLN " e e L
e T A FL I a P NN ———1"
e ~ e ———
Triiiiiiiy “““HH.I:JHHHUJ.:::/):;.(/HI..I
U s e e
Sl A | e e ——
ceriri i AR AR AR RN AN ™
AT Y] o —“ﬁN\l.r..f((/ltf:fffft::(;(.tt!..‘t.«f!ll]}:.u.
G —— s e |
\\\\\\\\\\\“ “ ] LA ALY x’ﬂﬂuuﬂuunuHNHHHHNHN!{!JJJ
crresrddd il T v PEULANLANANNN NS
Yy LY ag)) e i e, |
elLarrels - sawaZd ) et e £
e AN RARRNS o
& ey Lo Mt ] AARARASY ]
== LA AL —._. A NS A ey ‘. PANANS AN
-~
- Annma et B AANRAN
227 e Pl v
A= by 22l
=
- @ 3 ~ © v - n Gl - > - ™ L ~ w " - " o~ - 4
a o ] o o -] o -] o = e -] = ] o -] o o
1 T TV
e R R AR AR, 4 ﬂ“___#. Y —
CURNSAAANANY
Pttt =
“-l ’ \jlf
LT ﬂb.., —ﬁ’q
# A
04 A
Seiid X
Y Hang
o»..u. ey [ AAAATAA NS
o drrrerre RS ASRRRRRRETS!
YRrrrRrRrIEL} TILAAARIAANAAAY
PR R RERRIEINN i
[rrascrsranaaet TTALAAAAAANARY
Wiy I
\ PR ErraarEEIENNE i
TEarrrerrsEEIENNY AAALANAANAAANY
BEFFRELIRZILFLERE AANAAALANANAAL
’ PEPPFIIPILPIIIE ALLRAAANAANAAS
18850000000000500 G
0§ 1Ersesasiaassrst LLAINRRLRALNAAY
PEPPPPrrr b Pt} ARARRARRAARANY
“\\\\\\\\\\\\\ B ]
P e an s rr b AR mLR AR ALY
= RN SRR
; s
e —~— “\\\\\‘I\\\\\\\\ ALt ansaanass ALY
[3) et 0 AnsRaaooITildNN
“\\“\llljl-ll\‘\‘\\\ B ]
S \\\\‘E\\\\\ ALt ——— et A AN
Y ————r Y PR SO
0.4 i A s e}
e ——— e m———
S e — A R e nemmeosi g |
A “H....ilf.lli....lll..-.ﬂﬂn
i mmsmnpammmtsirirsr ) | | {4yttt
03 S encbevessrmnntl ] ] L\ et 4
g g A e LD DL L D= T
\I‘J_fl_l_fl_l_f”’fl.r.f” \\\\\\\\\\\\\\\\\l‘”
RN Se eI I I i
ail JoTrEaabasivey _-_?___2_:._:_-:..\...“_.
’
b &h ﬁ.ﬁu\:
AN s e
1 =
=22 p ]
it 4 nam——t ]
o1 N Y] ATt t
: NN —t L MRSl
NS waSS—tty’
Ly A A et A Y
A A S AT st
A - > iy

1] 01

0z 03 0.4 05

Figura 6.24 Campo de Velocidades Normalizado, a) Planos de Corte

Vista Superior e d) Vista Frontal.
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7  COMENTARIOS FINAIS

Neste trabalho apresentou-se algumas técnicas em diferencas explicitas para a
aproximagao das equagoes de Navier-Stokes em variaveis primitivas. Para a pressao. foi
utilizada uma técnica direta e explicita, rapida e de facil implementacao. Foi dada uma
aproximacgao para os erros causados por este método e estudou-se como eles afetam uma

possivel perda de incompressibilidade, dependendo da malha e do passo de tempo utilizados.

Estudou-se como os algoritmos apresentados comportam-se com o método de
passo unico para a pressao. Os resultados foram comparados com os dados de Ghia et al.

(GHI 82] e obteve-se as seguintes conclusoes:

1. As principais diferengas dos resultados de simulagoes do escoamento estacionario

na cavidade quadrada dependem das aproximagoes espaciais;

2. O método de upwin de primeira ordem apresentou resultados poucos satis-

fatorios;

3. O método de Adams-Bashforth de segunda ordem mostrou-se significativamente
mais estavel, para escoamentos convectivos, que o esquema de Euler explicito,

conforme previsto no capitulo 3;

4. O método de Euler-Lagrange, implementado com interpolagao bi-quadratica
teve seus resultados mais proximos de Ghia te al., para Re = 5000, do que os
outros esquemas. Porém, esta técnica é significativamente mais lenta do que as

outras, mesmo utilizando-se a grade mista, que diminui o tempo de computagao.

Além disso, constatou-se os possiveis erros inferidos pelas equagoes (4.35) e
(4.37) através de simulagdes. Observou-se que a técnica de passo tnico, para Re baixo,
gera oscilagoes iniciais que tendem a desaparecer rapidamente. Ja para escoamentos pouco
viscosos, o cuidado deve ser tomado com possiveis oscilacoes espirias no estado assintotico
do escoamento, como as que ocorreram na cavidade quadrada para Re = 10000. Pode-se

inferir que este problema ocorre nas proximidades da bifurcacao de Hopf. Apesar de que
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na literatura [POL 95] encontra-se a bifurcagao para Re menor que 10000, as oscilacoes

encontradas sao espurias, pois modificando-se o passo de tempo elas desaparecem.

As simulagoes em cavidades profundas e rasas para Re = 4000 ilustram o bom
uso do esquema de passo unico para a pressao, associado ao método de Adams-Bashforth
para a integragao temporal e diferencas centrais para as aproximagoes espaciais, ambos de
segunda ordem. Graficos ilustram as distribui¢oes de vértices e energia cinética, tanto para
o caso transiente quanto para o caso estacionarios. Além disso, o método de passo tinico

quando aplicado no problema da cavidade tridimensional apresentou bons resultados.

Por fim, para os problemas expostos com o calculo da pressdo, sugere-se a

utilizacao de passo de tempo adaptativo, dependendo do valor de 83—’:. Outra possibilidade

seria 0 emprego misto do esquema de passo unico associado a um método iterativo, isto é,

quando deseja-se o resultado mais exato, calcula-se a pressao iterativamente, caso contrario

avanga-se rapidamente com o esquema direto.
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