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RESUM™

1 4 ¥

A Transformada Rapida de Fourier (FFT) e apresentada
como um algoritmo que calcula a Transformada Discreta de Fourier
mais eficientemente, do ponto de vista computacional.

Uma versdo mais moderna do algoritmo de Cooley e Tukey
r
e considerada com a finalidade de se obter aplicagies da FFT em

- s . - -

algoritmos puramente algebricos, como operagoes com polinBmios e
a multiplicagdao de inteiros. Nas aplicagoes em questio, sao
levados en conta os aspectos computacionais @ algumas

implementagics o apresentadas.
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INTRODUGAO

0 fato de que a transformada rapida de Fourier ¢ FFT )

aparece freqifentemente nos mais diversos campos, estando
fortemente vinculada A Algebra Computaconal (Auslander),

(Lehmer), (Gentleman), (Bergland), (Cooley), (Borodin), (Lipson)
foi um dos motivos que nos levaram A4 elaboragao deste trabalho,
que trata principalmente da parte algebrica e aplicagies da FFT.

No capitulo I, fazemos breve comentario da transformada
discreta de Fourier ( TDF ). Para leituras adicionais, recomenda-—
s (Elliot), (Henvici), (Arsac).

0 capftuln II trata da FFT. E apresentado um algoritmo
FFt em wversao mais moderna do original de (Coley-Tukey). O
capftu]o VI traz um programa em linguagem PASCAL que calcula a
TOF via FFT.

As operagies com  polinOmios via um esquema de
avaliagio~interpolagio e auxilio da FFT & objeto de estudo do
cap?tu]m ITIT. Uma complementagio desse assunto pode ser vista em
(Aho), (Lipson), (Borodin). A inplementagdo de alguns algoritmos
deste capitulo estdo no ultimo capitulo.

No capitulo IV, tratamos da viabilidade da FFT em
corpos finitos Zp, enquanto que o capftulo VI apresenta um
programa que calcula um elemento primitivo de Zp.

Outra aplicagio algébricm da FFT & estudada no capitulo

. . i . ) o r ¥ 5
Vi Amultiplicagio deinteiros muito grandes. Para tal e necessaria



< . - ¥ .
& o problema chinés do resto ( PCR ) e estudado e resolvido
(Aho), (Borodin), (Pollard), (Lipson).
—_— T . . o .
Finalmente o capitulo VI traz algumas implementagioes
o , T ¥ . =
computacionais dos capitulos anteriores. lTodos 08 programas $ao
eam  lingquagem PASCAL e foram rodados no micro computador Nexus

1600.



capfruLo 1

A TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

L INTRODUGCAOR

Analogamente a teoria usual de expansio de em series
de Fourier, que esta baseada no conhecimento da fungio em um
intervalo, existe uma teoria que € baseada no conhecimento de
LLma fungéo em uam determinado conjunto discreto de pontos
iqualmente espagados, a arwl ¢ de importincia computacional muito
grande.

A operacio central na analise numérica de Fourier ¢ a

Fformagiao das somas

=R ]
W . o=, w o v el
ST
J=y
¥ - £ . . = .
onde n & um inteiro positivo, X ,...,X san gecalares (reais ou
o 0 n-i
2 i/n ) e )
compleros) e W=e e uma n-raiz primitiva da unidade.

Eatas somas ocorrem como aproximagio dos coeficientes

- - - - - . . - r -
de Fourier, na construgao de polintBmios trigonometricos de
interpolagdo, na solugdo de problemas de contorno, em equacies em
diferengas, como aproximagido da transformada integral de Fourier
e, inclusive como transformagiio de coordenadas em equagies

diferenciais parciais (Henrici), (Bergland).

i
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Neste capitulo apresentaremos a transformada de Fourier
. r . - .
de maneiva operacional, tato e, como uma transformagdao linear am

um  espago  de dimengido finita e caracterizada por  propriedades

pecul iares de periodicidade.

2. A MATRIZ DE FOURIER:

Heja n»0 um  inteiro Fixo ¢ {fazemos

2n0/n
(1) UW=e = cos 2/n + isen 21Vn.

Chamamos de matriz de Fourier de ordem n a matriz

-1/2 ~ij

(2) F=n W Yy 40905 van e

k
Dado que a seqiéncia W, k=0,4,.cuu,n,vu. e periodica de
T vse L4 . 2 . - -
periodo ny; entdo so existem n elementos distintos em F. Em
particular se F¥ denota a transposta conjugada da matriz F, entio

podemos escrever (3) alternativamente como segue.

i i ¥ oawe X
2 n-1
i W W oewn W
e P~ -4/2 2 4 2(n—-1)
(3) Fx=n (W )=n i W W oo W
n-4 n—-2 (n—1)
§ W W w aald

Se a matriz dos expoentes E e dada por

ra




D i 2 q-un"“g ﬂ""i
(4) E = [0 2 4 L..n—-4 n=zf =C(k j(mod n))
D n_2 n""4u-- 4 2
"D I'l““i n_auun [~ i_|
B, desgsa forma, temos
i i f aaw &
2 n~4
i W W e W
=342 KB =L/2 2 4 n-—g
(5) Fx=n W =n i W W o aou W
j n~4{ n-2
i W W eaw W

I i r . v ¥ ¥ . 3
E de fundamental importancia que F & unitaria, ou seja,
FuF® = F#*,F = I,

i . 5 i r - . - 3 =
significando que F% ¢ a inversa da matriz de Fourier F. Esse

resultado segue da ident idade geoméetrica

n—1 ) n, se j=k
Trdj-k)
8) . W =
r=() 0, se j=k

r . R T .
que sera demonstrada na proposigao § do capitulo sequinte.

Uma sequnda aplicagio da identidade (6) estabelece que



g 0 0 vuu O]
e
(F*) =F = | () 0 0 usas 3
0 0 AR
0] i 3 www B
- 4 o -
Em particular, obtemos que F =(F%x) = 1. Portanto, os autovalores

, =4, i, —i, com multiplidades apropriadas.

3.A TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER:
Trabalhando com n-uplas complexas, ESCPreverenos
mabtrizes coluna
XX o woway X )
0] 3 Fiaei ¥
As(A e A )
0 4,

A transformagao 1inear

WS r . n ¥ .
onde F & a matriz de Fourier, ¢ conhecida como @& trasformada

- . . ¥ . )
discreta de Fourier. Sua inversa e dada simplesmente por

-1/2
(8) X =n FxA.
Em termos de coordenadas, temos _
n-i
\ ' =k
L7 7D A = X W i r=0,...,n-1
¥ LR
Y=z
fi=i
‘ kr

r k=D'-u-,n_'i-
L. r
v

as
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Essas relagies sdo particularmente uteis com dados periodicos,

_ (r+pndk Ik
POIiSG observa=se que 0]

i

,  Para qualquet p inteiro, de
modo que A = oA e X moX .
rtpn t le+pn K

Quando as  seqaencias (X[) e (A )Y  s$ao peviﬂdicas de
¢ i

periodo n ( para r,k > 0 e r,k ¢ 0 ), a notagio matricial (7) e

(#) pode ser mant ida am amnbigdidades: e X = (Xk) € uma seqiéncia
. 172
de  periodo n, denotamos por A = (A ) = n X a seqfencia
r

. . = r & r
periodica cujo r-esimo termo & dado por (77) e analogamente @

inversa (8).

Convolugio:
Se X = (XI) e L = (Z') sio duas seqéncias periodicas,
< <

definimos o produto de convolugio de X € Z como sendo a seqfiéncia
o= X%Z, com elementos
n—1
u = X Z .
5 . K E=k
k=0

Exenplo 1iA multiplicagdio d polinOmios e tambem a multiplicagao
e . r o % i .
de inteiros pode ser executada atraves da convolugdo. Sejam dois

inteiros a e b na base B, entdo

m= 1.
0 1 m- 4
m=4
b=l b B4...tbh {3 . onde  a &b Ha0
0 1 m— i J J
inteiros tais que -4 < a b ( B, 8He escrevemos an(al), hw(hk>,
J oJ <

entfo o produto c=a.b € igual a



1 i "
= ¢ B , onde ¢ e dado por
i |
i =0
i
ey
c o= ab = axb .
i jot=j
j=0

S¢ n for muito grande, a convolugdo torna-se uma
operagio computacionalmente cara, o seja, requer muitas

. . o . o T . foos
multiplicagies ¢ adigies.0s capitulos seguintes mostrardo que a

. . r - .
transformada discreta de Fourier e uma operagdo mais barata,

por

. ¥ -
1550 vamos encontrar uma formuala para a (:DI"IVOI'.H;E:\D em termos da

transformada.

i
~~
>
—

Sejam X y, L= (L) e U= (U )= X # Z

k k lk

denotamos por 2, 2 e 0 as transformadas de X

respect ivamente, entido temos

L - jlk ~jk
ukm; u = XZ W ey X ) oz W
{ S ~m SISO I | Aee— M
J ::'.:i_i Jl) m _” me() J=0 I

Devido a periodicidade, podemos trocar a soma

respeito a | por p=j-m, e temos

ﬁ = mi -pk
fr = ; , vhtendo, portanto
P:;:

(9} 1 = RK.2.

Equivalentemente na forma matricial, temos

F U= F X.F Z, de modo gque vale

&

com



(10) UesF ( F X.F L2

Do desenvolvimento acima, fica demonstrado o seguinte
Teorma da covolugdo: A convolugio de duas seqiéncias periodicas X

e Z de perfndm n & dada porr (10).



capftuLo 11

1.A TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

i ¥ i . . e . H -
A transformada rapida de Fourier tem, aproximadamente,
20 anos(Cooley e Tukey—1926%) e surgiun da necegsidade de calcular

mais rapidamente a transformada discreta de Fourier.

e seguimos um algoritmo natural para calcalarmos os valores

N
—2Mirk /N
(L) A =i Xke, reQ i caa,n-4,

teriamoas, para  cada v, N multiplicagooes complexas ¢ N
&
adigies, resultando um  total de N multiplicagies e adigies.

T i i r
Supondo o tempo de computagcio proporcional ao numero de operagies
envolvidas, seque que o tempo para computar a transformada

discreta de Fourier X |, lk=0,1,... ¢ da ordem de

,N--14
Ie

Lg

pid

N e escrevemos
2
) QCN )

< L 4 - . i s ¥ I
A transformada rapida de Fourier (FFT) ¢ um  algoritmo
r - - Al

que reduz o numero de operagoes envolvidas na  transformada
discreta de Fourier, reduzindo, conseqfentemente, o tempo de
computagio.

Vamos supor, inicialmente que N, o tamanho da amostra,
seja par. Dividimos entio a seqdéncia XD,...,X em duas

seqiencias YI & Z], cada uma com N2 amostras. Especificadamente
¢ <



(3?

k 2k~4

Podemos calcular a transformada discrata d
seqiéncias YI ¢ Z , definidas por
14 I
N/&—-1
-4Mirk /N
B = Y e
" ' L
I ==()
4) y

N

~4
-4 jrlc /N
5

A,
r

a transtformada gue queremos

3y

v

2-1
! ' —-4Tirk/N =4iTir (2k+41) /N

A

N
S Y
K

e + e )
& k k
=()
Desenvolvendo, temos
N/2 -1 ‘ N/ 14
=Amirk /N w2l /N
O Y © + i
- k
k=0 J¢ =
Ol SE Ja,
—2mirk/N
(&) A =B +e .
S r

Do fato que

B =B

= =1 I
rooorEN/2 2reN/2

e =0 Eae. , temos
rooreN/E2 2ireN/2

=2 (reN/2)Y /N

A =B +e i
r+N/2 r "
madflir /N
L e "
r

2

[ =

=0

k=0,4, 0ne N/2=1.

Fourier

yu oy

das

N/2-1.

pode ser calculada por

At /N

g

l¢

r-—'U,---,N/E..—iu

e



Assim, A pode ser calculado por

(&)
r -2 /N
A =B -W C , O(r{N/2-1, com W=e "
r+N/2 r v

r -
Ohtivemos, portanto, um metodo que nos permite caloular

. . . r ¥
transformada discreta de Fourier de N pontos atraves do caloalo

de duas transformadas de N/&2 pontos. 0 tempo de
. . - r

computagio das transformadas B e L das seqf@ncias Y e Z &

i i k le
@

OCIN/ZY . Usando as  equagoies (7)), seqgue  que o tempo de
: ps

computagdao da tranformada A e 2.00(N/2) ) mais N operagdes (N

i

multiplicagies & N adigies).

P Foos - ¥ e
Vamos ilustrar com um grafico, wasando N=8. No grafice

¥ =41 " . . 5 7
cada no representa uma variavel. As setas indicam a contribuigao
- » o .
adi’ iva da wvariavel de onde partem para a  variavel onde
chegam. 8e o peso da contribuigio ndo e a unidade, esta indicado
o valor na ponta da seta.
Podemos aplicar agora o mesmo processo para o chlculo
A H Fal . y
da transformada discreta de N/2 pontos & obtermos assim o caloulo
5 ¥ =3
da transformada de N amostras atraves de gquateo transtormadas de
N/74 amostras.,
- - R ¥ r
Essas redugies podem ser feitas  ate gue o numero  de
amostras resultante em cada seqiéncia seja par. Assim, s N=2
podemos fazxer m redugoes aplicando as equagoes (4) a (7
¥ ‘ - %
N2, weaw, ate 2. A transformada discreta de Fouwrier de uama

. . r ¥ :
seqéncia de um ponto e, natuwralmente, o proprio ponto.

10
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Observe-se que W =-U - Usando este fato juntamente

s = ¥ o - 3
com a equagido (7)) para o calecuelo de A , ndo serdo mais
S
* . a u . .- . . . -
necessariags N maltiplicagoes € gim N/2 nmultiplicagies complexas,
¥ . = -
embora o numero de adigoes ndo se altere. Portanto, o tempo de
r £y

.
comput agio (& ALOCINZR) DEN/ZZ, GE PENSATMOS goment e Nnas

multiplicagdes.

- » e . S
As  redugies sucessivas para N=8 8o continuadas nos graficos das

fig. 2 &€ fig. 3.

ii
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Observemos que na fig. 3 a operagao ficon rvaeduazida
somente a multiplicagoes e adigoes complexas., Note-se que a cada
redugdo  wusamos  as  equagoes (7)), o que significa que @ cada
redugiao temos N/2 multiplicagoes complexas ¢ N adigoes. Assim, s

n g _
N=2 . podemos fazer m redugies, onde Gerdo necessarias, no total

m
m.N/Z72 multiplicagoes ¢ moN adigoes. Portanto ,  se N=2 . o Lenmpo

de computagdo da tranformada discreta de Fourier da sequéncia

(7) 0(N.log N

Em termos econtmicos  essn  redugdo no  tempo de
aes 4 . . .
computagao e muito importante, tendo em vista que N, o tamanho da

r A v - ¥ .

amostra e sempre maito grande nas aplicagoes prabticas, tornando-
P2/

se¢ N gsignificat ivamente maior do que N.lmgqN“

[ -3

milhares de operagoes
1024

ToD.Fa caleulo
direto

542

T.D.F. via FFT

64 “
L.-.-.—.':_ﬁ'_ S o T s T TR N T ..’.... e e e e e Lt i il ' R e B S R e T A S e S e ane 2 "— “BeaT
64 198 5E EfD $053
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A figura 4 mostra a relagao entre o numero de dados
r % ; . 5 .
e 0 numero de OPEeragoes medquer | das Ppe la transformada discreta de

" 2 i & L 4 .
de Fourier via FFT e por calculo direto.

o ¥ . H A » . - P -
e N ndo ¢ uma potencia de dois, mas tem um fator primo

. . . v
P, as equagies (3)  a (6) tem um desenvolvimento analogo para p

(j)
diferentes sequencias Y w X o, tada uma com N/p amostras e
k pkti
R (J? "
transformada de Fourier B o A transformada da seqféncia
r"
XO,...,XN ; pode ser computada usando as p simples transformadas,

. ¥
isto e,

~4
f}—' (J)  jlr+m(N/p)) ~2 T i/N
(8) B W W

ﬁ ; == 3
r+m(N/p) é__. s
J=0

i
m

com

[T B T N - b

()
=01, 00 ,N/p-1
¥, . . + . .
0 caleculo das transformadas pode ser reduzido ainda mais se N Lem
outros fatores primos.
" w r ” ¥ r.,
Outro problema de interesse pratico e o calculo da

transformada inversa de Fourier. Dada a seq@éncia X ,...,X
0 N g

com transformada discreta de Fourier & ,  podenmos obter X a
i

partir de A atraves de
rr'

N~ 14,
! -1 -2TWi/N
(10) X1=1/N ! AW , 1=0,4, . aa,N-1, 6 UW=e
v

r=0

Admit indo a validade da equagao (11), verifica-se que o calenlo
da transformada inversa pode ser feito rapidamente nsando a mesma

i4



descrigdo acima | trocando X por 6, tomando o guidado  de

K v
multiplicar pelo fator /N ¢ mudar o sinal do expoente de W. Para

mostrarmos a validade da equagiao (11), atilizamos a segninte

o ~2Ti/N B )
Proposigao 1: Se W=e , entdo, para k inteiro temos

N-1 it JN, se k=0(mod N)
8

€14) W

=",

J=0

N 3 N
Prova: Como W =i e k=0Cmod N), isto &, k=1IN, temos W =W ) =1,

N4

: ; Jle
Portanto Nl =N .
J o

Se k=0 (mod N), vale que

k k k (N~-1) kN
( 1""” ) ( .1.+N Fwonn ‘N ) = 1'.\,
isto é,
N--1
kK T jk kN
(il )E W =i-W =0.
g0

l
Como 1-W =0, seque o resultado.t

Mostraremos agora que a equagao (1) implica a  equagio
§ r T " ”
(10). de maneira analoga mostra-se a reciproca. Inserindo a

equagio (1) na equagdo (10), temos

(i2) E (X /N)Y W

Invertendo a ordem dos somatorios, vale, em (13)



_ N1,
(X /N)‘> We (k—1) .
k ;

o)

(i)

Da proposigan 1, seqgue

N1 N, wse o=

rCles] )
(14) E W 3

r:'.'.L

—

0., s

r

Assim, substituaindo C(L5H) em (14), mostramos que

C(£/N) AW =X .

i6



caprfruLo 111

A FFT EM OPERAGOES COM POLINOMIOS

1 .INTRODUGAO®
Seja F ouam corpo ¢ suponhamos que gqueremos caloular,
em F O, uma  edpressan hQOd=el(a (), .. 0,a GO)LPoOr eremplod
1 5
_ L y e | . i
elaC) , bC)=a0G) b G W Em geral  essa expressdo ¢ difircil  de
ser calculada em FOO, principalmente se¢ o graua dos  polintmios
. T T i ¥
envolvidos e elevado. A estrategia a ser usada & passar da
. | A IS, A = . ; A L 2 !
aritmetica dificil de F(x) para a aritmetica mais sinples de F,
- . - r L
ut ilizando imagems homomor £icas.
Com esse objetivo em mente, introduzimos um esquema de
. o 5 . iy r ¥ . .
avaliagao—interpolagdo, que e um metodo para avaliar a expressio

h(x)we(al(u),,“.,a CG)), onde a (), ..., () s8o polinBmios de

5 i =]
FOx), abreviados por aC). Seja n uma limitagido para o grau de

h(x) & sejam b (k=0,...,n-4) n pontos distintos escolhidos de
Cle )

Fo Anotamos por a ma (b ) (k=0,4,.0.,n=4) & procedemos do
i ik

sequinte modo

Esquema Avaliagao—-Interpolagao

Passo iiPara k=0,1,...,n—1

(k)

(i) computar a =a_(b!) (im0, 0nw,;5)
i ik
(k) (k) (k)
(ii) computar ck=e(a )ﬂe(a1 yumm @ )
i ]

Passn 2iEncontrar o polinfmio U(x) de grau menor do que n tal que

UCb dY=c  (k=0,%,.0.,n=1)
kK k

17



Passn 35 Fazer hosUG)

0 esquema pode ser representado pela Frgura §

C alsg) ) mosmm e s i Y (34

¢ sobre FCO0 A

passo 1 (i) passo 2

n

v ¢ sobre |

{ Calle )Y ) w3 00 )

I Ik
passo L (i)

Fig« %

Teorema 1:0 algoritmo computa UCGO=hC) ) onde hGO)=eda(x))

Gy,
Provas Hbl=a(x)w"mwm§ a(hl)ﬂa ¢ homomorfismo de FO<) sobre F.
K (

AGsLm,

o O edaC)) Y (O H ), O que imp Lica
bl le
dizer que <::[ computado no pasaso L Cii) satisfax
¢

h<b )=c .
Kk 13

Como hX) e UG, computado no passo 2, sido dois

polinmios de grau wmeror  do que n ogue  interpolam o pontos
P
distintos (b Lo ) de F o (k=0,4,.00,n=1),

temos
I k

, pPela unicidade da

interpolagio, que UGO)=h0 8

" s r "
A questio que se coloca agqui € a seguintesr o0 esquema

3 - = : = ¥ ; e :
avallagamwlnterpmlmqam Goma s econtimico gue o a]gurttmo LG LR ) Gm

Flxy 2

. ¥ s
Ve jamns neo CABO eespecifico e

hGOd=edaGd,bGOI=a0).b(x¢), a multiplicagio de dois polindmios.

18



. r 3 - . - . o .
Lembremos que o algoritmo classico para mltiplicagio de dois

P olindmios de At m 34 n, " H P e tivament e ¥ e guer M. n
5 z A 5 r y
mult i ? lica GOes , itato L ) tem o e COmjpr La (AR @

OCmom)wConsideraremos o caso de dois polindmios de graun n, o que

p 3 . . . . r
permite concluir que o tempo requerido pelo algoritmo normal e
4 )

O(Hm).

0 esquema avaliagdo-interpolagdo, para aGa) . b )
Pagssao 1 i)y Realiza a avaliag@o de dois polinmios de graa n oem
N=2n+1 pontos (pois o graun de h(x) < 2n ). Usando a regra de
Hnrnwr“, que  requer n o omltiplicagics e n adigoes para  cada
avaliagdo, teremos um  total de 20(2n+i).n) multiplicagoes ¢

~

adigies. O tempo requerido e', portanto, de oln ).
pasan L LiidiEfetua N=2n+t multiplicagies sobre Fp 0dn) e o ﬁwmpn

requer idoa

Passo  2iRealiza  uma interpolagdo polinomial de  NeZntvi  pontos,
& 3
requerendo um tempo de OOn ), usando o metodo de interpolagao de

Newton.
. L4 > T
Portanto, o novo metodo ndo apresenta, em principio,
H ¥ :
vantagem sobre o algoritmo classico. Vamos usar a  transformada
r . . 5 ¥ v W
rapida de Fourier para veduasic o nuamero  de multiplicagoes no
. - - . 1o ¥ #
passn 1 (i) do algoritmo, na avaliagdao, & tambem no passo 2, =a

interpolagido.

i r r s 3
A regra de Horner @ uma regra otima para a avaliagdo de  uam

2 i g r i G i i e
olintmio em um ponto isto e nao podemos aval iar um polinmio
¥ ¥

de granw nooem um ponto em menos do ogue n o multiplicagies @ n

n
adigoes. A regra sinplesmente escreve a(d=a +a Mt...+ta o
0 1 n
como aC)=((,..0(a wta reban duaet@ dichka duka
n B4 et s i 0

i9

y Fequer =



2 .AVALIACAO MULTIPLA RAPIDA

Eatamos interessados £m avaliar 0 polinfmio

N1,
ali)=a +a xta ... do

a b4 de  F(x) em N pontos i
0 1 s N~ 4 .

[
r L B

: N 1.
2
corpo  F.  Podemos resolver esse problema  em o OON ) operag oes

r

= m
usando a regra de Horner. Agdsumindo que N=2 ¢ que 7 possar ama

N=raiz primitiva da unidade w, podenos redusic o namero  de
operagies para O(N.]mgﬁN), g€ 5. =W , i=0, %, cwe, N1
=i
Vamos decompor a(x)
Aa()=a +a MPA K bo..td 3

0 1 2 N4,

2 N2 N1
(R PR M Fa.l.tR i YH(a whaaata M ).
0o 2 N-2 i N1,

(N-22/2 (N-2)/2
aC)=(a +a y+...+a Y Yhi(a . lta 3
0o 2 N2 i N,

r t
sl Cyd e ¢ C(y), onde gran de b oe gran de o ¢ (N=2) /2.

Feita essa decomposicao, o problema original de avaliar

i
o polintmio a(x) em X =w  (i=0,...,N-1), se reduz a avaliar os
i
o 2 K+N/2
polintmios bOe)r e ) em yu,...,m , owom oy = o Como w 2
: N1, i i

3
~w , logo y =y N/D o que implica, de fato, na avaliagio de
i i+N/2

somente N/2 pontos dinstintos Yy Yy ,ewa,y .  Podemos achar o
0 1 N/~
r r
valor de aC: ) atraves do calculo
i

a(x J)=b(y Jd+x c(y ), 1=0, 0. ,N2
i i i i

a(x I=b(y J)-x c(y ), I=N/2+4 , 00 N-1.
i i [ i
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2.AVALIACAO MULTIPLA RAPIDA

polintmio

Eastamos intercoesadoy ©m avaliar )
N4,
a(x)=a +a M+a +...ta M e FOx) em N pontos 3, eesy do
0 1 2 N-1 0 N-1.
=~
em OCN ) operagies,

corpo F. Podemos resolver esse problema
. M _
usando a regra de Horner. Assumindo que N=2 @ que F possul uma
v & . . . i LS
Neraix primitiva da unidade w, podemos reduxic o numero  de

OPEragies para O(N-lug“N), HE M
o |
Vamos decompor a(x)d

alx)=a +a Hta = : -
0 4 : N4,

(N-2)/2

a(u)=(a +a yt,...ta
0w P

Se Y=
(N-2)/2

YA teaeta :
1 N A,

=h(ydt cly), onde grauw de b ¢ gran de o GoAN=2Y /0.

Feita essa decomposigdo, o problema original de avaliar

i
o polintmio a(x) em x =y (i=0,...,N~1), se reduz a avaliar os
i
o 2 le+NZ22
polindmios b)) & clx) em Y L wan,y ,  tom Yy =3 . Como w i
0 N- 1 i i
l( - . ] " . o
~w , logo y =y , O que implica, de fato, na avaliagio de
i i +N/E
somente N2 pontos dinstintos Yy L,y ,..u,y ] .« Podemos achar o
0n 1 N/2-1

valor de a¢x ) atraves do calculo
i

a(x J)=b(y J)+x c(y 3, i =0, 0a., N/2
i i i i

(1)
¥ i=N/2+4, o 0n , N-1.

a(x J)=b(y )-x c(y_
i i i i

20



Portanto, o

asubproblaemas
(N=2) /8 ¢m N/ZZ
real izadas em
- 0
polindmios b(x
wooouma  Nera
primitiva
etc.
duas

P or [raar e

m
M2

m
M2

o processo com m oaplicagies,

m
M2

r
numero

em um ponto),

(2)

Redu=
reduzindo (W)
Temos que o

de

Processo

- L4
da unidade, w @

Olhemos para MION),

pim,

de multiplicagies para avaliar

temos

Zimos,

problema  de tamanho N se reduziun a

tamanho N/Z2:  avaliar dois polindmios de

pontos, acrescentando-gse maisa N/2

L 7 2

pode ser aplicado recursivamente

) ol 812

r

)
. . N . bu Lt ¥
primitiva da unidade, entido w e

4

uma N2

uma N/4-rais primitiva da
r
0 numero de

multiplicagoes, que

Tas @

—2.MIN/2), devido a redugdo do problemna

“NAZ, devido ao uso de (5).

m

sendo  N=@ o bemos®

m- 1.

Y2 JMIN/ZZ2)Y 42 repet indo o processo,

“e m-4 m-4i

m 5
=2 (2. M2 )2 + e , ate chegarmos ao

” ¥
isto e

m m-4
MO Y EmL 2

Y multiplicagies. Como MOL)Y=0

um polintmio de grau

que

MI(N)=m.2 ﬁN/E.logqN.

tempo  de  computagio para @

tempo de computagdo requerido para

aval iar

dois

GQr au

multiplicagoes

a0s

@ suas decomposicoes porque Comegamos  ©on

[ W Jicd

o dace

dado

final

Sero

. r
conforme planejamos, o numero de operagoes,

mult iaval iagio.

LLim



polintmio de grau N« em N pontos i O(NalngqN).

0 processo pode ser resumido no seqguinte

Algoritmo i3

N4 m

INPUTE=PolinOmio de FOx¢) aCo=a +,...+a , tom N=2

0 N
ouma Neraiz primitiva da unidade em F
k

, onde A =alw )

OUTPUT 20 vetor A=A ,...,A )
0 N4 I¢

METODO20 seguinte procedimento de alto nivel em subrotina

Linguagem PASECAL

PROCEDURE FFT(N, a(x)
IF Ne=4 THEN
Al i =al
ELSE
BEGIN

ne=N/2s

LW, A

b (32 2= +a 0 b weta -
n 2 n-e
3 n—1i
c(x)ai=a ®t+ta M +a..eta 4 s
3 =4
f')
FET(rn, bdx), W , BXs

[ -

2

FFTCn, (<), W , Chy

N

P

de



J.INTERPOLAGAO RAPIDA:

Com relagio a interpolagan, temos o seqguinte problema

m
associadod  Dada w uma N-raiz primitiva da unidade em F e N=2 o
queremns encontrar a Ci=0,uwas,N=4) tal que o polinfmio
1
N- 1 . k
AC)=a. +a Wb, .t P sat isfaga alw )b (=0, wua ,N=L), para
5/ NE I
b dados.
K
Esse problema  pode ser examinado pela matriz de
Vandermonde
L & & ew 1
2 N-1
i w w Erm w
N--1 P 4 2IN-1)
Vil ,w,euu,w R w W i w
. 2
N-f 2(N-1) (N--1)
i w w wew W
Sejam a=(a ,.wa,f ST O i N ), Yoo Temos, para
0 N--1 0 N-4

(REESE N-1
al)=a +...+ta 67 e V=04, no.,w ), que
0 N--4

Va=h =P b =alw ).
k l¢

r . T B ; : i ¥
Como V e inversivel, temos garant ida a existéncia unica

. ¥
dos a , isto e,

i
= k
Va=h 4= a=V b g=p bk=a(w )«
Tato significa que o problema da multiavaliagio pode

ser pensada como uma multiplicagido da Fforma Va, com V matriz de

g g r 3 .
Vandermonde e @ FFT e um algoritmo que serve para  compuatar

23



P r . . r
Va. lambem a interpolagiao e
«4, N-1

Vo ob, com VUt oe.,w b

rapidamente

Veremos e

facilmente a partir de V pela

Proposigdo

no  qual exista 1/N.  Entéo

e | N-1
Vo i ;W

" i

- r %
ProvailDesde que W & uma  N-raiz

mostraremos que

Co3=UL W, e, W
' lj

K= (k

Ora,

sCi—j)
temos que w =1, entldao k_ =N.
1J

se i=]j,

para skl , vale

N-—-1

s g

N
T C =0 =43/ C~1) e

r

0< 1i=jl1 <N, segue que

24

-1
)=4/N V(i,w

primitiva da

VY & (R = |0 N w.. O

; GCi=j) i~
w J = ( (w 4

um produto de matrizes

=,

pode  ser

caloulada

i28@ja w uma N-raiz primitiva da unidade no corpo F,

] . i 2
)

PN,

unidade,

=N+ 14

g |
£ 3
=

Se %), usamos que,

dessa

forma, sendo

7]
- 4 )/ (w -1)=0.



Resolvemos, portanto, o problema da interpolagio usando

0 mesmo algoritmo da oult iavaliagdao. Maig objetivamente, temos o

Algoritmo 2t

N
INPUT:= O vetor b= ,...,b ) de F
07" N )
= owouma Ne-raix primitiva da unidade de F

N4, k
QUTPUT2—-a(x)=a +..,.+a ® , com adw I=h (k=0,.na,N=1)
0 N- i Ik

METODO:0 seguinte procedimento de alto nivel em Tinguagen PASCAL .
PROCEDURE FFI(N, b, W, aCx))y

BEGIN

i
h(x):m> ooy
—
[

FFT(N, h(), W
-,

i
aG) =) (4/ZNC IX g
]

Z

I
L

L

i =
END .
Claramente o algoritmo acima opera no mesmo  btempo -
: I
oo L . ¥
OCNLTog N=- que a FFT , mostrando que a interpolagio tambem pode
oy
[ 1
ser implementada rapidamente.
= | 4 N r
Por wltimo queremos observar  que 0 met odo PAara
operagies com polindmios apresentado tem algunsg inconvinientes. 0
principal € que © corpo F em questio deve ter uma Norans
primitiva da unidade. O corpo dos complexos sempre  tem Neraiz
primitiva da unidadey w=e « Nesse caso o inconveniente e as
. T . w o s o - as ¥
. Ja que as multiplicagoes envolvidas sdo de numeros

operagies

complexos. S8e os polintmios envolvidos sao inteiros (o racinais?

25



& Pmsﬁfvel realizar as operagies sobre um corpo Finito Zp. A

s r ¥ . . P {4
viabilidade desse metodo ¢ o objetivo do proimo capitulo.

26



capiruLo 1v

PRATICABILIDADE DA FET MODULO P

Para que possamos aplicar eficientemente o algoritmo

- i & 2 r %
FFT em corpos finitos Zp, com p um primo, @ preciso responder

basicamente duas questoess

Ciy Zp tem N-raiz primitiva da unidade ?
Cii) Dado Zp  com uma Ne-vaixz primitiva da  uanidade,

¥ . .
podemnos encontra-la eficientemente ?

\ e ¥ ;
Ao  final deste capitulo teremos respondido ambas as

queties com relat 1vo sucesso.
m )
Se N=2 | estamos buscando primos p para os  quais  Zp

r

tenha uma N-raiz primitiva da unidade ( nas aplicagies p e semnpre

Q
muito grande, na ordem de 40 ). Invocamos o seguinte

Teorema 1% Zp tem N-raiz primitiva da unidade se ¢ somente se

N divide p-1i

¥*

Provat8eja N tal que N divide p-1. Como (Zp ,.) e um grupo

r

1 = -y & -
crclico , existe um elemento o de Ip tal que a e

p~4 n.
, Aa =1 & a $#i se 1< n (p=-1.

{p~=13/N ) )
Portanto, b=a e Neraiz primitiva da unidade.

. . . W r
primitivo, isto e

A outra diregdo segue do teorema de Lagrange ( a ordem de

um a@lemento divide a ordem do aqrapod.



ue gusn appe it t“
Assim, para  computar FFT modulo  p de tamanho N=2

m
. r , , » A
precisamos de numeros primos potal que 2 Zp=1, ou oseja, priamos da

P
2 # t
Forma p=2 k+ed G ) mrd o tmpar ).

. o g T . ¥
O geguinte resultado da teoria anal ttica de nuamer os

¢
garante a existéncia em abundéncia de primos p da Forma p= lris
r # r r
0 numero de primos p da forma p=2 l+f e
aproximadament e
r—1i
(x/log ®)/2 “
_ _ ; a1
Por exemplo se a palavea de am computador & de Lamanho 2 0 0
¥ 3 . o F T M
numero  de  primos p oda forma p=2 k+i C lc tmpar ), com ¢ y 20,
s S
menores o que e e, aproximadament e

3§ e K T A
¢ Zlog 2 .2 =2 /31.log 2~180.

Tais 180 primos podem ser usados para computar FFT  de  tamanho
, 20 &
ate 2 ~40 .

Para respondermos a sequnda gquestio ., que trata  de
achar um meio eficiente de encontrar uma raiz primitiva do  corpo
Zr,  ela  pode ser redaxida a encontrar um elemento perimitivo de
y ; . o (p-1)/N :
Zp, pois se a & primitivo, entao b=a & ama Nerai
primitiva da unidade.

Como  encontrar uam elemento primitivo em Zp, com

¥

- "~ r o - . - e
p=e k+i 7 Babemos que o numnero de elementos primitivos em Zp e

28



dado por H(p-1), H fungio de Euler. A teoria analitica de numeros

”¥
; ; ) r e ; ;
nos dix gue o valor medio de Hin) e &n/MN , para n inteiro.

- . r
Se¢ p—-i=2 Kk C k tmpar ), @sCcrevenns

r K
H{p-4)=H(2 ). H(k)=2 HCk) .

. r s T .
Agora,- o valor medio de Hk), para k impar, deve ser maior do que
2, , " . 2
S/ , Ja que seu valor medio sobre ko par e ¢ k/72 ¢ &k/Z07 .

ol

2 o

o : E (- i
Assim, Hp-1) » 2 Sk /0T =3.2 k/0 =(p~i)3/11 , significando que o0

r i 5 s y e T ¥ . .
numero de elementos [PEermi tivos em AF’ € emome ia ¥ maior do que

]

B(P“i)/T;. Em termos Prmhabiliﬁticoﬁ, se um elemento @ retirado

”y
[~
ao acaso de Zp, ele tem a probabilidade 3/700~ 0,3 de ser

¥
primitivo.

Portanto, para acharmos uam elemento peimitivo em  Zp,
testanos 2,3, 0 o A probabilidade acima nos deixa seguros de que

ndo  sera  preciso  testar maitos elementos ate  alcangarmos o

objetivo.

Para testarmos os elementos seria absurdo verificar se
n - . ¥ %
a #¥i, se L {(n ( p-i. Felizmente, temos um resultado algecorico

completo e elegante que vai facilitar » verificagao.

i r . . .
Teorema 22 a um elemento de Zp & primitivo se & somente s

(p-1)/q )
a ¥i, para todo q fator primo de p-1i.

n
Prova: Se a e primitivo, a #i, para 1 ¢ n < p=%.

S a tem ordem n € p=4, entdo kn=p-4. Seja k=g, onde

¥ ¥ - =
e fator primo. Entdo,

E:l



(p=4)Y/9 rn nr
a - "':‘l. poing ( i'._‘ ) ey i r (:)

mostra a outra diregdao do teorema.i
Exempla LiVamos enconbtrar um elemento primitivo em Zp, conm

£)

. - r - H H H - - g " g . g I " -
Sendo p-1 =42 =2 3, a ¢ prinitivo se ¢ somente se o, @

Temoss.
2 =16 =3 (mod i)
4 4 2

e m2 .8 =m3.4 =12 (mod 13).

Assim, 2 e elemento primitivo de Zp, com p=13.
Resumindo, temos o seguinte
Algoritmo 4i&
- - r.
INPUT®=Primo p=2 k+i, com r > m, onde N=2 ¢ o tamanho da

ser computada.

QUTPUT:~Um elemento primitivo de Zp

Passa LiDeterminar a fatorizagdo prima de p-4i

Passa 2iTestar a=2,3, ... , usando o teorma 2.

€. 4 !{l

oL

P=dd

FFET =

T E g .
No  capitulo VI seqguinte apresentamos am  programa,
Tinguagem PASCAL, que  encontra o menor elemento  primitivo

positivo de Zp, com p um primo < do gque 32500.

30
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capftuLo v

MULTIPLICAGAO DE INTEIROS

1.INTRODUGAOQ:
r : A 5
- Por VA 1 0O% anos muitas PESSHOAYS Husavam a egtreita

relagido  que existe entre a multiplicagiio de polinbmios e @

r
w8 €

A
n-4 0B
. - L 4 ¥ -
um inteiro de n digitos na base B, entdo a representa o valor do

multiplicagao de inteiros (Pollard), (Aho). Se a=(a

polinBmio associado a(x):ao+...+a ¥ em sl isto é, a=a(B).
Mas  somente em 49271 que Shnhage ¢ Strassen demonstraram  ama
manegira pela qual a analogia pode ser explorada, de modo gue @
multiplicagdo de dois inteiros de n digitos na base B pode ser
implementada em O(n.log n.log log n)y  (Aho). Trataremos neste
capitulo de um algoritmo sugerido por Pollard (4971) e analisado
por  Lipson (19274) que nultiplica dois inteiros de n dfgituﬁ €m
Onalog n) para n < N, onde N @ “bastante grande’, porém limitado
(Borodin).

Estamos interessados, evidentemente, em multiplicar
inteiros muito grandes, dal  escolhenos como base B a maior
poténcia de dex que seja menor do que W, o tamanho da palavea  do
1%
computador. Por exemplo, se o computador tem L6 bits, entiio W=
(mais o sinal) & a base escolhida deve ser B=10.000. Assim o
numero 71348944235 nessa base e 0713.4894.623%5, apr;sentanum
somente 3 dfgitmﬁ. Observe-se que essa base B facilita a passagem
da  base dez para B e reciprocamente.  Ainda temos como  vantagem

ao escolher tal base B o fato de que os coeficientes do polinBmio

31



associado 20 inteiro a sdo todos de precisdao simples, ou  seja,
tem somente “um” di gito.

0 tamanho da base B nos da uma idéia da dificuldade Qe
teriamos em calcular a FFT diretamente usando a ténica da
multipiicaqﬁn de polintmios dos capftulma precedentes.

O algoritmo a ser estudado atiliza um certo numero  de
PEIiMOS pl, B<4p <(Weoteorema chins do resto para reduzir o

¢

I

problema em subproblemas menores.

2.0 PROBLEMA CHINES DO RESTO:
O problema  chinfs  do  resto (PCRD ¢ oum sistema  de

congruencias linegares

(G 1

il

r (mod m ) (k=0, ana,n=1)
k k

sobre os inteiros.
Vamos nos restringir ao caso em que ml, izl o ww gty
¢
80 primos entre si dois a dois. Daremos um algoritmo que resolve
tal problema.

Inicialmente tomemos o seguinte sistema de dhuas

CONgru@neias

(2) 1L r (mod m)

(3) 1 s (mod n)
Onde o, r, s, m & n sdo inteiros com mdocim,n)=i.

= T . . A -
A soluglao de (2) & do tipo u =1 + t.m, t inteiro. Encontraremos



* r H o -~
um determinado t de modo que u tambem satisfaga (3).

Dado  que mdoclm,nd)=1, seqgue que existen 2 @ y

tais que x.m + yun = i entdao  em - 4

Yull, O GE ja,

Mam =L (mod n). Assim, se tomanos
t o= (g=r). (mod n), teremos

o= (e o+ (O (s-r)a (mod n).am ) ) (mod

il
~~
-

+ (G=-r) ) (mod n) = & (mod nd.

Do desenvolvimento acima, segue o
Teorema 1% Sejam m ¢ n inteiros relativamente primos,

sistema
o= (mod m)

u = g (mod n)  tem uma solugio U inteira.

Tal solugdo pode ser obtida pelo
Algoritmo 13
INPUTE-Um sistema de duas congruéncias inteirvas

QUTPUT:~Uma solugdo U inteira

METODO:~Subrot ina abaixo, em linguagem PALCAL:

FUNCTION INVERSOCM,NY
B E G LN
Tu=0y
REPEAT
p=l4f
UNTIL (IxM) MOD N = 4
INVERGOu=1;

“e

END 3

33
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PROCEDURE SOLUGAO (M, N) 3

BEGIN
X2=INVERSO (M, N) 3
Te=((8~R) * X) MOD Ny
Uz=R + T*M

END

Consideremos a qora as n o congrn eneias

oo (mod mo)
0 0

T (mod m )}, com mdedm  m )=f, se i=j.
n-1i n-4 i
M =4, s k=0
le
Definimos
Mo ai s s m , se k0
k O 1 Ig=4

Lema i# M1 & mI a0 relativamente primos, O < k € n.
4 4

Prova: Se k=0, nada temos a mostrar, pois M =i.

I

Se ko > 0, supide que existe g > 4 tal que g divide m ¢ M .
Ik

Seja p fator primo de g. Como p divide M , entio p divide
k

m o, para algum 0 < j £ k, assim mdcCm _,m > > p > 1, 0 que

¥

i 3 Kk
r . g
e ouma contradigao.t

Para resolvermos (1), definimos a propridade pdo)
¥ r = " 2 P
k=0,4,su,n—=4 de modo que apos k iteragies plk) seja satisfeita,
onde

(4)  plk)=

U=r (mod m ) (i=0,...,k)
i [

34



Apds n-i  iteragies U serd a solugdo de (1) que
buscamos .
Naturalmente que para a indugao ter sacesso, definimos
pl0) como sendod
M o= g
U= ¢ (mod m ).
0 0
Por indugdo, podemos assamir que apds ked iteragoes

plk=1) & valida =

Mo= M
k-4

U= (modm ) Ci=0,004,k=5).
i i

. : r . . 3
Nosso  objetivo e determinar U7 e M7 tal pdk)  seja

valida apos k iteragies.

Heja Mrowm M w mooMo Para definirmos U7,
k-1 Kk Il
lembremos que mde(M ,m 3 = 1, entdo, usamos o algoritmo 1 para

l¢ 4

caleular a solugao U do sistema

(5) [

U (mod M )
I

(&) "

il

r (mod m )
k k

Vamos provar agora que U7 assim definido satisfaz plk)s
Por (35), U= U (mod MI), entdao U” = U (maod m ) (i=0,...,k=1).
¢ i
Por hipdtese de indugio, temos que U7 = ¢ (mod  m )
I 1

Ci=0, uae,k=5), que combinado com (&) completa a prova.i

Teorema 2:0 PCR

o= rl (mod m|) (k=0, wuw,n=4) tem wuma
k (

solugdo inteira U que pode ser computada pelo



Algoritmo 23

INPUT2-n congru@ncias intetras u = rl (mod m!) (k=0, wuu,n~1)
¢ ¢

QUTPUT s ~Uma solugiio inteira U

METODO:~Subrot ina abaixo, em linguagem PASCAL:

PROCEDURE N-SO0LUGAOCN, Uy

BEGIN

Mu

iy

s

i

R MOD M
0 0

FOR Ki=0 TO N-L DO

BEGIN
Mi=M¥M
Xi=TNUERSO (M, M )y

K
35((RK“(U MOoD HK))%X) MOD MI

Us =04+ TxM
END 5
END 3

No  cap,itulo VI apresentamos uam programa completo

resolve o PCOR.

3.518TEMA DE CONGRUENCIAS POLINOMIALS SOBRE Z(X)e
Estamos interessados em encontrar uma solugdo UCG)

Z(C) da congruénecia

(7> ) = pk(x) (mod ml) (k=0, auau,n=41)
4

gue

am

O lema seqguinte redur esse problema ao problema ohinés

do resto sobre os inteirog.
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n ©
Lema 2:8ejam aGo=a +,..ta 3} bOGO=h +.uuth ¥ polinOmios de
0 n ] &

ZEx) @ moum inteiro positivo. Entdo

aCx) = b(x) (mod m) se e somente se a =b

i i
prova: m divide aGO-b(x) se e somente se m divide a ~b . #
. i i

Teorema 3:& Sejam p ()= P Kt.wutp ., polindmios de ZG2) e

P
Ok ik ol
mo >0 (k=0,..s,n=-1), com m primos entre si dois a dois.
Ic Kk
Entdo o sistema de congruéncias polinomiais
w(x) = op ) (mod m )
le

tem uma  solugao UG pertencente a 204 .

- . r - LI . *
Prova: Usando o lema 2, o j-esimo coeficiente de  qualquer
solugdo polinomial de (7) e solugio do PCR

woEp (mod m ). H
gl K

4.ALGORITMO DOS TRES PRIMOS: Apresentarcnos agora

—

> algoritmo

de Pollard-Lipson referido acima
Algoritmo dos trés primos

INPUT: a=(a i wad, ¥ @ b=(h RO inteiros em base B
n-—4 0B n-1i 0B

QUTPUTE c=ab
£
0 algoritmo requer K primos da forma p=2 1+4i < W, o tamanho

da palavra do computador, com e suficientemente grande e K a ser

determinado



.4 Para os K primos p (B {p W )
: lc k
<

Computar o GO=aGObhO sobre Zp GO nasando FET.
L.2 Resolver o problema chinés do restos
k
- ) o= o () (mod pl) Clesaldyihos www y KereD
{

1.3 cGad=l0x)

Passao 25 c=c(B).

i . . r %
Faz-6e necessario determinar K, o numero de primos a

ser  uatilizado pelo algoritmo. Cada coeficiente ¢ =a h +...4+a b

i 0 i A
2 pd

de cl(x) & { nB . Entdao, no passo i temos que

;2
(%Y P P ssaP ) M ¢ 1 :
0 4 K- 7
Como cada PI > B, segue que (%) 6 satisfeita se
¢
K P ,
B >»nB , isto e, se
K ?» laog n+2.
B

{ B

h)

Assim, s n , tres primos sao suficientes.

- - . o I e L4 .

Tendo escolhido K=3, temos uma restrigio tacita em n
tamanho do  problemat n ¢ B.Contudo,tendo em vista gque nasg

3 i L4 . - F &
aplicagies B ¢ sempre muito grande, tal restrigio pode ser
- . ¥ . 3

considerada irrelevante. Ha, entretanto uma seqgunda imposigio a

&
n. 0 passo 1 do algoritmo requer treés primos p=2 I+i, (B & p { W)

& k
com 2 > 2n~-4 (grau de ¢ 0+ L), Entdo, sendo E oo maior inteiro

para o qual podemos encontrar terés primos da Fforea requerida  com
. B4
expoente e ) E, temos que n ( 2 -

- = r .
Para analisarmos o tempo de computagio necess aria

pelo  algoritmo, venos  que o passo 1.4 requer  O0dn.log  n)

38



operagies, enquanto o passo 1.2 requer 0(n) operagoes (Pn-1i
problemas chineses do resto, cada um dos quais envolvendo trés

congruéncias inteiras.Pode-se mostrar que o passo 2 A avaliagao

-y
polinomial requer 0(n.log n) operagoes (Lipson). Portanto,podemos

resumitr 0s resultados obtidos no

Teorema 13 Seja um computador com palavera W. Entao tal compubtador
pode multiplicar dois inteiros de n digitos na base B, B < W, e
um tempo da Odn.log n), se

in ML H
" - N ans r . . . .
s 0 g E , onde E @ o maior inteiro tal que podemos encontrar

trés primos p=2 141 B p (W come ) E.

0 nosso algoritmo reduz o tempo de computagio para

multiplicar dois inteiros de n digitos de 0(n) para Oln.log n)

r

r . v ¥ 4
mas @ preciso lembrar que ha restrigbes sobre n, o tamanho dos

*

r - . -
numeros  a  serem multiplicados. Vamos ver com um esemnplo gque o

4 h b . . L4
dominio de aplicagio para esee algoritmo e extremamente grande.

o - r
Tomemos um computador com uma palavea de 32 hits, o que da
31 @ _ . _
como  W=2 -4 e podemos escolher B=10 . Portanto a primeira
92
{ 10 .

restrigao deve ser entendida como n ¢

Examinando & figura 4, podemos observar  gue  existem

trés primos B & p (W com expoente ¢ > 24. Logo, a restrigoo n

E~q
g 2 , o teorema § significa
28

&
n {2 ~8 381xi0 , ou seja, E=24.

3¢



2
p o= 2 14§ @
(1 impar)

ramenor elemento
primitivo de Zp

20432659214 a7 34

2LL392924L7 a4 (]

2130706433 24 3

Figura i.

Temos, portanto, que um computador de palavea 32 bits

. . . o . LA . .
pode multiplicar, uasando o algoriteo I, nomeros  inteiros  que

. 0 ~ t 4 i %
exceden & oito milhees de digitos decimais.
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capituLo vI
IMPLEMENTAGOES

Os  programas a seguir apresentados sdo em linguagem
PASCAL W
Programa MDC: Este programa calcula o MDC de dois inteiros

SO R s . e L4 =
positivos quaisquer menores do gque J20000restrigdo da magquina)l

PROGRAM MDC..2y
VAR

YUuﬁRRhYQU..4$ OF INTEGER
SBEINTEGERy KiREAL

BEG TR
WRITELN(TESTE PROGRAMA CALCULA O MDC DE DOYLS INTEIROS “A* E “B*7).
'l‘ '_: rr &
MRITELN(’&SfOIHﬂ DOIS INTEIRO MENORES QUE 82500 )
WRITELNC’A 273 ;READLNCA) ;WRITELNC'B 27) s READLN(B Y}
YVa0g:=a;
YVOLGEs=Bgy
WHILE YVS1G<H>0 DO BEGIN
YVB26E=YUGLG s
Yuai,:cYUaOFm (YVOHOE DIV YVBLG) ) %YVGLG,
YVE0h £ =YVG26 3 END
| WRITELNC'O MDC DE & = ” A, [ B o= "B, " E 7 ,YVUB0():
END .

Programa primos: Este programa lista ¢ conta todos os  orinog

menores do o que n, um dado inteiro menor doo ogue 32500.

GRSGRQH PRIMOG. .. Ny
ﬁRRﬁYﬁﬂ..JHUUﬂL OF INTEGER g

x s INTEGER »
BEGIN
CLRSCR 5 VE— :
URITEE$%'F§¥§P§ROGRhMﬁ LISTA TODOS 08 PRIMOS POSITIVOS MENORES QUE N.7)
ﬁg%¥%%§é:;?COLHE PARA VALOR DE N UM NUMERO NATURAL MENOR QUE 325007
3§%¥EFEE;§§iTn A ESCOLLHA, PRESSIONA A TECLA ENTER PARA CONTINUAR?)
WRITELNC'VALOR DE N ?7)s
READLN(N) »
FOR T2=0 TO N DO YBIC2=T.
WRITELNC?ESTES SA0 08 PR 1M03 MENORES DO QUE N#7)y
FOR T#=2 TO N DO
BEGIN
F YSBIECO0 THEN BEGIN
WRETECYHIE)



YOO 2=YOH00+1

WRITE(", 73,

FOR 8 g l() ROUND(NZLY DO
Y("l ﬁM{p""“

N ¢

; SXIGTE » YOOG,” PRIMOS MENORES DO QUE " N, 7 7 )
END.

Programa decomposilste programa faz a decomposicio  em  Fatores

primos de  qualquer inteiro menor do que 32500.

OGRAM DECOMPOS..P 3

PR
VAR
K2 INTEGER
ﬁﬁkéYoU..quUDL OF TINTEGER

PROCEDURE PRIMOS(N: INTEGER) s
BEGIN
FOR K&=0 TO N DO Y&KE ==K
FOR Kz=2 TO N DO
TF YOKE( S0 THEN _ o
FOR Ii=2 TO (N DIV K) DO YOK*IQ#=0,

END;
BEGIN
HE¥}E}52’O)PROHROHO DA A DECOMPOSICAO EM FATORES PRIMOS DE UM INTELTRO?)
WRITELN(’ESCOLHA P UM INTEIRO MENOR QUE 32500. PRESSIONE & TECLA ENTER”)
WRITELNCY ")y
WRITELNC'P 97)
READLN(P ) ¢
WRITELNC ¥y, ‘ . o ”
WRITELNCT'ESTA E A DECOMPOSICAO EM FATORES PRIMOS DE 7”7 P)s
PRIMOS(P) »
FOR Kz=2 o P DO
BEGIN
TF YoKC()U THEN
BEGIN
Y(:jo[;‘ e
IF (P én YOKG)=0 THEN
BEGIN
YOOG:=YH00+1 s
La="(P DIV Y6KGY:
WHILE (L MOD YOKG) =0 DO
BEGIN
p=l, DIV YK
YOO E=YH00+1 .
WRITELNC” "LYBKE, T NA POTENCIA 7, YH00)
END y
END
END
END .

Programa Avalia® Este programa avalia um polinomio de grau N-i
nas N potencias de uma N-raiz primitiva da unidade do COrpo
finito Zp, com p a ser escolhido convenientemente de acordo com o
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4 . - . . .
capitulo III e a raiz primitiva pode ser encontrada wusando o

programa seqguinte.,

PROGRAM AVALIACAO..Ny

VAR
P, S, 0, U, RIINTEGER g
A, néRhYnn..inbmﬁy OF INTEGER,
ct ARRQYGU..B?UUL OF INTEGER

FUNCTION POTENCIACW, IT:INTEGER)* INTEGER:
BEGIN
IF I=0 THEN (i n o
ELSE BEGT

Mo

END
OTENCIAZ=Q;
ND »

Pfg}_Ql_j?ﬁDl,lRi:":ﬁ EXPOENTE (N2 INTEGER) «

3G

ABDE E =0,
AGLGE=(R DIV 2,
FOR Tz=4 TO (N DIV 2) DO

N
h ATE DIV 2) .

¥

S (AG2* TG + (N DIV 2)),;
END 5

PROCEDURE REARRANJO(V Uz INTEGER) ;
BEGIN
FOR P-~~(1 TO V-4 DO
BEGT
F'OR__'T’:::::O TO (POTENCIACZ,U)-1) DO

TFOT MOD 2 =0 THEN
FEPF(IKU)i"zBuP4(Tﬂv)uiﬂnfL%BnPP(r*t)NUQ
"
- COP+(THV) Cu=BEP+(T=1) %VGC+ABTLRBEHP+ (THY)(
ENDs
- FOR I:=0 TO 15 DO B&HIC:=CHICs

BEGIN

=

ES PROGRAMA AVALTA UM POLINOMIO DE GRAU N-14 EM N ")
08 DO CORPO Zp. TAIS PONTOS SA0 08 ELEMENTOS DO ).

TE
i
§§uwro Xq DAS q-ESIMAS POTENCIAS DE W, UMA N-RAIZ PRI”).
;t

—f i
efigiti
=

2R RARAZZZT T

R
A A A s

15}
1.1
S

R
—
-
\cl—-i 3~ i

VAS DA UNIDADE DE Zp. N E UMA POTENCIA DE 2 E p=NxL+q’
ALOR DE N ?7);
ALOR DE W 27);
Lthﬁ UM EM CADA LINHA E EM ORDEM CRESCENTE 06 COE7).

ITINTIH DO POLINOMIO? )y
10 Net DO READLN(BOIE) g

T Cw: c =

M MM N M M M %M N ow % owow

-

- .‘g‘

TEEEIEZEEEEZEEEE
CRACITMAMAOTTSSADT
AT e T bl T b ed e e el g e e

—
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VN g
Us=g,
EXPOENTE(N) 3
FOR Ti=0 TO N-f DO ABLGE=POTENCIAW,AHTE)
REPEAT
Us=yU DIY 2.
REARRANJOCU , U) 3
Us=U+1 g
UNTIL Vs=g s
EXPOENTE (N ¢
enp.FOR TE=0 TOTN-4 DO WRITELNC AW N& POTENCIA * ABICHS,™) = 7 BBIE);

Programa Primitivo: Este programa calcula o menor  elemento

primitivo positivo do corpo Zp, com p um primo a ser dado.

ARPROGRQH PRIMITIVOS_ Py

P, L,K,METNTEGER »
Y: ﬁénhvmn“.4 25000 OF INTEGER »

PROCEDURE PRIMOS(N: INTEGER) g
BEGTN
FOR K=0 TO N DO Y&KGz=Ks;
FOR K:=2 TO N_DO
IF YOKE< Y0 THEN ‘
- FOR Te=R TO (N DIV K) DO Y&K*L(2=(s

PROCEDURE POTENCIACN, T#INTEGER) 4
VAR

JL,REINTEGER ¢
GIN

RFPFAT
LN L
R 2= (R ¥ mnd Py
UNTIL Je
IF (R MOD P) 1 THEN Mz=f
ELSE Mi=0y
ey
.¥$ EE:))PROhann DETERMINA O MENOR FLEMENTO PRIMITIVO DO CORPO Zp'
_{% “ﬁﬁi')(o'”“ p UM PRIMO MENOR QUE 32500 E PRESSTONE A TECLA ENTER
RITELNCTCERTIFIQUE-SE QUE P ESCOLHIDG £ MESMO UM PRIMO, SOB PENA DI
ITELNCTO PROGRAMA RESULTAR EM ERRO” ).
ITELNC” "),
RITELNCTP 27y,
EADLN (P ) &
ITELNC? ).
ITELNCESTA E A DECOMPOSICAO EM FATORES PRIMOS DE 7 ,P-i)s
PRIMOSC((P=1))s
FOR Ki=@ TO  (P-1) DO
BEGIN
IF Y&KG<YD THEN
BEGIN
YG0G 3 =0
IF C(P-i) MOD YQKF =) THEN
EGIN
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Programa

duas cong

PROGRAM P
VAR
M,ON,T

FUNCT LON
BEGIN
REPEK

UNTIL

- =
G r

PROCEDURE
BEGIN

Ui =R+
END 3
PROCEDURE

BEGIL

IN
WRITELNCTESTE
NRITELN(:GRUENCIQS

NRI1F!N(’

"
e o

FmR TO (P=1) DO
- YOKG<Y0 THEN
(N
IF

1L
3L

END 3
END ;

L. e,
Y&Oes
END ¢

DLU YOKG
s OO+,

TLYOKG, T NA POTENCTA 7

C(P-1) MOD YOHKE )=

1 o

0 "MENOR ELEMENTO PRIMITIVO DO CORPO DE

TEM VALOR 7, N)y

¥ ¥

PCR.2: Egsre programa resolve problema

FENCG T A% .

CR2

CXORLS, T, U INTEGER 4

ITNVERSO (M, Ns INTEGER Y &

T
Ta=T+14
(T3xM) MOD N=i

INTEGER ¢

SOLUCAO M, NHINTEGER » 4

i =INVERGO (M, N 5
2 (G-RINXD T MOR Ny

Taeid

MDC M, NETNTEGER) »

20 DO

=L DIV Xi%Xy

PROGRAMA CALCULA A& SOLUCAY DO
U=R MOD M, ONDIE

WRITELNCT U= MOD N

T

P, ELEMENTOS

DIV YEKE)

!’);

chints do resto de

SIHTEMA DE EON
MDC M, NY=q

"y
e

¥

TR ]

¥
u
¥
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WRITELNC ENTRE COM O VALOR DE R”);
READLNCR) »
WRITELNCENTRE COM O VALOR DE M”);
READLN(M) ¢
WRITELNC?ENTRE COM O VALOR DE S7),
READLNCS) »
WRITELNCTENTRE COM O VALOR DE N7
READLN(N) 5
MDC (M, N =
IF I<51 THEN
BEGIN
WRITELNC MDC(M.N)=" T,” 0 PROGRAMA NAO PODE SER RODADO ),
WRITELNC COM ESSES DADOS. 7).
FNE)
ElLSE
BEGTN
OLUCAO (M, N)
WRITELNC”A MENOR SOLUCAOQ POSITIVA E U=’ U)

Programa FFT: Este programa computa a transformada discreta de

Fourier em N pontos complexos sendo N uma potencia de dois, via
r r

FFT.

PROGRAM AVALIACAO..N3

CONST "
PI=3.14159265358979«
K=41300%

Y, Qil U, R
RRﬁYﬁﬂ..K N5
Al ) } (6

ARRAYHO - oK1 oo B
QRGYUU..Kf OF INTEGER

[éION POTENCIACL ,REREAL)* REAL:
IF R=1 THEN
POTENCIA:=COS(PI*I*2/N)»

IF R=2 THEN
POTENCIAS=GIN(PIXI%2/N) »

<

XTCooTBTD
=

4,
e

_-n* '\
«xwswrwr 5}
-

D2DDDZ
=
==
>35>
f

% IZ ®% ES EIV

w-l"
mc
GJZ

END

PROCEDURE EXPOENTE(N*INTEGER) g
BEGIN

MOE®T( % = '1Q DIV 2.

FOR Tz=i TO &Bv 2 po
M 2
MGQ*T+1E"“( 2%TC + (N DIV 2));

I
IF I=0 THEN Sisf
ELSE BIhIN
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PROCEDURE REARRANJO(Y U INTEGER) 3

BEGIN
FOR Pz=0) TO U=1i DO
FOR Tz=0 TO (POT(2,U)=1) DO
BEGIN
IF (T MOD 2)=0 THEN
BEGTN )
COP 4 CTHY) L 4G E=BEP+ CTRU)  LC+AGT , LEXBEP+ (T4+4) %Y 10
» ABT, DOXBOP+(T+5 )%V 2
COP+(TXV) 20 =BOP+(T*V) , 20+AHT | 2C*BEP+ (T+1) %V 4
AGT | (xnuvatiri>*v,9
END 5 _
TE (T MOD 2)=4 THEN
BEGIN )
COP+CTHV) 10 2=BaP4+(T—1) %V, i{iﬁul A Hifl(rnv),iFw
) XBEP+(THV) | Dl
CHP+(T*Y) E-anP+(l-1)*V,¢ﬁ!hnT (o OPI(T*U),JF+
AGT ﬂ(u|n=fcixv),1;
END 3
END 3
FOR 1350 TO N-1 DO
HEGIH, AL (s
i} 3= s
BT ”d~ﬂ s.,tf
END 5
END s
BEGIN
WRITELNCYEGTE PROGRAMA CALCULA A TRNSEFORMADA DISCRETA DE £
WRITELN( FOURIER DE N PONTOS COMPLEX0S,ONDE N E POTENCIA n[’
WRITELNC'DOIS. 0 METODO USADO NO PROGRAMA E o FFT. '3
M
NRLTLLN( MESMO QUE O NUMERO DE AMOSTRAS NAO SEJA POTENCLA
r :’ &

WRITELN(C'DE DOILS, ACRESCENTE ZEROS ATE COMPLETAR’) s
WREITELNCY 7).

WRITEUNC UALOR DE N 27y

READLN(N) ¢

WRETELNC” l- BCREVA, UM EM CADA LINHA, A PARTE REAL DOS N PONTOS
F);

WRITELNC("COMPLEXQS DA €
FOR Te=0 TO N-f DO REA

: QUENCTAL. 7))y
WRTTELNC :fiilﬁi' 08 ELEMENT(C

Bl
M. N(H() Fadbidm
G 6a0 REATS RESSLONE O NUMERO OF

)
NIQI'I'ELN('SIE EXISTEM ELEMENTOS COM PARTE IMAGINARIA NAO NULA
=

WRITELNC PRESSIONE O NUMERO f.7)
READLNCJ) » )
IF J=0 THEN FOR I:=0 TO N-i DO B&l,20:=0
ELSE BEGIN
WRITELNC” )y
WRITELNCESCREVA,UM EM CADA LINHA, A PARTE IMAG L ~"

WRITELNC"NARLIA DOS ELEMENTOS DA SEQUENCIALY )
p_— FOR I:=0 TO N-1 DO READLNBAY, 20 )«

i 1 TR0 2
=

D00 Z
Sy

et ftez w3

>

~
=

Cic

e )
aradiigl

YL

=]
LR
-~ -
ERERN
S
~z

—

¥

NE Wl
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REARRANJO(V, U ;
TEENER
UNTIL VUmig R
WRITELNCY FLEMENTO TRANGFOR ™ |
"MADAT )
NRTith( POSICAO PARTE REAL 1Mn(|NmRIn nnurl REAL  IMAGINARTA)
FOR T#=0 TO N-i DO WRITELN(I:z4,’ ;O6T, 108aRs, v ’
DOL, 26355, T BOMBIG, 108,
ImMnI{, 20 sRESY .
WRITELNC?SE DEGEJA TMPRIMIR, PRESS TN ROMERO 17
J');
WRITELNCYSE NAO DESEJA ITMPRIMIR, PRESSTONE O NUMERO 07)
RI&D(J)
LE. =1 THEN
BEGTN o _
WRITELNCAUX, ELEMENTO TRANSFORMADA Y )
WRITELNC(AUX, 'v0t|{no PARTE REAL IMAGINARILA
PARTE REAL  ITMAGINARLA™ ) 4
FOR T:=0 TO N-1i DO NRIILLNcmux,y-q 001;1% Gag. ¥ ”
DOT, 245355, !uMu{g,j(:ﬂ'
LBOMOBIE, 20 "
FND
END.
END .
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