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RESUM 0 

r 

A Tran s formada Rapida de Fourier· <FF'f) e apresentada 

como um algoritmo que calcu l a a Transfor mada Di scre t a de Fourier 

mai s eficientemente, do ponto d e vi s t a computacional. 

Um a v ersão mais moderna do algoritmo de Cooley e Tuke~ 

e considerada com a finalidade de se obter aplica~ões da FFT em 

r 

algoritmos puramente algebricos, como operações com polinúmios e 

a multi p li cação de inteiros. Nas aplicações em que s tão, são 

levados em conta aspectos computacionais algumas 

implementaç58s sâo apresentadas . 
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INTRODUÇÃO 

() ' , . .. . f ato de que a tr ansformada rap1üa de Four i er < FFT ) 

freqUentemente nos mai s c: amp r.> f:>, 

for t e mt:m t: e vinculada A Algebra Computacunal ( A IJ ~; 1 C:.Hl d €·: , •. ) , 

< LehnH:?I'") , <Gentl~::man), <Bf::r·~:Jland), (Coolr.·:~J), <Bcwodin), (l..ip!:;on), 

foi um dos motivos que nos levaram A elaboração deste trabal ho, 

que trata principalmente da parte alg~brica e a plicaiões da FFT. 

No cap itulo I, fazemo s breve coment~rio d a transformada 

discreta de Fourier ( TDF ). Para leituras adicionai s , recomenda-

se~ <Elliot), <Hc~rwici), <Ar·c.:;ac ) .. 

O capitulo li trata da FFT. ~ apresentado um algor itmr.> 

FFt em versao mais moderna do original () 

f cap1tulo VI traz um programa em linguagem PASCAL qu e ca lcul a a 

TOF via FFT. 

As oper ações com polinOmios via um esquema de 

aval i ação-interpolação e auxll ir.> da FFT 
, 
e obj cd: r.> de dn 

cap~t:ulo III . Uma complf;mc~: nt: ac;âo dE:!:>!:i l'~ ;:~ssu11 t.o pode:~ !:if~r vist e:\ em 

< Aho), ( L i p r:; o n ) , ( 1:1 o r· o d i n ) • A i m p 1 e m<·:: n t: a c;: ~:\ n rl f·: a 1 g 1.1 n ~; a 1 ~~ o r· i t: mo !:; 

f , •t• f 1 de !:>te cap 1 tu lo r::r:;tão no ul 1 mo cap 1 t:u o. 

No t cap1tulo IV, trat:amo s da viabilidad e da FFT 

corpos finitos Zp, Enquanto que o cap ftul o VI apresenta um 

programa que calcula um elemento primitivo d e Zp. 

Out:r··a aplicac;:iio al9~brica da FFT ~: <~:!:>t: ucl acl<:\ nn c <:\pft:u1o 

v: Amultiplicaçio deinteiros muito gr a ndes. Para tal 6 necess~ria 



e o problema c h i n ~s do resto < PCR ) ~ estudado e resolvi do 

< A h o ) , ( El o r o d i n ) , ( P ol 1 a ni ) , < L i p !!> CHl ) • 

F in a lment e o capitulo VI traz a lgumas i mp 1 l·:·~ mcn t <:\1;. (') e::·~s 

computacionai s r dos cap1tulos anteriores. 

e m li~guagem PASCAL e foram rodados no micro comp utador Nexus 

1.600 • 

• 



CAPÍTULO I 

A TRANSFORMADA DISCRETA OE FOURIER 

i.INTRODUÇÃO: 

Analogame nt e a teoria us ual de expansão de em T • ser te~:; 

que est~ baseada no conhecimento rla fun~ âo em um 

intervalo, existe uma teoria que~ baseada n o conh ecimento de 

um a f u n 1; f:i. o f:: m •.1 m d c,:: t: c:::,,. m i nado c u n j u n t o d i f:i c ,,. e t. n d 17: p o n t: o~:; 

i ~-~ u a 1m f:·: n t <:: <7: s p a<; a d os , a ~~ •; ,,, 1 <~ d E i m p cw t: ~:t n c: i <:\ c: o m pu t: <:\c: i o n a 1 1111.1 1 t o 

A opera~io central na an~lise num~rica de Four rer ~ a 

L -l<j 
A = X W ' 

I< k 
k :;:;Q T • 0 • T n -· :1. 1 

j =O 

, 
onde n E um inteiro positivo, X , ••• , X sao escal are s <reai s ou 

() n·-·i 
~2 i /n , 

complexos) e W=e e uma n-raiz primitiva da unidad e . 

Estas somas ocorrem como aproximação dos coeficientes 

cl e F CJI .. W i e r , na construção d e poli nómios t:rigonorn~tr icos de 

interpolação, na solu~io de problemas de contorno, em eq uaç~es em 

difer en~as, como aproximação da tr a nsformada integral de Fourier 

e , inclusive corno t:ransforma~io de coordenadas e m equa~ües 

diferenc iais parciais (Henrici), <Bergland). 



Nemte capitulo apresent a r e mos a transformaria de Fourier 

cü~ ma n c::: i r· a o p c::~ r· c:\ c: i o n <:\ 1 , 
, 

isto e , como uma t ran sforma~io 1 in ea r e m 

peculi ares de periodicidade . 

2. A MATRIZ DE FOURIER: 

n>O um intei ro fixo P fa zemos 

2 ri /n 
<U W=e = cos 2 tT/n + isen 2rf/n. 

Chamamos de matr i z de Fourier de ordem n a matri z 

( 2) -1/2 <W-ij > 
F=n , i,j=0,1, .. ... ,n - 1 .. 

k 
Dado que a seqU@nc ia W , k ~O,i, .•• ,n, ••• ~ peribdica de 

perlodo n; então sb existem n el e mentos di s tintos em F. Em 

particular se F* denot a a transposta conjugada da matriz F , en t ão 

podemos escreve r ( 3 ) al t e rnativa men te como segue. 

-1/2 ij -1/2 
(3) F*=n <W >=n 

, 
Se a matriz dos expoentes E e dada por 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

w 

2 
w 

n-1 
w 

1 .. .. . 1 

2 n - 1 
w . . . w 

4 2<n-1) 
w . . . w 

n - 2 (n -U 
w .... w 



o o () • • • o o 

o 1 2 ••• n - 2 n -· i. 

(4) E = O 2 4 ••• n - 4 n -2 •r. (I<J (mod n)) 

o n- 2 n- 4 • • • 4 2 

o n-1 n-3 . .• 2 1 

E, demsa for ma , temos 

1 1 1 1 

2 n-1 
1 w w w 

-1/2 E - 1/ ~2 2 4 n--2 
<5> F*=n W =n 1 w w w 

n -- 1 n-2 
1 w w w 

É dE: .fun d a m(;·:n t ''' 1 impor· t: : .. t n c i a q Uf:: F f.· u n i t á r i<:\, 01.1 SE:·: j '-' , 

F.F·~t -· F'l+ .. F .... I, 

~:;i ~Jn i f i c:C\ndcl 'll.lE: F·)(· inversa cl a m<:\ t r· i :·: cl E:: F cn1 r i e r F. 

resultad o seg u e d a identidade geom~tri ca 

n- 1 t se j =k c r <J-1< > 
( 6) . w = 

r =• O o, se j = I< 

que s er~ demon s trada na proposição 1 do capit ulo s eguint e. 

Uma segunda aplica~ão da identid ade (6) estabe l ece qu e 

3 



1. () o o 
2 '') 

r: •. 

<F*> =F -- D () o l 

~ 

o o t Cl 

o 1. n (] 

4 4 
Em particular, obtemos qua F =<F•> =I . Portanto, os autov~lores 

de F sâo 1, - i, i, -i, com multiplidades apropriadas. 

3.A TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER~ 

Trabalhando com n-uplas complexas, 

X:::: (X , ••• ,X ) 
U n ·- t 

A::" (A , ••• ,A ) 
() 1'\ '"' t 

1/2 
(7) A = n F X, 

- , t ' j f-. () n dE: F (~: a ma . r· I ~?. ( e . ()f H" I e I~ r 

, 
<'·' ccJnh<-::c i cl a c o mo <':\ t r· asfc>r· m ;:-~.d ;:-~, 

, 
discreta de Fourier. Sua inversa e dada simplesmente por 

-1/2 
(8) X = n F*A . 

• I 
,, 

' Em termos de coordenadas, temos - -
J' ... ,~, 

n-1 
- \' - 1<1'' 

A -
1 

X W , r=O, ••• ,n-1 
r ~ k 

1<=0 

n-i 

(8>') 
-. k 

X =1/n\ A W r, k=O, .•• ,n - 1 . 
k L_ . r 

r=O 

4 



E~;r:;c!\s r· e1aç(i<:-~s são p<H"t i cu 1 ar·mf?n t <7: 
, 

1.1 t (,: i ~;; com dado~; p E-: 1'" iÓd ic:os, 

(lr+p n)k rk 
poi s ob S('?r· v a -··sE: CIIJf:~ w ··- w p <':\I'" i:\ !:11..1 \:-\ 1 ~~ lj 0: t: p in te i t··o, d<·? 

modo que A :::: A e 
I'" +p n Ir 

X ·-· X • 
I< +pn k 

Quando as seq~ências <X ) e <A ) 
I< I'" 

são periÓdicas d e 

f 
p <-:·: r· I o d () n ( p a r"<:\ r· , I< > o e r r I< < () ) , c:.\ 11 o t <:·u; ã o ma t r· i c: i a 1 < 7 ) •::: 

<H> pod<·:: s<~:r· 
, 

ma ntid a s m amnbigUidade: se X= <X ) e uma s eqU&ncia 
I< 

j_ ;;;?. 
d<·:·: 

r pe1r Iodo n, denotamos por A = <A ) = n F X a seq Uén c i a 
r 

periÓdica c ujo r-~si mo ter mo & dado por (7') e a nalogamente a 

i nvers t:-\ (8). 

Convoluç:ão: 

Se X= <X ) e Z = <Z ) sio duas se~Uências p e riÓdicas, 
I< k 

definimos o produto de convoluç â o de X e Z como sendo a seqtiéncia 

l.J :::: X·,.z, com f::l<·::m~:~nt:o~; 

n-1 

U ='X Z . 
r L. 1< ,r-1< 

k=O 

E~empla i~A multiplica~ão d polinómios e tamb~m a mul tiplicação 

de inte i ros pode ser executada at rav~ s da convoluçio. t'><'?jam doi ~5 

i nt eiros a e b na base B, então 

m·-t 
a =a +a B+ ••• +a B e 

O 1 m- 1. 

m-j. 
b =b +b B+ ••• +b B onde <:\ <·:: b 

O j_ m·-· S. j j 

inteiros tais que -1 < a _, b_ < 8. 
J J 

Se escreve mos a= <a ), b= <b ) , 
I< I< 

, 
e ntão o produto c=a .b e igual a 

5 



2m-2 

c= L 
i=D 

i 

i 
c B 

i 

, 
, onde c e dado por 

i 

c i:::[ a j b i_ j - · •·H~b • 

j =:: 0 ' , 

Se n for muito grande, a convolu~io torna-se uma 

op e r aç: ão comput ac ionalmente cara , 

msJlt ipl icaç:(ie c.;; r e adiç:ões.Os cap1tulos seg uinte s mostrarão que (;\ 

, 
transformada discreta de Fourier e uma operação mai s ba r a ta, por 

Isso 
, 

vamos encontrar uma formula pa ra a convoluç:io em termos 

t:ransformada. 

S(:·~j am X -·· <X ) , 
I< 

z .... <Z ) e u ··- (I.) ) ... X ~f z. SE 
I< I< 

denotamos por· •> 
"' 

..• 

... · .. e (l C\~; t r· an sfot'· mad a~:; df:: X, z f:' U, 

respect iv ame n te, e ntão temos 

n - 1 n - 1 n ·-· 1 

x Z H~ ::::\ X [
~ -jl< ç-- \ -jk 

I Z . W 
m j-m f_ , m 

m=Ô m=O 
'-.- . .J· .. ·m 
.J ::::(.) 

Devido a pe riodicidade , podemos troc ar a som a c om 

respeito a j por p= j-m , e temos 

n -· i. 
r-' .... ml< 

(1 '""\ X t~ 
I< L m 

m==Cl 

n-1 

L -·pl< 
z w 

-·· p p::::() 

obtendo, portanto 

(9) Q = ~.2. 

Equivalentemente na forma matricial, temos 

F U = F X.F Z, de modo que vale 



(10) U ~ F* < F X. F Z > 

Do desenvolv ime n to aci ma , fica d e mon s tr ado o seg uinte 

Teorma da covolu~io: A convo luçio de duas seqUéncias peribdicas X 

e Z de per~odo n k dada por <10>. 

7 



CAPiTULO II 

1.A TRANSFORMADA RAPIOA DE FOURIER 

A transformada r~pida de Fourier tem, a proximadame nt e , 

20 a nos(Cooley e Tukey - 1965) e s urgiu da necess idade de calcular 

mais r ap idame nt e a transformada discret a de Fourier. 

!:i<·:·: !:i<·:: ~.11.1 i mo ~;; um <::\ 1 ~J o I'' i t mo n a t 1.1 r· a 1 p a I'' a c a 1 c: 11 1 c\ I' ' mo ~:. u !:. v <.\ L o r ~~!:i 

( i) 
-2rT i rk / N 

X e k , r =O, i , • • • , n-1, 

p ;·,, r· i:\ c: a d ;·~ I'' r N llli.J 1 t I 1·' 1 i r é':\ <j: () D <:·:!:i C: D m p 1 c :-: a~:; N 

r) 
C , 

I" e ~:; u 1 t a n d o 1.1 m t o t: a 1 d <·? N m•t 1 t: i p 1 i c: <:\ ç ('i <'~ ~; "·: ;·,\ cl 1 1; (') e !Ei • 

Supondo o tempo de computaçâo proporcional ao n~mero de operações 

envolvidas, segue que o tempo para computar a transforma d a 

discreta de Four ier X , k =O,i, •• . ,N- 1, & da urdem d~ 
I< 

'') 
1.' •• 

N E ESC: IrEVEfll('J!.:; 

A 

, 
numero 

discreta de Fourier, 

comp 1.1 t <H;: âo .. 

de 

2 
()(N ) 

r~pida de Fourier <FFT) 

O p E-: r <:Uj. Õ E·: ~; e:: n v n 1 v i d <:\ ~; 
n '·' 

r·<.::du;..: indo r c:onseqUentemente, 

(.-\ 1 ~J CW I t lll O 

t: t'' ,,,n ~:; fo t·· mc:\ d a 

o t: emp o d <·:·: 

Vamo!:i !:il.lp o1r, i nicialmen te que N, o tamanho da a mostra, 

Div i d imos então a seqUéncia X , ••. ,X em duas 
O N- t 

seqUén c:ias Y e Z , cada uma com N/2 amostras. Espec:ific:adame nte 
I< I< 

8 



y =X 
k 21< 

Z =X 
k == O,i, • •• ,NI~~-1. ( ~l) 

I< ~?. 1< --1 

Podemos c a lcular a transformada di scret~ de Fourier das 

se9U~ncias Y e Z definidas por 
I< I< 

N/~2·- i 

L B -
~~ I 

y 

I< == O 
(4) 

L-1 

c == z 
r k 

I< =O 

- 4 1T i r· I< IN 
e 

-4Jl i r· I< / N 
e 

,l~=o, ... ,NI~?.-1 . 

A,;·,\ t:t··c:\n~:;fcll''lll C:\d<:\ q u <-:·: qu<~: t··c mos, podf.:: ~:iEt'· ca lc•.tl c:\da por 
r 

Nl2-1 
\' -4iT i rk /N 

A =; <Y e 
r-.. I< 

k == O 

DesenvolvEndo, temos 

r -- 1. ·-·4 rr i I'' I< IN 
Ar :::: L yl< c 

k ::::() 

- 4i7ir<21<+1> 1 N 
+ z (~ ) . 

I< 

···· :.:.~ rT i t•· I< I N 
+ e 

-~~ lii ri<IN 

z 
I< 

···-4 fT i t' ' l< IN 
c 

<5> A =8 +e C , r = O, ••• ,N/2- 1. 
r r r 

Do f a t o cp.1 e 

C :::: C === C 
r· I' ' + N I:.:?. :.:.~ 1·· + N I;;.~ 

-·:.:?. rr i < 1·· +N/2 >IN 
A =B +e C 

r+N/2 r r 

.... 2 íi i I'' / N 



A~;s im, A pod f:: set'' C:<:\lc:ulado por· 
r 

( 6) 

r 
A u." B +W C: 

r· 

r -2iTi/N 
A =B - W C , O~r~N/2- i,com W=e 

r +N/2 r· r 

Obt:iv~:.: mo •:; , port a nt o, um mÉ:t:o<:lo que nn~:; p<::nnit:c·: cal c u l <.\1'' 

t:ran s f or·mad a discreta d e Fouri er de N puntos at:rav~ s dn c~l c ulo 

de duas t: r· an ~; for· mad a~:; de N/2 pont os. () t f:: mpo 

comput a<;: ãc> das tran s formadas 8 e C das seqU@ncias Y e Z 
r r k k 

2 
()((N/ ;;~ ) ) • Usando as eq uações ( 7) , o t empc> 

c: omp u t <:\<j: i·~ I) d '" t: ,,. ;·,\n fc>r·mad a A 
") 

r e: .• 
e ;.:.~ . O < < N I ;.:.~ ) ) ma i ~:; N o p <·:·: r· a <;: (i c ~:; 

I' 

mult ipl i c:a <;:õ<~:s <·:~ N adi<;. i'i<·:·:f:; ). 

, 
e 

<N 

, f' . Vamos ilustrar com um gra· t co, 
, 

u s ando N=8 . No graf i co, 

cad a nb repr esen ta uma vari~vel. As set a s indicam a contribui~â o 

ac:l i i v a ela va1·· i <~\VE 1 el e on de partem pa ra a v <.\1'. i ,\vcl CHlde 

c he~:J <:\ Ill. 
, 

o peso da contribuição nio & a uni <I c:\ dE·: , 
, 

~::s i' a i tll I i c. ,.\( I n 

o v a lor na ponta da se ta . 

Podemos aplicar agora o mesmo processo para o c~ l cu l o 

da t ran sform a d a di screta de N/2 pon t os e obtermos assim o c;lculo 

ela transfor ma d a d e N a mostras at:rav~s de quatro transfnrmadas d e 

N/4 a mo~;;t 1''(:\ S .. 

Essas reduções pod e m se r f e i tas a t t.: q •.1 <·:·: n 
, 

num (·: I''() d(·: 

amost ras res ultante e m cada seq U@n c i a seja par. A~:; !:; i m, 

podemo s fa zer m reduções aplicando as equações <4> a (7) a N, 

A transformad a discreta d e lllll (:\ 

T T , 

seqU@ncia d e um pont o e, nat uralmente , o prop rto pont o. 

Hl 



y =X 
o () 

- --·- ·-· .... - -- ·- -· - --·-· - ··- > 

y ""X 
l ;,:~ 

.... ............ .... ................................ .... .... ) 

y : :: X 

2 4 . ___ .. ____ .. -· .. --- --·-· .. -........ ) 

y :::: X 

::1 6 ·- .... ............................ - .... - .......... ) 

Z :::: X 
() 1 - ........ - - -· .... -· -- ·-· ·-· .... ·-· ........ ) 

Z ==X 
t ::t ........ .... -- ........ .... .............. . .... -- .... .... ) 

l :::: X 
" ) t:::• 

t:_ '·' .... ·- ................ - ................................ > 

Z :::: X 
:3 7 

- ·--· ·-· .... ·- -· -- -· ·-· ........ ·- ·- .... > 

TRANS FORMADA 

DI~:;ct<ETA DE 

FOURIER 

N=:: 4 

DI~:>C I<ETA DE 

FOURIEI< 

N== 4 

Fi~l· 1. 

B 
() 

-----------------------~ - .. 

c 
:3 

.c 
V'>J 

-- - - ---- ---------------+-.. 
w' 

n n -· N/:.:.~ 

A 
() 

(.1 
1 

A ,., 
c.. 

A 
4 

"' , ,J 

A 
7 

() b ~;, c r· v <·:·: .... ~ : ; e q 1.1 e l~ :::: .... W • t.J !:i ' ·' n d o 1-:·: !:> t: c .f a t o j 1.1 11 t. ~' m ~~ n t ~~ 

c <:>m a e<p.l a c;:~\ o (7 ) para o c~lc ul o de A • n ~o ser~o ma is 
r· 

7 • 

necessar t as N mul t iplic ações e s im N/2 multipli cações c omp l exas . 

embora o n~mero d e adições não se altere. Portanto, o tempo de 

compu t: a<;: à o s o m <·:: n t: <·:: llt'.\S 

mult: ipl icac;:<> ~:~s .. 

As s ucess ivas para N=B s~o 
7 

cont: i nuada s nos graficos d ê:\~:; 

u . 



X ·-·---.. ·--·-· .. -·- ----·- .... T. O. 
o 

F. 

X - - ----- - ------ N=2 
4 

X .......... .................... .... .... ........ .... . . ,., 
I.':.. 

X -- --·---·-·- -·-·-·- - .. -
6 

X ·- - -- .... ............ - ............ -....... .. 
1 

X .... _ ... _. ___ .... - ......... -- ........ 
'"' d 
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7 

X 
2 

X 
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T. D. 

r· 

T. D. 

F. 

N .... '') . ... , .. _ 

T. D. 

r. 
N=:: ;.:~ 
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o 
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-- ------------------------ ~--- Ao 
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Ob s~rv~mos q u~ na fig. 

som~nte a mu ltiplica~õ es e ad i~ões compl exas . Note-se ~ue a c~da 

red uç5o u samos as equações <7> , o <~ •J ~~ ~i i ~~ 11 i f i c "' <-tu c ' '' c ,.,,<I ''' 

reduçio temos N/2 mu l tiplic~ções complexas e N adiçõ es . Ass im, se 

m 
N =~~;.? , poct e mos fa zer m red u~õe s, ond~ s cr fio n c c e ~ s~ rias, nrl total 

lll 
m . N I ;;~ m t.1 1 t: i p 1 i c <;\ <i. (i <·:·: s E m • N a d i <; i"i <·:·: !;; • por· t: a n t (.) r !:i<'·: N .. : ;_·! , o t. c 111 p o 

de comp ut a~io da t ran f o r mad a di s creta de Four i e r 

X , X , ••• , X f! 
O 1 N- t 

<7> O<N . log N> 
2 

Em t: ~:-: nnos econúmico s es s a r e d ução n o tempo 

, 
c omputaç~o e muito i mport a nt e, t e ndo e m vist a quE N, o tama n h o da 

t ' 1 . - r . amos· r a e sempre muito grand e na s a p 1caç oes pr a t1 cas, 
,.) 
r.. 

se N s i g n if i cat iva me n t e ma i o r do que N.l o g N • 
.. ;;?. 

1 0 ~?. 4 

2 5 6 

64 

milhares de oper a çõe s 

T . D. F. cl.-\lc ul o 
di ,,.<::: t: o 

F i g. 4 

via FFT 

t: o1·· n •·:\n do···· 

·.( 

Hl~>.4 



, 
A figur a 4 mo s tra a r e la~ão e n t r e o nume r o de d a d o s 

e o n~mer o d e np er a~ ü es r eq ueridas pel a t ran s f orm ada di sc r ~ l a d e 

de Fourier via FF T e por c ~ l c ulo d ir eto. 

S <·:·~ N n ~·i\ o t· 1.1 ma p o t: e n c i ;·,\ d [~ cl n i ~~ , m ~~ !:> t <·:·: m 1.1 m f a 1: o r· p I' ' i mo 

r. as e guaç5es (3) a (6) tem um des e nvolviment o an ~ lngo p a r a p 

diferentes sequ~ncias 
( . ) .l y .... X 

k .... pl<+j' 
cada uma com N/ p amo s tr as 

( . ) 
transformada de Fourier 

. .J 
B • A tr a nsformad a d a seqU~n c i a 

r· 

X , •• • , X pode se r c omputada u sand o as p s impl e s tr a n s formada s , 
O N-t 

. t , ts :o e, 

( 8) 

-1, 
(j) j(r+m(N/p)) 

A · = • B ' W' 
-2 rr i IN 

W=e 
r+m<Nip) L_, r 

j=O 

com 

m=0.1, ••• ,p-1 

(9) 
r ;;;;O,i, ••• ,N/p-1 

O c á 1 c u 1 o d a s t: I'' ~-\ n !'i f u ,,. ma d <;\ !"• p n d c:-~ ~~ E·~ r· I' ' c d 1.1 :·: i d n c\ i 11 d a ma i !:• sE~ N t: e m 

out:ros f a tores primo s . 

Out r o p r obl e ma d e 
r . , , 

int er e sse p r a t t co eu c al culo da 

in ver s a d e Fouri e r. Da d a a seq U~n c i a X , •. . , X 
D N-· l 

c om tran s form a da di sc r et a d e Fouri er A • pod E nms ob t r,: r· X 
1 

partir de A at rav~s de 
r 

N-1 

Ir 

( 10) 
) ' - rl 

X =1/N A W • 
1 r 

- 2iÍi/N 
l=O,i, • •• ,N- 1, W~e 

r =O 

Admitindo a val id a de d a e qua ç ã o <11 ) , ver ifi ca-se q u e o c~ l c u l o 

d a transformada inve r sa pode ser feit o r a pid a me nte u s an do a mes ma 

14 



d <·:: t:> c I'' i <; â o i:\ c i m c':\ trocando X por A , tom~ndo o cu id ~ ~o ~c 
I< I' ' 

m•.1 1 t: i p 1 i c: 4:\ r · p t:: 1 o f ''' t: o I'' i IN f.·: 11111 d c:\ I" o !!. i n a 1 d o C·: :.: p o t:: n t: t.~ <I <:: lJ • P c'\ , .. <\ 

mo 111 t: r·· ;~r· mo n ~ v c':\ 1 i d c:\ d C·: d a c q 1.1 i':\<; ;·:\o < l .1. ) , 1.1 t i 1 I .·~<.1 m n l!i a l ; c ~J 11 i n t f.: 

-2 1íi1N 
Pr opas Jçãa 1: Se W=e , ent~a, para k int e i ra temos 

(i 1) 

ti:J. 

L 
j =O 

N 

{

N, !:i E: I< :::: [) ( mod 
j I< w .:: 

O, c .c. 

N> 

k N 1 
Prova : Como W = 1 e k =O<mod N>, i sto t, k = lN , temos W = <W ) = 1. 

P OI'' t: an to 
jk 

LJ :::N . 

Se k =O (mod N>, val e 9ue 

k k k<N-1) kN 
( 1- W )(1+W + ••• +W ) = 1- W 

, 
i!:> to 0:, 

N-- 1. 
k ) I jk kN <1-W ) W = 1- W =0. 

j::::[) 

I< 
Como 1-W =0, segue o resu1 tado.H 

( j , o) • r . f 
a n a loga mostra-se a rec1proca . In!:;er i nclo 

equação (i) na e9uaçâo (10) , temos 

r <I< --1 > 
<X IN) W 

I< 

Inver ten do a ordem dos s oma t brios, va l e, em ( 13) 

(:\ 



( :!. 4 ) 

A ~ : ; ~:; i m • s 1.1 b •:; t: i t: '.l i n d o ( t ~.) ) em 

(i/N) 

N· .. · t 

2' 
r ~" () 

(1.4), 

w .. -
{ 

N , !!i f: I< :::: 1 
r· <I< .... 1 ) 

u, c: . <.: .. 

rl 
A W ::::X • 

r 1 

16 



CAPÍTULO III 

A FFT EM OPERAÇõES COM POLINOMIOS 

i .lN TI~ODUÇt~O: 

Seja F um corpo e suponhamos que queremos ca l c ular. 

h ( :-: ) ::::f~ ( a ( :-: ) , .. .. .. , a ( :-: ) ) • P o r· 
t s 

<·:~ :·: (~~ ll\ p 1 o :: 

e(a(x). b( x))=a(x).b(x ).Em 
y 

('-' clif~c:il 

ser ca lculada em F <x>. principalm~nte se o grau dos pol inómio s 

en volvidos 
, 
e el<~vado. A estrat~gia a ser usada~ p a s~:><:\r· da 

aritm~tica di~fcil de F(x) para a aritmkt i ca mais s imples de F y 

y 

u t: i 1 i z a n d o i ma 9 f:~ m s 11 om om o,,. f i c a <.;i • 

Com esse obj et i vo em mente. i n t ,,. o d u z i mos um <~: s <:p.1 e m a d c 

avaliaçio- int er pol a~âo, que 
• y 

P um metodo para avaliar a expressão 

h < :-: > :::: <·:·~ < ;·:\ < :-: > , .. .. • , a ( :·: ) ) , o n d f~· ;·,\ ( :·: ) • • • • , <:\ ( :-: ) !:i ~;\ o p o 1 i n êlm i o ! 'i d c 
1 s i s 

F<:-:) , abreviados por a(x). Seja numa limitação para o grau dR 

h ( ){) b (I<::::CJ, .... ,n--l) n pontos distintos f.·~scolhidos 
k 

( I< ) 
F .. Anotamos por- a :::: a < b ) < I< "'' D , 1 , .. • • , n -·· l ) <:·~ p ,,. o c: <·:·: d em o !:> d o 

k 

!'i e ~.JU i n t: e mo d o 

Esquema Avaliação-Inter po laç ão 

~asso i~P ara k =D,i , . .... ,n- 1 

( I< ) 
(i) computar a =a < b ) 

i I< 
( i :.:: l] y .. " • , s) 

< I< ) ( I< ) ( I< ) 
(i i ) computar c =e <a ) =e <a , .... , a ) 

I< 1 s 

easso 2AEncontrar o polin6mio U(x) de grau menor d o que n ta l que 

U < b ) =c 
k k 

(k=O,ir • • • ,n-1) 

17 



e asso 3 .i:. Fazer· h<:-:) ::::l.J < :-:) .. U 

< a <:-:) -----------------------+ U(x ) 
E·: ~; ; o b I' ' c F ( ;-: ) 

passo t < i ) 

n 
~ e sobr e r 

<a<k)) ) --- ------------------}(c ) 
k k k 

paS!:i D t (jj ) 

Fi~] · 1. 

Teorema 1 : 0 algoritmo comp uta l.J(x )=h<x>, onde h(:: >=e (a( x )) 

( I< ) 
H ;a(x)-----~ a(b >=a P homomorfi smo de F(x) sobre r. 

bk I< 
f>l'·ova : 

11 ( E~ <a < :{ > ) 
ll l< 

) :::: c ( H >, 
bl< 

O • t•.l E implic.n 

d i -::~ e r· c1u e <" c o m p u t: ;·,\ d o n o p c\~:; ~:; o 1. ( i i ) s a t: i ~ : ; f <':\ ~-~ 
I< 

Como h<X> 

h< b ) =c • 
I< k 

F l.J ( :< ) r computado no pass o '') 
t:.. 'I s~i.o do i s 

i n t .f~ ,,. p o 1 <:\ m n ponto~:; 

~:.~ 
d i ~.; t i n t: o ~:; < b r c: > ck: r < I< "" O r i r • • .. r n ·- i > r t: e mo s r p e 1 a u n i c i <.iêHJ <:·: d a 

k k 

int:erpola~~o, que U<x> =h(x) .. H 

A quest:âo que se coloca aqu i 
r 
e <:\ ~.;E·: g •.1 i n t: <·:-: : e ~:; q •.1 E~ m !:\ 

r 
aval ia~âo-int erpolaç âo F ma i s económico que o algoritmo usual e m 

F<:<) ·:> 

no c a ~:;o ele 

h(x)=e<a<x>rb<x>>=a(x).b(x), a mul tiplicaç~o de dois polinómios .. 

iB 



Lembremos que o a lgoritmo c l~ssico para multipl ica~ âo de doi s 

pol i nO m i o~=; d <-:-~ ~) I'" (:\ 1.1 ~;; m p n , m .. n 

, 
( "·' , o lll u 1 t: i p 1 i c '" ç: (i ("·' ~:; , t" f.-:mpo de.: c om1> 1.1 t: <:\ c;: àn 

, 
C' 

O < m • n ) • C o n ~;; i d <:·~I'" <.\ 1·· ~~~ m o ~ : ; o c ''' s o d <·:: d o i ~:; p o 1 i n O m i o~:; cl f·~ <J I'" ''' 1.1 n , o 'I 1.if·~ 

permite conc luir q u e o tempo requerido pelo algoritmo normal 
' ") 
r: .. 

O<n ). 

• 
E 

O esquema aval iaçào-interpol açào , pa r a a (x ) .b( x), requer: 

f:!.asso i .!.11 ~ Realiza a avaliação d e dois po1 inóm ios de grau nem 

N ::::~?.n + t ponto!:; <po i ~: ; () ~li'" au de:.- h ( :·:) < ~?.n ) . Us<:\ndo ~\ Ir f.·~ ~) I'" c\ ele 

t 
Hor· n c:-:1r , q 1.1<·:: Ir C·'~ q U f.·~ I'" n mul t: i pl i c '''c;: (i c ~:; c~: n (".ld i c;: 01\-:!!i pa1··a C:: c":\ da 

a v ;·,, 1 i a c;: ~;\o, t e remos um total lll U 1 t: i p 1 I C (·\ Cj: (i c-: "i C·: 

adições . O tempo requerido 
, 

E , 

,., 
c.. 

port anto, dE: O<n ) • 

1:1. a s s o i .C. .i . .i.1 :: E f<~: t: u ''' N :::: ;;?. n + t m 1.11 t: i p 1 i c a c;: ó c·: ~:; ~:; o l:l1·· c·:: r , O < n ) <:·: o f e m p o 

P. a s s o ;2 ~ R <·:·: a 1 i ~-~ ' '' um a i n t: <·:: 1· · p o 1 ;·,, c;: ;·:i. o p o 1 i n o m i a 1 d e p on t: D!'>, 
,., 
L'., 

requerendo um t:emru d e ()(n >, u s a 11 d n c 1 m é t: o d n d c 1 11 t c:: I' p u l '''c;: <.\ < 1 <I e 

Ne~11t: on .. 

. f Po1· t:an tD, o novo mc~t:odo n ~\ o apr·c:,:senta, c:·: m p r· 1 n r: 1 p 1 o, 

V <:\n t:a~J<~ m sobre o algorit mo 
y . 

class1co. Vamos-> 

, . , 
r ap 1da de Fourier para reduz ir o numPro de mult iF,1 i c::açocs no 

pa <..:; s.;o i <i ) do a"lgcw i tmo, na a v a 1 i <:Hj. ~\ o, e t~mh&m no passo 2, 

i 
A 

. , . 
r c::: 9 ,,. a d C:·: H Cl lr n c:: r· P 1.1 m a 1·· E <:J I'" a o t: 1 ma p <":1 1'· i:\ <".\ <:\ v a l 1 ;·.u,: f:\ o <h·: lllll 

poli ntlm i o <:-: m 

d e·:~ 9r· au n 

l.i lll pon t:o. nâo podemos ava liar um pol inOmio 

ad i c;: ões. 

em um p on to e m menos d o q ue n mu1 t i pl iC<":\(j:ócs 
n 

A regra simplesmente escreve a<x>=a +a x+ • • • +a x 
D i n 

como a (x )=(( .. ... ((a x +a )x+a ) ••• +a )x+a >x+a 
n n-t n-2 2 1 O 

n 



2.AVALIAÇÃ0 MÚLTIPLA RÁPIDA 

Estamo ~:; i n t (~ 1'· f:: ~:; ~:; <:\ d o ~; 

N···· 1. 
F < :-: ) e m N p o n t: o ~=; 

p o l i n !'1m i o 

'·' '·' 
' ' T " " " T '' 

D N-·l. 
P) 
c. 

do 

C OI' ' p O ,... • P o d c mo ~;; I" ('·:~:i o 1 v(·': ,.. c-:-:~:; ~: i c p 1·· o b l ( ·: m ;·1 (-;: m O ( N ) 

1\l 

usando a r eg r a de Ho rn c r. f.\ ~:i s u m 1 n d u <.p.H.' N ::<~ ( · <:tu e ,.. p o '"i ~:. u a um a 

N- rai z primiti va d a unid a de w, p o demo s red u z i r o n~ mcro de 

O<N . l o q N>, se x =w 
.. 2 i 

, ""u, t , .... . , N··· t . 

Vamos decompor a< x >= 

:2 N-· 1. 
{:\ < :·~ ) ::w.: ,.:\ + a :·: + ,.:\ :·: ·+· • .. .. + c·:\ :< 

O 1. 2 N- 1 

2 N- 2 N- 1 
= <a +a x + ••• +a x ) + ( a x + • •• +a x ). 

'') 
t: .. 

O 2 N-2 i N- 1 

S c-:: ~-J ::" :< , 

<N-2 )/2 <N-2 ) /2 
a< x>= <a +a y + ••• +a y ) +x <a + •• • +a x 

U 2 .. N-2.. 1 N- 1 

, 
::.: h ( ':l ) I· :·: c ( ~.J ) r () n d c ~:J , .. •.. \ •.l d f.·: I I <-:-: ~.J I' 4':1 1.1 d E c. (-' ( N .... ;,?, ) I : ... 1 • 

Fe i ta e ssa d e comp os iç ão, o prob lema o rigi nal de av a li a r 

C pcl i n óm i o a ( x) e m X =w ( i =O r • " • r N -· Í ) r se red uz a a val iar o s 

p o 1 i nO m i o ~:; b < :< ) (·? c ( :< ) 

I< 
- w , 1 ogo u "-= 1.1 . ;:) . - . . ·N/ '">, 

I I t '"· 

em u • • • '·J 
:;} 0 ' r .. N-· t 

o gue impli ca , 

c o m ~:J . :::: :<. 

I I 

dt:·: fato. 

' ) 
r... I< +N t ::.~ 

Co mo ~-J 

s omen te N/2 p o n t o s din s tin tos LJ 1-J ... " 1.) • 
··o' ·· t ' ' - N/~?. ·-1 

P o d f? mo~.; c:\ C: h <:u•· o 

valor d e a<x ) at r av~ s do c~ lc u lo 
i 

a< x > =b<~ >+x c<~ ), 
i i i i 

i=O, • • • ,N/2 

<U 

a ( :< . ) = b ( ~ . ) - :< . c ( ~ . ) r i =N/2+ 1 T •• " T N·- i " 
I I I I 

2[) 



2.AVALIAÇaO MÚLTIPLA R~PIDA 

Est a 111o ~:. e m o 1' O l i n ( l IH I O 

N···· 1. 
de F<x> E lll N ponto s x , ••• ,x do 

O N-1. 
a<x>=a +a x+a + •. • +a x 

O 1 2 N-1 
'") 
c.. 

CC)IrpC:l F • Pc1demo~:; esse problema em O<N ) opera~6es, 

m 
~ ssumindo que N=2 ~ que F possui uma 

N- raiz primitiva da unid ade w, p o d e mo ~;; 1·· (·:·: d •J -::7. i r· 
, 

o n u m (·': , .. o d (·:·: 

O < N • l w :1 N > , ~:; <:~ :-: "" w 
- 2 i 

I ::: (.) , t , " " " , N ·-· 1. " 

Vamos decompor a<x>= 

2 N-i 
a( x)=a +a x+a x + • •• +a x 

O 1 2 N-1 

2 N- 2 N- 1 
:::: ( a +a :-: + • • • + •~ :·: ) + ( c:\ :-: + • • • +a :·: ) • 

'") 
r: .. 

O 2 N-2 1 N- i 

~3(·;: ~:J ::::N ,. 

CN-2 )/2 CN-2)/2 
a<x> = <a +a y+ ••• +a y )+x<a + ••• +a x 

U ;?·· N--~~·· t N···· t 

Feita essa decomposi~io, o problema original de avaliar 

o pol inOmio a<x> em x =w < i =O, ••• , N- i > , se reduz a aval i ar r• c ...,_., 
' ") 
r... I< +N/~?. 

p o 1 i n C:l m i os b < :-: ) 

I< 

(Õ::Il\ \.j •• " , I.J ··o ' ·· N-·l 
c om ~:1 . :::::-: . Como ~<J 

I I 

-w , } ()CI 0 1.1 ".:: lJ 
•. :J • ::~ • - • N /'"> , 

I I+ '"· 

o cp.H7: i mp 1 i c a , d<·:~ fa to , na c\Vê:\l i <:\~:~\o dE 

somentE N/2 pontos dinstintos l.J ,l.J , .... ,l.J " 
.. Cl .. 1. .. N /2- 1. 

p O d E 111 O ~; <:\ C: h ê:\1'" O 

valor de a<x > atrav~s do c~lculo 

a<:·: . ) =b < ~ . ) +:-: . c < ~~ . ) , i=O, ••• ,N/~~ 
I I I I 

cu 

a<:-: . > =b < ~ . > -:-:. c < ~ . > , i =N/2+1, • •• ,N- i . 
I I I I 
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P o r t: <Hl t: o , o problema de tamanho N se reduziu a dois 

!:;ubpr··ob l ~:~ mas <1<'-: t:am;·,,nho N/;;?. : av~liar dois pnlinúmios de ~ r au 

a c r· e m c <·:·: n 1: a n d u .... ~:; (·.-: m i.\ i !'i N I :.:!. ll\1.1 1 1: i p 1 i c ''' (j' ú (:·: ~:i 

r·<·::a 1 i zad<,,~:; f::m ( t) .. 

() p r· oc~:;~:;~:><J pod(·:·: ~i <·:-:r·· a pli c::adc> r·ec:: ur"l:> i v<:\ment:e 

p o 1 i n t i m i o !3 h ( :-: ) c(:-: )<·:·: ~ : ; r .ta~:; d<·::c ompo!'ii~: i'i~:·: !:> por··c:l 'l<·:·: comc<,: ~.\lllO!:i (:o m 
'') ,._ 

w uma N- raiz primit: i v a da unid ade, Pnt:5o w r um a N/~ rarz 

primitiva da unidad e , 
4 

w e' uma N/4- r a i z primitiva da uni d a de, 

e tc. Olhemos para M<N >, o n~mer o de mult i pl ica~Hes, 
r 

<:lu(:-: e dado 

por duas par celas : 

-2 . M<NI2>, devido a redu~ão do problema 

- N/2, d ev ido ao umo de (l.). 

m 
As s im, sendo N=2 , t e mo s : 

m m-··t 
M< ~~ )::::~?. .M(N /;_:_~)+;;?. r r··epE' t indo o pr··oc:<:-:!:il:i O, 

m m-2 m-1 m- 1 
M< 2 >=2 .< 2.M<2 )+2 +2 a te chegarmos ao final 

d o p r· o c (·:: !:i !'i C) c o m m a p 1 i c: (':\ (j: (i (·:' !!i r i s t: o (7: 

m m m- 1 
M ( ~! ) ==:;_:?. • M < t) +m. ;?. mu 1 t: i p 1 i c: <:u;: (i (7:s .. Como M(t)=O <e ' o 

, 
numero de multipli caç ões para avaliar um po l inúmio de grau z ero 

em um ponto) , temos que 

m- 1 
(2) M<N> =m.2 =N/2.1og N. - ':) 

r. .. 

Red u :<: i mos , 
r 

c onforme planejamos, o nume ro de operaçoes, 

r E·: duz i nd c> t e mpo de comput a~âo para mul t: i<:\V<:l.l ia <;:áo . 

Te mos que o tempo de computa~io requerido p a r a avaliar um 
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r . ) pollnOmlo d<-:·: • .. :Jr·;·,,•.l N···· t ~': m N pont: o ~:; c O<N .. loq N .. .. . ., 
t: .. 

O processo pode ser resumido no seguinte 

A 1 9 o r i t 111() 1: 

N·-·t m 
INr u·r: - PolinOmio de f<x> a<x >=a + ••• +a x ~om N=2 

D N···· t 

- w uma N-raiz primi t iva da unidad e e m F 

I< 
OUTPUT= - 0 vetor A= <A , ••• ,A ), unde A =a <w ) 

O N- t k 

MtTooo:o s eg uint e procedimento d E a lt o nrve1 Ell\ suhrotina de 

PROCEDURE FFTCN , a(x) , W, A> 

I F N"" t THEN 

FI... SE 

BE::GIN 

END. 

n~ ==N/2; 

n .... z..~ 
b < :·: ) : "" <:t + a :< + .. • .. + '" :·: 

() ~~ n···· ~~ 
3 n -·1. 

c <x> ==a x+a x + ••• +a x 
t ::~ n -·t 

'') , ... 
FFT<n , b ( :<) T w r B) r 

r) 
c.. 

FFT Cn, c ( :<) r t~ , C> )! 

FOR K ~ =O TO n-t DO 

BEGIN 

END; 

K 
A : ~-:: f.l + W c r 

I< I< K 
K 

A = :::B ·-· W C 
l< +n K I< 

'") '') 
C.~{.._ 



3 .INTERPOLAÇ~O R~PIDA: 

Com relação a interpolação, t e mos o seguinte probl e ma 

m 
associado: Dada w uma N- r a iz primitiva cta unid a d e e m F e N=2 

queremos e ncontr a r ( i ::::(), • • • r N·-· j_ ) t: ê\ l q u e o po l inOmi o 

b cladc:>!:;. 
I< 

Van d t:·:r· mon d c·~ 

v ( j , y w y . . . ,w 

Sc-:·:j(:\m 

i 
N····i I< 

satisfaça a(w ) =b 
I< 

<I< :::: CJ, ...... , N-·· i ) , p (":\ ,,. (":\ 

p r oblema pod e s er exam in ado pe l a mat r iz d e 

1. j_ :1. l 

' ) 
<:- N-t 

:1. w w ~~~ 

N···· i '') 
l: ... 4 ;;>. ( N .... t ) 

) .... .... t ~~~ w w 

N··- í 2 < N·- i) 
2. 

( N··- í > 
t w w w 

a=<a , ••• ,a ) P 
n N-- j_ 

I:J"::(I:J , ..... ,b ) .. 
Cl N- 1. 

Tf.·: mu s , f> (:\ 1'" (':\ 

N- t N- í 
a<x> =a + ••• +a x e V=V<ir• • •r w >r que 

O N-- :1. 

V a''" b <t=i> b ::::a(~~~) . 
k I< 

r 
I ll"l I C (:\ 

I ·, <!' t· (') :.. c o !:; a r .. ) . . <.. y 

- í I< 
Va==b 4---P a = V b 4=P b ~-=<1 ( w ) • 

I< 

Isto sign ifica que o problema da multiaval iaçào p ode 

ser p e n sada como uma mult ipl i ca ~ ã o da form a Va, com V mat ri z de 

'-.'an d ~:~1' · monde (:\ FFT 
r 
e um <:\ 1 <.:J DI'" i t: mo p l':\ 1' ' (':\ c: o m p 1.1 t: <":\1' ' 



·r 1 ' · t ·1 ... ' amJem a 1n ·e rpo a~ao e 

-j, N .... j. ... j , 
v b , com v ~ V< i, ••• , w ) . V e I' ' e m o~:; q 1,1 <-:-: v p o d E ~:;<:·:Ir c (':\ 1 c 1,1 1 (':\ d C':\ 

facilmente a pa rtir de V pela 

Propos ~ç ão 1 : f.) e j a w um a N -- 1~ c!\ i =~ p Ir i m i t: i v C::\ d a 1.1 n i d a cl e n o c: o r· p o F , 

no qual exista 1/N. Então 

- 1 N- 1 - 1 -<N- 1 > 
V (1, • • • ,w )=1/ N V<1,w , • • • ,w ) 

"" t 
Prova: Dr-::sd e uma N-raiz primitiva da unid <:\dE, 

N D ...... U 

N-1 -N+1 
K= <k )=V<1 ,w, ..• ,w ).V(i, •• . ,w -

i j 
O N ••• D 

. 
n u .... N 

ÜI''C':\, 

N-.. j, . N·-· 1 
\ I !:i 

k i j "''L,w 
s:::: [) 

-- j s \ s ( i .... j ) 
~-~ ::::/ l-J 

~ ;; :::: [) 

!;; (i--j) 
temos que w = t 

N--1. N 

f.: ntf..i.o k ~.: N. 
ij 

t+x+ •• • +x =<x -1)/(x-1) e , dessa forma, se n d o 

O< l i-j l <N, segue que 

i ·-· j N i .... j 
< ( w ) .... t ) I< w . -- 1 ) '"'Cl. 



Reso lvemos, portan to, o problema da inter polação usando 

o m <:·: !!imo ê:\ 1 9 o, .. i t: mo d a m ul t: i a v a 1 i a<;: ü o • Ma i !!I o h j <·:: t: i v i':\ 111 í·:·: n t: <:' , t: em n •:; n 

AlgcJr I tmo 2: 

N 
INPUT~ ~ O ve tor b =(b , ••• ,b ) d e F 

O N ... t 
- w uma N-raiz primitiva da unida de de F 

N··i k 
com a< w > = b 

I< 

M~TOOO:O seguint e procedimento d e alto n fvel em 1 in guag e m PASCAL. 

PROCEDURE FFI<N, b, Wr a(x)); 

BEGIN 
N· .. t 

)_

. i 
b ( !·~ ) : :::: b !-( ~ 

j i 
i ::::() 

- i. 
FrT<Nr b< x>r W r C>~ 

N .... t 

<':1. < :·: ) : ::::) < tI N C . ) X i 
- ....J I 
i ;;::() 

END. 

Claramente o algoritmo acima opera no mesmo tempo 

O< N. 1 w:J N .... <:1•.1c:·: a FFT 
" r) ..... 

y 

poc.lc:: 

ser implementada rapidamente . 

~ltimo queremos observar que o m~:t oclo par a 

operações com pol inOmi os apresentado te m a lguns inconvin i entes . O 

pt" inc:ipal 
r 
e tl•J <:-: o c o I" p CJ F ~:: m c1•J c" !:i t f.i n cj c:·: v e t. e r· •1m a N .... t' c\ 1 .: 

primitiva da u n idade. O cCJrpo dos complexos sempr e t e m N- raiz 

21T i /N 
primitiva da unid ad e ~ w=e • Nesse caso CJ in conven i ente e' as 

operaç: éie s 
. r r 
Ja que as multiplic ações e nvolvid as sâCJ de numeres 

complexos. Se os polinómios envolvidos sâo inteiros (CJu rac inais) 

'')I::· 
t;.. • • J 



r f .
1 P po~:;~.; I VE·: realizar as operações s obr e um corpo f in ito Zp. A 

r r r . f 
viabilidade desse metodo e o objetivo do proxtmo cap1tulo. 

~···· 
•' 



CAPÍTULO IV 

PHATICAB IL IDADE 1>1'\ IT I MÓDlJ LO p 

Para que possamos aplicar eficientemente o algoritmo 

FFT em corpos finitos Zp, c o m p um p ,,. i mo , . . 
e prec1so responder 

basicamente duas questões~ 

(i) Zp tem N-raiz primitiva da unidade? 

( i i ) Dado Zp com uma N-raiz primitiva da unidade. 

• podemos encontra- la eficientemente? 

Ao final deste capitulo teremos respondido ambas as 

q uetões com relativo sucesso. 

OI 
Sf~ N=2 , estamos buscando primos p para os quais Zp 

tenha uma N- raiz primitiva d a unid a de < na <..; ap 1 i c a<;: (i f? ~:; 
. 

p 1::~ ~:; c:~ tll p I" (.~ 

9 
muito gra nd e, n a ordem de 10 ). Invocamos o seguinte 

Te o r em a 1 : Z p t 0~ m N .... 1·· <:\ i :.:: p ,,. i m i t: i v a d <:1 1.1 n i d <':\ d (·:·: ~: ; c (·:·: ~:; o m c-:·: n t: c ~:; c 

N divide p-i 

* Prova: Seja N tal que N divid~ p- 1. Co mo < Zp , • ) e 1.11\l ~J t" 1.1 p o 

C~ C 1 i CCl existe um elemento n de Zp t a l • '11.1 (:~ (\ f: 

p r i m i t: i v o, 
F)--i n . 

. t ' r s:o e , a = t e a ti se t < n <p - 1. 

Port:anto, 
<p-·1)/N 

b::::a e N- raiz primitiva da unidade. 

A outra dire~io segue do teorema de Lagrange < a ordem de 

um elemento divide a ordem do gru po). 



Assim, para computar FFT mbdulc p de t: amanhe 
ll\ 

N····'') 
-- t:.. y 

p r·· f~ c: i !:>;·,\mo ~;; d t.·: n Ú m <·:·: r· o •:; p ,,. i m n ~:; p t: a 1 
m 

que ;-> /p .. · t , 

r-
f ur·· m a p '''' :? I< ·• l (r·· ) m+j r I< 

f 
t mp<:\1'') .. 

y 

fll.ll\l C I' (') ''i 

f" 
garante a cxisttnc:ia e m abund*nc:ia de pri mus p da furma p=~ kti: 

o r 
numer·o 

r-
de pr-imo s p d a f urma p = 2 k+i ( 

a p r o:·~ i mad <.\ men t: E 

r-1 
( :-:/ 1 o 9 :d I 2 

E :< ('·: lll p 1 O 5 E c:\ p ;·,\ l (:\ V I'' (':\ d C·: 1.1 111 C O 111 p U t: ('.\ d OI'' <·:·: dF t. a111a nht:l 
,., 
t ... 

r 
n um~~~·· o 

I'' 
primus p da for ma p=2 k+1 < k 

r 
I IHJ .. \I' ) r c om 

r 
p .. r '"P 1·· o:-: i ma <I amf::n t: <:·: 

31 31 19 12 
2 /log 2 .2 =2 /31 .. l og 2~180 . 

Ta i~:; i B D p r i mo ~:; p u d f:: m s E·: 1·· 1.1 s a d Cl !:> p a 1·· a c o m p u t a r· F F T < I c t a m<Hl "o 
20 6 

ate ~~ '"1.0 .. 

Para respond er mos a seg und a q u estão • 

ac h ar um mei o eficiente de en cont rar uma raiz primitiva do c o r· p o 

Zp, ela pode ser reduzida a encontrar um elemento pri mi tivo d e 

Zp, po i!:; SE a c' pri mi ti vo , 
< p ·- t) /N 

e ntio b =a P 

primitiva da unidade .. 

Cn mo cn c CHl t r· at·· um elemento primitivo em Zp, C: Cllll 

,~ 

p :::2 k+j. ':> 
r 

Sabemos q ue o numero de elementos primitivos em Zp E 

20 



dado por H<p - 1), H fun~io de Euler. A teoria analltica de n~meros 

nos diz que o valor· mkdio de H(n) e' 
;,?, 

6 n I n • p c:U'' (';\ n i n t: (\·: i I'' o .. 

r· 
S<'~ p- i"";.~ 1< 

r 1mpar ), escrevemos 

r r -.. t 
H ( p ·-· t ) ;.:: H (;2 ) .. H < I< ) :c~ ~!. H <I< ) " 

Ag ora , .o valor m ~ dio de H(k), para k 
r 1mparr dev e se r ma i or do qu~ 

'') 
L'., 

61< I ll , 
' ') . , , ,. , .... 

.1 a ~:1 u <-:: !:; <;·: 1.1 v a 1 o 1·· m 1~: d I o !:; o b , .. (\·: I< p a,.. <:~ < I< I ;:?. < 6 I< I il . 

r-1 2 r 2 2 
As s i m , H ( p -- t ) > ~?. 6 I< I iT == 3 • 2 I< I ii == ( p - t ) 3/ ií s i 9 n i ·f i c a n d o <.1 u e o 

r ·z r numero de elemento s primitivos e m .. p e r r I . em mi·:·: C I C:\ r m <:\ i o I'' d o ~:1 1.1 f·: 

r) 
c .. 

:J(p .. -t)lti . · 1 r t · Em t: I·? Ir m C) !ã p I'' CI b (:\ b I I s : I c: o f:i r s e um elemen to & retirado 
' ' ) 
1: •• 

ao acas o d e Zp, 1·:~ 1 1·:·: t: 17: m "' p r· () b (:\t) i 1 i d a d <~: ::J I Íl .,, D r ::~ d C·: !"> 1'·: I' 

fll" i m i t: i vo. 

p o r· t a n t: o r para ac harmos um elemen t o primitivo em Zpr 

A probabilidade acima nos deixa seguros d e que 

não sera preci s o testar muitos element o s 
r 

(:\ t: f.·: <:\ 1 c a n <;: ,.,, r· m o !:i u 

objetivo. 

Par a t estarmos os el e mentos seria abs urd o verificar s e 

s E-: j , < n < p ·- j, • Fe lizmente, teme s um resultado a lg f u r icc 

completo e elegante que vai facilitar a ve rif ic a~ io . 

Te orema 2 : a um elemento de Zp e' primit ivo s e e s omente se 

(p -i>/9 
a ti, para todo q fator primo d e p-1. 

Prova: • e pt··imit:ivo, 
n . 

(':\ 't'1.r t < n < p--t .. 

Se a tem ordem n < p-1., <·:: n t: ~\o I< n ""' p .... l • Seja l<=qr , ond e 9 

y f . e · <:\1: cw p r 1 mo . Então, 

29 



(p-1)/q rn n r 
a =a =<a ) = i, 

mostra a outra dire~âo do teorema ." 

E~€ru~lo i~Vamos encontrar um elemento primitivo em Zp, 
') 

.·.·.·.· ' ·~. , ..... ··.·>"- ···I - .·.·, Sendo p - 1 ~ ~ ~ -~, cl L 
4 

p I'' i 111 i t: i v o !:> 1·:·: 1'·: !:. o m <-:·: n t 1·:·: !:> 1·:~ ;·" 

Tc.;:mos:. 

4 
2 == 16 '"' 3 (mod i :3) 

6 4 ~~ 
'') 
C'- "" 2 

'') .. , .... '"'~'" 4 ::: 1. ;,;~ (mod i ~~) " 

Assim, 2 e elemento primitivo de Zp, cem p =t3 . 

Resumindo, temos o seg uint e 

11\ 

com P '"'i::l. 

6 
, (;\ :::: l .. 

r· 
INPUT: - Primo p=2 k+t, com r ) m, onde N=2 P o tamanho d a FFT a 

sc~:l" comput:ada. 

OI.JTPUT: .... um elcm!::: nt: n pr imit: ivo 11<·:: Zp 

~asso i~Determinar a fatorizaçio prima de p-1 

~asso 2~Testar a =2 ,::1, .... , usando o t:eorm~ 2 . 

No capftulo VI segu in te ap resent a mo s um pr ograma. e m 

linguagem PASCAL, que encontra o menor elemento primitivo 

positivo de Zp, com p um primo < do que 32500 .. 

3D 



CAPiTULO V 

MULTIPLICAÇ~O DE INTEIROS 

1.INTRODUÇÃ0: 

v~rios anos muitas pE: ssnas usc:\vam 

I'' <-:-: 1 a <j: i~\ o '·1'.1 <·:·: (·: : ·~ i s t: <·:·: <·:·: n t: I'' <·:~ a m u 1 t: i p 1 i c <.1 <;: f:\ o d <-:·: p o 1 i n () m i o s F <:1 

m •.11 t i p 1 i c ;·,, <;: ;·:\o el <·:~ i n t f:: i I'' os ( P o 1 1 a r· d ) , (Aho). n~:·: a:::: (i':\ 

n-t 
. .... (':\ ) 

, 
f? 

Cl B 

um inteiro de n dlgitos na base B, en t ão a representa o valor elo 

n -- t 
polinómio associado a(x)=a + ••• +a x e m x =8, 

(] n-1. 

, . 
ist:o f.·:, a ::::a(l:l). 

Ma s somente em 1971 que Sh6nhage e Strassen demonstr aram uma 

maneira pela qual a analogia pod e ser exp lor a da, 

multipl ica~âo ele dois inteiros de n dlgitos na base 8 pod e ser 

implementada em O<n.log n.log log n) <A h o) • Trataremos neste 

t '1 cap 1tu o d<:·: um al~JCwit:mo su ~Jf::t·· ido por Poll<H' cl (1.971.) E·: an<.di <.:.; ado 

por Lipson (1.974) que multiplica dois in teiros de n d~yit:o s em 

O<n.log n) para n < N, 
1 

onde N e "bas tante grande", 
r 

p o,,. <·:·: ll\ 1 i fll i t: (;\ d o 

< Bcwod in). 

17: V i d f.·:n t f.·:men 1: E r E:m mult:ipl ic<:\r 

inteiros muito grandes, e sco lhemo s como bas e B a maior 

pot@ncia de dez que seja menor do que W, o tamanho da palavra do 

í ~::; 

computador. Por exemplo, se o computador tem 16 bit s, entâo W=2 

<mais o s inal) e a base escolhida deve ser 8=1.0.000. 

n~mero 71348946235 nessa base 
, 
e 0713.4894.6235, 

somente 3 dlgit:os. Observe-se que essa base B facilit a a passagem 

ela base de z para 8 e reciprocamente. A i n d a t: em o !!i c o m n v a n t: a ~J <-:·: m 

ao escolher tal base B o fato de que os c oefi c ient es elo polinómio 



associado ~o inteiro a sâo todo~ de precisâ o simples , 

O tamanho da base B nos d~ uma id&i a da difi culdade 9ue 

terlamos em calcular a FFT diretame nte u s ando a t&nic a d a 

mult iplica~ão de polinómios dos cap itul as precedentes. 

O a lgoritmo a ser estudado utiliza um certo n~mero de 

primo~:; p • 
1< 

[I < p < W P o teorema chinés do resto par ~ r e duzir o 
1< 

problema em subproblemas me nores. 

2.0 PROBLEMA CHINeS DO RES TO: 

O pr o blema chinés do 
, 

I'' <-:·: ~ : ; t: o ( p c R ) ('·' um d e 

congru~ncias linear es 

<U u -- r ( mod m ) 
I< I< 

(I< =O, ••• , n -- 1 > 

sobre o s int e iros. 

Vamo !:> n o s 1~ f.·: s t: ~~ i n 9 i t" <:\o c a ~ • o f·~ m q 1.1 e m , 
I< 

1< "" () , • - • , n "" 1. r 

sâo primos e n tre si dois a dois. Daremos um algoritmo que r esolve 

In i c: ialmE: n tE-~ tomemos o seguint e s i s tema de d u<:\ ~'i 

con~:JI~uf~nc i as 

<2 > u = r <mod m) 

( 3 ) u = s <mod n> 

O n d e u , I'' , s , m f.·: n ~;; i·~ o i n t: f.~ i I'' Cl !!i c: o m m d c: ( m , n ) "" j, .. 

A solu~io de (2) ~do tipo u =r + t.m , 



um determin a do t de modo que u tamb ~ m satisfaça (3) . 

Da do que md c (m,n )=i, seg ue qu e ex i s t em x c y i nt eirus 

t a i !:> c.1 u e :< • m + ~~ .. n :::: t , <·:·: n t: ~\ o :-: • m .... t ":: ~:l .. n , ou !:i <·:·: j a , 

x.m = 1 <mod n). Assim, se tomamos 

u = <r+ ( (s- r ) .x <mod n).m ) (mod n > 

(mod n) = s ( mod n) . 

Oo de s envolvimento acima, s egue o 

Teorema 1: Sejam m e n int e ir os re l ati v amen t e pri mos, entâo o 

s i s t E·: ma 

u :rJ r" ( mod m) 

u = s (mod n) tem uma s oluçâo U int e ira .. 

Ta l s nluçâo pode se~ nbt irla pelo 

Algoritmo 1: 

INPUT:-Um sistema de duas congru~ncias inteir as 

OUTPUT:-Uma s ol uç ã o U in tei r a 

M~TODO =-Subr ot i na aba ixo , em 1 inguagem PASCAL: 

FUNCTION INVERSOCM,N); 

BEGIN 

END~ 

I:: =O; 

REP EAT 

I ~ c-.: J +j, 

UNTIL <I •M> MOD N - 1; 

INVERSO:: :::: ! , 



PROCEOURE SOLUÇ~O<M ,N> ~ 

BEGIN 

END;; 

X:=INVERSO<M,N>; 

T: =<<S-R> *X) MOD N; 

LJ: =R + T~·M 

Con s ider e mos agora ~s n con~ru~n c ia s 

u ,., r· ( mod m > 
o o 

1.1 :::: r (mod m ), ce>m mdc:(m ,m >=1, se i::::j. 
n-1 n - 1 i j 

M "" t , !:; <·:: 1< ::::0 
I< 

[)ld' in 111\ 0 !!i 

M ::::m . m ....... m !:> 0: k )[) 
I< Cl 1. I< .... 1. 

Lema 1~ M P m sâo relat i vamente primos, Cl < k < n. 

Prova : 

I< I< 

Se 1<=0, nada temos a me> s trar , p o i !ã 

Se k > Cl, supHe que exis te 9 > 1. tal que 9 divid e m eM .. 

Seja p fator primo de g. 

m . , p (;\I' ' (;\ (:\ 1 9 1,111\ () ( j ·~ 
.J 

k I< 

Como p divideM , entâo p divide 
I< 

I< • a ss im mdc:<m ,m ) 
j I< 

~ p ) i., n que 

, 
Puma c ontradiç âo." 

, 
k=O,i, ••• , n-1 d e modo que apos k iterações p(k) seja satisfeita , 

( 4 ) p ( I< ) : 
[

M=Mk 

U = r ( lllCl d OI ) <i = O, ••• , I<> 



Ap ô!:; n-··1. iterações LI ser~ a solução de cu 

b 1.1 f.H:: am o!:i • 

N a t: 1.11" ,.,, 1 m <'·~ 1 ' t: e q u <·:-~ p a t'' a ''' i n t1u c;: 7.\ u t: c I'' •:; • 1 c:. c !:i "i u , c I c f i n i mo !'i 

p ( D) como c::;c:-~ndo ~ 

NOS!iiC> 

<mod m ). 
n 

i nduc;:iio r p o d .:-: mo f.i a !:. • ; 11111 i I'" < 1u ~·: <.\ p ó s I< ·· · j 

M -·· M 
k ··- 1. 

U = I'' < mod m ) ( i ::::() r " " • r I< -··1.) " 

ob .i ~:d: i v o 
r 

p determinar ur e Mr p (I< ) 

Mr M .m M . p (':\I''(:\ d <·:·: f i n i nn o !ii 
I< -·· :1. I< I< 

l.J r r 

l embremos que md c( M rm ) = ir 
I< I< 

ent:ãe>r usamos o algoritmo 1 para 

c a 1 c u 1 a r· a !'>o '11.1 c;: ;·;\o U ' d o !:> i !:> t: <·:·~ma 

(5) u = U <mod M ) 
I< 

(6) u = r <mod m ) 
k I< 

Vamos provar agora que ur assim defi nido satisfaz p(k) : 

Por 

p C:lr' 

( 5) r ur = U ( mod M >r ent:io 
I< 

h i pó t: c;:sc-:: df.·: i nduc;:~\or 

LI r ":: LI < mod m ) (i ::::[) r. " . rl<·-· j, )" 

.... I" (mod m ) 

(i=O, ••• rk-i)r que comb inado com (6) compl eta a prova." 

Teorema 2:0 PCF~ 

Cmod 111 ) 

I< 
(1< "-" 0r ..... ,n .... i) tem uma 

solução inteira U que pode ser computada pelo 



A 1 ~~o r i t nw 2 n 

INPUT:-n cangru~ncias i n t: ~~ i I' ' a~> 1.1 .... r· 
k I< 

<mod 111 > 
I< 

OUTPUT:-Uma soluç i o inteira U 

Htrooo~ -Subrot in a a ba i xo, e m lingua ge m PASCAL: 

PROCEDUR E N- SOLUÇ ~O < N 7 U> ; 

BEGIN 

END ; 

H: =i; 

U~ = R HOD H ; 
() () 

FOr~ I<= "::0 TO N .... :1. DO 

BEGIN 

END; 

Xn =INVERSOCH 7 H ); 
I< 

T~=<CR - <U HOD H ))HX) HO O H • 
K K K

7 

U ~ =-"U+ T ·l~ H 

< I< '"": O 7 • • • 7 n .... :1. ) 

No c <:\ p 7 i t: u 1 o V I <':\ p ,,. e !:> 17: n t: <:\ m o~;; •.1 m p I' ' o <:J r· a ma c o m p 1 e t: o q u 1·:: 

r· 1:: s cl 1 v fê.·: o P C R • 

3.SISTEHA DE CONGRUeNCIAS POLINOMIAI S SOB r~ E ZCX): 

Es t a mos int e r essados e m encont r ar um a sol uç i o U(x) e m 

Z<x> da c ongru~ncia 

(7) 1.1 ( :<> = p ( :<> < mod m ) 
k k 

<I< =O, ••• , n - 1 ) 

O lema seguinte reduz esse probl e ma a o probl e ma c h i n@ s 

do resto s obr e os int e iros . 

3 6 



n c;.; 
Lema 2 : Sejam a(x)=a + •• • +a x 

O n 
l:l ( :·: ) :~: 1:1 + .. .. .. + b :< p o 1 i n tlm i o~:; cl <-:·: 

o !5 

ZCx) e m um int e i ro positivo .. Entio 

a(x) = b(x) Cmod m) s e e somente s e a =b 
i 

prova: m divide a<x>-b<x) se e soment~ s em divide a - b .H 

Teorema 3: Sejam p <x> = p i·p x+ ••• +p 
I< O I< 1.1< q I< 

polinúmios de Z<x> 

m > Cl < I< === D , • • • , n-·- j . ) , 
I< 

com m primos entre si dois a dois. 
I< 

En tâo o sistema d e congruéncias polinomiais 

lj ( :-:) •·· p < :-:) < mod m ) 
I< I< 

tem uma solu~âo U(x) pertencente a Z<x>. 

(:: 

Prova: Usando o lema 2, . . . 
o J -es •mo coeficiente d e q u. c:\ 1 < 1'1 <õ: r· 

, 
solução polinom ial de <7> e sol u~ âo do PCR 

u. = p (mod m ) .. H 
j I< I< 

4.ALGORITMO DOS TReS PRIMOS: 

de Po11ard-Lip so n refe rido acima 

Algoritmo dos tr@ s pr imos 

INPUT: a = <a ••• a ) e b=<b ••• b ) inteiros em base B 
n-1 O B n - 1 O B 

OUTPUT:: c==-~<:\b 

F 
O algoritmo requer K primos da forma p=2 1+1 < W, o t ;·:\lll (:\1'1 h u 

da palavra do computador, com e s uficien te me nte grande e K a s er 

dEt:el'"mi nadu 
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~~asso i.:. 

E asso 

1.1 P~ra o s K primos p C D < p < W ): 
I< I< 

I< 
C o m p u t a I'' c ( :-: ) ::::a < :-: ) b ( :< ) !:i o b I'' c Z p < :-: ) 1.1 !:i <.\ 11 d o F F T • 

1.2 Re s olver o problema chin~s do resto: 

I< 
IJ ( :-: ) c-:: c ( :-: ) ( mo d p ) 

I< 

1 • :3 c ( :-:> = l.J ( :d 

c :::: c:(t:l) . 

. . 
nccessarto determinar K, 

( I< :::: O , l , .... , I( ·-· t ) 

o n~mero de primos 

Cad <:\ c:oEficicnt:<,·: c ::::a h+ ••• +<.\ h 

(:\ 

ser utilizado pelo a lgoritmo. 
{.) I I (.) 

' ' ) 
, 1: .. 

de c(x) e < nB • Entiao, no passo l temos que 

CDmc:l cada p 
I< 

> I] T 

' ' ) 
c. 

( ·)+ ) p p " .. "p >, n n .. 
() l I( .... :l 

q1.1E: (M) f sat isfeita 

K 2 
U > nt:l ·, <:' t· (') ~~· .:· ('·' ,., . . - ., ... } .. 

I<> l c1g n+2 .. 
o 

Assim, se n $ R, tr~s primos são suficientes. 

Tendo escolhi do K=3, temos uma r est:ri~âo 
, 

t:ac:it<':\ t: m n, Cl 

tamanho do problema~ El • C o n t: u d o , t: c n d Cl <·:·: m v i ~• t: a <:11.1 <·:·: n a ~:; 

, 
P se mpre muitD grande, t: i:\ 1 r estr iç âo pod e ser 

considerada irrelevante. entretanto uma seq unda imposição a 

E 
n. O passo i do algoritmD requer tr~s primDs p =2 1+1, <B ~ p < W) 

e k 
c o m ~.~ > ~~ n -- t < ~J r i':\ u d c c < :-: ) + i ) .. E n t ;·~ o ,. !'i <'·: n d o E o m ;·,\ i OI" i n t: <:·: i , •. o 

para o qual podemos encontr ar tr~s pr imos da forma requerida c:om 

E ... l. 

Para analisarmos o tempo de computaqâo 

p<~:lo al~JC:W i tmo, vemos 91.1e o passo 1 .1 requer O(n .. log n) 



opet"ac; õe~>, e nquanto o passo 1.2 requer O(n) op e r· a<;: (i e~:; < ;.:.~ n ···· t 

problemas c hineses do resto, cada um do s quais envolvendo tr@~ 

congruências inte i ras.Pode-se mostrar que o passo 2, ;·.\ ,.,, v a 1 i n <;: i·~ o 

p o 1 i n o m i ;·,\ 1 I'' e <:11.1 c 1'· O < n .. 1 o <J n ) o p e I'' ;·,1 <;: 6 <·:·: !!i ( 1... i p !!i o n ) .. P o I' ' t: <.111 t: n , p o< I c mo s 

resumir os resu l tados obtidos no 

T c o r e ma 1 c fi c j <:1 um c o m p u t: <Hicw c o m p a 1 a v I" <:1 lJ .. [. 11 t· ~ú1 t. <:1 1 c o 111 p u I" <.u I o I" 

pode mul t:ip l icar doi s inte iros de n dig it as n a base 8, B < Wr em 

um t e mpo d a O<n.log n>r se 

L n ,5 B 

r ,., 
(.'_ " 

E····l 
n ~ 2 o n d <·:·: 1::: c o ma i o I'' i n t: <·:: i ,,. o t i:\ 1 q u e p o d e m o !:i e n c o n t: 1'· ;·,\I'' 

p 
tr@s primos p=2 1+1 (El ,< p < W) com<~: >, E .. 

() n o s s o a 1 ~J o,~ i t m o r e cl u z. o t: f:: m p o c:l e c: CJ m p u t: a ~: ;~ n p < 1 1· · a 

mult: ipl i ca1·· 
r ~ 

dois inteiros de n d1 g i t:os de O( n) par a O< n .. log n ) r 

mas ~preciso l embrar que h ~ restriçü es sohre n, o l: c;\ 111 <:\nho <lo s 

, 
n umeras a serem multipli cados .. Va mos ver com um exemplo que o 

d omln io de ap licação para esse algoritmo~ extremamente grande .. 

Tomemos um computador com uma pa l avra de 32 bit s, o q u e d~ 

3 1 9 
como W=2 - 1 e podemos esco lher 8=10 . 

9 
restrição deve ser entendid a como n ~ 10 .. 

Portanto a primeira 

Examin ando a figu ra i, podemos observar que existem 

tr@s primos B ~ p < W com expoent e e > 24. Logo, a restric;Ho n 

E-· 1 
~ 2 r do t: (·?01''(7: ma j_ ~· j ~.J n i f i C:(:\ 

;~::1 é> 
n < 2 ~8,38xi0 r ou Sl::'Jar E=2 4 .. 



·~ p :::: 2 1+1. 
< 1 i mp ê:\r' ) 

2 () 1. :3 ~~~ tl :3 '? ;;?. 1. 

21. i:3'n9~U7 

2 i 307D64~l:3 

c 

27 

;;.~ ~:.:; 

~.~~ 4 

Fi g u n :\ t. 

r· "" lll<':~ n DI'' 17: 1 ~:: mE n t: o 
Pl'' imitivo de Zp 

:H 
c~· .. } 

,., 
,:) 

TE·:mo !:i, prwt:ant:o, c.p.w um comput: <\dcw ch:: palav1"<:.\ :J;,.1 b it:!'i 

pode-:: m•.l1t:ip1icar· , •.l!'ic:tndo D a19ot•· it:mo l, 
, 

l'll.lll\ 1'~'1'' 0!:. 
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CAPi TULO VI 

I MPLEMENTAÇü E!:> 

Os programas a seguir apresentados são em linguagem 

PASCAl ... .. 

Programa MDC: Este programa ca l cula o MDC de dois inteiros 

positivos quaisquer menores do que 32500Crestriçâo da m~quina) 

PROGRAM MDC .... ;.:~;: 
VAR 

YV~ARRAY60 •• 4Ç OF INTEGER~ 
ArB:INTEGER; K~REAL;: 

BEGIN 

END. 

WRITELNCrESTE PROGRAMA CALCULA O MDC DE DOIS INTEIROS 
WRITI:: L.NC r') .. 
WR ITELN C'EStOL.HA DOIS INTEIRO MENOR ES QUE 32500")· 
WRITELNC'A ?r);READLN<A>~WRITEL.NCrB ? "> ;READLNC B)~ 
YVõDC~ =A · 
YVõtÇ: =: Bi . 
WHILE YVo iÇ< >U DO 

F 

'A' E ' D'')~ 

, , Y'-..l i:iCJ(;:) ; 

Programa pri mos: Este programa 1 i sta e co nta todos os nrimos 

menores do que n r um dado inte i ro menor do que 32500. 

PROGRAM PRIMOS_N; 
VAR 

Y=ARRAYüCl •. 3250ClÇ OF INTEGER; 
IfNrM:INTEGER;: . 

BEG."N 
CL.RSCR; 
WR ITELNC' ESTE PROGRAMA LISTA TODOS OS PRIMOS POSITI VOS MENOR ES QUE N.') 

l~R I TELN < • r ) • 
WRITELNCrEStOLHE PARA VALOR DE NUM NUMERO NATURAL MENOR QUE 32500 ' 
WIUTELN < • •)" 
WRITELN<'FEÍTA A ESCOLLHA, PRESSIONA A TECLA ENTER PARA CONTINUAR"> 
wr~ITELN<'' > • 
WRITELNC'VA(OR DE N ?">; 
I~ EADL.N < N) • 
FOR I:=O fo N DO YôiC:=I· 
WRITELNC "ESTES SAO O~ PRÍMOS MENORES DO QUE N:');: 
FOI~ I::::::~~ TO N DO 

BEGI N 
I F YõiÇ<>O THEN BEGIN 
l~ I~ I TE < Y i:i I Ç ) ;: 
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Y õOCf: =Y ôOÇ+ i; 
WIH ''E:(' 'J • 
FOI~ M: :::: ~!. TÓ ROUND<NII> 00 
Y ü I * M t;: a :::: O ; 

EN I) .. 
END;: 

ENO. 

WI~ITEI...N< ç' >; 
WIHTELN<' ') • 
WRITELN<'EXÍSTEM ' YôOÇ,' PRIMOS MENORES DO QUE ', N,' ' > 

Progr a ma decompos:[ste programa fa z a decompos iç âo e n1 fator ~s 

primos de qua lquer int e i ro me nor do qu~ 32500 .. 

PROGRAM DECOMPOS_P; 
VAR 

P,N,Itlr.K=INTEGER~ 
Y:ARRHYo0 •• 32500Ç OF INTEGER; 

PROCEO URE PRIMOS<N: I NTEGER>; 
BEGIN 

FOR K==O TO N DO Y5KÇ= =K; 
FOI~ I<::::;.:?. TO N DO 

ENO; 

ElEGIN 

1 F Y Ci I< C < > O T H E N 
F O I~ I :: :::: :2 T () < N O I V I( ) DO Y ó 1<-)H Ç :: == U ; 

WRITELN<'O PROGRAMA DA A OECOMPOSICAO EM FAl 'ORES PRIMOS DE UM INTEITRO') 
l~l~ ITELN <''):;. 
WRITELN<'ESCOLHA P UM INTEIR O MENOR QUE 32500 . PRES S IONE A TECLA ENTER'> 
WR I TEI...N < ' ' > " 
WRIT EI...N< 'P ~> ' ) ~ 
I~ EADL.N < P ) ;: 
WRITELN<'' )· 
WRITELN<'ESfA E A DECOMP OSICAO EM FATORES PRIMOS DE ',P); 
PRIMOS<t:>) • 
FOR K: =2 to P DO 
BEGIN 

11::· YõKC <>O THEN 
BFGIN I 

END; 
END; 
END . 

Y60C: ::::() .. 
IF tr MÓO YóKÇ>=O THEN 
EIEGIN 
Yf:i o(;: : ::.~ y 6 () t;>t· l .i. 
L: = <P OIV YoKÇ>; . 
W~ILE <L MOO YoK~) =O 00 
Eli::. G .[ N 

1._:: :::: 1... DI V Yôt<Ç~ 
Y i:iDI,: ~ :::: Y ôOÇ:+ t; 

END· 
WRifELN(' ',YõKÇ,' NA POl'ENCIA ',YfiOÇ); 
END~ 

Programa Avalia: Este progr a ma avalia um polinomio de grau N- 1 

nas N potencias de uma N- rai z pr imi tiva da unid ade do corpo 

finito Zp, com p a s er escolhido c onvenientemente de acor do com o 
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r 
capat ul o III P a raiz pr i mitiva pode ser encontrad a u sa ndo n 

programa seguint e . 

PIH)GI~AM AVAI...IACAO .... N;: 
VAR 
P,~,T I V&~,S ~ U ~:I~TEGE~~ -· 
A, H:AARAYoU •• {UÓOÓ~ O~ INT~~LR;: 
C:ARRAY60 •• 3200Ç OF INTEGER; 

FUNCTION POTENCI A<W,I:INTEGER>~ INTEGER; 
BEGIN 

I F I :::(] THEN <~ ::::::i 
ELSE DEGJ N 

(~ :: :r.: 1 • 
c:;: :::: (i: 
J~FPI:::ÁT 

G :: '""G~~w. 
~:>: =~:>+ 1 . ., 

UNTIL S=I; 
ENQt, • 
POl t .. NCIA. =Q; 
ENDr 

PROCEDUR E EXPOENTE<N:I NTEGER >; 
DEGIN 

END; 

AôfJr.': "-:O; 
A ... • ~ • -· ( N I') 'I' V ,., ) C:l .r.l1; ".... • • • r:.. r. 
FOR T: =i TO <N OJV 2) DO 
f.IEGIN 

Aô2HTÇ : = (AôTÇ DIV 2); 
Aô2*T+1Ç: = (A ci2HTÇ + <N DIV 2)); 

END; 

PROCEDUR E REARRANJO(V,U :INTEGER>; 
BEGIN 

FOR P: =O TO V-1 DO 
BEGIN 

FOR T:=Q TO <POTENCIA<2 U> - 1> DO 
BEGIN ' 

IF T MOD 2 =O THEN 
Çô~!(THV)Ç:=BôP+(THV)Ç+AôTÇHBôP+<T+i)HVÇ 
I::. L,:>I::. 
C ü P + < T ·}~ i.,l ) i;: : ::: B õ P + ( T ·-· t ) ~c· V Ç +A (j T Ç ·li· B fJ P + < T ~~· V ) (; 

END;: 
END; 
FOR I: =O TO 15 DO BôJÇ: =CôiÇ; 

END; 

EIEGIN 
WRITELN< 'ESTE PROGRAMA AVAL IA UM POLINOMIO DE GRAU N- 1 EM N r>; 
Wl~ ITELN (' ' ) .. 
l·' R '[ ·r· r;· I N ( ' r> () N .~. <>c:· I')() c·· O R 1:> O 7. ·r· A· ·1· c:· 1:> O N ·r·() c:• c · .. ·.· <> () c 1::·1 1::· M 1::· N ·1· () c I')() ' ' .. v .. 1~.... r I ,,) . ., .. P • .. ..> ,.) ,,)I\ , .) ... ...... ··· , .) · • r 
Wf~ I TEL.N ( ' r ) • 
WRITELN<'CON5UNTO Xq DAS q-ES IMAS POTENCIAS DE Wr UMA N-RAI Z PRir> : 
WIUTELN<' ').. ' 
WRITELN< 'M ITÍ VAS DA UNIDADE DE Zp. N E UMA POTENCIA DE 2 E f1 =NML+i r WRITEL.N<' r) .. 
WRITELN<'VALÓR DE N ?') ; 
I~ EADLN < N > ; 
WRITELN<'VALOR DE W ?'); 
READL.N < l~) .. 
WRI TELN<'~SCREVA, UM EM CADA LINHA E EM ORDEM CRESCENTE OS COE '> ; 
l~IUTELN ( • T)" 

~RITt~~<'fiCÍENTES 00 ~OLI~Q~fO')~ 
1·01~ .[ . .... () TO N····t DO I~EADLN<I:lo l l1,) ;: 



l 
I 

V:: ::::N ; 
U:: = t· 
EXPOLNTE<N> · 
FOR I:=O TO'N-1 DO AôiÇ : =POTENCIA<W , AfiiÇ>; 
REPEAT 

v:: ::::v onJ ~~ . 
FI E A R I~ A N • .I O ( V , U ) ; 
l.J :: :::: l.J+j.;: 

UNTIL. V== i .. 
EXPOENTE<N>· 
FOR I= =O TO'N-1. DO WRITELN< ' A<W NA POT~NCIA · . ~6IÇ:5, ') - ',BôJÇ>; END. 

P r o 9 r ama P r i m i t i v Cl : E !:; t e p ,~ Cl 9 r· ;·:\IH c\ c I.\ J. c u 1 ,.,\ o IH c n o ,~ e 1 <7: m c:: n 1: o 

p ,,. i m i t: i v o p o s i t: i v o d o c: o r·· p CJ Z p • c om p •.1111 p ,,. i 111 o a s <'·: ,,. d <:\ d o .. 

PROGRAM PRIMITIVOS_P; 
VAR 

P,TtNÁI.L,K.M:INTEGERÍ· 
Y: AI< H ·· YÕO ... ~~ ~-~ ~500Ç OF .NTEGER; 

PROCEDURE PRIMOS<N: INTEGER); 
BEG IN 

FOR K: =O TO N DO Y6KÇ:=K; 
FOR K: ":: ;.;~ TO N DO 

lF Ycii<C< >O THEN 
FO~ 1= =2 TO <N DIV K> DO YôK* IÇ: =O; 

ENO; 

PROCEDURE POTENCI~<N,I:INTEGER>; 
VAI~ 

J. R ::I NTEGE r~ ; 
BEGIN 
J~:::o .. 
I~ :: :::: 1. ~ 
REPEÁT 

. .J: ::::,.J+ 1. ; 
R~;:: (I~·*N mod p>;: 
UNT H ..... J:::: I 1 

IF <R MOD P> =i THEN M: =1 
EL~:I E M: :::: (); 

END; 

BEGIN 
WR I TELN('O PROGR AMA DETERMINA O MENOR ELEMEN TO PRIMIT I VO DO COR PO Z p ' 
l~ lU T E L.. N < • • ) .. 
l~IH TEI...N ( ' c :; {: OI... H() p UM P IH MO ~1 ENOI~ CHI E ::l~.~~.i DO L P R E~:;~n: ONE ~~ H~ C L. A EN f"Ff~ 
WI\ITEL.N<' ' ) ~ 
WRITELN(' CERTI FIQUE- SE QUE P ESCOL.HIDO E MESMO UM Pl{l MO SOO PCNA DL 
WRITELNC'O PROGRAMA RESULTAR EM ERRO') ~ ' 
l•IIH TE L N < ' r > • 
t~IH TEL.N ( 'P ';>' ) • 
RE(\OI=N<P~~ r 

l~IH TI:.I...N < ) ·f 
l~R I TEL.N < r E~;· 'A E A DECOMP O~:n CAO EM FATOI~ EG P IH MO!:; OE ' r P ··- t > ~ 
PRIMOS < ( P ··- t ) > ; 
FOR K:=2 TO <P-1.) 00 
BEGIN 

IF Yõi<Ç:< >O THEN 
BEGIN 

YóOÇ: ~::() .. 
I F < < P -·f > MOD Yõi<C) :::: Q THEN 

ÔEGIN 
YôlÇ: :::: Yi:i:1.Ç>t·j_ ; 
Y ü Ch,: ~ "" Y i:i O t.: + 1 .. 
L: = <<P-1 ~ OÍ V Yõi<Ç): 
WH IL.E <L MOD Y6KÇ) =O DO 

BEGIN 
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t...::=::f... DIV Yôl<r,:, 
y (i o ç : :::: y ü o ç: + t ;: 

WRlTFI...N(' 
END~ 

END; 
',YôKÇ,r NA POTENCIA ',YôOÇ 

END;; 
ENDr 
N: :::J " 
REPÍ:;:ÁT 

1... ~ ::-;(]; 
N::::: N+1" 
F O I~ I( ;; :~: :? T O < P -· t ) DO 

BEGIN 
I F Y ü I< ç: < > O THFN 

UEUIN 
IF <<P -1 ) MOD YôK~> ~o THEN 

t: ~<< P - 1> DIV YôKÇ>;: 

END;: 

P~EFNCIA<N rl>~ 
L .. ··-L+M ;~ 

END; 
UNT I 1... J...::::() ·, 
WRITELN<ro MENOR ELEMENTO PRIMITIVO 
WIHTEI...N (r TEM VALOR r, N); 

DO CORPO DE EI ... EMENTOf:> r ) ; 

END. 

Programa PCR.2: Esre programa resolve problema chints do r·e s to de 

duas congrutncias. 

P I~ O G I~ A M P C I~ ::>. ~ 
VAH 

M, NrirX,R,S , TrU:INTEGER;: 

F l.l N C T I O N I N V E I~ r; O ( M r N :: I N TE G E I~ ) :: l N TE G E I~ ~ 
BFGIN 

I:: "-" () .. 
REPFÁT 

I:: =I+t 
UNTIL (IMM) MOD N=t 

END; 

PROCEDURE SOLUCAO<M,N~INTEGER>; 
BEDIN 

END;; 

X ~ :::: I N "-'E I~ ~:; O < M • N ) r. 
T:=((S-R)MX) MOO N; 
U::=-"R+T~H1 

PROCEDURE MDC< M, N :: JNTEGEI~);: 
BEGIN 

I~===M; 
x::=N .. 

FND;; 

l~HII...I~ X<)() DO 
DEGIN 

XT :::: -~ ?<.1·. _;_· < .·[ ·~ DIV X)1fX;; 
I:::::T .. 

END;.. • 

ElFGIN 
WRITEI...N<rESTE PROGRAMA CALCULA A SOI...UCAO DO SISTEMA DE CON-rr 
r r ) " 

WRITEI...N<rGRUENCIAS U::-;f~ MOD M r ONDE MDC< M r N) '"' t .. 
' ,. 
r 

r ) r ç 
r ) ~ 

y 

WIHTELN<' l.J :::: ~;; MOD N 
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WRITELN<' ENTR E COM O VALOR DE R'); 
REAOL..N<R >É· 
WIUTELN<' ~NTRE COM O VALOR DE M'); 
READLN<M>h 
WRITELN<'fNTRE COM O VALOR DE S'); 
I~ EAOI...N < S);. 
l~ l~ I TELN ( 't~NTH E COM O VAL.OI~ DE N' ) ~ 
READL.N<N>; 
MDC< M N) • 
IF I<51 tHEN 
EIEGIN 

END 
ELSE 

WR ITELNC'MDCCM.N> = ' I ' O PROGRAMA 
Wl~r·T·E-1 N<'I~ <>M 1-rrt-r ll)AI'><>r ') ' . . .:. ... ·' ::. \:> .. :> ::.,;) . .. . ,) " y 

BEGIN 

NAO POD E SER RODADO '); 

END; 
END .. 

SOL.l.ICAO < MÁN) ·[ 
WRITEL.N<' · MENOR SOL.l.JCAO POSITIVA E U= ' , U) 

Programa FFT: Este programa computa a transformada discreta de 

Fourier e m N pontos complexos , sendo Numa potencia de dois, vi a 

FFT-

PROGRAM AVALIACAO_N; 
CONST 

Pl=3.14i5926535B979; 
l< =t300; 

VAR 
P , N T I V, S G 1, Ll I~ J = INTEGEr~ • 
B:A~RAYb0- -~,1 ... 2~ ÓF REAL; ' 
C~A~~AY~Q •. K,i .... ~~ Of R~AL; 
A·ARRAYuU •• k,i •• ~ ~ O~ RLAL; 
D:ARRAY60 •• K1 1 ... 2~ OF REAL; 
M:ARRAY60 •• K~ OF 1NTEGEH: 

Fl.JNCTION POTENCIACI,R:REAL): REAL; 
BEGIN 

FND; 

IF R "-~ i TI-IEN 
P OTENC I A: ~-"COS ( P I ·lt I ·x·;.UN) ; 

I F r~ :::::.;~ TI-IEN 
POTENCIA:=SIN<PI*I*2/N); 

PROCEDURE EXPOENTE<N : INTEGER>; 
BEGIN 

END; 

MeiO C: ::::Q • 
M <H ~: = ~~= < N D I v ;n ;. 
FOR T:=i TO <N 0IV 2> 00 
BEGIN 

M fi 2 ·>H 1;: : :::: ( M 6 T ~~ D I V ;;_~ ) ;: 
. M62*T+1Ç: = CMd2*TÇ + <N DIV 2)); 

END; 

FUNCTION POT<L,I:INTEGER>:INTEGER; 
BEGIN 

I F I =O THEN !3 :: :::: 1 
EI ... SE BEGIN 

Q ::=O; 
s~ =i .. 
REP EÁT 

S = == S~l· L.; 
(~ = ::::(~+i 

UNT I 1... (~ :::: I ; 
END;: 
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POT~::::~I; 
END; 

PROCEOURE REARRANJO<V ,U: I NTEGER>~ 
f:I EGIN 

FOR P: ~o TO V- 1 00 
FOR T:=O TO <POTC2,U> - 1> 00 
BEGIN 

IF <T MOO 2>=0 THEN 
OEGIN 

CóP+ ( T·>~V) i C: ::."Eli:íP+ < T~fV) t~": +AciT j_ C~<·BóP+ ( T+i) K·V, j_~:···· 
' ' ' " A .,. ·r· ' ··> Ã ' I .,. P < ·r· j > v ··> • 

CõP + <T*V), 2Ç:=BôP+< T•V> ,2Ç+~hl!:~~:~hl~ ! <~!i>:v:~~! 
E:NO- A o T , l t,. ~HJ u f + ( l + 1. ) ·~ V , "" ~. 

IF ~T MOO 2>=1 THEN 
BEGIN 
C Ci P + < T ·><· V > , i. ç: : = El6 P + C T -·· t > *V , 1. (;; + A ci T , 1. C ·11· B ü P + < T ·>• V > , t c: ···· 

A ó T , ~:~ ~>>H3 6 P + ( T *V ) , ~?. ~; ; 
C f> P + ( Tu V > , 2 Ç : = f.l b P + < T -· j_ > * V , 2 f,>+· A õ T , i ~>>Hl ó P + < T -lf V > , ;? ~; + 

A ó T r ;? 11: ·><· B ci P + < T ·><·V ) r lt,: 
ENO; 

ENO;: 
FOR I: =O TO N- 1 DO 
13EGI N 

Bôi , tC: ""'CüJ, i.C; 
1., ... ]" ,., :~. c·· .. 1 ]" ··> :~. :> [) • r t: .• l,,!: :::: ,,( . r t: .. t

1
, 

END· 
END • ' , 

ElEGIN 
l~IH TEL..N C 'EGTE P I~ OGR AMA CALCULA A TI~ N ~:IFOR MAOA DI GC I~ ETA 01::: r 

, ~ H 

WfU TELN < 'FOUR I E f~ DE N PONTOS COMPLEXO!:>, ONDE N E P OTENC I A rn~ f , , )" . , 
WRITELN<'OOIS. O METODO USADO NO PROGRAMA E A FFT. ~. 

r ' ) H 

l~ IH TE L. N ( ' MESMO <W E O NUM E R O DE AMO ~IT I~ A!:; NA O !:; E..J A P O TE N C I A ' : , 

WR ITELN< 'DE DO IS, ACRESCENTE ZEROS ATE COMPLETAR'); 
WR I TEL.N < ' ' > • 

7 ) ~ 

WR JTE LN <'VALÓR DE N ?'>~ 
I~EADLN < N > · 
WR ITELN('~SCREVA, UM CM CADA LINHA , A PARTE REAL DOS N PONTOS', 

, . ) " 

WRITELN<'COMPLEXOS DA SEQ UENClA. r >; ' 
FOR I: =O TO N-i DO READLN(0 6JliÇ>~ 
l~RIT[LN< 'SE o~;; ELEMENTOS !:IAO I~Eni~:),PI~F!:;!:;IONF O NUMEI~ O O', 

r r ) " 

WRIT EL.N<' SE: EXISTEM ELEMENTOS COM PARTE IMAG INARIA NAO NULA~ 
, . ) ; 

WRITEI...N<rPRESSIONE O NUMERO i.')~ 
READLN < ,J ) r." 

IF J=O THEN FOR I:=O TO N-1. DO Bôi ,2Ç:=o 
ELSE BEGIN 

l~l~ I TELN ( •• ) M 

WRITELN<rES6REVA,UM EM CADA I...INHA, , A P 1~RTE IMI~G I-· r, 
r ) r 

END; 

WRITEI...N<'NAR IA DOS ELEMENTOS DA SCQUENCIA.r ); 
FOR I: =O TO N- 1 DO READL.NCOól,2Ç>; 

v: :::: N M 

u: "" i ~ 
EXP ()[NTE < N >; 
FOR I:=O TO N-1 DO 

BEGIN 
Dói, iÇ ~ ::::BrH, i CC; 
[) ... . ,. ,.>r, r:, .... ,. ,.> , 

q:: •"·· ~: :: ::::~C) ::r.. "··'.l:.f. . ... . . , 
Acd , i\!: : ::::f O i I:.NL .1. A (Mo .1. ~·r j. ) ; 
A6I,2~ : =POTENCIA<M61~.2) 

END· 
I~EPEÁT 

V:: =V O J: V 2 ; 
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REAI~RAN..JO<V,U); 
u:::::u+t; 

UNTIL V=::t;; 
l~RITU .. N<' T R A N ~)F O I~ r , ELEMENTO 

'MADA' ) ;; 
WRITELN<'POSICAO PARTE REAL IMAGINARIA PARTE REAL IMAGINARIA ' > 

FOR I: ::::() TO N-.. t DO WIH Tt.~: !':'N,~ f: ;1 r.;. r T y Dü I y u;: :: ~3 ::!:.).r. y- • ' y f·",.,.,..,. 
Do 1 , "- r:~ .. 3 .. J , • l:l o M o J. ç, • 1. "' •• :1 • .., , 1 • n ·-M- T r ''>f" 3 ··o::·> 

WRITELN('SE OF~F IA TMPRTMTr PRF~~t~P g··~~~f~b~t r ;; y . ... ,.) ... • . .. . • . • • • '1. • ... ,,) , ,) . • ... . ... • . y 1 ) ; 

WIUTEI...NC '!:>E NAO DE!:>~: :: . .JA IMPIUMIR, PRL~:;SIONE O NUMEI~O O'>;; 
READ<..J> ~ 
I F . ..1 == 1. 'd ·IEN 
BEGIN 
WRITELNCAUX ' ELEMENTO TI~ AN ~)FOI~ MAOA' ) 
WRITELN<AUX:'POSICAO PARTE REAL IMAGINARIA 
PARTE REAL IMAGINARIA'>;; 
FOR I:=O TO N-1 00 WRITELN<AUX,I~4,r ',Oôi,1~:~3=5r' •. 

I') ... '[ ') ('' ' ') ' c · 1 >' l ... M ... I ' j {'' r> ,~ 
• () . • T 1~. r ~ ,) ,: ,,) y y .. C) () . l}' T . • I' :: ,:) ~ ,') y 

END~ 
END. 

END. 

',8üMôiÇ, 2 Ç:3:5);; 
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