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RESUMO

Neste trabalho, o método de separagdao de varidveis é usado para
obtengdo de uma solugdo, em forma fechada, de problemas de condugio de
calor em meios compostos. A idéia basica, aqui apresentada, consiste em
resolver o problema definido para cada meio, através do referido método e,
usando as condigdes nas interfaces, acoplar as solugdes obtidas. Chega-se, desta
forma, a equagdes integrais ou sistemas de equagdes integrais, para dominios
compostos por mais de dois meios, que envolvem as temperaturas nas interfaces
e que podem ter um tratamento via Transformada de Laplace.

Foram abordados problemas unidimensionais em uma placa composta
por dois e trés meios. Além disso, consideramos um problema bidimensional em

uma placa composta por dois meios em contato térmico perfeito.
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ABSTRACT

In this work, the separation of variables method is used to obtain a
closed form solution for diffusion problems throught composite media. The main
idea of this approach consists in to solving a problem for each medium, by the
separation of variables method, and then using the interfaces conditions to
couple all these problems. It will result in integral equations, for the
temperatures at the interfaces, that can be treated by Laplace Transform.

One-dimensional problems, in a composite slab of two and three

media are presented, as well a two dimensional problem.
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1. INTRODUCAO.

A determinacao da distribui¢ao de temperatura em
regime transiente em um meio composto, consistindo de vérias camadas
em contato, tem numerosas aplicacoes em engenharia. Dessa forma. o
tratamento de problemas de difusao em meios compostos vem sendo
investigado por muitos autores, até mesmo pelo fato de que o trata-
mento cldssico de separagao de varidveis nao é aplicdvel de forma direta
nesse caso. Alguns dos métodos propostos envolvem técnicas analiticas
como transformadas e teoria de residuos [5] , ou ainda funcoes de Green
[20]. No entanto, essas técnicas se tornam restritivas para o tratamento
de problemas mais complexos, como o caso de problemas com mais de
dois meios. Nesse sentido, uma contribuicao significativa, citada na
literatura [16], foi inicialmente apresentada por V . Vodicka e poste-
riormente por Tittle [21]. [ssas soluges sao baseadas na construcao
de um novo tipo de relagoes de ortogonalidade nas quais os conjuntos
ortogonais sao construidos a partir de autoconjuntos nao ortogonais
(quase-ortogonais). A partir dai, muitas outras abordagens surgiram,
combinando, em geral, técnicas analiticas e numéricas [9,10,11], usando
aproximacoes [16], apresentando restrigoes para problemas multidimen-
sionais (18], ou restritas a condigoes de contorno especificas [15]. Outras
referéncias encontradas em Ozisik [17] podem ser consideradas repre-

sentativas na literatura.



Mais recentemente. a técnica da transformada inte-
gral [17], que também tem se mostrado muito eficiente no tratamento
de outros problemas de difusao, foi aplicada para o tratamento de pro-
blemas em meios compostos. Pela aplicacao da transformada integral,
as derivadas parciais com respeito as varidveis espaciais sao removidas
e a equacao da condugao do calor é reduzida a uma equacao diferencial
ordindria, que é resolvida, sujeita & condigao inicial transformada. A
solucao é obtida quando a transformada da temperatura é invertida

pelo uso da {érmula de inversao.

Nesse trabalho. motivados, inicialmente, pelo tratamento
do problema de determinagao do fluxo de calor em uma residéncia cujas
paredes se constituem de uma composicao de diferentes materiais (3],
apresentamos uma nova proposta para o tratamento de problemas de
difusao em meios compostos, que tem por principal objetivo, utilizar a
técnica cldssica de separacao de varidvels e. consequentemente. deter-
minar ao menos, a solugao formal para o problema. incluindo de forma
especial os problemas bidimensionais.A proposta se baseia na solucao
de um problema em meio composto pelo acoplamento das solugoes de
problemas em meios homogéneos através da temperatura na interface.
Procuramos analisar, de acordo com a nova proposta, a influéncia na
solugao, do mimero de diferentes meios que compoem o material, com

condigoes de contorno gerais, bem como o caso bidimensional.
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Assim sendo. no Cap. 2. apresentamos. inicialmente.
a técnica da transformada integral e uma aplicacao da mesma a um
problema em melo composto unidimensional, por ser essa técnica bas-
tante utilizada ¢ que apresenta resultados satisfatérios, com vistas a
uma possivel andlise comparativa. No Cap. 3, apresentamos a nova
proposta aplicada & problemas unidimensionais em dois ¢ trés meios,
considerando contato térmico perfeito. No Cap. 4, abordamos um
problema bidimensional . especificamente motivado pelo célculo do
fluxo de calor em uma residéncia,.Por fim. no Cap. 5, mencionamos
algumas conclusoes do trabalho desenvolvido . salientando a importan-
cla de solucionarmos um certo tipo de equacao integral para o uso

eficiente dessa técnica.



2. A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL
PARA UM PROBLEMA DE CONDUGAO DO CALOR EM

MEIO COMPOSTO.

A técnica da transformada integral produz uma
boa aproximagao para a solucao de problemas homogéneos, ou nao,
de conducao de calor em meios compostos. O uso desta técnica é a-
presentado [17] para a solucao de problemas de conducao do calor, nao-
homogéncos,dependentes do tempo e tri-dimensionais. com coeficientes
constantes numa regiao composta finita.Para tanto.consideramos a re-
giao R limitada pela superficie Sy e subdividida em subregices R;, i =
1,2,.... M. Sejam k; e o; a condutividade térmica e a difusividade tér-
mica, respectivamente, para a regiao f;, que sao assumidas como uni-
formes em cada regiao mas, diferentes entre regioes consecutivas.Seja
hio o coeficiente de transferéncia de calor na superficie exterior Sy da
regiao R; e h;; a conduténcia de contato térmico nas interfaces S;; en-
tre duas subregices adjacentes R; ¢ R;. Assumimos que hj € h;; sao

constantes para cada interface e h;; = hj;.

Seja o problema definido por

o V2Ti(r,t) + %gi(r, t) = 2’1’% (2-1a)

em R;, i=1,2,..., M para t > 0, sujeito as condigoes de contorno:



- 9Li(r. 1)

' 8nm + hioTi(I‘. f.) = f,-(l‘. t) (2—1]3)

no contorno externo Sy, £ > 0;

3

= h-ij [T,'(l‘. ﬁ) - er(l‘. f)] = "k;m (2-1(;)

Onij on;;

nas interfaces S;;, i # j, t > 0, ¢ com as condigoes iniciais

Tyr;t) = Fi(t) ;em By, t=0, i =1.2,.... M (2-1d)

Na condicao de contorno (2-1b) a quantidade com o
asterisco. k7. é usado no k; para distingui-lo do parametro de condicao
de interface ; % denota a derivada normal na interface S;; entre as
subregioes R; e R; no sentido de R; para R;, e #am denota a derivada
normal no contorno externo S;y da regiao R; na direcao para fora.
As quantidades Fi(r), gi(r,t), o, ki, k!, hio e hi; sao consideradas
especificadas.

Os passos bdsicos na solugao deste problema pela téc-
nica da transformada integral sao:

1) O par de transformadas integrais apropriado ¢ de-

senvolvido;

2) Pela aplicacao da transformada integral. as derivadas

parciais com respeito as varidveis espaciais sao removidas e a equa-¢ao

da conducao do calor é reduzida a uma equacao diferencial ordindria;



3) A equacao diferencial ordindria resultante é re-
solvida sujeita a condigao inicial transformada. Quando a transfor-
mada da temperatura ¢ invertida pela f6rmula de inversao, a solucao
desejada é obtida.

Para tal, adotamos o seguinte procedimento:

1) Tomamos o problema de autovalor obtido por se-

paracao de varidveis na versao homogénea do problema (2-1):

2

V2, (r) + ;l\—u:(r) =0 ,em R, i=12,.. M (2-2a)
i
k; & 8n(rJ + hiot);(r) =0 . no contorno externo S (2-2b)
10
N». Bw r

_klr;;?fj) - h‘J[U"(‘[‘)—U'J(r)] = J ani) . na interface b‘,_'j, i #J
(2-2¢)

onde hio. hij. k. df: e D—f:; sao definidos previamente.

As autofungoes 1;(r). ou mais especificamente ¥;(\,, 1)

do problema de autovalores satisfazem a seguinte condicao de ortogo-

nalidade:

: . 0 bl
> — f Uy (An, 1)¥s( A, 1)dv = d (2-3a)
R“ N) ,n=1

6



onde o processo de determinacgao dos autovalores serd especificado

mais adiante e a norma N (\,) é definida por

__ Mok ; -
i) = ZE;&J ]Hj[gi!j(A,,.r)]zdt'. (2-3b)
J:

Num passo seguinte, consideramos a representacao
das funcoes T;(r.t) em termos das autofungoes ';(An.r) do problema

de autovalores acima. da seguinte forma:

=Y en(¥;(Anir)  cem Ry, i=1.2.... M (2-4)
n==l

onde o somatdrio é [eito sobre todo o espectro de autovalores A,,.
Para determinar os valores de ¢, (t), operamos ambos
os lados de (2-4) com o operador

i Y (/\g di"
R

e somamos a expressao resultante, de i = 1 a M . para obter

‘.I fi‘ M k:‘
> ,at f (O, 1) Tale, ) dv = Z’cn(t)ga fa,- Bl e, i
(2-5)
Usando a condigao de ortogonalidade (2-3), obtemos,
entao,

w
ealt) = 8 : i f Y;(An, ) Ti(r, t)dv (2-6)

=]



Agora. a equagao (2-6) ¢ substituida em (2-4) e a
expressao resultante é dividida em duas partes para definir a férmula
da inversao ¢ a transformada integral descjada para a fungao 7;(r, 1),

respectivamente. como:

. A ) e
.Fi r.i = —--!'-—T Anf .74,
(08 = 2 NGy Lot (2-T)
M .
e TOwt) = S [ wOu )T 0 (27
i—1 i SRy

2) O préximo passo, ¢ a remocao das derivadas par-
clais com respeito as varidveis espaciais da equacao (2-1a). como des-
Crevemos:

Ambos os lados da equacao (2-1a) sao operados pelo

operador

— / {(An,r)dv,

os resultados somados para i = 1 até M e a definicao da transfor-

mada integral (2-7b) é utilizada. Obtemos, entao.

dT (An, t
ZA / (A, 1)V Ti(x, r)dv-{—Zf A Vgl _(EE_)

(2-8)
O primeiro termo do lado esquerdo pode ser calculado

fazendo uso do teorema de Green como



M M
Sk f by o (£)V2Tidv = Zk[— f TV, dv
i=1 i= R;

JU 8’1" - ad’lﬁn ~ £
+Z.&/ ing. ~ T )dS: (29)

onde ¥; ,(r) = ¥;(An, t).
Para calcular o primeiro termo do lado direito da

equacao (2-9), a equacao (2-2a) é escrita para a autofuncao v'; ,,, ambos

.n?
os lados da equagao sao multiplicados por k;7;(r,t). integradas sobre a
regiao [1; . as expressoes resultantes sao somadas sobrei =1a M. e a

definicao da transformada integral (2-7b) ¢ usada.Desta forma encon-

tramos:

M M
Sk [ BV = W32 [ i @Ti(r e
=1 i

= _,\2T(Am t) (2-10a)

As integrais de superficie do lado direito da equacao
(2-9) consistem na integracao sobre a superficie externa S;g e integracao
sobre as interfaces S;;. As integrais sobre as interfaces desaparecem,
uma vez que [g e [s . tem sinais opostos.Assim, a expressio resultante

fica:

M'!

Zk f ”‘811 _T‘Bum

S— . L "‘-’bi.n(r) ’
(=2 ok [~ it asi (2-100



Substituindo as equagoes (2-10a.b) na equagao (2-9).

obtemos

M M i
Zkff ;o (T)V2T5(r, t)dv = —N*T (An, )+ k,-f U""Er)f,-(r.f.)d&
i=1 “H =1 IS0 K
(2-11)
Quando a equacao (2-11) é substituida em (2-8), a

equagao diferencial ordindria resultante para a trasformada da tempe-

ratura é obtida:

dT(Ap, t)

T M (M) = A(Nsst) (2-12a)

onde

o W (r) M
Adn. 1) = ks = J(r, t)dS; + wtnr ;(r, t)dv.
( / ; '/Siﬂ k! f( ) ;/R‘ ‘()g(r )dv
(2-12b)

A condic¢ao inicial é obtida fazendo a transformada integral da

condigao (2-1d) pela aplicagao da transformada (2-7a). Assim,

T(Onst) =F(Xn) ,parat=0. (2-12¢)

3) A solugao da equagao (2-12a) sujeita a condigao

inicial (2-12c¢) fornece a transformada da temperatura como

T(hw,t) = e HF () + [ {7 A, T)d7] (2-13)

10



Finalmente, a inversao deste resultado com a f6rmula

(2-Ta) d4 a distribuicao da temperatura 7;(r,t) na regiao R; como

#

Ti(r,t) =

e 24 (A, ) [F(An) + _/(:e’\i".fi(/\,z.r)dr] (2-14a)

em ;. i=1,2,...., M, onde

A, 7) = Z f i (’\ A r)dS!

M

+ 3w (A t)g;(x' T)dv (2-14b)
j=1

M

Fld) = i zj’ (An, ) F5(x")dv' e (2-14c)
i= ] k]
M

N(A) = ny " [¥,( /\n,r)]2d1' (2-14d)
] b 3

Cabe salientar aqui, que em geral. basicamente dois
procedimentos numéricos estao envolvidos nessa técnica: a solucao da

equagao ordindria e o calculo das respectivas autofungoes e autovalores.

2.1 Um Problema Unidimensional.
Para apresentar um caso mais especifico, que possa
ser mais esclarecedor da técnica.consideramos um problema unidimen-

sional em uma placa. consistindo de M camadas. Neste caso, a equagao

(2-1) se reduz a :

11



12

T, o aTi(x.t) _ :
aiw+k—fgf(:r,t) == % & B Tyt >01=12....M
(2-15a)
sujeita as condicoes de contorno
*(‘)TI (4 &l =4
“k]”5;+}£1[1(t.t}=f](f) o L= 2 t >0 (2-1013)
ut I, |
—kri‘z-‘ = h‘l-!—i{n'_Ti-i-I] = "‘k,‘_.{_l'('-.'[_+I . B = I.H_l‘ = ].2.:‘! T 0
Ox Az
(2-15¢)
. Ty

e kyo -+ haria Tar(x.t) = [a(1) =y, >0 (2-15d)

e as condigoes iniciais

Ti(z.t) = Fiy(x) =0 m<Te< By 1=1,2, .M
(2-15€)
O problema de autovalores que se origina da versao

homogénea de (2-15) ¢ dado por [17]:

d2w_ ; a2
d:;;(x) + %',i?i.n(x) = 0 s Ly k< B Lit1, 1= 1‘ 2’ gont A,—!
1

(2-16a)



sujeito as condigoes

dy (T
—k;—;’;—[) + hythy o (z) =0 T =1 (2-16b)
d‘!f-’,- n : ) dwi n x
K~ = hivi[¥sn—Vis10] = —’t‘i-ﬂ—di':l— =Ty, i=1,2,..M
(2-16c)
, dvy ()
g :;r( + Pty a(2) =0 L= Xapg (2-16d)
As autofungoes satisfazem a condicao de ortogonalidade:
u k; 0 ,n#Fl
o [ nlep @)z = (2-17a)

N{B.), n=1

onde

‘Jh

o)=Y L[ e (2-17b)

Seguindo o procedimento descrito anteriormente e
considerando a situacao simplificada das equagdes (2-15), a solugao é

obtida, de (2-14) como:

T = 3 e F @ FE) + [ g, ryir

@B € B Bipt, 1=1,2u;M (2-18a)
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onde

F(3,) = U s /:’“ ' Fi(2)da'. (2-18b)

10‘3

407 = 3 [ @i+ fi [P g

!
+k lf"-!r:_("")] Jalz) ¢ € (2-18c)
M T'=E AL 4
; M ki posn _
“lr\‘r(";")]ﬂ) = Z j ] [ﬂ J n( )] zdr (2"].8(1)
S i A

2.2 Um Problema Particular.
(‘onsiderando, agora. o problema particular para o

caso de dois meios, delinido por

A*Ty(z.t) aT(x,t)
01——3:;:2— = T N<E2La t>0 (2-193)
2 s i
Qz%‘ﬁ = aT?—(é‘:Q ,a<z<b t>0, (2-19b)

sujeito as condigoes de contorno

Ti(z,t) = 0 L=, {30 (2-19¢)
T] ((E, fa) = Tg(;l‘.‘, t) A= g T30 (2—19(1)
on, o,
ki— = = ko 5 T O t>0 (2-19e)
k;ﬁ +h3Ty = 0 , L = b t >0 (2—19f)
Oz

e as condic¢oes iniciais

UFROS
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Tilzt) = Filz) BDEe<a =0 (2-19g)

Ty(z.t) = Fy(z) a<z<b t=0 (2-19h)

vernos que sua solu¢ao é obtida, dirctamente, de (2-18), como

Tiat) = 3% (1{3 e Bty (4., 2)F(3,) ,0<z < a(2-20a)
n=1 ~n
2 1 41 — )
e Ty(x.t) = Z NG e Faty,(B,.2)F(3,) .a <z < b(2-20b)
onde

e k a k b
F(8,) = = [} Uy(8,,2)Fi(2)da’ + a—"; jﬂ Ug(B,. 1) Faa')dzx

(2-20c)

e N(8,) = 5 / [01 (B, 7)) 2d2 + Jkg/[1!'2(_1”5‘“,;r:’)]ﬂd,';r’. (2-20d)

As autofungoes da porgao homogénea do problema

(2-19) sao dadas por:

o B Bﬂ )
1(8,,2) = 41ﬂsenﬁ£+81ﬂros \/a_l.t: (2-21a)

3 g
e Yoy, x) = Apnsen \/;TQ‘E + Byn cos \/C%fv (2-21b)

Pela condicao de contorno em & = 0, obtemos:
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(B, ) = sen

= 2-22;
= r (2-22a)

6}
e ¥y(B,,2) = Asmsen—=z+ Bopcos——z. (2-22b)

6}
VT /s

Usando as condicoes de contorno em x = a ¢ x = b,

obtemos as equagoes dadas. matricialmente, por:

ady = ady - ady
sen-zk sen-—7= cas =2
ky [og ad - ald ad
T cusv—&v,a_l cos —&v,(ﬁ aen—-&ﬁ
ha. /1o b3 h o b3 b3
Ay M2 en—= == 3 26 HHg 2o
LO k33, Sn\/_-i-ros o L8, Cus: i — senﬁ_
1 0
— ¥
X flgn = 0 : (2'23)
Bs,, 0
donde
3 4. ki o 3
K[ 2
Ay, = sen—2—asen—==a + — cos i acos O (2-24a)
Ve et Vas'

B 3 k a2 3 fé)
e By, = sen——acos ——a— — asen = a. 2-24b
2 \/ g v/ kg k Ck] 1/ V& ( )

Os autovalores 3, sao obtidos do fato de que o de-
terminante da matriz dos coeficientes na equagao matricial (2-23) deve

ser nulo. Assim, os autovalores 3, sao as raizes positivas da equagao

transcendental
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ald ad ad
n—= —Ser—L —€os =2
s€ w‘(t] Vel 3 e
ko oy Vv NGT) NGT)
hngcky . b3 b3 h3]{02 b3 J—" b3
0 %38, S€n —-—“-@ + cos -—"-\/Q—? k2, COS _“-vm 'scn—l‘/a_ﬂ

(2-24¢)

Esse mesmo problema serd tratado posteriormente.

usando o método de separagao de varidveis, segundo a proposta apre-

sentada no capitulo a seguir.



3. O METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS PARA
PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS DE CONDUCAO DE

CALOR EM MEIOS COMPOSTOS.

A proposta que estd sendo investigada neste tra-
balho. para tratamento de problemas de difusao em meios compostos.
consiste, basicamente, em resolver, separadamente, o problema definido
em cada meio que compoe o dominio e. através das condigoes nas in-
terfaces. acoplar as solucoes obtidas.Conforme serd mostrado. podemos
chegar, desta forma. a equagoes integrais que envolvem as temperaturas

nas interfaces.

Neste capitulo, a técnica ¢ introduzida via o trata-
mento de um problema de conducao de calor unidimensional. nao-
estaciondrio,com condigoes de contorno do 3° tipo, em uma placa com-
posta por dois meios (0 < x < a, a < x < b), considerando contato
térmico perfeito na interface.Além disso, tendo em vista uma possivel
avaliacao comparativa com a técnica apresentada no capitulo 2, exami-
namos o mesmo caso particular do problema de dois meios ja resolvido
e descrito pelas equagoes(2-19) .Para finalizar o capitulo, usamos a téc-
nica para um problema de fluxo de calor unidimensional em uma placa
composta por trés meios (0 <z <a, a <z <b, b <z < c¢) supondo,

também, contato térmico perfeito nas interfaces.

Para mantermos uma consisténcia de nota¢ao, visando

18
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um melhor entendimento ¢ para facilitar uma possivel andlise compa-
rativa, optamos por utilizar, também a partir deste capitulo. a mesma

notacao apresentada no capitulo anterior.

3.1 Problema Unidimensional de Conducao de Calor para
Dois Meios em Contato Térmico Perfeito.
Nesta secao, utilizamos o método de separagao de
raridveis para um problema de fluxo de calor unidimensional, nao-
estaciondrio. em uma placa composta por dois meios(0 < r < a,

a < .r <b). conforme figura

P T e ™

1 -

%=0 %=a =t

(Fig.1)

Assumimos contato térmico perfeito na interface e,
para maior generalidade, consideramos condicoes de contorno de 3°

tipo nos demais contornos.

Seja o problema definido por

O*Ty(x,t)  OT(x,t) ' y
s 3 = B O<z<a, t>0 (31a)

PTy(x.t)  OTy(w.t)
e = 5t ,a<xr<b t>0 (3-1b)
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sujeito as condicoes de contorno

AT (. t

—k;'(rlé_r) + T (.L‘. f-) = gj(l"-) ax=0,1>0 (3-1(:)

e
Ti(z,t) = Ta(z,t) ,x=a, t >0 (3-1d)
PR L N -/ 1) S

ox Ox

H(‘)Tg‘)(—rf) + haTy(z, t) = gaolt) =8 130 (&1

Ox

e as condicoes iniciais

Ti(x.t) = Fi(z) d<zLa t=0 (3-1g)
Ty(z.t) = Fy(x) asesh t=0 (3-1h)

As quantidades o, k;, k] e h;, sao consideradas es-
pecificadas, seguindo a notagao e o significado apresentado no capitulo
anterior e assumimos. por uma questao de maior simplicidade. que as
fungoes () sao tais que I'}(x) é continua em (0,a), Fy(z) é continua
em (a,b), I1(0) = 0 ,Fy(a) = 0 e Fi(z) ¢ Fj(z) sdo seccionalmente
continuas em (0,a) e (a,b), respectivamente, embora condi¢oes menos
severas pudessem ser consideradas [6.8].

A proposta apresentada nesse trabalho sugere a solugao
do problema no meio composto, pela decomposigao em dois problemas:

um para o meio 1 e outro para o meio 2, descritos, respectivamente,



por:

o o
—k;a—ml + T

Tl(;L'. f)

Ty (z,t)

AT,
Ox?

TQ(:E, f)

Cep

~

al
k{,a—; +halh

Ty(z,t)

a.l D<z<a, >0
ot

g1(t) x2=0,t>0
A(t) = bl
Iy(x) D<e<a, t=0

@ BLer<h t>0
ot

A(t) s, 10

ga(t) =0 t>0

2(x) ABETLh =0

(3-2a)
(3-2b)
(3-2¢)

(3-2d)

(3-3a)
(3-3b)
(3-3¢)

(3-3)

Os problemas resultantes para os meios 1 e 2 tem

condicoes de contorno dependentes de ¢ e, dessa forma. pelo Teorema

de Duhamel [17]. suas solugoes podem ser escritas como

Tj(z.t) = Fy(

_-‘f— ;
:r)+f;0 Jeile d T)d'r

ot

(3-4)

onde 7 é um pardmetro, 0 < 7 < t, e ¢;(z,t,7), j = 1,2, sdo as

solugoes obtidas para os seguintes problemas auxiliares para o meio 1

e 2, respectivamente

21



P9, ¢, ‘ "
i5s = 5 D<€t <ail>0 (3-5a)
k;i?l +hio, = gi(7) =0 1>0 (3-5b)
dx
di(z.t, 1) = A1) jr=ua, 1> 0 (3-5c¢)
¢y(z.t,7) = Fi(x) 0<r<a. t=0 (3-5d)
e

0, Ay n
(¥9 D2 = -5;— Ad<r<h t>0 (3—6&)
ooz . t.7) = A1) Z=a, t >0 (3-6b)

_{9(_,-‘). )
k.,,?; +hsgy = go(T) =bt>0 (3-6¢)
Gali ) = FBilx) A ek, te=i, (3-6d)

Devido as condigoes de contorno nao-homogéneas, é
necessario a decomposigao de cada um destes problemas em problemas
auxiliares, desde que serao resolvidos por separagao de varidveis.

Assim. para o meio 1:

Gr(z.t.7) = ¢y, (2.7) + dyp(2. 1. 7) (3-7)
onde ¢, (x,7) € solugao do seguinte problema estaciondrio obtido

do problema (3-5):



*dqbls
Vdz

—k + hioy, = gi1(7) =10 (3-8b)

di.(2.7) = A1) B (3-8¢)

e ¢,(r. L. 7) € solugao do seguinte problema homogéneo obtido do

problema (3-5):

s, _ O¢yy, :
¥y 2 = Tf D<gp<a £50 (3—93.)
)\ .
—k;(:;:‘ +highy, = 0 2=0,t>0 (3-9b)
Gt bT) = 8 o =g £ 50 (3-9¢)

om(z.t.7) = Fi(r)—¢(z.7) ,0<z<a t=0(39d)

Analogamente, para o meio 2, a solugao de (3-6) serd

escrita como:

Oa(@. 1, 7) = Qo (2, 7) + Pop (., 7) (3-10)

sendo ¢, (. 7) e @yp(x.t, 7) as solucoes dos problemas estaciondrio

e homogéneo. respectivamente, obtidos de (3-6) e dados por:

d2¢23
T - 0 a<z<b (3-11a)
tes(z,7) = A(T) A= (3-11b)
k;d 2 4 hagy, = go(T) z =b (3-11c¢)

dz

23



2
¥y aaigh = % a<c<b t>0 (3-12a)
Oon(z.t.T) = 0 r=a. t>0 (3-12b)
k;%’- + hgpy, = 0 Jo=h, 20 (3-12c¢)

Gon(2.t,7) = Fy(z) —op(x.7) ,a<Lz<bh t=(03-12d)

Resolvendo o problema (3-8), obtemos

oy (2.7) =t e (3-13)

onde

. _ (1) + MA(7)

== e ks (3-14)
e
k1A

k{ - h,[a
J&, a solu¢ao do problema (3-9), obtida por separagao de varidveis,

pode ser escrita como:

Sun(@.t.7) = 3 en Xy (B, m)e At (3-16)
n=1
onde
K, o w2 hi s 3-17
1(B,, 2 _.9en\/a_;a z) (3-17)
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1 R ! I - F, I !
= N3 /0 [F1(2') = ory(. 7)) X1 (B, 2)da (3-18)

3,, sao os autovalores associados as autofuncoes X, (.7,..r). que sa-

tisfazem

1'3 aﬁn hq
5 . 3-19
o cot \/a_la e (3-19)
¢ a norma associada, N(3,),[17] é tal que
1 (L2 + ()2 |
— = gy (3-20)
N (‘in) a[(ﬁ)2+(#)zl +r§"
Resolvendo o problema (3-11), obtemos
b, 7) = dim + d (3-21)
onde
g2(1) — ha A(7)
d} = D2
= s ¥ ha(b— a) )
e
— k5 + h3b) A
d; = GQQ(T) +( 2 + N3 ) (T). (3_23)

k3 + hs(b — a)
¢, novamente, por separagao de varidveis, obtemos a solucao do

problema (3-12) como:

]
(94}



tspfasd T = ZanQ(";’m.r)e_T?.t (3-24)
n=1
onde
P -‘:.;-,T" i 3.95
Xa(1,4) = sen—2=(z - a) (3-25)
e
— o (2, 7)) Xo (7, ' ) (3-26)

“n 520 0s autovalores associados as autofuncoes Xy(7,,. ). que sa-

tisfazem

h;;

COt. b — :3“27
\/— \/_ = W="g (3-27)
e a norma associada, N(v,),[17] ¢ tal que:
1 — 9 77'-;—_)2 & (fl:i).! (‘i ‘)g)
N(~v,) (b Ha][(_L)z_._(r: ]+%§' 3-98

Substituindo (3-13) e (3-16) em (3-7) e, utilizando
(3-4) para j = 1, podemos escrever a solu¢ao do problema para o meio

1 como:

Ti(z.t) = Fy(x) —I—f Z( 32)en X1 (8, z)e” Bat-Tgr (3-29)



27
e. substituindo (3-21) e (3-24) em (3-10) e. utilizando (3-4) para

J = 2. podemos escrever a solucao do problema para o meio 2 como:

1. ¢ A
Ty(z.t) = Fy(x) +/ " Z(—*f‘ﬁ)ang(’)',,,.B)e_"':'("“r}d'r, (3-30)
F=Hn=1

j& que as condigoes impostas anteriormente em relacao as fungoes
Fi(xz),i = 1,2garantem a diferenciabilidade resultando, ainda, em
séries que convergem uniformemente [6,8].

No entanto. as solucoes obtidas em (3-29) e (3-30)
para os dois meios da placa, nao estao completamente definidas, res-
tando. ainda. a determinagao de A(7). Para isto. utilizamos a condicao

de interface (3-1e), resultando. daf, a seguinte equagao integral:

dF1 dFy

f Z[C e PAl=T) | oy el D) A(r )d'r':kl (a) kg—l:( a)

t o ) 5 5 |
+f o Z (-i‘"e—df.(t - f)gl(T)dT +/ , Z C'Enf" ~2(t _T)QQ(T)dT
ds n=1 T= n=1

* / Z/Lne BT 4 / Z Bne A" dr (3-31)

onde

klﬁ Xm (‘Bnr )/ k +hl£ ‘Yl(,‘jﬂ?x!)d'ﬂr’f

“n = TN(B,) dz k] + hia
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_T\’%iﬁ(sn.@ / ) ql(;z:')X](;’in..r’)d;r’ (3-32)
ka2 dX, b k3

= ;;i Ji)djz "f,l.a)/a g2 (') Xa(7,,. 2')dx’ (3-33)

e, = ;‘ii)df‘(sn.a) /ﬂq3(:n’)X|(3,,..r’)da:’
- i‘(j )df /m_x(i ,x')dx' (3-34)
- f;j:)‘ff"’(f“ a) [‘ q4(m').¥z(~;-,,,a-’)dm' (3-35)
A, = \‘l“f)fﬁ; (3,.a) f Fu(2') X1 (3, .2')dz’ (3-36)
B, = A"'f)dﬁ (Y- @) / ') Xo(Yp, &' )d’ (3-37)

e qi(r). ). gs(z) e gi(x) vem de ¢,(x.7) e @y, (x.7), quando
trabalhamos a equacdo (3-le). utilizada para o acoplamento, a fim de

isolar os termos que contém A(T).

De forma mais compacta ¢, sob hipétese da con-

vergénceia das séries envolvidas. reescrevemos (3-31) como:

[ 1= A@yr =g (3-38)

7=0

onde

f(i —-T)= Z [Clne_'g‘?‘{t_rj T C2n‘3_ﬁ(t_r}] (3'39)

n=1
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dF. o g
g(t) = klﬁ(ﬂ)—bd—;(a)+j OZc',nc Fnt-T g (7)dT
Tr= n=1

ot 0

e ) d /a = 4 e Balt-7)y
+ ] o2 Cne gl 4 |3 Ane r
+ [ 3 Bae Wtdr (3-40)

CIM qUE Cin, Cons Cipy Cons An € By sao definidos como em (3-32) a
(3-37), respectivamente.

(Cabe observar que obtemos. aqui, a solugao formal
para o problema, faltando. ainda. uma verificacao rigorosa da mesma,
embora os passos intermedidrios tenham sido baseados nos resultados
cldssicos da literatura [6]. como citados no decorrer do texto.

(‘umpre ressaltar. ainda, que a solucao do problema
dada pelas equacoes (3-29) e (3-30) para os meios 1 e 2, respectiva-
mente. sé fica bem definida com a determinagao de A(t) na equagao
(3-3R8). Neste sentido, sugerimos , apesar da referida equagao ser um
caso particular da equacao de Volterra do 1° tipo [22]. o que poderia re-

sultar em procedimento padrao de solugao,a utilizagao da transformada

de Laplace, uma vez que. da equacao (3-38), temos

(f = A)(t) = g(1) (3-41)

onde (f * A)(L) denota a convolugao de f(t) e A(t).

Assim, se L denota a transformada de Laplace, podemos

escrever



L{(f * A)()} = L{g(1)). (3-42)

Em seguida. pelo teorema da convolucao [4], obtemos

L{S (O} LAA(B)} = L{g(t)}. (3-43)

donde

Lig(t)}

HAOY =0y

(3-44)

Por fim. se¢ L' denota a transformada inversa de

Laplace. obtemos

_ -1 [ o)} ¢

onde a inversao deve ser implementada numericamente [2].

3.2 Problema Unidimensional em Dois Meios: Um Caso

Particular.

No Capitulo 2, vimos a solugao de um problema de
condugao de calor unidimensional para dois meios em contato térmico
perfeito, pela utilizacao da técnica da transformada integral. Nesta
secao, propomos a solu¢ao para o mesmo problema, através do método

de separacao de varidveis. Repetimos, aqui, a sua formulacao:

30



O*Ty(x.t) _ ATy(z.1)

a—s = T DL e<a >0
O*Ty(z,t) ATy (x. 1)

Praalat oy o AR s il S c<h i 1

B BT a<r< >0

as condicoes de contorno sao:

Tifzt) = 0 Z=0,t>0

Ti(z.t) = Te(z.t) z=a, t>0

HTI O’F2
Lia:_ = a‘iza sb=a,t>10
T .
kéf,_z + }(}_3(112 — U L= b. { > 0
Ox

e as condicoes nicials sao:

T\(z,t) = Fy(x) 0<zc<a, t=0
Ta(z.t) = Fy(x) AL e<h, t=0

A solucao deste problema, por esta técnica, pode ser

imediatamente escrita de acordo com as equagoes (3-29) e (3-30) como

L o0
Ti(z.t) = Fy(z) + f > (—82)enX (B, x)e P Tdr (3-46)
=0 i)

para o meio 1 e,

{ o0
To(x,t) = Fa(x) +/ E (—"fﬁ)dﬂXQ(",'n,J;)e_"'ﬁ“"”dr (3-47)
=001

31



32

para o meio 2. e como em (3-18) e (3-26). respectivamente.

ws ;\'(lﬂn) S R = o0& DX (3, ') (3-48)
d 1 b 2 ' ; ! ]X ( !)d 1 (3 49)
U N(”J’n) /ﬂ [ 2(‘17 Y @23(-3 -T) o Taz)de . 3-49'

O14(x. 7) € obtida de (3-13). (3-14) e (3-15). fazendo k] e g,(7) iguais

a zero e hy igual a um |, sendo. entao. escrita como:

A(T)

a

O14(x.T) = T (3-50)

e @y (x.7) ¢ obtida de (3-21). (3-22) e (3-23) como

A(7)[k3 + ha(b— )]
ks + ha(b — a)

O (i, 7) = (3-51)

desde que ¢5(7) = 0.

Do problema (3-9), considerando kj = ¢1(7) = 0 e

hy = 1, resulta um problema de autovalores . para o qual .

Xi(B,,;x2) = senj;_l-.r. (3-52)

3, sao os autovalores associados as autofuncoes X,(3,,,x) tais que:

UFRBS
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3 5
sen \/;_10. =0, (3-53)

ainda. a norma associada [17]é tal que

2
- (3-54)
a

Xo(y,,z) = sen—=(z — a), (3-55)
g
Yn sa0 os autovalores definidos por
i (3-56)
s 3=
\/_ \/_ K
c, a norma N(7,) [17] é tal que
) + (lay
P oy ol . (3-57)

N~ Bl + (@7 + B
Para obter o resultado da utilizacao da condicao de interface, faze-
mos ¢1(7) = ¢2(7) = 0 em (3-31), resultando. dai. a seguinte equacao

integral que define A(7):

dF'1

/ cheﬁ"( )+ cane D] A(T Jar = kr——(a)

__kzdf-

(a)+/ ZA,.,& AA- T)d‘r+/ ZH e A-dr  (3-58)
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onde €1n. Con, A, e B, sao como dados em (3-32). (3-33). (3-36) e

(3-37), respectivamente, fazendo kf = 0 e hy = 1. resultando

k3% dX B a g s gk "
i _Nzg:) L (3,0) [ (@)X (3, ) (3-59)
k?fn dA-). b AN 7l TNy 9
= e g One) [ @)Xl 2’ (360)
k32 dX
i —3 J 3 .
Ay =gt a)/ Fi(=') X, (3, ')z’ (3-61)
2
ka2 dX —_ .
B = vz:n) i 7 “)f Fy(z') Xo (7, ' )d'. (3-62)

De forma mais compacta. podemos escrever a equacao como:

L
f St = )A(r)dT = ¢(t) (3-63)
T=0
onde
Jit—71)= Z[{:nle_dg‘(‘_ﬂ + anﬁ_??‘(ﬂ_ﬂ] (3-64)
n=1
e
g(t) = k—a)—kg—-(a)+/ Ape™ " Tdr 4+
(t) Vdx ( dx 0 ,,szl
b .
[3 Buei"ar (3-65)
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em que Cin, Con, A, e By sao definidos em (3-59) a (3-62).

De fato. a intencao na apresentacao desse caso par-
ticular era de facilitar algum tipo de andlise comparativa com a técnica
apresentada no cap. 2. I claro que essa comparacao nao poderd ser
feita por observacao direta dos elementos que compoem as solugoes, ja
que sao técnicas diferentes. O que pode ser evidenciado, porém, ¢ que
no primeiro caso, apresentado no cap.2, a técnica exige procedimentos
numéricos em dois estdgios e, no segundo caso, na solucao da equacao
integral e. é claro. na determinacao dos autovalores. apenas para alguns
casos especificos de condi¢oes de contorno. [ssa necessidade é melhor

caracterizada para problemas mais complexos ou multidimensionais.

3.3 Problema Unidimensional de Condugao de Calor para

Trés Meios em Contato Térmico Perfeito.

Propomos, agora, a solugao de um problema de de-
terminacao da temperatura. unidimensional. em regime transiente, em
uma placa composta por trés meios (0 <z <a. a<z<bb<z <c),
de acordo com a seguinte figura, utilizando o método de separacao de
varidveis.

Novamente, resolvemos o problema para cada meio e,
através das condigoes nas interfaces, acoplamos as solugoes. Obtemos,
desta manecira, um sistema de duas equagoes integrais envolvendo as

temperaturas nas duas interfaces.



=U X=a

(Fig.2)

Seja o problema definido por

Pty AN t)
N T T

Ply(x.t)  OTy(x.t)
o T ot
’ lr‘}""]";«;{.,r:. t)  OTs(x.t)

Ax? ot

sujeito as condicoes de contorno

—A‘;M -+ h.]T}(I’. f) -
Ox
Tilz,l) =

oT(x. 1)

Ay Ox -

a(z.t) =
OTy(x,t)
Ox

+ hyl3(z,t) =

ka

Lo () 0)
k3 —33:

e as condigoes iniciais

O<r<a t>0 (3-66a)
a<r<b t>0 (3-66b)

b<zx<e t>0 (3-66¢)

g (t) 2=0,1>0 (3-66d)

Ty(z.1) .z =a. t>0(3-66e)

gl f,
B s o(3-666)
dw
Ts(x. t) ,z=>b,t>0(3-66g)
OTs(x,t)
y— L =, ¢ ‘
etz > ((3-66h)
ga(t) x=c t >0 (3-661)
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Ty(z,t) = Fi(x) Ocae<a 1=0 (3-66))
Ty(z.t) = Iy(x) AL m<h t=1 (3-66k)
Ty(x.t) = F(z) HEaLe t=0 (3-661)

Aqui. novamente, as funcoes Fi(x).7i = 1. 2. 3 satisfazem
as condigoes definidas na segao 3.1, e salientamos a utilizacao de condicoes
de contorno de cardater mais geral.

De acordo com nossa proposta. decompomos o pro-
blema (3-66) em trés problemas. um para cada meio da placa. que sao

descritos como segue.

No meio 1.
O*T, aT, -
(ty O = —at—“ a0 (3-6{&)
3?] T . Lrd
—k}— P + Ty = git) =0, 1>0 (3-67b)
Ti(z.t) = A(t) 2 =%, } >0 (3-67¢)
Ti(z,t) = Fi(z) 0<z<a t=0 (3-67d)

enquanto no meio 2,

T, Ty
(ko D22 = E a<r<b t>0 (3—68&)
Ty(z,t) = Alt) z=a, t>0 (3-68b)

UFROS
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Ty(z.t) = B(t) x=b.t>0 (3-68c¢)
To(z, t) = Fy(x) BEr<h i= (3-68d)

e no melo 3

Ty OT;

(v3 5T = B b<e<e t>0 (3-69a)
Ti(z.t) = B(t) Z=bt>0 (3-69b)
k;%%;i +hily = gol) 8= 1 B0 (3-69¢)
T};(JI, f) = F‘;;(;l'?) N S £ S c. § =1 (3—69(1)

O problema (3-67) ¢ o mesmo que o problema (3-2) da primeira

secao deste capitulo. Sua solucao é dada em (3-29) e repetida aqui:

¢ oo
Ti(z,t) = Fi(z) + f S (=82)en X (B, T)e HEDdr  (3-70)
=0 n=1

onde X (3,,z), ¢, e B, sao dados em (3-20). (3-21) e (3-23).
respectivamente.

Os problemas (3-68) e (3-69) tem condi¢ées de contorno depen-
dentes de t e, dessa forma. pelo teorema de Duhamel [17], sua solugao
pode ser escrita como

t—7,T)

- t aqb I, —
Ti(z,t) = F;(z) + fr:@ e o dr (3-71)

onde 7 & um parimetro, 0 < 7 < t, e ¢;(x.t,7), j = 2,3, sao as
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solucoes obtidas para os seguintes problemas auxiliares para os meios

2 ¢ 3. respectivamente,

3o,
%3 Ox?

Oyl t.7)
Oy 1T)

Oz, 1.7)

0?0y
Ox?

¢g(z.t.7)

‘ad); §

sz, t.7)

g
ot

acegh 131

=g t=0
B ol vy -1
a<E< b =

N Sl i o e

E=bh, 1t>0
Je = k)
b<a<e, t=

(3-72a)
(3-72b)
(3-T2¢)

(3-72d)

(3-73a)
(3-73b)
(3-73c)

(3-73d)
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Para aplicacao do método de separacao de varidveis.devido

as condicoes de contorno nao-homogéneas, decompomos cada um desses

problemas ., de forma que, para o meio 2

Oo(T, . T) = Opg(x, T) + Pz, 7),

onde ¢y (i, 7) € solucao de seguinte problema estaciondrio obtido

do problema (3-72):

(3-74)



d2¢23 i 75

e = 0 a<xr<b (3-75a)
9ss(2,7) = A7) =0 (3-75Db)
s lzT) = Bir) (=l (3-75¢)

e @y (2.1, 7) é solucao do problema homogéneo obtido a partir de

(3-72):

2. ¢
ay gt = ‘(f)% a<z<b t>0 (3-76a)
Ogp(.t.7) = 0 ar=a,t>0 (3-76b)
Oapl.t. T) = 0 Zz=bt>0 (3-76¢)

@ap(T.1.7) = Fy(z) —¢o,(z,7) ,a<z<h t=0 (3-76d)

Analogamente, para o meio 3

O3z, 8, 7) = B2, 7) + dgnl(z. L, 7) (3-77)

com ©g,(x, 7) satisfazendo

2 i
90, _ b<z<e (3-78a)
dx?
¢gs(x.T) = B(r) ,z=0b (3-78b)
d
ks d: + hass = go(7) T=c (3-78¢)

e ggp(2.t,7) tal que
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62¢31:. 8(‘353;1

(3 322 Bt D€ m<e, 1 >0 (3-79a)
Pap(z.t,7) = 0 =40 (3-79b)
.99 "
k3 (.)::h +hy@y, = 0 = t>0 (3-79¢)
Gan(x, b, 7) = F3(z) — gz, 7) b<z<e y= 0.(3-79d)
Resolvendo o problema (3-75), obtemos

@gs(T.T) = djx + dj (3-80)

onde

. A(r) = B(1)
===z (3-81)
e
: —bA

d = aB(T) (T). (3.89)

a—>b
J4, resolvendo o problema (3-76) por separacao de varidveis. obte-

mos

bon(@. 1, 7) = Y dnXa(Vp, z)e™ " (3-83)

n=1
onde

Tn

Vs

Xo(vn,x) = sen (z —a) (3-84)
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1 b 7 . '
dv= g [ 1Fa(a") = 63,3 2" (3-85)

vn S@o os autovalores associados as autofung¢oes Xy(7,,.z) ., definidos
por

n ' '
sen b—a)=0 3-86

¢ a norma associada N'(7,)[17] é dada por

N b-a (3-87)
No caso do problema (3-78), obtemos
Gs(z.T) =riT + 75 (3-88)
onde
. 92(r) — hyB(7)
"= e ha(c— b) (&)
e
e (k3 + hyc) B(7) — bgs(T) (3-90)

"2 T ks 1 ha(c— b)
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A solugao do problema (3-79) ¢ dada por

Pap(2.t,7) = Z raXa(0n, ;1:)5_"3:’-

n=l1

onde

X3(0n,x) = sen On (x—b),

/s

4

]‘ a ! X e - ! il
In = T(_@:)/b [F3(x") — 93,(2". 7)| X3 (0n. ") d",

(3-91)

(3-92)

(3-93)

0, sao os autovalores associadas as autofuncoes X3(8,. ) que sat-

isfazem:

7 On

cot

Gy V3

(c=b)=—-=

e, N(0,) ¢ a norma associada, [1T]dada por:

O )2 4 (h4)2
L, Py
= O 14 )2 hy *
N(65) (e— b)[(\/a—d)z'*'(f,?)z]_'_ﬁ

(3-94)

(3-95)

Substituindo (3-80) e (3-83) em (3-T4) ¢, utilizando

(3-T1) para j = 2. obtemos a a distribui¢ao de temperatura para o meio

2 como

t o
Ty@.t) = K@)+ [_ (-2 Xo(yz)e H07dr.  (3-96)
=Y n=1
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Novamente, substituindo (3-88) e (3-91) em (3-77) e. utilizando

(3-T1) para j = 3. obtemos a solucao do problema para o meio 3:

t ¢ 4 v
Ta(x. t) = I3(x) +f Z(—ﬁﬁ_)?'nXs(f’n.m)c_(’f'("_’r)d‘r, (3-98)
=0,

lembrando as condigoes impostas sobre as Fi(z).7 = 1,2, 3.

As solugoes obtidas em (3-70), (3-96) e (3-97) para o
problema em cada um dos trés meios da placa nao estao completamente
definidas. restando. ainda. a determinagao de A(7) e B(7). Para isto,
utilizamos as condicoes de interface (3-66f) e (3-66h), resultando dai,as
seguintes equacoes integrais:

/ Z eme AT feye A D) A (1) dr+/ Z”t D B(r)dr =

fl"'

d[‘

(a)—kgdrz a)+/ Z'ﬂ e —-B2(t -r}g]( )d
1t =0 f o0
-3 (t-m) g / B e-7a(t-7)g 308
+£-—=0§=:1/an T+ T:Qr;l n€ dr (3-98)

t > . =
/’ ) Z d.ne'"’f'{t"ﬂ/l(T)dT+[=o Z[dg,,e_”i(‘“”+d3ne‘93‘“‘")]B(T)dT =
=Y n=1 = a=]

dP dF.
(b)—k;,—q(b)-;- / Zd‘ O g, (7)dr
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13 x 3 t G
+/ Zf_?’ic—?rzx(t—T)dT_'_/ Z Dne—ﬂa(l--?‘}dr (3_99)
‘i"—“ﬂn:l T=Dn:[ J
onde
. o klﬁ dX, @ k3 + hya! s gy
Cin — N(B ) (ﬁ n ) 4 m)&'](;jn,.l?)d&
k32 dX a ,
NGy ds P [ a@)Xu(3,,2)dz (3-100)
kv dX, —b
i, = “")d* ) )f 4 — Xl o' )da’
-‘n
k rn dX I Fg I
- \’a : —(nsa / a5(2') Xa (v, ' )da’ (3-101)
kyy: dX ba—al ., .
n = N da ) [, G XalOm s
kyv? dX. b
= A'?:}/n) Tdr;r_z(’}rn' a) / ds (;‘E!)X?(‘Yru ‘rf)dml (3']-02)
In : a
* — klﬁi Xm ® = - T T
“m = N(B,) dz Bns) J) Tr s hya ! P @)
k 63; dX 5 I  §
- E%Eh)d—;(ﬁ,,,a) /: (') X1 (8, 2')dz (3-103)
K dX'l o
An = =N o B @) [ )X () (3-104)
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» ’-‘2 dXz o b ~ (N i ' "
Br = Ny g @) [ Bl Xal ) (3-105)
B [P d)ta , z —b Boayid
dh‘ - 1\;( )E n» b) / o b In €T )dl
_ kayp dX o _
":r\"r(ﬁf’n) T *’TT’ b)f f}')(r )/\.z( T )d.]" (3*106)
k2.},2 dJYg b q —rf
d n - = Y ( T
2 \r( ) dr (J’n b)‘fu a—b \Z(hl ) I
k dX.
= \En’" ?( Vs b) / go(x") Xa(7,. 2")dx’ (3-107)
* a‘n a
k'sﬁ dX; k3 + !14(c
d“ = ny g ns
3 N0, dz 2 (0 )/ e ) A;(() 2’ )dz!
k392 dX ; Ny ' ' ‘
N@,) d —(0,.0) /b q7(2') X3(0n. 2)dzx (3-108)
- = k39121 dXs € 4 —b - o '
din = N(0,) dz (On, b)/b k3 + hy(c — b)AS(E“'I Jiz
k392 dX'; G
= PRI A . ; ! i ! d ! :
N@,) dz (6n b)[b gz(z') X3(0n, 2 )dx (3-109)

o ko ng g ; ,
C’“‘_ N( )d.L ’}nab)/ 1['2(-1‘).-\.2(‘}?“ )d (3 110)




-1173 ng ¢ ' r '
" — — 9n1b a(w ,,' 0.." Z -
N(6,) dz ( )fb Fi(a") X3(0, 2")dx (3-111)
As fungoes gj(x),j = 1...,8 sao definidas a partir de ¢,,, ¢, €

@4, » quando trabalhamos as equagoes (3-66f) e (3-66h).utilizadas no
acoplamento. a fim de isolar os termos com A(7) ou B(7).
De forma mais compacta. reescrevemos o sistema de

duas equacoes integrais como:

/::0 fit = T)A(T)dT + [;U fa(t — T)B(7)dT = u(t) (3-112)

/:__0 fa(t = T)A(T)dT + ./:zo fa(t — T)B(T)dT = v(t) (3-113)

onde
filt—1) = Z[c,ne_‘ﬁ“_” + cone~ M), (3-114)
n=1
falt=7) =Y coame ™) (3-115)
n=1

fat=7) =3 dipe T (3-116)
n=1

A7



48

0

j[(f e T) = Z[dg & n(t T) +d — 92 (.‘l T}] (3_117)
n=1
dF; dF x
u(t) = klﬁ(a) 2 ./1-_0_2 - At ), g1(T)dT +
f Z Apeon T’dr+/ Z ATdr (3-118)
0 =1 =
¢
() = gﬁ(b) = ggd_f::’_. / Z d3,c 42 }92(?_)6” "

/. ZCnc "fﬁ(t_"")ri‘r+/ Z Dpe 2" dr. (3-119)
7=0 =0 .7

em que os demais elementos estao definidos em (3-100) a (3-111).
Conforme o sugerido na seccao 3.1, deste capitulo.
também aqui. podemos escrever (3-112) e (3-113). respectivamente,

como

(fr % A)(t) + (fa * B)(t) = u(t) (3-120)

(fa* A)(t) + (fa x B)(t) = v(¢) (3-121)

onde = significa a convolugao.
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Aplicando a transformada de Laplace. que denotamos
por L. as equagoes (3-120) e (3-121) e usando o teorema da convolucao

[ 4], obtemos

L{NW) LA} + L{L(6) Y LAB(t)} = L{u(t)} (3-122)

LASsOAAW)} + L{f1(O)}L{B(t)} = L{v(t)}. (3-123)

Resolvendo o sistema de equacoes (3-122) e (3-123)
para L{A(t)} e L{B(t)} e aplicando a transformada inversa de Laplace,
L', obtemos, finalmente, A(t) e B(t),0 que completa a solugao dada
por (3-70), (3-96) e (3-97), para cada meio da placa.

Cabe salientar que a observacao das equacoes inte-
grais resultantes (3-98) e (3-99). bem como a definicao dos coeficientes
e termos nelas envolvidos. permite uma comparagao com aqueles esta-
belecidos em (3-32) a (3-37). Isso nos possibilita fazer considera¢oes
sobre problemas em um dominio composto de M meios, que exigird a
solugao de M — 1 equagoes integrais acopladas, através da inversao de

M — 1 transformadas de Laplace das temperaturas nas interfaces.



4. UM PROBLEMA BIDIMENSIONAL DE CONDUCAO

DE CALOR EM MEIO COMPOSTO.

Introduzimos. neste capitulo. a utilizacao do método
de separacao de varidveis para a resolug ao de um problema de fluxo
de calor bidimensional, nao-estaciondrio em nma placa. O problema
abordado tem caracteristicas especificas, pois sua motivacao vermn do
estudo do fluxo de calor em uma residéncia cujas paredes seriam con-
stituidas de diferentes materiais [3]. Devido & necessidade de trata-
mento de problemas de difusao multidimensionais. que. em geral. tem
apenas abordagens numéricas. iniciou-se a modelagem com o caso bidi-
mensional. Assim a placa ¢ composta por dois meios. como na figura
abaixo. com propriedades térmicas diferentes e. entre eles. vamos supor

contato térmico perfeito.

y=y2

y=y1|

=U X=a xX=

(Fig.3)

Na face esquerda da placa. supomos um fluido com
temperatura varidvel T,(t) ¢ um coeficiente de convecgao constante

hy e, na [ace direita, um fluido com temperatura constante 7; e um
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coeliciente de convecgao constante hs. Na face inferior, a temperatura
T & constante e na face superior, hd um fluido com temperatura varidvel

T4(t) e um coeficiente de conveccao constante hy.
O problema é definido por:
PT\(z.y,t) PT\(x.y.t) ATy (z,y.t)

Od]( dx2 + 8?}2 — o .D<.r<a.y, (y{yz‘f,>0

(4-1a)

(327'2(1'.3;.!,) PTy(x.y.t) N OTy(x.y.t)
- Ox? Dy? E T ot

a<r<b y<y<y. t>0
(4-1Db)

sujeito as condicoes de contorno em &

—k;% +Ti = MTu(t) . z=0, ) <y<ys, t>0(4-1c)

o
k;a—; + Ty = hatly x=0b, <y <yp t>0(4-1d)

e, as condigoes de contorno em ¥y

Gilz.u.t) = T; 0<z<a,y=y,t>0 (4-1e)

Telzyt) = T, GErdh p=gi 120 (4-1f)

;(?—T]' +holy = hoTy(t) 0<z<a y=yp, t>0 (41g)

k§%+hﬂb = hTy(t) a<z<b y=ys (>0 (41h)



As condic¢oes de interface sao

Ti(z.y.t) =

r’JT‘ (.L‘. i, f-)
AT

dx

Ty(z.y.t)
ATy (xz.y,t)
oy —— =

x=a, yy Ly <yt >0(4-11)

T=a. Y <y <y t>04-1;
Ox Nn<y<uy a4-1j)

¢ as condi¢oes inicials sao

T(x.y.t) = Fi(z.y)

Ty(e.y.t) = Faa.y)

0<z<a y1 Ly <y L =0(4-1k)

a<r<b y Ly <Ly, t=0.(4-11)

Conforme a proposta aqui sugerida, decompomos o problema (4-1)

em dois problemas: um para o meio 1 e um para o meio 2, descritos,

respectivamente, por

(92 T[ _ 82T1

o

B2 T g

m" T
—k;y_ﬂl + T

Ti(x.y.t)
Ty(z.y,t)

15y *

Ti(x,y,t)

e O<z<a y1 <y <y t>0(4-2a)
haTe(t) . z2=0, 1h <y <y, t >0 (42b)
Al) x=a. ;i <y<y t>0 (42c)
Te REsx<a y=1, t>0 (4-2d)

hoTy(t) 0 <z <a,y=1uy, t>0 (4-2¢)

Fi(z.y),0 <z <a.yy <y < yo, t = 0(4-2)



2 DT B Ty T a<z<b y <y<ip, t>0(4-3a)
; P . xT o1 y b e,
% Ox? 2 oy? ot s .

Ly(z,y,t) = A(y.t) .x=a, yy <y<y, t>0 (43b)
IT.
@%§+hﬂ5==hﬂl-m=b¢n§y5ymi>0 (4-3¢)

el =T ,a<wsh 4=4,1t>0 (4-3d)

ke T,

2‘('9; +hoTy = hoTy(t) ,a<x<b y=uyy t >0 (4-3e)

Ty(z.y.t) = F(z.y),a<z<by <y<yt=0(4-30)
Os problemas resultantes para os meios 1 e 2 tem condicoes de

contorno dependentes de (¢ e. dessa forma. pelo Teorema de Duhamel

[17]. suas solu¢oes podem ser escritas como

t O¢;(x,yt-71,T
7}(5’7'%5):}:}(;1:,3;).5_/1-:0 D, }(}t )

dr (4-4)
onde 7 é um pardmetro, 0 < 7 < ¢, e (,-:)j(:::.,y,t.r), §= 1.2 sip
as solugoes para os seguintes problemas auxiliares para o meio 1 e 2 ,

respectivamente:

2 2
& D¢, PP, 0P,

1 + 2 = T O<z<a, iy <y<iyy t>0K4-5a)
-6¢| 7 1 =
Ox
o (z.y,t,7) = Aly,7) ,z=a, Yy <y<y, t>0 (4-5¢)

d g br) = T, O g<a, y=iy, L >0 (4-5d)

ki—=— + hopy = hoTy(r) 0<z<a,y=ys, t>0 (4-be)



oz, t.7) = Fz,y) . 0<x<a,9 <y <L ys,t = (4-5f)

e

Py Py _ 00y

s + (ry By = T ol <r<b y<y<uys t>0 (4-6a)
do(z.y,t.7) = Aly,7) . z=a, n<y<Ly, t>0 (4-6b)

Dh.
k;%’f +hgpy = Ty, ,oc=b yy <y<uy, >0  (4-6¢)
(zylt) = T, aLzLb y=uy,1>0 (4-6d)

e
k;%:;—? +hooy, = holy(r) . a<z<b y=uy,, t>0 (4-6e)
op(x.y.t.7) = Fz.y).a<c<by Sy <yl = 0(4-6f)

Devido as condi¢oes nao-homogéneas. é necessario a
decomposicao de cada um destes problemas em problemas auxiliares
para aplicacao do método de separagao de varidveis.Deste modo, para

o meio 1.

1
o2y, 6, 7) =D by, T) + Syp(z.y, 8, 7) (4-7)
k=1

onde ¢4 (2, y,7), k =1,2,3,4, sao as solugoes dos seguintes pro-

blemas estaciondrios, obtidos do problema (4-5):

P by 4 0141
ox? oy?

= 0 O0<z<a y<y<y, (48a)



f)ﬁ') :

¢Isl (I Y. T)

(r"'}l.sl(:r- Y, T)

VP14

k?y

+ Moy

Py | Py
ox? ¥ Oy?
Dby
dx

ki + o

OI:.) oy, T\

Pr52(0.9,7)

¢ls£

k‘ (A}y E i h?@ls?

62¢1 53 82¢133

Ox? oy?

6(,75] 53
oz

_k;

Olss (.-r. Y,T)
d13(T. Y, T)

0Dy
kl (r}; +h“2@133

82¢134 82@5134
ox? A2

hTo(7)

0

=0,y <y<y, (4-8b)
Z=a 1 <y<y (4-8c)
0<z<a y=y (4-8d)
0<z<a y=up, (4-8e)

O<e<a, y <y<ys(49a)

=0y <y<y,  (49b)

T=a. y<y<y (49%)
0<e<a y=u (4-9d)
VSzr<a y=y,  (4%)

O <z <a, y <y <yyd-10a)

=0y <y<y (410b)
r=a, Yy <y<y (4-10c)
0<z<a y=1y (4-10d)
DLz La y=m (4-10e)

O<z<a, iy <y<ydlla)



e, Ol y,t,7) é a

(4-5):

Pou,
oy

';)2(:)1.’1
1=
O

+

, 00 ,
._k{ il V. —+ h]@!h

s

Oz
Oz, Y, t.7)

O,y t.7)

911

kg

+ haoyy,
Qyp

0

= =0 mSy<wy
=: i) yE=a, n SYS Yo
=0 A<e<a y=uy

= holy(t) 0<zx<a y=u

(4-11b)
(4-11c)
(4-11d)

(4-11e)

solucao do problema homogéneo associado a

A

by,
ol

0 . 2=0, ) <y<1p t>0
O, z=a, yy<y<y, t>0
0,0€ €6 =91, t>0

0, 0< 2L, =iy >0

4
Fi(z.y) — Z‘Ptsk(ﬂ?-y- g

k=1

rLa. YyuSY<ty, t=0

Para o meio 2,

A

Oy(2.y. . 7) = Z Daste(T Y. T) + Oy (2. Y., T)

onde ¢, (x,7,7), k =1,2, 3,4, satisfazem os problemas estacionérios

k:‘

associados ao problema (4-6):

O<r<ay <y <yt >0(4-12a)

(4-12b)
(4-12¢)
(4-12d)

(4-12¢)

(4-12f)

(4-13)
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ka hooh.
2 (n}y + 'Zcb)sl
Pygy | Pdygy

Ouw? Oy?

Ooga(T.y,T)

0(:)2«2 f
ks —== + Nhachy,
2 Ay 2V942

62¢233
63!‘2

Goealx. Yy, T)

026’233
A2

kt 8‘:]283
2

+ hsd
Ox 3P2s3

(ﬂb?s:! ('7:: Y, T)

8¢233

k';(')'y

+ ho@gey

‘4(3)'} T)

rrc

a<zr<b gy <y<y (4-14a)

w=a,y <y<ys (4-14b)
a=b y <y <Ly (4-14c)
a<zr<b y=y (4-14d)
a<z<b y=y (4-14e)

a<e<b y <y<yy (4-15a)

=0, Sy (4-15Db)
x=by<y<y  (4-15c)
alz<b y=uy (4-15d)
a<r<b y=y (4-15¢)

a<r<b y <y<uy, (4-16a)

x=a y <y<y,  (4-16b)
x=b y <y<uy (4-16c)
a<e<h y=1y (4-164)
BSE<h g=1"9 (4-16e)

ot

|



Pdyer | oy
ox? oy

Gy, T)

Zsr-l \‘r Y. T)

8@2 54

k' .) #+ h2¢2€4

0 a<r<b y <y<uy, (4-17a)
0 =a, W S YL Yo (4-17b)
0 aw=b, n <y<ys (4-17¢)
0 BEEED =y (4-17d)

hoTa(t) ,a<a@<b y=uy,

(4-17e)

e, @up(z.y,1.7) é a solugao do seguinte problema homogéneo obtido

do problema (4-6):

o P oo O

¥y B2 + (9 ay2 = ot a<r<by<y< Ya. b > 0(4—18&)
Oy, t,7) = 0, z2=a, Yy <y<wys, t>0 (4-18b)

aézh A
ks o +hsey = 0, z=b, 1 <y<ys,t>0 (4-18c)
Gaul, 7)) = 0, 8L2<h, =0y, t>0 (4-18d)
k3 }! +hegy, = 0.a<c<b y=1p, t>0 (4-13¢)

1
O = Fa(z.y) =) ogq(z.y.7),
k=1

a < z<by <y<y, t=0 (4-18f)

As solugoes dos problemas estaciondrios (4-8), (4-9),

(4-10) e (4-11), obtidas por separacao de varidveis, sao, respectiva-

mente,



0

Pra(@y,7) = ) i Xi(B,, 2)Y1(8,,y) (4-19)
n=|
1@y, ) = Zd KXoy 2)ValBy)  (420)
@153(r‘y'r) = ZEERXZE(T;U-!:)]'%(TW.U) (4'21)
n=1
w .
49134(3:'?1“7-) = Zj;‘n*"l(F}'ﬂ*I)Yi(Tn'y) (4_22)
n=1
onde
. : T ()Y (3. y)d
c = . {
In J'\(,)’ﬂ)[ —kx %l(;? 0)+th(]lmU)] /!M nTo(T)Y1(3,.y)dy
(4-23)
d: 1 / * Ay, 1)Ya(3,.y)d 424
7 T :
™ J\(,{} )AZ( n: ) n B J) ( )
1 a
€= ~ TeXi(v,,x)dz 4-25
: N(%)*s(’vmyl)/o L ==
i : [ TN 1
= = T Tn:L)az,
" N (s v) + FaValrmy )] do "2 4TI Xely
(4-26)
as fungoes (ue aparecem nas solucoes sao:
Xi(B,,x) = senhB,(a—x) (4-27)
Xo(PBn,2) = senhf,x (4-28)
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X;s(-"’z” . .!:) — _‘,\Hn,?”(a _ .'T:)
‘X‘I ( Tno I) == —X:] (ﬂf'n ' I)
Yl (r""”]u ' y) = -‘w‘(’.-n.lﬁny

Ya(Bny) = Yi(Ba.y)

k; h?‘qen‘h‘?u (y2 1)') + k'l In cosh .‘u

(4-29)
(4-30)
(4-31)

(4-32)

Y:-;(T" . y) - (kl )2,},,1 - h‘

e Y'l(-:’.n'--’/) = senh FN(JI_?}):

os autovalores satisfazem:

h:

B,cotB,(ya—1) = — if

1

h]

e Ypeoty,a = —-—

1

e as normas associadas sao dadas[17] por:

S g+ ()

N(8,) (w2 = )8, + ()] + 22
1 " TtEr
e == = .
Now e G

2= Y}y g3)

(4-34)

(4-35)

(4-36)

(4-37)

(4-38)

Resolvendo o problema homogéneo (4-12), também por

separacao de varidveis,obtemos

Sn(@ Y T) = 33 conXa(Vn, ) Ya (B, y)e B @m ) (4.39)

m=]1 n=1

onde
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1

Crmn =_\T_(T)___)fu f [ y)— Z‘?nk]A?( Wi (3,4 )dz'dy

(4-40)

As autofuncgoes sao definidas como em (4-29) «

(4-38).

s (4-31),

os autovalores definidos por (4-35) e (4-36) e as normas por (4-37) e

Agora. resolvendo os problemas estaciondrios (4-14),

(4-15), (4-16) e (4-17). obtemos

Mx

Oo (. y.7) = onXs5(0n. 2)Y5(05.y)

E
|l

M) %

@232(;3':!}*7-) — d; Xﬁ('qnwr)yrﬁ(erhy)

n

=
il
it

Ma

¢233 ("U Y, T) = nX'i' (pn ’ '.‘L‘) YT(pn s y)

2
I
-

(.-"5234(;1:'?}‘ T) = f2nX3(pn" ) ( nay)

Ms

=
Il

onde

e 1 vz
C?ﬂ = N(gn)Xﬁ(Gn,a) ./3;1 ‘4‘(?}! r)}/ﬁ(gfh y)dy

1
d" / h; T2l Y Bn’
7 N (0n) (k3 22 (0,,0) + hy X5(0r, D)) 315Y6(0n,y)dy

1 /b_
€ = = T.X:7(p,,x)dz
™= N ilpma) Jo LX)

(4-41)
(4-42)
(4-43)

(4-44)

(4-45)

(4-46)
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fi = / hoTy(7) Xs(p,,, x)dzx,

N(pn) k3 G2 (Prs y2) + hoYa(py, y2)] Ja

as funcoes envolvidas sao:

k3hssenh@, (b — ) + k30, cosh 0, (b — x)

(k3)207 — h3
Xe(0n,z) = senhb,(a—zx)

Xq(p,,r) = senp,x
‘Yﬁ(pnﬁr) = ‘X'-"(pn!‘f)

Ys(0,.y) = senb,y

YG(OTI ) UJ e ,5(9!1 1 .U)

kshgsenhp, (y2 — y) + k3p, cosh p, (y2 — 1
¥ilis. o) shasenhp, (y2 — y) + k3p, cosh p,(y2 — y)

(k3)%p% — 13

Yalpn.y) = senhp,(n —y),

os autovalores satisfazem as equacoes:

/
Oncot On(y2 — 1) = ——‘%
ks
¢ pacotp,(b—a) = -2
2

e as normas sao dadas[17] por:

2 2

1 0n +(53)

= 2 —

(4-48)

(4-49)

(4-50)

(4-57)

(4-58)



L Ay 0
e = 2
No) T G- alr G E

Ja. a solucao do problema homogéneo (4-18) pode ser

escrita como

(@ Y. T) = 3 S dinX1(p, 2) Vs (O, y)e~22CnHoR) (4.61)

m=1 n=1

onde

d : * [k % da'dy
o = oy f LU )= o Y0, i
(4-62)
As autofunc¢oes sao definidas como em (4-51) e (4-
53), os autovalores estao definidos por (4-57) e (4-58) e as normas, por
(4-59) e (4-60).
Substituindo (4-19) a (4-22) e (4-39) em (4-7) e, uti-

lizando (4-4) para j = 1, podemos escrever a solucao do problema para

o meio 1 como:

63

Ti(z,y,t) = (z,y) +/ Z Z[—al (82 +’}n)cmn])\3('}«m.r)
m—l n=1
XY (B, y)e™ G100y (4-63)

e, substituindo (4-41) a (4-44) e (4-61) em (4-13) utilizando (4-4)
para j = 2, podemoss escrever a solugao do problema para o meio 2 da

seguinte forma:
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Ty(z.y.t) = F(z.y +/ Z Z [~ (07, + PL)dmn]| X7(p,,. 2

m=1n=

X Y5 (O, y)e~ 2@ toR)(t-T)gr (4-64)

No entanto, as solugoes obtidas em (4-63) ¢ (4-64)
nao estao completamente determinadas, restando a determinacao de
A(y, 7). Para isto, usamos a condicao de interface (4-1j), resultando,

dai, a scguinte equacgao integral:

gy B 99 .
] Z Z {Z h M)/l(‘qu -“J")e_mU:’?'“-I—T?‘)(t_-r}y.l(.‘31‘3)'”)+
=0 Jy

I m=1n=1

Zanfyﬁ( my y)e 2 Om PRy (g, v’)} A", 7)dy"dr =

1=1

81";

a0 20 _kl Y 2 y2
(a y) kz_ a y) +'/ Z: Z—_:l C;ml‘;iv(’}’n) )

x / [IE@) = S 61l X2V (B vy
v1 J0

k=1,k#2
e ; 2. koa 92 +03)
o0 (B3 472)(t-) 20 -

y2 b
x / / B () - z@sk(a:ﬂy:r)]&(pn,m’mwmy’)dm’dy'
k=2

X %X—(pm a)Y5(Om, y)e 2 EmtP)E=T) gy (4-65)
onde
-k (ﬁ,zn 4 'yf,) dXs
Kmni

V2 a ; 4
N BN )N (B Xa (B ) dz ™ / | X1, 2) Xa (3,2
<Y1 (B, ¥ )Y (81, )da'dyf (4-66)



e
o k2a2(93n +p3) dX7 y2 b
anl — N(em)i{\r(Pn)JN(QE)XS(Gh (I) dz (pm (I) /yl fa (DI ) (pm )
X Y5 (Om, Y)Y (01, y')da'dy’ (4-67)

ou, de forma mais compacta:

1 m=1 I’I:]
xAy", T)dy"dr = g(y, ) (4-68)
onde
f{ (y‘t . T) = [{mﬂi}q(ﬁm, J) - (X {ﬁz + fn)(5 ‘T} (4_69)
Loyt —7) = QuuYs(Om,y)e 2O tPR)ET) (4-70)
e

9(y,t) é o segundo membro da igualdade definida por (4-65).

A equagao (4-68) pode ser escrita como:

t
[7 [ Guy t-nAy ndrdy’ =glw,t)  (4T1)
n Jr=0

ou ainda da formas:

fy j”(c* A)dy" = g(y, 1) (472)



onde * significa ”convolucao”.

Nesse caso, a andlise da convergéncia das séries en-
volvidas terda um papel ainda mais importante para garantir o procedi-
mento formal aqui usado.l’, entao, um tratamento numérico adequado
para a equagao (4-72) também deverd ser investigado.

Iista metodologia poderd ser extendida para consi-
derar outros tipos de condigoes de contorno, uma vez que as autofun¢oes

foram utilizadas com notagao genérica.
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5. CONCLUSOES.

Acreditamos que o presente trabalho realmente evi-
dencia. ainda que [ormalmente, a possibilidade da aplicacao do método
de separagao de varidveis a problemas de difusao em meios compostos.
Além disso, a aplicacao do método de separacgao de varidveis para pro-
blemas em vérios meios ¢, até mesmo multidimensionais, estd bastante
relacionada & solugao de uma equagao integral que poderd ser tratada
com o uso da transformada de Laplace, j4 que a referida equagao en-
volve uma convolugao. Esse deverd ser o aspecto bdsico de tratamento
numérico do procedimento, a menos de casos especificos. onde a deter-
minacao dos autovalores também exija solu¢oes numéricas.Isso repre-
senta um resultado significativo em relagao a outras técnicas apresen-
tadas na literatura e citadas nesse trabalho e que envolvem técnicas

numéricas de forma mais significativa.

Nao podemos deixar de citar a possivel simplificagao
desta formulagao com a transformacao das condigoes nao homogéneas
nos contornos externos em condi¢oes homogéneas, como descrito em
Ozisik [17]. Além disso, observamos que esta metodologia serve, tam-
bém, para problemas de difusdo de massa em uma mistura bindria,
bastando, para isso, substituir a temperatura pela concentragao e a

condutividade térmica pelo coeficiente de difusao.

E claro que, como j4 foi dito anteriormente, de forma
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malis geral. apenas solu¢oes formais foram aqui apresentadas. contando
com alguns resultados cldssicos. A verificacao dessas solugoes, seguindo
um tratamento mais rigoroso. deverd ser o passo seguinte dessa pro-

posta. juntamente com a determinagao de resultados numéricos.
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