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Resumo

Um resultado classico em Geometria Diferencial, conhecido como teorema
de Hadamard, e demonstrado pelo mesmo ([Hal), estabelece que uma superficie
conexa compacta no espaco Fuclidiano cujas curvaturas principais sao todas pos-
itivas € o bordo de um corpo convexo. Em particular, a superficie é difeomorfa a
uma esfera. Neste trabalho apresentamos extensoes parciais deste teorema para
imersoes de codimensao arbitraria e para outros espagos ambientes que o Euclid-

iano conforme feito em [R].
Abstract

A classical result in differential geometry, known as Hadamard’s theorem and
proved by himself ([Ha]), establishes that a compact, connected surface in the Eu-
clidean space whose principal curvatures are everywhere positive is the boundary
of a convex body. In particular, the surface is diffeomorphic to a sphere. In this
work we present partial extensions of this theorem to immersions of arbitrary

codimension and to other spaces than the Euclidean one, as done in [R].
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1. Introdugao

Um resultado classico em Geometria Diferencial, conhecido como teorema
de Hadamard, e demonstrado pelo mesmo ([Ha]), estabelece que uma superficie
conexa compacta no espago Euclidiano cujas curvaturas principais sao todas pos-
itivas é o bordo de um corpo convexo. Em particular, a superficie é difeomorfa
a uma esfera. Nosso objetivo é apresentar extensoes parciais deste teorema, para
hipersuperficies do R**! para imersoes de codimensao arbitraria e para outros
espagos ambiente nao necessariamente Euclidianos conforme feito em [R]. Inici-
amos nosso trabalho recordando alguns resultados basicos sobre Grupos de Lie e
Variedades Homogéneas, necessarios aos resultados subsequentes. A seguir enun-
ciaremos e demonstraremos as extensoes parciais do teorema de Hadamard.
2. Preliminares

Vamos definir aqui algumas estruturas que serao bastante usadas em nosso
trabalho.
2.1. Grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferenciavel tal que a

aplicagao
GxG — @

(z,y) +— ay !



com z,y € G é diferenciavel.
2.2. Campos Invariantes a Esquerda

Dizemos que um campo diferenciavel de vetores X em um grupo de Lie G é
invariante & esquerda se d( L), X (p) = X (xp) para todoz,p € Gonde L, : G — G
é a translagao a esquerda, L,(y) = xy.
2.3. Exponencial em um Grupo de Lie

E fécil ver que o conjunto dos campos invariantes a esquerda X (G) formam

um espago vetorial. Além disso, a aplicagao

@: Xi(G)—-T

X — X(e)

onde I' = T,(, é um isomorfismo linear. Portanto podemos associar a cada vetor
z € T.G o campo invariante & esquerda definido por X(p) = d(L,)z. No que se
segue, nao faremos distingao entre 1,G e X (G).

Definimos:

exp.: I' — G
X - ~4(X1)
onde y(X,t) é a curva integral de X tal que y(X,0) =e.

O que precisamos agora é mostrar que exp esta bem definida, ou seja , y(X,t)



esta definida para t = 1. De fato, mostraremos que (X, t) esta definida para todo
t. Aidéia é a seguinte: Sabemos por teorema de campos de vetores que existe £ > ()
tal que y(X,t) esta definida em t € (—&,¢). Podemos supor, além disso que este
intervalo seja maximal e, por contradigao, assumimos que £ < 4-00. Mostraremos
a seguir que y(X,t)y(X,s) = y(X,t + s) e entdo tomando {y = 2 = sy temos
v(X, 1) definida para t = %5 > & o que é absurdo.

Tome (X, t) a curva integral de X tal que v(X,0) = e e y(X,t) = 9o, para
tit, € (—&,£). A mostrar: y{;l'y(X,t) é uma curva integral de X. Denotando
a(t) = yo 'v(X,t), mostraremos que X (a(t)) = Soft).

Como X é invariante a esquerda, temos

X(a(t)) = X(yo v(X, 1)) = d(Ly1 )y (X (¥(X,1))). (1)

Observando que a(t) =y 'v(X,t) = Ly (v(X,t)) temos

Comparando (1) e (2), temos X (a(t)) = Za(t) de modo que a(t) é uma curva

integral de X. Como 1, 'v(X,t) é a curva integral de X passando por ¢ em t = {



temos g 'v(X,t) = v(X,t — to). Fazendo t = 0, constatamos que

’}’(X? LB)_I’T(-Xﬂ 0) = ’Y(X: Oi= tﬂ) = 'Y(X? _tﬂ)

de modo que (X, %) ! = (X, —ty) j& que v(X,0) = e.

Fazendo agora tp = —s temos

VX, $)v(X, t) = (X, L+ 5). (3)

Conforme esclarecido anteriormente, segue-se de (3) que 7y esta definida para qual-
quer t. Em particular, y(X,t) estd definida para t = 1, o que prova que exp esté
bem definida.

Demonstraremos o seguinte lema para uso posterior.
2.3.1. Lema

(exptX)(expsX) = exp(t+ s)X.



Demonstragao.

(exptX)(expsX) = y(tX,1)y(sX,1) =
=YX, (X, s) =
=y(X,t+s) =
=y((t+9)X,1) =

= exp(t + s)X.

Note que na segunda igualdade, usamos o fato de que (tX,1) = y(X,t) V¢ ,

cuja demonstragao é a seguinte: fazendo

afs) = 7(tX,s)

B(s) = (X, ts)

temos a(0) = y(tX,0) = e e B(0) = y(X,0) = e. Além disto temos

a(s) =y (tX,s) = (tX)(afs)) de modo que

a'(0) =tX(e) =tX.



Por outro lado B'(s) = y(X, ts)t,e dai,
B(0) =y (X,0)t = Xt =tX.

Como «(s) e B(s) sao curvas integrais de X satisfazendo a mesma condigao inicial,
temos a igualdade entre as duas curvas.
2.4. Campos de Killing

Dada uma variedade Riemanniana M", denotemos por GG o grupo de isometrias
de M. Sabe-se de [He| que G é um grupo de Lie.

Ao vetor X € T,G, podemos associar um campo de vetores em M, também

denotanto por X, definido por:

d
X(p) = d_a‘;(exP tX)(p) |i=0;p € M.

X é dito um campo de Killing de M.
2.4.1. Lema

Dado um campo de Killing X em M tem-se

X{(exptX)(p)] = d(exp t.X),(X (p))-



Demonstragao.

X((eptX)B) = = [(expsX)[(exp X)@)],g =
- & [(exp sX)(exp tX)(p) ], =
_ gg[exp(m)X(p)]s:f
= %[exlg(t*FS)X(P)}s:u:

- é [(exp tX)[(expsX)(p)] ),_0-

Por outro lado :

dexptX)p(0) = - [(exp £X)(@()],co

onde « é uma curva diferenciavel tal que:

a(0) = (exp0)(p) = p

(o) = & l(expsX)(p)l,.o = X(p)



Dai d(exptX),(v) = ;f; [(exp tX)(a(s))],—0 =

= & [(exp tX)[(exp s X) (P)]]s—0
o que mostra que X (exp tX)(p) = d(exp tX)(X (p)).

2.4.2. Lema

Seja X um campo de Killing em M. Entao:

<VyX,Z>+<VzX,Y>=0 (4)

onde Y e 7 sao campos de velores diferencidvers quaisquer de M e V é a conexao
Riemanniana.
Demonstragao. Seja ¢ um ponto qualquer de M. Vamos provar (4) em ¢ no
caso X(g) # 0. Nos pontos em que X = 0 obtem-se (4) por continuidade. Seja
S C M, uma subvariedade de M passando por ¢, com dim S = n — 1 e ortogonal
a X(q) em q. Seja ¢ : U C R* ' — S uma parametrizagao local de S em torno de
g com @(xg) = ¢. Definimos 9 : U x (—¢,&) — M por ¥(z,t) = (exp tX)(p(x)),
de modo que ¥(zg,0) = q.

Observe que ¥ é uma parametrizacao local de M em torno de ¢ quando restrita
a um aberto de U x (—&,¢€), o qual podemos supor sem perda de generalidade ser

o préprio U x (—¢,¢).



Definimos campos de vetores X; em W = (U X (—¢,¢)) i = 1,...,n, pondo:

X,(p) = d'd),;,—i{p)(ei), i=1,...npeW.

Os seguintes fatos sao entao vélidos:
(a) V_\rin = VX'.XJ- pois [X;',Xj} == O;

(b) Xy = X jé que Xn(p) = dip, - (en) = % [1(a(t)))e=o onde

Podemos tomar a(t) = (X, + t). Decorre entao que

Yla(t) = P(Xo,to+1t) =
= (exp(t + to) X)(p(20)) =

= (exp £X) (exp to.X) ((0))

o que implica

Xa(p) = L 1H(a(t)) o = X(exptoX) (0(a)) = X(b(z,10)) = X (7).



Observamos entao, de (a) e (b) que:

SV X, Xi >4+ <VxX, X; > =< VxXn, Xi >+ < Vi, Xj >=
=< VxnX;,Xi > + < VxuXi, X; >=

= Xn(< Xi,Xj >).

Mas
Xn(< Xz'ng >) :X(< X;',Xj >)=
= %k Xi(B(1)), X;(B(t)) >)i=o

onde f(t) é uma curva com

pO) = p

p'(0) = X(p)!
p em W. Podemos tomar f(t) = (exptX)(p). Assim a igualdade fica:

Xa(< Xe, Xy >)y = (< Xel(xptX) (), X ((exp LX)(p)) >co.

10



Mas
Xi((exptX)(p)) = Xi(¥(z,to)) =
= df(z,10)(€:) =

= 5% 0 @)(8)]e=0,

onde

Podemos tomar a(s) = (z,ty)+se;. Parai < n, vem (Yoa)(s) = (exp Lo X)(p(z+

se;)), de modo que

Xil(exptX)(p)] = d(exptX)ye)(dpz(es)) =

= d(exp tX)p@)(Xi(e(2)))-

Para 4 = n vem

(Woa)(s) = [exp(s+1)X](p(a)) =

= (exptX)[(exp sX)(o(2))]

11



o que implica

Lioa) s = diewptX)wm(X(pla) =

= d(exp tX) @) (Xnle(x))).
Portanto, em qualquer caso, temos:

Xa(< X0, X5 >) = & < d(exp 1X)piay(Xel(p(2)), dlexp X)X (0 ())) >
= & < Xlp(2)), X;(0(2)) >

= f;(constante) = (.

Isto prova que a igualdade vale para {X;, Xs,..., X, }. O resultado pode ser
estendido para campos quaisquer Y, Z por linearidade, o que conclui a demon-

stragao do lema.
2.5. Variedades Homogeéneas
Uma Variedade Riemanniana M é dita homogénea se, tomando dois pontos
quaisquer p, ¢ € M existe uma isometria g : M — M tal que g(p) = q.
2.5.1. Proposigao:
Seja M™ uma variedade Riemanniana homogénea coneza. Entao existe um

aberto denso U em M e “n” campos de Killing linearmente independentes sobre

12



U.

Demonstragao. Dado py € M, defina

¢: G — M

g — g(p)

onde GG é o grupo de isometrias de M. Seja H := {g € G | g(po) = po}. Sabe-se

de [He] que H é um subgrupo de Lie compacto e que

G
7 = loh/g € G}

¢ uma variedade real analitica de dimensao dim G — dim H. Notemos que

h :

zl0
!
=

gH — g(po)

estd bem definida pois:

Se gH = g¢'H, entao 3hy,hy € H tal que ghy = ¢'hy, logo

9(po) = g(hi(po)) = (9h1)(po) = (¢'ha2)(po) = g'(ha(po)) = ¢’ (po)-

13



Decorre dos teoremas 2.5, pdg. 204, 3.2 pag.121 e da proposigao 4.3 pag. 125 de
[He| que h é um difeomorfismo de modo que, em particular, dim (%) =dimM =
n. Podemos induzir em M, através de h, uma estrutura real analitica relativa a
qual h é um difeomorfismo real analitico.
Escrevendo 1.G = T.H & m temos dimm = dim(T.G — T.H) = dim($) = n.
Tomemos X;,..., X, € m linearmente independentes. Entao cada X; deter-
mina um campo de Killing em M, pondo, como antes, X;(p) = % [(exp tX;)(p)],_, -

Seja f : M — R dada por

[ (p) = det(< Xi(p), X;(p) >)-

Do fato de M ter uma estrutura real analitica na qual A : % — M é um difeo-

morfismo real analitico, segue que [ é real analitica. Definindo

U={pe M| [(p) # 0},

mostraremos que U # (), aberto e denso em M. E claro que U é aberto. Para
mostrar que U # (), notemos primeiro que:

46:(X) = 5 e tX))y = 5 [ tX)Eo)o = X))

14



Agora, observando que
de |m injetivo = det(< X;(po), X;(po) >) # 0,

basta mostrar que d¢, |,,é injetora e teremos que po € U.

Note que:
doe : T.G — T M.

Tome X € m tal que d¢.(X) = 0. Por (5), dg.(X) = 0 o que implica X (py) =0

e entao podemos concluir que py é uma singularidade de X. Dai,

(exptX)(ps) = po,Vt= exptX € H,Vt =

— A g; [exptX],_, € T.H.

Mas 1T.G = T,H & m, de modo que X = 0. Logo d¢, |mé injetora.

Mostremos que U é denso em M. Por absurdo, suponha que exista um aberto
V de M tal que f|yy = 0. Como [ é analitica e M conexa, entdo f = 0, o que
absurdo pois U # §. Como os campos de Killing X,..., X, anteriormente definidos

sao linearmente independentes em U, a proposicao fica provada.

15



2.6. Segunda Forma Fundamental.

Sejam M™ variedade Riemanniana de dimensao n, M variedade Riemanni-
ana de dimensao n + 1, ambas orientaveis e orientadas, V conexao Riemanniana
de M e f: M — M imersao isométrica.

Seja p € M, e sejam vy, ..., v, campo de vetores de M tais que {v1(q),...,v.(q)}
é uma base positiva de T, M para ¢ em uma vizinhanga de p. Existe um tnico
vetor unitario n(f(p)) € TymM tal que {dfyvi,...,df,vn,n(f(p))} é uma base
ortonormal positiva de Ty M.

Afirmagao. 7 depende diferenciavelmente de p. De fato: Seja V C M vizinhanca
de f(p) tal que em V estdo definidos n + 1 campos de vetores ¢y, ..., €, de M

tais que {€;(q),...,en+1(q)} é uma base ortonormal de 7,M,Vq € V. Podemos

escrever
741
dfpvi =), ai(p)e;(f(p),i=1,...n
j=1
e

—

n+

1) =3 #()es(/ ()

J

Il
—

Para mostrar que z;(p) depende diferenciavelmente de p, notemos que z;(p) =

16



det A;(p) onde A;(p) é a matriz n X n obtida da matriz A(p) de ordem n x (n+1),

A(p) = (< dfpvi, exsm)) > )ik

retirando-se a j—ésima coluna de A, o que mostra que z; é diferenciavel. Isto

prova nossa afirmacao.
Como [ é uma imersao, existe U € M, p € U, tal que f : U — M é um
mergulho, de modo que podemos considerar 1 como a restrigao a f(U) de um

campo de vetores em M, também denotado por 7).
Notemos que V. ,n(f(p)) € df,(T,M). Para isto note que df,(T,M) =

{n(f(p))}*+ e temos entao

Var,on(£(p)) € {n(f ()} €< Vagon(/(p)), n(f(p)) >= 0.

Tome a : (—=,2) — M tal que

Como |n| = 1, temos

17



<n(f(®).n(f(a®) >=1 = & <na(f(at),n(f(a(t))) >|=0= 0=
=2< Vdfpvﬂ(f(P)):??(f@)) >=0=
=< Va,on(f(p)),n(f(p)) >=0=

= V(£ (p)) € {n(f(P))}"

Definimos

Ay T,M — T,M

como sendo

Ap(v) = _(dfp)ulvdfpv'n-

Como se sabe da Geometria Riemanniana, A, é uma aplicagao linear auto-adjunta,
e K, = det A, é chamado curvatura de Gauss-Kronecker de M em p.

No caso M = R™""! a aplicagio N : M — R™*! onde N(p) = n(f(p)) é
chamada aplicagao normal de Gauss, e temos dIN,(v) = Vg, 1.
3. Extensoes parciais do Teorema de Hadamard.
3.1 Extensao para hipersuperficies do R™**!.

Faremos uso do seguinte resultado:

3.1.1. Lema. Seja M espago topoligico compacto, ‘M espago de Hausdorff e

18



f: M — M continua e injetiva. Entao [~': f(M) — M é continua.

Demonstragao.Vamos mostrar que a imagem inversa de qualquer fechado
em M é fechado em f(M). De fato: Tome F' C M fechado, como M é compacto,
temos I compacto, daf sua imagem inversa (f~!)"}(F) = f(F), é compacta pois
f é continua, e como M é Hausdorff, f(F) é fechado.

3.1.2. Teorema.

Seja [ : M™ — R"'! uma imersdo isoméirica, n > 2. M variedade Rieman-
niana compacta , orientdvel e orientada. Suponhamos que a curvatura de Gauss
de M seja diferente de zero em todos os pontos de M. Entao:

(a) M € difeomorfa a S™;

(b) [ € um mergulho;

Demonstragao.

a) M é difeomorfa a S"

A idéia é tomarmos a aplicagao normal de Gauss e mostrarmos que ela é um
difeomorfismo local de M em §". Em seguida mostraremos que a mesma aplicagao

é bijetiva, implicando assim no difeomorfismo global.
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Afirmacgao: a aplicacao

N: M— §"

p—  N(p)

é um difeomorfismo local. De fato

K(p) = det A, = — det(df,) ' (dN,) # 0. (6)

Podemos concluir por (6) que (dfp) '0odN, é um isomorfismo, e sabemos que
(df,)~' é injetiva. Segue-se que dN, : T,M — T,;»S" é injetiva e portanto
isomorfismo. Pelo teorema da fungao inversa, N : M — S" é um difeomorfismo

local.

Mostraremos que N (M) =S" e N € injetiva

1) N (M) =§"

Como N (M) é fechado segue-se que A := S"\ N (M) é aberto. Supondo A # 0,
sejay € OA. Entaoy € N (M)NN (M) e existe z € M tal que y = N (z). Como
N é um difeo local existe U € M, aberto, com z € U, tal que N |p: U — N (U)

é um difeomorfismo.

Segue-se que N (U) é aberto, ey € N(U) C N(M) = y & ON (M) o que é

20



uma contradigao.

2) N é injetiva.

Sejam p,q € M tal que N(p) = N(q) = z. Tome a : [0,1] — M continua com,
a(0) = p, (1) = q. Entao # = Noa : [0,1] — S" é uma curva fechada em S, e
como S" é simplesmente conexo, existe I : [0,1] x [0,1] — S", homotopia entre

e x, tal que

F0.8)= B(t),vt € [0,1]

Y Fli.Y)= z,Vt € [0, 1]

F(s,0)=F(s,1)= z,Vse0,1].
Vamos mostrar que « é uma curva fechada. Tome G : [0,1] x [0,1] — M, levan-

tamento da F| tal que G(0,t) = a(t).

Como

NoG(s,0) =F(50) =z
NoGls.1l) =Flal) =2z

nao dependem de s temos que:

G(s,0) =p

G(S, 1) =4q

nao depende de s, pois N1 () é discreto. Entdo o caminho ¢ — G(1,1) em M é
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um levantamento de x e segue que G (1,1) = p, para todo t, o que implica em o
homotépico a p. Como a (0) = p, a (1) = g, temos p = gq.

b) f é um mergulho.

Basta mostrar que [ € injetiva, pois aplicando o lema 3.1 temos o resultado
desejado.

Sejam p;,ps € M e suponhamos que f(p;) = f(ps). Existem 2 possibilidades:

8) dfyy (T (M)) # dfya(Tya(M)

Faga v := N(p;) e defina h(p) :=< f(p),v >. Note que f(M) tem pontos em
ambos os lados de f(py) + dfy, (13, M). Portanto, existem p/,p” tais que h(p") <
hpr) < h(e).

Sejam q; e gy os pontos de maximo e minimo absolutos de h em M.

Entao q; # p; # ¢3. Vamos mostrar que N(q;) = £N(g3) = £N(p1), o que é

uma contradigao tendo em vista a injetividade de N. Temos,

dhy, = 0 & dhy,(u) = 0,Yu € Ty M, i=1,2,

de modo que

dhg (1) =< dfyitt,v >= 0 & v Ldfy (T, M) = v = £N(g)) = N(p) = £N(g), i =1,2.
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b) dfp, (T, (M)) = dfp, (T, (M)).

Neste caso, temos N(p;) = —N(ps), pois estes vetores sao colineares. Defina
v = N(p1) e h(p) =< f(p),v > . Entéo ou h tem méximo absoluto ou h tem
minimo absoluto. Em qualquer dos casos, este ponto nao coincide com py, o que,

conforme visto antes, é uma contradigao.
3.2. Extensao para imersoes de codimensao arbitraria e para outros
espagos ambientes.
. - —n+k . . . . o
Sejam M™ e M ' variedades Riemannianas de dimensao nen+k, n > 2,

k > 1, M compacto, conexo, e seja ¢ : M — M uma imersao isométrica. Denote

por N (M) o fibrado normal unitdrio de ¢, a saber

N (M) = {(Pa??) |lpeM,ne Td:(p)ﬁ: nlde (T,M),|1n]| = 1}-

Nés denotaremos por N* (M) o subfibrado normal de N (M) consistindo de
pares (p,7n) tal que a 2* forma fundamental A de ¢ com respeito a 7 em p, isto é,
A, (v) = —(d¢,) 7} (Vdﬂy)n)T, v € T, M, possui auto valores positivos. V serd a
conexao Riemanniana de M e ()" a projecéo ortogonal sobre doy, (T, M).
3.2.1. Proposigao. Conforme a notagao acima , assuma a ezisténcia de n + 1

campos de Killing X, ..., Xny1 €m M os quais sao linearmente independentes em
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¢ (M), e uma segao global

n: M — N* (M)

tal que n(p) € gerado{X 1d(p),...,Xn11¢(p)} para todo p € M. FEntdo M €
difeomorfo a uma esfera n-dimensional.

Obtemos os seguintes coroldrios:
3.2.2. Corolario 1. Seja N uma variedade homogénea com wma mélrica invari-
ante. Entao existe um aberto denso U de N lal que toda hipersuperficie compacta
coneza de U cujas curvaluras principais sao positivas é difeomorfa a uma esfera.
Demonstragao. Decorre imediatamente das proposigoes 2.5.1 e 3.2.1.
3.2.3. Coroldrio 2. Seja G um grupo de Lie com uma métrica invariante a
esquerda. Intao, qualquer hipersuperficie imersa compacta e coneza de G cujas
curvaturas principais sao todas positivas ¢ difeomorfa a uma esfera.
3.2.4. Observagao. Sabe-se que todo espago simétrico do tipo nao compacto
é isométrico a um Grupo de Lie com uma certa métrica invariante a esquerda.
Portanto, o Corolario 3.2.3 se aplica a estes espacos.

Demonstragao da Proposigao 3.2.1. Dado p € M, tome o conjunto
By = {1 X (9(p)) + - + @nir Xoa (8(0)) | 0 + ...+l =1}
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Pela hipétese, existe um campo de vetores unitarios 7 em ¢(n) tal que a 2¢

forma fundamental com respeito a 7 é definida positiva e

n(p) € gerado {X1(4(p)), -, Xns1(¢(p))} ,

para todo p € M. Entao existe uma aplicagao diferencidvel f : M — R* tal que
f(p)n(p) € E,, para todo p € M. Nés definimos a aplicagao v : M — S™, onde

S™ é a esfera unitaria centrada na origem em R"™!', colocando

1(p) = (a1(p), ---; ans1(p)) (7)

se

F®Pnp) = a1(p)Xa(¢(p)) + - + ans1(P) Xn11(p(p)), p € M. (8)

Nés afirmamos que 7y é um difeomorfismo. 7 é claramente uma aplicacao difer-
encidvel. Escolha p € M e seja v € T,M tal que dy,(v) = 0. De (7), nés temos
d(a;)p(v) =0,5=1,..,n+ 1

Calculando a derivada covariante de (8) com respeito a d¢,(v) nds obtemos

entao
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dfy (v)1(p) + f(P)Vagywyn(p) = dar(p) (v) X1(6(p)) + a1(P)(Vag, ) X1)(¢(p)) + ...

+dﬂn+l (p)(U)Xn—i—l (4)(}0)) + Ay (p) (vdqﬁp(u)xn-i-l) (¢J(P))

Tomando o produto interno de ambos os lados com d¢,(v), sendo que os X;

sao campos de Killing, temos pelo Lema 2.4.2 que f(p) < Vg, ()N, ddp(v) >= 0.

Mas

-
0 = < Vg, dds(v) >=< (Vd¢P{9)n) ,dpy(v) >

= < (d¢p)”" (quﬁp(v)n)iﬁ U >= — (A, (v),v)

o que implica v = 0, pois n € N*(M). Dai dv, é um isomorfismo o que implica
7 difeomorfismo local. Como v toma valores na esfera e M é compacta segue-se

que 7 é um difeomorfismo global.
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