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RESUMO 

Neste trabalho propomos uma solução para a equação de transporte multigrupo 

com núcleo de espalhamento de Klein-Nishina. A idéia básica consiste na aproxi-

mação do termo integral em energia, resultando em uma solução final para valores 

discretos de energia. Resolvemos o sistema resultante, em termos da variável es-

pacial e angular, usando o métodoLTSN, que fornece uma solução analítica para o 

problema de ordenadas discretas. 

Aplicamos essa formulação ao cálculo de dose c apresentamos resultados numéri-

cos para quatro e cinco valores de energia. 
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ABSTRACT 

In this work we propose a solution to the multigroup transport equation with 

Klein-Nishina scattering kernel. The main ielea is the approximation of the integral 

energy term such that we obtain the final solution for eliscrete energy values. We 

solve the resulting system, in terrns of the spacial anel angular variable, using the 

LTSN methoel , that provieles an analytical solution to the cliscrete ordinates problem. 

vVe applieel the formulation on the calculation of the elosis anel we present nu­

merical results for four anel five energy values. 
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1. INTRODUÇÃO 

A complexidade das equações que descrevem os processos de transporte de 

partículas, bem como o grande esforço computacional demandado pela abordagem 

probabilística, justifica a necessidade de que sejam adotados métodos deterrninísti-

cos para a obtenção de soluções numéricas precisas. Nesse contexto, a aproximação 

SN [6] da equação de transporte, que consiste, basicamente, na discretização da 

variável angular e conseqüente aproximação do termo integral por quadratura de 

Gauss, tem sido amplamente usada. Essa abordagem foi desenvolvida iniciahnente 

para o estudo de problemas relacionados com atmosferas estelares [9] e posterior-

mente tem sido estendida às mais diversas áreas, nas quais a equação de t ransporte 

é aplicável [2]. 

Há poucos anos atrás foi obtida uma solução analítica para o problema de 

ordenadas discretas (equações SN ), unidimensional [25], no sentido que nenhuma 

aproximação foi usada ao longo da derivaçâo da referida soluçã.o. A formulação 

se baseia na aplicação da transformada de Laplace à variável espacial da equação, 

resultando em um sistema linear algébrico para o fluxo transformado, que poste-

riormente é invertido analiticamente através da técnica de expansão de Heaviside. 

Essa abordagem foi denominada método LTSN [25,3,4]. 

Inicialmente esse método foi aplicado a problemas unidimensionais homogê-

neos e heterogêneos, com anisotropia linear [3,4] . A generalização da formulação a 

problemas com grau de anisotropia arbitrário foi proposta a seguir [14]. A partir 

.,.. 
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daf, a aplicação desse método vem sendo testada em uma variedade de problemas 

de interesse em teoria de transporte [17,21], sendo que a convergência da solução 

LTSN foi provada segundo a abordagem de semi-grupos [15]. Foram apresentadas 

contribuições relativas ao tratamento de problemas multidimensionais (29,30,31], 

problemas sem simetria azimutal [19] e dependentes do tempo (20], bem como 

problemas de multigrupo [24]. Ainda, uma formulação com dependência angular 

contínua foi obtida [26]. 

No entanto, os resultados numéricos relativos ~ todac:; as aplicações acima 

citadas, estavam restritos às aproximações de ordem N= 20, aproximadamente, 

devido, basicamente, ao tratamento computacional das exponenciais presentes na 

solução, bem como da inversão da matriz simbólica associada ao método, resul­

tante da aplicação da Transformada de Laplace. Esses problemas foram superados 

a partir de uma modificação na base exponencial, recentemente implementada [5] 

e o desenvolvimento de um algoritmo recursivo que possibilita a inversão da ma­

triz simbólica para valores de N grandes [7]. Uma revisão mais completa sobre o 

método, incluindo recentes avanços, pode ser encontrada em Vilhena et al. [27]. 

Neste trabalho propomos a solução da equação de transporte, com núcleo de 

Klein-Nishina, para valores discretos de energia, através do método LTSN . Para 

tal, o termo integral em energia da equação é aproximado, através de uma das duas 

abordagens: quadratura de Gauss ou regra de Simpson, c o método LTSN é aplica­

do ao sistema resultante, fornecendo uma solução analitica para a variável espacial. 

Abordagens anteriores foram propostas por \iVood [28] e Triudade [23]. Em ambos 
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os casos, as equações P N [6]foram utilizadas. No primeiro caso as mesmas foram 

resolvidas pelo método dos momentos e , no segundo, através da transformada de 

Laplace. 

Aqui, além de estudarmos as características específicas do método LTSN, asso­

ciadas a esse tipo de problema, nosso objetivo também é a aplicação da formulação 

proposta para o cálculo da dose absorvida, já que uma das motivações na proposta 

desse método foi a aplicação do mesmo em planejamento de doses em radioterapia, 

associada à solução de problemas inversos [3). Cumpre salientar, no entanto, que 

a aplicação da abordagem que apresentamos é adequada para faixas de energia 

abaí.,xo de 1M ev , quando o espalhamento dos fótons se caracteriza pelo efeito 

Compton. 

Assim, no capítulo 2 descrevemos o método LTSN, o qual aplicamos, no capí­

tulo 3, ao sistema resultante da aproximação da equação de transporte para valores 

discretos de energia. Apresentamos, no capítulo 4, resultados numéricos para o cál­

culo da taxa de dose absorvida, calculada pela formulação proposta no capítulo 3. 
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2. O MÉTODO LTSN 

2.1 Introdução 

O método LTSN [25], para a solução do problema de ordenadas discretas uni­

dimensional (equações SN), consiste, basicamente, na aplicação da transformada 

de Laplace na variável espacial (dorrúnio finito), gerando wn sistema de equações 

algébricas lineares para o fluxo angular transformado que, un1a vez resolvido, re­

sulta em uma expressão cuja transformada inversa pode ser obtida analiticamente, 

pelo uso da técnica de expansão de Heaviside. 

A seguir descrevemos esses passos básicos que caracterizam a formulação, com 

mais detalhes, bem como a utilização das condições de contorno c o algoritmo uti­

lizado para a inversão da matriz simbólica gerada p<~la aplicação cta transformada 

de Laplace. 

2.2 Formulação LTSN 

Consideremos o problema unidimensioual de ordenadas discretas, um grupo de 

energia, em gcome~ria. plana, 
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L N 

~ L a.91R(J.L,.,J L R(J.Lk)Ik(x)wk + S(x, f.Lm) 
1=0 k=l 

(2 .2.1) 

onde m = 1, ... , N, N par, O::; x ::; a , sujeito às condições de contorno 

(2.2.1a) 

e 

(2.2.1b) 

Aqui, Im(x) = I (x, J.Lm) representa o fltDCO angular na direção fJ-171 , fm e 9m 

representam o fluxo incidente nas fronteiras do domínio, CJT é a seção de choque 

total, as, são as componentes de ordem l da seção de choque diferencial de es-

palhamento, Sm(x) - S(x, f-Lm ) é o termo de fonte, &.;m são os pesos da quadratura 

de Gauss e J.Lm são as raízes do Polinômio de Legendre de N-ésimo grau , ordenadas 

de forma que 

- 1 < J1·n< ... < J1~+1<0<J-L%< ... < f-L2<fll< 1 (2.2.2) 
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A equação (2.2.1) pode ser reescrita como 

L N d ar 
-d Im(x) + - Im(x) 

X J.lm 
- i- L (Js,Pt(J.Lm) L Pl(J.lk)h(x)wk + Qm(x) 

J.lm l=O k=l 

(2.2.3) 

definindo 

Sm(X) 
-----'- , m. = 1, ... , N 

J.lm 
(2.2.4) 

Aplicando a transformada de Laplace na variável x, à equação (2.2.3), obtemos 

L N 

slm(s) + arlm(s)- _c_ L as,PL(f.Lm) L ~(J.LJJlk(s)wk - Im(O ) + Qm(s) 
J.lm 2J.Lm 1=0 k= 1 

ou 

N 

X L ~(J.Lk)Jk(s)w~; - Im(O) + Qm(s) 
k=l 
ktfm 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

onde a barra representa a transformada de Laplace em= 1. ... , N. Assim, (2.2.6) 

representa um sistema de N equações lineares algébricas que pode ser escrito, 

matricialmente, como 
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AN(s)I(s) - I (O) + Q(s) , (2.2.7) 

sendo que a matriz A N ( s) é tal que 

A N(s) - si+ A , (2.2.8) 

onde A tem elementos 

L 

7. - 2~ . L C7siA (J.Li)PL(!J,i)wi se t=J 
ai i - 1 1 1=0 (2.2.9) 

L 

- 2~ - L (JS[Pl(J.Li)Pt(Jlj)Wj se i#j 
• 1=0 

Ainda 

I ( s) = [:Z\ ( s) l • . • • .. l 1 N ( s) f" (2.2.10) 

e 

I{O) - [It (O) ' ...... 'IN (O)f (2.2.11) 

que representa o vetor cujas componeutcs são os fl.tLxos incidentes na fronteira 

x = O em todas as direções. Finalmente, 
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Q(s) (2.2.12) 

Conhecida a matriz inversa de AN(s), que denotaremos por A;v1(s), a partir 

da equação (2.2. 7) obtemos o fluxo angular transformado, 

I (s) - A;v1 (s)I (O) + A;v1(s)Q(s) , (2.2.13) 

e, uma vez aplicada a transformada inversa de Laplace, resulta que o fl.u.'Co angular 

pode ser determinado como 

I(x) (2.2.14) 

Ou ainda, usando as propriedades da t ransformada de Laplace, 

I (x) B(x)I(O) + B (x) * Q(x) , (2.2.15) 

sendo que o símholo * denota a convoluçào. 
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B(x) * Q(x) - 1x B (x- r)Q (r)dr , (2.2.16) 

com 

B (x) (2.2.17) 

Como foi citado anteriormente, o conhecimento da matriz A;\/ ( s) é fundamen-

tal para a determinação da expressão do fluxo desejado. Baseada na definição da 

matriz inversa, foi obtida [14] uma expressão analítica para a mesma, na forma 

sN-l p N-1 + sN-
2

P N -2 + ··· + sP1 + P o 
det A N(s) 

(2.2.18) 

onde as matrizes P , de ordem N , estão definidas em [14]. 

Como pode ser visto em (2.2.18), os elementos de A;\-1(s) são quocientes de 

polinômios e, então, pela fórmula de expansàD de Heaviside, podemos inverter 

analiticamente, a transformada de Laplace, obtendo a solução fina l para a equação 

(2.2.15) na forma 

I(x) (2.2.19) 

Gf'fteS 
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onde 

N 

G(x) B (x)I(O) = L,Bkeskx (2.2.20) 
k=l 

com 

{3k - (2.2.21) 

vetor de ordem N , onde sk são as raízes do determinante de AN(s), que também 

podem ser calculados como autovalores da matriz -A, dada em (2.2.8) . 

Nesse ponto é importante salientar que o vetor l (O) que aparece na equação 

(2.2. 7) tem apenas suas N / 2 primeiras componentes conhecidas, dadas pela condição 

de contorno (2.2.1a ). É necessária a aplicação da condição de contorno (2.2.1b ) em 

:r= a, na equação (2.2.19), para a determinação das N/2 componentes restantes, 

até aqui desconhecidas, ficando, assim, completamente estabelecida a solução. 

Dessa forma, já que nenhuma aproximação é usada ao longo da derivação da 

solução, podemos dizer que uma solução analítica fica determinada para o proble-

ma de ordenadas discretas unidimensional. 

É preciso que salientemos aqui que as exponenciais envolvidas na expressão 

(2.2.20), para valores grandes de N . bem como para grandes espessuras da placa, 

podem ocasionar problemas computacionais de overfiow, uma vez que, nest.c ca..c:;o, 
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apresentam as raízes Sk de grande valor absoluto. Para solucionar este problema, 

foi desenvolvida por Barichello et aJ. [5] uma mudança de base e a equação (2.2.20) 

foi reescrita como 

G*(x) 

N 
2 L [.ake- sda-x) + ,Bk+~ e-s~r:r:] ) Sk > o . 

k=l 

(2.2.22) 

Este procedimento tem-se mostrado bem mais vantajoso, computacionalmente. 

Salientamos ainda que, à medida que o valor de N cresce, digamos, N > 20, 

a expressão (2.2.18), avaliada segundo [4], torna-se inviável, computacionalmente. 

Assim, na seção a seguir, apresentamos uma nova abordagem para a inversão 

da matriz A]V1 (s) , proposta recentemente por Brancher [7], que vem obtendo 

resultados satisfatórios para problemas com N até 390 [20}. 

2.3 Inversão da matriz AN(s) 

Consideremos a matriz 

A N(s) - si + A . (2.3.1) 

cuja inversa, 
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(2.3.2) 

desejamos determinar. Aplicamos à matriz A ,a fatoração de Schur (22], segundo 

a qual, para qualquer matriz quadrada A, existe uma matriz unitária U tal que o 

produto u-1AU = T é tUna matriz triangular superior. Podemos, então, escrever 

(2.3.3) 

e, substituindo (2.3.3) em (2.3.2), temos 

(2.3.4) 

ou 

(2.3.5) 

ou ainda 
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(2.3.6) 

Finalmente, 

(2.3.7) 

onde a matriz si + T tem a forma 

sl + T (2.3.8) 
o 

o o 

e podemos observar que 

N 

det.(si + T ) = IJ (s + tuu ) (2.3.9) 
u=l 

Com o objetivo de determinar a inversa da. matriz (si + T ). definimos 



s +tu tl2 

83 - o s + t22 

o o 

de forma que, genericamente, 

o 

o 

o 

o 

o o 

tl3 

t23 

8 + t33 

[ s, l 
o o 

o o 

14 

(2.3.10) 

(2.3.10a) 

t13 

t2:~ 

8 + t33 

(2.3.10b) 

. . . o 8 + tkk 

(2.3.10c) 

onde S~.: si+ T e k = 1, 2, ... , N . Usamos, cntào a propriedade de matrizes em 

bloco: 
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[ 

B C ] -

1 

r B - 1 -B- 1CD- 1 
] 

o D l o n-1 

(2.3.11) 

obtendo a inversa da matriz sk que pode ser representada por 

s-l 
s-1 k-l v k-1 s +tkk 

s -1 
k (2.3.12) 

o o 1 . .. 
s + tkk 

e o vetor v é dado por 

v (2.3.13) 

Dessa forma, temos, determinada, a matriz A-;./ (s) , definida em (2.3.7) . 

Para efetuarmos a inversão da. transformada de Laplace da matriz si + T , 

determinamos sua matriz adjunta, multiplicando as equações (2.3.12) c (2.3.9) , 

usando a definição de matriz; inversa <.' obtendo 
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o 

(2.3.14) 

Finahnente, usamos a técnica de expansão de Heaviside: encontrando a ex-

pressão para a t ransformada inversa da inversa da matriz A N(s) 

ou 

(2.3.16) 

Esse algoritmo recursivo possibilita a inversão da matriz simbólica de ordem 

N , para valores grandes de N . 

Relativamente ao método LTSN, é importante ainda salientar que a convergên-

cia da solução LTSN, foi provada a. partir da teoria de semi-grupos, por Pazos e 

Vilhcna [15]. 



17 

No próximo capítulo apresentamos uma proposta de aplicação do método LTS N 

aqui descrito, para a solução da equaç.ão de transporte multigrupo, escrita em 

termos de comprimento de onda do fóton. 
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3. SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANSPORTE UNIDllvlEN-

SIONAL PARA VALORES DISCRETOS DE ENERGIA COM 

NÚCLEO DE KLEIN-NISIDNA 

3.1 Introdução 

Neste capítulo propomos uma solução para a equação de t,ransporte multigrupo 

com núcleo de Klein-Nishina, escrita em termos do comprimento de onda À [Ver 

Apêndice B]. A proposta se baseia na discretização do termo integral relativo à 

dependência da energia, resultando na obtenção dos fluxos angulares para valores 

discretos de energia. O sistema de equações resultante é, então, resolvido pelo 

método LTS N. Duas aproximações são utilizadas para o termo da integral em 

energia: quadratura de Gauss [16] e regra de Simpson [1]. 

3.2 Formulação 

Consideremos a equação de transporte dependente da energia, escrita em ter-

mos de comprimento de onda do fóton, À, independente do tempo, sem fonte 

externa (apêndice B) 

f.L:'t i (x, À,J.l)+CJ(À)I (x, À,f.L) - l rr .l "Ê(X --t À:fl' --t0,)I (x,À
1
,J.l

1
)dXdn!. 

(:3.2.1) 

ft8S 
~MlS Df Bll!liOTECiiS 
GlSl.IOTEC/. SE lORIAt. DE MA1'EMA'ne6 
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com fluxo angular de energia I(x, À, 11) conhecido nas fronteiras. Aqui , a(Ã) re-

presenta o coeficiente de atenuação e o núcleo de espalhamento é escrito como 

L 

~(X ~ >.·O'~ D) = ~" 2l + 1 ~(X >.)~ ( ) , 27T L 2 l , L Jlo 
l=O 

(3.2.2) 

onde Jlo = çy . n é o co-seno do ângulo de espalhamento: 

(3.2.3) 

Observ-d.ffios, em (3.2.2), que o núcleo de espalhamento é escrito desta forma, 

porque podemos assumir o espalhamento de fótons como não polarizado[28] e, con-

sequentemente, a probabilidade de espalhamento nã.o depende das direções iniciais 

e finais da partícula, mas somente do ângulo de espalhamento e das energias inci-

dente c final; as variáveis À e>.' são, respectivamente, o comprimento de onda do 

fóton espalhado e elo fóton incidente[28]. 

Substituindo (3.2.2) em (3.2.1) resulta 

(3.2.4) 
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Usamos, então, o teorema da adição dos polinômios de Legendre , 

A(JJ-0 ) - Pl(JJ-)A(JJ-')+ ter-moscontendo cosu(cj>-q/) ,u= 1, 2, 3, ... 

(3.2.5) 

obtendo, no lado direito da equação (3.2.4), 

(3.2.6) 

Substituindo o resultado encontrado em (3.2.6), na equação (3.2.4) , a equação 

para o fluxo angular resulta 

Ô L 2[ + 1 i~ ......, 1 

f.l ôx I(x, À, f.l) + O"(À)I(x . À, JJ-) = 2: ~ B1(À, À) 
l=O · O 

(3.2.7) 

O núcleo de espalhamento em (3.2.1) pode ser relacionado com a seção de choque 

de Klein-Nishina para o espalhamento Compt.on !28]. K (X _. À; n' -t n) peln 

expressão 
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(3.2.8) 

onde 

xó( l + >..' -)...- Q'.n) ) (3.2.8a) 

com o: (constante dependente do meio) determinada por 

(3.2.8b) 

NA , o n° de Avogadro (6, 02 x 1023 jmol), Z, A e p , respectivamente. o número 

atômico, a massa atômica e a densidade do meio; 

ar - B1r r 2 = 6 65245 x 10- 25 cm2 

3 e ' 
(3.2.8c) 

a secção de choque de Thomson e :em (3.2.8n.), a função delta. de Dirac indica que. 
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para cada comprimento de onda, existe apenas um ângulo espalhado, ou seja 

À-).' - 1- D1.D . (3.2.8d) 

Desta forma, o núcleo de espalhamento em (3.2.7) é tal que 

~ ( \I ' ) 3 N A z p À
1 [À À

1 

( I ) ( \ 1)2] ( I ) 
L..Jt A , A - 8 A ar~ ).' + ~ - 2 À- À + À- A Pt 1 + À - À 

(3.2.9) 

ou ainda 

(3.2.10) 

onde 

K(X, À) { 
~~ [;~ + ~ +2(À

1
- À) + (X - À) 2

] pru·aÀ1 ~ À ~ X+2 
O para À rJ. [N; À 1 + 2] . 

(3.2.11 ) 

Finalmente, subst it uindo (3.2.10) em (3.2. 7) obr.emos 
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8 L 2l + 1 ('o+2 
fi Bx I (x, À, fi) + <T(À)J(x, À, fi ) = L -

2
- } >. aK (>.' , À)Pt (l +X- À) 

l = O >.o 

(3.2.12) 

A integral em À, na equação (3.2.12) é calculada desde o limite máximo de energia 

para o fóton, Ào, até o limite mínimo de energia, Ào + 2. O comprimento de onda 

À 0 , adimensional, e..'5tá relacionado com a energia do fóton pela relação [28}, 

Ào -

onde E0 é a energia incidente no meio. 

0, 511 
E0 [MeV] ' 

(3.2.13) 

Propomos, nesse ponto, a aproximação do tenno integTal em À, que aparece na 

equação (3.2.12), resultando em soluções para cada valor de energia. Assim sendo, 

apresentamos, a seguir, duas formas distintas para o tratamento da integral em 

questão, quais sejam, a regra de Simpson [1] c a quadrat ma de Gauss [16]. 
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3.3 Cálculo da integral em À pela regra de Si.mpson 

Usando a Regra de Simpson, como foi descrita no Apêndice Cl, para aproximar 

a integral em À, contida na equação (3.2.12) podemos escrever 

6, m+l 1 

- 3 ~ c,.aK( À,-, >.)P1 (1+ >., - >.)l\(1') L P1(p!)I ( x , >., p!)dp! 

(3.3.1) 

onde m é o número(par) de subintervalos do intervalo ( Ào, Ào + 2), sendo /lt[ = m+ 1, 

o número de energias considerado; além disso, 

6. 
2 

(3.3.la) -
m, 

c~ ~ { 
4 se T é par 

CJ - Cm+l = 1 e (3.3.lb) 

2 se r- é ímpar 

Àr - Ào + k.6. 
' 

kE Z. (3.3.lc) 

.Assim, para cada mn dos valores cli-;;cretos de energ,i.a Àj, usando a notação 

simplificada I<(Àr , Àj) = I<rj e 1 (x, Àr, 1l) - Ir( X , Jl) e substituindo em (3.2.12) o 

resulk'tdo obtido em (3.3.1), temos 
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(3.3.2) 

j = 1, ... , M. Seg1111do o tratamento proposto à variável .X, o sistema resultante de-

pende agora das variáveis x e J.L. Aproximamos, então, o termo integr al na equação 

(3.3.2), por quadratura de Gauss. A'3sim 

N 

xA(J.Ln) L: A(J.Lk)Ir(x, fLk)wk (3.3.3) 
k = l 

ou 

N 

x Pl(J.L71 ) L Pl (J.Lk)Irk(x)w~.- (3.3A) 
k-1 

onde w~.- são os pesos da quadratura de Gauss. 
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A equação (3.3.4) é a aproximação SN para a equação (3.3.2). Nesse ponto, 

então, aplicamos o método LTSN para solução do sistema resultante. Assim sendo, 

a transformada de Laplace, na variável x , aplicada à equação (3.3.4), resulta no 

sistema de equações algébricas que representamos por 

N 

X LPt(f.Lk)wklrk(s) - ljn(O) , (3.3.5) 
k=l 

com j = 1, 2, ... , M e n = 1, 2, ... , N . Devido à característica do núcleo de espa-

lhamento, Kij =O se i> j, conforme (3.2.11), assim a equação (3.3.5) representa 

um conjrmto de M sistemas de ordem N, cuja solução representa o fluxo angular 

para cada um dos M valores de energia considerados, calculados nas N direções 

discretas. O sistema pode ser representado, matricialmente, por 

(3.3.6) 

onde os elementos da matriz Aj(s), (N x N), para cada valor de energia, j, têm a 

forma 
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p = q 

se p =/= q 

(3.3.7a) 

Além disso 

I ;n (s) - [ I ;1(s) I;2 (s) · · · I ;N(s) r (3.3.7b) 

(3.3.7c) 

e 

j - 1 

Zj- l(s) - l::HJin(s) (3.3.7d) 
i = I 

vetor, de ordem N , dependente do parâmetro s, é a soma dos produtos de matrizes 

Hi pelas soluções já obtidas nos estágios anteriores . O vetor ZJ_ 1(.s) representa 

o termo de espalhamento transformado, para a energia j - 1, sendo nulo para 

o primeiro valor de energia. A matriz constante H i tem, para cada va lor de i, 

elementos 



3~P 'Lf=o 21t 1e;aKiiPL(l + Ài - Àj)Pi(J.Lp)A(J.Lp)wq se 

3~p 'Lf=o 21rc;aKiiP,(l +>.i - >.i)Pt(J.Lp)Pt(J.Lq)wq se 

Assim, a solução da equação (3.3.6) tem a forma 

28 

p =q 

p=f:q 

(3.3.7e) 

(3.3.8) 

sendo obtida de forma recursiva. Para cada valor de energia j, pode ser escrita 

como 

ltn(s) - Ai 1 (s)l tn(O) , 

I2n(s) A21(s)I2n(O) + A21 (s)Z2(s) = A21(s)I2n(O) + A21(s)H ,I ttl(s) 

I3n(s) - A31(s)I3n(O) + A31 (s) Z3(s) 

ou 

e assim, sucessivamente, até a energia 111. 

A transformada inversa de Laplace. aplicada. il equação (3.3.8) nos dá o fluxo 

angular de energia, em função de x , para a energia j , na direção n. isto é, 

(3.3.9) 
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Obtida a matriz inversa Aj 1 (s), a transformada inversa do primeiro termo do se-

gundo membro da equação (3.3.9), pode ser obtida através da técnica de expansão 

de Heaviside e para o seg'l.Uldo termo, usamos a propriedade da convoluçâo, como 

descrito em (2.2.16) ou também a técnica de expansão de Heaviside; consequente-

mente, o fluxo angular de energia será dado por 

N 

l jn(x) - L.Bkes"x + Zj-I(x) * ~-l {Aj 1(s)} 
k= l 

onde {3k tem a mesma forma descrita em (2.2.21) e 

com Hi de elementos dados por (3.3.7b). 

(3.3.10) 

(3.3.11) 

As componentes desconhecidas do vetor l j 11 (0) serão obtidas, conforme descrito 

no capítulo 2.2 e a inversão da matriz A j seg·ue o mesmo algoritmo proposto em 

2.3, uma vez que, também aqui, a matriz simbólica só contém o parâmetro s na 

diagonal principal. 
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3.4 Cálculo da integral em >. usando a Quadratura de Gauss 

Numa abordagem diferenciada, aproximamos o termo integral em >., contido 

na equação (3.2.12), por Quadratura de Gauss. 

Assim sendo, usamos, de acordo com (C2.4), a seguinte mudança de variável: 

>.. - >. - Ào - 1 , (3.4.1) 

e, consequentemente, d>.. = d>. , de forma que a integTal em questão, pode ser 

aproximada por 

(•o+2 t 
.J >.o ai<(>.', >.).Pt (1 + >.' - >.)fi (f.t) .J _

1 
Pt (~-t' )I ( x, >.', ~-t')d~-t' d>.' 

e, de acordo com a fórmula ( C2.1) , 

M t 
- ~ o:K(>..r, À*j)Pt(l + À.r- À.j)fi(f.t)Wr .J -I Pl(f.t')J(x. À..r , 1/)df.l' 

(3.4.3) 

aPitiS 
ltSlCMAS OE Blet.IOTECAS 
llt8LIOTECA S~ 1 O RIM. OE MATEtMTM» 
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ou 

1Ão+2 11 
o:K(X, >..).R(l +X- >..).R(p,) Pz(p,')I(x, >..',p,')dp,'d>..' 

ÀO -1 

(3.4.4) 

onde os índices r e j correspondem , respectivamente, à energia do fóton antes e 

depois do espalhamento, À*r = Àr - Ào - 1 ,são as raízes da quadratura de Gauss, 

Desta fonna, a equaç.ão (3.2.12) pode ser escrita como 

(3.4.5) 

cuja aproxi.maç.:1.o em ordenadas discretas é dada por 

(3.4.6) 
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ou 

(3.4.7) 

onde Wr são os pesos da quadratura de Gauss para a energia e wk são os pesos da 

quadratura usada na variável angular (LTSN ). 

Como na secção 3.3, propomos a solução de (3.4.7) pelo método LTSN, apli-

cando a Transformada de Laplace, na variável x , à equação (3.4.7), obtendo 

N 

X I: f1(f.1k)lrk(s)wrwk (3.4.8) 
k=l 

onde j = 1, 2, ... , M e n = 1, 2, ... , N. A equação (3.4.8) representa mn conjunto 

de 111 sistemas de equações lineares algébricas , de ordem N , com as mesmas 

características daquela representada pela equação (3.3.5), onde a integral em À foi 

aproximada pela Regra de Simpson. Assim, considerando a equação (3.3.6) corno 

a representação matricial da equa<,:âo (3.4.8), i.:;to é 
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(3.4.9) 

temos, agora, para cada valor de energia,j, os elementos da matriz A;(s) definidos 

genericamente por 

apq -

L 
(Jj 1 I: 2z + 1 s +-- - --o.K· ·P1(p, )PI(J-L )w·w J-L J-L 2 JJ p p J q 

p p 1= 0 

1 L 2l + 1 , 
--"' --al\ · ·Pt(p, )Pt(J-L )w ·w J-L ~ 2 JJ p q .1 q 

p 1= 0 

se p = q 

se p =f q 

(3.4.10a) 

e os elementos da matriz constante H i , dados por 

(3.4.10b) 

A transformada inversa de Laplace é, então, aplicada, e a solução é obtida seg;wndo 

o formalismo apresentado no capítulo 3.3, mna vez; que ambas as aproximações não 

resultam em matrizes significativamente diferentes. 

No próximo capítulo apresentamos alguns resultados numéricos para a taxa 

de do..c;e absorvida [11], calculados em função do fluxo escruar, obtido a partir 

das propostas apresentadas nesse capítulo, e do coeficiente de absor<,:âo do meio 

material. 
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4. RESULTADOS NUMÉRICOS : UMA APLICAÇÃO AO CÁL­

CULO DE DOSE 

4.1 Descrição Geral 

A dose absorvida de qualquer radiação ionizante é a quantidade de energia 

cedida à matéria pelas partículas ionizantes por unidade de massa [11). Neste 

capítulo, usamos a formulação proposta no capítulo 3 para o cálculo da taxa de 

dose absorvida [23), obtida em função do fluxo escalar e do coeficiente de absorç.âo 

do meio material, por 

M 

Dr(x) - L J.La;E/I!i(x, >.i) (4.1.1) 
i =O 

onde J.La.é o coeficiente de absorção do meio material em cm2 
/ g para a energia 

Ei (Mev), com 

(4.1.1a) 

(4.1.1b) 
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e, para a qual, o fluxo escalar, dado por 

wi(x) - w(x, >.i)= 11 

I(x, >.i , w)dw, 
-1 

(4.1.1c) 

foi calculado usando a formulação descrita no capítulo 3. 

Mais precisamente, calculamos o fluxo escalar para cada nível de energia, 

através da aproximação da integral em energia pela regra de Simpson, usando a 

fórmula 3.3.5, desenvolvida conforme descrito no capítulo 3.3. De forma análoga, 

calculamos o fluxo escalar para cada valor de energia, com aproximação da inte-

gral em energia pela quadratura de Gauss, usando a fórmula 3.4.8, desenvolvida 

conforme descrito no capítulo 3.4. 

É comum nos referirmos à dose devido ao fluxo não espalhado, que é simples-

mente a primeira componente da soma da equação ( 4.1.1) [23]: 

Do(x) ( 4.1.2) 

onde E0 é a energia incidente no meio e os outros fatores no somatório dado em 

( 4.1.1) compõem a dose devido ao fltDco espalhado. Os parâmetros aqui empregados 

são apresentados no Apêndice C. 
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Fizemos toda a implementação computacional usando o software Maple. As­

sim sendo, os procedimentos como determinação da matriz inversa, inversão de 

Laplace, cálculo de autovalores, foram executados usando os recursos do próprio 

software. Dessa forma, apesar de apresentarmos resultados para até 5 energias, u­

samos apenas a aproximação LTS2 . A dificuldade que surge quanto ao aumento do 

número de energias, bem como do número de pontos de quadratura, o que implica 

num aumento do grau de anisotropia, é devida às limitações do próprio software. 

Principalmente no que diz respeito ao termo de fonte, representado pela matriz 

Zj- l(s) nas equações (3.3.6) e (3.4.9). 

Uma vez que um algoritmo para uso desse método está sendo desenvolvido para 

valores grandes de N , em futuros trabalhos, resultados mais precisos poderão ser 

obtidos. 

4.2 Aplicações 

Para análise da formulação proposta . algumas aplicações foram implementadas 

[23]. Primeiro, calculamos o fluxo escalar em uma camada dágua [18] de 20cm 

de espessura, considerando um feixe de fótons com uma energia inicial de 2M ev 

incidindo na superfície x = O da mesma, com as seguintes condições de contorno: 

1(0, >.1 : J.L) = 1 para O < fJ :::; 1 (4.2.1) 
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I(O, Ài, f..l) =O para O < f-l ~ 1 e i= 2, 3, ... , M (4.2.2) 

O para - 1 ~ f-l < O e i = 1 2, ... , M . 

(4.2.3) 

Obtivemos resultados numéricos para 4 e 5 valores de energia ( M = 4 e lvf = 5) , 

com 2 pontos de quadratura. Em cada caso foi calculada a taxa de dose absorvida 

(4.1.1) e a dose devido ao fluxo não espalhado (4.1.2). 

Calculamos, assim, com aproximação por quadratura de Gauss, o fluxo escalar 

para quatro valores de energia, a partir de uma energia inicial de 2M e7' , obtendo 

os resultados que apresentamos na tabela 4.1 . 

Tabela 4.1. Fluxo Escalar para quatro valores de energia, com 

aproximação por quadratura de Gauss. 

x (cm) 'll t(x ) w2(x) w3(x) w4.(x) 

o 1.000000 0.102191 0.283986 0.384036 

10 0.716755 0.226769 0.330714 0.543713 

20 0.513738 0.277623 0.236943 0.267915 

UI'R9S 
SISTEMAS Of BlrJUOTECAS 

INilJOTECA SETORIAL DE MATEJM..,... 
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Os resultados obtidos na tabela 4.1 podem ser visualizados na figura abaixo. 

1.1 

1 

"1--1---1--1--'-'--1 --1 

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Espessura da placa (em) 

-+-E1 

- E2 
E3 

~E4 

Figura 4.1. Fluxo escalar para cada um dos quatro valores de energia, com 

aproximação por quadratura de Gauss. 

Para verificar o comportamento qualitativo da taxa de dose absorvida em 

função da posição, esta foi representada graficamente em função da posição, na 

figura 4.2. A unidade de dose absorvida 6 o Oray (Gy), definido por: 

Ainda podemos usar o rad, que equivale a: 

l rad = 10- 2 J.Kg- 1 , 

c se aplica a qualquer tipo de radiação e a qualquer meio material [12]. 

No presente trabalho, usamos a constante C = O, 05767[cm3 .sjl\lfev], fator que 

converte a taxa de dose em mradjh, para o fluxo escalar em [fótonsjcm2 .s] [23]. 
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Devido à dificuldade de obtenção de resultados numéricos para comparação, 

destacamos, na figura 4.2, o comportamento exponencial esperado, no caso da dose 

devido ao fluxo não espalhado. 

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Espessura da placa (em) 

Figura 4.2. Taxa de Dose Total absorvida e Dose devido ao fluxo não espa-

lhado, em função da posição, para quatro valores de energia e aproximação por 

quadratma de Gauss. 

A seguir, o mesmo problema foi abordado, agora tomando cinco valores discre-

tos de energia, com os resultados dispostos na tabela 4.2, c g1-aficamente na figura 

4.3. 

É claro que um maior mhnero de valores de energias considerado, corresponde 

a um maior número de sistemas a serem resolvidos, cuja solução representa o fluxo 

escalar para cada um deles. A ordem N de cada sistema conesponde ao gTau de 

quadratura empregado e, evidentemente, é a mesma para cada sistema envolvido. 
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A dificuldade que surge, a partir da resolução do segundo sistema, é quanto à 

função convolução, que se torna mais complexa, a cada nível de energia, ainda que 

para isso, possamos empregar a técnica de expansão de Heaviside para a inversão. 

Tabela 4 .2. Fluxo escalar para cinco valores de energia, com aproximação 

por quadratura de Gauss. 

x(cm) Ws(x) 

O 1.000000 4.74424- E021 0.114762 0.168789 0.183402 

10 0.706799 0.158790 0.160366 0.178381 0.186203 

20 0.499565 0.19577 8 0.152624 0.105695 7.19052- E02 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Espessura da placa (em) 

-+-E1 

---E2 
E3 

-M-E4 

---E5 

Figura 4 .3. Fluxo es<:<'l.lar para cada wn dos cinco valores de energia, com 

aproximação por quadratura. de Gauss. 

1 4.74424- E02 = 0.0474424 
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Na figura 4.4, o comportamento exponencial da dose devido ao fluxo não es-

palhado fica ainda mais caracterizado. É importante salientar que esses resultados 

concordam plenamente (ordem de grandeza) com os apresentados gTaficamente por 

Trindade [23] para o mesmo problema. 

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Espessura da placa (em) 

Figura 4.4. Taxa de Dose Total absorvida e Dose devido ao fluxo não espalhado 

para cinco valores de energia e aproximação por quadratura de Gauss. 

A aproximação da integTal usando a regra de Simpson também foi testada, 

com M = 5 e os resultados são apresentados na Tabela 4.3 . 
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Tabela 4.3. Fluxo escalar para cinco valores de energia, com aproximação 

por Simpson. 

Ws(x) 

1.000000 4.69924- E02 5.76616- E02 0.138808 0.125768 

0.608155 0.106751 8.43184 - E02 0.125396 0.118513 

0.369852 0.139113 0.069425 7.81669 - E02 3.85271 - E02 

Na fig,'Ura a seguir, estes resultados podem ser observados. 

(;)' .,. 
E -tl 0,8 

~ 
~ 0,6 
!ll 
~ 
ül 0,4 
o 
?§ 
it 0,2 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Espessura da placa (em) 

-+-E1 

- E2 
E3 

--*-E4 
-)IE- E5 

Figura 4.5. Fluxo escalar para cada um dos cinco valores de energia, com 

aproximação por Simpson. 
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Apesar ele não podermos fazer uma comparação direta em relação aos resulta-

dos obtidos pelas duas diferentes formas de aproximação ela int.egral em energia, 

uma vez que, devido à mudança de variável, exigida para a quadratma de Gauss, 

os valores apresentados são obtidos em diferentes pontos, podemos dizer que os re-

sultados têm um comportamento qualitativo equivalenlc. A medida que tomamos 

mais pontos para a aproximação da integral, os resultados da quadratura de Gauss 

deverão convergir mais rapidamente. Devido aos baixos valores tomados, lvf = 4 

ou M = 5, essa diferença não pode ainda ser sentida de forma significativa. 

~ ~ 0,003 

l 0,0025 
o(;)' 

"rg 'E o.oo2 
Q)~ 

8 a o.oo1s 
~~ 
!!! 0,001 
{2 

0,0005 

0+--+--+-~--r-~~~~~--~~ 

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Espessura da placa (em) 

Figura 4.6 . Taxa de Dose total absorvida e Dose devido ao fluxo não espa-

lhado, para cinco valores de energia e aproximação por Simpson. 

Finahnente, testamos a formulação para uma. camada dágua de lOOcm de es-

pessma e tuna energia do feixe incidente de fótons ig-ual a 1, 25Mev. 

Resultados para domínios de maior espessura não foram apresentados por 
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Trindade [23] . A possibilidade de solução desse problema é devido à implemen-

tação da modificação nas exponenciais descrita em (2.2.22) . Essa modificação se 

faz nece<'lsária, mesmo para N = 2, a partix da segunda energia. 

{!! 
C1) 

~ 

~ 
~71)' 

1(1) ... 

c:: E 
~~ 
8.§ 
CU:2 
~....,;;;. 

{2 
cu 
~ a 

0,002.5 

0,002 

0,0015 

0,001 

0,0005 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

Espessura da placa (em) 

Figtu-a 4. 7. Taxa de Dose total absorvida e dose devido ao fluxo não espa-

lhado, com cinco valores de energia e aproximação por Simpson, para uma 

placa de lOOcm e energia do feixe incidente de fótons ig;ual a 1, 25N/ e'/J. 

Finalmente, cabe salientar que, apesar de termos testado a formulação proposta 

nos problemas anteriormente descritos, para efeitos de comparação com resultados 

disponíveis na literatw·a, podemos citar, ainda, uma outra importante aplicação 

possível: o cálculo do fator de "Buildup". Esse fator é uma relação entre o fluxo 

total e o fluxo não espalhado, que permite o "ajuste" dos valores de fluxo, em 

problemas de grande espessrua, ao comportamento exponencial esperado. Nesse 

caso, a formulação proposta nesse trabalho fornece uma expressão analít ica na 

variável espacial para determinação desse fator, evitando ajustes experimentais. 



45 

5. CONCLUSÕES 

+ A análise da formulação proposta neste trabalho, mostra que o método LTSN 

pode ser usado de forma muito eficiente para a solução da equação de transporte 

com núcleos que dependem da direção e do comprimento de onda, uma vez que 

todo o procedimento básico do método é mantido nesta proposta. 

+ O núcleo de Klein-Nishina para o espalhamento de fótons implica no de­

sacoplamento dos sistemas para cada valor de energia e, portanto, M sistemas 

(valores de energia) de ordem N (método LTSN) devem ser resolvidos. 

+ Corno esperávamos, os resultados obtidos concordam com os obtidos pelo 

método LTP N , bem como o comportamento exponencial da dose devido ao fluxo 

não espalhado, foi observado. 

+ Não podemos deixar de mencionar que, para os valores de energia usados 

nas aplicações numéricas aqui apresentadas, uma modelagem mais precisa deveria 

incluir, também, o processo de produção de pares c efeito fotoelé~trico . 

+ Em relação ao tratamento da variável energia, apesar de sabermos que a 

quadratura de Gauss deverá apresentru· resultados mais precisos, este fato só ficará 

melhor evidenciado quando for considerado um maior número de pontos para a 

aproximação da integral, ou seja, um maior número de energias. 

+ Em futuros trabalhos, resultados numéricos mais precisos poderão ser obti­

dos, pru·a aproximações com maior ordem de quadratura e pru·a um major número 

de valores de energia, propiciando também, valores mais precisos para o cálculo do 
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"Buildup" . 

t Esta proposta poderá ser usada na solução de problemas multidimensionais, 

podendo, assim, abordar problemas de cálculo de dose de forma mais realística. 
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O principal objetivo da Teoria do Transporte é determinar a distribuição de 

partículas num meio, levando em conta o movimento das mesmas e sua intera­

ção com este meio. Entretanto, a natureza aleatória dos eventos de interação, 

nos impede de predizer o número exato de partículas, numa certa região, num 

dado tempo. Trabalhamos, então, com uma descrição matemática dos processos 

de transporte de partículas, que envolve uma aproximação estatística, baseada em 

algumas considerações: 

- as interações entre partículas são negligenciadas, o que se traduz na lineari­

dade da equação; 

- as colisões são consideradas instantâneas; 

- entre as colisões, as partículas movem-se em linha reta c com velocidade 

constante; 

- as partículas são consideradas como pontos; 

- somente o valor "esperado "de partículas, é considerado; 

- as propriedades do material são consideradas isot rópicas. 

De acordo com estas considerações, definimos uma quantidade que representa 

o número provável de partículas no tempo t em um elemento de volume di ·. com 

energia dE sobre E e direções dadas por O . que será representada por: 
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N(r, n, E, t)dV dOdE. (A.l) 

Consideremos, agora, o que acontece a este feixe de partículas, decorrido um 

intervalo de tempo Llt [6]. As partículas de energia E que sofrem uma colisão, 

podem ser consideradas como perdidas do feixe, ao passo que as que não colidem, 

permanecem; a distância percorrida por uma partícula no tempo Llt é vflt ; então, 

a probabilidade da mesma colidir neste tempo é a ( r·, E)vflt. A probabilidade de 

que uma partícula, que não sofre uma colisão no tempo Llt , permaneça no feixe 

é, consequentemente, 1- a(r, E)vflt . 

Segue, portanto, que o número de partículas que pe1manecem no feixe é 

- N (r, n, E, t) [1 - a( 1', E)vfltjdV dO. dE . (A.2) 

Estas, voltarão à posição r + !lvtlt no tempo t + tlt . 

Além das partículas perdidas do feixe por colisões, algumas podem ingressar, 

como resultado de colisões com partículas estranhas ao fei...'<e c de fontes inde­

pendentes. Estas duas últimas quantidades, são dadas, respectivamente, como o 

número de partículas ingressantes no feixe como resultado de colisões: 

[;;· a(T, E')/(1'; n'. E'~ 0.. E)1'' N(T, fl'. E'. t)dn'dE'jdV dOdEb.t . 
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(A.3) 

e o número de partículas ingressantes no feixe através de fontes 

- Q(r, fl,E,T)dVdDdEb.t . (A.4) 

Adicionando os três termos dados acima e eliminando dV dDdE , a densidade 

angular de partículas na posição r + flvb.t no tempo t + b.t é dada por 

N(r + flvb.t, D, E , t + b.t) 

- N(r, fl, E, t)(l- avb.t) + r.ff a' f v' N(r, fl', E', t)dfl'dE']b.t + Qb.t 

(A.5) 

onde usamos a= a-(r,E), a'f- a(r,E'), f(r;0/ , E' ~ rt,E), frequentemente 

representado por a f(r; fl', E' ~ Sl, E) e Q _ (r. Sl , E, t) . A seguir, dividindo 

ambos os membros desta expressão por b.t e fazendo b.t ~ O , o resultado, após 

simplificações, é 

li [
N(r- + Slvb.t, n, E , t + b.t) - N(r, fl, E , t)] N(, n E ) 

lll + <TV 1 1 H, 1 t 
.::).t,--+0 b.t 

Jl a' fv' N(r, fl', E' , t)dfl'dE' + Q . (A.6) 

i"'. 
0 primeiro termo da equação (A.6) é denotado por cc:t, , onde N representa N(T, fl, E, t) . 
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Se o termo N(r, n, E, t + D.t) é acrescentado e subtraído do numerador entre 

colchetes, na equação (A.6), são obtidas duas expressões que podem ser facilmente 

calculadas, quais sejam 

lim [N(r, O, E, t + D.t)- N(r, O, E, t) ] _ 
t..t --+0 D.t 

e 

1. [N(r + Ovb.t, O, E, t + D.t)- N(r, n, E , t + b.t)] 1111 _.:.._ _ _ ___.:____.:____.:_ __ ____:_ _ __:_:__:____.:_ __ ...:... 

t..t->0 D.t 

8N 
at (A.7) 

vO·'lN(r,n,E,t) . 

(A.8) 

O último resultado pode ser facilmente calculado em coordenadas cartesianas, onde 

r tem COOrdenadas X, y, Z e Ç2 tem COOrdenadas nx, r2y , Ç2z . 0 segundo membro da 

equação (A.8) pode ser escrito como 

lim [N(x + r2xv.6.t, y + Dyvb.t, z + n zvb.t, ... ) - N(x, y , z, ... )] 
ll.t-+0 D.t 

ôN ôN 8N 
vDx-

0 
+vDy~+vDz-0 X uy z 

(A.9) 

onde N é N(x,y.z, ... ) . Esta expressão é 71 vezes a derivada direcional de N 

na direção n e pode, consequentemente, ser representada por vD. · \l N como na 

equação (A.8). 
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Após substituir (A.6), (A.7) e (A.8) em (A.5) , o resultado é 

âN 
ât +vr2 · \JN + CJVN f! CJ1 f v' N' dr2' dE' + Q (A. lO) 

onde usamos N = N(r·, n,E,t), N' = N(r,n',E,t) e CJ , a'f e Q , são definidos 

como ac1ma. 

A equação (A.lO) é a forma básica da equação do transporte. Quanto ao 

significado físico dos dois primeiros termos da mesma, podemos dizer que juntos 

são iguais ao primeiro termo da equação (A.6). A quantidade ~~ é a variação do 

tempo de mudança da densidade angular de partículas, na posição fixa r ; esta, 

difere de d: , a razão de mudança no feixe em movimento, com velocidade de 

partículas v = vn . 

O termo -vn · \l N , representa a variação de mudança da densidade angular de 

partículas na posição r , devido ao fluxo, isto é, o movimento das mesmas em linha 

reta, sem nenhuma colisão. A variação na mudança calculada por um observador 

movendo-se com o feixe é d:, sem contribuição do fluxo, ao passo que, quando 

determinada por tml observador fixo em r , o result ado é 
8
::, o que considera a 

mudança devida ao fluxo de partículas. O termo vn · \ll'l é, consequentemente, 

algumas vezes, referido como termo fluxo, na equação de t ransporte de nêutrons. 

Na verdade, este termo representa o efeito do fluxo, que poderia ser obtido 

por derivação da variação daquele fluxo de nêutrons, através de um infinitesimal 

elemento de volume. Se este elemento for limitado por planos, tendo coordenadas 
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x, x + ~x; y, y + ~y e z, z + ~z , tais que o volume seja dV = ~x~y~z , o número 

de partículas no elemento de volume, que estãD se movendo na direção n é, entãD, 

N(x, y, z, n, E, t)dV . A variação sob a qual as partículas entram no elemento de 

volume, como resultado do movimento através de duas faces perpendiculares,na 

direção x , isto é, as faces com coordenadas x e x + .6.x , é, então: 

Número de partículas entrando no elemento de volume por unidade de tempo 

- vxN(x, y, z)~y.6.z (através da face em x). 

e o número de partículas deixando o elemento de volume por unidade de tempo 

VxN(x + ~x, y, z)~y~z (através da face em x+~x). 

onde Vx é a componente x da velocidade e os argumentos (D, E, t) foram omitidos 

para simplificar. A diferença entre estes dois números fornece a componente x da 

variação do fluxo, isto é, a variação de mudança do fluxo angular de partículas em 

dV , devido àquelas que atravessam as duas faces do elemento de volume, para as 

quais, x é constante. Segue, portanto, que 

Variação do fitLxo (coordena.da x) - -1'.r DN dF = - (11 · \1 N):rdV 
ô:r 
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e, então, o número de partículas que ingressam no infinitesimal elemento de volume, 

devido ao fluxo, é -v · \l N , por unidade de volume. Esta quantidade é igual a 

-vn · \l N e, consequentemente 

âN 
ât 

- dN - vD · \l N . 
dt 

(A.ll) 

A Equação do Transporte dada em (A.lO) pode, também, ser expressa em 

termos do fluxo angular <t> , que é igual a v N ; então, considerando 

vN = <I>( r, n, E, t) (A.l2) 

e 

<t>' _ v'N' = <t> (r, D',E',t) , (A.l3) 

o resultado é 

~ â<P + D\l <P + a <I> - J! a' f <t>' dO.' dE' + Q · 
11 ât 

(A.l4) 
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B . A EQUAÇÃO DE TRANSPORTE MULTIGRUPO ESCRITA 

EM TERMOS DE COMPRIMENTO DE ONDA 

Quando consideramos o comportamento de fótons ao invés de nêutrons , é 

mais conveniente referir a energia liberada pela radiação e não pelo número de 

partículas [22] e trabalhar com uma quantidade I(r., E, 0.), chamada intensidade 

de fluxo angular de energia , relacionada com a densidade de fluxo angular de 

energia, pela expressão 

I(r., E, 0.) - E<f;(r., E, 0.). (B.l) 

Também, ao invés da variável energia E, é mais natural trabalhar com o compri-

mento de onda fóton, À, em unidades Compton. Isto é, usamos À = O, 511/ E , onde 

E é dada em unidades Mev. Para o caso particular de um sistema independente 

do tempo com fonte plana infinita na origem 

8</; 
p, ax (x, E, p,) + a(E)<f;(x, E, p,) 

_ f t o 2)E'--+ E; O' --+ D.)<j)(x, E', Jl')dE'dD.' + S(E, p,)8(x) , (B.2) 
}4,. .f o 

onde usamos J1 para a variável angular c a para o coeficiente de atenuação linear: 

8(x) é a função delta de Dirac . 
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Antes de obtermos a equação do transporte na forma desejada para problemas 

com fótons, primeiro enunciaremos duas relações necessárias: 

1) Como as partículas precisam ser conservadas, podemos escrever 

l <fJ(x, À, J-L)d>. - .ioo </J(x, E, J-L)dE . (B.3) 

E, como 

dE -0, 5lld>. j >.2 
l (B.4) 

podemos escrever 

j~ <!J(x, À, J-L)dÀ 10 d), 
- O, 511<P(x, E , ,u) ---;;- , 

00 ), -
(D.5) 

isto é 

À<j;(x, À, ,u) 
O, 511 

- - À-cp(x, E , ,u) (B.6) 

ou seja 

llffles 
ltSTeMAS OE 818UOTECAS 
Oll!UOTEr. \ SF TORIAl OE MATfflú~ 
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À<f>(x,À,w) - E<f>(x ,E ,w) . (B.7) 

Agora, definindo 

I(x, À, 11) - À<f>(x , À, 11) , (B.8) 

segue que 

I(x, À, 11) - E<f>(x, E , 11) = I(x, E, f.k). (B.9) 

2) Uma vez que 

I:(E') - 11=2:(E'- E;fl'- 0.)dEd0. 
s 4rr O 

- l i0

~(X- À;n'- 0-)d>..dn 
47T • 00 

- ~(>..') (TI. lO) 
s 

então 
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(B.ll) 

e, portanto, 

(B.l2) 

Voltando, agora, à equação (B.2), se multiplicarmos ambos os membros por E 

e usarmos a equação (B.9), obtemos 

â lloo E 1-L-
8 

.I(x, >. ,!-L)+ a'(;\)J(x, >.,!-L) = -, L) E'~ E; O'~ O) 
X 411' o E 

xl(x , X, 1-L')dE'drl,' + ES(E, J.L)ó(x) . (B.l3) 

Agora, usando a equação (B.lO), podemos escrever a equação (B.l3) como 

xl(x, \ f-L' )dXdO' + 5(>., p)ó(x) (B.l4) 
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onde usamos 

S(>., J-L) - ES(E, J-L) , (B.l 5) 

e 

I )>.' --7 >.; n' --7 n) = ;, ~(>.' --7 >.; n' --7 n) . (B.l6) 

A equação (B.l4) é a formulação da equação de Boltzmann encontrada para 

melhor resolver problemas de fótons gamma. O efeito do fator ;, na equação 

(B.l6) é "suavizar " a variação do espalhamento do núcleo - assim tornando o 

"espalhamento integral " mais simples para a aproximação numérica na equação 

(B.l 4) [28] . 
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C. INTEGRAÇÃO NUMÉRlCA 

Cl. Regra de Simpson 

A regra de Simpson consiste, basicamente, em aproximar a área sob uma curva 

num intervalo [a, b] pela soma das áreas de faixas, determinadas pela divisão de 

[a, b] em um número par de subintervalos igualmente espaçados,por uma interpo-

lação polinomial quadrática. A fórmula geral [1] para tal aproximação é 

1b f(x)dx 
1 
3[f(xo) + 4f(xt) + 2f(x2) + ... + 4j(Xn- d + f(xn)]L\x 

onde n E Z é o número (par) de subintervalos, 

e 

b - a 
6.x = -­

n 

a+kL\x ,k E Z. 

(CL1) 

(C1.1a) 

(Cl.lb) 

A fórmula (Cl.l) é exata quando /(1;) é um polinômio de grau menor ou igual 

a 3. O erro En para f contínua, com derivada contínua até quarta ordem, em [a, b] , 



para n par, satisfaz 

(b- a)5 

< 180n4 Ç 

onde Ç é o valor máximo de lf(4>(x)l em [a,b]. 

C2. Quadratura de Gauss 

A fórmula de integração de Gauss-Legendre [1] é 

I: wiF(xi) 
i=l 
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(01.2) 

(C2.1) 

onde as abscissas x1 são as raízes do polinômio de Legendre Pn(x) , de grau n, no 

intervalo [-1, 1] e os pesos wi são obtidos por 

W· l 

-2 
( ) ( ) ( ) . i = 1, 2 .... , n n + 1 P~ Xi Pn + 1 Xi · ' 

(C2.2) 

A fórmula (C2.1) é exata quando F(x) é um polinôrnio de grau menor ou igual a 

2n - 1 e fornece um erro 



En(F) -
(2n + 1)[(2n)!J2 

p(2n)(ç) 

(2n)! 
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(C2.3) 

para algum - 1 < ç < 1 , se f(x) é 2n vezes continuamente diferenciável em [-1, 1] . 

Para integrais definidas em outro intervalo, usamos ainda a mudança linear de 

variável 

(C2.4) 

que reduz a integral ao intervalo padrão [- 1, 1}. 
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Tabela D2. Coeficientes de atenuação e absorção em função da energia, 

considerando Quadratura de Gauss, cinco valores de energia e energia do fei-"Xe de 

fótons incidente igual a 2M ev. 

Ej[Mev] uj(H2 0 )[cm-1
] J.Lai (H2 0 )[cm2/g] 

1.4628 0.0583 0.0284 

0.7132 0.0827 0.0325 

0.4072 0.1052 0.0328 

0.2849 0.1213 0.0316 

0.2364 0.1289 0.0305 

Tabela D3. Coeficientes de atenuação e absorção em função da energia, 

considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe de 

fótons incidente igual a 2]\;J ev . 

Ej [Mev] u j(H20 )[cm -l ] J.Lai (H2 O) [em 2/ g] 

2 0.0493 0.0260 

0.6764 0.0847 0.0327 

0.4070 0.1052 0.0328 

0.2911 0.1203 0.0317 

0.2266 0.1307 0.0303 



69 

Tabela D4. Coeficientes de atenuação e absorção em função da energia, con-

siderando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe de fótons 

incidente igual a L 25M ev. 

Ej [Mev] uj(H20)[cm- 1
] J.La .(H20)[cm2/g] 

] 

1.25 0.0633 0.0295 

0.5623 0.0920 0.0330 

0.3627 0.1106 0.0326 

0.2677 0.1238 0.0312 

0.2121 0.1334 0.0300 

Tabela D5. Dados obtidos para água para o cálculo da constante a. 

Meio A z 

Água 1.00 18 7.42 0.1651 


