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RESUMO

Neste trabalho propomos uma soluc¢ao para a equagdo de transporte multigrupo
com nicleo de espalhamento de Klein-Nishina. A idéia bdsica consiste na aproxi-
magcao do termo integral em energia, resultando em uma solugao final para valores
discretos de energia. Resolvemos o sistema resultante, em termos da varidvel es-
pacial e angular, usando o métodoLTSy, que fornece uma solugao analitica para o
problema de ordenadas discretas.

Aplicamos essa formulagao ao cdlculo de dose e apresentamos resultados numéri-

cos para quatro e cinco valores de energia.
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ABSTRACT

In this work we propose a solution to the multigroup transport equation with
Klein-Nishina scattering kernel. The main idea is the approximation of the integral
energy term such that we obtain the final solution for discrete energy values. We
solve the resulting system, in terms of the spacial and angular variable, using the
LTSy method, that provides an analytical solution to the discrete ordinates problem.

We applied the formulation on the calculation of the dosis and we present nu-

merical results for four and five energy values.
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1. INTRODUCAO

A complexidade das equagdes que descrevem os processos de transporte de
particulas, bem como o grande esforgo computacional demandado pela abordagem
probabilistica, justifica a necessidade de que sejam adotados métodos deterministi-
cos para a obtencao de solugtes numéricas precisas. Nesse contexto, a aproximagcao
Sx [6] da equagdo de transporte, que consiste, basicamente, na discretizacao da
varidvel angular e conseqiiente aproximacao do termo integral por quadratura de
Gauss, tem sido amplamente usada. Essa abordagem foi desenvolvida inicialmente
para o estudo de problemas relacionados com atmosferas estelares [9] e posterior-
mente tem sido estendida as mais diversas dreas, nas quais a equacao de transporte
é aplicavel [2].

H4a poucos anos atras foi obtida uma solucao analftica para o problema de
ordenadas discretas (equagdes Sy ), unidimensional [25], no sentido que nenhuma
aproximagao foi usada ao longo da derivagao da referida solugao. A formulacao
se baseia na aplicacao da transformada de Laplace a varidvel espacial da equacao,
resultando em um sistema linear algébrico para o fluxo transformado, que poste-
riormente é invertido analiticamente através da técnica de expansao de Heaviside.
Essa abordagem foi denominada método LTSy [25,3.4].

Inicialmente esse método foi aplicado a problemas unidimensionais homoge-
neos e heterogéneos, com anisotropia linear [3,4]. A generalizacao da formulacao a

problemas com grau de anisotropia arbitrdrio foi proposta a seguir [14]. A partir
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dai, a aplicacao desse método vem sendo testada em uma variedade de problemas
de interesse em teoria de transporte [17,21], sendo que a convergéncia da solucao
LTSy foi provada segundo a abordagem de semi-grupos [15]. Foram apresentadas
contribuicoes relativas ao tratamento de problemas multidimensionais [29,30,31],
problemas sem simetria azimutal [19] e dependentes do tempo [20], bem como
problemas de multigrupo [24]. Ainda, uma formulacao com dependéncia angular
contfnua foi obtida [26].

No entanto, os resultados numéricos relativos a todas as aplicagoes acima
citadas, estavam restritos as aproximacoes de ordem N= 20, aproximadamente,
devido, basicamente, ao tratamento computacional das exponenciais presentes na
solu¢ao, bem como da inversao da matriz simbdlica associada ao método, resul-
tante da aplicacao da Transformada de Laplace. Esses problemas foram superados
a partir de uma modifica¢ao na base exponencial, recentemente implementada [5]
e o desenvolvimento de um algoritmo recursivo que possibilita a inversio da ma-
triz simbélica para valores de N grandes [7]. Uma revisao mais completa sobre o
método, incluindo recentes avangos, pode ser encontrada em Vilhena et al.[27].

Neste trabalho propomos a solugao da equagao de transporte, com micleo de
Klein-Nishina, para valores discretos de energia, através do método LTSy. Para
tal, o termo integral em energia da equagéao é aproximado, através de uma das duas
abordagens: quadratura de Gauss ou regra de Simpson, e o método LTSy é aplica-
do ao sistema resultante, fornecendo uma solucao analitica para a variavel espacial.

Abordagens anteriores foram propostas por Wood (28] e Trindade [23]. Em ambos



0s casos, as equacoes Py [6]foram utilizadas. No primeiro caso as mesmas foram
resolvidas pelo método dos momentos e , no segundo, através da transformada de
Laplace.

Aqui, além de estudarmos as caracteristicas especificas do método LTSy, asso-
ciadas a esse tipo de problema, nosso objetivo também é a aplicacao da formulagao
proposta para o cdlculo da dose absorvida, ja que uma das motivagoes na proposta
desse método foi a aplicagao do mesmo em planejamento de doses em radioterapia,
associada a solugao de problemas inversos [3]. Cumpre salientar, no entanto, que
a aplicacao da abordagem que apresentamos é adequada para faixas de energia
abaixo de 1Mev , quando o espalhamento dos fétons se caracteriza pelo efeito
Compton.

Assim, no capftulo 2 descrevemos o método LTSy, o qual aplicamos, no capf-
tulo 3, ao sistema resultante da aproximacao da equacao de transporte para valores
discretos de energia. Apresentamos, no capitulo 4, resultados numéricos para o cél-

culo da taxa de dose absorvida, calculada pela formulacao proposta no capftulo 3.



2. O METODO LTSy

2.1 Introdugao

O método LTSy [25], para a solugio do problema de ordenadas discretas uni-
dimensional (equagoes Sy), consiste, basicamente, na aplicacao da transformada
de Laplace na varidvel espacial (dominio finito), gerando um sistema de equagoes
algébricas lineares para o fluxo angular transformado que, uma vez resolvido, re-
sulta em uma expressao cuja transformada inversa pode ser obtida analiticamente,
pelo uso da técnica de expansao de Heaviside.

A seguir descrevemos esses passos bdsicos que caracterizam a formulacdo, com
mais detalhes, bem como a utilizagio das condi¢oes de contorno e o algoritmo uti-
lizado para a inversao da matriz simbdlica gerada pela aplicacao da transformada

de Laplace.

2.2 Formulagao LTSy

Consideremos o problema unidimensional de ordenadas discretas. um grupo de

energia, em geometria plana,



L N
eI (@) 4 070n(@) = £ 3 00 Blim) 3 Pilp) (o) + (2, 1)

d:r =0 k=1
(2.2:1)
ondem=1,....N, N par, 0 <z < a, sujeito as condigoes de contorno
In(0) = fm ptm >0 (2.2.1a)
2
In(@) = Gm  ptm <0 (2.2.1b)

Aqui, I,,(z) = I(z,p,,) representa o fluxo angular na direcio y,, , fm € gm
representam o fluxo incidente nas fronteiras do dominio, o7 ¢ a se¢do de choque
total, o, sdo as componentes de ordem [ da secao de choque diferencial de es-
palhamento, S,,(z) = S(z, y,,) € o termo de fonte, w,, sao os pesos da quadratura
de Gauss e p,, sao as raizes do Polinomio de Legendre de N-ésimo grau , ordenadas

de forma que

=1 € Py LK oy <OL s S Py < ;<1 (2.2.2)



A equacao (2.2.1) pode ser reescrita como

j—zfm(x)a-?zm(m) - wzas,n(ﬁm Z Pi)Tk(@)r + Q)
™m [ 1=0 P
(2.2.3)
definindo
SmlZ)
Oulz) = 5 e Y (2.2.4)

Aplicando a transformada de Laplace na varigvel z, a equacao (2.2.3), obtemos

N

=g (T - r—
Tn(s) + 72 Tn(s) = 5 S ruPilien) Z Plu)Te(s)on = In(0) +DQpuls)
" ™ =0 k=1
(2.2.5)
ou
s T
S.Im(S) = I Z U‘T:‘D" Jum f'tm)Jlr (S)Wﬂ? - r_ Z U‘”P; !umJ
fum QF‘Lm 1=0 "f m i—o
N
Z () Te(s)wx = Im(0) +Quls) (2:2.6)
:.
onde a barra representa a transformada de Laplace e m = 1...., N. Assim, (2.2.6)

representa um sistema de N equacoes lineares algébricas que pode ser escrito,

matricialmente. como



An()I(s) = 1(0)+Qs), (2.2.7)

sendo que a matriz A y(s) é tal que

Ay(s) = sI+A (2.2.8)

onde A tem elementos

%—%imﬁ%WWMsehﬁ
a; = e (2.2.9)
g Pi(p) Pi(ps)w;  se i# ]
Ainda
Xs) = [Ti(8) 5. wrv.one In(s)])" (2.2.10)
8
) = (L) Il . (2.2.11)

que representa o vetor cujas componentes sao os fluxos incidentes na fronteira

r = 0 em todas as dire¢oes. Finalmente,



Qs) = [@uls), o, AT (2.2.12)

Conhecida a matriz inversa de A y(s), que denotaremos por Ay'(s), a partir

da equacao (2.2.7) obtemos o fluxo angular transformado,

I(s) = A3 (9I0)+AR()Q(s) (2.2.13)

e, uma vez aplicada a transformada inversa de Laplace, resulta que o fluxo angular

pode ser determinado como

I(z) = YA (SI0)}+ L {AV()Q(s)} . (2.2.14)

Ou ainda, usando as propriedades da transformada de Laplace,

I(z) = B(z)I(0)+ B(z)* Q(z) , (2.2.15)

sendo que o simbolo * denota a convolucao.



B(z)*xQ(z) = [: B(z — 7)Q(7)d7 , (2.2.16)
B(z) = £7Y{Ay'(s)} . (2.2.17)

Como foi citado anteriormente, o conhecimento da matriz Ay (s) é fundamen-
tal para a determinagao da expressao do fluxo desejado. Bascada na definicao da

matriz inversa, foi obtida [14] uma expressio analitica para a mesma, na forma

SAY_lPN_l -t SN_2PN__2 “+ ... + SPI -+ P(}
detAN(S) :

AV (s) = (2.2.18)

onde as matrizes P | de ordem N | estao definidas em [14].

Como pode ser visto em (2.2.18), os elementos de A}'(s) sao quocientes de
polinémios e, entao, pela férmula de expansao de Heaviside, podemos inverter
analiticamente, a transformada de Laplace, obtendo a solugao final para a equagao

(2.2.15) na forma

Ilz) = G(z)+B(z)*Q(z) . (2.2.19)

OFRes
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onde
G(z) = B@)I(0)=) Bre™" , (2.2.20)
k=1

com

N-1 N-2
g, = | P +d5k Pryat..tabi+Polyg (999
= ldet An(8))s=s,

vetor de ordem N | onde s; sao as raizes do determinante de Ay (s), que também

podem ser calculados como autovalores da matriz —A, dada em (2.2.8).

Nesse ponto é importante salientar que o vetor I(0) que aparece na equagao
(2.2.7) tem apenas suas N/2 primeiras componentes conhecidas, dadas pela condi¢ao
de contorno (2.2.1a ). E necesséria a aplicaciio da condicéo de contorno (2.2.1b ) em
T = a, na equagao (2.2.19), para a determinacio das N/2 componentes restantes,
até aqui desconhecidas, ficando, assim, completamente estabelecida a solugao.

Dessa forma, jd que nenhuma aproximagao ¢ usada ao longo da derivacao da
solugao, podemos dizer que uma solucao analitica fica determinada para o proble-
ma de ordenadas discretas unidimensional.

E preciso que salientemos aqui que as exponenciais envolvidas na expressao
(2.2.20), para valores grandes de N. bem como para grandes espessuras da placa,

podem ocasionar problemas computacionais de overflow, nma vez que, neste caso,
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apresentam as rafzes s; de grande valor absoluto. Para solucionar este problema,
foi desenvolvida por Barichello et al. [5] uma mudanca de base e a equagao (2.2.20)

foi reescrita como

wlz

G*(z) = [ﬁ,_.e‘s“(“'“] + ﬁH%e*S**] L os>0. (2222

Este procedimento tem-se mostrado bem mais vantajoso, computacionalmente.
Salientamos ainda que, & medida que o valor de N cresce, digamos, N > 20,
a expressao (2.2.18), avaliada segundo [4], torna-se invidvel, computacionalmente.
Assim, na segao a seguir, apresentamos uma nova abordagem para a inversao
da matriz A'(s) , proposta recentemente por Brancher [7], que vem obtendo

resultados satisfatoérios para problemas com N até 390 [20].

2.3 Inversao da matriz Ay (s)
Consideremos a matriz

Ax(s) = sI+A . (231)

cuja inversa.
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Ayl(s) = (sI+A), (2.3.2)

desejamos determinar. Aplicamos 4 matriz A ,a fatoragao de Schur [22], segundo
a qual, para qualquer matriz quadrada A, existe uma matriz unitdria U tal que o

produto U™'AU = T ¢é uma matriz triangular superior. Podemos, entao, escrever

A = UTUT (2.3.3)

e, substituindo (2.3.3) em (2.3.2), temos

A (s) = (UUT 4+ UTUTY (2.3.4)

ou

A (s) = (U(sI+T)U™)™! (2.3.5)

ou ainda
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AFe) = (UMl +T) U . (2.3.6)

Finalmente,

A (s) = U(sI+T)"'u” (2.3.7)

onde a matriz sl + T tem a forma

s+t btz - by
0 S+l -+ lon
sI+T = (2.3.8)
g 0 . A
0 0 soe S+tnn
e podemos observar que
N
Ay = det(sT+T)=[](s+tw) - (2.3.9)

u=1|

Com o objetivo de determinar a inversa da matriz (sI 4+ T). definimos



S
s+ t]l
SQ =
0
§+itn i
83 = 0 8+ 199
0 0
de forma que, genericamente,
S+1in t s
0 §+tao o
Sj-‘- = 0 0 S+ a3
0 0 0

= [8+t11] ;
tio
8§+t
f [
t13
to3 -
S+ f33
iy
toy
L3k
5+ Lk

S1 te
U S + tQQ
So 13
tog
0 0 5+ t33
Sk—1
0 0

14

(2.3.10)

(2.3.10a)

(2.3.10b)

tor

(78

0 s+ Lik J
(2.3.10¢)

onde Sy = sI+T e k=1,2 .., N . Usamos, entao a propriedade de matrizes em

bloco:
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-1

B C B =BpCp
= (2.3.11)
0 D 0 "
obtendo a inversa da matriz Sy que pode ser representada por
S—l
= Sk
i 5+ bk
Si' = (2.3.12)
1
B ws @
S+ ik
e o vetor v é dado por
¥ = [y by oo fieme (2.3.13)

Dessa forma, temos, determinada, a matriz Ay'(s) , definida em (2.3.7) .
Para efetuarmos a inversao da transformada de Laplace da matriz sI + T,
determinamos sua matriz adjunta, multiplicando as equagoes (2.3.12) e (2.3.9),

usando a definicao de matriz inversa ¢ obtendo
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Adj(Sk_l)[s+ tkk) —Adj(Sk_l)v

Adj(sk) = S;ldet(Sk):

0 ... 0| det(Sk_1)

(2.3.14)
Finalmente, usamos a técnica de expansdo de Heaviside, encontrando a ex-
pressao para a transformada inversa da inversa da matriz An(s)

LHAF ()} = Y(EI+A) T =ULeH{(sI+T) 7 JuT  (2.3.15)

ou

N -
% Mctnf] uE . (2.3.16)

Esse algoritmo recursivo possibilita a inversdo da matriz simbdlica de ordem
N, para valores grandes de N .

Relativamente ao método LTSy, é importante ainda salientar que a convergén-
cla da solucao LTSy, foi provada a partir da teoria de semi-grupos, por Pazos e

Vilhena [15].
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No préximo capitulo apresentamos uma proposta de aplicagao do método LTSy
aqui descrito, para a solucao da equacao de transporte multigrupo, escrita em

termos de comprimento de onda do f6ton.
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3. SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE UNIDIMEN-
SIONAL PARA VALORES DISCRETOS DE ENERGIA COM

NUCLEO DE KLEIN-NISHINA

3.1 Introdugao

Neste capitulo propomos uma solugao para a equacao de transporte multigrupo
com nicleo de Klein-Nishina, escrita em termos do comprimento de onda X [Ver
Apéndice B|. A proposta se baseia na discretizacao do termo integral relativo a
dependéncia da energia, resultando na obtencao dos fluxos angulares para valores
discretos de energia. O sistema de equagoes resultante ¢, entao, resolvido pelo
método LTSy. Duas aproximacoes sao utilizadas para o termo da integral em

energia: quadratura de Gauss [16] e regra de Simpson [1].

3.2 Formulagao

Consideremos a equacao de transporte dependente da energia, escrita em ter-
mos de comprimento de onda do féton, A, independente do tempo, sem fonte

externa (apéndice B)

A
p%.{(z, Ap)+o(A)(z, A p) = / / SN = A — D (z, N, )N .
A dw J O

(3.2.1)

oFResS
BISTEMAS DF BIBLIOTECAS
BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICS
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com fluxo angular de energia I(z, A, 1) conhecido nas fronteiras. Aqui, o(A) re-

presenta o coeficiente de atenuagédo e o nicleo de espalhamento é escrito como

L
= 1 20414 , .,
SO — A;Q’—»Q):—z:—;——&(,\,)\)ﬂ(ug) , (3.2.2)

27
1=0

onde py = Q' - Q é o co-seno do angulo de espalhamento:

po = pp' + /(1= p2).V/(1 = p?).cos(o—¢) . (3.2.3)

Observamos, em (3.2.2), que o nicleo de espalhamento é escrito desta forma,
porque podemos assumir o espalhamento de fétons como nao polarizado[28] e, con-
sequentemente, a probabilidade de espalhamento nao depende das direcoes iniciais
e finais da particula, mas somente do angulo de espalhamento e das energias inci-
dente e final; as varidveis A e A’ sao, respectivamente, o comprimento de onda do
féton espalhado e do féton incidente|28].

Substituindo (3.2.2) em (3.2.1) resulta

7]
was @A u) +o(NI(z.A p)

41

SIN NP () (. N )dNdSY . (3.2.4)

Il
N
5
I\Dl ot
e
[-\-'2
3
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Usamos, entao, o teorema da adicdo dos polindmios de Legendre ,

P(uo) = P(p)P(u)+ termos contendo cosu(d — ') ,u=1,2,3,...

(3.2.5)

obtendo, no lado direito da equagao (3.2.4),

_2£ 1 ! ! !
f f o Z ; (N, A Pi(po) (2. N,y )dN dS
dn JO

[[ Ma NI(z, X, /)PP )aNdy! . (3.2.6)

Substituindo o resultado encontrado em (3.2.6), na equacgao (3.2.4) , a equacao

para o fluxo angular resulta

) oA + 1 ,
,u.—a?f(:z:, /\,p)—i—a(A)I(m./\,pﬁ)— + / SN X

1
xP(p) [ P ) (x. N,y )dp'dN
of =1

(3.2.7)

O nicleo de espalhamento em (3.2.1) pode ser relacionado com a se¢ao de choque
de Klein-Nishina para o espalhamento Compton [28]. K(\N' — A\ Q' — Q) pela

expressao
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ﬁ()\’ — 50 -Q)= %K(/\’ - A0 - Q) (3.2.8)

onde

" 2 !

R+ X~ -0 , (3.2.8a)

com o (constante dependente do meio) determinada por

= N‘fpaT=o.4oosl-ZAf{cm-l] , (3.2.8b)

N4 , o n® de Avogadro (6,02 x 10**/mol), Z, A e p . respectivamente, o nimero

atomico, a massa atomica e a densidade do meio;

or = %rﬁ = 6, 65245 x 10~ *cm? (3.2.8¢c)

a seccao de choque de Thomson e .em (3.2.8a), a funcao delta de Dirac indica que,
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para cada comprimento de onda, existe apenas um angulo espalhado, ou seja

Y=X = T80 . (3.2.8d)

Desta forma, o micleo de espalhamento em (3.2.7) ¢é tal que

Sy 3NaZp N [A . ' N2 /
Bvy) = SNaZe, 2 [A,+ L (A= X)+ (A= NP B+ X — )
(3.2.9)
ou ainda
BXA) = aKQLAOBLAN-X) (3.2.10)
onde
’ !
gi -)i,+i+2(A’—A)+(A’—A)2 para X <A< N +2
0 para A € [\ N + 2] .
(3.2.11)

Finalmente, substituindo (3.2.10) em (3.2.7) obtemos
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] 2 2041 [lo+? N
— =Y s 4 F A
oA (@A p) + o (2,2, p) g - ],\ aK(XN,\)P(1 + )

1
xPi() [ Pu)I(z, X, )dpldX . (3:2.12)
=1

A integral em A, na equagao (3.2.12) ¢ calculada desde o limite maximo de energia
para o féton, Ap, até o imite minimo de energia, Ay + 2. O comprimento de onda

Ao, adimensional, estd relacionado com a energia do féton pela relacao (28],

0,511
= e ok
Ao Eo[MeV] ° L

onde I, é a energia incidente no meio.

Propomos, nesse ponto, a aproximagao do termo integral em A, que aparece na
equacao (3.2.12), resultando em solugoes para cada valor de energia. Assim sendo,
apresentamos, a seguir, duas formas distintas para o tratamento da integral em

questao, quais sejam, a regra de Simpson [1] e a quadratura de Gauss [16].
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3.3 Cilculo da integral em )\ pela regra de Simpson

Usando a Regra de Simpson, como foi descrita no Apéndice C1, para aproximar
a integral em ), contida na equagao (3.2.12) podemos escrever

Ao+2 1
[ ek NRQ+X = NRGW) [ RGO X )il
A 1

0 -

A m-1 1
= 23 cakOn NAA+ A = VR [ PO M)l
r=1 J=1

(3.3.1)

onde m ¢ o mimero(par) de subintervalos do intervalo (Ag, Ag+2), sendo M = m+1,

o mimero de energias considerado; além disso,

A = E, (3.3.1a)
m

4 se r é par
&G = éxu=1 & = , (3.3.1b)

2 se r & impar

A = do+kA, keZ . (3.3.1c)

Assim, para cada um dos valores discretos de energia A;, usando a notagao
simplificada K (A, A;) = K,j e [(x, A\, 1) = [.(x,)/) e substituindo em (3.2.12) o

resultado obtido em (3.3.1), temos
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st T I
Iiz, p) + 01z, 0) = 5 Z*Q—Z‘ﬂrﬂf\rﬁﬁ(l + A —Aj)
=0 r=1

6

6
1

% Py(1) ] RGO )il (3.3.2)

j=1,..., M. Segundo o tratamento proposto a varidvel A, o sistema resultante de-
pende agora das varidveis = e p. Aproximamos, entao, o termo integral na equacao

(3.3.2), por quadratura de Gauss. Assim

6 A L M
p’n%‘[ﬁ(mv :u'n) “+ UJ T :un) = ? Z: Zcraﬁ'rjﬂ(l + A — AJ)
1=0 ra=i
N
X Pipn) > P I (2, g Jwn (3.3.3)
k=1

ou

o B 4 10 .
gﬂﬁfjn(:r) + ijjﬂ(:r:) = — Z —2— ZC,-CEK”.P](I + 1\1- o /\J)

3 1=0 r=1
J\f
xPp) > Pl Iw(wywr (3.3.4)

onde w;. sao os pesos da quadratura de Gauss.
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A equagao (3.3.4) é a aproximacao Sy para a equacao (3.3.2). Nesse ponto,
entao, aplicamos o método LTSy para solugao do sistema resultante. Assim sendo,
a transformada de Laplace, na varidvel z , aplicada a equacgao (3.3.4), resulta no

sistema de equagoes algébricas que representamos por

- Ci A BT
sTin(s) + —LTjn(s) = 5— 3 =5— D ek Pi(1+ A — X)) Pilp)
“tn url 1=0 r=1
N
X > Plm)wrln(s) = Lin(0) (3.3.5)
k=1

comj=12 ..M e n=1,2,...,N . Devido a caracteristica do niicleo de espa-
Ihamento, K;; = 0 se i > j, conforme (3.2.11), assim a equacao (3.3.5) representa
um conjunto de M sistemas de ordem N, cuja solugao representa o fluxo angular
para cada um dos M valores de energia considerados, calculados nas N direcoes

discretas. O sistema pode ser representado, matricialmente, por

A;(8)Lin(s) = Lin(0) +Zja(s) , (3.3.6)

onde os elementos da matriz A;(s), (N x N), para cada valor de energia, j, tém a

forma



Além disso
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o; A ZL:23+1

3+;;—3#p 2.3 c;a kK Pi(p,) P(p,)w, se p=gq
A Egl
—g“zg—g—lcj&ffﬁf’t(#p)ﬂ(#q)wq se p#q
Hp &
(3.3.7a)
. L5 &
I.fn (S) = [Tj](b‘) TJ‘Q(S) TJ'N(S)] 1 (3'3'7]3)
T
Lin(0) = [T_ﬂ(o) T;5(0) - TjN(O)] ; (3.3.7c)
Jj=1
Zia(s) = Y Hili(s) | (3.3.7d)

i=1

vetor, de ordem N, dependente do parametro s, é a soma dos produtos de matrizes

H; pelas solugoes jd obtidas nos estagios anteriores. O vetor Z;_(s) representa

o termo de espalhamento transformado, para a energia j — 1, sendo nulo para

o primeiro valor de energia. A matriz constante H: tem, para cada valor de 7,

elementos
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3 Lico 23 cioK Pi(1+ Ai = X)) Py Py )wg se p=gq

hyy =
3—‘{:; Zf:o EleiaK; P14+ XM — Xj)Ppy) Pi(pg)w, se p#gq
(3.3.7e)
Assim, a solugao da equacao (3.3.6) tem a forma
Ln(s) = A7(8)Ln(0) + A7 (8)Zj1(s) (3.3.8)

sendo obtida de forma recursiva. Para cada valor de energia j, pode ser escrita

como

Lin(s) = A7'(s)1(0) ,

Lu(s) = A7'(s)Ia(0) + A7 (5)Z2(s) = A7 (5)I2a(0) + A7 (8)H Tia(s)
Lu(s) = A7'()Ln(0) + A" (5)Zs(s)

ou

Liu(s) = A3'(s)Lan(0) + A3'(s) [Hilin(s) + Halon(s)]

¢ assim, sucessivamente, até a energia M.
A transformada inversa de Laplace, aplicada a equagao (3.3.8) nos da o fluxo

angular de energia, em funcao de x , para a energia j , na diregao n, isto é,

Lu(z) = £ {A7'(s)Ln(0)} + £ {A; (8)Z;1(9)} . (3.3.9)



Obtida a matriz inversa A} (s), a transformada inversa do primeiro termo do se-
gundo membro da equagao (3.3.9), pode ser obtida através da técnica de expansao
de Heaviside e para o segundo termo, usamos a propriedade da convolugao, como
descrito em (2.2.16) ou também a técnica de expansao de Heaviside; consequente-

mente, o fluxo angular de energia serd dado por

Lo(z) = ) Bye™ +Z;1(z)* £7{A;'(s)} , (3-3.10)

onde 3, tem a mesma forma descrita em (2.2.21) e

Zi1(z) = Hljiia(z) | (3.3.11)

com H; de elementos dados por (3.3.7b).

As componentes desconhecidas do vetor 1;,(0) serao obtidas, conforme descrito
no capitulo 2.2 e a inversao da matriz A; segue o mesmo algoritmo proposto em
2.3, uma vez que, também aqui, a matriz simbdlica s6 contém o parametro s na

diagonal principal.
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3.4 Cdlculo da integral em )\ usando a Quadratura de Gauss

Numa abordagem diferenciada, aproximamos o termo integral em A, contido
na equacao (3.2.12), por Quadratura de Gauss.

Assim sendo, usamos, de acordo com (C2.4), a seguinte mudanga de varidvel:
A = A=X-—-1, (3.4.1)

e, consequentemente, d\, = d) , de forma que a integral em questao, pode ser

aproximada por

Ap+2 1
[ AR NRQ+ X = NPG) [ POIEX, i)ty
y J =1

Ao

1 1
= [ aKOLAIR@+ X = MR [ PG X it aX, (342)

1 J=1

e, de acordo com a férmula (C2.1) ,

1 1
| KWLM+ X = MA@ [ RGO XN,
Ao J=1

1

M

1
= Y@K O A+ Ar = M) B [ PG Aer il
r=1 =1

(3.4.3)

OFRes
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BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICH
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ou

Ap+2 1
f aK(N, NP1+ XN = )NFA(p) / Pz, XN,y )dp'dN
A =1

0

M 1
= Y aKuR+ A= ARG [ PGOLG@ w344

r=1 -1

onde os indices r e j correspondem , respectivamente, a energia do féton antes e
depois do espalhamento, A, = A. — Ap — 1 ,sa0 as raizes da quadratura de Gauss,
KM, Mj) = K, e Iz, A, ) = L(z, 1) -

Desta forma, a equacgao (3.2.12) pode ser escrita como

d ST % L
po-di(z,p) +oili(z,p) = X, == > @Ko P14 A — Aj) Pi(p)

=0 r=1
)
< [ PG (3.45)
o =1

cuja aproximacao em ordenadas discretas é dada por

J
ﬂrf(o');}i('ra iu'h) G Ujj.f(:‘?? -‘uti)

L

M x
Hhids .
= ; 2 ; (lf\rjﬂ(l - /\:r — r\tj)ﬂ(#rl] ; JDI(##)I,-(.'B, -\uk )Wrwk

(3.4.6)
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ou

0
%@Gn(m) + 0iljn(z)

2

=0 r=]

R A
Y D @K P(L+ A = M) Pi(a) D Pilpi) Ik (@) wito
k=1

(3.4.7)

onde w, sao os pesos da quadratura de Gauss para a energia e wy sao os pesos da
quadratura usada na varidavel angular (LTSy).
Como na sec¢ao 3.3, propomos a solucao de (3.4.7) pelo método LTSy, apli-

cando a Transformada de Laplace, na varidvel z , a equacao (3.4.7), obtendo

- o 2l +1
sTin(s) + 2 Iins) - ;Z . Zah’uﬂ(l + Aer = Ao Piltn)
L =g

Xzﬂ(ﬂkﬁrk(s)wf“’k = 1;u(0) (3.4.8)

onde j = 1,2,.... M en = 1,2,..., N. A equacao (3.4.8) representa um conjunto
de M sistemas de equacoes lineares algébricas , de ordem N , com as mesmas
caracteristicas daquela representada pela equacao (3.3.5), onde a integral em A foi
aproximada pela Regra de Simpson. Assim, considerando a equagao (3.3.6) como

a representacao matricial da equacao (3.4.8), isto ¢
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Ai(s)ijn(s) = Ijn(0)+zj—l(s) 1 (349)

temos, agora, para cada valor de energia,j, os elementos da matriz A ;(s) definidos

genericamente por

20+ 1
PR S —5— K By Pilpy)wiwq se p=gq
. S s Jywrd
M = L
1 2l + Il
_“_ E K P, ) Pr(py,)wiwg se p#q
-0

(3.4.10a)
e os elementos da matriz constante H; , dados por

o
—Z— @Ky Pi(1+ Mi — M) Py P, )wiw, se p=gq

pi’hu
20 +1

; aj{’.?ﬁ(l + /\*f . )““j)ﬂ(au'p)})i(ﬂq)“rjwq se p # q
o 1t

(3.4.10b)

A transformada inversa de Laplace é, entao, aplicada, e a solucao é obtida seguindo

o formalismo apresentado no capitulo 3.3, uma vez que ambas as aproximagoes nao
resultam em matrizes significativamente diferentes.

No préximo capitulo apresentamos alguns resultados numéricos para a taxa

de dose absorvida [11], calculados em funcao do fluxo escalar, obtido a partir

das propostas apresentadas nesse capitulo, e do coeficiente de absor¢ao do meio

material.
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4. RESULTADOS NUMERICOS : UMA APLICACAO AO CAL-

CULO DE DOSE

4.1 Descrigao Geral
A dose absorvida de qualquer radiacao ionizante ¢ a quantidade de energia
cedida a matéria pelas particulas ionizantes por unidade de massa [11]. Neste
capitulo, usamos a formulacao proposta no capitulo 3 para o cdlculo da taxa de

dose absorvida [23], obtida em fungao do fluxo escalar e do coeficiente de absorgao

do meio material, por
M -
Dr(z) = D poBili(z,N) (411)
=0

onde g, é o coeficiente de absor¢ao do meio material em cm?/g para a energia

E; (Mev), com

Ha(N) (4.1.1a)

1l

Ha,

E; = : (4.1.1b)
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e, para a qual, o fluxo escalar, dado por
1
U;(z) = ¥(z,\) = / I(z, \i,w)dw , (4.1.1c)

foi calculado usando a formulacao descrita no capitulo 3.

Mais precisamente, calculamos o fluxo escalar para cada nivel de energia,
através da aproximacao da integral em energia pela regra de Simpson, usando a
férmula 3.3.5, desenvolvida conforme descrito no capitulo 3.3. De forma andloga,
calculamos o fluxo escalar para cada valor de energia, com aproximacao da inte-
gral em energia pela quadratura de Gauss, usando a férmula 3.4.8, desenvolvida
conforme descrito no capitulo 3.4.

I} comum nos referirmos a dose devido ao fluxo nao espalhado, que ¢ simples-

mente a primeira componente da soma da equacao (4.1.1) [23]:
Do(z) = o, Eo¥(z, do) - (4.1.2)

onde Ej é a energia incidente no meio e os outros fatores no somatdério dado em
(4.1.1) compoem a dose devido ao fluxo espalhado. Os parametros aqui empregados

sao apresentados no Apéndice C.
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Fizemos toda a implementagao computacional usando o software Maple. As-
sim sendo, os procedimentos como determinacao da matriz inversa, inversdao de
Laplace, célculo de autovalores, foram executados usando os recursos do préprio
software. Dessa forma, apesar de apresentarmos resultados para até 5 energias,u-
samos apenas a aproximacgao LTS,. A dificuldade que surge quanto ao aumento do
nimero de energias, bem como do mimero de pontos de quadratura, o que implica
num aumento do grau de anisotropia, é devida as limitagoes do préprio software.
Principalmente no que diz respeito ao termo de fonte, representado pela matriz

Z;_1(s) nas equagoes (3.3.6) e (3.4.9).

Uma vez que um algoritmo para uso desse método estd sendo desenvolvido para
valores grandes de N , em futuros trabalhos, resultados mais precisos poderao ser

obtidos.

4.2 Aplicagoes

Para anélise da formulacao proposta. algumas aplicacoes foram implementadas
[23]. Primeiro, calculamos o fluxo escalar em uma camada dégua [18] de 20cm
de espessura, considerando um feixe de fétons com uma energia inicial de 2Mev

incidindo na superficie 2 = 0 da mesma, com as seguintes condicoes de contorno:

I(O, A, 0) =1 para 0 < pu<1: (4.2.1)
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I(0,A;,n) =0 para O0<pu<le i=23,.,M; (4.2.2)

I(20,\i,t) = O para —1<u<0ei=12..,.M.

(4.2.3)

Obtivemos resultados numéricos para 4 e 5 valores de energia (M = 4e M = 5),
com 2 pontos de quadratura. Em cada caso foi calculada a taxa de dose absorvida
(4.1.1) e a dose devido ao fluxo nao espalhado (4.1.2).

Calculamos, assim, com aproximagao por quadratura de Gauss, o fluxo escalar
para quatro valores de energia, a partir de uma energia inicial de 2Mer , obtendo

os resultados que apresentamos na tabela 4.1 .

Tabela 4.1. Fluxo Escalar para quatro valores de energia, com

aproximacao por quadratura de Gauss.

x(cm) ¥, (x) W, (x) W3(x) W, (x)

0 1.000000 0.102191 0.283986 0.384036

10 0.716755 0.226769 0.330714 0.543713

20 0.513738 0.277623 0.236943 0.267915
UFROS

SISTEMAS DF BIBLIOTECAS

BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICS
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Os resultados obtidos na tabela 4.1 podem ser visnalizados na figura abaixo.

0D 0o o oo
o N @ ©
}

Fluxo escalar (fétons/cm?s)
o

o

o o
0O = N W B
f 3

.!I. II { = s .I - —} II 1 .*_._ —-]- —me]
0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Espessura da placa (cm)

— _ i

Figura 4.1. Fluxo escalar para cada um dos quatro valores de energia, com

aproximacao por quadratura de Gauss.

Para verificar o comportamento qualitativo da taxa de dose absorvida em
fungao da posicao, esta foi representada graficamente em fungao da posigao, na

figura 4.2. A unidade de dose absorvida ¢ o Gray (Gy), definido por :

1Gy =1J.Kg™ .
Ainda podemos usar o rad, que equivale a:
lrad = 1072J.Kg7 "' ,

e se aplica a qualquer tipo de radiagio e a qualquer meio material [12].
No presente trabalho, usamos a constante C' = 0, 05767[em?.s/Mev], fator que

converte a taxa de dose em mrad/h, para o fluxo escalar em [fétons/em?.s] [23].
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Devido a dificuldade de obtencao de resultados numéricos para comparacao,
destacamos, na figura 4.2, o comportamento exponencial esperado, no caso da dose

devido ao fluxo nao espalhado.
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Figura 4.2. Taxa de Dose Total absorvida e Dose devido ao fluxo nao espa-
lhado, em funcao da posicao, para quatro valores de energia e aproximagao por

quadratura de Gauss.

A seguir, o mesmo problema foi abordado, agora tomando cinco valores discre-
tos de energia, com os resultados dispostos na tabela 4.2, e graficamente na figura
4.3.

I claro que um maior mimero de valores de energias considerado, corresponde
a um maior mimero de sistemas a serem resolvidos, cuja solugao representa o fluxo
escalar para cada um deles. A ordem N de cada sistema corresponde ao grau de

quadratura empregado e, evidentemente, ¢ a mesma para cada sistema envolvido.
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A dificuldade que surge, a partir da resolugao do segundo sistema, é quanto A
funcao convolugao, que se torna mais complexa, a cada nivel de energia, ainda que

para isso, possamos empregar a técnica de expansao de Heaviside para a inversao.

Tabela 4.2. Fluxo escalar para cinco valores de energia, com aproximacao

por quadratura de Gauss.

x(cm)  Py(x) Py(x) Ps(x) W, (x) Wy (x)
0 1.000000 4.74424 — E02' 0.114762 0.168789 0.183402
10 0.706799 0.158790 0.160366 0.178381 0.186203
20 0.499565 0.1957738 0.152624 0.105695 7.19052 — E02
1,2 - j
9 14
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5 |—m—E2
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Figura 4.3. Fluxo escalar para cada um dos cinco valores de energia, com

aproximacao por quadratura de Gauss.

L 4.74424 — E02 = 0.0474424
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Na figura 4.4, o comportamento exponencial da dose devido ao fluxo nao es-
palhado fica ainda mais caracterizado. IS importante salientar que esses resultados

concordam plenamente (ordem de grandeza) com os apresentados graficamente por

Trindade [23] para o mesmo problema.
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Figura 4.4.Taxa de Dose Total absorvida e Dose devido ao fluxo nao espalhado

para cinco valores de energia e aproximacao por quadratura de Gauss.

A aproximagao da integral usando a regra de Simpson também foi testada,

com M =5 e os resultados sao apresentados na Tabela 4.3 .



42

Tabela 4.3. Fluxo escalar para cinco valores de energia, com aproximacao

por Simpson.

x(cm)  Py(x) Wy (x) Ws3(x) ¥, (x) T5(x)

0 1.000000 4.69924 — F02 5.76616 — 02 0.138808 0.125768

10 0.608155 0.106751 8.43184 — K02 0.125396 0.118513

20 0.369852 0.139113 0.069425 7.81669 — £02 3.85271 — K02

Na figura a seguir, estes resultados podem ser observados.
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Figura 4.5. Fluxo escalar para cada um dos cinco valores de energia, com

aproximacao por Simpson.
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Apesar de nao podermos fazer uma comparacao direta em relacao aos resulta-
dos obtidos pelas duas diferentes formas de aproximagao da integral em energia,
uma vez que, devido a mudanca de varidvel, exigida para a quadratura de Gauss,
os valores apresentados sao obtidos em diferentes pontos, podemos dizer que os re-
sultados tém um comportamento qualitativo equivalente. A medida que tomamos
mais pontos para a aproximacao da integral, os resultados da quadratura de Gauss
deverao convergir mais rapidamente. Devido aos baixos valores tomados, M = 4

ou M = 5, essa diferenca nao pode ainda ser sentida de forma significativa.

0,0035 =
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g
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2
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kS
§ 0,0005 +

0 1 : 4 4 — 1 1 §

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Espessura da placa (cm)

Figura 4.6. Taxa de Dose total absorvida e Dose devido ao fluxo nao espa-

lhado, para cinco valores de energia e aproximacao por Simpson.

I'inalmente, testamos a formulacao para uma camada dagua de 100cm de es-
pessura e uma energia do feixe incidente de f6tons igual a 1, 25Mev.

Resultados para dominios de maior espessura nao foram apresentados por
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Trindade [23]. A possibilidade de solucao desse problema é devido & implemen-
tacao da modificacao nas exponenciais descrita em (2.2.22). Essa modificacao se

faz necesséria, mesmo para N = 2, a partir da segunda energia.
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Figura 4.7. Taxa de Dose total absorvida e dose devido ao fluxo nao espa-
lhado, com cinco valores de energia e aproximacao por Simpson, para uma
placa de 100cm e energia do feixe incidente de fétons igual a 1,25M ev.
Finalmente, cabe salientar que, apesar de termos testado a formulacao proposta
nos problemas anteriormente descritos, para efeitos de comparagao com resultados
disponiveis na literatura, podemos citar, ainda, uma outra importante aplicacao
possivel: o cdlculo do fator de “Buildup”. Esse fator ¢ uma relagao entre o fluxo
total e o fluxo nao espalhado, que permite o “ajuste” dos valores de fluxo, em
problemas de grande espessura, ao comportamento exponencial esperado. Nesse
caso, a formulacao proposta nesse trabalho fornece uma expressao analitica na

varidvel espacial para determinacao desse fator, evitando ajustes experimentais.
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5. CONCLUSOES

¢ A andlise da formulacao proposta neste trabalho, mostra que o método LTSy
pode ser usado de forma muito eficiente para a solugao da equagao de transporte
com nicleos que dependem da dire¢ao e do comprimento de onda, uma vez que

todo o procedimento bésico do método é mantido nesta proposta.

¢ O micleo de Klein-Nishina para o espalhamento de fétons implica no de-
sacoplamento dos sistemas para cada valor de energia e, portanto, M sistemas

(valores de energia) de ordem N (método LTSy ) devem ser resolvidos.

¢ Como esperdvamos, os resultados obtidos concordam com os obtidos pelo
método LTPy , bem como o comportamento exponencial da dose devido ao fluxo

nao espalhado, foi observado.

¢ Niao podemos deixar de mencionar que, para os valores de energia usados
nas aplicagoes numéricas aqui apresentadas, uma modelagem mais precisa deveria

incluir, também, o processo de produgao de pares e efeito fotoelétrico.

¢ Em relagdo ao tratamento da varidvel energia, apesar de sabermos que a
quadratura de Gauss deverd apresentar resultados mais precisos, este fato sé ficard
melhor evidenciado quando for considerado um maior mimero de pontos para a

aproximacao da integral, ou seja, um maior mimero de energias.
¢ Em futuros trabalhos, resultados numéricos mais precisos poderao ser obti-
dos, para aproximac¢oes com maior ordem de quadratura e para um maior mimero

de valores de energia, propiciando também, valores mais precisos para o cdlculo do
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“Buildup” .
¢ Esta proposta podera ser usada na solucao de problemas multidimensionais,

podendo, assim, abordar problemas de célculo de dose de forma mais realfstica.
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A. DEDUGAO DA EQUACAO DO TRANSPORTE-

FORMA GENERICA

O principal objetivo da Teoria do Transporte é determinar a distribuicao de
particulas num meio, levando em conta o movimento das mesmas e sua intera-
cao com este meio. Entretanto, a natureza aleatdria dos eventos de interagao,
nos impede de predizer o mimero exato de particulas, numa certa regiao, num
dado tempo. Trabalhamos, entao, com uma descricao matematica dos processos
de transporte de particulas, que envolve uma aproximagao estatistica, baseada em
algumas consideragoes:

- as interagoes entre particulas sao negligenciadas, o que se traduz na lineari-
dade da equagao;

- as colisoes sao consideradas instantaneas;

- entre as colisoes, as particulas movem-se em linha reta e com velocidade

constante;
- as particulas sao consideradas como pontos;
- somente o valor “esperado "de particulas, é considerado;
- as propriedades do material sdo consideradas isotrépicas.
De acordo com estas consideragoes, definimos uma quantidade que representa

o nimero provavel de particulas no tempo # em um elemento de volume d1”. com

energia dE sobre E e diregoes dadas por €2, que serd representada por:
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N(r,Q, E, t)dVdQdE. (A.1)

Consideremos, agora, o que acontece a este feixe de particulas, decorrido um
intervalo de tempo At [6]. As particulas de energia E que sofrem uma colisao,
podem ser consideradas como perdidas do feixe, ao passo que as que nao colidem,
permanecem; a distancia percorrida por uma particula no tempo At é vAt ; entao,
a probabilidade da mesma colidir neste tempo é o(r, E)vAt. A probabilidade de
que uma particula, que nao sofre uma colisao no tempo At , permaneca no feixe
é, consequentemente, 1 — a(r, E)vAt .

Segue, portanto, que o nimero de particulas que permanecem no feixe ¢é
= N(r,Q,E,t)[l — o(r, E)vAt|dVdQdE . (A.2)

Estas, voltarao & posigao r + QuAt no tempo t + At .

Alem das particulas perdidas do feixe por colisoes, algumas podem ingressar,
como resultado de colisdes com particulas estranhas ao feixe e de fontes inde-
pendentes. Estas duas iltimas quantidades, sao dadas, respectivamente, como o

nimero de particulas ingressantes no feixe como resultado de colisoes:

= [// a(r,E') f(r; Q. E' — Q. EYN(r,QY. E' . t)dYdE'|dVdQdEAt .



e o numero de particulas ingressantes no feixe através de fontes
= Q(r,QE T)dVIQdEAL . (A.4)

Adicionando os trés termos dados acima e eliminando dVdQdE , a densidade

angular de particulas na posicao r 4+ QuAt no tempo t + At é dada por

N(r+ QuAt, Q, E t + At)
= N(r,Q,E, t)(1 - ovAt) + [// o fo'N(r,Q¥, E' t)dYdE'|At + QAL
(A.5)
onde usamos o = o(r, E) , o'f = o(r, E'), f(rn:Q,E' — Q,E) , frequentemente
representado por of(r QY E' — Q E)e Q = (1., E t) . A seguir, dividindo
ambos 0s membros desta expressao por At e fazendo At — 0 . o resultado, apds

simplificacoes, ¢

N(r + QuAt, Q, E.t + At) — N(r, Q. E. t)

: I P
.r'_J.ltE}U[ A7 ]+ ooN(r,Q. Et)
= f/ o fo'N(r,V, E',t)}dVdE' +Q . (A.6)

. . N 5t . ary . .
O primeiro termo da equagao (A.6) ¢ denotado por — onde N representa N (r, 2, E.t).
d
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Se o termo N(r,, E,t + At) é acrescentado e subtraido do numerador entre

colchetes, na equacgao (A.6), sdo obtidas duas expressoes que podem ser facilmente

calculadas, quais sejam

. N(r,QEt+At) - N(r,Q,Et), 6N

fimf At b= % il
€
EHIO[N(H QvAt?Q,E,t-Fﬁj) “NEQELEA), o onma B,

(A.8)

O tltimo resultado pode ser facilmente calculado em coordenadas cartesianas, onde
r tem coordenadas z,y, z e {2 tem coordenadas €2, §2,. 2. . O segundo membro da

equacao (A.8) pode ser escrito como

y [N(.T + Q vAt y + QuAt, 2 + QAL ...) — N(z,y, 2,...)
Az, At }

aN ON ON
= ’UQ;C% G UQy—a—é}— -+ TJQ_-:E-; (Ag)

onde N é N(z,y,z,...) . Esta expressao é v vezes a derivada direcional de N
na direcao () e pode, consequentemente, ser representada por v€) - VNN como na

equacao (A.8).
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Apés substituir (A.6), (A.7) e (A.8) em (A.5) , o resultado é

% +vQ2- VN + ovN = // o' foN'dUVdE + @ (A.10)

onde usamos N = N(r,Q, Et), N' = N(r,QY,E,t) e 0,0'f e QQ , séo definidos
como acima.
A equacao (A.10) é a forma bésica da equagéo do transporte. Quanto ao
significado fisico dos dois primeiros termos da mesma, podemos dizer que juntos
& w - " ; ON | -
sao lguals ao primeiro termo da equagao (A.6). A quantidade 3¢ €@ variagao do
tempo de mudanca da densidade angular de particulas, na posicao fixa r ; esta,

g
difere de ——, a razdo de mudanga no feixe em movimento, com velocidade de

dt
particulas V = v} .

O termo —v€)-VN | representa a variagao de mudanca da densidade angular de
particulas na posicao  , devido ao fluxo, isto é, o movimento das mesmas em linha
reta, sem nenhuma colisao. A variagao na mudanca calculada por um observador

., dN o s
movendo-se com o feixe é P sem contribuicao do fluxo, ao passo que, quando

T

determinada por um observador fixo em r , o resultado é %;?, 0 que considera a
mudanca devida ao fluxo de particulas. O termo v§2- VN ¢, consequentemente,
algumas vezes, referido como termo fluxo, na equacao de transporte de néutrons.

Na verdade, este termo representa o efeito do fluxo, que poderia ser obtido

por derivacao da variacao daquele fluxo de néutrons, através de um infinitesimal

elemento de volume. Se este elemento for limitado por planos, tendo coordenadas
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z,z+Az;y, y+ Ay e 2,2+ Az , tais que o volume seja dV = AzAyAz , o mimero
de particulas no elemento de volume, que estao se movendo na direcao 2 é, entao,
N(z,y, 2,0 E, t)dV . A variacdo sob a qual as particulas entram no elemento de
volume, como resultado do movimento através de duas faces perpendiculares,na
direcao « , isto é, as faces com coordenadas z e x + Az , é, entao:

Nimero de partfculas entrando no elemento de volume por unidade de tempo

= v.N(z,y,2z)AyAz (através da face em z).

e o mimero de particulas deixando o elemento de volume por unidade de tempo

= v, N(z+ Az,y,z)AyAz (através da face em z+Ax).

onde v, ¢ a componente z da velocidade e os argumentos (€2, £, ¢) foram omitidos
para simplificar. A diferenga entre estes dois mimeros fornece a componente z da
variacao do fluxo, isto é, a variagao de mudanga do fluxo angular de particulas em
dV , devido aquelas que atravessam as duas faces do elemento de volume, para as

quais, T é constante. Segue, portanto, que

SN
Variacao do fluxo (coordenada z) = —:'_,df?—rﬂ "= —(v:VN).dV

19,
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e, entao, o nimero de particulas que ingressam no infinitesimal elemento de volume,
devido ao fluxo, é —v - VN | por unidade de volume. Esta quantidade é igual a

—v§2 - VN e, consequentemente

i
%"g = %—usz.vm (A.11)

A Equagao do Transporte dada em (A.10) pode, também, ser expressa em

termos do fluxo angular @ , que é igual a v N ; entao, considerando

& = oN=d(r,Q,E 1) (A.12)

® = VN =o(r,Q,E¢) . (A.13)

o resultado ¢

%?g +QV® + 0P = / [ o' fOAVAE + Q . (A.14)
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B. A EQUACAO DE TRANSPORTE MULTIGRUPO ESCRITA

EM TERMOS DE COMPRIMENTO DE ONDA

Quando consideramos o comportamento de fétons ao invés de néutrons , é
mais conveniente referir a energia liberada pela radiagao e nao pelo nimero de
particulas [22] e trabalhar com uma quantidade I(r, E, 2), chamada intensidade
de fluxo angular de energia , relacionada com a densidade de fluxo angular de

energia, pela expressao

Também, ao invés da varidvel energia F, ¢ mais natural trabalhar com o compri-
mento de onda féton, A, em unidades Compton. Isto é, usamos A = 0,511/FE . onde
E ¢é dada em unidades Mev. Para o caso particular de um sistema independente

do tempo com fonte plana infinita na origem

;L%(:L‘. E,p)+o(E)o(x, E, 1)

= / / -Z(Ef — E:Q — Op(a, B, 1 )dEdQ + S(E, p)é(z) . (B.2)
4 J O

onde usamos p para a variavel angular e o para o coeficiente de atenuacgao linear;

8(x) é a fungao delta de Dirac .
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Antes de obtermos a equacao do transporte na forma desejada para problemas
com fétons, primeiro enunciaremos duas relagoes necessirias:

1) Como as particulas precisam ser conservadas, podemos escrever

/: oz, A\ p)d\ = /0 mqﬁ(:s.E,Jm)ch‘j’. (B.3)
E, como
dE = —0,511d)\/)\?, (B.4)
podemos escrever
f: im0, = f: o.511¢(x,E,p)-‘:{.—'_§ , (B.5)
isto é
M(EAg) = (B (B.6)
ou seja
UFRes
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M(z,\w) = Ed(z,EB,w) . (B.7)
Agora, definindo
If@, M\ p) = M(a,\p) (B.8)
segue que
Iz, A\ p) = E¢(z,E,p) =I(z,E, p). (B.9)

2) Uma vez que

> = [ [T - B - )ipdg

- /foz(/\’w\;g%_@)dmﬁ

5

entao
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0,511 (B — E;Q — Q)% =Y (N = xQ —>Q)dr, (Bll)

¢, portanto,
EY (B — E;Q — Q)dr=)\ Z(x — X0 — 0)dx . (B.12)

Voltando, agora, a equagao (B.2), se multiplicarmos ambos os membros por E

e usarmos a equacao (B.9), obtemos

u%f(m,)s,p)—ha( M(z, A, 1) = /f E;Z(E’ — E;Q — Q)
xI(x, N, 1) dE'dYY + ES(E, n)b(z) . (B.13)

Agora, usando a equacao (B.10), podemos escrever a equacao (B.13) como

9 ST ,
;1.5;1(‘1,,/\.#)+U()\)I(l-/\'#) —-/M /0' Z(A — AL — )

xI(x, A ' )dNdQ + S(A, p)é(x) (B.14)
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onde usamos

S(\p) = ES(E,p) , (B.15)
e
— ! ! A ' ‘s
DN = XY -Q=5D (Vo xZ Q) . (B.16)

A equagao (B.14) é a formulagao da equagao de Boltzmann encontrada para

A
melhor resolver problemas de f6tons gamma. O efeito do fator v b equagao

a variacao do espalhamento do micleo - assim tornando o

?

(B.16) é “suavizar ’

“espalhamento integral ” mais simples para a aproximag¢ao numérica na equagao

(B.14) [28] .
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C. INTEGRACAO NUMERICA

C1. Regra de Simpson

A regra de Simpson consiste, basicamente, em aproximar a drea sob uma curva
num intervalo [a,b] pela soma das dreas de faixas, determinadas pela divisao de
(@, b] em um nimero par de subintervalos igualmente espacados,por uma interpo-

lacao polinomial quadrética. A férmula geral [1] para tal aproximagao é

| @i = 317(0) + 4 @) + 2 (@) + . + 4 (@) + f@)Aa

(C1.1)
onde n € Z é o nimero (par) de subintervalos,
B
Az =22 (Cl.1a)
n
e
. = at+kAz keZ. (C1.1b)

A férmula (C1.1) é exata quando f(z) é um polinémio de grau menor ou igual

a 3. O erro E, para f continua, com derivada continua até quarta ordem, em |a, b],

YFAL : joTECAS
s‘sﬁmi\s pe BIBL -\1.1 DE M.ﬂﬁﬂlm
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para n par, satisfaz

(b—a)’

<
1Bal < 180n4

¢ (CL2)

onde £ ¢ o valor méximo de | f*(z)| em [a, b].

C2. Quadratura de Gauss

A férmula de integragao de Gauss-Legendre [1] ¢

/1 Pieddy = iwif‘(xt—) (C2.1)

1

onde as abscissas z; sao as raizes do polinomio de Legendre P,(z), de grau n, no

intervalo [—1,1] e os pesos w; sdo obtidos por

8

VS DR @BaE) e (C2.2)

A férmula (C2.1) é exata quando F(z) ¢ um polinomio de grau menor ou igual a

2n — 1 e fornece um erro
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22n+1(n!)4 - F(?n)(q)

(C2.3)

para algum —1 < ¢ < 1, se f(z) é 2n vezes continuamente diferencidvel em [—1,1].
Para integrais definidas em outro intervalo, usamos ainda a mudanca linear de

varidvel

b - 1 i
fF(t)dt - bf)“[ F(”b*;“' a))da: , (C2.4)
a o =1

que reduz a integral ao intervalo padrao [—1,1].
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Tabela D2. Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da energia,
considerando Quadratura de Gauss, cinco valores de energia e energia do feixe de

fétons incidente igual a 2Mev.

E;[Mev] o;(H,0)[cm™"] 1o, (H,0)[cm® /g]
1.4628 0.0583 0.0284
0.7132 0.0827 0.0325
0.4072 0.1052 0.0328
0.2849 0.1213 0.0316
0.2364 0.1289 0.0305

Tabela D3. Coeficientes de atenuacdo e absorcao em funcao da energia,
considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe de

fétons incidente igual a 2Mev.

E;[Mev] o;(H,0)[cm™] tt,,(H,0)[cm® /g]
2 0.0493 0.0260
0.6764 0.0847 0.0327
0.4070 0.1052 0.0328
0.2911 0.1203 0.0317

0.2266 0.1307 0.0303
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Tabela D4. Coeficientes de atenuagéo e absorcao em funcao da energia, con-
siderando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe de fétons

incidente igual a 1.25Mev.

E;[Mev] o;(H,0)[cm ™| paj(HQO)[ch/g]
1.25 0.0633 0.0295
0.5623 0.0920 0.0330
0.3627 0.1106 0.0326
0.2677 0.1238 0.0312
0.2121 0.1334 0.0300

Tabela D5. Dados obtidos para dgua para o cédlculo da constante a.

Meio plg/cm®) A Z afem ™

Agua 1.00 18 7.42 0.1651




