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INTRODUCAO

Este trabalho trata de classes de isotopia de difecmorfis
mos em variedades diferenciaveis compactas conexas com ou sem
bordea, Por diferenciavel entenderemos sempre difekenciavel de

- =
classe c .
Dada M wvariedade diferencidavel como acima. uma 1sciopia

em M ¢ uma apllcaggo continua F: MxI » M, I = [0,1] ¢ R

ral gquey

i) F €& diferenciavel em M ¥ (0,1}

2) F( ,+) & um.difeomorfismo, + € I.

(Dados X, Y e Z conjuntos, f: XxY 4 Z uma aplicagac e
x, € X y_ €Y vamos denotar por f(xo_ ) e f£( .y ) as apli
cagoes y € Y 4 f(xo,y) €EZ e x € X f(nyO) € Z, respecrivag

mente ),

©

3) F( ufl) = F{ ,tzJ para t r uma. vizinhanga de 0

2

ou de L

Pados f e g difeomorfismos de M fizemos que exisrte

L.

isotopico a g, ngc

uma i1scotcpia ligando f a g ou que f
ragao f ~ g, se existe uma isotopia de M, F, tal que
F( ,0) = f e F( ,1) = g.

E clarc que a relagao ~ ¢ umé relagao de equivaléncia
;ujas classes chamaremos classes de isotopia de M, Ademzis
se Ty~ g; e fz ~ 85 entao f1°f2 ~ 8§1°8, oOu seja a rela-
gao de isotopia € compativel com a composigZo o que torna o con

juntc das classes de isotopia de M um grupc com a operagao na

tureal
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Em 1967 [11] colocou o problema de caracterizar as
1_i“eb classes )

classes de isotopia Morse-Smale de uma variedade M sem bordo)\ nas

gquais pedemos obter um representante Morse-Smale. Para dar a de=
finigao de difeomorfismo Morse~Smale precisamos de ouftras pre-
liminares,

Dado f+ M- M Y

difeomori ismo r=2 1. M wvariedade
diferencidvel sem bordo, vamos denotar por Per(f) o conjunto

dos pontos periddicos de M i.e, os ponics p € M tais que

existe n € Z, n £ 0, +al que £ (p)

P. Neste caso
m(p) = min {n > 0 | £*(p) = p} dencta o periodo de p. Mais
geralmente, se C S M e existe n € Z. n # 0, LoeQo fn(C) = C

vamos denotar por m(C) = min {n > 0 | £7(C) = €} o f-perfcdo

de C. 35e existe n € Z, nfg0, +.q. f = 1, a identidade

Dado p € M dizemos que p ¢é ponto periddico hiperbdii.
co de f se p € Per(f) e Df;(p): TP(M) -+ Tp(M) & hiperboli-

ca, i.e., pnao tem autovalores de mdéduio um. Neste caso o3 sub-

conjuntos, feinvariantes de M,

Wip) = fq & ¥ | 13w £ B ) » B
i
W) = fae M | m Py « o,

1rb
dencminados variz2dade estdvel e variedade instdvel de Pp, respec-
Tivawente, SH%o C'-imersGes injetivas de um espago euclidianc de
dimensdo i1gual ao numerc de autovalores de ng(p) de medulo me.
nor e maior que um, respectivamente,

Denctando por Q(f) o conjunto f-invariante dos pontos nao

errantes de | i.e, 03 pentos p € M tais que para toda



-
vizinhanga aberta V de p existe n € Z, n ¥ a, tal gue
fn(V) N V £ ¢ estamos em condigoes de definir um difecmorfismo

Morse-Smale, M,S. para simplificar.

it}
i

S8

wn

f: M+ M C'-difeomorfismo, ¥ 2 1, & ditc M.S.
tisfaz as trés condigges abaixo
1) Q(f) & finito logo Q(f) = Per(f)

)  os pontocs periddicos de f sao hiperbolicos

e

3) w(p) e W7(q) sao transversais para todo p e q em
Per{(f).
Dizemos que f € Dif" (M), Dif (M) é o conjunio dos di-

. - r ) : < . B =
fecmorfismos de classe € de M, r2l, munido da topologia C

¢ estruturalmente estdvel quando existe uma vizinhanga de 1.
Vo= Difr(M)ﬁ tal gue . tode g € V € topologicamentie conju-
gade & f, i.e., e2xiste h: M -+ M homecmorfismo 1i.q9 ITh = hg.

Os difeomoxrfismo M,S. formam um subconjunco aberic de
le:{M), Palis [8], e sdo os estruturalments estaveis mais s£il
pies que existem no seguinte sentido:

Teorema 1 (Palis-Smale [9]) - Dade £ € DifI(M) Lemos

o
=

4
o
i
¥
e

f & estruturalmente estavel com Q{f; fz

-

somente se £ & M,S,

O objetivo deste trabalho é dar uma respcosta a gquestac

Las

w

levantada por Smale em variedades de dimensao dois. Ne

variedades bLtemoss

Teorema A - Se M é variedade diferenciavel de dimensao dols

sem bordo com caracteristica de Euler-Poincare nega
{ cada uma das |
Pt I S

v . ! " ; . QPO A : —
tiva € (@ € uma classe de isotopia de M enftac ¥ seguinies



.
condigdes & necessdria e suficienie para que © +enha um
representante Morse-Smale:
1) c(p) = c(v) =1
2) cclp) = colp) = 1
3) Para toda métrica riemaniana de M, { , ) e para toda

classe de curvas fechadas simples @ € 8 temos que

1

tim [i(¢ , ), o7 (a))I"™
=] .

=

il
-

4) © € de vipo algebricamente finito.

- Nos casos em que X{(M) 2 0 temos & seguinte situacgao:
2 ; :

M-= S tem apenas duas classes de isotopia e ambas tem M.S.
2 ; T 3

M =P tem apenas uma classe de isotopia a qual tem M,S.

=
1l
i

Nesite casc uma classe de _solopia. w; tem M, S5, se & sSo=
mente se H1(¢)®I: HI(M9z)®C < H,(M,Z)®C tem autovalores no con
1 3 1 ) A
guntO:tL,il,E-i %;; e -z * %?1, onde H:(¢); HI(M9£}4H1(M z)
& o 1somorfismo induvzido por @ em H,(M,Z), o© primeirc grupo

de homelogia de M com coeficientes inteircs.
M = K°, Nesre caso todasz as classes de i1soicpia de M ftem
As diversas definigaes necessarias a compreensaoc do E&C.

rema bem como uma discussac de VArias condigées necessarias mas

nao suficientes para gue uma classe de 1sctopila possua um repr

o

sentante Morse-Smale estao na Parte I deste trabalko., Resulta
desta discvssac que, em geral, em superficies, a agéo na h-moleo
gia é insuficiente para tal caracterizagao.

Finalmenrte, na Partve 11, damos a.demonsfragac do Tecorema
A = dos resulitados sobre classes de isovapia em varliedades ds

caracieristica nao negativa.
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Parte 1L

~

Seja G um grupo e G € G. Dizemos gque G € um siztema

de geradores para G gquando para tocdc g € G g # e = i1dsnti.
dade de G, existem m€ &, nz2 1, e Byueows@y e G U
UGG ={e’ | e€gl) tais que g=g,,...,8,. Nesie casc
podemcs definir o comprimento de g € G em relagzac Al sisTema

de geradores g por C(G,g8) =0 se g=¢e¢ e C(§ g} =

e 1 - .
=min {nz i | & Brreves8y € TU & O TR = 8,00 By) 30
g # €. Podemos definir também o comprimento da classs de con

jugagac de g € G em relagado a G por:

cc(G.g) = min {C{G.g8" ) | & € Cenilg)}

onde Eynj(g) e a classe de g € G na reiagao de conjugacgac
em G
E claro entdao que CC(G,g) s ClG.gj. Um grupo G e 2iro
finitamenie geraao quando tem um sistema de geradores, G, om
um numerc finito de elementos, Neste casc ¢ rny & =+ G ¢ um no-
momorf i smu definimos a razaoc de crescimento deg h  om rsla§ao a,
G c¢omo o mumero nac negativo:
L
C{G.h) = sup lim sup [C(qfhn(g;;jh
gcG nz i
e a razao de crescimentc de h nas classes de 10n;ugn§ée 2| rew-

lagac a @G como ¢ numerc naoc Negabivo:

—

¢C(G,h) = sup lim sup tcciq.hn(g}_l]ﬁ
G n21

donde CC(G.k) s C{G,hj.

’- UF.R G S

inglitulo  de  fsafematica

BIBLIOTECA
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Dado G grupo finitamente gerado, G & G =sistema finito

de geradores de G e h: G = G homomorfisme, o0s crescimentcs

i

de h gezam das seguintes propriedace

-

1) C(G,r) = max lim sup [C(Q,hn(g)}]
gcq n21

cc(G.h) = 1

A
g
o

2) c(g.h)
se h & um automorfismo de um grupe nao ‘rivial

Fm particular,

]

cc(q.IG) €{G.1;) = 1t

3) Se q' & G € outro sistema finito de geradores de G
entao clg h). = (,IQ h) e cc{g.h) = C':-i¢ ,bh) donde

pcdemas falar na razac de crescirenio Cihj} e na razao Qe

cres-imento de h nas classes de cunjugagac, CC(rj, de um

-

- - = Gl n ol
homomoarrisme R sem referencia & si1ifeas de geradores,

4) S¢e ki G4 G ¢ urp aurcmerfisme interng sntag
Cin) = C(khj e CC(h) = CC{kn). Em particular

Clk) = €cC{k) = I se G € uvm grupo nac *rivial,

1

) C{hn) = (,(lu:1 @ CC(hD) = ECC(h}]I para n 2z 1.

Wi

6) S¢e H & um grupe, T: G- H & um hcemomeriismo scobre-

jetivo e k: H=-= H & um homemorfismo 1.4,



o
o

|

comuta temos que H € finitamente gerado, Ci{h) z Clk) e
cc(h) 2 cc(k), donde vale a igualdade se T & um isomorfismo.
Assim se X € um espago tcpolégico conexc por caminkos

cuio grupo fundamental é finitamente gerado e f:X+X € continua pode
mos definir a razao de crescimento de 1§ no grupo fundamental
e a razac de crescimento de f nas classes de conjugagac do

grupc fundamental por C{f) = C{?ef*j e CC(f) = CC(Yef,),

respectivamente, onde f3 ﬂl(x”xo) > m (X)), =, € X, € o
igomorfisme induzido por f e Y ﬁ,(XJﬁgﬁ-éﬁl{X,xo) é o i=
. 3 (%
!

scmorfisme induzido por uma curva Y: 1 = X, i:gandc Xq a
f(xo)q LT

y(lal) = [vay™1, [a] € m (X, F{x )]
e a: I - X lago em f(xojn pois as proprisdades do cresci-
mento acime mencionadas implicam que zstes numercs sao inde-

pendentes das @scolhas de X, € X e de Y 1ligando X, a f(xol
Se f: X X e g: X2 X sao homciépicas (1.e. existe
H: XxI » Y continua t,q. H{ ,0) = f e H{ .1) = g), entao,
pelas mesmas propriedades do crescimento, temos que C(f) = C(g)
e CC{f) = CC(g) donde+es crescimentos sao invariantes da clas
se de homotopia de uma aplicagao continua. Em particularse X = M va-
riedade diferencidvel compacta conexa com ou sem bordo de dimen

sao m=2 1 e f3s M+ M e continua podemos falar em C(f) e

‘CC(f) pois o grupo fundamsntal de M & finiiamente gerado.

3, P, P @, B
(a1, o€ aw0CIENGIAS
;" a5 WwigAOBLOLOOW

SRS
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1

Se P € IntiM* e ( , ) € uma méirica riemaniana para M
podemos usar ( , ) para dar outra deflnjgao de comprimento pa-
ra os elementos de ﬂl(M,P) gque, comg veremos em seguirda, esta
estreitamente relacionado com ¢ comprimente destes elemernitos da-
dos por sistemas de geradores. Mais explicitamente, dado
g € ﬂl(M,P) definimos o comprimento de g, cf{{( , Y.g). e o
comprimento da clasze de conjugagéo de g, cc({ ., ).g8), emre
lacao & ( , ) por:

1
el » Ys2) & dnf { l /(g" ,g’_}‘ | €: L » M & diferencidvel }
o) por partes e § € g

ce({ » y,8) = anf {c(¢ , .8 ) | e € conile)},

respec:! _.vamente .

Analogamente ac gue fizemcs acima d=2finimos, para

f: M2 M continua, ¢ cresciments, <o{(f), # o crescimento nas
classes de .;onJug-agac;v cc(f), ce 1 mno grupe fundamental em
relagao a ( , ) por:
) &
c(f) =  sup _ 1im sup [c{{ . ). (Fo£)" )17
genl(M.,P) nz 1
(=]
1
.y r ;- - n 1 n
ce(f) = sup lim sup [cc(( . ).(Y=£)" &)l ,
gﬁﬂl(ML,P) nz i
respectivamente. onde Y: I =+ M como antes, & um caminho li-
gando P a f(P), Veremos, como coroldrio do Lema 1 abaixo,

que c(f) = Cc(f) e que c¢co(f) = €(f) donde zanio c(f) quan-

to cec(f) independem das escclhas de ( . ), P e Y,

*
. Por Inn(M) vamos denotar o subconjunto aberio de M dado por
M-aM,
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Lema 1 (Miinor [5]) -'Seja M variedade riemaniana comc acima e

P € Int M., Entaoc, existem constantes positivas K e L

e @ C'ﬂl(M"P). sistema finito de geradores, iais que:
K Cl(g.e) = e({ + Yu8) 2 L C(G.&8)s
para todo g € HL(M,P}p

Corolario 1 - Dados M e P como nc lema ! e fi: M+ M contie

nua temos que:s
cel(f) = CC(F) s C(f) = =(f).

Demonstiracdo: Obvie.

Uma curva fechada saimples =2m M., a, £ um mergulhoc
a: 8 » M, & = {z€C | ]zi = 1}, Neste casc vamcs dernorar

por a: I % M =z aplicagldo diferencidvel dads pov

- T T ’ &

a(i) = a(e& i t £ I, Duas curvas fe-hagas simpiess em M,

a e b, sac ditas isotdépicas, nctagae a ~ b, gquandc existe
E S q

H: 8 XI 9 M diferencidvel tal gue H{ .0} =a & H( ,1) = b.
~ & uma relagac de equ1valéna;a e suasz _lasses sao deneminadas
classes de curvas fe-hadas simpies ce M, Dada ® classe de

isotopia de difecomorfismos de M e @ olasse de curvas fecham
das simples de M a classe definica posr -4, feE® e a € a,

= de

in
I

independe das escolhas feitas o que mcstra gue uma cla
isotopia induz umAa bijegﬁc nas classes ade curvas ifechadas simples
de M

A cada classe de curvas fechadas simples de M, a, pode -
mcs associar uma Unica classe de :onjugagao de nl(M,P)?

P & Int(M), CONJP{Q) da seguinte maneiras



=10~

Seja a €aq@ e E diferencidvel ligando P a a(1.,0),

CONJP(a) = conj([g a §ml]) onde [& a g'lj indica ¢ elemento
de nl(M,P) dado pelo lago £ a g*l, E fdcil ver que CONJP(a)
independe das escolhas feitas e que ar-CONJP(a) é injetiva,
Doravaﬁr99 salvo mengﬁo expl{cﬁta 2m contrario, M wvail denciar

umsa var;edade diferenciavel de dimens=ao dois com ou sem bordo

com caracteristica de Euler-Poincaré, .x{M\. negativa. Neste
!
- b s ; 3
casc seguindo a norvagac de Thurston [ 12], denotamos por & = 8(M)

o conjunto das classes de curvas fechadas simples de M, &,
tais que o tem pelco menos um elementc (logo todos) bilateral,ie
tem uma vizinkancga tubular homeomorfa ac ~ilindre, e nenhum (bas
ra que um) elementc de o limita disco ou cilaindro =m M,

Uma familia finita {a;succsa }y m2 1, de curvas fecha-

das simples em M €& dita famiiia nac frivial s& as curvas sac

Um difeomorfismo f: M=+ M & dito derpmpcnivej se exis-—

te uma familia nac trivial de curvas fechadas simples de M, {a}.

ral que f(fa) = £a*, neste casoc dizemos que {a} decompoe I,

Uma classe de 1sotopia de M, @, € dita decomponivel se ftem um
representante decomponivel.

Se @ €8 e ( , ) € uma métrica riemaniana de M,

¢ yee) = ant (] KB (), Ee)ae | acal

0

Nos casos, romo agora. em gue nac houver possibilidade de con-
fusao vamos.denoctar 2 imagem de uma fungao, g: X+ Y, pelo

. mesme simbolc, gu
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denota o comprimento de @ em relagao a { , ).

Para @ € 8 e P € Int M temos quée:

i(¢ , Yy = co(d , ),qoNIp(a)) s L i(K . ).a)

dezde que
. 23 (M
L2 1 s -
) _(T_5
568
cnde §{M} € o diameirc de M na métrica ( . ).

Istc mostra gue para todo a € 8, +toge métrica riemania-

na ( ., ) e toda c¢lasse de i1sotopia @ de M iamos

1
. = / [ n ‘.ﬁ .
lim sup Li{{ . ;. @ (a})] = CCle).
riz 1
Uma folheagdo com medzaa =m M, %, & uma familia de pa-
, )
rametrizacoes F = {fj, f: U+ R"., Us M aberte, iais gue:
1) U Dom f €& igual a M menos um numero finitc de pontos

feg

chamados =singulaxidades de JF.

1

2) fzfz : £,(UN0,) @ £,(U,NU,) & da forme (x.y) =
= (g(x,y).2vsc) ¢ = c(f1"f4} e R conzrante, f, e f. &%,
: 1712 1 2

3} Para cada p € M « (U Dom f existe uma parame*rlzagéo.
reg

g: VIR, p€&€ V& M aberto, g(F) ¢

y

—

o
i
S
o

dada em coordenadss polares em =2orne de 0 por

k/é [co a( G) 3 =+ eer{n— B)d ]. r> 0. B ER =& x= 1.

Se QM £ ¢ a definigdo é andloga mas exige-se quée cada componen-
te do bordo tenra ao menos uma singularidade fora tals guais os
bordes sao folhas de 3.

Dada. a: 1 + M diferenciavel definimos f § por:
!

a



t
In 1 s
o (yl°d)
3= % | =5t e
i ] » bt
. d=3 It
"1l
g
onde fl = (x yT): Ul S M- R sac eiementos de &, T e n.
4 i
rais que alt, ’ s U, O= % _ = 1, € ¢ ety B e
E [ 1w 17? JJ i o i 21 n
E clare que & independe das escolhas feitas donde pode
‘a,
mos definir & para @ € 8 opor:

Q"
[

a0 ditas transver-

Duas folheagﬁe; com medida 31 ] s
nt(M):

g,
\d%T

sd1s quando sac transversais em todo ponrcinao singular tanto de
F, quanto de ¥, Usaremos a notagao F, o= A, A € R, quando
=5 i
31 = 32 coincidirem como folhedgEes =1 ., = A 32 para *to
3 B2 S
a ‘a

da apli agao diferenciavel a: I = M,

Estamos wntao em cendigoes de definis um difecmorfismo

Pszeudo«Ancsov, P A para sumplificar, f: M= M € um difeomorfis
Mo psewnh-Anc=ov =e existem A € R, A o> E. & fulheagges com med;i

u s s t .
da & e tais que SQ =] $J 2ad Transversais e
= ¥ s u . LB ; ~ " J
(& ) = I/h &, ©(F ) = A & . Thurston em [ 12] definiu e estu-
dQcu varias propriedades dos difecmorfizmoz P.A,

Imporiantes para nds neste trabalhce =ao o= seguintes teoremas:

POS3Ul UM TYepre-

'zorema 2 . Toda classe de isctopia de M, @,

senfante 1 gues £

e
P

Pseudo-Anosov o

Decomponivel ou

P
h—

3) Isomeiria periddica de uma mérrica riemaniana ( , ) de
. sy . 4 . ] ; z i
M  com curvature constante .l ¢ ral gqus 98M € uma uniao

de geodésicas fechadas,



P e
©, existem in-

Teorema 3 - Dada uma classe de isotopia de M,
teircs algébricos kl,uuu,lk z2 1, kB = 1, tais gue
( ¢+ ) de M re-

‘e teda métrica riemaniana,

para todoc Q € §

pa |59

mcs que
11 -
v 2, (al)]

tim [1(¢
nz 1

i g ¥ea

e P,A sSe e somenres s

para algum i = I.,..
Adema i s © tem um representani

k.l 2 La
fs M= M difsomeyfisme PLA,, f  ©em o menco:s

K = 1 e

Teorema 4 « Dado
cada periococ denire

nimerc de pontos periéd.cos de
de sua cilasse de 1:20i10pla.

todos o= difecomorf ismos
Teorems 5 - Se M & ogrientdve! sntao axiste f: M9 M P.A.
ral gue Hltf}: H (M} » H,(M) < a identidads;
: i i
¢ primeivo

£ em HI(M)L

¢ a apllicagdc induzida por
racionsis

. M. G, 5.

H. {1
(L)
grupe 42 homolcgra de M com ceef.cientes
Pelo Teorema 4 nac exisrem iscovopias liganao PLA, & M,S.
pois todo P,A, pessui um numerc infinito de pentos periddicos
hiperbolicos Assim, pelo Tetrema %, existien Classes de _s0t0-
p:a de M cu a agac na hemologia < a ldentidade & que nac pose-
suem M. S, '
S¢ M ¢ uma variedade difsrenciavel de dimensag m 2 1}
sem bordé e f: M4 M & counrinua o nmamero 4de Lefschetz de f
€ definigoc por.
s i
t{f) = & (<1) Lr(Hl(r):Hl{Mj + H, {M))
r=0
onae Hl(M) & 1i-ésimo grupo de homelogia ge M com ceerficien.
o ™
\xa3T7., 3E

AGOCLENCIA
MICAQBIOLOG'A

ARP. D=
- s IOTHC M



] dpa

tes racionais e Hi(f) € a aplicagdo induzida por f em Hi(M)n
] :

-~

Se f é um difeomorfismo cujos ponios pericdicos sao hiperbdli-

cos rvemos. pela féormula de Lefschetz, que

L(f) = b L(p) onde L{p) = (-1)" A
pEPer(f)
W(p):l
e n = dim Wu{p) = nfimero de awtovalores de Dfp de modulo

maicer gue um e 4L = 1 se Dfps Tp Wu(b) 4'Tﬁ wu(p) ‘preserva a

orientagao e A = .1 em caso contrdrio.

Em particular, como foi observadc per Smale em [lljg s
f & um difeomorfismec M.S., |L(£n)| s z lLip)| < #Q(f)
peEQ (1)
mi{p)|n

para todo n € Z, n # 0.

Fm 1971 Shub [ 10] anunciou:

Teorema 6 - Daua @ classe de isotopia de M. Se @ tem M.S.

entao Hl(w): H](M) - HI(M} é unipotente i.e. 0s

autovalores de H_(m) s30 raizes da unidade, I = 0;1:%35 ;M5
5
Em pariicular se ¢ & uma classe de 1sciopia qus possuil
M.S.
5 ‘
| Hi(m §|s d;m.H:(M) para wede 1 = 0,1 l....,m e mn € L.
A

mt

E evidente, entao, da discuszzac acima gue itoda

i
@
U
2
W
i

as nao suficientes para gue uma

W

=

condigoes Sac necessarias
classe de isotopia possua M.S.
f: M+ M difeomorfismc, M wvariedade de dimensdo dois,

é dito de tipo algsbricamente finito se¢ existe uma famiiia Ti-

nita e disjunta de merguibecs {og} 6 0 &Rl wl 1] & My e WmE A

tal que



& 15
1) 1(Z0) = Zo

LM
2) ft (p) P para todo p € M -« T Int 0.

Uma oslas

il

e de 1scuepia e de Tipe algebricamente finita se

Possul um representanfte de tipe slgebricamente fainito, '
Nielsen f6], computande diretamente ¢ polinomic caracteristico
de Hl(w), provou gue uma clasie de Lipo algebricamente finita
& unipotente & .nnjeturéu gue isto bas rava para caracgterizar

tais classe-. Resulta das cobservagoes acima o do Tecrema A

que %al conjectura ¢ falsa 2 que uma -las=se de isotopia & de

tipo algebricamente finita se & 34 s¢ possui M,S.

5 L 2 S
Demonstraremos agora o lecrema A para o gual sera necsessa

ria a seguinte pProposigao:

Proposigao 1 Seja f: N- N lsometria pericdaics d2 psriodo

1= S N varicdade riemanniana de dimensac dcis
com ou sem bordoe tal gue BN € uma uniaoc disjunta de geoddszicas
Techadas. Entdc, dada M variedade diferenciavel de dimensac
dois sem bordo contende N como subvrariedads cuje complementar &
uma uﬁiéo de di=cos abertos

existe XK: M =S TM ampo Morse-Smals

tn

diferenciavel sem Grbitas fechadas (i.e¢. X nac tem orbitas fe-
chadas e X o difeomorfismo induzide pele fluxe de X,X,, pa-

17 . t

T

ra t=l, M.S.) satisfazendo

3 XlN & f dinvariante



T

2) X @& transversal & 8N

3) M-Ing(N) s U W (p)
p pogo de X

Demons tragao: Como f: N+ N & uma :sometria dado p € N existe

€ >0 %:qs

expp: exp;l {(B(p,e)) < TP(N} + B{p.e) € N

é uma conjugagac enrre

fn(p): B(p.,e) » B(p.e)

J(p), < T
DFP : Tp(N) - 1p(m}.

Iste mostra que a fronteira do conjunto dos pontos de N com pe-
riodo igual a n ¢é um compacto, fmlnvarjaﬁte_ da forma

A + ZB, + EBZ + LC onde A é um subconjunto finito de N,
{B]} + [BR] & uma familia finita e disjunta de subvariedades de
Int(N), B = Slﬁ tais que B, é bilateral o B, é unilateral e
{C} é uma familia {inita disjunta de subvariedades de N,
C=[-1,1] e dC € 3N. Em torno de cada e¢lemenioc, F. da fami
lia @ = A + {B;} + {B,} + {C}. que, excluindo o casc F € A.
sao, pelo comportamento iocal de f, geodésicas fechadas simples
ou segmentos de gecdésicas, vamos tomar uma vizinhanga fubular

_ﬂ(

normal fechada T = T(F) t.q. f (T) =T, m =m(F), £ : T 7T

se expressa de uma maneira simples e ({T(F)} sej= disjunta.

Mais precisamente, se p € A entac T(p) = D(p.€), para € > O
suficientemente pequeno; se F = B, entao T(F) = ¢ onde

l " -~
§ X [-1,1] +f%~ Int N & um mergulhe t.q, o( ,0) = B &

-1.m ) _ . B
o folz.t) = (z,-t), =z € SI e t€ [-1,+1]y se F = B, entao



T(F) = 4 onde Mbniiﬁ-lnt N ¢é um mergulhc 5.Q.

U((JC,O)) & st ¥ ox E R, (=} 4

=r.m P
e ((x.t)) = (x,-t) onds

(Er?) & Mb £ Mb..é o espage quociente de R X [wlglj pelc gru

——

po gerado por . (x.f F“b(x+l,~ﬁ} ¢ finalmenta, sa F = C antao

?(C) = p onde Pu Eui,l]z + N & um mergeihe t.q. pl .0} = C,

\ ~i_m F o+ 11
p(0, ) #+ p{1l, ) SN e p fp(s,v) = (= «t) = 'ELF—' k] s
O espago K = M -~ L Int T(F) €& uma variedade diferenciave! com

i
pacta com esquinas i.,e. cada ponto tem uma vizinhanga difecmorfa

4 um aberto de {(x,yv) € R® | x2 0 e yvy=2 0} e fs K=K &

t.q. tecdes os pontos tem periocdc n Az=zim K/jr o espagc das
foérbitas de K é uma variedade difsroncid. el compac:a com e5-
gquinasz, ccmoe K, receberte por K wvia a aplicagao

peE K+~ Gf(p) € K/f. K/f é, portanto, difeomorfa & ssfera

com k z=zas @ i cros

i

=CadpPs fenos ©C 1nt2Lxi0r 46 m dizocs &

de mn poeligenos de v = 4 1ladoes, 4 = 1 n. Em K/f rto-
X
memos um campo com duas fontes F, & FE' 3k 3+ 24 4+ m + =
1 ;

selas, k+4 pogos e transversal aos ladoes « bordos as K/T

comoe mositra a Tigura 1 e ssja X'. o caspe em K obflide toman-

, : 3 . ] p— PRS- o | o So T
do o pull-ba:ck deste campo via nw. E clarc. gnrag, pela consiry
¢ao, que X' & f. npnvariante.
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FIGURA 1
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Seja X' a extensfo f-invariante de X' a N t.q. X' em

Int(T(F)) tem ¢ seguinte diagrama de fase:

N
- se F =p € A
== 21(B,)
N
~
I
A N
\7 \/P S\/
a S > - a se F = B,
A A ™
T o
() !
r aT(Bz)
AN
\ ~ W
. |/S ’ S
=1 - T a
7 . se F = B
P 2
P
AN AN
l 4
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(*} <—-—-—-;3N
N/
€ 3N S
< >- - se F =C
I
s
i C
F

E claro que podemos tomar esta extensac de tal maneira que %
nao temha ligagoes de sela e que podemcs extender X' a X,
campo Morse-Smale em M, colocande um pogo no interior de cada
disco de M ~ Int(N) peis X & transversal a 8N no sentidc

de Int N a Ext N donde a proposigac estd demonstrada,

Corolédrio 2 -~ Seja M variedade diferentidvel compacta conexa

de dimensao dois sem bordo e f: M= M difeomor-
fismo periddico. Entdo eéxiste X: M= TM campo Mose-Smale

f-invariante sem orbitas fechadas donde foX, = Xfcf? t # O e

difeomorfisme M.S.

Demonstracgao: Por Palais [7] existe uma métrica riemaniana para

M para a qual f & uma isometria. O Corolaric

é, entao, evidente da proposigao basitande tocmar M = N.

Vamos agora examinar o problema das classe= de 1sotopia
que possuem M.S, em superficies, M, tais que x(M) 2 0, Temos
entao que M é uma das szeguintes superficies: a esfera, o

plano projetivo, o toro ou a garrafa de Klein.

2 ; .
No caso M = S, M possui somente duas classes de 1s0-

5 / ~ 2
topia a que preserva e a que inverte a orientagao de S e em

-
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cada uma delas poeodemos exibir um M,S.. No primeiro caso o tempo

um de um campo M.S. sem Srbitas fechadas, e.g. polo norte-=polo

i

sul, resoclve, No segundo casc podemeos tomar, por exemplo,
f = ReX, = X, oR, t #0, onde R ¢ a reflexdo no eixo € e X

o campo polc norte-polo sul com a necessaria simetria como mos

tra a figura abalxo:

"

Se M =P s6 temos uma classe de isoicpia, a da identidade, e
novamente o tempo um de um campo M.S, sem orbitas fechadas rescl

ve, por =sxempioc:

N

w
WV
AN

w
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M = T . Nesite casoc vamos mostrar que uma classe de isoicpia
. 2 .
se T possui M.,S5. se e somente se os autcvalores ds

Hl{m)GI# HI(M,Z)BC - HI(M,Z)OC sao numeros da forma =1, =i,

1 . ¥3; 1 3. . _ \ ’
- 5 . 31 e 4 2~i i%df Em particular, ¢ possui M.S, se e so

menie se ]tx‘H.(m)@lls 2 resultadc ja demecnstirado poer G. Fleaitas
num trabalho nao publicado. De fatc se exiszte f € ¢ M.,S. iemos

por Manning [ 4] que:

0 = entropia (f) = log max [lxll“lkﬂl} onde A, €

A, sdo os autovalores de H,(p)®Il. Como det H {p)®L = 1 se-
gue.se que ‘ll] = [121 = 1 donde ou A, e A&, sag resis, @

neste casc h, e Ay € {~1,+41}, ou os aurgvaiores de H,(p)®I

sao complexos da forma a £ ib, b # O satisfazendo 2a € Z
- b: ; A 1 W3

e a +b = 1 donde a £ ib ¢€é da forma =®=i, = 5 + Y51 ou

1 + JB B - ~ - - 45 = - . - .-\ § = -~ P -

5 1 O que prova a necessidade das condigoes acima, Ara
SR A 2

ver a suficiencia vamos considerar T COmo O Bspagd gquoeciento

] 23

i~ = % =
de R pelio grupo abeliano livre gerade pelas izomeirias de R

2

—2 N 5 i ¥
@ e B: a: (x,y) € R" s (x+1.,¥y) € R ¢ B: (x.y) € RT—={x y-1I

¢ grupo gerado pelas isometraias O e B peds ser identificado
com HI(Tz Z). Na base {a,B} d= HE(Té,Z}, H (@) & expres=so
por uma mairiz A = (_ d) € s4(2.2) e podemos obiter f € @ da

Corma B p

R4 ¥ |
S5e¢ os autovalores de H.(m)@l sac comMplexes entao f
é periddica e pelc Coroldrie 2 exisie M,S. xsotdpiucc a f.

Se ns autevalores de HI(¢)01 80 reais existe um subespgac uni

2 - '
dimensional A-invariante de R com 1nclinacao racicnal doende po



ey

_ 2 ~ , . " "
demaes obter y: & = T mergulho que nac limifa“ o disco & iwin-

variante i1.e. f(Y) = y. Podemos obter entcac G, o 0, mergu.
l:1}1.95 SI X [klﬁlj - T2 LeQe O,y u Oy = Tz, Int g, N Int 02 = @
e £ €@ t.q. f’ol =g, i = 1,2 e Uif’ gzl am

st x L~1/2, 1/2] & igual a um dés quatro difeemerfismos abaixos:

{I.')hﬁr(z,tt) ou lZ?f).-b(E,it)u

Em g (8 % L-1,2.1/2]) tomemos o campo («1l)" X", i =
onde X & o push-torward, via g., do campo com o seguinte

8 &

dragrama de fase convenientementbe simaty | co:

S“x0

Finslmente, =o.5 X uma extensao a T d¢ campo X’ O

i X ra o renhea IlngaO de sela

2] %o U tJ cjt's]x[-ut.,-a!./zj . Slel,/é,l]));cz(slx(ml/z;],--’.-?.))



Nestas condigoes X € um campo M.S. =, moiiticande f or uma
¢ P

-~ ) -
pPequena iscotoplia para evifar rtangondcias., 1Smos que 1'.&1 & um

M.S. em ¢ concluinde o caso M = T

. . i
5S¢ M g a garrafa de Klein, K™, vamos mesirar gus toda
classe de isotoplia de M  tem M.S.. Para ranto é suficiente mog
Lrar que dado @. classe de i1sclfopia de My podemos obier

. 1 ; ] %y a . .
f €@ e Y: S + M mergulhe bilareral que nao limifa disco |

i

f(Y) = Y pois, com um racic inio andlogo ao feito no caso de
M=T e H,(p)8I comw autovalores reais. abremos o resuliade

enunciado, Para ver isto vamos considoacr K~ o espago de dr-

bitas do grupo., G. gerado pelas i=someisrias @ ‘e B de R«
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a: (x,y) € R® — (x4+1,-y) € R®

B: (x,y) € R®— (x,y+1) € ®®

G pode ser identificado com ﬁl(KdUP), P € Kz, e dade g € G,

-3
gk ‘Dl

g = gk 1 . k= i e gl € [a,!’B:',i gl [ X -1 A existe nez
o ks £ 1841 '
glx.y) = (x & L' By (-1)F y + n)
gi=
para tode x e vy € R.

Tsto mostra que dado g € G existe uma expressao unica de
. n_ m y
g em termos de @ = B da forma B a , n e m¢€Z, Seja

» ] ~
Fyr: MoK P) & ﬁltKZ_P) a aplicagao induzida por f, difeomor-

fismo de @ gue deixa P fixo. Temos que

r.{g) = p%* & r.dp) =8%",

~

Dada F = {(f.,f. ): R » R, levantamento de f t.gqs

P{ﬁj = F, para P € R sobre P, temosz que:

1) f.(x+1.=y) = T, (x5¥) + &
2) f,({x+l,.y) = () f2(x,y) + ©
3 Filxw+l) = B.lmy) + B

4) 1__:{:4.}-‘71-} = (‘-"l,)b fg(x,y) + d

Por 3) temos que fl(x” ) ¢é uma homotopia em st o R/Z

de grav b e por 1) temos que fl(l, )JsR = T-f,(0, ) onde R
L

-~ - - ~ "1 "
¢ uma refiexao e I uma rotagao em 5 portanto

gr{f.{1, )sR) = gr(Tofl(O, 1) & - @ fl(l~ ) = gr fl(o, ) donde

o~

‘t;:,dr-f.(x, ):Ot -
: UFREGS

Ingtituic  de YV alamatics

BIBLIOTECS
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Analogamenie temos

o
o
o
o
m
f

donde

(£71), o £,(8) = (8°

B
logo dd = 1 e d==%1,
Azsim f*(ﬁ) = Bil provande ¢ que gueriamcos pols basta tcmar
1

Y: S =+ M mna classe de conjugaggo de B e meodificar f cone=

venientemente., Isto termina com o caso X(M) = O,

Passemos entdo a demonsiragac do Teorema A,

Teorema A -~ Se M é superficie diferencidvel sem bordo com
caracteristica de Buler-Poincaré X = X(M) < O e
¢ <classe de isotopia de M entaoc cada uma das seguintes condi

¢oes € necessdria e suficiente para gque @ possua M,8.

clo) = <fo) = 1
2) CC(Cp) ~ C:C:{Cp) = 1

r=
T

3) Vae8§ v ({ , ) métrica riemaniana de M
1
: N, yy-nN y
1am [3(¢ o Y5 @ (a))] =1
n+=
4) @ ¢ de tipo algebricamente finito.
Demonstraggo' Se existe f € ¢ M.S, Femecs por Bowen (2] que:

O = entrepia (f) 2 log C(f) = tog C(p)

donde C(f) = c¢(f) = 1. E c¢laro que 1) implica 2) e, pelas ob=

s com clas-

[

servagoes da Parrte I relacionando os elemenraos d



¥s {a,} @ {a,} injetiva tal que Y(al)

s B

ses de conjugacgdo de 'nl(Mﬁ, temos que:
1
. 0 R .
1im sup i({ 5 ¥, o a) < cclp) = 1,
nz 1
para todo a € 8§ e ( ), métrica riemaniana de M. Pelo
. 1
Teorema 3 existe o limite de (i({ , ), ®"(a))®) _ donde 3)
nzi

€ necesszdrio para 2)., Vamos provar agora que 3) implica 4).
De fato, supondo 3) vamos provar 4') onde:

4t) Existem £ € ©, {0} fam{lia finita e disjunta de mergulhos

o: Slx[mlgl] = M e mz21 t.q.

4va) f(Zo) o

il

4tb) f™(p) = p, PE M ~F Into e

]

4tr}) Existe métrica riemaniana de curvatura constante -1
em M« % Int ¢ t.qs f é isometria em M - ¥ Int g

e o( .-1), of ,1) s3c geodésicas fechadas.,

Realmente, por hipdétese ¢ pelos Teoremas 2 e 3 existe
f € @ gue é pej;ddica ou decomponiveli. Se podemcs obter
f € ¢ periddica estamos feitos de mode gue podemos supor que
existem difeomorfismos decomponiveis em . Seja entao

R = R(¢) o conjunto das familias nao triviais de curvas fechae

das simpies de M. {a}. tais que existe f € ¢ satisfazendc
f(Za) = Za. Em R vamos definir uma relagao reflexiva e iran-
Yitiva. < ., dada por {al] € {a,] se e somenie se existe

o

a, representam o

mesmo eiemento de §, para todc a E facil ver que,

i# _
{a;} = {a,} se e somente se {aIJ s {a,} e [32} < {aj},

¢ uma relagio de egquivaléncia em R, que < - induz uma relagaoc
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de ordem nas classes desta relagau de equivaléncia e, como a cardl

nalidade dos elementos de R ¢é limitada por K = K(X(M)) 2 1y

existem elementos maximais em R/= . Seja entdo f{a} € R t.q.
R .

{a} é maximal nesta ordem e f € ® t.q. f(£a) = Za. Temando

em M uma métrica de curvatura negativa, ( ., ), podemcs supor

pelo teorema de Gauss-Bonnet e pelo Teorema 10, pagina 243, de

i

ao gecdésicas fechadas

n

Bishop e Crittensen [1], que os a's
de ( , ). Seja {o,} familia de mergulhes disjuntos de
st x [-1,1] em M t.q. o.( ,0) = a., Modificando f por uma

1sotopia podemos supor que f(Eca) =Zg, e f(Za) =Za. Seja

N € M componente conexa de M -~ % Int 0., n =T(N)=2 1 e
a % .
; ; n -
g: N2 N o difeomorfismo induzido por f , gl(p) = [ (p)
p € N. Se N & a esfera menos trés discos abertos temos que
g é isotdpico A identidade donde, por Fenchei [3]. g & isotd-
pico & h, isometria periddica comc em L'c) Se N nao é a o=

~ 2 P,
fera menos tres discos abertos temos, pelc Teorema 2, que g =«

isotépico a h que é PA, decomponivel ou periddica.
3 ’*1 I a
Em qualquer caso, porém, g h & igecteopice & rdentida-
*

de de N, Seja entao F': IXN + N isoiopia ligando IN a g h,

A partir de F’ podemos obter uma isctopia de M, F, satisfa
zendoz:
1) F( ,0) = 9
2) F(pst) = F'(p,t) p €N e t €1
3) F(p,t) = p para todo t € I e p¢g V& M, V vizinhan-
ga conexa de N tal que VN a = ¢. para todo a,
Assim foF( ,1) ¢é isotdépica a f wvia f:F. Vamos agcera mos-



&30

-~

“rar gue h: N2 N no caso em que N ndo é a esfera menos tre

i

disces abertos, nac pode ser P.A., nem decomponivel. De fato se
b 4 decomponivel & {a’} ¢é uma familia nao trivial de curvas
fechadas simples de In#t(N) que decompoe h entédc a familia

~ 1 , y
nao trivaial {a} U {f (a") | a' € {a'} e -n< 15 0} ¢é estri-
tamente maior que {a} e decompoe {f.F{ 1) € ® que contradiz
a hipotese da maximalidade de f{a}. Se h é P.A, temos para al
gum A > 1 gue: lim 1(( , ), W (b)) = A onde b & uma cuy

kH0

va iecnada simples de InL(N) que nao iimiva disco cu cilindra,
Para k2 1 temos. pelo Teorema 10, pagina 243, de Bishop e
)

Critvenden [ 1], gue 4(( 3 )s Boeb = 4(g)., onde 4(g) € c

- o " - . - k
comprimentc de uma geodésica fechada simples isotdopica a h »b

: kM ’ -
em N cntida em int N e i(( , ). R eb ) =4(g'), onde g
& umae geoddsioa fechada simples 130fdp1ca a h ¢b @m M Pelo

trarema ve Gauss-Bonmmet e pelce fate de ([ | ) ter curvatura ne-

gatlva tomos que g = g que contradiz a hiposiese inicial uma

; kn k . " SELAMBS
vez que (PeF( 1)) - B em N o teriamos

' Cknp M
i aof ¢ )y @l 258 =% 5 L

Ko
As=im h ¢ periddica de periodo digamos T 2 1 o gue prova que
< ; 3 ; T .
feF{ 1} & periddica de periodo mm em |J f£7(N) 0 Tecroms
1EZ
~ -
Z nos= garanre rambém a existencia de uma métrica riemaniana de

curvatura con-*tante  +1  tal que as componentes conexas ds QN

sao geodésicas techadas e para qual h é uma isometria. Levan

; < S
to esta metrica a f°(N), O0< i< n, via f temos que
+ - ! i 5
£ T i) € uma 1somecria em U f (N), que esta métrica item
162

.curvatura constante =1 e que 8( U FI(N)) rem por COomponent os
1€2
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conexas geodésicas fechadas.

Procedendo da mesma maneira nas outras orbitas das componentes

conexas de M ~ (U o, vemos que @ satisfaz 4').

E claro que 4') implica 4) e gque 4) implica 1) pois ve-se facil-
m m -

mente que C(f ) = 1 uma vez que f = IM fora de um numero

finito de cilindros disjuntos mergulhadss em M e que C(£f")

_ C(f)m

Portantc de 4') segue-se 1) Vimos que 3) implica 4t)
vamos agora provar gue se @ 2 satisfaz L') podemcs exibir um M.S,
L3
em . Para vanto seja f € o, {0} e m2 1 comem 4'),
o 1 n “\] 4 17 S
Dado o e n = n(o) 2 1, o £ g S xL AJ & s'wla1,1] [ZR
sotépico a um difeomorfismo h de S x [.1,1] tal que h ¢é

igual, em Sl X [-1/2, 1/2], a um dos quatro difeomortismocs a-

baixos
(z,t)+—= (z.£%t) ocv (z,t)—=(2.£t)
=1 _.n ; : y 3 3 5 1 <
e h=2o0 f ¢ numa vizinhanca de S x -1 +# 8 X 1.
Seja entao: B’ isotopia de g 2 [afiedl] ligando
=1 0 =1
I a (o ~ f o) ¢ h, F tem, entaon, as seguintes
0 O G
propriedadess
1) F'( ,0) =1 em st x [-1.1]
2) l-r cg:F( ,1) = h
3) I"'"( yt) = 1 em uma vizinhanga S %=1 + SIX'. t € L.
Levando, via 0, esta i1sotopia para M obiemos uma 130tepia

F: MXT » M t.q,
i) F(p,t) = p para =0 e pEM owu pg€g e tEI
2) foF( ,1) é isobdépico a f e 0O: Six[ 1,1 4 M € um

mergulho t.q. G&l[ch( 1)1 otz, ) = (z,28) ou
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(::!,:t[-), z & Sl o

t € [-1/2, 1/2].

’ " g
Procedendo da mesma maneira nas outras Orbitas (f (0))163'

g € {CJ'],l e modificande f por uma isotopia obtemos expressoes
similares de fn(c) em um merguiho distinguidoe de cada f Eérbi_
ta de . {0}. Na subvariedade de M, M = (M =% Int o) U
U (® o(s'x[-1/2,1/21))

tomemos o campc X  f-invarianie obtido

em cada dérbita § = {fl(c(slx[mlfz,l/zj}))néz levando o campo

(z,8) v {(2.2) e (2z,t) ~~(2,£4t) dnvariante, comc mostra a figu-
ra.abaixo, peloc merguihec distinguido de 8 e em seguida iterando

por i =

e cada O6rbita, P, das componentes crnexas de

M « & Int g tomando o f iterado de um campo em N fn(N)nig

variante dado pela Prdéposicao 1 onde N & escolhbido e fixado

arbifraciamente aem .
Seja X

o~ 3 I
a extensan de X para M t.g

CRET

ft. A, =,
r‘.::r, U 'ru}ll'JsNOh‘\
y & MICAOB|DLoaY,
uf"l-.

loOTvTrRo A
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1) xltc(slxt_l,ml/zl) + gls™ 1/2,10)) & gl -1/2,1/2) Y,

para todo 0.
2) X nao tenha ligagoes de selas.

+a ; HL
Modificando f em X U(S'Ix[«-'l,mi/;‘:]} + o{sx[+1/2,1]) por uma
YEO

pequena isotopia para evitar tangéncias temocs que fcxl e M.S,
e foX, é isotdpice a £ wvia (f<X ) - donde feX, € ® o©

que prova o Teorema A,
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