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INTRODUÇÃO 

Todos os anéis considerados serao providos de unida 

de e, quase sempre, serão dorninios de integridade. 

Urna represe~tação de grau n de um grupo G sobre 

um anel R é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo 

das matrizes n x n inversiveis com coeficientesern R. Duas 

representações T e T' de um grupo G sobre R sao di-

tas equivalentes quando existe urna matriz P tal que , para 
-1 

todo elemento g de G, se tem T(g) = PT' (g)P • 

Urna representação T de um grupo finito G={g 1, ••• , gm} 

sobre um anel R pode ser estendida a urna representação T 

do anel de grupo RG , isto é, a um homomorfismo ~ de RG 

no anel das matrizes n x 

T(l) = I , fazendo - I 
[ 

m 

T i=l 

n com coeficientes 

r . g ·] = r r 1T ( g.; ) , 
~ ~ i=l .... 

em R, tal que 

com r 1ER. 

Dado um R-módulo M livre de posto n , corno o a-

nel das matrizes n x n com coeficientes em R e isomorfo 

ao anel dos endomorfismos de M, podemos, fi.xando uma base 

de M, considerar T corno um homomorfismo de RG no anel 

dos endomorfismos de M. 

Por outro lado, pode-se dar a M uma estrutura de 

RG-módulo, definindo a açao de G sobre M por: gm=T(g) (m) 

para gEG e rnEM . 

Dessa maneira, obtém- se urna correspondência bijeto­

ra entre as classes de equivalência das representações de 

grau n de um grupo G (ou do anel RG) sobre um anel R e 

-1-
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as classes de isomorfismo dos RG- módulos, que , como R-mó­

dulos, sao livres e de posto igual a n . 

Se A e um anel , um A-módulo M é dito decornponi 

vel se é possível expressá-lo como sorna direta de dois módu­

los não nulos. Em caso contrário, M é chamado indecornponi­

vel . A correspondência acima descrita associa módulos inde­

cornponiveis com representações indecornponiveis. 

Esses fatos nos sugerem que podemos generalizar o 

conceito de representação, considerando a qualquer A-módulo 

como uma representação do anel A. 

Dado, então , um anel A, surgem, de imediato, as se 

guintes questões: 

(i) Se qualquer A-módulo pode ou nao ser expresso corno so 

ma direta de A- módulos indecomponiveis. 

(ii) Determinar o número de À-módulos indecomponiveis nao 

isomor fos. 

(iii) Descrever os A- módulos indecomponiveis. 

{iv) Determinar se a decomposição de um A- módulo em A- mó­

d ulos indecomponiveis ê Única a menos de isornorfismos e da 

ordem dos somandos. 

No presente estudo, trataremos do último problema 

citado, no caso em que A é um anel de grupo de um grupo fi 

nito. 

Diz-se que um A-módulo M satisfaz a 

de Krull- Schrnidt se, sempre que tivermos duas 

çoes M = Ml ~ .. • m Mr: Nl m • •• m Ns desse 

propriedade 

decornposi­

A-módulo 
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em A-módulos indecomponíveis, s eguir-se que r é igual a s 

e M. é isomorfo a N., para todo i, depois de convenien 
~ ~ 

temente reenumerados os N. • 
J 

Diz-se que o teorema de Krull-Schmidt vale para um 

anel A ou que A satisfaz a propriedade de Krull-Schrnidt 

quando todo A-módulo finitamente gerado satisfaz ao teore-

ma de Krull-Schmidt. 

Quando o anel A satisfaz ao teorema de Krull-

Schmidt e todo A-módulo finitamente gerado é soma direta 

finita de A-módulos indecomponíveis, valem as seguintes pro 

priedades: 

1) Se M e N sao A-módulos finitamen t e gerados, N um so 

mando direto de M e M = M1 ~ . • . ~ Mr é uma decomposição 

de M em submódulos indecomponlveis, então N é isomorfo à 

soma direta de um subconjunto do conjunto dos M1 . 

~} Se L, M e N são A-módulos finitamente gerados, L~ M;; L~ N 

implica M N. Esta propriedade é conhecida como a propri~ 

dade do cancelamento . 

3} Se M e N sao A-módulos finitamente gerados e Mr;; Nr 

para algum inteiro positivo r, então M = N. 

As demonstrações dessas propriedades consistem sim­

plesmente em decompor os módulos envolvidos em indecomponi-

veis e aplicar o teorema de Krull-Schmidt. 

Como veremos no capítulo V, nenhuma dessas pro­

priedades é suficiente para assegurar a validade do teorema 

de Krull-Schmidt. 

• •• 
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No capítulo I , demonstraremos o teorema de Krull 

Schrnidt para anéis artinianos , resultado obtido por Ajumaya. 

No capítulo II, apresentamos um exemplo construi-

do por Reiner da não validade do teorema no caso em que 

A=RG, sendo R o anel dos inteiros algébricos de um corpo de 

números algébricos. 

No capítulo III , veremos a demonstração do teore­

ma de Krull-Schmidt para álgebras finitamente geradas so-

bre anéis locais noetherianos completos, conforme o cami-

nho adotado por R. G. Swan. 

No capítulo IV, estudamos o cas o em que A = RG, 

com R um anel de valorização discreta de característica z~ 

r o . Apresentamos um resultado de Jones, que dá uma condi-

çao necessária e suficiente para a validade do teorema quan-

do o grupo G é comutativo e o anel R 
~ 

e o dos racionais 

p- inteiros, onde p é um primo, e uma generalização de 

Jacobinski para a suficiência no caso de p - grupos nao co­

mutativos com p um primo ímpar. 

Finalmente, no capítulo V, es tendemos alguns des -

ses resultados para R- ordens . 

A seguir, apresentaremos algumas definições e resul 

tados que se constituem em pré-requisitos para omaterial con 

tido nesta dissertação. 

Se A é um anel e M e N sao A-módulos , defin~ 

se comumente ExtA(M, N) por ExtA(M, N) ~ H1 (HomA(PM , N)), 

onde PM é uma resolução projetiva contr aída de M e H1 é 
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o primeiro grupo de homologia. Para nós, serao mais conveni-

entes duas outras caracterizações de ExtA(M , N) que descre 

veremos abaixo: 

1) Dado um domínio de Dedekind R cujo corpo de quocien-

tes é K e um grupo finito G, sejam M e N RG-módulos 

que, como R-módulos, são livres de posto finito . 

.. 
Uma função de ligação do par M, N e um R-homo-

morfismo definido em RG com valores em Ho~(N, M) tal que: 

F(xy) (m} = xF(y) (m) + F(x) (ym), para x,yERG e mEN. 

O conjunto B(M, N) cujos elementos sao todas as 

funções de ligação do par M, N e um grupo comutativo com 

a soma de funções e um R-módulo finitamente gerado sem tor-

çao. 

Uma função de ligação F do par M, N é dita urna 

função de ligação interna se puder ser calculada por uma fór 

mula do tipo: F (x) (m) = xD (m) - Dxm, para x.;RG e meN, on 

de D é um R-homomorfismo fixo de N em M. 

O conjunto B' (M, N} formado pelas funções de lig~ · 

çao interna do par M, N é um R-submódulo de B (M, N) e de 

fine- se ExtRG(M, N) = B(M, N) 

B I (M, N) 

Sejam T e U as representações matriciais de M 

e N respectivamente. Em linguagem matricial, a uma função 

de ligação FEB(M, N) corresponde uma função L que a cada 

elemento g de G associa a matriz L(g) tal que a função 

que leva g na matriz 
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L ( g} 'j 
u (g} 

é uma representação matricial de G. 

Se F é uma função de ligação interna do par M, N 

então existe uma matriz D com coeficientes em R tal que 

L(g} = T(g)D - DU( g} para todo g de G. 

Seja P um ideal primo de R que contém o ideal g§:_ 

rado em R pela ordem do grupo G e seja !GIR=PaP
1
al •.. P/'r 

a expressao de IGIR como produto de ideais primos. 

A parte P- primária de ExtRG(M, N) é definida co 

mo sendo o conjunto dos elementos F€EXtRG(M, N) 

PaF = O. 

Valem os seguintes teoremas: 

TEOREMA 0.1. A parte P-primária de ExtRG(M, N} 

tais que 

e igual 

a~ ExtRG{M, N), onde Rp é a localização de R em P. 

TEOREMA 0.3. IGI ExtRG(M , N) =o. 

As demonstrações destes teoremas, bem como os deta­

lhes desta caracterização podem ser encontradas em (3, Seção 

75) • 

2) Sejam M e N RG-módulos . Uma extensão de M por N ~ 

e 

uma sequência exata de RG-módulos do tipo: 

O- M- X - N-O. 

Duas extensões e: e E 1 de M por N sao di tas 
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equivalentes se existe um homomorfismo ~:E ~E' que torna 

comutativo o diagrama: 

e: == o E--+N---+0 

e:• =O--+ M --+E'--+ N--+ O. 

Pode- se definir ExtRG(N, M) como o conjunto das classes de 

equivalência das extensões de M por N e definir uma soma 

de classes que torna ExtRG(N, M) um grupo no qual o elemen 

to neutro é a classe de equivalência da extensão 

O --+ M--+ M E9 N --+ N --+ O. 

Resulta que se ExtRG(N,M}=O, toda extensão de M por N 

cinde. 

Os detalhes desta caracterização podem ser encontra 

dos em {16, II 49). 

Um RG-módulo M é denominado R- redutível se con-

tém um RG-submódulo não nulo cujo posto sobre R seja me­

nor que o de M. Em caso contrário, M diz-se R-irredutí-

vel. 

Uma cadeia M = ~ ~ ~-l ~ .•• ~Mo =O de RG-sub 

mó4ulos de M é chamada uma série de R-composição de M, 

quando: 

(i) Como R-módulo, 
.. 
e um somando direto de M . , para 

l. 

i = 1, 

(i i) 

2, • .• h. 
Mi 

e um RG-rnódulo R-irredutível, para i=l,2, ... ,h. 
M.-1 

l. 

Os fatores sao chamados fatores de R-com-
M.-1 

l. 
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posição de M. Ne m sempre os fatores de R-composição sao 

unicamente determinados a menos de RG-isomorfismo e ordem 

de ocorrência. Vale , no entanto, o seguinte teorema : 

TEOREMA 0 . 4. Seja R um anel de valorização discreta e G 

um grupo finito. Se IG!R = R, então os fatores de R- compQ 

sição de um RG- módulo M, que como R-módulo seja l i vre 

de posto finito , são Únicos a menos de RG-isomorfismo e or-

dem de ocorrência (3, 76 . 19) . 

Dado um anel R, definimos o radical de Jacobson 

de R como sendo a interseção de todos os ideais maximais 

de R e o representaremos por rad R. o rad R é um ideal 

b i lateral de R. Vamos precisar do seguinte resultado: 

LEMA 0.5. {Nakayama) . Seja M um R-módulo finitamente 

gerado e N um subrnÓdulo de M. 

Se M = N + (rad R)M e n tão N = M. 

Um R-módulo simples (ou irredutível) -e um R-módu-

lo que não admite submódulos não triviais. Um R-módulo M é 

dito semisimpl es quando todo s ubmódulo de M é somando dire 

to de M. Isto equivale a afirmar que M 
.. 
e sorna di r e t a de 

submÓdulos simples. Um anel R é semisimples quando for se-

misimples como R- módulo . Isto ocorre se e só se todo R- mó 

dulo é sernisimp les. Valem ainda os seguintes resultados: 

LEMA 0.6. Se M 
... 
e um R-módulo simpl es, Ho~(.r-1, M) e um 

anel com divisão. 
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LEMA 0.7. Se R é semisimples, rad R= C. 

LEMA 0.8. Se R é artiniano e 

misimples . 

LEMA 0.9. rad [ R l =O. 
rad R 

rad R = O, então R 
~ 

e se-

Necessitaremos também alguns resultados sobre exten 

soes ciclotômicas, cujas demonstrações estão em (20). 

TEOREMA 0.10 . Sejam m um inteiro positivo e p 
.. 

um numero 
A 

primo . Se Q é o completamente p-ádico de Q e f o po-

linômio ciclotômico de ordem m em Q[x], então o número de 

extensões do ideal gerado em Z por p à Q(m;-f) é igual 

ao número de fatores irredutiveis distintos de f em 
A 

Q[x] (20 , 2-4-5 e 2-4-6). 

Seja O o anel dos inteiros de Q(m;-T). 

TEOREMA 0.11. Se p nao divide m, pO = P1P 2 ••• Pr ondeos 

P. sao ideais primos distintos de O e r = ~(m) onde 
1 d 

é a função de Euler e d é a ordem de p no grupo dos i!!_ 

z verslveis do anel 
mZ 

(20, 7- 2-4). 

TEOREMA O .12. Se m é uma potência de p, então p tem uma 
s 

Única extensão a Q(m;-T} a qual é dada por : pO=(l- ~)~(p) 

onde p
5 = m e ç é uma raiz m-êsima primitiva da unidade 

(20, 7-4-1) . 

TEOREMA 0.13. onde -p nao divide m', en-
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tão: pO (P 1 . . . P r) 4> (ps) onde r ::: 
4> (m'} e = 

d' 
d' e a or-

dem de dos inversiveis de z 
p no grupo (20 , 7 - 4 - 3) . 

m' z 

TEOREMA 0.14. Seja P o ideal maximal do anel de valoriz a ­

ção de um corpo valorizado F e seja E uma extensão fini ­

ta de F, tal que F ®F E é semisimples , onde F é o c om­

de F. se Ql , Q2 , .•. , Qr sao as e x ten 

" 

pletamente P-ádico 

sões de P a E e E i 
.. 
e o completamente Qi - ádico de E p~ 

r a i = 1, 2, •. • , r, " " "' tem-se: F ®F E ;; El ~ . . . @ E (20, r 

2-5-11) . 

Seja G um grupo finito e K um corpo cuja car ac­

teristi ca não divide a ordem de G. Suponhamos que KG s e -

ja isomorfo a 
r 
e A. r 

j=l J 
onde A. 

J 

com D. 
) 

anel com divisão. Seja F 

é o anel de matrizes M (O.) 
n j J 

uma extensão de K que 

seja um corpo de decomposição de G e M um FG-rnódulo sim 

ples ao qual corresponde a representação ~ de G. 

Seja À o caráter de ~' isto é , a f unção de G 

em F que a cada elemento g de G associa o traço da ma-

triz ~(g). 

LEMA 0.15. Existe um Único j 

tro de é isomorfo a K(À), 

tal que 

onde 

A.M ~ O, e o cen­
J 

K(À) é a extensão de 

K obtida pela adj.unção dos elementos À ( g) , com g per co_;: 

rendo G. ( 4, 2 4. 7) . 

Define-se o indice de Schur de ~ sobre K como 
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sendo a raiz quadrada da dimensão de D. 
J 

sobre K(À). 

TEOREMA 0.16. (Roquette}. Se G é um grupo nilpotente de OE 

dem Ímpar, o índice de Schur de uma representação irredutí 

ve1 de G sobre K e igual a 1 (18) . 



CAP!TULO I 

Dado um anel R, um R-módulo M é dito artiniano 

se ele obedece a uma das seguintes condições equivalentes: 

{i) Todo conjunto não vazio de submódulos de M possui p~ 

lo menos um elemento minimal. 

{ii) Toda cadeia descendente M 2M 
1 

::> ::>M 
2 - ••• - i a . . . de sub-

módulos de M é es t ac ionária , ou seja , existe mo tal que 

Mi =~o para i maior ou igual a m
0

• 

Um R-módulo M é chamado noetheriano quando obede 

cer a uma das seguintes condições equivalentes: 

{i} Todo conjunto não vazio de submódulos de M contém p~ 

lo menos um elenento maximal . 

{ii) Toda cadei a ascendente M S. M S. c M c . .. - i - de submó 

dulos de M é estacionária. 

LEMA 1.1. Um módulo M é noetheriano se e somente se todo 

submódulo de M é finitame n te gerado. 

Demonstração: Se ja M noetheriano e N um submódulo de ~1. O 

conjunto dos submódulos. finitamente gerados de N é não vazio 

e , portanto , admite um e l emento maximal N0 • Se x é um ele­

mento de N, como o submódulo gerado por x e N 
0 

é finita­

mente gerado, contém N0 eestácontidoem N, resulta que este 

- 12-

U. F. R. G. S. 
t .. t de rv·atemática 

ln S llU O 

~ l R\ \O T t CA 
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submódulo é igua l a N 0 e, portanto, x pertence a N0• Lo 

go , N = N
0 

e, portanto, N é finitamente gerado. Se, por 

outro lado, todo submódulo de M for finitamente gerado, d~ 

da uma cadeia ascendente M CMC CMC 1- 2 - ~ · · - i- ... , a união dos 

Mi será um submÓdulo de M e, portanto, finitamente gerado . 

Assim sendo, a cadeia será estacionária a partir daquele Mi 

que contiver todos os geradores da união. O 

LEMA 1.2. Seja N um submódulo de M. Então: 

(i) M é noetheriano 
~ 

N 
M 

noetherianos. se e so se e N sao 

(i i) M 
.. 

artiniano se 
.. 

N M artinianos . e e so se e N sao 

Demonstras:ão: Suponhamos que N e M sejam 
N 

noetherianos e 

seja M 
1 
~ M

2 
c ~ M

1 
~ uma cadeia de submódulos de M. 

As cadeias 

e 

c 

N N 

sao ascendentes e, portanto, estacionárias . Assim, para i 

maior ou igual a um certo j fixo , teremos: M. nN 
~ 

= M. nN 
J 

e 

Mi+N M·+N 
= J Dado X em M. I tem-se X + N = y + N, 

N N ~ 

com y em M . • 
J 

Então: X - y € NnMi = NnM., 
J 

donde X - y 

está em M. 
J 

e, portanto, X pertence a M. • 
J 

Logo: Mi = M. 
J 

para i 2: j . A ... ... 
imedia-rec~proca e 

ta e a demonstração para o caso artiniano é inteiramente anã 

loga. O 
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COROLÂRIO 1. 3. Uma soma direta finita de módulos é noethe-

riana (ou artiniana) se e só se cada somando é noetheriano 

(ou artiniano) • 

TEOREMA 1. 4. Todo R- módulo que satisfaz a uma das condi­

ções de cadeia é soma direta finita de R- módulos indecompQ 

nlveis. 

Demonstração: Suponhamos que M nao seja soma direta fini-

ta de indecomponiveis. Em particular, M = M1 ~ M2 com M
1 

e M
2 

não triviais e com pelo menos um dos dois, M
1 

ou M2 , 

decomponlvel. Assim, supondo M2 decomponlvel, 

com M 1 , M 2 1 e .t-1 2 2 nao triviais. Pela suposição feita , P2. 

demos prosseguir na decomposição de M obtendo,por indução, 

uma decomposição infinita M = 
00 

~ 

i=l 
M. 

l. 
com os 

viais. As cadeias infinitas não estacionárias 

e 

~ 
i=2 

M. 
l. 

00 

M. 
l. 

mostram que M nao e noetheriano nem artiniano. O 

na o tri-

Se um R~módulo nao obedece a nenhuma das condi-

çoes de cadeia, o resultado acima não se mantém . Na verdade, 

o exemplo que. apresentamos a seguir mostra que um módulo po­

de até mesmo não admitir decomposição alguma em submódulos 
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indecornponiveis. 

EXEMPLO 1. 5 . Seja A o anel das funções continuas de Q em 

m, no qual as operações de sorna e multiplicação são defini­

das a partir das operações correspondentes de JR, e onde con 

siderarnos em Q a topologia induzida da topologia usual da 

reta lR. Consideremos A corno A-módulo. 

Se f é um idempotente de A, ternos que f (x} = x, 

para todo x de Q. Consequenternente, os Únicos valores que 

f pode assumir são O e 1. 

A função h : Q -

x < 12' e h (x) = 1 para 

potente não trivial de A, 

m definida por h(x) ==O para 

x > r2' é um exemplo de um idem 

o que nos garante a decomponibi-

lidade de A, pois, nesse caso , A = Ah e A (1-h), onde 1 

é a função constante de Q em lR que assume o valor 1 em 

todos os pontos. 

Seja f um idempotente nao nulo de A e seja a€Q 

um ponto no qual f(a) = 1. Como f é continua e so assume 

os valores O e 1 existe uma vizinhança de raio r de a 

em Q na qual f é sempre igual a 1. Escolhamos b < c < d 

em lR tais que b, c e d sejam irracionais e o intervalo 

fechado da reta de extremos b e d esteja contido na vizi 

nhança de raio r de a em lR. 

Vamos definir duas funções g
1 

e g
2 

de Q em lR 

por: 

(i) Se x<b ou x>d, g
1

(x) = f(x) e g
2

(x) =O. 

(11) Se b <x <c, g
1 

(x) = 1 e g
2

(x) =O . 
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(iii} Se C < X < d, g 
1 

(x) = O e g 
2 

(x) = 1. 

Então, g e g pertencem a A, sao idempoten-
l 2 

tes e Como vemos, nenhum idempotente de A -e 

primitivo. Assim sendo, todo somando direto de A é um A- módu 

lo decomponível. 

Um anel A é chamado um anel local quando se veri-

fica uma das três propriedades equivalentes abaixo: 

(i} A tem um único ideal maximal. 

(i i) O conjunto dos elementos não inversíveis de 

um ideal bilateral. 

A forma 

{iii) Dados x e y em A, se x e y sao nao inversí-

veis, então X+ y é não inversível. 

Se A e local, o seu ideal maximal é precisamente 

aquele cujos elementos sao os não inversíveis de A e coin-

cide com o radical de Jacobson de A. 

LEMA 1.6. Se M -e um A-módulo indecomponivel, artiniano e 

noetheriano, o anel HomA(M, M) é local. 

Demonstração: Basta verificar que se f,g€HomA(M, M) sao 

tais que f + a = 1 um dos dois é inversível. 
J M 

Com efeito, nesse caso, se ~ + $ é inversível, e -

xiste 8 invers!vel tal que {~+$)e = 1M' donde, por exem­

plo, ~e é inversível e existe ~ inversível com ~e~ = 1~, 
do que segue que 

Sejam 

para i > 1. 

~ = (9~)-1. 

e 
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Como M e artiniano e noetheriano , as cadeias 

e 

sao estacionárias a partir de um certo Índice j. 

Seja h a restrição de ao conjunto com 

valores em Im f 2 j = Im fj. Pela maneira como é definida, h 

é um epimorfismo . Além disso, se fj(fj(x)) =O, x perten-

ce ao e, portanto, fj ( x) = O. 

Logo, h e um isomorfismo. Tomando k = ih- 1 , on­

de i é a inclusão de Im fj em M, temos que a sequência 

exat a 

- M --+ 
"}Ç" 

o - - o 

cinde, o que, como M é indecomponivel, imp l i ca em Imfj=O 

ou Im fj = M. 

Se Im fj =O , tem-se 

1 +f+ . . • + 
·-1 

f) = 

e, portanto, g é inversível. 

e, nesse caso , 

- 1 = g 

Se Im f = M, resulta Ker fj = O e dai se obtém 

que Im f = M e Ker f = O, sendo então f inversível . O 

LEMA 1.7 . (Lema X) . Dado o seguinte diagrama de sequências 

exatas 
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M'~ y N' I 

X/ 

y ~ 
N' M' ' 

/ ~ o o 

se T$ for isomorfismo , ~o também o será . 

Demonstração : Primeiro, vejamos que se T$ e monomor fismo 

~o também o é . Seja xe:N'. Se ljl(o(x}) = O, o( x ) está em 

Ke r ~ = Im $, donde o(x) = $(m') com m' em M ' . Dai : 

T($(m') ) = T(o(x)) =O, o que implica m' =O, donde o(x)=O 

e , consequentemente, x = O. 

Suponhamos agora q ue T$ seja um epimorfismo e to-

memos y em M'' . Temos y ; ljl(x) para algwn x de X. A 

lém dis so , T( x) = T($(m ' )) , com m' em M'. Segue dai que 

x- $(m ' ) está em Ker T =Imo e , portanto, x-~(m ' )=o( n '), 

com n ' em N'. Mas ljl(o(n ')=ljl(x)-~($(m')) = ljl(x) =y . O 

TEOREMA 1.8. Seja A um anel tal que HomA(L,L) é um anel 

local s empre que L for um A- módulo indecomponível. 

Se M e um A-módulo noetheriano (ou artiniano) , 

então , M satisfaz ao teorema de Krull- Schmidt. 

De monstraç ão: Sejam M = 
m 
fi) 

i=l 
l'-1. 

l. 
= 

n 
@ 

j=l 
N. 

J 
duas decomposi-

çoes de M em módulos indecomponíveis. Faremos a demonstra-
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çao por indução sobre m. Se m = 1, M é indecomponível e 

resulta m = n = 1 

Sejam TI. = 
~ 

~. :M. - M, ~j :Nj 
~ ~ 

decomposições dadas. 

e M = M = N 
1 1 

H --+ Mi ' 

--+ M as 

Temos que 

TI~:M--+ N. as p rojeções e 
J J 

inclusões correspondentes às 
n 

1 = I ~!TI~ e, portanto, 
M j=l J J 

Como HomA(M, M) é um anel local, 
.. 
e 

inversível para algum j . 
1 

Aplicando o lema X ao diagrama 

abaixo 

o o 

~ / 
Ml M 

1 

~~ J1 N · J1 

/-)'~ 
Ker 11' 1~; 

/ 
l 

o 

obtemos a cisão da sequência exat a . 

O - Ker rr 1 $~ 
J 1 

--+N. 
J l 

e, portanto, 

Nj1 

ImTI~ ~l 
J 1 

~o 

-M- o 
1 

Como e indecomponível e M1 ..: O, tem-se 

Ker n 1 ~j =O e, portanto, 
1 

ít l<Pjl 
~ 

e um isomorfismo entre 



-20-

e H
1

• 

Para concluir , aplicamos o lema X ao diagrama 

o 

o 

N· 
J 1 • 

~ 
m 
Qt 

/i~2 

/ 
M. 

l. 

M. 
7 
~n 

ffi N . 
j=l J 

j~jl ~ 
o 

obtendo 
m 
Ell 

i=2 
f\1 ~ -

l. 
N., 

J 
e seguindo- se o teorema pela hipÓ 

tese de indução . O 

COROLÂRIO 1. 9. Se M é um A-módulo noetheriano e ar·tinia-

no, então M satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt. 

Demonstracão : Sejam 
m 

M = ~ !·\= 
i=l 

n 
O) NJ. 

j=l 
duas decomposi-

çoes de M em módulos indecomponiveis. Pelo lema l. 2. os 

M. e os N . são noetherianos e artinianos e, pelo lema 1 . 6, 
l. J 

podemos concluir que os anéis HomA (M. , M,) 
1. l. 

são locais. Dai, a mesma demonstração do teorema anteriorocs 

permite obter o resultado desejado . O 

Convém observar que a unicidade obtida pelo teorema 

de Krull-Schmidt 
... 
e a menos de isomorfismos e que os soman-
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dos indecomponíveis nao necessitam ser únicos, q uando consi­

derados como conjuntos . 

Por exemplo, se V e um espaço ve torial de dimen­

sao finita sobre um corpo K, V satisfaz ao teorema de 

Krull-Schmi dt, mas podemos obter decomposições distintas de 

V, tomando bases di fe rentes de V. 

Dizemos que um anel A é artiniano ou noetheriano 

conforme ele seja artiniano ou noetheriano considerado como 

A-módulo. 

LEMA 1.10 . Todo módulo finitamente gerado sobre um anel ar­

tiniano (ou noetheriano) é artiniano (ou noetheriano). 

Demonstração : Seja A um anel artiniano e M um A-módulo 

fin i tamente gerado. Ent ão , M é imagem homomórfica de um R­

módulo L l ivre de posto f ini to . 

Como L- Rn =R~ .•. ~ R (n ve zes) para algum i~ 

teiro positivo n , L é um R-módulo artiniano, o que impli 

ca que suas imagens homomórficas se jam R-módulos 

nos. O 

artinia-

LEMA 1.11. Se A é anel artiniano, A satisfaz a proprie­

dade de Krull- Schmidt . 

Demonstração: Bas ta observar que todo módulo finitamente ge­

rado s obre r~ é artiniano e noetheriano (pois, todo anel ar 

tiniano é noetheriano). 

TEORE~m 1.12. Se R é um anel a rtiniano e G um grupo fi -
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nito , o anel de grupo RG satisfaz a propriedade de Krull-

Schmidt . 

Demonstração: Como R é artiniano , RG 
.. 
e um R-módulo . ar 

t iniano. Como todo ideal de RG é um R-submÓdulo de RG, se 

gue-se que RG é um anel artiniano e o teorema é uma conse-

quência do lema anterior. O 

P. F. R. G. S. 
1t1t ilul•i ele i, ·~;:.e ~Mic:1 

B I 8 L l O T t: CA 



CAP!TULO I I 

Seja K um corpo de números algébricos e R o anel 

dos inteiros algébricos de K. Neste capítulo, veremos que 

nem sempre o anel de grupo RG de um grupo finito G satis 

faz a propriedade de Krull-Schrnidt. 

Convencionaremos chamar de RG-rnódulo a todo RG-rnó 

dulo finitamente gerado que, como R-módulo, seja sem tor-

ção, o que , como R é um dominio de Dedekind, equivale a 

considerar apenas os RG-módulos finitamente gerados que se-

jam R- projetivos. 

Inicialmente, veremos que a propriedade de Krull-

Schmidt falha trivialmente se - -R possui ideais q ue nao sao 

principais. 

Tomando G como sendo o grupo unitário trivial, t~ 

mos RG = R. Se J 1 , J 2 , .•• Jn são ideais de R, sabemos que 

@ Jn = R @ ••• ID R ID J 1 ... Jn' onde R aparece n-1 

vezes no lado direito desse isomorfismo. Se J -e um ideal 

não princ-ipal de R, temos que , corno R-módulos J nao po-

de ser isomorfo a R, apesar de que, como vimos acima, 

Como os ideais de R sao finitamente gerados, sem 

torção e indecomponíveis, temos aí duas decomposições , essen 

- 23-
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cialmente diferentes , de um mesmo RG- módulo. 

Consideraremos, agora , o caso em que R é um domí-

nio de ideais principais. Nesse caso, todo RG-módulo terá u 

ma base finita sobre R. 

Sejam M e N RG-módulos. Dado um elemento F de 

ExtRG(N, M), podemos associar a F um RG-módulo, o qual é 

urna extensão de M por N, cuja classe de extensão é F, e 

anotaremos este módulo por (M, N: F) ou por 

notação esta que corresponde à representação matricial asso­

ciada a esse módulo. 

LEMA 2.1. Seja A um anel arbitrário e M e N dois A-

-módulos. e L e urna exten 

-sao de M por N, dado um A-endomorfismo f de L, tem 

se: 

(i) f (M) S M 

(ii) f induz um homomorfismo f' :N -+ N 

{iii) A aplicação de HomA (L, L) em HomA (M, M) <D HomA (N, N) 

que leva f no par (fiM, f') é um monomorfismo . 

Demonstração: Na sequência exata 

identificamos M com i(M}. Como jfiEHomA(M, N), 

jfi =O e, portanto, f(i(M))SKer j = i(M). 

Ou seja, f(M)!:: H, donde fjMEHomA (M , M) . O 

tem-se 
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Para definir f', dado um elemento n de N, es-

colhemos x em L tal que j(x) = n e fazemos 
n n 

f' {n) = 

= j(f(xn)) . 

Se x' ~ 

e - n outro elemento de L tal que j (x') = n, n 

como j {x ' n - xn) = o , tem-se que x' n - X € i (M) n e portanto 

f(x ' - x )Ei(M), do que segue que j (f(xn' - xn)) =O, ou se n n , 

ja, j(f(x~) ) = j(f(xn)), o que mostra estar f ' bem defi­

nida . 

Suponhamos agora que f iM= f' =O. 

Se fiM= O, f(i(M)) =O e a aplicação de N em 

L que leva n em f (x ) 
n 

n = j (x ) = j (x') n n vem que 

resulta f (x - x ' ) = O 
n n ' 

Por outro lado, 

estará bem definida, pois, se 

x - x' E: Ker j = i (M) , n n do que 

ou seja, 

f ' = o implica que j(f(x)) =O, 
n 

para todo n de N e, portanto , f(x )Ei(M), para 
n mEN, 

o que nos permite considerar a função que leva n em f{x } 
n 

um elemento de HomA(N, M) e, portanto, igual à função cons 

tante nula, do que resulta f =O. 

LEMA 2.2 . Sejam M e N RG-módulos indecomponfveis tais 

que Ho~G(KM, KN) = Ho~G(KN, KM) = O 

to de ExtRG(N , M). Então: (M, N; F) 

e só se F = O. 

e seja F um elemen 

é decomponível se 

Demonstração: Se F= O, F é a e xtensão trivial de M por 

N, ou se j a , (M, N; F) ~ M ~ N e, portant o, (M , N; F) 

decomponível . 
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Suponhamos, então, que {M, N; F) seja decomponl-

vel e façamos (M,N; F) = L =A ED B, com A ~ o ~ B. 

Seja 1f :L -+ L a projeção de L sobre A . 
1 

Se <P - RG-homomorfismo de M em N, podemos e um 

associar a <P o KG-homomorfismo 1 ® <P de KM em KN de-

finido por (1 ® <P) (k ® m) = k ® <P(m) par a k em K e m 

em M. Pela hipótese, teremos que 1 ® <P =O . 

Assim sendo, 1 ® <P{m) =O para todo m em M, o 

que implica que <P {m) é um elemento de torção sobre R pois 

K é o corpo de quocientes de R. Como N é sem torção so­

bre R, concluímos que <P(m) =O para todo m em M. 

Portanto, Ho~G(M, N) =O e, da mesma forma , obte 

mos que Ho~G{N, M) =O. Assim, podemos aplicar o lema an­

terior para obter que n 1 (M) S M. 

Como (n
1

jM} 2 =rr
1

jM, pois n
1 

é uma projeção, vemos que 

n 1 IM é uma projeção de M e sua imagem, consequentemente, 

é um somando direto de M. Como M é indecomponível , resul 

ta que n 
1 

(M) = O ou 7T 
1 

(M) = M. 

Suponhamos que n 
1 

(M} = O. Nesse caso, MS B e te-

mos: N A EB B - B 
M A e M. Como N -e indecomponlvel e 

A~ O, resulta que N ;; A e B M. 

Suponhamos que TI 
1 

(M) :::: M. Nesse caso, MS A e te 

N - A EB B - A 
Ei) B. Como N é indecornponivel e B~O mos = = M H 

resulta A ;; M e N -= B. 

Portanto, (M, N; F) = L -= t-1 ED N, donde F = o. o 

TEOREMA 2. 3. Sejam A, B e C RG-módulos tais que KA, KB e 
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KC sao KG-módulos irredutiveis nao isomorfos dois a dois e 

tais que existem elementos F em ExtRG(B, A) e F ' em 

ExtRG(C, A) cujas ordens são relativamente primas. Então, 

A, (A, B; F) e (A, C; F') são RG-módulos indecompon! 

veis e A Q) (A, B ~ C; F + F I) - (A, B i F) E9 (A, c ; F} • 

Demonstração: Como KA, KB e KC sao irredutiveis , A, 

B e C devem ser indecomponiveis. Como KA ~ KB, KB ~ KC e 

KA ~ KC , obtemos que Ho~G(KA , KB} = Ho~G(KB, KA) = 

= Ho~G (KA, KC) = Ho~G (KC, KA) = Ho~G (KB,KC) = Ho~G (KC,KB) = 

= O. Como F e F' são diferentes de zero, o lema ante-

rior nos permite afirmar que os RG-mÓdulos (A , B; F) e 

(A, C; F') são indecomponiveis. 

Seja M =A E9 (A, B e C; F+ F'). Em notação matri 

cial: 

Como m e 

colher um inteiro 

Fazendo 

onde os símbolos I 

A 

M = 

o 
A 

o 
F 

o 
F ' 

B O 

c 

n sao relativamente primos, podemos 

k tal que kn - 1 módulo m. 

f 
I kni o o 

xl I o o = 

l I o 
I 

represe ntam as matrizes identidades 

es 

con 



venientes , obtemos 

I kni 

- 1 I M =X MX = 1 1 1 

e resulta 

o o 
o o 
I o 

I 

A 
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A o 
A 

O knF 

A F 

B 

o o 
F F' 

B o 
c 

knF' 

F ' 

o 
c 

r 

l 
I -kni o o .... 

I o o 
I o 

I 

Mas n é a ordem de F ' em ExtRG(C, A) e, por­

tanto, knF' = O e podemos escolher T tal que knF' = AT - TC . 

Fazendo agora 

I o o T 

x2 = I o o 
I o 

I 

vamos ter 

I o o '].' A o knF knF' I o o 

~T1 - 1 I o o A F F' I o M2=X2M1X2 = 
I o B o I 

I c I J 

e resulta 

[~ 
o knF o 1 

J . 

A F F' 
M2 = 

o B o 
o o c 
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Como knF = F em ExtRG(B, A) pois kn = 1 módu-

lo 
... 

a ordem de F ExtRG(B, A) , fazendo m, e m e em 

I o o o 

x3 -I I o o = 
I o 

I 

obtemos M3 = X3?42X3 
- l = 

I o o o A o F o I o o o A o· F o 
- I I o o A F F ' I I o o A o F' 

= 
I o B o I o B o 

I c I c 

Finalmente, tomando 

I o o o l x~+ 
I o = 

I o o 
J I 

obtemos 

I o o o A o F o I o o o 
- l I o A o F ' I o 

M4 = X4M3X4 = 
r o o B o I o o 

I c I 

resultando 

A F o o 1 B o o 
M4 = I 

A F' I 
I 

c I 
...l 

a qual 
, 
e a representação matricial correspondente a 
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(A, B i F) $ (A, c; F I ) • 

Como resulta. que 

(A, B; F} ED (A , C; F'' ) ;, A (f). (A, B (f) C; F + F') • o 

Agora vamos demonstrar que, para certos grupos, e-

xis tem módulos que satisfazem as hipóteses do teorema acima. 

Com isso, ficará comprovada a nao validade da unici 

dade da decomposição em indecomponíveis, pois A nao pode 

ser isomorfo a um módulo da forma (A, B; F) com B :tO. 

LEMA 2.4. Seja p um divisor primo da ordem do grupo G. 

Vamos chamar por A ao conjunto R considerado como RG-mó 

dulo no qual G atua trivialmente, i sto é, gr = r para g 

em G e r em R. Então, existe um RG-módulo B tal que 

KB é irredutível não isomorfo a KA e ExtRG(B, A) contém 

um elemento de ordem p. 

Demonstração: Seja h = L g. 
g€G 

Rh -e um RG-submÓdula de 

RG que, como RG-módulo é isomorfo a A. Assim, podemos in 

cluir A em RG como submódulo. 

Seja P um ideal primo de R que contenha pR e 

~ o anel de valorização P-ádica de K, ist o e, 

Fazendo M = 

los 

~ = {~ !o:,S€ R e BiP}. 

~G 
RA' p 

obtemos ~Tta sequência exata de 

O - f1>A --+ RPG --+ M --+ O. 

Se ExtRG(M, ~A) =O esta sequência cinde. 

RG-rnódu 
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Resultaria que ~G M, do que segui-

ria e daí que 
RP A M 

P~A ffi ~· 

Fazendo - M M = PM e - R 
R = i?' teremos= 

A 
PA = R 

p = R 

como RG-mÕdulos onde a ação de G sobre R é definida da 

maneira trivial e 

~G Rp 
G RG - -

P~G p~ 

e daí vem que - - - RG-rnódulos. RG - R e M como 

Se H é um p-subgrupo de Sylow de G, restrin-

gindo a açao de G aos escalares de H, tra~sformamos os 

RG-módulos em RH-mõdulos, e persiste a decomposição RG~RffiM, 

agora como RH-módulos . Como RH-módulo, porém, temos que 

RG ~ RH e ... G RH, onde o número de vezes que aparece RH 

é igual ao Índice de H em G, pois se G = Hg
1 

u ••• u Hgr 

onde os gi sao representantes das classes de G módulo H 

o conjunto {g 1 , g 2 , •• • , gr} forma urna base de RG sobre RH. 

Como H é um p-grupo, RH - R (3, 27.28), o 
rad RH 

que, corno RH é artiniano, implica que RH não tem idempo-

tentes não triviais. Logo, RH é um RH-rnódulo indecomponí.;.. 

vel. Como RH e ... e RH ~ RG ~R~ M e RH satisfaz a pr2 

priedade de Krull-Schmidt teríamos que RH R como RH-

módulos e, consequen·temen te, corno R-módulos, o que consti 

tui um absurdo. Assim sendo , concluímos q ue 
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Seja {m
1

} uma base de M sobre ~G e M0 o ~G-

módulo gerado pelos elementos das formas m. 
1 

e com g 

em G. Temos que M = RPM 0 • Assim: 

Como pR s P, a componente p-primária de 

ExtRG (M 0 , A) 

contém a componente P-primária de ExtRG(M0 , A) , a qual é 

RP ExtRG(M0 , A). Portanto, ExtRG(M 0 , A) deve conter pelo 

menos um elemento de ordem p . 

Seja B = {a € KGiget. =a para todo g de G} . 

G = {g 1 , ••• , gn}, a está em B se e só se al=a2= •.• =an. 

Ou seja, 
n 

B = K I g; = K 
i=l -

I g e, portanto, o posto de 
geG 

B 

sobre K e igual a 1 . Assim , em uma decomposição de KG em 

soma direta de submódulos, K pode aparecer no máximo uma 

vez. Em consequência disso, KA não pode ocorrer como fator 

- KG de composiçao de KA = KM. Em particular, KA ~ KM = KM
0

• 

Se KM for simples, KM
0 

também será simples e, 

pelo que vimos acima, M
0 

obedece às condições desejadas p~ 

ra o RG-módulo B do enunciado do lema. 

Se KM for redutive l e M
1 

for um submódulo nao 

trivial de KM, fazendo N = M
1

nM, teremos que N é um ~G­

submÕdulo de ~1, RP-puro e cujo posto sobre RP é menor que 

o de M. Então, teremos M ~ N @ L e a exatidão da sequên-
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c ia 

0 -N-M- L-O 

implicará na exatidão da sequência 

Assim, como 

ou 

-· 
ExtRG(M , ~A) ~ O, 

ExtRG(N, RPA) ~ O. 

Ex tRG (N , ~A) . 

é necessário que 

Se o RG- módu-

lo assim obtido, tal que Ext ~O , novamente corresponder a 

um KG-módulo redutível , prosseguimos esse p rocesso , o qual, 

por ser M finitamente gerado, deve parar após um número fi 

nito de vezes . 

Teremos, e ntão, um RG-módulo B tal que B 
.. e um 

somando direto de M, KB é irredutível e ExtRG(B, ~A) ~O . 

Tornando B0 tal que B = RPBo teremos que B
0 

se 

rã o RG- módulo desejado, O 

TEOREMA 2. 5 . Sej a G um grupo cuja ordem possui pelo menos 

dois divisores primos distintos e q ue admita um subgrupo nor 

mal de Índice primo. Então, existem RG-mÓdulos A, B e C 

tais que os KG-módulos KA , KB e KC sao irredutíveis e nao 

isomorfos dois a dois e existem elementos F em ExtRG (B, A) 

e F' em ExtRG(C , A} cujas ordens -sao re lativamente pr! 

mas. 

Demonstração: Seja GG um subgrupo normal de G cujo Índi 

- primo s e ja H 
G Para G, seja c e e o p e = - . g em g a 

Go 
imagem de g por meio do epirnorfismo natural de G em H. 

Dado um RH-módulo J:l-1, podemos torná-lo um RG- mó-
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dulo , definindo a açao de G sob re :t-1 mediante a a ção de H, 

isto é, para g em G e m em M defi n i mos gm = gm. 

Dessa forma, RH-módulos indecomponíveis tornam-se 

RG-módulos indecomponíveis e KH-módulos irredutíveis tornam 

se KG-módulos irredutíveis. Se M e N sao RH-módulos , 

tem- se, também, que ExtRG(M, N) = ExtRH(M, N). 

Seja A o RG- módulo def inido no conjunt o R no 

qual a ação de G é a trivial. Como H também a tua tri-

vialmente sobre R , A é também o RH- módulo R no qual H 

atua trivialmente. 

Pelo lema anterior, existe um RH-rnódulo B tal que 

KB é irredutível, KB nao é isomorfo a KA e ExtRH(B, A) 

contém um elemento de ordem p. Quando tom~~os A e B RG-

módulos, da maneira acima descrita, obtemos que KA e KB 

sao KG-módulos irredutíveis , KB nao é i somorfo a KA e 

ExtRG (B, A) contém elemento de ordem p. 

Seja agora q um divisor primo d a ordem de G, di 

ferente de p. Pelo lema anterior, existe um RG- mÓdulo C 

tal que KC é irredutível, KC nao 
.. 
e isomorfo a KA e 

ExtRG(C, A) contém elementos de ordem g. 

Finalmente, se KC e KB fossem isomorfos, como 

KG-módulos, poderíamos definir urna estrutura de RH-mÕdulo em 

C , mediante a ação de H sobre C dada por gc = gc para 

g em h e c em C e, então, ExtRG(C, A) = Ext RH(C, A) 

nao poderia conte r elementos de o r dem q, p ois o expoente 

de ExtRH(C, A) é igual à ordem de H, o u seja, i guala p. 
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Logo, KB nao é isomorfo a KC. O 

EXEMPLO 2.6. Seja G um grupo solúvel e seja IGI=p~l •• . p~r, 

onde os pi são primos distintos, com ~i>O e r~2. Seja 

G = G0 (> G1 C> .•. C> Gn = {l} uma cadeia de subgrupos de G 

na qual os fatores 
Gi 

Gi+l 
sejam comutativos. Em particular , 

é comutativo e , assim sendo, dado um divisor primo p da 

o r dem de G 
Gi 

existe um subgrupo H de G que contém G 1 e 

tal que a ordem de H 

Gl 
é igual ao quociente da ordem de 

por p. Então, o Índice de H em G será dado por: 

(G:H] = 

Al ém disso, como 

!GI 
IHI 

= 

é comutativo, 

mente, H é um subgrupo normal de G. 

= p. 

e, consequent~ 

Como caso particular, temos o exemplo rnais simples 

de um grupo que obedece as hipóteses do teorema 2 . 5. , qual 

seja, o grupo simétrico de grau 3. 



CAP!TULO III 

Neste capítulo, demonstraremos o teorema de Krull­

Schmidt para álgebras finitamente geradas sobre anéis locais 

completos. 

Dados um anel R, um R-módulo M e um ideal I de 

R podemos definir uma topologia sobre M tornando como base 

os conjuntos da forma onde x está em M e r 

um inteiro não negativo. 

t imediata a verificação de que tais conjuntos real 

mente constituem uma base para uma topologia e que essa top~ 

- ~ logia e separada se e so se n r 
I M = O. 

r:::: o 

A topologia assim definida sobre M denomina-se a 

topologia I-ádica de M. Quando M é separado em relação à 

topologia I-ádica, está é metrizável e sua métrica pode ser 

definida, por exemplo por: d(m,m) = O 

do m -m' E I~ e m -m' (. In+lM. 

-n 
e d(m,m') = 2 qua~ 

Quando M não é separado em relação à t .opologia I-

ádica, com a definição acima, obtemos apenas uma pseudo-roê-

trica para M. 

Vamos introduzir a seguir a noçao de limite projet! 

vo dos módulos l-1 

IrM 
a qual nos permitirá obter o completa-

mento de M relativ~~ente à topologia I -ádica. 
-36-



- 37·· 

Para r;;:: S .v sejam 'TT 
M - -+ t4 

rs IrM IsM 
as aplicações 

que levam X + I rM em X + IsM. 

lim M 
IrM 

, 
+--

00 

rr M 

r=O IrM 

r :i! s, 

M o limite projetivo dos - - , que se r e presenta por 
IrM 

é definido corno sendo o subrnÕdulo do produto direto 

formado pelas famílias (rnr + IrM)r tais que: para 

Sejam 

00 

1r 
r as restrições ao M lim das projeções 

+-- IrM 

canônicas de rr M sobre os 
r=O IrM 

O limite projetivo possui a seguinte 

niversal: dado um R-módulo N e fúnções À 
r E 

propriedade u­
M 

HornR (N , -r> 
I M 

tais que os seguintes diagramas comutem para r :i! s 

À s 
~1 N 

~ 
I5~i 

M Ás 
IrM 

existe um Único À e HornR ( N ,lim 2'!..-) 
..c- IrM 

tal que os seguintes 

diagramas comutam para todo s. 

N 
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Anota-se À ::: lim À ~ - s 

Quando tomamos N = M e À 
s : 

M 
tais q ue À (m) = 

IsM s 

::: m + IsM, vamos ter À = lim À s dado por: s 
À {m) = (m+I M) s . 

-+---- R - M Sejam R = lim e M = lim --. ...._ Ir R +-- IrM 

Utilizando a propriedade universal do limite proje-
. . 

tivo, verifica- se facilmente que R é um anel e M um R-

módulo, com as operações que se introduzem naturalmente • 

Por exemplo, se -a e são elementos de 
... 
R com 

- r b = (br + I ) r , define-se 

-Demonstra-se que M é o completamentotopológico de 

-M. relativamente à topologia I-ádica, e denomina-se M o 

completamente I-ádico de M. Quando M é completo, a aplica 

çao À: M-. M dada por À(m) = {m + IrM)r é um isomorfis-

mo. 

Se R é um anel local cujo Único ideal maximal é P, 

consideraremos sempre em R a topologia P-ádica. 

Lema 3.1. Seja R um anel e P um ideal bilater al nilpote~ 

te de R. Se e é um elemento idempotente de ; então e­

xiste um elemento idempotente e em R tal que e + P = e. 

Demonstração: Como P é nilpotente, Pu = O para algum in-

teiro positivo u. Basta demonstrarmos a proposição para 

u = 2 pois, se o tivermos feito, ela seguirá por indução so 
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bre u do seguinte modo: tem-se R -
p 

R 
p2 

-p-; 

? 
mas 

e, portanto, podemos levantar idempotentes de R P para 

e, corno o grau de nilpotência de P2 (isto é, o menor rn tal 

que (P 2)m = O) é menor que o de P, por hipótese de indu-

R R. 
~ 

para çao, podemos levantar idempotentes de 

Vejamos então o caso em que p2 = o. Seja X um 

-elemento de R tal que x + P = e. Sejam a = X 
2 - X e 

y = (x-a) 2. 

Teremos: a+ P = x 2 - x + P = (x + P) 2 - (x + P) = 
-2 -= e - e = O e, portanto, que a é um elemento de P. Além 

2 2 2 -2 disso, y + P = (x - a) + P = (x - a + P} = (x + P) = e = 
e. 

Resta verificar que y é idempotente. Para isso, f~ 

zernos y = (x - a) 2 = x2 - 2ax + a 2 = x 2 - 2ax = x +a· - 2ax. 

Dal: 

x2 + 2ax - 4ax2 = x + a + 2ax - 4a(x + a) = x + a - 2ax = y. 
o 

Corolário 3.2. Seja R um anel local completo cujo Único 1-

deal maximal 
,# p A urna R-álgebra finitamente gerada so e e 

bre R. Se -e é um A 
idempote~ idempotente de PA 

existe um 

te e de A tal que e + PA = e. 

Demonstração: Corno R -e completo e A é finitamente gerada 
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sobre R é fácil verificar que A também é completo na to-

pologia P-ádi ca. Assim, a aplicação ~ de A no lim A 
+-- PUA 

dada por ~(a) (a + PuA) - um isomorfismo. Seja e= a .1+PA = e u 

um idempotente de A Como PA" 

A 

A - P
2

A 
PA PA 

P 2A 

e PA 

P 2A 
é um ideal nilpotente de podemos levantar e a 

um idempotente de A 

P 2A' 
digamos , 2 e 2 = a 2 + P A. Suponhamos 

qu e seja um idempotente de 'l'al como acima pode-

mos levantar a um idempotente de 

A - -
1 • Mais precisamente eu+l l evanta a image m de eu pe 

Pu+ A 

la função que realiza o i somorfismo entre e 

Isto significa que o que mos-

tra que Mais ainda, como 

todos os sao idempotentes segue que 
... 
e 

... 
e idempotente . 

Seja e' o elemento de A tal que ê =${e). Temos que e' 

é idempotente, pois <P é um isomorfismo. 

Além disso, como ~(e') = (e' + PuA) e 
u 
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vem que, para u = 1, 

e' + PA = a 1 + PA = e. 
o 

Lema 3.3. Se R é um anel noetheriano, A uma R-álgebra fi 

nitamente gerada sobre R e M um A-módulo finitamente ge­

rado o anel A= HomA(M,M) é um R-módulo finitamentegerado. 

Demonstração: Como M é finitamente gerado existe um A-módu 

lo livre L de posto finito tal que a seqüência 

o-N-+L-+M-+0 

.. 
e exata. 

Aplicando o funtor HomA( ,M) obtemos a seqüência 

exata O-+ HomA(M ,M) -+ HomA(L,M) -+ HomA(N,M) o que mos-

tra ser A= HomA(M,M) um A-subrnódulo de HornA(L,M). 

Como L ~ Au para algum inteiro positivo u tem-se 

( - ( u - [ ]u - u HomA L,M) = HomA A ,M) = HomA(A,M) = M , 

Como 

sendo que este Último é noetheriano, pois M ... 
e finitamente 

gerado sobre R. Logo, A= HomA{M,M) 
.. 
e finitamente gerado 

sobre R, pois é um R-submódulo de um R-módulo noetheriano. 
o 

Lema 3.4. Se R é um anel local noetheriano completo e A 

uma R-álgebra finitamente gerada sobre R, dado um A-módulo 

M finitamente gerado e indecornponivel, o seu anel de A-endo 

morf i smos é local. 

Demonstração: Sejam A= HomA(M,M), J A 
P = r ad R e PA = r ad PX. 



-42-

Temos que A A I J Assim: = PJ\ PA. J 

J\ rad A J = rad A rad A o. rad = (PA I PA) <p i\ I PA) = J 

Pelo lema anterior, A é finitamente gerado sobre R. Assim 

sendo A 
PA é um ~ - espaço vetorial de dimensão finita e, 

A 
portanto, PA é artiniano e, consequentemente J 

PA 
... 
e nilpo-

tente e ~ é artiniano e, como 

anel semisimples. 

A 
rad J = O, 

A 
J 

resulta um 

Pelo lema 3 . 1., podemos levantar idempotentes de A 
J 

A para FI e, como A é completo relativamente à topologia 

P- ádica, de para A. Se A admitisse um idempotente 

não trivial e ter!amos que e: M -+ M é uma proj eção de M 

e que M = e(M) $ (1- e) (M), decomposição esta na qual arn-

bos os somandos são não triviais, o que contraria a indecom-

ponibilidade de M. Logo, A 

tri viais e, consequentemente, 

não possui idempotentes não 
A também não possui idempo­
J 

tentes não triviais do que segue que 
A é um anel com divt -

-sao. 

Para um elemento x de A, sejam X = X + pA e 

x = x + J. Se provarmos que x é inversível em A se e só 

= for invers!vel em 
A 

mente se X como 
A 
J 

é um anel cora 

divisão, teremos que J -é precisamente o conjunto dos ele­

mentos não inverslveis de A e, portanto, resultará que A 

é local. 

~ claro que se x é inversível = sao inver X e X 

s!veis. 
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Suponhamos que 

d: ..A - ..li. 

X é inversivel. Ness e caso, as apli 

caçoes PA PA e 

mente por d(ã) = a x e 

õ • ...fl_ _ A 
-<.. PA PA 
l<ã> = x ã 

definidas respectiva­

são epimorfismos. Dai 

segue que d: A -+ A e l: A -+ A definidas por d(a) = ax 

e !(a) = xa são epimorfismos módulo PA, isto é, 

A = Im d + PA = Im l + PA . 

Pelo lema de Nakayama, segue que Im d = Im t = A, 

ou seja, d e l resultam epimorfismos do que resulta a in-

versibilidade de x em A. 

Suponhamos agora que -
X é inversivel. Então x y = i 

para algum y de A. Dal = -1 = x<-y>, ou seja, x(-y)+l E J 

x C-y> -donde x(-y) = -1 + j com j em J e = -1 + j . Mas 

j J rad A portanto, j 1 onde 
.. 

in-E PA = PA e, = - u u e um 

versi.vel de A 
PX· 

Logo, x y = Ü e, portanto; x é invers!vel. 
o 

Teorema 3.5. Se R é um anel local noetheriano completo e 

A uma R-álgebr a finitamente gerada sobre R, o teorema de 

Krull-Schmidt vale para A-módulos finitrunente gerados. 

Dem9nstração: Pelo l ema 3.4. o anel dos A-endomorfismos de 

qualquer A-módulo indecomponivel é local . 

Pelo teorema 1.8. basta então ver ificarmos que todo 

A-módulo finitamente gerado é noetheriano como R-módulo para 

que A sat isfaça a propriedade de Krull-Schrnidt. Se M 
.. 
e 

um A-módulo finitamente gerado, M é finitamente gerado so­

bre R e, portanto, é noetheriano como R-módulo . Como todo A-
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submódulo de M é também um R-submódulo segue-se que M tam 

bém é noetheriano como A-módulo. O 

Corolário 3.6. Seja R um anel de valorização discretae A 

urna R-álgebra finitamente gerada sobre R. Se R é completo 

o teorema de Krull-Schmidt vale para A-módulos finitamente 

gerados. 

Corolário 3.7. Se R é um anel de valorização discreta co~ 

pleto e G um grupo finito, o anel de grupo RG satisfaz ao 

teorema de Krull-Schmidt. 

Um anel local R é denominado henseliano se toda 

vez que um polinômio mônico f(X) em R[XJ se decompÕe mó­

dulo MR(X], onde M é o ideal maximal de R, esta decom­

posição pode ser levantada para R[X] no seguinte sentido: 

se f(X) = g
0 

(X) h
0 

(X) módulo MR(X] com g
0 

{X) e h 0 (X) 

mônicos e tais que g
0

(X) R[X] + h
0

{X) R(X] + MR[X) = R[X] 

então existem polinômios môn.icos g(X) e h{X) em R[XJ tais 

que g(X) = g
0

(X) módulo MR[X], h(X) = h 0 (X} módulo MR[X) 

e f (X) = g (X} h {X) • 

Um anel local R é henseliano se e somente se dada 

qualquer R-álgebra finitamente gerada A e qualquer ideal I 

de A e sempre poss ível levantar idempotentes de ~ para A. 

A demonst~ação desta caracterização está em (1, teo 

rema 22) . 

Como no teorema 3. 5. o fato do anel R ser completo 

somente foi utilizado para permitir o levantamento de idem-
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potentes de A 
PA par a A (A= HomR(M,M)) , podemos afirmar eg 

tão que o teorema de Krull-Schmidt vale para A-módulos fini­

tamente gerados sempre que A for uma R-álgebra f initamente 

gerada sobre um anel henseliano. 

Em um artigo publicado em 1973 (6), E.G.Evans Jr. a 

presentou urna reciproca parcial desse resultado, dernonstran-

do que se R é um anel local e toda R-álgebra local finita-

mente gerada sobre R satisfaz o teorema de 

então R é henseliano . 

Krull-Schmidt 



CAPITULO IV 

Neste capítulo, consideraremos como RG-módulos tão 

somente aqueles que, como R-módulos, sejam livres de posto 

finito. No caso em que R é um domínio de ideais principais, 

isso equivale a considerar apenas os RG-módulos que, sobre 

R, sejam projetivos finitamente gerados. 

Seja p um número pri mo. Por z 
p anotaremos o a-

nel dos elementos p-inteiros de Q, is to e, 

z = {a/b[ a e b são inteiros e p não divide b}. p 

Z é precisamente o anel de valorização do corpo 
p 

dos numeres racionais Q correspondente à valorização p-

ádica. Assim, Z e um domínio de ideais principais local p 

cujo único ideal maximal é P = p Z = { a/b E Z 1 p p p divide a 

e p não divide b}. 

Representaremos por Ô o completamente p-ádico de 
~ ~ 

Q e por Z o seu anel de valorização. Z é também um do-

mínio de ideais prlncipais local e o seu Único i deal maximal 
~ 

e pZ. 

para 

Vamos estudar a validade do teorema de Krull-5chmidt 

Z G-módulos, q uando G é um grupo fi nito. p 
-46-
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Inicialmente, consideraremos o caso em que p na o 

divide a ordem do g rupo G. 

TEOREMA 4.1. Se p nao divide a ordem de G o anel de gr~ 

po Z G satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt. 
p 

Demonstração: Suponhamos que Ml e . . . eM -r Nl Ef) ... 
onde os M. 

~ 
e os N. 

J 
sao z p G-módulos indecomponíveis. 

Se p na o divide a ordem de G, o ideal gerado 

$ N s 

por 

IGI em Z e igual a Z , pois nesse caso, p p IGI é inver-

sível em Z . 
p 

Pelo teorema o.3., corno IGIZ = Z , segue-se que p p 

toda sequência exata de ZPG-rnódulos cinde, pois 

Extz G(M, N} 
p 

= Zp Extz G(M, N) = IGIZ Extz G(M , N) =O. 
p p p 

Isso implica que todo Z G-módulo indecornponível e 
p 

um Z G-módulo irredutível e, portanto, Z -irredutível . 
p p 

A série de submódulos 

Hr = M1 al ••• Ql Mr=>Mr _
1 

= M2 al •• IB Mr=> . . . =>M 1 =Mr=>M 0 =O 

é , então, uma série de zp-composição de M1 ffi ••• ffi Nr cujos 

fatores de Z -composi.ção são justamente os M . . 
p ~ 

Da mesma forma, os N . 
J 

sição de N 1 ffi •• • ~ Ns. 

serão fatores de Z -compo­
p 

Mas, corno IGIZP = zp, pelo teorema 0.4 ., os fato­

res de Z -composição de um Z G-módulo sao unicamente de-
p p 

terminados a menos de Z G-isomorfismo e ordem de ocor 
p 

rência. 

Assim, teremos r = s e N. isomorfo a N. 
~ ~ 

para 
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depois de convenientemente reenumerados os Nj. O 

Vejamos agora o que acontece quando p divide a or 

dem do grupo G. Nessas condições, Berman e Gudivok em 

(2} apresentaram tun exemplo de um grupo cíclico H para o 

qual o anel z H não satisfaz a propriedade de Krull-Schmidt. 
p 

Para grupos comutativos, os resultados que apresen­

taremos a seguir , devidos a Jones, dão uma condição neces-

s.ária e suficiente para que ZPG satisfaça ao teorema de 

Krull-Schmidt. 
, 

Um fato importante do qual vamos necessitar e o se-

guinte: 

LEMA 4.2. Se, para todo QG-módulo M, a irredutibilidade 

"' de M implica na irredutibilidade de QM como 
,.. , 
QG-modulo, 

o teorema de Krull- Schmidt vale para z G-módulos . 
p 

A demonstração desse fato sera feita no próximo ca-

pítulo, sob condições mais gerais, no teorema 5.11 . O 

TEOREMA 4 • 3. Seja G um grupo comutativo cujo expoente -e 

n qp , onde q = 1 ou p é raiz primitiva módulo q. 

Então, o teorema de Krull-Schmidt vale para 

módulos. 

Z G­p 

Demonstração: Vamos usar o lema anterio r. Seja, então, M um 

QG-módulo simples. Como QG e semisimples, tem-se 

m 
QG = $ M (D . ) 

i=1 ni ~ 

onde os Di sao anéis com divisão e ~i (01 } o anel das ma 
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com elementos de D . . 
]. 

Por ser G comutativo, temos que n 1 = n 2 = .. . = nm =1 

e que os Di sao comutat ivos, ou seja, são corpos. 

Se T é a representação racional de G correspon-

dente a M temos que T(G) : Di para algum i e, portan­

to , T (G) é um grupo cíclico. 

Se fazemos H = G/Ker T M torna- se um QH-módulo 

irredutíve l, definindo-se hm = gm para h em H, m em M 

e g de G tal que g + Ker 'l' = h . 

Tomemos um elemento a em H que seja um gerador 

de H e suponhamos q ue a ordem de a seja igual a r. 

Podemos definir um homomorfismo 4> de Q[X] em QH , 

associando ao polinÔmio g {X) = ao + a 1 X + + a s 
xs o ele 

mento cp(g) = ao + a
1
a + .. . + a as de QH. Essa função s 

cp e um epimorfisrno cujo kernel é o ideal gerado pelo polin§ 

mio Xr- 1. Em Q(X], Xr- 1 se decompõe como o produto dos 

polinômios ciclotôrnicos cujas ordens dividem r. Temos , en-

tão: 

QH Q[X] 
~ •• • Q) 

Q[X] 

(ft) 
, 

o nde os fi sao os polinÔmios ciclotômicos cujas ordens sao 

divisores de r . Como os fi são irredutíveis, os quocien-

tes 
Q[X] 

(fi) 
sao corpos e, portanto, a decomposição acima -e 

precisamente a decomposição de QH em ideais simples . 

Em particular, obtemos que M ;; Q[XJ 
(fi) 

para algum i. 

O epimorftsmo <P leva o polinômio X em a e,co_!! 
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sequenternente, isomorf ismo QH 
Q[X] 

no -
(f l) 

Q[X] 
@ • • • Gl a 

cor responde a (X + (fl), .• • , X + ( ft)) . 

(ft) 

Assim sendo, os e-

lernentos de H e, por conseguinte, os de G atuam sobre 

mediante a multiplicação por X e pelas potências 

Seja tal que M-
Q[X] 

(fi) 
Então, f é um 

polinÔmio ciclotôrnico cuja ordem divide r e, consequente-

mente, divide o expoente de G. Então, a ordem de f 
... 
e i-

gual a rn
0 

onde rn
0 

divide rn = qpn. Pelo teorema 0.10. o 

número de fatores irredutíveis distintos de f em "' Q[X) .. 
e 

igual ao número de extensões ao anel do ideal 

gerado por p em Z. 

Se q = 1 o teorema O • 12 . nos garante que o ideal 

pZ tem uma Única extensão de 

o número de extensões de pZ 

pZ a Q(rn;-1) . Quando 

a Q(m;-1) é igual a 

q..el 

4>(q) 
t 

onde t é o menor inteiro positivo t al que pt : 1 rnôdulo q 

(Teorema 0.13.). Pela hipótese, se q ..e 1, p é raiz primi­

tiva módulo q e, portanto t • ~(q). Por conseguinte, pZ 

tem urna Única extensão a Q(rn/:f) e, portanto , urna Única ex 

tensão a Q(rn°;-i). 

Então , f é irredutível em 
... 
Q[X] e o quociente 

Q(X] 
(f} é um QG-rnódulo irredutível. Corno veremos a seguir, 

e, portanto, 

Q[X] 

(f) 

"' QM 
~ 

e um 

Q[X] 

(f) 
Q ® M = QM 

QG-rnódulo irredutível, o que comple-

ta a demonstração do teorema. O 
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LEMA 4.4. Se e ntão 
Q[X] 

( f ) 
- A Q @ 

Q[X] 
(f) 

Demonstração : 
A 

Se ja B : Q x 
Q[X] 

(f} - Q[X] 
( f ) a função que 

" . 
leva o par (q, g + {f)) em qg + (f), para q em Q e 

gEQ[X] . B é balanceada e, portanto , existe um Único Q- ho-
,.. 

,.. 
momorfismo F de Q ~ Q(X) 

(f) em Q[X] 
(f) tal que 

F(q®g+ (f)) = qg+ (f). 

Dado 

se: 

n n i i g + (f ) = í q.X + (f ) = r qi (X + (f) ) = 
~ i=O i=O 

n 
xi 

n 
xi = I F (q . ~ + ( f ) ) = F( I ~ 

i=O ~ i=O 
qi 

o que mostra ser f um epimorfismo. 

m. 
l. 

do 

com 

n 
Seja .I qi ® gi+( f ) agor a 

l,=l 

Para cada i, 

menor que o grau de 

por f , caso em q ue 

Assim 

I q i ® gi + ( f) 
i 

= I qi q ij ~ 
i , j 

os P-; 
~ 

em Q. 

Seg ue àai q ue 

g . + (f) = 
1. 

f ou então 

gi + (f) = 

= I qi ® I 
i j 

xj + (f ) = 

um elemento 

mi 
\ j 
L qiJ' X 

j=o 

gi está 

o. 

q .. 
~J 

xj + 

I p. @ xj 
j J 

+ (f)) 

"' de Q ® 

+ {f) 

no ideal 

(f) = 

+ (f) 

tem-

Q[X] 
Tf) . 

com 

ger~ 
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F <I qi ® gi + (f) ) = F(Í pj ® xj + (f) ) = 
i j 

= L F(p. @ xj + (f) ) = I p. xj + (f) • 
j J j J 

Assim sendo, se F <I qi 8 gi + {f)) = o então 
i 

I P· xj + (f) = o donde I P · xj está no ideal gerado por 
j J j J 

f, fato este que, como j ~ mi < grau de f para todo j' 

implica p. 
J 

= o para todo j e, portanto, 

L q. ® gi + {f) = í p. ® xJ + (f) = o. . 1 j J 1 

Logo , F 
# um monomorfismo portanto, isomorfismo. o e e, um 

Trataremos agora de demonstrar a recíproca do teore 

ma 4.3., ou seja , que, se q ~ 1 e p não é urna raiz prirni 

tiva mÓdulo q, o anel 

Krull-Schrnidt. 

Z G 
p 

-nao satisfaz a propriedade de 

Seja, então, G um grupo comutativo finito cujo ex 

poente obedece às condições acima. Pelo teorema f undamental 

dos grupos comutativos finitos podemos escrever: 

G = H Q) 
n H1 (f) ••• Q) H r (i} H 1 1 (i} ••• (i} H1r Q) •• (i} H (i} ••• Q) H 

1 s1 srs 

onde os H i e H .. 
1) 

sao subgrupos cíclicos de H cujas o r-

IH I 
n 

IHi I 
(li IH .. 1 

CL • • 
sendo dens sao: = p = p , = p 1] p, 

n I 1] i 

P 1 I • • • I Ps os divisores primos da ordem de G, 

n ~ (ll ~ . . . ~ CL r > o e (li 1 ~ (li2 ~ . . . ~ (l. 
1r. p ara to 

1 

do i. Segue que q = CL 1 1 pl 
CL 

Pjs 1 • 
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uma imagem homomórfica de 

Temos que 

H com ordem p. 
n 

6l H 
51 

é urna i 

magem homomórfica, ·cíclica e de ordem pq do grupo G. 

Seja ~:G -+ H um epimorfismo. Se M é um Z H- mó p 

dulo podemos torná-lo um Z G-módulo definindo a ação de G 
p 

sobre M por meio da açao de H, isto é, fazendo gm=~(g)m 

para g em G e m em M. 

Como G atua sobre M mediante H, resultam, de 

imediato, as seguintes propriedades: 

(i) 

módulos 

(i i} 

-e so se 

Dois z H-módulos M e N sao isomorfos como z H-p p 

se e 

Um 

M 

Em 

- isomorfos z G- módulos. so se sao como p 

z H- módulo M 
... 

decomponível z H-módulo e como se 
p p 

e decomponível como 

consequência 

com M. 
~ 

disso, 

e N. 
J 

z p G- módulo. 

se tivermos Ml 61 ••• (9 M r -

z H-módulos indecomponíveis, p 

teremos que como z G- módulos 
p 

e 

com os e N. 
J 

Z G- módulos indecomponíveis. 
p 

Assim, se o teorema de Krull-Schmidt valer 

Z G-módulos, também deverá valer para z H- módulos. p p 

para 

Como vemos, para verificar que o teorema de Krull-

Schmidt falha para z G-módulos, podemos supor que 
p 

cíclico e de ordem igual a pq. 

G seja 

Para reduzir ainda mais o problema, demonstraremoso 

seguinte resultado: 

TEOREMA 4.5. Seja G um grupo tal que G = G1 (9 G
2 

onde G1 

e G2 são cíclicos de ordem q e p, respectivamente. Se 
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~ é uma raiz da unidade tal que ~q = 1, existe uma corres 

pendência biunívoca entre as classes de isomorfismo dos Z G­
p 

módulos indecomponíveis e as classes de 

Zp[~]G2-módulos indecomponíveis. 

isomorfismo dos 

Demonstração: Seja g l um gerador de G 1 • Podemos dar a 

z [~) 
p 

uma estrutura de Z G
1
- módulo por meio da operaçao 

p 

gt X = ~ix para X et z [~] p e o ~ i ~ q - 1. 

I 

Se N é um I [~]G2 -módulo indecomponível defini-

mos em N uma maneira: 

gtg 2 n = ~1g 2 n para g em G2 , n em N, O ~ i ~ q - 1. 

Se N0 é um 
1
ubgrupo de N vem, de imediato, que 

N0 é fechado em relaç~o à multiplicação por escalares de 

Z [~]G2 se e somente se é fechado em relação à multiplica­p 

Ção por escalares de Z G, p ou seja, 

módulo de N se e só s e for um Z G- submódulo de N. 
p 

Segue da! que se N for indecomponivel como 

Da mesma forma, se N' e N' 1 sao z [~]G 2 -mÓdulos p 

indecornpon!veis e a uma função de N 1 em N 1 1 resulta que 

(] 
.. , 
~ um Zp[~ ]G 2 -homomorfismo se e so se 

momorfismo e daí vem que N' e N' ' sao 

z G-rnódulos. 
p 

(] for um 

i somorfos 

z G-ho­
P 

como 

Seja agora M um Z G-rnódulo indecornponível. Pode ­
P 

mos encarar M como um ZPG
1
-módulo, simplesmente restrin ­

gindo a operaçao exte rna de M aos escalares de ZPG
1

• 

Como p não divide a ordem de G1 , M é a sorna di 
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reta de Z G -submódulos irredutíveis, d igamos M=L 1 a> ••• ffi L . p 1 r 

Suponhamos que L1 , L 2 , ••• , Ls sejam os componentes nao iso 

morfos de M e seja, para cada i, M. a soma de todos os 
~ 

z G -submódulos de M isomorfos a L
1

• Vamos mostrar, por 
p l 

indução sobre s, que a decomposição M=M 1 + M2 + • . . + Ms 

é uma soma direta. Se M1 n(M 2 + • . . + Ms) ~O, seja L um 

submódulo irredutível dessa interseção. L 
~ 

e um Z G
1
-submó 

p -

dulo simples de M
1 

e de M2 @ . .. @ Ms' 
; 

a qual e uma soma 

direta por hipótese de indução. Consequentemente, L deve ser 

isomorfo a um componente irredutível de M
1 

e a um compone~ 

te irredutível de um dos M. com i > 1. 
l. 

Segue dai que 

Ll -= 

g L. 
2 ~ 

L - L. 
l. 

Seja 

.. 
e um 

com i <'!: 2 o 

M = Ml 

gzEGz. Como 

- absurdo . Logo, que e um 

e M2 e . . . @ M s . 
G e comutativo, constata-se que 

M e isomorfo a L. pela apli 
~ -

caçao que leva um elemento li de Li em g 2 .ti a qual e 

um ZPG
1

- isomorfismo . Assim sendo , M. 
1. 

é fechado relativa-

mente à multiplicação por elementos de G2 e, portanto, 

um Z G- submódulo de M para todo i. 
p 

.. 
e 

Como M é z G- indecomponível resulta que s = 1 e, 
p 

consequentemente , todos os submódulos L. sao Z G1 -isomor-
~ p 

f os a L 1 • Mas L
1 

to, isomorfo a z CwJ 
p 

e um Z G
1
- submódulo simples e, portan­

p 

onde lP é uma raiz da unidade cuja 

ordem divide q. Assim, obtemos: 

-- z (~J ~ • •• ~ Z [WJ p p ~ • . . @ z Cw J 0 2 p p 
z 

p 
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- (ZP[IjJJ ®z z ) €9 •• • Gl (ZP[i!JJ ®2 p p p 
z ) 

p 

onde M' e o z -módulo 
p 

z $; •• • $2 
p p 

(r vezes). 

Z [ljJ] ®
2 

M' é um Z G
1
-módulo no qual os elemen-

P p - p 
tos de G

1 
atuam atraves da multiplicação por potências de i!J . 

Aproveitando o ZPG
1
-isomorfismo existente entre M 

e ZP[ljJ] ®Z M' podemos fazer os elementos de G2 atuarem 
p 

sobre z c ljJ J ®
2 

M' 
p p 

transformando-o assim em um z [I)J]G -mó p 2 -

dulo. 

Se N - z [ljJ]G 2 -submódulo de z [ ljJ J ®z H I , N e um p p p 

e estável sob a açao de z [ 4J J e de G2 e , portanto, N cor p 

responde a um z p G-submódulo de M. Assim , a indecomponibi-

lidade de H 

de de z [i!J] 
p 

como 

o. M' ""z 

ZPG-módulo implica na indecomponibilida­

como Z [ljJ]G 2 -módulo . 
p p 

Aplicando agora a z [ljJ] ®z M' 
p p 

o processo ante-

riormente descrito de transformação de Z [ljJ]G 2 - mÓdulos inde p . 
~ . 

compon~ve~s em Z G- módulos indecomponiveis, voltaremos a ob 
p 

ter M, o que demonstra o teorema. O 

Uma consequência deste teorema é que se Z G satis 
p 

faz a propriedade de Krull-Schmidt , Z [ljJ]G também satis -
p 2 

faz , pois se M
1 
~ ••• $ Mr ~ N1 ffi •• • <D Ns onde os ~1. 

l. 
e 

N. sao Z [tfl]G
2

-módulos indecomponl.veis, pode mos tomar os 
J p 

seus 

e Y .• 
J 

Z G-módulos correspondentes 
p 

se x = X1 e . .. e xr e 

aos quais chamamos por X. 
l. 

atra 

vés do mesmo processo utilizado no teorema , podemos tomar X 

e y X;;M <D ••• $ M e 
r 

<D • •• e1 N s 
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como ZPG-módulos e , portanto, 

do que resulta M ~ N. para 
i l. 

r= s e X. ;:; Y. para l!>i!>r 
l. l. 

i ~ i !> r. 

Assim sendo, precisamos mostrar apenas que o teore-

ma de Krull-Schmidt não vale para onde 

G2 é um grupo de ordem p e ljJ urna raiz da unidade tal que 

Sejam s = zP E 1/J J' e uma raiz da unidade de ordem 

p, R :::: s[eJ e g um gerador de G2. s pode ser conside-

rado um SG2 - módulo definindo-se gs = s para s em S. 

Também R torna-se um SG2 -módu1o definindo- se 

gr = er para r de R. 

Um novo tipo de SG2-módulo pode ser construído da 

forma seguinte . Seja y um elemento de R, tal que y di-

vide e - 1 e Ry ~ R(6 - 1) . Consideremos o S-módulo 

Sy @ R obtido pela sorna direta do S-módulo livre 

posto 1 e do S- mÔdulo R. 

Sy de 

Fazendo G
2 

atuar sobre Sy ~ R por meio das defi 

nições gy = y + y e gr = e r para r em R, obtemos um 

SG
2

- módulo, o qual será denotado por (y, R). 

TEOREMA 4 . 6 . Todo SG 2 -módulo M e isomorfo a uma sorna di-

reta do tipo 

( Y 1 I R) Ql ... Eil {y r' R) ffi s ~ . . . Q) s Eil R Eil . .. $ R, 

onde y . 
l. 

divide yi+l para 1 $ i < r, Yr divide e - 1 e 

Ryr ~ R (6 - 1) . O número de vezes que s aparece e o nwne-
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ro de vezes que R aparece nessa decomposição de M sao de 

terminados unicamente por M bem como o sao os 

de inversíveis de R (10). 

y. 
~ 

a menos 

Não demonstraremos este teorema . Apenas esboçaremos 

a maneira como surgem os 

seja 

y .• 
~ 

Sej·a 

Definindo 

a = 1 + g + 

em= gm para m 

p-1 
g e 

em M , 
C1 

Ma torna-se um R-módulo finitamente gerado sem torção do 

qual (g - l)M é um submódulo. 

Pelo teorema dos fatores invariantes para módulos 

finitamente gerados sobre domínios principais existem elemen 

tos b l I • • • I b em M n a e y 1 f •• • , Yn em R tais que yi 

divide yi+ l para 1 :$ i < r e Ma = Rb 1 e . . . 6) Rb e n 

(g - l)M = Ry lb 1 tD . . . $ Ry b . Como (B - l)M s (g - l)M n n (J 

resulta que yn divide e - 1. 

Escolhe-se r de forma que Ry ...: R(6 - 1) 
r 

e 

Ry = R(8 - 1). r+l 

~ claro que S e R sao SG2 -módulos indecomponí -

veis. Vamos usar o teorema 4.5. para mostrar que os 

módulos da forma (y I R) também -sao indecomponíveis. 

(y, R) é igual a M1 @ M2 , decompondo M
1 

e M
2 

pelo teore 

ma obteremos: 

onde os (ai, R) aparecem na decomposição de M
1 

e os (8i,R) 

na decomposição de M2 • Como o posto de S sobre S é 1 e 

o posto de R sobre S e p-1, o posto sobre S de um SG
2

-
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módulo da forma (E, R) é igual a p. Assim , para a decom­

posição acima de (y, R) considerando os postos sobre S t§. 

mos três possibilidades: (y,R) ;; (et
1 

,R) ou (y,R) ;; (8
1 

, R) 

y (y, R) ;; S ED R. No primeiro caso, M2 = O; no segundo ca 

so, O terceiro caso não pode ocorrer, pois se A -e 

o SG 2 - submódulo de (y, R) definido por A ={mE ( y, R) I gm=m} 

e B -e o SG 2 - submódul o de S Q) R dado por 

B = {mE S E& Rlgm = m} 

verifica-se que B e igual a s e que 

A = { - r ( e - 1 
)y + r i r t:. R} y 

e , portanto, o posto de B sobre S e 1 e o posto de A 

sobre S é maior ou igual ao posto de R sobre S o qual 

-e P > 1. 

Logo, (y, R) - indecomponi.vel. e 

Em zPceJ, p decompõe- se como p = (1 - e)IP(p) = 

= (1 - e> p- 1 
, sendo e- 1 um elemento primo no anel dos in 

teiros de z [8). 
p Por outro lado, em R = z [8 , 

p 
lJJ] , p de-

compoe- se em p = ( ô 1 ••• ti ) p -1 onde os ô. são primos de h 1 

R h = iP (g) onde d - ordem de dos in e d I e a p no grupo 

versíveis do anel dos inteiros módulo q. Assim, resulta 

1 - e = tl 1 ôh. 

Se p nao é raiz primitiva módulo q , h é maior 

do que 1. Façamos, então, ô = ôl e y = Ôz . . . ôh e con 

sideremos o SG-módulo M = ( ô , R) ED (y I R) • Seja X um e-

lemento de ( Ô 1 R) • Então, X = sy + r com s em s, r em 

R e y tal que ( ô , R) = Sy a> R. Temos que: 
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(1 + g + .•. + gp- 1
) (s y +r} = (sy +r) + g( s y +r) + ••• 

p-1 ... + g (sy + r) = (sy + r) + (sy + só + e r ) + .•. 

+ (sy + s õ + seõ + se 2o + 

= p(sy) p-2 -+ s[(p-l}+(p-2)e+ •.• +a ]y - 0 

se e somente se 

Assim se 

s = o. 
p-l cr=l+g+ .•• +g 

temos M = R e R e, portanto , que 
<1 

{(1, O}, (O , 1)} 
... 
e uma 

base de M sobre R. 
<1 

Seja x , agora, um e lement o de ( õ, R) @ (y I R) • 

Tem-se que: 

convenientes . Dai: 

= (s 1 ô + (9 -1)r 1 , s2y 

Assim, { ( 0 1 

bre R. 

{g - l)x = 

+(8-l)r 2 ) = 

o) , (O ' y)} 

com s.€5, 
:L 

r. €R, 
1 

{(sl+yr1 }6, (s 2 + õr 2 )y). 

... 
uma base de (g- 1) M e 50 

Como ó e y sao relativamente primos em R e xis 

tem elementos X e y em R tais que -xô + yy = 1. Ob-

temos, então: 

(1 , 0} = y(y ,x) + (-x) (õ,y) e (0,1) = - õ(y ,x) + y(õ ,y) . 

Portanto, (y, x} e ( Ô 1 y) geram M sobre R e, 
(J 

como sao linearmente independentes, constituem uma base para 

M sobre R. Além disso, 
<1 

(õ , O) = -xõ(ô,y) +yo(y,x) e (O,y) = yy(õ,y) + (-l)yô(y,x} 

mostram que (ô, y) e yô{y, x), que são linearmente inde-
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pendentes, formam uma base de (g - l)M sobre R, a qual 

provém da base {( ó , y), (y, x)} de M
0 

multiplicando (ó,y) 

por 1 = y
1 

e (y, x) por y
2 

= yó = {1- 8) . Levando em 

conta, ainda, que o posto de M sobre s é igual a 2p, ch~ 

gamos à seguinte decomposição de M dada pelo teorema 4 .5.: 

(S, R) e (y, R) = M ~ (1, R} e S 6 R. 

Como todos esses SG2 -módulos são indecomponíveis, 

resulta, finalmente , que Zp[~)G 2 = SG 2 não satisfaz a pro­

priedade de Krull-Schmidt. 

Como já vimos, isso implica q ue o teorema de Krull­

Schmidt não vale para ZPG-módulos sempre que G for um gru­

po comutativo finito cujo expoente é da forma qpn com q~l 

e p não sendo uma raiz primitiva módulo q. 

Juntando os resultados apresentados·, podemos enun-

ciar o seguinte: 

TEOREMA 4 . 7. Se p é um divisor primo da ordem de um gru-

po comutativo G, então, o teorema de Krull-Schmidt vale 

para z 
p G-módulos se e somente se G tem expoente qp n 

on 

de 1 
~ 

raiz primitiva módulo q = ou p e uma q. 

Ainda no caso em que p divide a ordem do grupo G, 

mas sem a hipótese de que o grupo seja comutativo , temos o 

resultado abaixo, devido a Jacobinski : 

TEOREMA 4.8. Seja R um anel de valorização discreta de ca 

racteris tica zero, K seu corpo de quocientes e G um p-grE_ 

po sendo p um primo Ímpar e não inversivel em R. Então , 
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o teorema de Krull-Schmidt vale para RG-módulos . 

m 
Demonstração: Seja KG ;; ~ Mu (D . ) 

i=l i ~ 
a decomposição de KG 

em componentes slmples . Consideremos uma extensão F de K 

a qual seja um corpo de decomposição para G. Seja IJ!. 
J 

uma 

representação absolutamente irredutível de G sobre K tal 

M. 
~ 

KG-módulo associado 111 • , tenhamos que, se e o a 
J J 

M ( D . ) (F 0K M . ) 
·nj J J 

diferente de zero . Se IJI . é a representação associada a 
J 

como G 
~ 

e um p - grupo e p é ímpar, aplicando o 

-teorema 0.16., obtemos que o Índice de Schur de IJ!. 
J 

sobre 

K é igual a 1. Pelo lema 0.15., isso significa que D. 
J 

é isomorfo ao centro de M (D.) 
nj J 

e, portanto, que D . 
J 

e co 

m 
mutativo. Assim, podemos escrever KG ~ _m Mn. (Ki)' onde 

l.=l l. 

G p-grupo temos Ki ~ K (w i) os sao corpos . Como 
.-
e um 

onde w. 
~ 

é uma raiz da unidade cuja ordem e uma potência de 

p . Se P é o ideal maximal de R, como p pertence a P, 

pelo teorema 0.12., vem que P se ramifica completamente 

em K .• 
~ 

Assim sendo, o teorema 0.14. nos diz q ue 

" = K 0 I<. 
~ 

onde KiQ é o completamente Q-ádico de 

nica extensão de P a Ki. Dessa forma, 

" 

K. 
~ 

A 

KG 

sendo 
m -= (D 

i=l 

é a decomposição de KG em componentes simples. 

Seja M um KG-módulo simples. Então, M 

morfo ao KG-módulo constituído pelos vetores coluna 

Q a u 

" M (K.) n. ~ 

.-
e 

~ 

iso-

n. x 1 
~ 
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sobre algum dos K .• 
l. 

Então, 
.... 
M será constituido pelos vet~ 

res coluna n 1 x 1 sobre K1 e, portanto, será um KG-módu 

lo simples. 

Como veremos no próximo capitulo, o teorema 5.11. 

nos permite concluir que o teorema de Krull-Schmidt vale p~ 

ra RG-módulos. O 

Se G é um grupo finito qualquer, o mesmo argumen-

to do teorema 4. 8. pode ser usado para o caso em que K é um 

corpo de decomposição de G, ou seja, vale para o seguinte: 

TEOREMA 4. 9. Se G é um grupo finito e K é um corpo de de 

composição para G o teorema de Krull-Schmidt 

RG-módulos. 

vale para 

Demonstração: Basta observar K - de de com que, como e corpo 

posição - m A -de G, tem-se KG = (:& M (K) e, portanto, KG = 
i=l ni 

m 
"' - ... 

decomposição 
A 

= ~ M (K) e a de KG em componentes sim-
i=l ni 

ples. Dai, o teorema segue pelo mesmo racioc!nio utilizado 

no teorema anterior. O 



CAPITULO V 

Corno já mencionamos , o estudo das representações de 

um grupo finito G sobre um anel R pode ser efetuado me-

diante o e s tudo dos módul os sobr e o anel de grupo RG, que , 

corno R-módulos, sejam livres e de posto finito . 

Quando R é um domínio e K o seu corpo de quo-

cientes , temos que RG é um subanel de KG . 

Essa situação pode ser generalizada pela seguinte 

definição: Seja R um domínio , K seu corpo de quocientes 

e A urna R- álgebr a de dimensão finita. Um subanel A de 

A é denomi nado urna R- ordem em A se: 

(i) o centro de A conté'm R. 

(ii) A 
.. 
e um R- submódulo finitamente gerado de A. 

(iii) KA = A, ou seja , A contém urna base de A sobre ~ 

Assim, por exemplo , RG .. 
e urna R-ordem em KG pa-

ra todo grupo finito G. 

Se j a A uma R- ordem em urna K-álgebra A. 

Um reticul ado sobre A (ou um A- reticulado ) 
.. 
e um 

A-módulo finitamente gerado, que , como R-módulo , é livre e 

sem torção. 

Dessa forma, a teoria dos r eticulados sobre ordens 

constitui- se numa generalização da teoria das representações 

de grupos finitos. 
- 64-
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Neste capítulo, estenderemos para reticulados sobre 

ordens alguns resultados dos capitules anteriores. 

De correm imediatamente os seguintes teoremas: 

TEOREMA 5 . 1 . Se R é um anel artiniano e A urna R- ordem 

então o teorema de Krull- Schmidt vale para A- reticulados. 

Demon stração: Se M -e um A-reticulado, M e um A- módulo 

finitamente gerado , e portanto, artiniano e noetheriano, 

pois A também o é por ser urna R-ordem. Então, pelo coro­

lár io 1 . 9 , M s atisfa z Kru ll-Schmidt . O 

TEOREMA 5.2. Se R é um anel de valorização discreta com­

pleto e A uma R-ordem o teorema de Krull-Schmidt vale p~ 

ra A-ret i culados. 

Demonstração: t uma consequência imediata do teorema 3.5. O 

Sejam R um anel de valorização discreta , K o seu 

corpo de quocientes e p = lTR o seu ideal maximal. 

" " P-ádi-Por R e K anotaremos os completamentos 

c os de R e K. Dado um R-reticulado M , tem-se: 

" " " " M ;;; " - " " M = R ~R M, KM = K ~R K ®K (K ®R M) = K ®R M 

Se v -e um K-módulo que contém M, diz-se que 

é pleno em V quando KM = V • 

Consideremos uma K-álgebra A de dimensão finita 

e urna R-ordem A em A. 

LEMA 5. 3. Se 
.. 
e um A-reticulado, então M = KMnM, on 
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de consideramos KM e M incluídos em KM ; KM 

Demonst r ação: Seja {xl, x2, •• • , X } 
m 

uma base de M sobre 

m m m 
Então: M EB " R. M :: e Rxi 1 KM = 6} Kx., = Rx . • 

i= I i=l l. i=l l. 
·Daí: 

m m 
" " o K.MnM = E& {KnR)xi = Q} Rxi = H. 

i= 1 i=l 

LEMA 5 .4 . Seja V um A-módulo finitamente gerado . Então: 

- então " ... 
(i) Se M e um A-reticulado pleno em v, M e um 

A-reticulado " pleno em v. 
{i i) Se T e um ~-reticulado pleno em 

,.... 
então v, M = VnT 

- A-reticulado e um plen o em 
A. v e M = T. 

Demonstração: {i) Se KM = V, temos que: 

" " " (R " ,.... ,.... 
"' KM= K ~"' ~R M) = K ~R M = K ~K (K ~R M) = K ®K v = v R 

(i i ) Sejam {X 1 ' x2 ' ••. , X } 
n 

uma base de T sobre " R e 

{y 1, • •• , yn } uma base de v sobre K (ambos tem o mesmo 

número de elementos , pois, como 

n n n 
= dimR T). Então: T = L 

i=l 
Rxi, " " V= L Kxi , 

i=l 
v= r Kyi , 

i= l 

n v ::; í 
i=l 

" Ky. 
l. 

Escolhendo em K elementos ~ .. 
l.J 

suficientemente 

próximos dos elementos -1 
correspondentes de S , (onde S=(crjk), 

dada por yj =E crjk~), a matriz 

vel em M (R) • 
n 

(~i.) (a .. ) 
J l.J 

Fazendo Yi' = ~ ~iJ.yJ. - ~ ~ ~ X t.. ' - ~ 'ijvjk k' 

- . ~ sera 1.nvers1.-

teremos: 
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n n n 
r 1 A I 1 

A 

V= Ky! e T = Ryi' e portanto : •rnv = (KnR) y! = 
i=l l. i=l i=l l. 

n 
= í 

i=l 
Assim: 

n 
K (TnV) = L 

i =l 
Ky ' = V e 

i 

n 
R(TnV) = L 

i=l 
Ry ~ = 

l. 

= T . 0 

LEMA 5.5. R é um R- módulo plano. 

Demonstração : R é livre de R-torção. Assim, s e L 
... 
e um 

R-submó dulo finitament e gerado de "' R, como L também é s em 

R- torção, L é um R-módulo livre, e, port anto, plano . 

Logo, como todo R-submódulo finitamente gerado de 

R é plano, R é um R-módulo plano . O 

LEMA 5.6. Se M e N sao A-módulos f initamente gerados , 

R ®R HomA (M , N) 

HomA (A,fh . 

- "' " Hom~ (M,N) e HomA (M,N) é denso em 

Demonstração: Como M é finitamente gerado, existe um epi-

morfismo ~ .. Ar -~ M 1 '+' _____,... para a gum r. Como é noetheria-

no , Ker <f> é um A-módulo finitamente gerado , e , da mesma 

forma , existe um epimorf ismo e: A5 ~ Ker <t> para algum s. 

Obtemos assim, a sequência exata A5 ~ Ar -~ M ~ O, da 

qual , segue a exatidão de 

o ~ HomA (M,N) ~ HomA (Ar,N) ~ HomA (As,N) . 
"' é plano, as sequências Como R 

"' (M , N) "' (lo, r , N} "' 0 HomA (As,N) o ~ R @ HomA ~ R @ HomA ~ R 

e sao exatas, e da ú 1 tima segue a 

... 
~· 
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exatidão de 

seja definida 

por a(y 0 f) = yr ® f, onde 
... 
e dada por 

" yr(x) = xy, para x,yER , f€HornA (M,N), e sejam 

"' (Ar,N) "'r "' al : R 0R HomA --+ HornÂ {A ,N) , 

"' (As,N) {Âs,N) az: R ®R HomA --+ HornÂ 

definidas de maneira análoga. a, a l e a2 sao R-homornor-

fisrnos que tornam comutativo o diagrama segu inte: 

"' A r "' (A5 ,N) o~ R ®R H ornA (M,N) ~ R 0R Hom (A , N) ~ R 0R HornA 

a! al 1 (12! 
o~ Horn"' <M,N) HornÂ {Âr,N) ~ HomÂ <Âs , N> 

A 

Corno 

- "' r "' r - "' A r - Ar "' (R ®R N) = N = [HornÂ (A,N)) = HornÂ (A ,N), vem que ~ 1 

é um isomorfismo. Da mesma forma, obtém-se que a 2 é um iso 

morfismo, e o diagrama imp l ica em que a é um isomorfismo. O 

LEMA 5. 7. Se M 
~ 

e um R-módulo finitamente gerado , então 

MrnrM = 1Tlvl • 

Demonstração: R é um anel de valorização discreta e,port~ 

to, um domínio de ideais principais. Assim, M é isomorfo a 

uma soma d ireta finita de R-módulos isomorfos a R ou a 

com n ~ 1. As s im, é suficiente demonstrar o lema para 
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módulos dessa forma, pois, se M = M1 @ ••. @ Mr ' temos: 

~ claro que 
,... 

RnnR = R. Seja então M = R 
pn com n C!: 1 • 

Nesse caso, M = .E._ ;; _!_ ;; M, 
pn pnft 

e identificando M com M 

temos o resultado desejado. O 

LEMA 5.8. Sejam M e N A-módulos finitamente gerados. 

Então: M e N sao isomorfos como A-módulos se e só se 

M e N sao isomorfos corno Â-módulos. 

Demonstração: Se M ;; N, e claro que 
A - ,._ 

M N 

Suponhamos então que M ;; N e seja f: M ~ N um 
- 1 isomorfismo, com g = f . Pelo lema 5.6., existirão 

f 1 eHomA (M,N) e g 1 eHomA (N 1 M) tais que a imagem de M por 
,... 

esteja contida em nN e a imagem de N por 
A 

9 0 = g 1 -g esteja contida em nM . 

Daí, resulta que g 
1 
(f 

1 
{m)) = g 

0 
(f 

0 
(m)) + g 

0 
(f (m)) + 

+ g(f 0 (m)) + g(f(m)). Como as tres primeiras parcelas per­

tencem a nM e g(f(m)) = m, vem que g
1 
(f

1 
(m))- mt:7TM, p~ 

"' ra .todo meM. Como Mn7rM=nM, resulta que M=(g
1

of
1

) (M)+nM. 

Pelo lema de Nakayama , concluímos que M=(g 1 of
1

)(M) . Assim, 

g
1

of
1 

é um epimorfismo, e, como H é noetheriano, g 1 f 1 e 

um isomorfismo. 

Da mesma forma, obtemos que f
1
g

1 
é um isomorfis­

mo, e daí segue que f 1 e g 1 são isomorfismos, e, portan-
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to, N. o 

Uma consequ~ncia desse lema e o seguinte: 

LEMA 5. 9. (i) Se M e N sao A-módulos finitamente ge-

rados, N um somando direto de M e M = M1 ~ ••• ~ Mr e 

uma decomposição de M em submódulos indecornponíveis, então 

N é isomorfo à soma direta de um subconjunto doconjunto dos 

M .• 
1. 

(ii) Se L, M e N sao A-módulos finitamente gerados, 

implica -M N • 

(iii) Se M e N sao A-módulos finitamente gerados e 

para algum inteiro positi vo r, então M ~ N • 

Demonstração: Vamos demonstrar apenas a segunda afirmação, 

pois as outras sao inteiramente análoga s . 

Se L ffi M ~L ~ N, tem-se L~ M ~ L@ N . 
Como Krull-Schmidt vale para A-módulos, ~egue-se 

que .M.- N, e pelo l ema 5.8., que M ~ N O 

Como vemos, as tres p roprieda des do lema acima sao 

consequências do teorema de Krull-Schmidt, porém, nao sao su 

ficientes para garantir a validade da propriedade de Krull-

Schmidt . Para isso, necessitaremos condições mais fortes co 

mo as que vem a seguir . 

LEMA 5.10. Seja A uma K-álgebra semisimples. Se 
A 

s for 
A ~ 

um A-modulo simple s sempre que A fo r um A-módulo sim-

ples, então todo 
A 

A-reticulado é isomorfo ao completamente 

de algum A-reticul ado. 
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n -Demonstração: Corno A é sernisimples, temos que A E& 
i=l 

onde os S. 
~ 

sao A-módulos simples. 

n ..... 
Dai, 

A - .... .... ~ 

A = $ S. com os S. A-modules simples, 
i= l ~ ~ 

..... 
também é e, portanto, A semisimples. 

.... .... ... A 

Seja T um A-reticulado. Temos que KT e um A-

módulo finitamente gerado, e, portanto, isomorfo a uma soma 

.... ni "' 
n . 

direta f inita Então - " ~ do tipo $ s KT =V, onde V= <B s i . i 
Daí, RT - Rv. Seja T' = a imagem isornórfica de T 

A 

em KV. 

KT' 
,.. 

~ 

Ã-reticulado "' Como = KV, T' e um pleno em KV. As-

"' sim, pelo lema 5.4., T' = M, onde M = VnT' é um A-reti-

cul ado. O 

TEOREMA 5 .11. Se A 
~ 

e urna K-álgebra semisimples e se 

é um Â-módulo simples para todo A-módulo simples S, o 

teorema de Krull-Schmidt vale para A-reticulados. 

Demonstração: Seja M um A-reticulado indecomponivel. 
,.. - .... 

Se M = Tl E& T2 , ter-se-ia T. = Mi para A-reticulados 
~ 

Mi' e, portanto, " M - " Ml (J) 
..... 
M2, donde, pelo lema 5. 8. , se-

M ;; " indecomponí guiria que Ml 6l M2. Portanto, M deve ser 

vel . 
r s -Tomemos então e M. = E& N. I com Mi' N. A-re 

i=l ~ j=l 

ti cu lados indecomponíveis. Então, 

J 
r 
Q) 

i=l 
" M. 
~ 

s 
$ 

j=l 

J 

" N. 
J 

com os 

e N. 
J 

Â-reticulados indecomponfveis, e, corno o teore-

ma de Krull-Schmidt vale para " A-reticulados, vem que r= s 

e ~- ;; N., para i= 1, 2, .. . , r. 
~ ~ 
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5.8 . dá M. - N., Assim, o lema nos :: para 
~ ~ 

i = 1, 2 I • • • f r o 
n 

5.12. Seja A - Gl Mn. (Di) decomposição de uma LEMA = a 
i=l ~ 

r-

K- álgebra semisimples A em K-álgebras simples . Se Di 

é um anel com divisão para todo i, então todo Â-reticula-

do é isomorfo ao completamente de algum A-reticulado . 

n 
Demonstração: " Como A ;; (Ôi) ~ ~i i = I 

,., ... . 
e os Di sao ane~s 

com divisão, 
A 

também resulta q,1e A é semi simples e o resul 

t.ado segue pelo mesn.o raciocínio do lema 5 .lO. . O 

Como consequência, temos: 

TEOREMA 5.13 . Se A = Gl Mrt. (Di) é a decomposição em K-ál 
~ 

gebras simples da K- álgebra semisimples A, e se para to 

do i, Ôi é um anel com divisão, então o teorema de Krull­

Schmidt vale para A- reticulados. 

Demonstração: Pelo lema anterior, todo Â-reticulado pro-

vém de um A-reticulado via completamente. Assim sendo, po-

demos utilizar o mesmo argumento do teorema 5.11. • O 

TEOREMA 5.14. se 
n 

A = Gl 
i=l 

onde os corpos K. 
~ 

sao 

extensões de K tais que o ideal nR = P tem uma Única ex-

tensão a cada um dos Ki' o teorema de Krull-Schmidt 

para A-reticulados. 

vale 

Demonstração: Pelo teorema 0.14, o completamente P-ádico 

de K. é isomorfo ao completamente de K. relativamente à 
~ ~ 
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Única extensão de P a Ki, e portanto , é um corpo. O 

COROLÂRIO 5 . 15. Se K é um corpo de decomposição para A, 

o teorema de Krull-Schmidt vale para A-reticulados. 

n 
Demonstração: Nesse caso , -A $ 

i=l 
Mu. (K) • 

~ 
o 

Finalmente, mencionaremos mais dois resultados con-

cernentes à validade do teorema de Krull-Schmidt para reti-

culados sobre ordens . 

TEORE~~ 5 .16 . Se A é uma álgebra separável comutativa e 

A uma R-ordem, o teorema de Krull-Schrnidt vale para os 

A-reticulados projetivos [16] • 

Uma R-ordem A em A é dita maximal se nao está 

contida p ropriamente em nenhuma outra R-ordem em A. 

TEOREHA 5 .17. Seja ~ ,,... localização de R em P e A uma 

Rp-ordem maximal. Então o t eorema de Kr ull-Schmidt vale pa­

ra A-reticulados [15] . 
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