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PREFACIO

Seja B um anel. 0 anel de Polinomios B[X] na indetermi
nada X com coeficientes em B @ o anel formado por todas as com

M %
binagoes lineares finitas I >(1b,i (bi€ B) cuja soma e multipli

i=0
m . m s
cagao se definem do seguinte modo: se p(X)= % X1ai e q(X)= )cic,i
i=0 i=0
sao elementos arbitrarios de B[X]|, entdo
0 1
p(X) + a(X) = Y X'(a; + ¢;)
i=0
m? i ]
p(X)a(X) = ilox d. , onde d. = jlﬁai-jbj

Na Teoria de Aneis nao comutativos desempenham um pa-
pel fundamental os Aneis de Polinomics Tipo Automorfismo e Ti-

po Derivacao. Para definir o primeiro deles, que anotaremos por
B[X,a|, consideremos o um automorfismo de B e B[X,z] o conjun-

n .
to de todos os polinomios I )(1bi (b; € B) na indeterminada X,
i=0

cuja soma e definida como em B[X] e cuja multipiicacdo & defi~
nida por bX = Xb%, para todo b e B, onde b® indica o elemento de
B que se obtem ao aplicar o em b.

Seja agora D uma derivacdc de B. 0 Anel de Polinomios

Tipo Derivagao, que anotaremos por B[X,QJ e o anel de todos os

n 4
polinomios & X1bi, na indeterminada X, cuja soma e definida
i=0

tambem de modo usual e cuja multiplicacao & definida por bX =

Xb +D(b), para todo b e B.



0 Anel de Polinomios usual B|X] pode ser obtido como ca
so particular de B[X,o] ou B[X,D] desde que se tome o como a
aplicagao identidade de B ou D como a derivacao nula.

A primeira caracterizagao de automorfismos de aneis de
polinomios deve-se a Gilmer | 4| (1968), que estudou os auto-
morfismos de B[X] para B um anel comutativo. Coleman e Enochs |1 |
(1971) generalizaram os resultados de Gilmer para o caso onde
B @ um anel arbitrario e obtiveram, como resultado principal,

0 seguinte teorema:

"Seja B um anele {bj}y 5 , uma familia de elementos de
B. Entao, as seguintes condigoes sao equivalentes:

(1) b,

; e central, ¥Yi tal que 0<i<n, b e inversivel e b e

nilpotente, ¥i tal que 2<1 <n.

n 5
(2) A aplicagao o:B[X] »B|X| definida por ¢(X) = = X1b1 induz
i=0
um homomorfismo sobrejetor.
n .
(3) A aplicagao ¢:B[X] »B[X] definida por ¢(X) = = X]bi induz
i=0
um B-isomorfismo”.
Estes resultados foram generalizados por Rimmer | 8|

(1978) que determina os B-automorfismos de B[X,a] que  deixam
fixos os elementos de B, para um anel arbitrario B e um auto-
morfismo o« de B. 0 resultado central deste trabalho estabelece

que

"Seja B um anel com unidade e a um automorfismo de B,
Entao, as seguintes condicoes sao eguivalentes:
(a) A aplicacao ¢:B[X,a] » B[X,a| induzida por ¢(X) = £ X'b.

3 i
N i=0
e um B-automorfismo.
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(b) A aplicagao ¢:B[X,a] + B[X,a| induzida por ¢(X)
e um B-epimorfismos.
(c) A familia {b1}0§isn de elementos de B satisfaz
. o (o1 i . «
(i) bib =b bi’ YbeB, Yi tal que D<ign
(i1) by eu(z(8))

(1i1) b, e nilpotente, Vi tal que 2<1i<n".

Rimmer, neste mesmo artigo, analisa tambem o casc de
jsomorfismos entre Aneéis de Polinomios Tipo Automorfismo cujos
aneis subjacentes sao isomorfos.

Como os resultados de Cocleman e Enochs | 1] e Giimer | 4|
podem ser obtidos como corolarics dos de Rimmer, nos restringiremos
a demonstrar os resultados deste ultimo.

0s automorfismos de B[X,D| que deixam fixos os elemen-
tos de B foram estudados por Ferrero e Kishimoto | 3|. Os prin
cipais resultados obtidos pressupoem a hipotese de que B & um

anel de caracteristica 0. Neste caso, seja {bj} uma fami-

O<ign

lia de elementos de B. Consideremos as seguintes condigoes:

(4)03—1(b)bj para todo beB e i >1
n %
bab + D(b) = X DJ(b)bj para todo b € B

(b) b, e um elemento inversivel
(c) b e nilpotente para i 22

(') 0 ideal bilateral Ny gerado por {D¥(by)] 320, 25i<n}

e um ideal nilpotente.



Entao,

(1) Se ¢ e um B-automorfismo entao {bj}

(a), (b) e (c).

Ogign satisfaz

(2) Se {bi}Osign satisfaz (a), (b) e (c¢') entao ¢ e um

B-automorfismo.
Conseqlientemente,

(3) Se B e noetheriano, ou todo elemento niipotente de
B e central (por exemplo, se B & comutativo) ou exis
te um inteiro m tal que D" =0, entio ¢ & um B-auto

morfismo se e somente se (a), (b) e (c) sao verifi

cadas.

Finalmente, os automorfismos entre aneis de polinomios
cujos aneis subjacentes sao isomorfos foram estudados pela auto
ra em colaboracao com M.Ferrero. 0s resultados obtidos genera-
lizam os de M.Ferrero e K.Kishimoto | 3 |.

No Capitulo O apresentamos alguns resultados gerais da
Teoria de Anéis que serao necessarios nos capitulos seguintes.

No Capitulo I desenvolvemos os resultados basicos refe
rentes a Anéis de Polinomios Tipo Automorfismo e Tipo Deriva-
gao.

0 Capitulo II trata de Automorfismos de Aneis de Poli-
nomios Tipo Automorfismo e, como corolario sao obtidos os re-
sultados para aneis de polinomios usuais.

0 Capitulo III trata de Automorfismos de Aneis de Poli
nomios Tipo Derivacao e no Capitulo IV apresentames alguns re-
sultados sobre isomorfismos entre Aneis de Polinomios Tipo De-

rivacao cujos aneis subjacentes sao isomorfos.



CAPTTULO O

INTRODUCAO

Apresentamos aqui varios resultados classicos sobre a
Teoria de Anéis a que faremos referencia nos capitulos seguin-
tes. Um estudo mais aprofundado sobre o assunto pode ser encon
trado em Ribemboim | 7| e Curtis-Reiner | 2|. No § 1 estabele-
cemos algumas Definicoes e Teoremas gerais. No § 2 fazemos um
estudo sobre Nilpotencia.

Neste capitulo, B indicara sempre um anel com unidade.

§ 1 ALGUNS RESULTADOS SOBRE TEORIA DE ANEIS

Definicao 0.1.1

Sejam J e J' ideais a esquerda de B. Anotamos por JJ'
0 conjunto de todas as somas finitas de produtos xx', com xed
&X' ed",

Observemos que JJ' & um ideal e se J e J' forem bilate
rais teremos que JJ' e bilateral e JJ'=JNJ'. Anotaremos por

3" o produto obtido pela multiplicacao de J, n vezes.

Definigao 0.1.2

Seja J um ideal a esquerda de B. J € dito NILPOTENTE se

e somente se existe ne N tal que J" = (0).



Definigcao 0.1.3

Seja J um ideal a esquerda de B. J e dito NILIDEAL se

e somente se todo elemento de J € nilpotente.
As proposigoes seguintes estabelecem algumas proprieda

des importantes sobre ideais nilpotentes e nilideais.

Proposicao 0.1.4

(a) Se J e um ideal nilpotente de B entao J e nilideal.

(b) Se J & um ideal nilpotente a esquerda (a direita)
de B entao JB (BJ) e um ideal bilateral nilpotente que contém

J.

(c) Se J e J' sao nilideais bilaterais entdo J + J' & um

nilideal bilateral. Mais geralmente, se e uma fami-

{ii}ﬂsiﬁn
1ia de nilideais bilaterais de B, entao Ji € um nilideal bi
i=0 -
lTateral.

Se J e J' saop ideais nilpotentes de B ent3ao J+J'

¢ um ideal nilpotente de B. Mais geralmente, se {Ji}0<i<n & uma
" - =
familia de ideais nilpotentes de B entao ¥

.

1

o

; @ um ideal nil
0

potente de B.

Demonstracao

L

(a) Se J e nilpotente ent3o existe ne N tal que J"=0.

Seja xed.

nEJn

Como X.X .... X=X , entdo x"=0. Logo, J & nili-

deal,



(b) Seja meN tal que J™"=0. E imediato que J=JA. Lo-
go, (JA)™ = (JA)(JA) ... (JA) =J(AJ)(AJ) ... (AJ)A=J™A = (0).

(c) Sejam J e J'ideais bilaterais de A. Seja u: ﬂﬂ:ﬁ > % 0
epimorfismo definido por a+{(JNJ') » a+J e consideremos a res

J — A
dnd' =~ dnd’

tricao de ¢ ao ideal

A 1 1 | + }
W(25e) = {a+ (INnd ) Jacd'l={(asb) +dlacd' e g d) ol JJ .
= ; R J: ~ Jd"+
Além disso wEJ’/J ng+ & injetora. Logo, 5 R

Assumamos que J e J' sejam nilideais. Seja xed + J'.

4 \

Entao, x +J =w[y~+(JITJ‘)} com ye J'.

Se m & o Tndice de nilpoténcia de y, entdo: x™ + J =
= (x-+J)m:=w(ym~%(Jf1J'3 = m(U +(J'+J'D e J. Logo, x™ e J, o
que indica que existe ne N tal que xmn =0. Portanto, J+J'eni
lideal. Por indugao mostra-se que o resultado pode ser estendi
do a uma familia finita de ideais bilaterais.

Assumamos que J e J' sejam nilpotentes. De (b) temos que
JA e J'A sao ideais bilaterais nilpotentes. Portanto, existe reN
tal que (J+J') A" =(0), o que mostra a nilpotéencia de J+4Jd'.
Pode-se estender este resultado para uma familia de ideais nil

potentes, utilizando-se indugao sobre o numero de elementos da

familia. [j

Proposicao 0.1.5

(1) A unidc de todos os nilideais de B e um nilideal,

anotado por UR(B).

(2) A uniao de todos os ideais bilaterais nilpotentes

de B @ um nilideal, anotado por NR(B), gque & igual a uniao de



todos os ideais a esquerda (ou a direita) nilpotentes de B.

(3) NR(B)= UR(B)= N(B), onde N(B) indica o conjunto dos

elementos nilpotentes de B.

Demonstragao

(1) Seja U a uniao de todos o5 nilideais de B. Sejam a
e a' dois elementos de U. Existem, entao, J e J' nilideais de
B tais que acJ e a‘'eJd'. Logo a-a' ¢ J+J'. Pela Proposigao
0.1.4 {(parte c), J+J' & um nilideal e, consequentemente, U &
um subgrupo aditivo de B. Como BU= U e UB= U, segue que U € um
ideal bilateral. Seja xeU e J nilideal de B tal que xedJ. En-

tdo, existe me N tal que x™=0. Logo, U & um nilideal.

(2) Seja V a uniao de todos os ideais bilaterais nilpo
tentes de B. Utilizando-se a Proposigao 0.1.4 (parte a)e o item
(1) acima, temos que V & um nilideal. Logo V contém (e portan-
to e igual) a uniao de todos os ideais nilpotentes a esquerda

(ou a direita) de B.

(3) Como todo ideal nilpotente & um nilideal temos que

NR(B) < UR(B) = N(B). [

Definigcao 0.1.6

Com as notacGes acima, NR(B) & chamado RADICAL DE NOETHER
de B e UR(B) & dito NILRADICAL SUPERIOR de B.

T i
UF.RGS
Inetiivtc o= Pinfematice

ey

BiBLIOTECGCE



Definigcao 0.1.7

0 ideal bilateral R de B @ dito um NILRADICAL de B sem
pre que B seja um nilideal e o unico ideal bilateral nilpoten-

te de B/R seja (0).

Proposigao 0.1.8

Se todo elemento nilpotente de B esta no centro de B (por

exemplo, se B e um anel comutativo), entao NR{(B) = UR(B) =N(B).

Demons tracao

Seja ae Z(B) um elemento nilpotente. £ imediato, entdo,
que Ba & um ideal nilpotente. Portanto, a € Ba = NR(B),o que mos
tra que N(B) < NR(B). As cutras inclusoes sac conseqtlencia ime

]

diata da Proposicao 0.1.5. t_J

Definigao 0.1.7

0 anel B @ dito NOETHERIANO a esquerda quando o B-modu
lo a esquerda gB for noetheriano. Analogamente definimos anéis

noetherianos a direita.

Definicao 0.1.8

0 anel B e dito ARTINIANO a esquerda quando o B-modulo
a esquerda pB for artiniano. Analogamente definimos aneis arti

nianos a direita.



10

Utilizaremos os Teoremas seguintes no Capituio III. Uma
demonstragao cuidadosa destes resultados encontra-se em Ribem-

boim | 7.

Teorema 0.1.9 (Levitzki)

Se B & um anel noetheriano a esquerda entao todo nili-
deal bilateral @ nilpotente. Portanto, UR(B) =NR(B) e o maior

ideal bilateral nilpotente. de B.

Teorema 0.1.10 (Akizuki-Hopkins)

Todo anel artiniano a esquerda € um anel noetheriano a

esquerda.

§ 2 NILPOTENCIA

Seja NR(B) o radical de Ncether de B. A partir de ago-
ra, anotaremos NR(B) =N. Observemos, pois, que afirmar que xe N
e equivalente a garantir a existencia de um ideal bilateral nil
potente J=B tal que xed.

0 sequinte estudo sobre nilpotencia sera utilizado nos
Capitulos II e III. Os resultados apresentados foram obtidos por
Ferrero, M. e Kiskimoto, K. | 3.

Consideremos um sistema S = {d;;eB|l<icn, 1gjsm}. Assuy

mamos que cada dijE S satisfaca a seguinte condigao:
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dijb e 1 Bd Vb ¢ B [0.1]
pi
Gz
E imediato que o ideal a esquerda By = )] Bd e um
p+qzk P9

ideal bilateral, para todo k >1 uma vez que da condigao [D.1]

segue que B B<=B, .

Lema 0.2.1

Seja {#ii}? uma familia de elementos de B que veri
1

fica [0.1]. Seja B, = § Bd__ e N o radical de Noether de B. Se
K p+qzk Pq

dpq e nilpotente para todo par de inteiros (p,q) tal que p+qz3k,

entaon dpqe N e B, e um ideal nilpotente.

NI

ign
jgm

/i

Demonstracao

0 Lema e verdadeiro para k=mn. De fato, Bnm= Bdnme um

ideal nilpotente uma vez que para n e m a condicdo [0.1] reduz-

-5e a dnmbe Bdn Portanto,

m*
l -
bidn-Podop "'btdnm = byb, cross Bl Yt e N

Como, por hipotese, dpo e nilpotente, existe re N tal

que d;m =0 e, conseqllentemente, byd ... b.d =0.
Assumamos que Bu e nilpotente para todo u>v+1 com vz2k.

e mostremos que B e nilpotente.

Seja p=21, g=21 tal que p+q-=yv
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Pela condigao [0.1] temos que I e um ideal bi-

(p-q)
lateral. No anel quociente BiB consideremos, entao, o ideal

B .
Hp.q)/BuSB/By

Todo elemento de I( )/B pode ser representado por

Bapq com beB, uma vez que Vi¥j tal que i+ J >u temos que d =0.

Da relagao [0.1] segue que dqu € E&pq e, como por h1—
potese d 0g e nilpotente, existe re N tal que d =0. Logo, pa-

ra tal relN temos que dp’"q 0.

Para mostrar a nilpotencia de I( )/Bu consideremos o

Psq

b,d__b,d .b.d__. d be Bd b.d_b.d =
produto b]"quzdpq vw o R 04 Como qu Bd vem que b1dqu3dpq
=b.(d_b.)d__ =b.(bid )d_ = B B d iVj 1si, j<r.

i (dpqPy)dpq = Py (bsdpq)dpg g U RN G0 Bl
tanto, existem I::r2 b3 .»by tal que
b]dpq 2 pq . W brdpq & l);bz " 8w br'qu = 0

[sso mostra que todo produto de r fatores de eiementos de I(p l:!)/Bu
se anula, isto e, I(P,q)/su e um ideal nilpotente de n/Bu

Existe, pois, te N tal que pr q) CB . Como pela hi-
5 : & TR st BS
potese de inducao Bu e nilpotente, existe s=N tal que I(p q) u
= (0). Portanto, I(p 3 e nilpotente. Conseqgtentemente B, =

= ) I(p,q)> SOma de ideais nilpotentes, e um ideal nilpo-
prg=y ’

tente. D

0 corolario que se segue trata de uma situacao particu

lar do Lema 1.2.1, @ qual nos referiremos no capitulo II.

Corolario 0.2.2

Seja me N e R elementos niipotentes de B tais
m
que Bw, =w.B Y. tal que 1 £j<m. Entac £ Bw, € um ideal nil-
J J J j=1 1]
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potente de B.

Demonstracao

Seja d]j =05 Vj tal que 1 ¢j<m. Como, por nipotese,

BdU' = d]jB, Vj tal que 1<jg¢m, temos que dljb € Bd}j Eqij Bd“&'

Portanto, ocorre a condigao [0.1] e, pelo Lema 0.2.1 temos que
m

B,= & Bd, = I Bw, e um ideal nilpotente. []

LRER'TS L B 0

1



CAPTITULO I
ANEIS DE POLINOMIOQS

Neste capitulo apresentamos alguns resultados basicos
referentes a Anéis de Polinomios Tipo Automorfismo e Tipo Deri
vagac. No § 1 definimos o primeiro deles e obtemos alguns_ re-
sultados que serao utilizados no Capitulo II.

0 § 2 trata de Aneis de Polinomios Tipo Derivacao e ne
le s3ao desenvolvidos os resultados basicos para o Capitulo III.

No § 3 apresentamos alguns resultados adicionais sobre
B[X,*], com * =a ou *=D, onde @ & um automorfismo de Be D uma

derivacdao de B, resultados estes obtidos por K.Kishimoto.

& 1 ANEIS DE POLINOMIOS TIPO AUTOMORFISMC

Seja B um anel com unidade e a um automorfismode B. Ano
temos por B[X,a] 0 conjunto de todas as somas finitas ‘; Xibi
com b, B para 0<i<n. Definimes uma adigdo em B[X,d]1;g modo
analogo a definida em B[X]. £ imediato que (B[X,a],+) € um gru
po comutativo.

0 teorema seguinte € o resultado central deste parégri

fo.

Teorema 1.1.1

Existe uma lnica estrutura de anel sobre B[X,o] tal que

bX = Xb® ¥beB e X' xJ = xI*I, wvi,js0.



Demonstracao

m . m £
Seja f= L X'a. e g= I XJb, dois elementos arbitri
i=0 1 j=g d B

rios de B[X,al. Definamos uma multiplicagdo em B[X,a] por:
1 S m m W e od
fg =( ) XTa]-) ( 7 x9b,) = V0§ x"Ha%p, [.1]
i j =0 3=

Em particular (para f = a8 g =x3bj) temocs que

i

(x"ai)(ijj) - x1*ta? b [1.2]
Entao,
ot = xTp® YbeB, Vi [1.3]
e xixd = x1+J ¥i.j >0

Utilizando a relacdo [1.3] obtemos que
- v = A | d j+k _k
[(x1a}(be)J(xkc) = [E(1+Ja(1 b](xkc) =X1+J+kaa bO& c

Por outro lado,

(x"q){_(ij)(xkc)ﬁi - (xia){xj‘“kb“kﬂ = yiHitky

a3+k k.

Logo, YaeB, ¥YbeB, ¥YcebB

) [odby k)| = [oxTayoede) ] (xke) 18]
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Mostremos, entdo, que com a multiplicagdc definida por [1.1]
(BfX,a],+,+) tem uma estrutura de anel com unidade.

De fato, utilizando a relagao [1.3] temos que

X' (agxd)oy = 1g0 J_rgl)(><"a1)(x"'bj) (1.5]

Como por [1.4] a mulitiplicagdo € associativa para ele-
mentos do tipo xiai e, por [1.5], o produto de elementos arbi-
trarios de B[X,a] @ uma soma finita de produtos do tipo acima,
a associatividade da multiplicacao & verificada, entdao, facil-
mente.

A distributividade e satisfeita. De fato, se

temos, pela relacao [1.1], que

L

f{b +rﬂ

“moo. mo . - m B oo o §

i J B Ji+i_a

¥ ds A bis g = X dx (b H ) =
{jzo ‘}lgzo 3 J)J iho sk 71 PaT )

m b s sl m i BT,

T Y x"™a%p, % V7 § #"MaY e, = fg + fh
1

120 j=0 b 420 j=0 tod

A unidade em B[X,o] & dada por 1 =x°1.

Reciprocamente, se B[X,a] tem uma estrutura de anel tal

que bX =Xb% e x'xJ =x1+J, entao o produto de dois elementos ar
—_ m i m i -
bitrarios f= L X1ai e g= ¥ xJb. & dado por
1=0 i=0 J
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m j
fg = | i"‘”ub
i=0 j=0

De fato, por inducao sobre i, demonstra-se facilmente a rela-
gao [1.3] e, utilizando-se a distributividade e a associativi-

dade da multiplicacao obtemos que

-

f ; ) moom o P
(2x }UH B RACRL

i

fg

= 1 J=0 J
moom .. m m ... —
= ¥ Ix'xda¥ .= 3§ x'Ma%b, L
i=0 j=0 PO 420 j=0 v

0 anel B[X,a] definido no Teorema anterior sera denominado Anel
de Polinomios Tipo Automorfismo.
Os Lemas seguintes fornecem algumas expressoes de pro-

dutos de B|X,a] que serao utilizadas no CapTtulo II.

Lema 1.1.2

Seja {bJ » uma familia de elementos de B. Nestas con
¢i<m L3

dicoes

T+2+4 ... +m-1
m 2 1 1424 ... +m ¢ o
(X bm) v L% bz)(x bl) = X b ...bzb-

Demonstracao

Como (Xzbz)(KbT) =X£+]b;b1 (por [1.2]) temos que o Lema

e verdadeire para m=2. Assumamos que o Lema se verifica para
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todo m< p. Utilizando a relagao [1.2] temos que:

(P 0P ) - (X3, (40y) = (xp”bpﬂ)It(}:pbp)(xp"]bp_ﬂ (Xb])] "

- T4+...4(p-1) -
- rypt] T#...4p .0 \ o B
= (o b bzb.IJ X
v .. .+(p=1 -
(o) bo‘H +p . +...4(p=1) e n

p+1 D 21"

Corolario 1.1.3

Sejam i,me N e big B, Vi. Nestas condigoes

; . (m-1)4 21
i m o_ o mi_a o o
L W goe B s

Demonstragao

E imediata, desde que se faca, no Lema 1.1.2,1=2=,,.=

Lema 1.1.4

Seja {bi}0<1<n uma familia de elementcs de B e me N.

-

Nestas condigoes

1 e I
(e 40 & or ® X0 9™ o ) X ! m % e B% b,
F B g i - m i iy
1]1---:"'_
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Demonstracgao

E imediato que (by+Xby+ ... +X"b)" sera soma de todos

.

‘ ™ ip i ) _
os termos do tipo (X bim) e v« T biz)(x bil)onde051;,.”,1m\

Portanto, aplicando o Lema 1.1.2 obtemos a

jada. []

expressao dese-

§ 2 ANEIS DE POLINOMIOS TIPO DERIVAGAOD
Seja B um anel com unidade.

Definicao 1.2.1

Uma aplicagao D:B+B €& dita uma Derivagaoc de B se as se

guintes propriedades sao verificadas para quaisquer dois ele-

mentos a e b de B:

(i) D(a+b) = D{(a) + D(b)

(ii) D(ab) = D(a)b + aD(b)

Observemos que a condigao (i) equivale a afirmar que D e um ho

momorfismo da estrutura de grupo subjacente ac anel B.

A seguir estabelecemos algumas propriedades das Deriva
coes.
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Proposicao 1.2.2

Seja D uma derivagao de B. Entao,
(a) D(1) =0

(b) 0 conjunto By = {a eB{D(a) =0} e um subanel de B tal

que 1 eBO

(c¢) D"(ab) =_%0(?)Di(a)0"'i(b), VacB, VYbeB, Vnel,
1=

Demonstracao

(a) Se assumirmos a=b=1 na relacao (ii) da Definigao

1.2.1, temos que D(1)=D(1).1+1D{1) =2D(1). Logo, D(1) =0.

(b) A demonstracdo & uma conseqtiencia imediata da Defi
nigcao de Derivagao.
(c) Para n=1 temos que D(ab) = D(a)b + aD(b) =
1 ’ .
= 'E (1)01(a)01'1(b). Assumamos que a igualdade se verifique

1=

¥n tal que n<p.

oP* (ab) =

I
o
1‘..':'

=
—
1]
o
—

| S |

o =
: D{:E ($)0'(a)0P M (b) | -

|
|
i=0 ]

0

()0 *(a)pP  (b) +
0 i

) O~

(P30" (@)0P o) + (PEHoP* (@)p’(b) + (P00 (a)0Peo) =

p+] ; % -
- 1 FThel o) ]
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Seja B um anel com unidade e D uma derivagao de B. Ano
temos por B[X,D] o conjunto de todas as somas finitas igo >(i|:)_i
com b, eB para 0<ign. Definimos uma adigdc em B[X,D] de modo
analogo a definida em B[X]|. £ imediato que (B{X,D].+) & um gru
po comutativo.

0 Teorema seguinte € o resultado central deste parégrg

o,

Teorema 1.2.3

Existe uma Unica estrutura de anel sobre B[X,D] tal que

bXx=Xb+D(b), ¥beB e x'xd =x*I i js0.

Demonstracgao

; - " o d
Seja f= ¢ X a, e g= I X“b.
'i:o 1 j=0 n]
de B[X,D]. Definimos uma multiplicacdao em B[X,D] por

dois elementos arbitrarios

m . m . m m J Z s ,
fg = (2 x‘ai) ( ) bej\ = 3 1 1 ™Mk, [1.6]
i=0 j=0 ¥  i=0 j=0 k=0 J
Em particular, temos que para f =X1ai e g :ijj
(xTa.)(xdb,) = gx“"‘(j)aj“k(a.)b. (1.7]
i 3 KoB k 1 9= -
Entao,
J J kipida nd =K "
bX* = '} X" (3)0" "(b) ¥YbeB, ¥j>0 (1.8]
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xV.xd = xi+k(g)03’k(1) - x1H ¥i,j=0 [1.9]

1| ~=1Cu

k=0

Vejamos, entao, que com a multiplicacao definida por
[1.6] (B[X,a],+,+) tem uma estrutura de anel com unidade.

Da relagao [1.6] obtemos que

N F & o . -
kEOX”"(ﬂ)DJ"‘(b)cJ(xa) = T xR byea +

o)) | 0xa)

. s B 5 & _—_— i
e | 5 xR I byn(e) fa + | frr:‘*k”ci>a~""‘<b)°}a )

bk

==

— . 3
. x‘lui+‘(b}c + DJ(b)u(c)la ¥ .gox‘*k+1[(

+

(ki])Dj”k—](b]D(c)ja ¢ X peg
Por outro lado,

J+l

o) [oFe xa] = x'oxea + xlowdoiera = 73 T o)
d Bk & s s .
) ka(ﬁ)DJ"k(b)D(C)a =x 03 ()¢ + DJ(b)D(ci]a +
k=0 L
J= . . P . o 4 - -
i+k+1 (341 pd-k J nj-k-1 i+j+]
R [ L OLE L (5)0(c)|a +x" I bca.

Logo, [(x'b)(xIc)](xa) = (x"b) [(xPc)(xa)] ¥i,j50, o que equivale
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a afirmar que para quaisquer dois elementos f(X), h(X) e B[X,D]
temos que [f(X)h(X)](Xa) = f(X)[h(X}Xa] uma vez que esta Ultima
expressao e soma de produtos do tipo acima.

Assumamos que Yf(X), h(X) e B[x,dD], [T(K)h(x)jxk']a =
% f(X)[ﬁ(X)Xk'}aJ. Como, pela relacao [1.6],

k=1+nh,1

1
X = X

temos que, para quaisquer f(X), h(X) & B[X,D]
= £(X)h(X) e H(X) =h(x)x*"",

., anotando G(X)

i

[Foonm]oka) = 600 (a) = 600 ¥ xa)| -
- !'e(x)x"']](xa) - [ (Fexono) x""“q(xa) ;
= [roo (neox® ) foxa) = oo (nx) | xa) =
. f(X)[H(x)XaJ 2 f(X}[(h(x)Xk"]-xa] .
. f(X){h(x)xka]
Portanto,
VA(X)h(K) eB[XD] » ke , [FXIM()]x"a = £(x) [hoOx"a] [1.10]

Estamos agora em condigoes de provar a associatividade
da multiplicacgido.

De fato, utilizando a relacédo [1.7], temos que
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Xi+k(j]Dj'k(a.)b. B ? ? (Xia.)(ija-) [1.1%)
0 k V40 gm0 ’

Como, em particular, por [j.]G] 2 multiplicacao é asso
ciativa para elementos do tipo Xiai e, por [1.11], o produto de
elementos arbitrarios de B[X,D] € uma soma finita de produtos
do tipo acima, a associatividade da multiplicacac €, entao, ve

rificada facilmente.

A distributividade e satisfeita. De fato, se

m . m
szX1a. , g = )

i m
bej ; h= § xK
j=0 =

temos, pela relagao [1.6] que

f[§+fﬂ

rinx"a.ﬂ ?X‘j(b.+c.)“]=§1 %n %x"*k(jmj“k(a.)(b.m.):
=0 '{lz=0 I I} 420 3%0k0 K L

m

i
R L CHETE S S
],Jz =

A unidade em B[X,D] & dada por 1 =X0.1.

Reciprocamente, se B[X,D] tem uma estrutura de anel tal

que bX =Xb +D(b) e X' =Xi+j ¥i,j>0, entdo o produto de dois
L X'a, e g= I X“b

. e dado por
j= j=o0 3

elementos arbitrarios f

WOR ek ek
fg= I 1 1 aTNDI T (ag)b,
i=0 j=0 k=0 J
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De fato, por indugdo sobre j demonstra-se facilmente a relagao
[1.8] e, utilizando-se a distributividade e a associatividade

da multiplicacao obtemos que:

fg=(r§)(1a><r£x3b)=§ EXax3t—
izo0 '/ \j=0 % i=0 j=0 J
m m J "
= %' xk(JypIk =
120 jZO RZO ! = )J
m m i .
= T 1 D%t a0 . []
i=0 j=0 k=0 J

0 anel B[X,D] definido no Teorema anterior sera denomi

nado Anel de Polinomios Tipo Derivacgao.

§ 3 ALGUNS RESULTADOS ADICIONAIS

Seja % um automorfismo « de B ou uma derivagao D de B.
Dado um polinomio monico f(X) e B[X,*], se f(X) perten-

ce ao centro de B[X,»| entao o ideal

X)B[X,%]| = {f(x)g(x)]g{x) € B[x,*]}

€ um ideal bilateral. De fato, dado p(X)e f(X)B[X,x], € «claro
que para qualquer h(X) e B[X,x] temos que p(X)h(x) e f(X)B[X,*].
Por outro lado, como p(X) =f(X)g(X) para algum elemento g(X) de

B[X,«] temos que h(X)p(X) =h(X)F(X)g(X) = f(X)h(X)a(X) € F(X)B[X,*]



26

Utilizaremos as Definigcoes seguintes nos resuitados cen-

trais deste paragrafo.

Definigao 1.3.1

Seja f(X)eB[X,*] um polinomio monico arbitrario. f(X)
e dito um GERADOR MONICO se o ideal gerado por 7(X) € um ideal
bilateral de B[X,x].

Por exemplo, como vemos acima, se f(X) & um polinomio

monico central, ent3o e um gerador monico.

Definigao 1.3.2

Un ideal bilateral T de B[X,+x]| @ dito PRINCIPAL se T =
= f(X)B[X,*]|, para algum gerador monico f(X).
0 seguinte Lema estabelece uma condigdo necessariaesu

ficiente para que um polinomio seja um gerador monico.

Lema 1.3.3

Seja f(X) =xm-+xm'1bm_] t ... +Xby+by um elemento de
B[X,*].

(1) Se % =a entao f(X) € um gerador monico se e somen-

te se

(1')b1.b“ = b% b beB, Vi tal que 0<i sm-1

Vi tal que 2 <9 <m
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5 ; ld-¢
onde Id indica a aplicagao Identidade de B e bjl denotaoele

mento de B que se obtem ao aplicar a aplicacao I[d-a em bj'
(2) Se *=D entdc sao equivalentes as condigoes:

(a) f(%) & um gerador monico
(b) f(X) e central
(e) (1) byb=(T)0" (o) + ("}

1™ (b))

] e #
+ bbi' beB, Vi tal que 0<igm-1

(i) D(bi) =0, ¥i tal que O0<igm-1.

Demonstracao

(1) FLX) =Xm+xm"1bm_1 ...+ Xby +b0 sera um gerador mo
nico se e somente se o ideal f(X)B[X,c] for bilateral. Isto equi
vale a afirmar que dado p(X) e f(X)B[X,o], para todo h(X) e B[X.«a]
devera existir k(X) eB[X,e] tal que h(X)p(X) = f(X)k(X) (uma vez
que, por definigao, p(X)h(X)e F(X)B[X,a], Yh(X) <cB[X,a]).Eevi
dente que e suficiente considerar p(X) = f(X) com h(X) =b e h(X) =X.

Entao, f(X) sera um gerador monico se e somente se exis

tirem u(X) e v(X) elementos de B[X,al tal que
bf(X) = f(X)u(X) e Xf(x) = f{x)v(x)

Como o grau do polimonio monico Xf(X) e m+1, o polino
mio v(X) deve ser monico e de grau 1. Portanto, v(X) =X +c. Co-
mo o grau'do polinomio bf(X) € m, o polinomio u(y) deve ser de

grau 0. Alem disso, como



m .
X% & x™ I p e L4 X6'b, + bb

1]

bf( ) "

m-1

2,

m+1 m
Xf(X) =X + X bm— t son # XDy # Xbo

]

m

temos que, necessariamente, ™ Portanto, f(X

u(X).

gerador monico se e somente se

Ozm m, ¢t Clm “tm
bf(X) = f(X)b~ =X"b +...+xb]b +b0b‘~

m+l | mo 2,0 o, m
bm—1+"‘+x b]+xb0+x i (R

L XF(x) = F(X) (x+c) =X :

Comparando as relagoes [1.11] e [1.12] obtemos que f(X)

+ xmququ_1+...+Xb1+bO sera um gerador monico se e

m i
rgiba = p* bi , ¥YbeB , Vi tal que 0 <igm=1
o

bm-1 - bm~1 ¥
Ve

Bt = et ¥ Byugm®

bac = 0

0

\.

Utilizando [1.13] temos que

g

Id-a _ a L0 _ N
bybld7® = b [bm Lo bm_J - byc = 0
Id-a _ ,a L L0 _
< Ot g bo=331C ¥ Bpog m-i+1°
Id-o _ o o -
B P bm-i—?[bm-l +C_bm—]] ==

28

(1.91]

) sera um

[1.17]
c+b0c

x[ﬂ

+

somente se

19

[1.14]
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Portanto, de [1.13] e [1.14], conciuimos que f(x)=xm+xnh1bm4 +

+ ...+ by € um gerador monico se e somente se

i i ld-a Td-a L e
(”) bm-i - rn—i—'lbm_] ¥i tal que Z2<1¢m
Lds: _
bObm_] 0

(2) Fazendo-se consideracgoes analogas as anteriores te
mos que f(X) sera um gerador monico se e somente se bf(X)=f(X)b

e Xf(X) =f(X)(Xx+c), para algum ceB. Isto equivale a afirmar

que

7

_ oy m-1
bf(X) = X" + X" 'b_ b+ ... +byb
[1.15]
= ol
< xf(x) = x™1 4 XM o+ X" 1D(bm_]) ¥+ X%y # D(by) #
+Xby + D(bo)-+x"% # e B L
5
Alem disso
m . 1
(Lf(XJ = T Mo™ Ty e e T T T ()b, + bd
3 1 i 1 0
] i=0 i=0
] ; [1.16]
XF(x) = ™ 4 x4 .o+ X%y + xby

L m-1

Comparando as relagoes [1.]5] e [1.16] obtemos que f(X)

e um gerador monico se e somente se
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M.17]

c =0 e D(bi) =0

Portanto, as condigcoes (a) e (c¢) sao equivalentes. Para mostrar
que (a) implica (b), basta observar que por [1.17], c=0. Logo,
se (a) se verifica entao bf(X) = f(X)b e Xf(X)=f(X)X, isto e,
f(X) € central.

Finalmente, como foi observado anteriormente, (b) im-

plica (a). []

Para demonstrar o Teorema abaixo necessitaremos da se-

guinte definicao.

Definicao 1.3.4

Um anel B & dito SIMPLES se os uUnicos ideais bilaterais
de B sao os triviais.

Observemos que dado um anel arbitrario B, com unidade,
e um polinomio monico f(X)eB[X,*], temos que para todo p(X) de
B[X,*] existem r(X), q(X) € B[X,%] tal que p(X)="f(X)q(X) +
+ r(X), onde gr(r(x)) <gr(f(x)) ou r(x) =0. A demonstracao des
te teorema do algoritmo da divisao e feita por indugao sobre o
grau de p(X), como no caso usual, e & essencial na prova o fa-

to de que f(X) & monico.

Teorema 1.3.5

Seja B um anel simples. Entao, todo ideal bilateral de
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de B[X,*] e principal.

Demonstracao

Seja T #(0) um ideal bilateral deB[X.,%] e g(X) =mem +

m-1
bm—]

tence a T.

+ X +...+byeB[X,x] um polinomio de minimo grau que per

Seja I o conjunto definido por

I = {beBI Ih(X)e T tal que h(X) =x"b + ><""'1r:,~.m_1 R s B bo} U{0}
Como b eI, temos que I & n3o nulo. I & um ideal bilateral de
B. De fato, se b e b' sao dois elementos de I, entdo, € imedia
to que b +b' tambem esta em I. Alem disso, sado bel e acB,

arbitrarios, temos que existe h(X) e T talque h(r)=xmb+x"k1bm_]+

¥ o+ bo. Entao,
= m-1 )
h(x)a = x"ba + X" 'b__.a +...+bjae T
e
-m m =] ’ =
a® h(x) =x"ab + X" "a% e 8 hel

m-1

Logo, abel e bacel.

Como B e simples e I #(0) temos que I =8. Logo, a uni-
dade esti em I e, conseqllentemente, existe um polinomio monico
f(X) em T de grau m=gr(g(X)).

Como anteriormente observamos, sendo f(X) monico, para

um elemento arbitrario h(X)eT existem r{(X) e g(X) elementos de
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B[X,*] tal que h(X) = f(X)a(X)+r(x) e gr(r(X)) < gr(f(X)) ou
r(X) =0. Como h(X) =T e f(X)eT temos que g(X) - f(X)q(X) e T.
Logo, r(X) e T. Portanto, pelo carater minimal do gr(f(X)), r(X)
deve ser nulo. Logo, T=f(X)B[X,*]. [j

Definicao 1.3.6

Um polinomio monico f(X) eB[X,x] & ditoc IRREDUTIVEL se
f(X) nao possui fatores monicos proprios alem da unidade.

Observemos que sendo f(X) monico, nao pode admitir fa-
tores constantes diferentes da unidade. Alem disso, decorre ime
diatamente da definicdao que se f(X) &€ um polinomio monico nao
irredutivel, entdo existem h(X), g(x) e B[X.%] tal que f(X) =
= h(X)g(Xx) onde 0 <gr(h(X)) <gr(f(Xx)).

Definigao 1.3.7

Um polinomic monico f(X) cB[X,*] € dito FRACAMENTE IR-
REDUTIVEL se todo ideal bilateral gerado por qualquer fator mo
nico proprio de f(X) € o proprio anel B[X,x].

0 Teorema seguinte estabelece uma condigao necessaria
e suficiente para que um ideal bilateral principal de B[X,ﬁ],

com B anel simples, seja maximal.

Teorema 1.3.8

Seja B um anel simples. Um ideal bilateral de B[X,*| &
maximal se e somente se seu gerador monico € fracamente irredu

tivel.
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Demonstragao

Seja T um ideal bilateral maximal de B[X,*], f(X) seu
gerador monico e g(X) um fator monico proprio de f(X). Conside
remos I o ideal bilateral gerado por g(X).

Pela observacao feita acima, como g(X) g fator proprio de
f(X), temos que 0<gr(g(X)) <gr(f(X)). Entao, F(X)B[X,f{]c;‘: g(X)B[X,*] =1.
De fato, se f(X)B[X,*] = g(X)B[X,*], entdo deveria existir h(X) e B [X,*]
tal que f(X)h(X) =g(X), o que & uma contradigao.

Sendo T maximal, segue, entao, que I=B[X,*], o que mos
tra que f(X) e fracamente irredutivel.

Reciprocamente, seja f(X) gerador monico, fracamente ir
redutivel, do ideal bilateral T. Seja & um ideal bilateral de
B[X,*] tal que T< . Mostraremos que, nestas condigoes, & =
= B[X,{]. Como & e principal, tem um gerador monico g(X). Sen
do f(X) ET‘E.ﬂ? temos que g(X) divide f(X). Logo, existe p(X)
de B[X,*] tal que f(X) =g(X)p(X). Mais ainda, 0<gr(g(X)) <ar(f(X)),
pois, em caso contrario, teriamos g(X) =f(X) e T= &. Portanto,

g(X) € um fator monico proprio de f(X). Como f(X) e fracamente

irredutivel, entdo @@ = B[X,ij, o que mostra que T ¢ maximal. [:]



CAPTTULO II

AUTOMORFISMOS DE ANEIS DE POLINOMIOS TIPO AUTOMORFISMO

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos por
Rimmer | 8.

0 § 1 trata, essencialmente, de caracterizar os auto-
morfismos do Anel B[X,a] que deixam fixos os elementos de B, on
de B e um anel arbitrario e « um automorfismo qualquer de B.
Esta caracterizacao € obtida com o Teorema 2.1.1.

Gilmer | 4| determinou os automorfismos de B[X], para
B um anel comutativo, e Coleman e Enochs | 1| resolveram o mes
mo problema para B um anel arbitrario. Estes resultados podem
ser obtidos a partir do Teorema 2.1.1, desde que se tome 0 au-
tomorfismo « como a identidade em B.

No § 2 ficam determinados os automorfismos entre Aneis
de Polinomios Tipo Automorfismo cujos aneis subjacentes sao iso

morfos.

§ 1 0S AUTOMORFISMOS DE B[X,a]

0 Teorema seguinte desempenha um papel fundamental nes

te paragrafo.
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Teorema 2.1.1

Seja B um anel com unidade, {bjl; ;. , uma familia  de

s

elementos de B e o um automorfismo de B. Entao, existe um homo

morfismo de aneis ¢:B[X,a] »B[X,a] tal que blg=Td e $(X) = 'ZOX1b"
1 =
se e somente se
i
b.b% = b% b, , ¥YbeB , Vi tal que O<isn [2.7]

Neste caso, ¢ @ unico.

Demonstracao

n .
Seja ¢ um B-homomorfismo tal que ¢[B:Id e ¢(X) = j5x1bi'
1=
Como ¢(bX) =@(b)d(X) =b¢(X) e bX =Xb™, temos que bp(X) =
= $(X)b%. Logo

Portanto

XTb

I o~13

.i

bibu =b% b, , Vi tal que 0g<ign

Antes de mestrarmos a reciproca do Teorema, provemos a
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unicidade de ¢. Para tal, basta observar que B[X,d]

i

um B-mg
dulo livre a direita com a B-base {1,X,X2,...,X”,...}. Portan-
to, se anotarmos ¢(X) = xibi =8, temos que (1) = 1, ¢(X2) =
=¢(U2=82,.u,¢(f51g(mn=ﬁﬁ

n 13

Logo, dado um elemento generico f(X) & B[X,al,

m - . m .
f(){) = E X’ai % t’,;Lf(X)_J = ¢ l\z X‘Ia_{] =

1=0

He~—13
o

; m
) d(X) a; = ] B as .
" =

Reciprocamente, seja {(bjl, ;. ., uma familia de elemen-

tos de B que verifica [2.1] e seja
. . g
$:B[X,a] > B[X,a] tal que ¢(X) = § X'b,

Como ja observamos acima, para definir ¢ num elemento arbitra-

mo . )
rio f(X) —_ZOXJaj € B[X,a] basta definir ¢ nos elementos da B-
3:

-base {1,X,...,X",...} de B{X,a]. Seja, entdo,
LXsa

i ' =W e
O(XI) = (X)) =1 ¥ x1bi] vi20 [Z.7]
is0 ]
Por linearidade, definimos
mo . m m no . WJ
eifi®)) =a| TwWa | = T = § | X%, s
j=0  J]  j=0 b 520 |i=0 |

Fazendo, na relagao [2.2] j=0 e j=1, teremos, respectivamen-

Bk o
te, ¢|5=1d e ¢(X) =i§0x1bi. De fato,

“n . 0
p{(1) = [.E X'b. =1 e, conseqillentemente,
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n "
o(b) = b, YbeB, e ¢(X) =( 5 Xx'b,
§=0

Mostremos que ¢:B[X,a] = B[X,a] assim definida € um ho
momorfismo de aneis. Para tal, observemos primeiramente que, uti

lizando a relagao [2.1] temos:

. o
do (X)) = ¢(X)'d® vd

eB , Vi [2.3]
De fato, para i =1,
L i . o LU o
do(X) = § dx'by = § x'd¥ b, = F§ X'b.d¥ = ¢(X)d®
i=0 i=0 i=0
K k ok .
Assumamos que d¢(X)" =¢(X)"d” , ¥Yde B. Entao,

k K
a0 ()1 = (a0 ex) = (600%™ Jorx) = a0 (e 0(0)) -
k+1 k+1
= o) (s ) = o) T o

Sejam, f e g elementos de B[X,y| dados por

m ; 1
F(Xx) = I x'a; g(X) = 3}

xJd.,
j=0 J

Entao,
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b B = Bb? vpeN , vi tal que 0-1g¢n

Analogamente, utilizando o Lema 2.1.2 podemos mostrar que siB =

= Bs,, ¥i tal que 0<i <n. Entao, ve-se facilmente que

. p 11—? =1 s

Bb. b b b I by _b.. s.B

T2 Feay Py % TRTPR Fi=1 '3
Lema 2.1.6

Seja ¢:B|{X,a] ~B|X,x| o B-homomorfismo induzido por ¢(X)=

= X~+X2b2 $ s x”bn. Assumamos que ¢ seja schrejetor e ﬁH}OV1£n
™ 5 . ri] i
seja uma familia de elementos de B tal que X = = ¢(X)1si.
1 =0
i li_2 l,-‘i_]
Nestas condigoes, b. b c..b bl s ¢ N, para l<icm,
_ 1 "2 j-1 5
i
. o >’}

1 <rg<n com i¥1rj 2

Demonstragao

Primeiramente notemcs que, pela observacao acima, bas-

B - =2 L] = .
tara mostrar que b, b. ...bl.. i s. e um elemento niipoten
}“'l 72 r"[—'l ri 1 ; =%
te de B. Faremos a demonstracao por inducao sobre k= T rj.
J=1
m ] o= LR .
Como X =  &(X) s; o coeficiente de X, que se obtem
=0
exclusivamente do termo (ann}m%m. deve ser nulo. Alem disso,
pelo Corolario 1.1.3,
n m mn m=]
x b 1. ~ i L e iR
( nd B X bnn” ...hn S
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Portanto, bnb& ...bn Sm =0, o que mostra que o Lema & verda-

deiro para r: =k=mn, uma vez que

J

I 1=
—
[T e I

) r; =mn implica que 1 =m
j j=1 9
e rj =n,¥j, sendo 1T<ic<m e 1« rjs n.

=]
r. Si seja nilpotente, 1<igm,

Assumamos que b bOt sant B ;

ryre

;
1« ry€n para 1<j<i tal que _Z]rj >k, onde 2 <k<gmn.
J:

Seja {rj}lérjsn uma familia de elementos de B tal que
i
lgr,gn para 1¢€j<i, Tgismeom & r,=k.
J j=1 4

Consideremos a expressao
m ; m 2 . ;
X = ) ¢(X)'s. = § (X + Xby +...4% X"b_) s,
i=0 R = & =
Fixado i, entre 0 e m, temos que

2 N, o1 = 2 k o
(X+Xb2+...+an)si—(X%’1+Xdi£+...+Xdi Fooot X

onde

m -
Portanto, para 0 <k <m, o coeficiente de Xk em L ¢(X)lsi e da

i=0 -
do por

m
jéoﬁj,ksj

Como X =
i

(s l=1

¢(X)]s., temos que
0 1
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m m
O jzodaaksj di ;ks1 % JZOdJsksj a
J#i
i=-2 9= m
- o a
brlbrz bri_]br1 By ¥ PRy * jZOdJ,kSJ y
J#i
a Ot1--1
onde B indica a soma dos termos bh1bh2 oy bh. s; para
i
(h1,...,h1) # (r1,r2,...,ri). Portanto,
i=2 4= m
By b5 b bT s. + Y t.s, =0, onde E
1 "2 i-1 " j=0 9 J
. - : @d1 L
se j#1, entao tj = ¥ bh] bhj 'h1 + +hJ = e

y .14

ol
se j=ia Eniao t_i z {bh'l -..b;.::_ ‘hl-'-.-.-}lhi:k €
i

N
(h’]’---sh.i] £ (\"-I,...Y‘.)j

®
j=1
Consideremos um dos termos bc] ...bgj 5. cuja soma e
igual a tjsj’ para algum 0 < j<m. |
Seja q = (b, ...b?n:-1s1)(bc] . b‘é;_]sj)(brI . b?,:]s”

Assim como observagao feita anteriormente ao Lema 2.1.6,
pode-se mostrar facilmente que Bq = gB.

Examinemos as possibilidades:
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1%) existe 1<esmin(i,j) tal que cy>r,

2%) ¥Vigces<min(i,j) vale a relagas ¢, <P,

Se ocorre a primeira possibilidade, entao

g2 g=] e i-1
o o (a4 o o A
qe |[b. b v D )Bb B(b b S =
( r1 r‘2 re-] Ce re+] g 1)
e~-2 e-] i-1
= b b b% b 5B
1 e-]1 e 1

Como (ry + ... +re_1)+-c +(re+1‘*‘°'+'w) >k (uma vez que c,>r

e e

;
e 3§1ri =k) temos que pela hipdtese de indugao
e-2 e-1 -1
by sl Be  esbs %

r == By
1 "e-1 Ce 5 1

e nilpotente. Conseqllentemente pelo Lema 2.1.5 temos que qe N.
Se a segunda possibilidade se verifica, entao como
i
= L r,, vem que j>i. Mas, se j=1i, entao (Cqys...,C;
t t=1 t 1 i

= (rys...,r;) o que & uma contradicao. Portanto, temos que j > 1.

=k ):

([ e L SR

c
1 t

Logo, existe 1<e<i tal que C¢ = s ¥Vt tal que 1gtge e Co < T

Entao podemos escrever que

OLe--] o O';j-'l ue-] - a3-1
qeBb. ...b Bb - s.B =Bb. ...b b -y - 5.2
4 e Tenn Ty J M % S & 9
Como (r] ¥ oron B P (Cuy * ...-rcj) >k (pois estamos su-

pondo c,<b,), entao, pela hipotese de inducao podemos afirmar

o)
que g e N.

Multiplicando a equagae [2.14] a esquerda e a direita
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Si obtemos que

7.
Logo, pelo Lema 2.1.5 segue que Kbribrz K oot Py, i)

-1
tente, o0 que completa a prova. [F?

Teorema 2.1.7

Seja ¢:B[X,a] » B[X,a] a aplicagdo tal que ¢(X) = X +

+ X2b2-+... +X”bn e ¢[B =1d. Entao, sao equivalentes:

e um B-epimorfismo

W
—
=%

]

(b) ¢ € um B-automorfismo

(c) a familia {bi}Osign satisfaz

) i
i bibdzbo‘ b.¥beB, Vi tal que 2<ign

(ii)" by & nilpotente (equivalentemente, b; e N), Vi

1

tal que 2<i<n
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Demons tragao

Mostremos primeiramente que (a) implica (c¢). Seja ¢ um
B-epimorfismo.

E imediato, pelo Teorema 2.1.1, que (i)' e verificada. Para mos

trar que (ii)' e verificada, basta observar que, sendo ¢ umepimorfismo,
, m .

existe uma familia {51}0(1,m de elementos de B tal que X = & $(X)Tsi. Além
s i=0

disso, da definicao da ¢, igualando os coeficientes de primeiro grau,
vem que sy =1, Portanto, aplicando o Lema 2.1.6 para i=1, te-

mos que bj e nilpotente, ¥j tal que 2<j<n.

Assumamos, agora, (c) e mostremos (b).

al

. ; ! : o
Seja T] o ideal gerado por S1s={bj €24 BB, P ezj e Ty

; al
o ideal gerado por Sz=:{b.!

) N
2<j<n, 0<ren-1p.
J J j

Entao, Ty ¢ um ideal nilpotente. De fato, por (ii)', bj
_ b r
€ nilpotente, yj tal que 2<j<n, e, por (i)', b? B =Bb§ . Lo-

¥

go, pelo Corolario 0.2.2, temos que 5 b? B € nilpotente e,
2£3¢n o
O<rgen-1

conseqtientemente, T, ¢ nilpotente, isto e, T, = N.
. O‘,r-l O‘.rz r S 5
Sejam bj © bj elementos quaisquer de ST‘ Como (1)
1 Z

se verifica, temeos que

r r rot+jq-J r ro=Jo V1
5 C g ) g & "1 =1 o] (bd g Y2ve



¥ r
e
Por outro lado, o mesmo produto by b  pode Sser expresso por
" Jz.
r\’r‘ &T] r'2 ﬁl‘l } I P Y‘1-] '}.}2 _,r2 r‘l_1+‘j2 i"2
b, b = b b ) A(ba BS = b b: =
i, 73, o (31 | I ) J2 1 32
J .
ro=1+] ro-1_u ro=-1 T or,=-T+3
AT S A L
J j2 o 32 j]
rotfag-1] rq+[i,-1]
= b B
4P I

Repetindo o processo tantas vezes quantas se fizer ne-
cessario, podemos obter que pelo menos um dos expoentes podeser
tomado entre 0 e n-1.

Portanto, T?;;Tz e, conseqlientemente, Ty tambem e nil-

potente.
Seja
0 i 2 n
gy (X) = ¢(X) - 1 o(x) b, = X + X%b, + # %, -
i=2
- " n
. 2 n 2 g n
{} + X b2 + ...+ X bQJ Sy - ...—{} + X b2 + ...+ X bé] %

Simplificando a expressao acima temos que

m
g 2
g4 (X) = X EZX iy > comsy el

6 L = .
uma vez que os coeficientes de X serao soma de produtos do ti
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k J k+3 aj 2
b ) = 2 . i
po (X"by)(X bJ) X b bJ, com b, £1 e bJ 71

k
Seja
e - i
9,(X) = 9100 - 1 |g;(0] 54,
i=2
Entao, g,(X) pode ser escrito na forma:
I'!12 ; a
g,(X) = X - sz S; o oa COMm S, oeTy
.I= 2 k)

por uma observacdao analoga a do caso anterior.

Continuando o processo, definimos, por inducao,

-1 -1
gjtx) = gj,](x) = "I£2 {_gj_](x)_] S'i,j-T
Entao,
m .
(X) = X = f x's com s ¢ To
* j2p 1.7 1,501

L

> 2
Como T] e nilpotente, existe t>1 tal que T} = (0) e, conseqllen

temente,

Il ~1
>
w
!
o

Isto significa que gt(x) =X. Como gt(X)

~
&

€ uma combinagao linear de potencias de ¢(X), temos, X ¢ Im ¢.

Portanto, ¢ € um B-epimorfismo.

Mostremos agora que ¢ e injetora.
m . -

Seja, entao, f= I X1ri um elemento arbitrario deB[X,a]
i=0
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tal que ¢(f) =0. Temos, pois, que

(X + X%y + ...+ X" ) e, =0

ne-13

i=0

Igualando os coeficientes na relagaoc acima temos que

r,=0. Como o coeficiente de X do segundo membro & ry, tambem

temos que r1 =0. Portanto, a expressao reduz-se a

2 n i "
(X + X%p # . X0y ry = 0

I ~13

i=2
Como o coeficiente de Xz, que & nulo, & r,, temos que
ro=0.
Entdo, por inducao, e facil mostrar que f=0. Logo, ¢
€ um B-automorfismo de B[X,a] e a condigdo (b) e verificada.
Finalmente, como trivialmente (b) implica (a), a demons

tragcao do Teorema esta completa. L]

Estamos agora em condigoes de demonstrar o Teorema cen

tral deste paragrafo.

Teorema 2.1.8

Seja B um anel com unidade e « um automorfismo de B. En

tao, as 'seguintes condicoes sac equivalentes:

(a) A aplicagao ¢:B[X,a] »B{X,a] induzida por ¢(X) =

i = .
X' b, e um B-automorfismo.



57

(b) A aplicacao ¢:B[X,a] »B[X,a] induzida por o¢(X) =
b. € um B-epimorfismo.
(c) A familia {bi}OsiSn de elementos de B satisfaz
i
(i) byb*=b"b., ¥beB, Vi tal que O<isn
(11) by e U(Z(B))

{ 117%) b . e nilpotente, Vi tal que 2 <i<n.

Demonstracao

Mostremos primeiramente que (b) implica (c). Seja,
$:B[X,a] >B[X,a] o B-epimorfismo induzido por ¢(X) = E X'b, .

Pelo Teorema 2.1.1, temos que (i) se verifica; pelo Lema 2.1.4,
b1 e (Z(B)), isto e, (ii) se verifica. A condigao (iii) tambem
€ verificada. De fato, como a condigao (iii) do Lema 2.1.4 se
verifica, pelo Teorema 2.1.7 temos que bi e nilpotente, Vi tal
gue 229 gn.

Assumamos agora que a condicao (c) se verifique.

De (i) e (iii) segue a parte (b) do Teorema 2.1.7, is~
to e, a aplicacdao induzida por XJ>X+-X2b2+ wsiw ann e um B-au
tomorfismo. Este fato, acrescido das condicoes (i) (para i =0)
e (ii) constituem-se nas hipoteses do Lema 2.1.4. Portanto, ¢

e um B-automorfismo e, conseqdentemente, (c) implica (a).

A

Como, por definigao, (a) implica (b), temos que as tres
: .

- —

condigoes sao equivalentes. b

Os resultados de Gilmer | 4 |, Coleman e Enochs | 1| po
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dem ser obtidos como corolario do Teorema acima.

Corolario 2.1.9

Seja B um anel e (b3}, . _ uma familia de elementos de

= b=

B. Entao, as seguintes condicoes sao eqrivaientes:

n "
(a) A aplicacao ¢:B[X] »B[X] induzida por ¢(X) = on1b1
1=
e um B-automorfismo.
n %
(b) A aplicagdo ¢:B[X] »B[X] induzida por ¢(X) = .zox‘b1
1=

(18]

um B-epimorfismo.

(c) A familia {bi}Ogisn de elementos de B satisfaz

(1) b, eZ(B), Vi tal que 0<i<n
(i) by e U(B)

(iii) by

; € nilpotente, Vi tal que i > 2.

Demonstracao

Para mostrar a equivalencia entre as tres condigoes, bas

ta considerar, no Teorema acima, o= I1d,. []

§ 2 0S 'ISOMORFISMOS DE A[X,a] EM B[X,8]

Sejam A e B dois anéis, @ um isomorfismo de A em B e o
e B automorfismos de A e B, respectivamente. Neste paragrafo de

terminaremos condigoes necessarias e suficientes para que exis
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ta um isomorfismo de anéis ¢:A[X,u] ~B[X,a] tal que ¢|A =y, is
to e, tal que ¢ estenda ¢. Finalmente, determinaremos condicoes

necessarias e suficientes para que a aplicacao induzida por ¢(X)=
no ~
= XTbi estenda ¥ a um isomorfismo de anéis ¢:A[X,a] ~B[X,8].

140
Dado um elemento re U(B), denotaremos por 1r o auto-

morfismo interno de B definido. por i (b) =r'1br, ¥beB.

Lema 2.2.1

Sejam A e B aneis, $:A-+B um isomorfismo, o e B auto-
morfismo de A e B respectivamente e bilgeicp uma familja de ele
mentos de B. Se a aplicagao ¢:A[X,a] »B[X,8] definida por ¢(X) =

n 7
i

= _ZOX b, & um homomorfismo de anéis que estende ¥, entdo
1=

a® b, = biawu , YaeA, ¥Yi tal que 0<ixgn

Demonstracgao

Seja ce A.

o o vl /0 B g gl
o(c¥ x) = ¢(c $(X) = ¢ [ I x'b) =13 x'e b
/ \i=0 Y i=

Como Xc=c% X, igualando os coeficientes das relagoes acima te

mos que
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= b.c? VceA Vi tal que O0<i<n

Entao, pondo a=c%

, obtemos que

¢ = biawu » YaeA, ¥Yi tal que D0<ign . [j

Teorema 2.2.2

Sejam A e B aneis, y:A>B um isomorfismo, o e B auto-
morfismos de A e B respectivamente. Entao, existe um isomorfis
mo de aneis B:A[X,a] ~B[X,B8] que estende ¥ se e somente se exis

1

te r e U(B) tal que pop =98

Demonstracao

Seja re U(B) tal que waw‘]

=i,.8 e seja 6:A[X,a] ~ B[X,]
a aplicagao definida por 8(X)= Xr e 6(a) =y(a), acA.

8 & um homomorfismo de aneis. De fato, analogamente ao
feito no Teorema 2.1.1 pode-se mostrar, por inducao sobre o grau

de f, que 6(fg) =6(f)6(g). Para tal, basta observar que, utili

zando a relacao Yoy ' =1i_8, temos que

1
1}

- 6(aX) 6(Xa®) = Xr{va)(a) = Xr(i.B¢)(a) =

i
1]

X(By)(a)r = y(a)Xr = 8(a)e(X)

Para mostrar a injetividade de 6 observemos primeira-

mente que, por indugao, demonstra-se facilmente que
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o(xX) = xKpB o rPr , WkenN

m . o
Seja f= I X1ais:ALx,qj tal que 8{(f) =0. Entao, pela re
i=0 -

lagao acima, vem que

Como r e inversivel, segue que ¥Yi, O0<i<m, v(a,) =0. Sendo ¥
um isomorfismo, temos que a, =0, ¥i tal que 0<i<m. Alem dis-
so, O e sobrejetora, uma vez que o elemento Xw”ih:1) de A[X,0] &
tal que BEXw_](r'])] :8(X)¢(¢_1(r)) = X. Portanto, Xec Im6 e, con
seqllentemente, qualquer combinacao linear de potencias de X tam
bem estd na imagem de 6. Logo, 6 & um isomorfismo de anéis que
estende 1.

Reciprocamente, seja 8:A[X,a] >B[X,g] um isomorfismo de

aneis tal que B]A=¢. Como 6(X) € B[X,B], existe uma familia

g .

- i T 1 -~ b
{bi}Uéisn de elementos de B tal que 8(X) “i:OX b., e uma fami
-m o ~

Tia {ai}Osism de elementos de A tal que © Liiox a{] = X. Entao,

I -
plas;) = X 2. 15
I [eco] wap (2.15]

Como mostramos no paragrafo anterior, o coeficiente de X em

[@(XI}i e dado por
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Portanto, igualando os coeficientes da relagao [2.15] temos que

m i=-1 ,i-1-3 % A
8 J W
igo(:jzobo b]bo) a; = 1

Utilizando a relagao acima e o Lema anterior para 0o ca

so particular de i =1, obtemos que

m o /i-1 qi-1-§ . m i-1 1 B
B J tp |_ _] Y
1= % Y b b,b a: = 3 B ) po b j} b a.]

= i Jj=

Isto mostra que b, e um elemento inversivel a esquerda. Final-

mente, como no Lema anterior, fazendo i =1 temosquetﬁawa:aﬂwbp

obtemos quelﬁ e U(B). Para mostrar que wu¢‘i =ib B, basta obser
1

var que da relagao acima decorre que
-1 -1 -1 - '
vy (b) = b3Teu (s (b)) by = b]'B(B)Dy = i, B(b)  wbeB

com o que a demonstracao fica completa. r

Observemos que no Teorema acima scmente utilizamos o fa

. y -~ =1 .
to de 8 ser um epimorfismo para mostrar a relacao Yoy =1b]5-

Teorema 2.2.3

Sejam A e B dois aneis e Y:A->B um isomorfismo. Sejama
e B automorfismos de A e B, respectivamente. Entao, sao equiva
lentes as condigoes:

(a) A aplicacao induzida por ¢(X) = = Xibi estende ¢ a
i=0



um isomorfismo de anéis ¢:A[X,a] - B[X,B].

i

13

X

(b) A aplicagao induzida por ¢(X) = 0

b, estende
§ i

um epimorfismo de aneis ¢:A[X,a] »B[X,8].

(c) A familia {bi}Dsisn

de elementos de B satisfaz

63

1_ .
(i) a® b, =b.a", vaeA, vi tal que 0<i<n.

(i1) by € U(B).

(ii1) bi e nilpotente , ¥i tal que 2<1 <n.

Demonstracao

Assumamos que a aplicacao induzida por ¢(X) =
.i

X
0

I e e

estende ¥ a um epimorfismo de aneis ¢:A[X,a] ~B[X,8].

b

Pelo Teorema 2.2.2, b1 € U(B) e waw—l =1b18' Alem dis-

so, a aplicagao 8:A[X,a] +B[X,8] definida por 6(X) =Xb, e 6(a)

=((a),¥Yaec A & um isomorfismo de aneis.

Seja 6:B[X,g] ~B[X,g| definida por & =¢u-]. Entao § (X)

= 08" (X) =o(xb31) = 1 Xb.b
1 i;O i

-]
j @

]

0 sequinte diagrama comutativo € representativo da si-

tuagao.

A [X,a]

B[X,8]

B[X,8]
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Como ¢ € um epimorfismo de aneis e © um automorfismo de

aneis, temos que § & um epimorfismo de aneis. Alem disso, 8|, =

1 ]

= Id pois se beB, §(b) =46 "(b) =¢:{tp"1(b)) =y '(b)=b. Por-

tanto, & satisfaz a condigdo (b) do Teorema 2.1.1, istoe,a fa

—_ = -1 -1 =
milia {bobl y 1,b2b1 s weea b by } e tal que

-

1

i |
(1) b.b7'6% =b% b7 vbeB, Vi tal que 0<ign.

(2) bib;] e nilpotente , Vi tal que 2<1i<n.

Além disso, pelo Lema 2.2.1, a condigao (i) € verifica

da. Mostremos agora que (iii) se verifica.

Seja 2<1i<n. Como bitﬁI e nilpotente, existe um natu-

1 N, i _
ral Ni tal que (bib11) ) =0. Sendo aB wbi =bia¢a, Yae A, Vi tal

que O<ign, e b;] e U(B), temos que b.

; @ nilpotente. Portanto,

(b) implica (c).

Assumamos agora que (c) se verifique. Observemos que da
condigao (i) vem que Ya = 1b18m. Portanto, estamos nas condigoes
do Teorema 2.2.2 e podemos garantir que a aplicacao 8:A[X,a] »
+ B[X,8] definida por 8(X) =Xb, e "6(a)=¥(a), VacA & um iso-
morfismo de aneis.

- . "'I -] -.] - . =2 -
A familia {pob] " 1,b2b1 X ""bnb1 } verifica as tres
condicoes do Teorema 2.1.8. De fato, utilizando as relagoes Yo =

i

= ib]sw e aB wbi =biawa, e anotando b =y(a), temos que
=]
1.8 1_8v 1 by e b, -1 _ By 1 _ . 1
- h - o - B ]Ct - - E J - N -
b.by'b _bib1 a 'bibl a —bia b = a bibl = b1.b1

i 1
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Logo, (i) do Teorema 2.1.8 se¢ verifica. A condigao (ii) e veri
ficada trivialmente e a condigdo (iii) e obtida a partir da re
e i oy

lacio aP wbi =b1.aW e do fato de b, ser nilpotente.

Portanto, se §:B[X,f] »B{X,8] & a aplicacao induzida por

n i - — —
§(X) :-20x1bib]]’ entao & € um B-automorfismo de B[X,g].

i= ;

Como ¢ =86, ¢ € um automorfismo de anéis. Logo, (c) im

plica (a).

Como trivialmente (a) implica (b), a prova fica comple

ta. []



CAPITULO III

AUTOMORFISMOS DE ANEIS DE POLINOMIOS TIPO DERIVACAD

Neste capitulo desenvolvemos os resultados obtidos no
trabalho realizado por M.Ferrero e K.Kishimoto [ 3 |. 0Os auto-
res estudaram os B-automorfismos de B[X,D] que deixam fixos os
elementos de B, onde D & uma derivacao arbitraria em B.

No &§1 apresentamos alguns resultados introdutorios. O
Teorema central deste paragrafo da a caracterizagao dos B-homo
morfismos de B[X,D].

No §2 desenvolvemos o0os teoremas centrais deste capitu-
lo. Nele e estudado o caso de aneis de caracteristica zero.

No §3 sao analisadas algumas caracterizacoes dos B-au-

tomorfismos de B[X,D| para um anel B arbitrario, sob certasres

trigoes.

§ 1 ALGUMAS RELAGOES ENTRE COEFICIENTES
NILPOTENCIA

0 Teorema sequinte estabelece condigoes necessarias e

suficientes para que a aplicacao ¢:B[X,D] »B[X,D] induzida por

=

e(X) = bx1b1, com bj B seja um B-homomorfismo.
1=

Teorema 3.1.1

Seja B um anel com unidade, {bi}04+<n uma familia de BlE
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memtos de B e D uma derivacao em B. Entao, existe um homomor-

B S no_s
fismo de an&is ¢:B[X,D] »B[X,0] tal que ¢|g=1Ided(X)= L X'b,
i=0
se e somente se
n s )
(i) bgb + D(b) = = D'(b)b, YbeB 3.1]
i=0
n " i h ’
(i) byb = % ()0 ""(b)b. YbeB, ¥h tal que 1shgn

Neste caso, ¢ € unico.

Demonstracao

i,
OX Di-

[T e e

Seja ¢ um B-homomorfismo tal que ¢{B=Id e dp(X) = |
i

Entao,

bo(X) = ¢(bX) = t;)’HXb +D(b)_J = ¢(X)b +D(b) = 'Eioxib].b+D(b)
I +

Por outro lado, utilizando a expressao [1.8] demonstrada no Teo

rema 1.2.3, temos que

n ” n i - -
bo(X) = ) t:xﬁ::i = 3 EXJ(})D‘ J(b}bi
i=0 i=0 j=0

Comparando os coeficientes das duas relacgoes concluimos que:

n ;
para §=0, § D'(b)b, = bob + D(b), VbeB
i=0
n . O
para j=hx1, § (,)0' "(b)b, =b b, ¥beB Vh tal que 1<hgn.
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Portanto, [3.1] se verifica.

Antes de mostrarmos a reciproca do Teorema provemos a
unicidade de ¢. Para tal, basta observar, analogamente ao fei-
to no capitulo anterior para B[X,x], que B[X,D] € um B-modulo
livre 3 direita com a B-base {1,X,X2, ..., X", ...}. Portanto, se

n -
anotarmos ¢(X) =_Zox1b1 =R, temos que ¢(X) =1, ¢(X2) = ¢(X)2 =
1=

=82, .. e (XM = ()" =g", .

Logo, dado um elemento arbitrario f(X) e B[X,D],

i i Fm i - v i L
f(X)zEXa1. ¢(f(XJ)=¢LEXa1 = J o(X) a; = ] B a
i=0 i=0 i i=0 i=0
Reciprocamente, seja {bi}0<i<n uma familia de elemen-

tos de B que verifica [3.1] e definamos ¢:B[X,D| ~B[X,0] da se

guinte maneira:

Como ja observamos acima, para definir ¢ num elemento arbitra-

m .
rio f(X) = 0X‘]aj e B[X,D] basta definir ¢ nos elementos da B-
J —

“base (1, X, cous XY, .o ) de B[X, D). Seja,

s(x3) = g(x)9 Ex"b.} , ¥jiz0 . [3.2]

i
. = ¥
-t

e, por linearidade,

]

m . m ;
o (f(0) = o {jgoxﬂaj} SURIESELY

"
I ~1=
| &1
><
—
Lo
s l]

Fazendo, na relacao f3.2], j=0e j=1, obtemos, respectivamen
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. .

n
te, ¢|z=1d e ¢(X) = L X'b,

=0
Utilizando a relacao [1.8] temos que

(ﬂ)¢(x)k0j'k(d) , V¥YdeB , VYjeN [3.3]
0

do(x)7 =
k

i~

De fato, para j =1

4 i 8 : k,i,ni"k
do(X)y = § dX'b, = § X ()D T (d) (b, =
i=0 ' =0 [ k=0 ‘
= db,. + % xk(])n1“k(d)b + + E x”(")D"‘k(d)b =
0 " 2o 'k 1 kegl K n
= db, +(8)D(d)b] + ¥ (S}Dn(d)bn-FX(})db] $ s &

+ X107 (d)b_+ ... +Xn(2)dbn = dbg + D(d)by + ...+

¥ D"(d)bn+xm)dbT b oaac ¥ (?)Dn"](d)qu + o0 XT(7)db

= byd+D(d) + Xb x%id+md):

2 n ~ n
0 d+ X b2d - S bnd = _;

]

i=0
L K1~k
= ¢(X)d+D(d) = ) ( )e(X)"D " (d)
k=0
Assumamos que
i k. p-k
do()” = T (0 P (e) . vdes

Entao,
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Mostraremos, agora, por inducao sobre o grau de h, que

o[n(x)9(x)] = ¢[n(x)]e]g(x)]

Se o grau de h(X) e zero, a relacao acima e verificada. Mostra
remos este fato fazendo inducao sobre o grau de g(X). Para h(X)=

= beB e g(X)=Xa temos que:
noo. n Y o § o

bo(Xa) =b J X'b.a = § P x3()p' I (b)[bia = ¢(X)ba + D(b)a
i=0 i=0 | j=0 ¢

e ¢(bXa) = ¢(Xba) + D(b)a = ¢(X)ba + D(b)a

Portanto, para h(X)=beB e g(X) =Xa, a relacaoc se verifica.

Assumamos que ¢ [bg(X)] =ba[g(X)], ¥Yg(X) £B[X,0] tal que
grg(X) <p e seja agora g(X) =Xp+1a ]+f(>(), com F{X) € B[){,D:]

p+
e grf(X) <p.
Pela relagao [3.3],
Pt ' p+1 i i p+l 1-3
p s T = ¥ Jypt p+ti=]
b¢t¥ aP+IJ = b¢(X) B j%o$(X) ( 3 )D (b)ap+1

Por outro lado

p+1
g qb[b)( ap+J

B J/ Pl Ap+1-]
b [jZOX ( i )D (b)ap,,_]] =

Pl 3wk e
RIS ML OOL

p+1

J

Logo, utilizando as relagoes acima e a hipotese de indugao te-



mos que

o[ba(n)]

¢Eaxp”a

+ q;E:Jf(X):I E

i) o] < 2o ]

b¢[9(x)]

Assumamos que para toda h(X) =Xib, com i <p, e para qual

quer g(X) e B[X,0], ¢[(X'b)g(X)] =¢[x'b]e[a(x)]. Entdo,

o[ (P Toyg(x)] = o [xP*To]e[g00)]

De fato, pondo g(X) =x‘“cm+ +o. L temos que

o[ o]ofatxi] - (s00%%s) (s[s0)])

Por outro lado, utilizando-se a hipotese de inducdo, e a rela-

1 v g
p+] +bf(X)J = ¢,‘_bx apﬂ-

cao [3.3] vem que:

o [(xP*0) (30 | = o[xP(x0a(x)) ] - ¢i;px _"f j (i b)cﬂ -

j=0

) }
o(XP) k ) %xJ(‘ J(b)e ]aw(xpm 5 HJ )”(b) 2
i=0 j=0 4 ,1~0 j=0 ' 5

»

1 T i
= o(x)P* [E ( ) (1e(x)Iptd b)) = 90" | _);O(w(xf)ci} -

= | i=

- ¢(><)p”b¢[g<><)
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Logo, para todo i 21 e qualquer g(X)eB[X,D] temos que

s s00] = ofi's]ofacn)

Com isto fica completa a demonstracao, uma vez que todc elemen
to h(X) e B[X,D] € soma de termos do tipo Xiai e ¢ & linear. [ |

0 Lema 3.1.2 e o Lema 3.1.3 estabelecen algumas rela-
coes importantes entre derivacoes de ordem superior a um e 0©S

coeficientes.

Lema 3.1.2

Seja ¢:B[X,D] ~B[X,D] o B-homomorfismo induzido por ¢(X)=

n .
= I X1bi‘ Nestas condicoes
i=0
h & 4 dyndet h -
D' (bj)b = ¥ ()07 (b)D (bs) » ¥beB, Vi, icien [3.4]
J=1
Yh >1
Demonstracao
0 Lema e verdadeiro para h=1. De fato,
: R, e I 1
D(b;b) = D(b;)b + b;D(b) = D(b;)b + } (5)D° ]_D(_b)_]bj .

I

n ¥
D(b,)b + 1§ D

Por outro lado, utilizando a condigao (ii) da Proposigao 1.2.5

podemos escrever que:
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D(b.b)

i
L)
-

i
-1
—

-
S

o

L=

'
-
-+
—
-
o
S
o
o+
ne~13

Comparando as duas igualdades temos que

DEILECOLITNS
=1

~13

D(bi)b =

n . g . i
Assumamos que Dm(bi}b = (g)DJ_1(b]Dm(ij ¥m, m<k. Entao,
j=i
0" * (b, )b D[Dk(bi)bl - oX(b;)D(b) =
& iondet Koo k
=D [_E_(?)DJ '(b)D (by)| - D (b;)D(b) =
j=i e
L O e S dvnd=i ekt
= (3)D (b)D"(bs:) + J (3)D° "(b)D" (b.) -
j=i ] gE? .
8 o Feni=T%0 0y ok R 5
- Y.ho (6)0°(b) = § (HHod (b)) [
j=i j=i
}ema 3wl v
Seja $:B[X,D] ~B[X,D] o B-homomorfismo induzido por ¢(X)=
n "
= 5 X‘bi. Se ¢ € um B-automorfismo e (24 d gt <m e a familia de
i=0 ¢

mo.
elementos de B tal que ¢_}(X) = L X1ci1 entao

i=0



Jesb = T3 (oKt =3 et (s, )e, [3.5]

Demonstracgao

Como ¢_1 & um B-homomorfismo, pelo Teorema 3.1.1, te-

mos que
m
cgb + D(b) = ) D (b)c, , VbeB ¢i)"
2=0
c.b = %] (R)B’P’_j(b)c VbeB, yj, j2I (i1}
& J 2’ 3 = 5 ] =

Portanto, para 1,j»1 pelo Lema anterior, temos que

h h ’Q} 9 -
D" (bj)esb = D(by) [ﬁzj( 0  I(bye,| =
BT Lowh -] —11
= L (3)D (by)D (blc,| =
by |17 IRy
- T oe L J T b= § paw wh *! B
= 2_5__3(3) [k);'1(.i)0 D" Y (b) D (bkuci >
m n o
1 QE_ .Ei(ﬁ)(5)0k+g—'—J(b)Dh(bk)cz []
L=]J k=
Lema 3.1.4

D"(x9) e BxB, ¥neN, ¥jeN tal que j>n.
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Demonstracao

Para n=1 e j>1 temos que

“1y - BxB

i

D(xj) =D ;.xj_T] = D(x)xj + xD(xj

k

Assumamos que D (xj} ¢ BxB, Yk <p, ¥j>k. Seja j arbi-

trario tal que j>p. Entao, pela Proposicao 1.2.2,

§ p ; . =
P(xd) = 5 (M)p'(x)oP (")
i=0

Nesta soma, para i =0 temos a parcela xDp(xj‘I), que @ um ele-
mento de BxB.

Para ¥i tal que 1gigp, p-ig<p-1<j-1. Entao, pela hi
potese de indugao, Di(x)Dpni(xp‘1) e BxB, Vi al.Lngo,Dp(ijEBXB,
0 aque completa a demonstracao. []

Seja N o radical de Noether do anel B. Dizemos que aca
racteristica do anel B e zero se nb=0 implica b=0, para beB

e num inteiro nao nulo.

Com as notacoes acima, enunciamos ¢ seguinte Lema:

Lema 3.1.5

Seja B um anel de caracteristica zerc e D uma deriva-

cao em B. Se xe N, entao D(x) e um elemento nilpotente de B.

Demonstracao

Observemos, primeiramente, que pela Proposigcaec 1.2.2,
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YaeB, ¥YbeB, ¥YneN,

(") (a)p™ T (b)

p"(ab) = T (;
0

.i

Ie~13

3=

Pondo a=x e b =x , com j>1 temos que

(Q)Di(x)ﬁn_i(xj—H » ¥YnelN

oM (xdy = 3
x)—g1

i=0

Como xe N, existe um ideal bilateral nilpotente J tal que x e d.

Conseqllentemente, pelo Lema anterior, para j>n, ﬂn(xj)ngB =J.
Por inducdo mostraremos que D"(x") =n! D(x)"+ ns com

Para n=2 a igualdade se verifica, pois

p2(x?) = o[b(x.xij = 20(x)% + D¥(x)x + xDZ(x) = 2!D(x)? + ay
onde = p? :
a, =D (Y% & §D°(x) e &
Assumamos que D" 1(x""1) = (n-1):[D(x)]™ T + Ah-1 com

a _1€4d. Entao,

' =] . . 5
0"(x") = p[0" T (xM)| = D [?IO(“;1)n1fx)n""“1<x”'1{J -
1=
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com o« uma soma de termos que contém potencias de x ou expres-
soes do tipo Dk(xJ) com j>k. Conseqgllentemente, «e J.

Usando a hipotese de indugao temos que
gz = n(x)[fn-1):o(x)““] vag_q + =1 ()" e ol ea,

com a, a 4, b g o

n-1
Pondo op =a-&D(x)an_1 +D{x)bn_] edJ, vem que

DM (x") = niD(x)" + o,

n

Portanto, escolhendo ne N tal que x"' =0, obtemos que

0 = DM"(x") = niD(x)" + o,

Logo, n'D(x)" =—anE:N, e, conseqtientemente, existe ue N tal que

0 =(—un)u =(nl)uD(x)nu. Como a caracteristica de B & zero, te-

mos, entao, que D(x)"Y =0, o que mostra que D(x) & nilpoten-

te. [

Voltemos a considerar o sistema S ={dijEBi1§1sn,1$jgm]

do capitulo 0, onde cada d;.eS satisfaz a relagao [0.7], isto

J

e,

. be T84 . Vheb
ij Epéﬁ pq =

q>J

Observemos que para h fixo, a expressao [3.5]| garante que pon-
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do dij =Dh(bi)cj, o conjunto S ={dij|osign,1ijm} satisfaz a re

lacdo [0.7].

Lema 3.1.6

Seja B um anel de caracteristica zero, D uma derivagao
em B e S ={dijllsisn,1sjsm} um conjunto que satisfaz [0.1]. Se
d & um elemento nilpotente, para todo par de inteiros (p,q)

Pq
tal que p+q=>k, entao D(dpq)a N.

Demonstracgao

Pela relagao [0.17] D(d__)b pode ser expresso por:

Pq
D(d = = B
(8500 = Dldygh) pqP(P)
=D ) b, d - Y c..d
r>p T r>p rs - rs
529 $>q

onde brS - sao elementos de B. Portanto,

D{dpq)b = rzp D(byg) "CrsJ dpg * rgpbrﬁn(drs)
529 $2q
onde a primeira parcela e um elemento de By, = ) Bd e a se-
p+q>k P
gunda pertence a Y BD(d,). Logo,

S+r:p+q

D(d )b & B, + L BD(d.) =
Pq r+s>p+q i
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Observemos que J & um ideal bilateral, uma vez que, da

expressao de D(d b acima, pode-se concluir que Vr, Vs tal que

Pq)
r+s>p+qe YbeB, D(d . )bed.

Vamos mostrar que J e um ideal bilateral nilpotente, o
que completara a demonstracgao.

Como, por hipotese, d_

Pq
temos que dpq eN. Aplicando, entao, o Lema 3.1.5 segue que D(d

e nilpotente, pelo Lema 0.2.1

pq’

e nilpotente para todo par de inteiros (p,qg) tal que p+q3>k.

Além disso, afirmar que D(d, )be By + Y BD(d.) im

Pa r+s>p+q
plica que no espaco quociente Blg, , D(d,.. )b« 5 3D(d,..). Por
k pg/® = L4 rs)+ FOL
+52p+q
tanto, J = Y BD( ~s) € um ideal bilateral nilpotente.

r+ss>p+q
Seja neN tal que 3" = (0). Entao, I &= By e, como B B

nilpotente (pelo Lema 0.2.1) J e nilpotente. ‘_J

Corolario 3.1.7

Seja B um anel de caracteristica zero e {b1}1<i<n uma
familia de elementos de B que satisfaz
n » 0 e
b.b = Y (J)p3 " (b)b, ¥Yi, i>1, VYbebB
i o8 kg j
j=i
n 4
bgb + D(b) = J DI(b)b, ¥b e B
j=0 ’

Suponhamos que cada b, & nilpotente,¥i tal que i >2. Entao ca-

da forma diferencial DJ(bi) esta em N, se j>0 e 1322,
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Demonstracao

n . ._.
Como b:b= I (3)0? "(b)b., temos que b;be I Bb.. Pon-
-0 J } ji=i

<n e observando b; =d11 e nilpotente segue
(pelo Lema 0.2.1) que b, e N Vi>2.

Assumamos que DJ(bi) eN Viz2 e j=h=-1. Como Dh

= p[D"" (b,

(bi) =

)], pelo Lema anterior temos que Dh(bi) e N. []

Lema 3.1.8

Sejam {bj} e {cj} familias de elementos de B

Ogign 0<j<m

que satisfazem [3.5]. Se bicj e nilpotente para i+j>h, 121,
: v Jq Jy

J>1, entao cada elemento da forma D "(b; )...D

iy (b; )Jc, esta em N, para

1k 0
k>1!-it>/01 t=]g2,---,kemax{’i],‘iz,---,‘i?}'{'ﬂ?~h1 ?1}1 e

mﬁx{il,...,ik} g Vs

Demonstracgao

Primeiramente mostremos que Dj(bi)cQE:N, Yji, Vi, V2,
desde que i +2%>h.

Para j=0 a afirmacao e valida, uma vez que bjc, e nil
potente e pela relagao [3.6] bsc,be }. Bb c, . Portanto, uti
! u+vzi+l

lizando o Lema 0.2.1 temos que bicQsN, desde que i+ 2 >h.

Assumamos que DJ(bi)cga N, Vi, j<pe i+232h. Entao,

.
[oP M imge, ] = ooPtnire,] 0P Tinghey - 0P(n)00e)0P (b e,



82

Como, pela hipGtese de indugdo, DP(b.)c e N e b.c,be Y Bb,c,
Ll Gl u+v>i+2

temos que D[Pp(bi)cgJ e N.
Resta mostrar que Dp(bi)D(cg)Dp+](bi}cie N.

Utilizando a expressao obtida no Lema 0.2.1 temos que

DP (b, )D(c,)0P* (b ) = E

; (530" (<, )07 (b )| 0P (b))
i

i

Portanto,
bP(b,)D(c,)0P  (b.)c, = E (?)Dr"i[b(c )P+ (b {]Dp(b e, € N
i L e ] gy 2 i riTg

E, por conseguinte, Dp”(bi)cE e um elementos nilpotente, desde
que i+ % >h. Como ele verifica a relacdo [3.5], esta em N. Lo-
go, fica mostrado que Dj(bi)cﬁg;ﬂ Vi, Vi, V&, 7 #2022k,

Para completar a prova e suficiente observar que,

en L]

(r)Dr_i(d)Dj(br}cg

0 Corolario 3.1.7 e o Lema 3.1.8 sao validos no caso
de B ser um anel de caracteristica p #0, desde que a derivagao
D verifique a condicao "se xe N entao D(x) € nilpotente”, wuma
vez que 5 hipotese da caracteristica de B ser zero foi utiliza
da somente no Lema 3.1.5.

Um exemplo da situagao acima e obtido quando Dé uma de

rivagao interna, isto e, quando existe be 8 tal que D= Iyps on-
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de, ¥xe B, I (x) =bx-xb. De fato, se xeN entao existe umideal
bilateral nilpotente J<B tal que xeJ. Entdao xb e bx perten-
cem a J e, consegqgtlentemente, Ib(x) =bx~-xbed. Logo, Iy(x) e
nilpotente.

Observemos, tambem, que o Corolario 3.1.7 e trivialmen
te verdadeiro quando B € um anel arbitrario, desde que D(bi) =0

para ¥ =2 .8, ..Mk

§ 2 AUTOMORFISMOS DE B[X,D]

0 Lema 3.2.1 examina uma situacao particular de um dos

Teoremas centrais deste Capitulo, onde a familia {bi}0<1<n e

{bo,b],o,....O}. Observemos que neste caso a relacao [3.1](ii)

equivale a b1e Z(B).

Lema 3.2.1

Seja ¢:B[X,D] »B[X,0] o B-nhomomorfismo induzido por
¢(X) =by+Xb,. Entdo ¢ € um B-automorfismo se e somente se a fa

milia {bo,b]} de elementos de B satisfaz:

]

.
(a) bgb+D(b)= = n’(b)bi e byeZ(B)
i=0

(b) byeU(B)

Demonstracao

Assumamos que ¢ seja um B~automorfismo. Seja {Ci}0<i<m

m .
a familia de elementos de B tal que ¢ (X) = ¢ chi. Como,
i=0
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1 1

m
X = Id(X) = ¢ o(X) = ¢ (b, * Xb,) = by + 1 X'e:b

igualando os coeficientes de 19 grau na relacao acima obtemos

que cqby =1. Alem disso, pelo Teorema 3.1.1, temos que

1
) § s t=1 .
byb = 1E](T)n (b)b, = bb,

0

T
bb + D(b) = Y D'(b)b,

Portanto, by e Z(B) e conseqtientemente, tambem b, eU(B). Logo,

as condicoes (a) e (b) sao verificadas.

Reciprocamente, seja {bo,b},o,...,o} uma familia de ele
mentos de B que satisfaz (a) e (b). Definamos ¢(X) = b0+)(b1I -
¢'(X) = -bob;] +Xb;1. Pelo Teorema 3.1.1, ¢ e ¢' sao B-homomor
fismos, pois a familia {bo,b1,0,...,0} verifica a condigao (a).

Sendo,

. " e -1 i -1 -1
B TR = % [—b0b1 " Xb1_J = by - bgby'by + Xb7'by = X e
$'$(X) = ¢'|by + Xby| =-b bl + bobll & Xbobl! = X
¢ ¢ |Pp B ==Y 004 W ’
temos que ¢ & um B-automorfismo de B[X,D]. [

Assumamos a partir de agora e por todo este paragrafo,

que B seja um anel de caracteristica zero.

Seja ¢:B[X,D] »B[X,D] o B-homomorfismo definido por
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i=g
Neste caso, @H](x)=
j=0

que n>2. De fato, se m=1, entdao ¢

n .
P(X) = ¢ X'b. com n>2. Assumamos que ¢ seja um B-automorfismo.
N m
1

Xch e podemos supor gue m=>2, uma vez

](X) =C0-+XC] e, conforme

mostramos no Lema anterior, ¢(X) sera dada mw‘ﬁ(XJ:—cocgli-Xc?lz

= by *+ Xb]. Portanto, n=1, 0o que € uma contradicao.

Com estas hipoteses, e utilizando~se as notacoes acima,

provaremos O

Lema 3.2.2

bicj e um elemento nilpotente de B, Vi, ¥j, tal que 1<isn,

T¢<jgm e i4+]>3.

Demons tragao

Consideremos a relagao

m
X = 467 (X) = )

m
Se denotarmos os coeficientes do polinomio ¢
j=0 .i=0

temos que d] =1 e todos o0s demais di sao nulos.

gt St

5 J
X bi) cj por

(di)Osignm’

Observemos tambem que na emmns&)de(bD-£Xb}+...+anﬂh,
‘i] i ih
0 termo X bi]X biz s bih pode ser expresso como uma soma
1'l+.-.ih

do tipo 5 ink, onde Ly e uma combinacao linear de ele-
= |
1
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mentos A (b .,bih) com coeficientes inteiros onde

j‘l,o.-,jh . J.] J2' Jh/f 4
Ay (bﬁ,.-.,b}-h)—n (‘bi])D (bizj... D \_.bih) [3.6]

N

Conseqtentemente, d, tambem & uma combinagao Tinear de

h [ TR, |
1 h s

s...5b: ) com coeficientes inteiros. Alem disso,

Ah 3 Th
e imediato que dnm:b?:cm'

0 Lema e verdadeiro para i=n e j=m, uma vez que do fa

to de bn e ¢c_ serem centrais (o que se obtém pelo Teorema 3.1.1)

m

m m_m m
decorre que 0 =dnm=bncm. Logo, bncmz (b,c,) =0 e, conseqllen-

temente b c_ € nilpotente.

Assumamos que bicj seja nilpotente, Viz1, ¥jzl tal que
i+j>k+1, com k >3.
Sejam p e q inteiros tais que p+q=k, px21, g1

Na expansao de (bg +Xby + .. +thn)hc para h=gq te-

h‘!
mos que o coeficiente de XP9 & do tipo bgcq +a, onde o €& uma

Basad 4 3
combinacao linear de produtos do tipo ﬂq1 q(bil,---:biq)cq

com iy >p para algum i,. Pelo Lema 3.1.8, « e um elemento de N.

Se h#q o coeficiente de xP9 & uma combinacao linear do

Jpwensady

tipo A,

(b1],’b1h)ch'
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d =
Como Pg 0 temes que

= — § q
0 = dyy bocy * ot B [8+7]

onde B e constituido de termos do tipo anterior. Entao, pode-

mos escrever {3 como uma combinacao linear da forma:

$ao numeros intetros.

onde u; O :
Ve e g™ “Fyn ity
Multiplicando [3.7] por bgcq obtemos
2 j'la --:jh \. q
0= (b%c )+ yoou _— (b. gamonlle |G DUE. ¥
pq h>q iI""’ih Tyseeendy h 1] ]h) h'p’q
-j].l"'s.jh “\
~ q -
+ ): 5: iz - A (b ,...,b- .i'-bc +=’
SR N e IR VAL X

onde vy =hbgcq e N.

Observemos que se h>g entao h+p=>k+1 e, neste caso,

m
bq = q-1 = y
Chb g (Chbp)bp (ré
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Por outro lado, se h <q, como i;+ ... +ih > pgq, no termo corres

pondente existe t tal que i, >p. Entao,

j'ls---:jh N
. K9

uma vez que it +q2k+1. Portanto, (bgcq)zs N e consequentemen

te bgcq & nilpotente. Alem disso, temos que

m h. h-q fil Bl b
eb. = ¥ ()" HYb Ye, =b.c. * § (S)D'b )e. =b.c. +u
TP peg 9 P’ q P79 poge] G p’rq P9

com peN (pois u contem termos com soma de indices maior que

P+q).
Consideremos o anel quociente B/N. Em B/N temos que
T = — S _=S—§
[ = € =b” ¢ > 0.
qPp bpcq (pois ueN) e (bpcq) <o ¥s >0
q t L i o B oz
Se (blc )" =0, entao (b'c_ ) =0. Logo, existe reN tal
Pq pq
que (Equ)r-=5. Isto significa que (bpcq)re N, donde segue a
nilpotencia de bpcq. [:]
Lema 3.2.3

b1 e Cy sao elementos inversiveis de B.

L

Demonstracao

Consideremos a relacao

R m o/ n .
X = ¢ 671 (X) = ) k ¥ ot ey
=0 \ i=
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Examinando o coeficiente do termo de grau um, temos que ele &

da forma b]c]-ru, com o uma combinagao linear de termocs do ti-

AR Jn

po D (bii) oo D "(by, )c, com h>2. Alem disso., existe teN tal

h

que g >1.

Pelo Lema 3.1.8, aeN. Da relacao acima decorre que
b]c1-+u =1, isto E,b]c1=(1-u). Como aec N, entao o € nilpotente.
Conseqlentemente (1-c) e inversivel (se p & o indice de nilpotencia de

2

a, entao (1-a)(1+a+a +“.+aw])=1 e (1+u+“.+dwlﬂ1"ﬂ)=1L

Portanto, temos que
b]c](1 -a) = 1

e (1—01.)"1:;>1c1 = 1

0 que mostra que by tem um inverso a direita e ¢y um inverso a
esquerda.

Por um raciocinio analogo para a relagao

\\'i

= o n g? j
X = X) = X = XVe .} by
e = b = L f L) B

obtemos que c e inversivel 3 direita e by & esquerda,o que com

pleta a demonstracao. E]

Corolario 3.2.4

by @ nilpotente Vi, 2<i<n
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Demonstracgao

Para i >2 temos que bic e nilpotente, uma vez que, sen

1
do i+13>3, estamos nas condigoes do Lema 3.2.2. Mostremos pri

. r_,.r.r 5 @
meiramente que Yre N, (b1.c1) *bicl t o, com ¢ N.

Para t =2 a afirmagao e verdadeira, pois

m
2 Ky k=1
(bjey)™ = by | 1 (3)07 (b 3ck}1 -
_ 27 1 Rk
= b]c] + bi kéz(]}D (bi)ckc1 =
= bfc? +oay com o, € N
Assumamos que VYp<t,
P _ PP "
(bscy)™ = bic1 AL com a_€ N
t _ t-1 _onte1 ot ’
(Bgeqd™ = [Byeyd™ "(Byes) =lb; "€y "Byby ¥ ap qhyey =
= b}:-Tc]t-]bl-C} 4+ o, com e N
Como
t-1 t-1 t=1 1 ® kook=1 t-1|
by "¢y bsc, = b bR Jeg ey B
i 1 i~ i Lk=1 ] e j 1
- bl 4 bt § (Kypk-Typ,)etole
je1 * by~ 1 ()07 T(byle Tey
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pondo

com a, e N.

t_nt. .t
segue que (b1c1) —bic]-ra ¢ €

ST

Seja o anel quociente B/N. Seja seN tal que E?c? =0

em B/N. Como ¢, & inversivel deve ocorrer necessariamente que

1
b? eN, Yi >2 e isso completa a demonstracgao. []

Estamos agora em condigoes de demonstrar um dos resul-

tados centrais deste capitulo.

Teorema 3.2.5

n .
Se a aplicagao ¢:B[X,0] » B[X,D] induzida por ¢(X) = £ X'b,
i=0

e um B-automorfismo de B[X,D] entdo a familia {bj satis-

Yogign

faz as seguintes condigoes:

=1
{uw |
[
-
o
o
=T
Lo
m
W

(a) byb + D(b) =

J=1
(b) b, e U(B)
(c) b. e nilpotente, ¥Yi 2<i<n
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Demonstracao

noo.
Assumamos que ¢ definida por ¢(X) = 2 X'b1 e um B-auto
i=0 -

morfismo de B[X,D].

Pelo Teorema 3.1.1, a condicao (a) se verifica. A inver
sibilidade de b, € garantida peio Lema 3.2.3 e a condicao (c)

& obtida pelo Corolario 3.2.4. L |

et

Seja {bi}0<ifn uma familia de elementos de B que satis

faz as condigoes (a) e (b) do Teorema 3.2.5.
-1

0777

cao (a)), vale a relacao:

Seja Y=(X-by)b, € B[X,D]. Para todo beB pela condi

bY = b(X = by)b] ' = {xb4-0(b)- bbg |5
[, L 1.5 1 L =
. - - - t -
= lxb o+ 1210 (b)b, bObe1 X -bg o]+ ;§1D (b)b.b’
f
= vb.bb' + Y pV(b)b.bT!
Py Rk 1
i=1
Portanto,
bY =Yp(b) + E(b)  onde p(b)=b bbl', ¥beB r3. 8]

1771

e E(b) € uma (p,1) derivacgao.

Lonsideremos a familia {E,Y,Yz,...,Yn,...} e mostremos
) n
que ela e linearmente independente sobre B. Seja 3 Y‘Ci = 0,
o ,_] ; i=0
Portanto, I (X —bo)b} 1 Gw = 0,
i=0 - 4

«F i o g
! c. e tal coeficien

0 coeficiente de X" & dado por (b") ¢,
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te € nulo. Portanto, Ch =0 e a expressao acima reduz-se a

n_-l e _]"Fi
120 (X=bg)by'| ey =0
0 coeficiente de Xn"], que e nulo, e dado por (b;])n']cn_1 e,

portanto, c__, =0.

Repetindo o processo n-1 vezes obtemos que c1=0, ¥, Ggigh.

b A
Y1c1.|c1. € B} e um subanel de B[X,D]. Como Y=xb7l-b.b!
0

Portanto,{ 1 0°1

i=
s S

segue que X =Yb] —b0 e, conseqtlientemente { L Y1Cilci EB} repro
i=0

duz todo o anel B[X,D], uma vez que qualquer elemento de B[X,D]
sendo combinacdo linear de potencias de X, sera combinacao 1i-
near (a direita) de potencias de Y, conforme mostra a vrelagao
[3.8].

Com as notacoes acima, estamos em condicoes de provar

0 sequinte resultado:

Proposigcao 3.2.6

Seja {bi}0¢isn uma familia de elementos de B que satis

faz as condicoes (a), (b) e (c) do Teorema 3.2.5. Entao, aapli

n

cagao ¢:B[X,D] +B|[X,D] induzida por ¢(X)= L X b, & um B-mono-

morfismo.

Demonstragao

Pelo Teorema 3.1.1, ¢ e um B-homomorfismo. Para mostrar
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i
IR i -
a injetividade de ¢ basta provar que se ¢( Ly Ci) =0, entao,
j=

C; =0, Vi tal que 0 <i<m. Como,

-

-
_—
>
el
11l
o
o
+
><
o
i
.
>
-
o
L)

entao,
6(Y) = Xd, +X%d, 4 ... +X"d_  com d:=bsb]]
j n i i
Seja
g 1 7 2 n i
0 = § &(Y) c1.=,):(X+X g % o o # W) ey
i=0 1=0
Observemos que explicitando a relacau acima vem que
0 = ¢, + (Xa-xzd + + X" Ve, +
0 e n)

+ (X-+X2d2 + ... +Xndn)2c2-+... + (X +x2d2‘+... +Xndn)mcm

e, entdao, @ imediato que cg=¢y;=0.

Basta, portanto, resolver o sistema dado por

(X-+X2d2 ¥ eaw b Xndn)1c1 =0

He~"13

i=2
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=1

Como b, e N, temos que di =b.b, e N. Alem disso, sendo

03(d,) = 0I(b.b7') =

k. -1
)
! k

AL Ao

i 1

it~

0

pelo Corolario 3.1.7, segue-se que Dj(di) eN, Yi>0. Portanto,

e facil ver que cg =0, ¢c;=0ce

c. =0 Vi tal que 2<is<m,

aj9Cnp + ovo (1 —a.i)ci+ wonim H O G

i

onde ajj € N.

0 Lema que se seqgue mostrara que o sistema acima admi-

te somente a solugao trivial, de onde decorrera a injetividade

de ¢.
Lema 3.2.7
0 sistema linear
m -
Ly < g . 3
_E aijxj =0 1&12Mm [3.9]
i=1
onde aij eN para i #] ¢ a,; - 1N para i=1,...,n, admite so-

mente a solucao trivial em B.

r

Demonstracao

Como a

447

a__~-1leN temes que a € in-

1+ (apy - 1) mu mm

mm

versivel. Portanto, na equagao obtida de [3.9] para j=m temos

que
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wi] T . m-1 -1
Xm -7 amm{?mZXZ ¥ Bggthag T o F Rgpa

Substituindo a expressao de X  em cada uma das equagoes de [3.9]
obtemos um sistema similar ao [3.9] com (m-1) equacoes e (m-1)
incognitas.

Procedendo indutivamente, cbtemos, finalmente, uma equa
gao do tipo cxy =0, onde c-1eN. Como c=1+(c-1) e (c-1) e,
temos que ¢ € inversivel. Pertanto, Xy =0.

Substituindo x; na equagao anterior, obtemos Xo =0 e
assim sucessivamente. Deste modo, podemos concluir que o siste

ma [3.9] admite somente a solugaoc trivial. [l

Para demonstrar a reciproca do Teorema 3.2.5, sera ne-
cessario uma condicao mais forte que a condicao (c). Assumamos,

pois, que {bj} satisfaga as condigoes (a), (b) e (c) do

O<ign

Teorema 3.2.5 e seja N, o ideal gerado por {07

(by)|2<izn e j>k}.
E imediato que Ny e um nilideal mas, em principio, nao podemos
garantir que Nk seja um ideal nilpotente. Uma vez que N0 pode
ser expresso como soma de Nk’ para algum k, com um ideal gera-
do por uma familia finita de ideais do tipo BD(bi) com 2¢<i<n
temos que N0 e um ideal nilpotente se e somente se Nk e nilpo-
tente, para algum k.

Seja, pois, (c)' a condigao:
(c)' Ny e um ideal nilpotente

Estamos, entao, em condigcoes de provar o seguinte Teorema:
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Seja {bj} uma familia de elementos de B que satis

O<ign
faz as condigoes (a) e (b) do Teorema 3.2.5 e a condigao (c)'.

n .
Entdo, a aplicagdo ¢:B[X,D] +B[X,D] induzida por ¢(X) = Z X'b

g um B-automorfismo.

Demonstracao

Como a condigcao (c)' trivialmente implica a condigao
(c) do Teorema 3.2.5, pela Proposicao 3.2.6 temos que ¢ € um
B-monomorfismo. Resta, pois, provar a sobrejetividade de ¢.

Seja,

com

dp(Y) = X-+x2d2-+... +xﬂdn e di = bib] Vie 1972

Explicitando g]{X) temos que

g, (X) (X +X%dy+ ... +x"d ) -

2

2 2 n, \n
dpt oow # XM )y = ot = (X X0y # ek Xd)d

(X + X

n o n[rsn . \J R
z}(di - E? (iEXdi) d,| com dy=1 e d;=bb,", Vix2
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D

o
0 coeficiente de X° em ( z X1dj] d, € uma soma de for-
i=] d
mas diferenciais de dT’ d2’ ...,dn. Anotemos tal soma por Aﬁs).

Em particular ﬂéh) e soma de d, e das demais. Anotemos Agh) —dh
(h)

por rh . Entao,

g,(X) = X + X° - ri?lq, f\éz)dB - alBlg |
v xS _ ﬁé3)d2 ng)ds s ® n“’)dn_ b
+ 1 __- né”)dz . ﬁé“)% - o rr(]”)dn_ P
et - “?t)dz ¢ By e b f”(t)dn—

para algum t >n.

Seja sy q o coeficiente de Xk em g](K}, isto e,

'd

i

i - ﬁéz)dz - - Fék)dk - - ﬂik)dn R se 2<kgn
S =2 _

ks n
ﬁ\‘ ) ﬁgk)dj se k >n
j=2
2

Portanto, s, ;¢ NO. Alem disso, g](X)a Img.

'
Seja,
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Fazendo consideragoes analogas obtemes que

4 3
gZ(X) =X+ Xzsz,z + x353,2 ;R x“sn’z com Sk,EEZNO e gZ(X)e Img

Definamos, entao, por indugao

d j
In(X) = gy (X) = 3 e(¥)s; oy

2 v
X + X sz’m Foua® XS com S, eNO

Como NO e nilpotente, existe um re N tal que gr(X) = X. Como
gj(X)e Imp para todo j, temos que Xe Imp, o que completa a de-

o 1
monstragao. ]

0 corolario que se segue examina situagoes particula-

res nas quais a reciproca do Teorema 3.2.5 se verifica.

Corglarie 3.2.9

Seja B um anel de caracteristica zero e D uma deriva-
gao em B. Se B ou D satisfizerem uma das condigoes seguintes:
(1) B & noetheriano

(2) DM"=0 para algum me N
(3) Todo elemento nilpotente de B e central {por exemplc, B comutativo).

entao a aplicagao ¢:B|X,D] »B[X,D| induzida por ¢(X) = by +
- Xbl + ... +xnbn e um B-automorfismo se e somente se a familia
{bi}

0<ign Satisfaz as condigoes (a), (b) e (c) do Teorema 3.2.5.
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Assumamos que todo elemento nilpotente de B seja cen-

tral. Se a familia {bj} de elementos de B satisfaz (a), (b)

0<i<n
e (c) do Teorema 3.2.5 e todo elemento nilpotente de B e cen-

Iy

tral, entao a condigao (c') do Teorema 3.2.8 e verificada. De

fato, neste caso, bi c Z(B), ¥i tal que 2$i;§n.Como,[JQ(BﬂCIZ{BL

temos, pela condigao (a), que

0 =D%(b._ ,)b-bD5(b )0(b)D%(b ) , V¥YbeB, ¥s >0

n-1 n~1) T ovn-1]

Entdo, D‘"(b)us(bn)zo, ¥beB, V¥r>1, V¥s>0. Em particular,

D' (b,)D>(b_) =0, V¥j tal que 2<3j<n.
{

Assumamos que Dr(bj)ﬁﬂbk) =0, Vj tal que 2<j<sn, Yr>1,

¥s >0 e m<ks<n, m>2. Entao,

S 5 S -1 +1
D% (b 5)D (bs) = DT ()0 (b _5) + (y7p)0" (b )07 (b 4} +
i K r+k+2-m S
+ ké (m_z)n (bj)D (bk) s
=1
Yj tal que 2<j<n, Yr>0, ¥s>0. Portanto, Dr(bj)Ds(bm_]) -0,
¥y tal que 2<j<n, Yr>1, ¥s >0. Conseglientemente Dr(bj)DS(bm“]) =0

Yi,j tal que 2<i,jsn, ¥r>1, ¥s>0.

Entao, como Ng e gerado por todos os;nmdutos[f%bj)ﬁk(bi)
com 2<i,j¢€n, h=z0, kz0, temos que NS e gerado por
{bjb1|2,gi,j.5n e j<i}. Conseqlientemente, Ng e nilpotente. Por-

tanto, pelo Teorema 3.2.8 temos que a aplicacdo ¢:B[X,D] - B[X,D]

’ noo.
induzida por ¢(X) = I X1b1 e um B-automorfismo, o que completa
i=0

a prova. jm]
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Demonstracao

Se a aplicagdo ¢:B[X,D] -~ B[X,D] induzida por ¢(X) =

N
= X X1bi e um B-automorfismo, entao, pelo Teorema 3.2.5 a fa-
i=0

milia {bilgeiep de elementos de B satisfaz as condigoes (a), (b)
e (c) deste Teorema.

Assumamos que B seja noetheriano. Se a familia {bi}Osisn
satisfaz as condicoes (a), (b) e (c) do Teorema 3.2.5 e B & um
anel noetheriano, entdao a condicao (c)' do Teorema 3.2.8 & ve-
rificada. De fato, se B e noetheriano, pelo Teorema 0.1.9, to-
do nilideal bilateral de B e nilpotente. Em particular, o nili
deal Ny, gerado por {Dj(b1)|25 i<n e j>20} e nilpotente. Por
tanto, aplicando o Teorema 3.2.8, obtemos que a aplicacgao
noxibi e um B-automorfis

¢:B[X,D] »B[X,D] induzida por ¢(X) =
¢ 1

mo.

Assumamos que D™ =0 para algum meN. Se a familia {bi}0<i<n

satisfaz (a), (b) e (c) do Teorema 3.2.5 e Dm=53paraeﬂgUm me N,
entao a condicao (c)' do Teorema 3.2.8 & verificada. De fato,
m=1

sob estas condigées Ny = L M.,
j=0 J

= Uj(bz)B o4 Dj(bn)B e nilpotente (conforme vimos no §1).

onde Vj tal que 0<j<m-1, Mj =

Portanto, ND’ que e uma soma finita de ideais nilpotentes, e
nilpotente.

Portanto, pelo Teorema 3.2.8, temos que a aplicagao

n g
¢:B[X,D] »B[X,D] induzida por ¢(X)= = X‘b,i € um B-automorfis
i=0 -

mol
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§ 3 ALGUNS RESULTADOS ADICIONAIS
Neste paragrafo assumamos que B & um anel arbitrario. O

Teorema a seguir caracteriza os B-automorfismos de B[X,D], des

de que se faca algumas restrigoes sobre a estrutura do anel.

Teorema 3.3.1

no.
;1 5 ;
L X bi 2 um B—automorf1g

Seja B um anel tal que N = {(0). Entao a aplicagdo
¢:B[X,D] >B[X,D] induzida por ¢(X) = I

i=0

mo se e somente se a familia {bj}l, de elementos de B satis

<14n

faz as condicoes (a) e (b) do Teorema 3.2.5 e (c)" b. =0, Vi

tal que 1> 2.

Demonstracao

Assumamos que (a), (b) e (c)" se verifiquem. Entao, pe
lo Lema 3.2.1, ¢ e um B-automorfismo.

Reciprocamente, seja ¢ um B-automorfismo. Seja,

Utilizando o mesmo raciocinio do Lema 3.2.2, temos que bncm e

nilpotente. Alem disso, como

bncmb € ancm Yb £ B

segue-se que b _c_ satisfaz a condigdo [0.1]. Lego, pelo Lema

0 2oy b c,eN=(0). Portanto, b c. =0
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Se assumirmos que bicj =0 para i+ J>h, refazendo a de

J J
monstragao do Lema 3.1.8 obtemos que D I(bi]) 544 0 k(b-

para k>1, Jp30, t21,2, 5.k € max{iz,...,ik}+ 2>h. E, de

fato, podemos mostrar que bicj =0, VYi,0<i<n e ¥j,0<jsm tal que
i+j>3, bastando, para tal, reproduzir o raciocinio feito na
demonstracao do Lema 3.2.2.

Da relagao

no. J
: (_ZOX bi) C;

obtemos que b1c] +a=1, onde o € uma combinagao linear de ter-

Jh
) ...D (b

<3 m
X=¢¢ (X)= ]
J:

J
mos do tipo D ](b e, com h>2. Utilizando o mes-

mo processo aplicado no Lema 3.1.8 concluimos que g

0 e, por-
tanto, by, & inversivel a direita e ¢, a esquerda.

Analogamente obtemos que b1 admite inverso a esquerda
e Cy a direita. Logo, by e o sao inversiveis e, em conseqtlen-

cia, b,i =0, ¥i, i>2.

A derivagao D de B pode ser estendida a uma derivagao D

de B[X,D] tal que D(b) =D(b) VbeB e D(X) =0. Para tal, basta
- _ ./ mo mo.
definir D:B[X,D] »B[X,D] por D ( by X]ai) s F X]D(ai), onde
) i=0 i=0
m

z X]a,i e um elemento arbitrario de B[X,D|. Pode-se mostrar fa
i=0

cilmente que a aplicacao D assim definida & uma derivagao em

B[X,D].

»

Com as notagoes acima, mostremos o seguinte resultado:
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Teorema 3.3.7

n .
A aplicacao ¢:B[X,D] +B[X,0] induzida por ¢(X) = I X'bi
i=0

e um B-automorfismo tal que ¢D =Dp se e somente se a familia

{bi} de elementos de B satisfaz as condicoes (a), (b) e (c)

Ogign

do Teorema 3.2.5 e

(d) D(b;) =0 Vi tal que O0<i<n

Demonstracao

Observemos primeiramente que a condicao (d) € equiva-

lente a condicdo ¢D =D¢. De fato, se D(b;) =0, entao

n . noo.
= = 1
Dp(X) = D ['on bi} = xH)(bi) = 0

i= i=0

Por outro lado, trivialmente ¢5(X) =0. Portanto, ¢#D(X) =ﬁ¢(X).

A1ém disso, ¢D(b) = ¢D(b) =D(b) =D(4(b)) =Dé(b) ¥beh.

m o
Seja f= 1 X1ai um elemento arbitrario de B[X,D].
i=0
~ B mo . oz m : w m ;
Do(f) = Do ( X a ) = B ®(X) 5] = $(X) 'D(a;)
\izo : 120 y/ 120 ]
Por outro lado
n n x 1 k ru 1 L 1
sD(F) = oD T ¥ a1) - rp( P x'0(a)) = 1 e(x) 0(ay)
\i=0 i=0 J  i=0

Portanto, se D(b,) =0, ent3o ¢D = D¢.
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Reciprocamente, se ¢D(X) = D&(X), entdo

¢ e i

x'D(by) = 0.
0

Igqualando os coeficientes da relagao acima obtemos que D(bi) =0

i

¥i tal que 0<1ig<n.

Assumamos que as condigoes (a), (b), (c) e (d) se veri
fiquem. Sendo D(bi) =0 ¥i tal que 0<i<n, temos que o ideal
Ng, gerado por {Dj(bi)IZS i<ne j>20} reduz-se ao ideal gera-

do pela familia {bj} Logo, Ny e um ideal nilpotente e a

2<¢ign’
condicao (c)' do Teorema 3.2.8 e verificada. Alem disso, con-
forme observamos no §1, se a condigao (d) € satisfeita, entao
a derivagdo D verifica a propriedade: "se xe N entao D(x) & um
elemento nilpotente de B".

Portanto, os resultados obtidos no § 2 podem ser apli-

cados aqui e, desta forma, pode-se facilmente demonstrar o Teo

rema. I



CAPTTULO IV
ISOMORFISMOS DE A[X,5] EM B[X,O]

Sejam A e B aneis, Y:A~+>B um isomorfismo de anéis, 9 e
D derivacoes de A e B, respectivamente. Neste capitulo apresen
tamos alguns resultados sobre a determinacao dos isomorfismos
¢ de A[X,d] em B[X,D] que estendem y, obtides pela autora com
a colaboragao de M.Ferrero.

Ao longo deste capitulo, utilizaremos a notagao I, pa-
ra indicar a derivagao interna de A definida por I,(x)=ax- xa,

Yx e A.

Proposicao 4.1.1

Sejam A e B aneis, (:A+B isomorfismos de aneis, 3 e D
derivacoes de A e B, respectivamente. Entao, existe um homomo-

fismo de aneéis ¢:A[X,3] »B[X,0] que estende y se e somente se

existe uma familia {bj} de elementos de B tal que

O<ign

( -1 8 ,
Iy (b) = =pay ) = ) Wikihy » Ve B
{=1
(4.7]
§ iyni-h

q Ty (b) = DT Vb eB, Vi tal que 1 <n<n-]
|
Lbngqs)

o = = n -i

Neste caso, ¢:A[X,2] »B[X,D| & dada por ¢(X) = T X'b,
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Demonstracgao

Suponhamos que exista &:A[{X,3] - B[X,D| homomorfismo
i
tal que ¢(X) = I X

b. e ¢|A= . Entao, se aeA,
1=0 !

n ; .
1 X°by

n : i o
x| = 3wty = 3 b GO0 (wta))bs

i=0 k=0

e(aX) = (a) [

Reordenando esta ultima expressao obtemos que

U (” iyl |
¢(ax) = .)jon v(a)b, + X E (110 t,!;(a)bii +oo. 4

A . Nty
+ X g ()0 p(a)b; + ...+ X (n)¢(a)bn

Por outro lado,

n .
p(aX) = ¢ (Xa+a(a)) = a(X)p(a) + ya(a) = 1 bge(a) + wala)
'| —

Igualando os coeficientes das relagones acima obtemos que

no.
(’b0$(a) + ¢pa(a) = 'z Dlvia)bi

i=0
b,y(a) y(a)b, + ? (i)01—]h{a)b
1 T ™ gea¥ ¥ i
b y(a) = p(a)b, + ; (i)Di'hm(awb
J h 1=%+} B &
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Entao, pondo b =y(a), temos que

- i
byb = bby = -ydy~ (b) + 1210 (b)by , VbeB
s h
< bb - bb, =} ({)0"""(b)b; , VYbeB, ¥h tal que i<h<n-]
i=h+1 '
bb=bb , VbeB

Reciprocamente, suponhamos que as relagoes [4.1] sdo ve

rificadas. Seja ¢:A[X,d] - B[X,D] a aplicagdao definida por
n .

$(X) = £ X'b,. Entdo,
oh

i
i

xibiw(a) + Pa(a)
§

=31

s(aX) = o(Xa+23(a)) = ¢(X)p(a) + ya(a) =
1

Por outro lado, conforme acima mostramos

n : n

i -
s(a)o(X) = R = ; xK(iypl-
(a)e(X) = y(a) sgo 7L kzo ()

“y(a)b,

Portanto, utilizando [4.1] obtemos que ¢(aX) =a(a)p(X).

A demonstracao de que ¢(fg) =d¢(f)¢(g), para quaisquer
elementos arbitrarios f e g de A[X,3|, pode ser feita por indu
cao sobre o grau de f, considerando-se a relacao acima mostra-
da, de modo analogo ao feito no Capitulo II. [:]

Observemos que as relacgces [4.1] podem serexpressas do

seguinte modo:
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4.1

(110 M (b)b, ., VbeB, Vh tal que T<hen

e, portanto, as relagoes [4.1] sao semelhantes (e generalizam)

as relagées [3.1] do capitulo anterior.

Corolario 4.1.2

Seja A um anel e 3 e D derivacoes de A. Entao, existe
um homomorfismo de anéis ¢:A[X,8] ~A[X,0] tal que ¢1a =1d se e

somente se existe uma familia fajl, de elementos de A tal

<ign

que

n
(.Ia (a) = -3(a) + ) DI(a)ai s, VaeA
0 i=1
4.2
_— [4.2]
< L. (@)= Y (;})th(a)a , YaeA,Vh tal que 1<h<n-]
h i=h+]
a eZ(A)
.
B L noo.
Neste caso, ¢:A[X,d] »A[X,D] & dada por ¢(X) = % X a

Demonstracgao

Para provar o corolaric, basta tomar, na Proposicao an

terior, A=B e ¢y =1d. Lj
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Lema 4.1.3

Sejam A e B aneis, $:A+B um isomorfismo, 3 e D deriva
coes de A e B, respectivamente. Entao, p:A[X,9] » A[X,D] defini
da por u(X) =X induz um isomorfismo que estende y se e somente

se Y3 =Dy.

Demonstracao

Assumamos que u:A[X,3] >B[X,D]| definida por u(X) =X se
ja um isomorfismo que estende v. Entao,
u(aXx) = y(a)X = Xy(a) + Dy(a) e

u(x“a(a)) = Xp(a) + yd(a)

Igualando os coeficientes das relacoes acima vem que
Dy(a) = wa(a) YaeA

Portanto, Dy = ¢3.
Reciprocamente suponhamos que 13 =Dy e seja u:A[X,3] ~B[X,D]

a aplicacdo definida por u(X) =X e ¢(a) =w(a), VaeA. Entao,

1]

u(aXx) = u(Xa4—3(a)] = u(Xa) + yofa) Xp(a) + ypa(a)

Por outro lado, como %3 =Dy, temos gque
u(a)u(X)

+ Dyp(a) = Xw(a) + wa(a)

]
£
—

o
—
>

1

><
b S
—_

o
—

i)

Portanto, pu{aX) =u(a)u(X), YacAh.

Utilizando-se a relagao acima, analogamente ao feito an



teriormente, mostra-se (por indugao sobre o grau de f) que pa-

ra quaisquer dois elementos f e g de A[X,3],

u(fg) = u(f)ulg)
Portanto, p € um homomorfismo. Vejamos que u € injetora. De fa

m . m .
to, se f= % X1Ci e A[X,3] e tal que u(f) =0, entao I X‘:b(ci) = .,
i=0 N i=0

Igualando os coeficientes desta ultima relagao obtemos

que ¥(c;) =0, i tal que 0<i<m. Como ¥ & um isomorfismo, e
imediato que C. =0, 1 tal que 0<i<m.

A sobrejetividade de y € imediata, pois Xe Im¢ e, con-
seqientemente, todo elemento de B[X,D] esta na imagemde u. Por

tanto, u € um isomorfismo que estende . [J

Corolario 4.1.4

Sejam A e B aneis, ¥:A+B um isomorfismo, D uma deriva
cao de B. Entao, existe w:A[},$"iD$]-+B[},D] isomorfismo de aneis

tal que u(X) =X e U‘A =Y.

Demeonstracao

E imediato que d= wquw @ uma derivacao de A tal que

Y d= Dy. Portanto, e suficiente aplicar o Lema anterior. ||

Proposicgao 4.1.5

Sejam A e B aneis, y:A+B um isomorfismo, 8 e D deriva

goes de A e B, respectivamente. Entao, as seguintes condigoes
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sao equivalentes:

(a) Existe uma familia {bi}lg.j.n de elementos de B tal
que a aplicagao ¢:A|X,9] » B[X,D] induzida por
n .
(X) =_30X1bi e um isomorfismo que estende ¥.
1=
(b) Existe uma famT]ia-{ai}Dgign de elementos de A tal
que a aplicagao ¢':A[X,8] - A[X,w_]D@jinduzida por
n .

$'(X) = I X'a, & um isomorfismo tal que ¢'| 5 = Id.

i=0 !
Mais ainda, a correspondencia $ <« ¢' dada pondo acima
bi =w(ai), Yi @ uma correspondencia biunivoca, e o seguinte dia

grama € comutativo (onde u(X) =X e “IA sy

A[X,3] ——» B[X,0]
h -
N

X7 0]

Demonstracao

byl + B[X,0],

isomorfismo de aneis, tal que u(X) =X e u]A =1®. Assumamos que

Pelo Corolario anterior, existe w:A[X,y"

a condigao (a) se verifiques&seja¢‘:A[},a}->A[X.w_1nm} defini-

da por ¢' =u-]rf1. Entao,

»

no
o (X) = ule(x) = T xuTN(by)

Anotando w_1(bi) =a; e utilizando o fato de ¢ e p serem isomor
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n
i ! - = . ~ = - -

5 )
fismos, temos que ¢'(X) = ¥ X'a, € um isomorfismo de aneis. Alem

disso,

o' (a) = wlo(a) = w'yla) = v w(a) = a , Vach,

isto e, ¢'|, =1d.

Reciprocamente, seja ¢':A[X,§]-+A[},¢_1Dﬁ] um isomor-

no. B
fismo tal que ¢'(X)= I )(76.1i e ¢'|,=1d e seja b:A[X,3] = B[X,D]
i=0

definida por ¢ =u¢'. De modo andlogo a parte anterior, pondo
b, =w(a;), Vi, demonstra-se que (a) & verificada. []

A Proposicao antericr mostra que o problema de caracte
rizar os isomorfismos ¢ de A[X,2] em B[X,D] tais que ¢|,=¥ pode
ser reduzido 3 caracterizacdo dos isomorfismos de A[X,3] em
A[X,w-]ﬂﬁj que deixam fixos os elementos de A. A seguir estuda
remos os isomorfismos de A[X,3] em A[X,D] que deixam fixos os
elementos de A, com 2 e D duas derivacoes diferentes de A.

Utilizaremos o simbolo a' para indicar a aplicagao de-
finida por a'(x) =xa, YxeA, e Int(A) para indicar o conjunto
das derivac¢oes internas do anel A. Se D € uma derivagao de A e
agZ(A), a'D & a derivacdo de A definida por a‘D(x) = D(x)a,
VxeA.

Seja (%) a seguinte condicao:

*Existe ay rU[Z(Aﬂ tal que a;D— 3eInt(A) (*)

4

Observemos que se a condicao (*) & verificada, entao existe uma
—_ r
familia {apg,a;} de elementos de A tal que a}aU(Z{aU e a10"3‘1a0-

A familia {ao,a1} sera denominada uma solugao da equagao dacon
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digao (*).

Com as notagoes acima demonstraremos o seguinte Lema:

Lema 4.1.6

Seja A um anel, 3 e D derivacoes de A. Se a condigao (*)
e verificada entdo existe ¢:A[X,3] > A[X.D] isomorfismo de anéis
tal que ¢(X) =ap+Xay, ¢y =1d, onde {ap,ay} & uma solugao da

equacao da condigao (*).

Demonstracgao

Como (*) se verifica, temos que existe uma familia {ag,a;}
de elementos de A tal que aga - aa =D(aja] -3(a), YaeA. Por-
tanto, apa +9(a) =aag +D(a}a1. com aTz:U{Z{A}). Logo, as rela-
goes [4.2] sao verificadas e, conseqtlentemente, pelo Corolario
4.1.2, a aplicacao ¢:A[X,3] ~A[X,0] induzida por ¢(X) =ag + Xa,
e um homomorfismo.

Para mostrar que ¢ € um isomorfismo, consideremos aapli
]

cacdao ¢':A[X,D] ~A|X,3] induzida por ¢(X) =—a0a;] +Xay . Consi

derando-se que aga - aag =D(a)a1 -3(a), Yae A, e que a]E_U(Z(A)),

multiplicando-se a igualdade acima por 8{13 U(Z(A)) obtemos que

-] -
“agaq e+ D(a) = maapay s(a)a} ., Yae A

»

Portanto, a familia {"aoa;],ail} verificada as relacoes [ﬂ.Z]

e, conseqllentemente ¢':A[X,D] ~A[X,3] & um homomorfismo.

Alem disso,
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dp¢' (X) = ¢t:aoa{1 + Xa{f] = —aoa{] + (ag + Xay)a,

1 .
=1

= -aga; + aoa;1 + Xaja, =X e

1

1 i B . o -] =
$'d(X) b l:a0 + Xa]_] = a5 + {_50"1 + Xa] )a] = X

Portanto, ¢:A[X,d] »A[X,D] € um isomorfisme de angéis tal que

Reciprocamente podemos provar o seguinte Lema:

Lema 4.1.7

Seja A um anel, 3 e D derivagoes de A. Se existe um iso
morfismo ¢:A[X,3] » A[X,D] tal que $(X) =ay+Xay e ¢|, =1d, en-
tao a condicdo (%) & verificada e f{ap,a;} € uma solucao daequa

gao da condigao (*).

Demonstracao

Seja ¢:A[X,3] ~A[X,D] um isomorfismo tal que ¢(X) =ay+Xa,
e ¢|,=1d. Entdo, pelas relagdes [4.2], aiD-3=1, <Int(A) e

1 0
ay € L{(A).

1
Seja d:_](X) = ¢y + Xcy . Entdo,

o=
X = ¢(¢ (X)) =cq + (ag % Xa])c.! = ¢y + agcy * }(a1c1

Igualando os coeficientes obtemos que 3, =1. Logo, a;e U{LZ{A)). |__]
Seja A um anel arbitrario, 3 e D derivacoes de A e

, uma familia de elementos de A. Consideremos as seguin
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tes condigoes:

(A) {ajl satisfaz o sistema [4.2]

O<ig<n

(B) altrU(A]

(C) a; e nilpotente, Vi tal que 2<i<n

(C') 0 ideal N, gerado por Dj(ai), jeN, 122{ e nil-

potente.

Observemos que se a condigcao (*) é verificada e se afa
milia {ap,aq} de elementos de A & uma solucao da equagao da con
digao (*), entao {ag.ay} satisfaz (A), (8) e (C') (n=1e a; =0,
i>2). E interessante observar que as condigoes (B), (C) e (C')
coincidem com as condigoes (b), (c) e (c') dos Teoremas 3.2.5 e

3.2.8 do capitulo anterior.

Observagao 4.1.8

Fixada uma derivacao 0 de A, o Teorema 3.2.5 do capitu

lo anterior estabelece condigoes necessarias para que $:A[X,3] +A[X,3]
seja um isomorfismo de aneis tal que ¢]p=1d.

Seja ¢:A|X,d] » A[X,D| um isomorfismo tal que ¢(X) =

;

n
= F X'a, 8 ¢]A =1d e seja {c1}0 a familia de elementos de A

.izo 1 " "1"ii]
= L 3 : - .
tal que ¢ ](X) = X X]ci' Entao, pelo Corolario 4.1.2, temos que
i=0
nooL s
a8 = ) (?)DJ (a)aj , VaeA, Vi tal que 1 <ic<n

Analogamente, considerando-se &tI:BEX,U! »B|X,5 temos que
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L Bk
&% 3 ()37 "(a)e, , VYaeA, Vk tal que Tsks<m
Combinando as relagoes acima obtemos gue

s n
(519* 7 (a)ey = 1}

ki By nksT fale]
RRRGIHL (2" (@))ae,

=1

]

=1}

n

oW
=13

J

e, analogamente,

De modo similar ao feito nos Lemas 3.1.2 e 3.1.3, te-

mos que
n i
0"(aj)a = ¥ ()0* T(a)o(a,) . Vaeh, vh3o0
k=i
e
h 0T kg Ry okeifa0-d h
Pimglage = F LGN [ gl e,

YVaeA, Vi tal que 1<ign, ¥j tal que 1 <j<m. Assumamos agora
que a caracteristica de A @ 0 e seja N o radical de Noether de A.

Das relacdes acima e dos Lemas de nilpotencia do capi-
tulo antérior (Lemas 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6 e Corolario 3.1.7) re

sulta, analogamente ao Lema 3.1.8, 0 seguinte resultado:

"Se a;¢; e asc, sao elementos nilpotentes, VYi+Jj > h,

L J J
i>1, j>1, entao cada forma diferencial D 1(31 } (P, k(ai)cﬂ
1 k
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_ J J "
esta em N, e 3 1(ci]) | k(cﬁ )aQ esta em N, para k 3l,jt 20,
|( By

£ =7,250:53K € mag {11""’1k} + £ >h".

Entao, podemos obter o segquinte teorema:

Teorema 4.1.9

Seja A um anel de caracteristica 0, & e D derivagoes de

1'
X'a,
"

| MIS

A. Se a aplicagao ¢:A[X,3] -~A[X,D] induzida por ¢(X) =
i=

e um isomorfismo, entao a familia {ai}o de elementos de A

<ign
satisfaz as seguintes condigoes:
n
(A) aga + 3(a) = ) DJ(a)a, , VaceA
3 = J
j=0
nooLoos s
a;a = ) (?)DJ {a}aj , VYaeA, ¥i tal que 1<ign
J=i
(B) a, e U(A)

(C) a e nilpotente, ¥i tal que 2<1i <n.

Demonstracao

Pelo Corolario 4.1.2, como ¢ @ um homomorfismo, temos
que a condicao (A) se verifica. Para obter as condigoes (B) e

(C) procederemos como no capitulo anterior:

Das relacgoes

(Feta) (1
X = ) ( X a.) Cy e X = ) ( X c.) a.
j=0 \i=0 '/ J i=0 \j=0 J/ T
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podemos mostrar, por indugao, que aicj e Cjai sao nilpotentes,

Vi1, Vi1, com i+J>3. De fato, analogamente ac feitonole

ma 3.2.2, obtem-se que a c, e c.a sao nilpotentes. Se assumir

mos que aicj e Cjai sao nilpotentes, Vi1 e¥j>1 comi+jxk+],

k>3, entao cada forma diferencial Dj(ai)dc£ eN, se 1+ 2 2k+]

e aJ(ci)da eN, se i+23k+1, onde d @ um elemento arbitrario

2
de A.

Seja p>1, q>1, p+q=k. Como no Lema 3.2.2, obtemos

que agcq e nilpotente, pois para h >q, chape:N. Mais ainda, co
mo
_ Y Fye Y s
a e & = ae€_ #+ a_d {a Ye_ .
P9 p P q réq{q’ p - p) r

temos que

= = = =2 -

aca =a.c_em B/N, [4.3]

r=q s ? x
uma vez que apa (ap)cr e N para r >q.

- =qt=t _,

)t =0, da relagao [4.3] e facil ver que a) ¢

g q
e (apcq

em B/N e, conseqlientemente, égtégt =0. Aplicando a relacao [4.3]

temos, entao, que (a_c )qt

pCq =0, 0 que mostra gue (apcq)qtE N.

Logo, apcq e nilpotente. Analogamente, por simetria, cpaq énii
potente.
Utilizando os resultados anteriores, obtem-se, como no

Lema 3.2.3, que ay e ¢, sao elementos inversiveis.

Para completar a prova e suficiente, entao, repetir a
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demonstracao do Corolario 3.2.4, cbservande gue, pela relacgao

[F-i], se i>2 para cada teN
fer em B/N . ]

Reciprocamente, temos o seguinte Toerema:

Teorema 4.1.10

Seja A um anel de caracteristica 0, 3 e D derivacoes de

A. Se as condicBes (A), (B) e (C')se verificam, entdo ¢:A[X,3] ~A[X,0]
n 5

induzida por $(X) = = X1a1 e um isomorfismo de aneis tal que
i=

¢|A = Id.

Demonstracao

noo.
Seja ¢:A[X,3] = A[X,D] a aplicacao induzida por #(X)= & X'as,

Como a condicao (A) e verificada, aplicando o Corolario 4.1.2,
temos que ¢ e um homomorfismo.

Seja Y = (X -ao)a;1 e A[X,3]. Ent3ao, como na observacao
que antecede a Proposicao 3.2.6 & facil mostrar que A[X,3] &
anel dos polinomios na indeterminada Y, com coeficientes emA e
{I,Y,...,Yn,...} @ um conjunto linearmente independente.

As demonstragoes dos Lemas 3.2.6, 3.2.7 e do Teorema
3.2.8 valem aqui sem modificagoes pois os calculos sao sempre
realizados no contradominio de ¢, a saber, A{X,D]. Portanto, ¢

e um isomorfismo. l !



121

Corolario 4.1.11

Sejam A e B aneis de caracteristica O, w:A-+B um iso-
morfismo de aneis, 3 e D derivacoes de A e B, respectivamente.

Se a aplicacdo ¢:A[X,8] »B[¥,D] & um isomorfismo de aneis que

n i
estende Y e ¢(X) = 2 X1bi, entao
i=0 :
i -1 SR
b b = -ydy” '(b) + J D'(b)b., , V¥YbeB
0 0 i
_ n il
(A) { byb = ] (:})D1 (b)b, » Y¥beB, ¥h tal que T<hgn-1
i=h+1
b eZ(B)

(B) by € U(B)

(E) bi e nilpotente, Vi tal que 2<1i <n.

Demonstragao

Seja ¢:A[X,9] »B[X,D] um isomorfismo induzido por ¢(X) =
b. tal que ¢|A =y. Entao, pela Proposicao 4.1.5, existe

o' tAX, 8] » AKX,y

de UiA[X,w_1D¢]-+B[},D] e o isomorfismo dado por p(X) =X e

Dy] isomorfismo de angis tal que u¢' =¢, on-

u(a) =y(a), VaeA.

- n ) -
Como ¢'(X) = ]¢(X} = B X1$ ]{bi)’ pele Teorema 4.1.9
i=0
g 0 - 1
temos que a familia [w 1(b1)} de elementos de A satisfaz
L 4 Dgign

(A), (B) e (C). Aplicando ¢, temos (B) e (C),e (A) segue dire-
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tamente da Proposicao 4.1.1. L]
Anotaremos, a partir de agora, por (A') a seguinte con
digao:

"A familia {bjy!} de elementos de B satisfaz

0<ign (Aa)
o sistema [4.1] da Proposigao 4.1.1.

Com as notacoes acima, temos o seguinte resultado:

Corolario 4.1.12

Sejam A e B aneis de caracteristica 0, $:A-+B um iso-
morfismo de aneis, 8 e D derivagoes de A e B, respectivamente.

Se a familia {bj} de elementos de B satisfaz (A'), (B) e

O<ign

(C') do Teorema 4.1.10, entao a aplicagao ¢:A[%.,3] »B[X,D] in-

'
duzida por ¢(X) = Z X’bi e um isomorfismo de aneis que estende
i=0
Y.
Demonstracao

Observemos primeiramente que se a familia {bj| de

1}05isn

elementos de B verifica (A'), (B) e (C') entao, pela Proposi-
cao 4.1.1 a aplicagao ¢ @ um homomorfismo.
Alem disso, a familia {aj}, ., , de elementos de A defi

nida por aj =w'](bi) verifica (A), (B) e (C'), uma vez que ¢ e

um isomorfismo. Portanto, aplicando o Teorema 4.1.10 temos que
noo B
L Xlas e um isomor-
i=0

fismo de aneis tal que ¢l =1d. Entao, pela Proposicao 4.1.5,

¢‘:A[X,E]-+ALX,w_]D¢] induzida por ¢'(X) =
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¢$:A[X,3] »B[X,0] definida por ¢ = p¢' (onde u:AEX,v,!;_IDr,!JJ -B[X,D]
e o isomorfismo dado por u(X) =X e u(a)=9(a), YacA) & um iso
morfismo que estende V.

Finalmente, para completar a demonstragao basta obser-

var que

n . . =
B(X) = wo' (X) = ) X'w(ag) = I X'by . L]

Corolario 4.1.13

Sejam A e B aneis de caracteristica 0, 3 e D derivacoes
de A e B, respectivamente, Y:A>B um isomorfismo. Se B ou D sa

tisfizerem uma das condigoes seguintes:

(1) B e noetheriano

(2) ™ =0 para algum me N

n
entdao a aplicacao ¢:A[X,3] ~B[X,0] induzida por ¢(X) = I X

e um isomorfismo de aneis que estende ¢ se e somente se a fami

Tia {bj} de elementos de B satisfaz as condicoes (A'), (B)

O<ig<n
e (C) do Teorema 4.1.9.

Demonstracao

Como no capitulo anterior,é facil ver que, neste caso,
as hipoteses [4.1], (B) e (C) sao equivalentes as condigoes (A'),
(B) e (C'). 0 corolario segue, entao, dos Teoremas 4.1.9 e 4.1.10. [

Seja A um anel arbitrario e seja
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N* = {xa Alx @ nilpotente central ;

Se D @ uma derivacao de A e a'D & a derivagao de A de-
finida por a"D(x) =D(x)a, ¥xeA, indiquemos por (H) a seguinte

condigao
{arD]aeN*} n Int(A) = (0) (H)

Observemos que (H) e verificada, por exemplo, quando D
% a derivacido nula e quando N*=(0), pois neste caso {a'D|aeN*} = (0).
(H) também & valida quando A & um anel comutativo, pois neste

caso Int(A) = (0).

Teorema 4.1.14

Seja A um anel de caracteristica 0, 3 e D derivacoes de
A. Assumamos que a condicao (H) se verifigue. Entao, existe

¢:A[X,3] »A[X,0] isomorfismos de aneis tal que ¢|, =1Id se e so
n .

mente a condigao (*) e verificada. Neste caso, ¢(X) = I X1a1
i=0

induz um tal isomorfismo se e somente se{ao,a1} e uma solucao

da equacao da condicao (=x), a, e nilpotente central e a?D =0,

Vi >2.

Demonstracgao

Assumamos que existe $p:A[X,8] »A[X,D] isomorfismo de

aneis tal que ¢|, =Id. Seja {aj},_; . a familia de elementos

n z
¥ X1ai.
i=0

Pelo Teorema 4.1.9 temos gue a familia (aj

de A tal que ¢(X)

}Osign satis
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faz (A), (B) e (C'), isto €, as relagoes [4.2] se verificam,
ay;elU(A) e a, e nilpotente, ¥i tal que 2<1i<n. Tomando-se, em

[4.2], h=n-1, temos que

Como a e nilpotente central e, por hipotese a condicao (H) e

verificada, temos que Ian—l

Alem disso, como a caracteristica de A & 0, a;D =0.

=0. Logo a,_y & nilpotente central.

Suponhamos h =1 e que Yk tal que h<k<n, ay € Z(A) e

aE+]D =0 e mostremos, por indugao, que ap e Z(A) e a;+1D =0.

Pelas relacoes [4.2] temos que

n
i\ni-h
I, (ay = ) 1t " Mia)as . Vaeh
qh i=h+1 D !
Portanto,
n i Fn
1. = 3 (Mafo'”
%h i=he) PO

f

Pela hipotese de inducao, a?D1" =0, ¥i>h+1 e a ex-

pressao acima reduz-se a

h+1

SRRST L

h+1

Alem disso, G e nilpotente central. Logo Iah =0 e, conseqlien-

temente, a, e Z(A) e ay D =0. Portanto, a e U(Z(A)) e a, & nil

potente central tal que a:D =0 para i > 2. Finalmente, como
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a

el iy

D-9, a condicao (*) e verificada e {ag,aq}

._.
]
1
(o5}
<4
=
N
[l ]
— =
o
]

i —

ap

e uma solugao de sua equacao.

Reciprocamente, seja {ag,ay} uma solugao da equagao da

condigao (*) e {aj} uma familia de nilpotentes centrais

2<£1<n
tal que a?D =0. Seja ¢:A[X,8] »A[X,D] a aplicagao induzida por

o(X) = Xlai e tal que ¢|, =1d. Como {ajy,aq} e uma solucao da
i

equacao da condigao (*), temos que IaO =a¥D - 3. Como a:D =0,

n 1=
o

Yi >2, a relagao acima pode ser escrita da seguinte forma:

As demais igualdades de [4.2] decorrem, como & facil ver,do fa
to de a?D =0, Yix2 e a, e Z(A), Yj=>1. Portanto, a condigao (A)
do Teorema 4.1.10 e verificada. Alem disso, a]z:U(Z(A))e, con-
seqlientemente, a condigao (B) do Teorema 4.1.10 se verifica.
Seja Ny o ideal gerado por {Dj(ai), j20, i>2} e My o

Entao, Mg =N§. De fato, os elemen-

k 9
(a;)D (aj),

ideal gerado por {ajl, s ..

tos de N; sao combinagoes lineares de elementos da forma D

o™

com i,j >2 e k,2>0. Se um dos expoentes k ou 2 e nulo (mas nao
ambos), entao Dk(ai)Dg(aj) =0 (pois a?D =0 e ais:Z(A),parai >2)
Se k>1e 2=1, entao

i)ai} = Dk(a.)a. + Dk'l(ai)D(aj)

1

(a.)a, =0, segue entao que Dk_ (ai)D{aj) =0; ¥k 1.

Assumamos que Y2 <p, Vk =1, Dk(ai)Dﬁ(aj} =0. Entao,
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. nsk=d p-1 o s p-1 k=1
g = DLD (a;)0P M (ay)| = 0K (a 0P (ay) +

(a;)0"(ay)

Como, pela hipotese de indugao, Dk(ai)Dp_](a.) =0, temos que

J
pk=1 j) =0. Portanto, todos os produtos da forma Dk(ai)Dg(aj)
com k,2>0 e i,j 22 saoc nulos. Conseqlientemente, MS =N§ e, do

(a;)0P(a

fato de MD ser nilpotente decorre gue a condicao (C') do Teo-

rema 4.1.10 se verifica. Logo, ¢ & um isomorfismo. [:]

Corolario 4.1.15

Sejam A e B aneis de caracteristica 0, w:A->B um iso-
morfismo, 3 e D derivacoes de A e B, respectivamente. Assuma-
mos que para o par (B,D) a condigao (H) do Teorema 4.1.14 se
verifique. Entao, existe ¢:A[X,3] »B[X,D] isomorfismo de aneis

tal que ¢]A =1y se e somente se existe b]e U(B) tal que

bI"D - yay” | & Int(B)
Y o3

Neste caso, ¢(X) = I X bi induz um tal isomorfismo se e somen
i=0

te se {bo’bl} e uma solugao da equagao b{D -wam“] =Ib0 e bi e

nilpotente central tal que b:D =0. ¥4 2 2.

Demonstracao

Vejamos primeiro que se N* & o conjunto de nilpotentes

centrais de A, entao

{xrt!J_1DtJ'J]XEN*L N Int(A) = (0)

{
J
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De fato, se t =1, E{Xr¢_10w|XE N*}, existe um nilpotente cen-

tral y de A tal que para cada ccA,

Pondo ¢ =w"](b] e aplicando y temos que

1

Yty ' (b) = D(b)y(y) = v(a)b - by(a) , ¥YbeB

Portanto, ¢(y)'D s onde Y(y) e um nilpotente central de

*Iy(a

B. Como, por hipotese, I =0 temos que ¥(a) e Z(B) e, conse

y(a)
qlentemente t =0.
Assumamos que existe ¢:A[%,3] ~B[X,D] isomorfismo de

aneis tal que olq =v. Seja {bjlg s . a familia de elementos de

X1b1. Entao, pela Proposicao 4.1.5, existe
0

Dy| isomerfismo de angis tal que ¢' = u '@,

B tal que ¢(X) =
i

il | O e 90

o' AIX,8] »A[X, ¥
onde p:A[},wnlD&]-+B[X,E] e o isomorfismo dado por u(X) =X e
u(a) =¢(a), YaeA.

Pelo Teorema 4.1.14,

e nilpotente central tal que Y {b-)rw_]Dw =0 para i32.

Aplicando i nas relacoes acima obtemos que

bTD - wa;p'} & Ib s b.e U
0

o}

nilpotente central tal que b:D =0 para i>2.
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Reciprocamente, sejam by € s b] 3 U[Z(B)) tal que

1

qu - Yoy =Ib0 & bi nilpotontes cantrais tal que b?D =0 para

i>2. Entao,

y T eu(zm) . v oy -2 = 1 e V(o)

e nilpotente central tal que'w-l{bi)rm"lD@J=O para i3> 2. Por-
tanto, aplicando o Teorema 4.1.74 e a observacao acima temos
que a aplicacao o':A[X,d]~A[X,s 'Di] a1 que &' (X) = 2 xTy7 (b, )
e um isomorfismo. Para completar a prova e suficiézie aplicar

a Proposicao 4.1.5. [:]
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