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PREFACIO 

Seja B um anel. O ane·l de Polinômios BIXJ na i ndeterm i 

na da X com coef ic ientes em B e o anel fo rmado por todas a s c om 
n . 

bina çõ es li neares f in itas E X1 b. (b. € B) c uja soma e multiplj_ . o 1 1 1 ;;: m . m . 
caça o s e defin em do seguinte modo : se p(X) = E X1a. e . o 1 

q(X) = L: x\ . . o 1 1 = 

são element os arbitrã rio s de B[X], e ntão 

p{X) + q( X) = 

p(X)q(X) = 

m . 
I X

1
(a . +c.) . o 1 1 

1 = 

onde d. = 
i 

1= 

i 
,. a . . b . 

. /. 1 - J J 
J =0 

Na Teo ria de An~i~ nao comutativos desempe nham um pa-

pe l fund amental os Aneis de Polinômios Tipo Automorf i s mo e Ti -

po Derivação . Para definit· o primeiro deles, que anotaremos por 

B[X , ~ , consideremos a um autom orf ismo de B e B[X,a] o conjun -

n . 
t o de to dos os po linômio s E X1 b. (b

1
. e:: B) na indeterminada X, . o 1 

1 = 
cu ja soma e definida como em B[X] e cuja mult ip licação e def i -

nida por bX=Xba , para todo b€8, onde ba indic a o e lemento de 

B que se obtem a o aplic ar a em b. 

Seja agora O uma de~~ivação de B. O Anel de Pol inômios 
I 

Tipo De riva ção, qu e an otaremos pOl' B[ X,DJ e o anel de todo s os 

n . 
E X1 b., na in det erm inada X, cuja s oma . o 1 1 = 

polinômios e def i nida 

t amb ~m de modo usual e cuja mu l tip li caçã o ~ definida por bX = 

= Xb +D{b), para todo b e B. 
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O Anel de Polinômios usual Bl_X] pode ser obtido como ca 

so particular de B[ X,o:] ou B[X,D] desde que se tome a como a 

a pl icação identi dade de B ou D como a derivação nu la . 

A primeira caracte rização de automorfismos de an~is de 

polinômios deve-se a Gilmer I 4 i (1968), que estudou os auto­

morfismos de B[X] para B um anel comutativo . Coleman e Enochs 111 

(1971) generalizaram os resultados de Gilmer para o caso on de 

B e um anel arb itrir io e obt iv eram, como r esu l tado principal , 

o seguinte teorema : 

11 Seja B um a nel e { bi}O ~ i ~n uma fam11ia de elementos de 

B. Então, as seguintes co ndições são equivalentes: 

(1) b; ~ central, 'u'i tal que O ~ i .< n, b 1 ê in ve rs1v el e bi e 

nilpotente, 'u'i tal qu e 2 ~ i~ n . 

(2) A aplicação <I> :B [ x·J -+ BLX_l defi nida por <P( X) 
n . 

1 ;; L X b. 
i =0 1 

induz 

um homomorfismo sobrejet or. 
n . 

(3) A aplicação Q> : Bft ] -+B [ X] definida por Q> (X) = E X1 b. induz . o 1 
1 = 

um B-is omorfismo 11
• 

Estes r es ultados foram generaliz a dos por Rimmer I 81 

(1978) que determina os 8-automorfismos de B[X, a] que dei xam 

fixos os elementos de B, pa ra um anel arbitrârio B e um auto-

morfismo a de B. O resultado central deste trabalho estabelece 

que 

11 Seja B um anel com unida de e a um automorfismo de B. 

Então, as seguintes co ndiçóes sã o e quival entes: 

(a) A aplicaçã o q, :s rx , aj ->- B[ X, al inà uz ida por q,(X ) = 
-e um 8-automo r fismo . 



(b ) A apl i cação <P:B [X,áJ >- BLX,aj induzida por <t>(X) = 

e um B-epimorfi smos . 

(c) A famTlia {b;}O<i$n de el eme ntos de B satisfaz 

a ai 
(i) b.b =b b., \ib E: B, \ti tal que O~i~n 

( i i ) 

( i i i ) 

1 1 

b1 E: u(z(B)) 
b. e nil potente, Vi ta l que 2 <i< n". 

1 

3 

n . 
1 

L: X b . . o 1 1 = 

Rimmer, neste mesmo artigo, analisa também o ca so de 

isomorfismos entre Aniis de Polin5mios Tipo Automorfismo cujo s 

anéis subjacentes sã o isomorfos . 

Como os re sultados de Coleman e Enochs 11 I e Gi lme r 141 

podem ser obtidos como corolários dos de Rimm er , nos rest1· ing iremo s 

a demonstr ar os re s ultados des t e Último. 

Os automorfismos de B[ X,D_l que de i xam fixos os eleme n­

tos de 13 foram estudados por Ferrero e Kishirnoto I 3 I · Os pri.!:!_ 

cipais resultados ob tidos pressupoem a hipôtese de que B e um 

anel de caracteris tica O. Neste caso, seja {bi }O < ' < uma fam'i -
.... 1 .... n 

lia de elementos de B. Consideremos as seguintes condições: 

n . . . 
L: (~)OJ- 1 (b)b. para todo b E: B e 

j =i 1 J 
~ 1 

n . 
+ D(b) = l: DJ(b)b. para todo b t: B 

j =0 J 

~ um elemento inversTvel 

( c ) b . - nilp o te nte i ~- 2 e par a 
1 

(C I ) o i deã 1 bi 1 atcr a·l No gel·ado por {Dj(bi)lj ~ O, 2~i < n} 

- ideal nilpotente. e um 
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Entã o, 

(1) Se ~ e um B- automorfismo então {b · l satisfa z 1 1 Ü~i~ n 

(a), (b ) e (c ) . 

(2) Se {bi}o< · < sat i sfaz (a), ( b) e (c') en t ão ~ e um 
~ 1 .... n 

B- a utomorfismo. 

Co nse qUen teme nte , 

(3) Se B e noetheriano, ou todo el emento ni lpot e nte de 

B e central (por exem plo , se B e co mutativo) ou exi~ 

t e um inte i ro m ta 1 que Dm =O, então ~ e um B- auto 

morfismo se e somente se (a), (b) e (c ) s ão verif i 

cadas . 

Finalmente, os automo rfis mos entre an~is de polin6mios 

cujos anéis subjacentes são i somorfos fo r am estudados pela au t~ 

ra em co labora çã o com M. Ferrero. Os resultados ob tidos genera-

li zam os de M. Ferrero e K. Kish i mo to I 3 j. 

No CapTt ulo O a pr esent am os a lg un s re su l ta dos gera is da 

Teo ria de Anê is que serão necessã rios no s capTtul os s e guintes. 

No Capitulo I desen volvemos os re s ultados bãsicos r efe 

ren t es a Anéis de Polinômios Tipo Automorfismo e Tipo Deriva -

çao. 

O Capitulo II t r a ta de Automorf i smos de Ané i s de Poli-

nômios T)po Automorfi smo e, com o corolir io são obt i dos os re­

sultados para anéis de polinômios usuais . 

O Capitulo III trata de Aut omorfi smos de Anéis de Poli 

nômios Tipo Derivação e no CapTtulo I V apr esentamos a lguns re­

s ul tados sobre i s omorfismos en tre Anéis de Polinômi os Tipo De ­

rivaçã o cujos aneis subjace ntes são isomorfos. 



CAPITULO O 

INTRODUÇAO 

Apresentamos aqui vários re sultados clássicos sobre a 

Teoria de Anêis a que faremos r eferência nos capít ul os segui n­

tes . Um estudo mais aprofundado sobre o as sunto pode ser encon 

trado em Ribemboim I 7 I e Curtis-Reiner I 2 1. No § 1 estabele ­

cemos algumas Def i nições e Teoremas gerais . No§ 2 fa zemos um 

estudo sobre Nilpotência . 

Neste cap ít ulo, B indicará sempre um anel com unidade. 

§ l ALGUNS RESULTADOS SOBRE TEORIA DE ANtiS 

Defini_ção 0 .1. 1 

Sejam J e Jl ideais ã esquerda de B. Anotamos por JJ 1 

o con j unto de todas as s ornas finitas de produtos xx 1
, com x e: J 

e x I e: J I • 

Observemos que JJI ã um ideal e se J e Jl forem bilate 

rais teremos que JJ 1 ê bilateral e JJ~c: ,JnJ 1 • Anotaremos po r 

Jn o produto obtido pela multiplicação de J, n vezes . 

Definiçao 0.1.2 

Seja J um ideal ã esquerda de B. J e di to NILPOTENTE se 

e somente se existe n c N tal que Jn =(O). 
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Seja J um ideal â esquerda de B. J i dit o NIL I DEAL se 

e somente se tod o el emento de J ~ nilpotente . 

As proposições se gu in tes estabelecem algumas propried! 

des impor tantes sobre i de ais nilpotentes e nilideais . 

Proposi_ção 0 .1 .4 

(a) Se J i um ideal nilpotente de 8 então J e nilideal. 

(b) Se J i um ideal nilpotente i esquerda (i direita) 

de B e ntão JB (BJ) e um idea l bilateral nilpotente que cont im 

J. 

( c ) S e ,J e J I s ã o n i 1 i d e a i s b i l a t e r a i s e n t ã o J + J ' é u m 

nilídeal bilateral. Mais ge ralmente, SE~ {J;}O <i ,:: n i uma famí -
n ... "' 

lia de nilideais bilate rais de B, então E J; i um ni.lideal bi 
i =0 

lateral. 

Se J e Jl sao ideais nilpotentes de B então J + J I 

e um ide a 1 nilpotente de 8 . Mais geralmente, se { J i } O~ i ~ n é uma 
n 

família de i de a i s ni1potentes de B e nt ão l: J· - i de a 1 n i 1 e um 
i =0 

1 

potente de 8. 

Demonstração 

(a) Se J e nilpotente então existe n E N tal que J 11 = 0. 

Se j a xr::J . 

C X =xn rJ n. o mo x . x . . . . , . então x 11 = 0. Logo, J e nili-

de a l . 
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(b) Sejam E N tal que Jm =0. E imediato que Jc:JA . Lo ­

go , (JA) 01 =(JA)(JA) . .. (JA)=J(AJ)(AJ) ... (AJ)A~JmA = (O) . 

(c) Sejam J e J 1 idea·is bilaterais de A. Seja ljJ: ---~ -)- !2 o 
J n J I J 

epimorfismo definido por a+ (J n Jl) •+ a+ J e consideremos ares 

J I A 
t r ·i ç ã o de tJ; a o i de a 1 J n J I s J n ,J 1 • 

A 
~'( JflJT) ={a+(Jn,J')IacJ'} ={(a+b) 

Além disso wiJ'/JnJ' e injetora. Logo , J~y. 
1 I J ; u + 

J 

Assumamos que J e J 1 se jam nilideais. Seja xE:J+J 1
• 

Então , x+J=w(y+(JnJ')) com Yt-J'. 

Se m é o índice de nilpotência de y, então: = 

~ (x+J)m=w(Ym+(JnJ 1
)) = w(ü +(J+J 1

)) c J . Logo , xm c J , o 
n 

que i ndica que existe n e: N tal que xm =0. Portanto, J + J' é ni 

lideal. Por indução mostra-se que o re sul tado po de ser esten di 

do a uma famflia finita de ideais bilaterais. 

Assumamos que J e Jl sejam nilpotentes. De (b) temos que 

J/~ e J'A são ideais bilaterais nilpotentes. Portanto, existe rc.l\1 

tal que (J+J')rAr={O), o que mostra a nilpotência de J+J' . 

Pode-se estender este resultado para uma famflia de ideais nil 

potentes, utilizando-se i ndução sob re o n~mero de elementos da 

família. O 

( 1 ) 1\ uni ;\o de todos nilideais de 8 - nilideal, os e um 

an o tado por UR(B). 

( 2) A . - de todos ideais bilaterais nilpotentes un1ao os 

de 8 e um n i 1 i de a 1 , anotado por NR ( 8) , que e igual a união de 
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todos os ideais ã esquerda ( ou i direita) nilpotentes de B. 

(3) NR(B) := UR(B)c::: N(B), onde N{B) indica o conjunto dos 

elementos nilpotentes de B. 

Demonstração 

(1) Seja U a união de to do s os nili deais de B. Se jam ! 

e a ' d o i s e 1 e m e n t o s de U . E x ·i s t e m , e n t ã o , ,J e J ' n i l i d e a i s d e 

B tais que a c J e a' E J'. Logo a- a ' c J ,. J'. Pela Proposição 

0.1.4 (parte c), J + J' é um nilideal e, consequentemente , U -e 

um sub grupo a di ti vo de 8 . Co mo BU ~ U e UBs: U, segue que U e um 

ideal bilateral. Sej a x E: U e ,J nilideal de B ta l que x ~:;: J. En­

tão, existe m r: N tal que xm = O. Logo , U e um nilideal. 

(2) Seja V a união de todos os ideais bilat e ra is nilp~ 

t e n t e s de B . U t i l i z a n do - s e a P r o p o s i ç ã o O . 1 • 4 ( p a r te a ) e o i tem 

(1) acima, temos que V~ um nilideal. Logo V co n t~m (e portan ­

to~ igual) ã un ião de todos os ideais nilpotentes ã es q uerda 

( o u ã d i reita) de B. 

(3 ) Como to do ideal nilpotente ê um nilideal temos que 

NR(B) c UR(B) <;:: N(B). 0 

Q~ f i n i ç ã o O . l . 6 

' Co m as no tações acima, NR(B) ê chamado RP,OICAL DE NOETHER 

de B e UR(B) ~ dito NILRADICAL SUPERIOR de B . 

U. F. R. G. S 
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O ideal bilateral R de B ~ dito um NILRADICAL de B sem 

pre que B seja um nilid eal e o Gn i co ideal bilateral nilpo ten-

te de B/R seja (O). 

Pr opos ição O. ·1. ? 

S e to do e 1 em e n t o n il p o t e n te de B e s t ã no centro de B ( por 

exemplo, se B e um a nel comutativo), então NR(B} = UR(B) = N(B). 

Demons t raç ão 

Se j a a E: Z ( B ) um e 1 em e n to n i 1 potente . t i medi ato , então , 

que Ba é um ideal ni lpotente. Portanto, a e: Ba s NR( B) , o que mo~ 

tra que N(B) ~ NR( B) . As outras inc lu sões são co nse qdê nc ia ime 

diat a da Proposição 0.1.5. O 

Definição 0 .1 __ :.2 

O anel B e dito NO ET HERIANO i esquerda qua ndo o B -m5d~ 

lo ã esquerda 8s for noetheriano . Analogamente definimos anéis 

noetherian os ~ direita . 

Defi niç ão 0.1 . 8 

O an el B e dito · ART INIA NO ~esquerda quan do o B-m6dulo 

-a esquerda 8s for artiniano. Ana l ogamente definimos a néis arti 

nianos ã direita. 
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Uti 1 i zaremos os Teoremas seguintes no Cap í tu1 o li I. Uma 

dem ons t raçi o cuidadosa de s t es r es ult ados encontra-se em Rib e m­

bo i m I 7 I . 

Teorema 0 . 1.9 ( Levitzki ) 

Se B ~ um anel no etheri ano i esquerda então t odo nili ­

deal bilateral é nilpotente . Por ta nto, UR(B) = NR(B) e o ma io r 

i dea l bi 1 ateral ni 1 po t ente . de B. 

Teo rema 0.1.10 (Akizuk i- Hopkins) 

Todo anel artiniano a esquerda ~ um an~l noetheriano a 

esquerda . 

§ 2 NILPOTtNCIA 

Se ja NR(B ) o radi cal de Noeth er de B. A partir de ago ­

ra, anotaremo s NR(B) = N. Observemos, poi s , que afirmar que x e: N 

é e q u i v a 1 e n t e a g a r a n t i r a e x i s tê n c i a de u m i de a 1 b i 1 a t e r a 1 n i l 

pote nte ,J ~ B tal que x r.:: J. 

O seg uinte estu do sobre nilpot~ncia serã utilizado nos 

C a p 1 tu 1 os I I e I I I . Os r e s u 1 t a dos a p r e s e n ta do s f o r a m ob ti dos por 

Fer rero , M. e Ki skimo to, K. I 3j. 

Consideremos um sistemaS= fdij E Bjl~i:.'- n , 1~j~m}. Ass u 

ma mas que ca da d;j E. S satisfaça a segu in te condiçao: 



a· ·b r 
1 J 2 

p~i 
q~j 

Bd pq Vb E B 

t ime diato q ue o ideal ã esquerda Bk = L 
p+q ~k 

Bd pq 

ideal bilateral, para t odo k ~ 1 uma vez que da condição 

s egue que BkBcBk. 

Lema 0.2.1 

11 

[o. 1] 

e um 

[o . 1] 

Seja {d;j}l ~ i ~n um a família de elemen tos de B q ue veri 

l ~ j ~ m 

fic a [0.1]. SejaBk= L Bd pq e N o radi caldeNoet herdeB.Se 
p+q~k 

d P q e n i l p o t e n te p a r a t o d o p a r de i n te i r o s ( p , q ) t a l que p + q >,. k, 

então dpq E: N e Bk e um idea l ni 1 potente . 

Demonstração 

O L em a é v e r d a de i r o p a r a k = m n . O e f a to , B m = B d é um n nm 

ideal nilpotente um a vez que par a n em a c ondição ~ -0 r eduz -

-se a dnmb e: Bdnm· Po rtanto , 

b d b d b d ' b I b I • t "Wt ~I 
1 nrn · 2 nm · · · t nm = 0 1 2 · · · tu nm v r.: ~ • 

Como, por hipótese, dp q é nil potente, e x is te r e: l'll tal 

que d~m = O e, c o ns eqUenteme nte, b1 d nm ... brd nm = O . 

Assu ma mos que B é ni 1 po t e nte para tod o u > v+ 1 com v ~k . 
u 

e mostremos q ue Bv é nil potente. 

Se j a p>,. l, q >,. l tal que p+q := v 

Seja I . ) = Bd + B t p ,q pq u 
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Pela condição [O.lj temos que I(p , q) é um ideal bi -

lateral . No anel qu oc iente B! 8 conside r emos, então, o i deal 
u 

Todo elemento de I(p,q/Bu po de ser representado po r 

bdpq com b e: B, urn a vez qu e ViVj tal que i+ j > u temos que dij =0 . 

0 a r e 1 aÇãO [0 . 1] Se 9 U e qUe d p q b E B d p q e , C O m 0 pOr h i -

r 
dp q =O. Lo go, pa-pÕtese d é nilpotente, existe r e: tll t al que pq 

- r -
ra tal r e: N temos que d pq = O. 

Para mostrar a nilpotência de I(p,q)/Bu consideremos o 

produto bl dpqb2 dp q .. . brdpq Como apqb E Bdpq vem que b;dpqbjdpq = 

= bi(dpqbj)dpq = b;(bjdpq)dpq = b;bJdpq ViVj l ~i, j ~ r. Por 

tanto , existem b 2 , b 3 , ... , b ~ tal que 

Isso mostra que todo produto de r fatores de elementos de I (p,q)/Bu 

se a nul a, isto e, I ( p,q)/Bu é um ideal nilpotente de 8 /Bu . 

t Existe, pois , t e ~ tal que I(p , q)c:Bu . Como pel a h i -

põtese de indução Bu ê ni 1 potente, existe s e: W ta1 que r(;,q) c::B~ = 

= (0). Po r tanto, I( p,q) e nilpotente. Conseqi.lentemente 

= I(p,q)' so ma de 1dea i s nilpotentes, e um ideal 
p+q=v 

tente . O 

Bv = 

nilpo -

O corol~rio que se seg ue trata de uma si tu ação partic~ 

la r do Lema 1 . 2 . 1, ã qual nos refer·iremos no c apítulo 11. 

C o r o 1 ã l ' i o O . 2 . 2 

Seja m E N e úJ 1 , ... , wm elementos nilpotentes de B tais 
m 

Bül . = w .8 v. tal 1 ~ j ~ Ent ao E Bw . - i de a l n i 1 -que que m. e um 
J J J j = 1 J 
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potente de B. 

Demonstração 

S e j a d 1 j = 111 j , 't/ j t a 1 q u e 1 ~ j ~ m . C orno , p o r h i p õ t e s e , 

Bd 1J. = d1J.B, Vj tal qu e 1 ~ j ~ m, temos que d . jb c Bd1. ç:.: I. Bd1q. 
I J q~J 

Po r ta nto, ocorre a condição [0.1] e, pel o Lema 0 . 2.1 temos q ue 
m 

= E 
j = 1 

Bw. ~ um ideal nilpotente . 
J 

o 



CAPITULO I 

AN fiS DE POLINÔMIOS 

Neste ca pftu lo apresentamos alg un s resultados bisicos 

referen tes a An~is de Polin6mios Tipo Automor fismo e Tipo Deri 

va ção. No § l definimos o primeiro deles e obtemos alguns re­

su l t a dos que serão utilizados no Capítu l o II. 

O § 2 trata de A n~i s de Poli n6mios Tipo De riva ção e n~ 

lesao de se nvolvi dos os re sultados bãsicos pa ra o Capítulo III . 

No § 3 ap re sentamo s algun s re s ultado s ad ici ona is sobre 

B [ X,*], com * =a ou * = D, onde a ~ um automo r-fismo de B e D uma 

derivação de B, resultados estes obtidos por K. Ki sh imoto. 

§ l ANEIS DE POLINOMI OS TIPO AUTOMORFISMO 

Seja B um ane l com unidade e a um automorfismo de B. Ano 
n 

temos po r B[X,a] o conj un to de t odas as somas finitas ~ 
i =0 

com bi e: B para O ~ i ~ n. Definimos uma adição em B [X , a] de 

an ãlogo ã de finida em B[ X] . t imediato que (B [X ,a],+) ~ um g r~ 

po comutat i vo . 

O teorema seg uint e e o resultado central dest e paragr~ 

fo . 

Teorema 1.1 . 1 

E x i s te um a u n i c a e s t r u t u r a de a n e 1 s o b r e B [X , a J t a l q u e 

b X = Xb a 'tfb E B e X i Xj = X i + j , 'tfi , j >,.0 . 
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Demonstr~~ 

m . m · 
Se ja f= E X1 a. e g = r. XJb. doi s elementos arbitrã 

i=O 1 i=O J 
r ios de B[X, a] . Defi namos uma m~l tiplicação e m B[X,a] por : 

Em pa rticular (pa r a f= Xia. e g = Xjb . ) temos que 
1 J 

Então, 

e 

. i 
= X 1 b ::t 'lib e: B , 

'lti .j ~o 

Utilizando a relação [1 .3] obtemos que 

Por outro lado, 

Logo , 'lia E:B, 'lib ~::B , Vc cB 

[1 . 1] 

[1 . 2] 

[1 . 3] 

[1 . 4] 
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Mostremos, então, que co m a multiplicação definida por [ 1 . 1] 

( B [X , a] ,+ ,·) tem uma. estrutura de anel com ~.midade. 

De fat o, utilizando a r elação [1. 3] temos que 

[1 . 5] 

Como por [1.4] a multiplic a ç ão é ass oci at iv a pa ra ele ­

me nto s do ti po xia. e , po r [1.5] , o produto de elemen tos arbi-
1 

trãrios de B[X,a] e uma s oma fini ta de pr.odu tos do tipo acima, 

a associatividade da mul tip li cação e ve rificada, então, facil-

men t e. 

A dis tributivid ade e satisfe ita . De fato, se 

m 
f = I 

i =0 

m 
g = ~ 

j =0 

temos, pela rel ação [1.1], que 

h = 
rn k 
J: X ck 

k=O 

m ~ xi+j a j(b ) = L L a . . +c. 
i =0 j =0 1 J J 

= 
m m i+j aj I I X a . b. + 

i =0 j =0 l J 

~ ~ xi+ j aj 
L 1.. a . c. = 

O - 1 J i= j :::0 
fg + fh . 

A uni da de em B [X , a J e dada por 1 = X o 1 . 

R e c i p r o c a me n te , s e B [X , a] t em um a e s t ,~ u t u r a de a n e l t a l 

a i J. i+J. -
que bX = Xb e X X =X , enta o o produto de dois elemen tos a r 

m . 
bit rãri os f= E X1 a . 

i =O 1 

m . 
e g = [ X J b . é da do por 

j :;::Q ,J 
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fg = 
m m . . j 
L L xl+Jaa b . 

i =0 j =0 J 

De fato , por induç ão sobre i, demo nstra-se facilmente a rela ­

ção [1 . 3] e, utilizando-s e a dist ributi vi dad e e a associativi­

dade da multiplicação obte mo s que 

= ( I xia) C~tbjJ 
m m 

fg = í I xí(a.x j )b. = . o 1 i =0 j =0 1 J 1 = 

m m . . j m m . . j 
L] = I í X1 (XJ a <:' )b. = L í x 1 +Ja~ b . 

i =0 j =0 1 J i =0 j=O 1 J 

O anel B[X , aj defin ido no Teorema anter ior sera denominado Anel 

de PolinBmi os Tipo Aut omorfismo. 

Os Lem a s seguintes fornecem a lgu mas e xpress oes de pro -

dut os de B[X, a] que se rão util·i zadas no Capitul o II. 

dições 

Len1a 1 . 1 . 2 

Seja {bj}l . uma famÍli a de elementos de B. Nestas con 
.$' J~m 

Demonstração 

1+2+ = xl+2+ . .. +m ba 
m 

+m-1 
rt b b .. 2 I 

Como (X 2b 2 )(Xb 1) = XZ+lb~bl (p or [l.i_l ) ternos que o Lema 

e vet·dadeiro par a m= 2 . As sumamos que o Lem a se ve r ifica para 



todo m,< p . Utilizando a r elação [1 . 2-1 temos q ue: 

~~ 1 + +( p-1 ) J 
= (Xp+lbp+l ) LX 1+ . . . +p b~ . o o \ ' o . b~b l --

l ( l) l+ ... +p l + .. . +(p-1) "' 
= X +. · .+ p+ bcx ba b~b 

Corolário l .1 . 3 

Sejam i,m E: N e 

p+ 1 p 2 1 

b o c B, 'ifi. Ne stas c ondiç ões 
1 

. (m-l)i 
= xm1b~ 

2i a a 
b o b ' b o 

1 1 1 1 

Demonstração 

l 8 

o 

E i me diat a , desde que se faça , no Lema 1 . 1. 2, 1 =2= . .. = 

= m = i . 

Le ma 1.1.4 

Sej a {b o} o uma famÍl ia de eleme ntos de 13 e rn ~:: N . 
1 0.-s 1 ~ n 

Nesta s condições 
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Demonstração 

E imediato qu e (b 0 + Xb1 + . . . +Xnbn)m se rã soma de t od os 

. im i2 i1 . . 
os termos do t1po (X b ; ) . .. (X bi ){X b; ) onde 0~1 1 , •. . ,1m~n . 

m 2 1 
Port a nto , a p 1 i c and o o Lema 1 . 1 . 2 obtemos a ex p r e s s a o de se-

ja da . O 

§ 2 ANtiS DE POLINOMIOS TI PO OERIVAÇAO 

Seja 8 um a nel com uni dade . 

Definição 1.2.1 

Uma a plicação D: B -+ B e di t a uma Derivação de B se as s~ 

guintes propriedades s ão verificadas para qu a is q uer dois ele-

mentos a e b de B: 

(i) D(a + b) = D(a) + D(b) 

(ii) D(a b) = D(a)b + aO(b ) 

Observemos que a condi ção (i) equiva l e a af irmar que O~ um ho 

momorf ismo da estrutura de grupo sub j acente ao anel B. 

A s egu ir estab e lecemos algumas prop rieda des das Deriva 

çoes. 
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Proposição 1.2.2 

Seja O uma derivação de B. Então, 

(a) D(l) =O 

( b ) O c o n junto B 
0 

= {a E B I O ( a ) = O} e um sub anel de B ta 1 

que 1 e:B 0 
n n . . 

= I (;)D 1 (a)on- 1 (b), "í/a e: B , "í/b e: B , "ífn s N. 
i =0 

Demonstração 

(a) Se assumirmos a = b = 1 na relação (i i) da Definição 

1.2.1 , temos que D(l) =0(1).1 +10(1) =20('1) . Logo , 0(1) =0 . 

(b) A demonstração ~ uma conseqd~ncia imed i ata da Defi 

nição de Derivação . 

(c) Para n = 1 temos que D(ab) = D(a)b + aD(b) = 

~ (~)D;(a)D 1 -i(b) . Assuma mos que a igualdade 
i =0 1 = 

"í/n ta l que n <p . 

+ ~ Di(a)Dp-i+1(b) = 
i =0 

se verifique 

u 
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Seja B um anel c om unidade e O uma de rivação de B. An~ 

temos por B[X,Dl o con junto de todas as somas f in i tas 2 xí b. 
i =0 1 

com bis B para O ~ i ~ n . Defin i mos uma adição em B[ X,D] de modo 

a n ã 1 o g o a de f i n i da em B L x" j . t i me d i a to q u e ( B [ X , D] , + ) é um g r~ 

po comutativo . 

O Teorema seguinte é o resultado centra l deste paragr~ 

fo. 

Teorema l . 2 . 3 

Existe uma Ünica estrutur·a de anel sobre B[X ,D] tal que 

bX=Xb+D(b), \:fbe:B e XíXj = Xi+j, \:f·i,j~O. 

Demonstração 

m · m · 
Seja f= L: X1 a . e g = í: XJb . do is elem<:n tos arbitrários 

i =0 1 j =0 J 
de B[X,D] . Defin imos uma mu1tipli c açao em B[X,D l por 

Ll . 6] 

Em particu l ar, temos que para f =X ia. e g =Xjb. 
1 J 

[l . 7] . 

Então , 

\:fbsB, \:f j>.O [1 . 8] 
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e 

f! ; , j ~o [1 . 9] 

Ve jamos, então, que com a multi pli c ação definida por 

[1 . 6] (B [X, a.],+ , · ) tem uma estrutura de ane l com unidade. 

Da r e l aç ão [1 . 6] ob temos que 

Por outro lad o , 
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a afirmar que para quaisquer dois elementos f(X) , h(X)t:B [~,Dl 

temos que [f(X)h(X)](Xa) =f(X)[h(X)XaJ uma vez qu e esta ultima 

expressao e soma de produtos do tipo acima . 

Assumamos que \ff(X), h(X) r B[X,O], [f(X)h(X)]xk-la 

= f(X) [h(X)Xk - 1aJ . Como, pela relação [1.6], 

= 

tem os q u e , p a r a q u a i s q u e r f { X ) , h ( X ) E B [X , O _j , a nota n do G ( X ) = 

= f{X)h(X) e H( X)= h(X)Xk-·l, 

[f(X)h{x)J(xka) = G(X)(Xka) = G(x)[xk- 1(xa)J = 

Portanto, 

= r G ( X ) X k - l J ( X a ) = [. f ( X ) h ( X )) X k - l J ( X a ) = 

= ["r ( X ) (h ( X ) x k-
1
) J ( X a ) = Lf ( X ) ( 11 ( X )) .J ( X a ) -· 

= f ( X) [ H ( X) X a J = f ( X) [(h ( X } X k - l X a J = 

[1 . 1 o J 

Estamos agora em condições de provar a associatividade 

da multiplicação. 

De fato, utilizando a r elação [1.7J, temos que 
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fg = [l.ll] 

Como, em parti c ular, por [1.10] a multiplicação é ass~ 

ciativa para elementos do tipo xia. e, por [1.1 1], o produto de 
1 

elementos arbitrários de BLX ,D] é uma soma fini ta de produtos 

do tipo acima, a asso~iatividade da multiplicação e, então, ve 

rificada facilmente. 

A distribu tivid ade e satisfeita. De fato, se 

m . 
f = ~ X1 a. 

i =0 
1 

g = h = 

temos, pela relação [1.6] que 

= fg +f h . 

A unidade em 8 [X ,DJ é dada po r 1 = x0 .1. 

Reciprocamente, se B[X,D] t em uma estru t ura de anel ta l 

que bX = Xb + D(b) e xixj = xi+j \fi , j>,.O, então o p roduto de dois 
m . 

elementos arbitrários f= l: X1 a. 
i =0 1 

fg = 

m . 
e g:: r xJb . é dado por 

j =0 J 
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De fato, por induçâo sob r e j de mons tra-se facilmente a relação 

[1.8] e , utilizando-se a distributi vi dade e a ass oc iat ivid a de 

da multiplic ação obtemos que : 

m m . . 
I I x 1 

( a . xJ ) b . = 
i=O j=O 1 J 

= o 

O anel B[ X,D] defi nido no Teorema anterio r sera denomi 

nado Anel de Pol in6mios Tipo Derivação. 

§ 3 ALGUNS RESULTADOS ADICIONAIS 

Seja * um au tomorfismo a de B ou uma de r ivação D de B. 

Dado um polin6m i o mônico f(X)cB[X,*], se f(X) perten­

ce a o c e n t r o de B [X , * l e n t ã o o i de a i 

f ( X ) B [X , *.J = {f ( X ) 9 ( X ) I 9 ( X ) € [3 [X , * J } 

e um ideal bilateral. De fato, dado p(X) E f(X)B ::x,*], é c1aro 

q u e p a r a q u a 1 q u e r h ( X ) E: B [ X , *] tem os q u e p ( X ) h ( X ) s f ( X ) B [x , "] . 

Por outro lad o, como p(X ) = f(X)g(X) para algum e lemento g(X) de 

B[X , *] ternos que h(X)p(X) = h(X)f(X)g (X) = f(X)h(X)g(X) t: f(X)B~ ,*] . 
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Uti 1 i zaremo s as Definições seguintes no s resultados cen­

trais deste parãgrafo. 

Definição 1.3.1 

Seja f(X) EB[X,*] um polinÔmio mônico a t~bitrãrio . f{X) 

é dito um GERADOR MONICO se o ideal gerado por ~ (X) é um ideal 

b i 1 a te r a 1 de B [X , * J . 
Por exemplo, como vemos acim a , se f{ X) 

mônico central, então e um gerador mônico. 

-e um polinômio 

Definição 1.3.2 

Um i de a 1 b i 1 ate r a 1 T de B [X , * J é di to P R I N C I P A L se T = 

= f(X)B[x,*J , para a l gum gerador mônic o f {X) . 

O seguinte Lema estabelece uma co ndi ção necessãria e su 

ficiente para que um polinômio seja um ge ra dor mônico. 

te se 

Lema 1.3.3 

Seja f{X) =Xm + xm-lbm- l + ... +Xb
1 

+b 0 um el e mento de 

(1) Se* = a então f(X) e um gerador môni co s e e somen-

m i 
( i ) b . b a = b •\ b 

1 

b bld-a = O 
O m-1 

b c 8 , Vi ta 1 que O :: i $. m-1 

Vi ta l que 2s i ~ m 
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_ Id-a 
onde Id indica a aplicaçao Identidade de B e bj de nota o ele 

mento de B que se obtém ao aplicar a apl icação I d- o. em b . . 
J 

( 2) Se * = D en tão são equivalentes as CJ ndi ções : 

(a) f(X) e um gerador m6nico 

(b) f(X ) e central 

(c) (i) bib = (T)om-i{b) + (mil)Dm-i- l (b)bm-1 + .. . + 

+ bb., bE:B, \fi tal que O ~ i~m- 1 
1 

(ii) D(b.) =0, \fi tal que O~ i ~ m -1. 
1 

Demonstração 

(1) f(X) =Xm+xm-lbm-l + . .. +Xb 1 +b
0 

se r a um gerador mõ 

nico se e somente se o ideal f(X)B[X, o:] for bil a teral. Isto equj_ 

va l e a afirmar que dado p(X) E: f(X)B [x,oJ, para t odo h(X) e: B[X,cx] 

de v e rã e x i s t i r k ( X ) c B [X , c J ta 1 q u e h ( X ) p ( X ) "" f ( X ) k ( X ) ( uma vez 

que , por de f i n i ç ã o , p (X ) h { X ) E f ( X ) 8 [X , a J , \f h ( X ) _ 8 [X , o. J ) . t e v j_ 

dente que ê s u f i c i ente c o n si de r a r p ( X ) = f ( X ) com h (X) = b e h ( X) =X . 

Então, f(X) serã um gerador mônico se e somente se exis 

t irem u( X) e v(X) elementos de 8[X, o:] tal que 

bf( X) = f(X)u(X) e Xf(X) = f(X) V(X) 

Como o grau do polirnônio m6nico Xf(X) ê m + 1, o polin-ª. 

mio v(X) deve ser mônico e de grau l. Portanto, v(X) =X+ c. Co­

m o o g r a u • d o p o 1 i n õ m i o b f ( X ) e m , o p o 1. i n ô m i o u ( X ) de v e s e r de 

grau O. Além disso, como 
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m m-1 
-- Xmba + Xm- lba b x~a ·o + bb m-1 + ·· · + u 1 O 

[1 . 11 J 
X f ( X) = X m+ l X mb X 2b b + m-1 + · · · + 1 + X O 

m 
temos que, necessariamente, b0

' = u(X). Porta nto , f (X) sera um 

gerador mônico se e somente se 

o . 12] 

C o m par ando as r e 1 a ç ô e s [ 1 . 1 1] e [ 1 . 1 2] obtem os que f (X ) = X m + 

m- l bm- 1 b b - -+X m-1 + . . . +X 1 +b0 sera um gerador mon i co se e somente se 

i 
·- bCt b. 

1 
'db E: B , 'úi tal que O $ i ~ m - l 

b . :;: b Ct . + b . ,c 
m-1 m-1 m-1+ 

Utilizando [ 1 . 13] temo s que 

b id-a = ba . + b ba b 
m-i m- 1 m- i+lc - m-i = m-i+1c 

b b I d - a = b rb a + c - b a J = 
m-i-1 " m-1 m-i-lLm-1 m- 1 b . 1 c 111 -1-

[1 . 1 3] 

[1 . 1 4] 
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J m m-1 
P o r t a n to , de [ 1 . 1 3] e ~J . 1 4 , c o n c 1 u í mo s q u e f ( :< ) = X +X b m- 1 + 

+ ... + b0 e urn gerador rnôni co se e s omente se 

( i ) 'ifb e: B , Vi tal que O$ i ~ m-l 

( i i ) Id-a b . 
nl··l 

= b . bid-a 
m-1-l m-1 

b bld - a = O 
O m-1 

Vi tal qu e ~~ i ~ m 

(2) Fazendo-se considerações anãlogas ãs anteriores te 

mos que f( X) serã um gerador mônico se e somente se bf(X) =f(X)b 

e Xf(X) =f(X)(X+c), para algum ce:B. Isto equiv a le a 

que 

bf(X) = Xmb + xm-lb b + . . . + b
0
b 

m-1 

X f ( X) = X m+ l + X mb + X m- l O ( b ) + 
m- 1 m-1 

Alem disso 

+ X\ 2b1 + O(b ) ' 1 + 

(b f ( X) = 
m . . 1 

I X,( I~1 ) Dm -1( b ) + . .. + I x ; ( ~ )o l-i ( b ) b , + bbo 
· o 1 • o 1 1 

I 

1 Xf ( x) 
'--

1 = 1 = 

+ Xb o 

afi rmar 

[1 . 1 5] 

[1 . 16] 

Comparando as relações [l. l SJ e [1.16] obtemos que f{X) 

e um gerador mônico se e somente se 
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b . b = ('!l)om-i(b) + (m~l )Dm-1-i (b)bm-1 + ... + bb. 
1 1 1 

[1 . 1 7] 
c = o e D ( b i ) = o 

Portanto , as c o n di ç õ e s ( a) e ( c) s a o e qui v a 1 e ntes . Par a mostra r 

q u e ( a ) i m p 1 i c a ( b ) , b a s t a o b s e r v a r q u e p o r [1 . 1 7] , c = O . L o g o , 

se (a) se verifica então bf(X) = f(X)b e Xf(X) = f(X)X, isto e, 
f(X) e central. 

Finalmente, como foi observado anteriormente, (b) im-

plica (a). O 

Para demonstrar o Teorema abaixo necess itaremos da se-

guinte definição . 

Definicão 1.3 . 4 

Um a n e 1 B e d i t o S I M P L E S s e o s u n i c o s i de a i s b i 1 a te r a i s 

de B são os triviais. 

Observemos que dado um anel arbitrãrio B, com unidad e , 

e um p o l i n ô m i o m ô n i c o f ( X ) e: B [x • *] , tem os q u e p a r a todo p ( X) de 

B[X ,*] existem r(X), q(X) e: B[X,*] tal que p(X) = f(X)q(X) + 

+ r(X), onde gr(r(X)) < gr(f(X)) ou r(X) =O. A demonstração de.?_ 

te teorema do algorft~o da divisão e feita por indução sobre o 

grau de p(X), como no c aso usual, e e essencial na prova o fa -

to de que f(X) e mônico . 

Teorema 1 . 3.5 

Seja B um anel simples. Então, todo i de al bilateral de 

U. F.~- G. S . 
• "'r. ;-,, • ~jçt; 
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de B[X,*] e principal. 

Demonstração 

Seja T ~(O) um ideal bilateral de B[X,*] e g(X) = xmb + m 

+ xm - lbm-l + . . . +bo t:B[X ,*] um po linômio de mínimo gr au quepe.!:. 

tence a T. 

Seja I o conjunto definido por 

{ I m m- 1. .} 
I= be:B 3h(X)e: T tal que h(X) =X b +X Dm-l + ... + b0 U{O} 

Como bm E I, temos que I é nao nulo . I ê um idea l bilateral de 

B. De fat o, sebe b' sao dois e le ment os de I, e ntão , é imed ia 

to que b + b ' tambêrn estã em I. Alêm disso, CJ ado b e I e a E B, 

arbitr ã r i os, temos que existe h{X)e:T talque h{ <)=Xmb+Xm-lb 
1

+ 
m-

+ ... + b
0

. Então, 

h(x}a 

e 

-m 
aa h(X) = + ... + 

Logo, ab e: I e baEl. 

Como 8 é simples e I t (O) temos que I= B. Logo, a uni -
• 

dade estã em I e , conseq aentemente, existe um polin6mio mônico 

f(X) em T de grau m=gr(g(X)). 

Como anteriormente observamos, sendo f( X) m6nico, para 

um elemento arbitrãrio h(X) E: T existem r(X) e q ( X) elementos de 
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B [x , *] t a 1 q u e h ( X ) = f ( X ) q ( X ) -1 r ( X ) e g r ( r ( X ) ) < g t' ( f ( X ) ) o u 

r(X) =0. Como h(X) r:: Te f(X) e: T temos que g(X) ·· f(X)q{X) e: T. 

Logo, r(X) c T . Po r tanto , pelo carãter minimal do gr( f (X)), r(X) 

deve ser nulo. Logo, T = f(X)B[X,*] . O 

Definição 1.3 . 6 

Um polinômio mônico f(X) e: B[X ,*] é dito IRREDUTTVEL se 

f(X) não possui fatores mônico s prôprios além da unidad e . 

Observemos que sendo f(X) mônico, não pode admitir fa ­

tores constan te s diferentes da unidade . Alem di s so, decorre i me 

diatamente da definição que se f(X) é um polinô mio mônico nao 

i r r e d u t í v e 1 , e n t ã o e x i s te m h { X ) , g ( X ) e: B [x , *] t a 1 q u e f ( X ) = 
= h{X)g(X) onde O < gr(h(X)) < gr(f (X)) . 

Definição 1.3 . 7 

Um polinômio mônico f(X)e:B [X , *_l é dito FRACAME NTE IR­

REOUTTVEL se t odo ideal bilateral gerado por qu a lquer fator mô 

n i c o p r ô p r i o de f ( X) é o p r õ p r i o a n e 1 B [X , *] . 

O Teorema seguinte estabelece uma condi ç ão necessãria 

e s u f i c i ente par a que um i de a 1 b i 1 ate r a 1 p r i n c i p a 1 de B [X , *] , 

com B anel si moles, s eja maximal. 

Teorema 1.3.8 

Seja B um anel simples. Um ideal bilateral de B[ X,*] é 

maximal se e s oment e se seu gerador mônico é fracamente irredu 

t í v e 1 . 
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Demonstração 

Seja T um ideal b·ilateral maximal de Bf_X,*] , f(X) seu 

gerador mônico e g(X) um fator mônico próprio de f( X). Conside 

remos I o ideal bilateral gerado por g(X) . 

Pela observação feita acima, como g(X) e fator próprio de 

f( X), temos que O~gr(g(X)) <gr(f(X)). Então, f {X)B [X, :j ~ g(X)BQ<,*]c:I. 

De fato, se f(X)B[X, *] = g(X)B[X ,*], então deveria existir h(X) E.: B[X,*] 

ta 1 que f (X) h (X) = g ( X) , o que é um a c o n t r a di ç ã o . 

Sendo T maximal , segue, então, que I= B~,~, o que mos 

tra que f{X) é fracamente irredut ível. 

Reciprocamente, s ej a f(X) gerador mônico, fr acame nte ir 

red utível, do ideal bilateral T. Seja a:. um ideal bilateral de 

B[X,*] tal que T 7 ~ - Mostraremos que, nestas condições, 4~ = 

= B[X,*]. Como u: é principal, tem um gerador mônico g(X) . Se~ 

do f( X) e: T c: <<' temos que g(X) divide f( X). Logo, existe p(X) 
-1-

de B[X,*] tal que f(X) = g(X)p(X). Mais ainda, O~gr(g(X)) <gr(f(X)) , 

pois, em caso contrãri o , teríamos g(X) = f(X) e T = G. . Portanto, 

g(X) é um fator mônico próprio de f(X). Como f{X) ~fracamente 

i rredut1vel' então a = B [X, *], o que mostra que T é maximal. D 



CAPTTULO li 

AUTOMORFISMOS DE ANr iS DE POLINOMIOS TIPO AUTOMORFISMO 

Neste capítulo apresentamos os resultados obtidos por 

R i mme r I 8 I . 
O§ 1 trata, essencialmente, de caracteri zar os auto-

morfismos do Anel B[X, a] que deixam fixos os elementos de B, on 

de B é um anel arbitrário e a um automorfismo qualquer de B. 

Esta caracterização é obtida com o Teorema 2 . 1 . 1 . 

Gilmer 14 1 determinou os automorfismos de B[ X] , para 

B um anel comutativo , e Coleman e Enochs I 1 I resolveram o mes 

mo problema para B um a nel arbitrârio. Estes re s ultados podem 

ser obtidos a parti r do Teorem a 2 . l . 1 , des de qu e se t ome o au­

tomorfismo a como a i dentidade em B. 

No § 2 ficam de terminados os automorfis mos en t re Anéis 

de Polinômios Tipo Aut omorfismo c ujos anéis s ub j acen t es são iso 

morfos. 

§ 1 OS AUTOMORFISMOS DE B[X, a] 

D Teorema seguinte desempenha um papel fundamental nes 

te parãgrafo. 
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Te o rema 2. 1 . 1 

Seja B um anel com unidade, {b;}
0 

. uma famflia de 
~ 1~n 

elementos de B e a um automorfismo de B. Então, existe um homo 
n . 

morfismo de anéis cp :s rx,a] +B[X,a] tal que !J>Ia=Id e cp(X) = r. X1b . 
i =O 1 

se e somente se 

'lib e: B , 'Ui tal que 0$. i$. n [2 . 1] 

Neste caso, ~ e Único . 

Demonstração 

n i 
Seja <P um 8-homomorfi smo tal que <~>ls = Id e <f> (X) = r. X b;. 

i =O 
Como <fl(bX) = <P{b)~{X)::; b<J>(X) e bX = Xb <'t , temos que b<P{X) = 

= <J> (X)b a . Logo 

Portanto 

o que eqpival e a afirmar que 

\fi tal que O-:. i~ n . 

Antes de mostrarmos a reciproca do Teorema, provemos a 
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unicidade de cp . Para t a l, basta observar que B[X,et] é um B-mõ 

dulo livre ã direit a com a B-base {l,x,x 2 , .. . ,xn , ... } . Portan -

n i 2 
to, se anotarmos <J>( X) = r. X b. = B, temos que <t> ( l ) = l , <!>(X ) = 

i =0 1 

= <P(X)2 = 8 2, ... , <P (Xn ) = cp (X)n = Bn, . . . 

Logo , dado um e lemento genérico f(X) c: Brx, a], 

m . 
f{X) = Í X1

a. 
i =0 

m . 
= L B,a. . ·a 1 1:: 

Reciprocamente, seJ·a {b· } uma famllia de e ·lemen-
1 O~i~n 

tos de B que verifica L2.1] e seja 

<P : B f X , a] -+ B LX , a] 
n . 

tal que <P (X) = í X1 b. 
i =0 

Como ji obse r vamos acima, para definir q, num el e mento arbitrã­
m . 

rio f(X) = r. xJa. e: B[ X, a] basta definir cf> nos e lementos da B-
j =0 J -

-base {l,X, ... ,xn, . .. } de B[ X, a] . Sej a , ent ão , 

'lf j ?. o [2 . 2] 

Por linearidade, de finimos 

a . 
J 

Fazen do, na relaçã o [2.2] j = O e j = 1, t e remos, respe c t ivamen­
n . i 

te , cpi 8 =Id e ct> (X) = I X b .. De f a to, 
i =0 1 

e, conseqaenteme nte, 
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b, Vb e: B, e 
[ 

n . 
cj>(X) = I X

1
b. . o 1 

1 = -

1 

<P(b) = 

Mostremos que :j> : B[ X, ciJ + B[X,a] assim definida e um ho 

momorfismo de anéis. Para tal , observemos primeiramente que,uti_ 

1 i zando a relação f2 . lj temos: 

\fdc.:B, 'u'i 

De fato, para i= 1 , 

drp(X) = 

k 
Assumamos que dcj>(X)k = <P (X)kda , \fd e: B. Então, 

Então, 

Sejam, f e g elementos de Bf_X, a] dados por 

f(X) = 
m . 
L X1 a. 

i =0 
g (X) = 

[2 . 3] 
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l 
v p .- N , '<J i ta l q u e O 
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$ n 

Analog amen te, utilizando o Lema 2 . 1 . 2 podemos mostrar' que s.[3 = , 
= Bs . , 'lii tal que O 

l 

Lema 2 . 1 . 6 

n . Entao, vê-se fac i lrnente que 

i-2 i-1 
I I < 

b~ br s. B 
i - 1 i 1 

Seja ~· :B fX , al ~ BjX,(Ál o [)-homomorfismo induzido por q>(X) = 

= X+ x2b 2 + .. . + Xnbn. Assumamos que ti) seja sobr·Pjetor e {s·1 
1 O··i <n 

seja uma família de elementos de B ta1 que X= 
rn · 
. I;) ( X ) 

1 s i . 

·, r . < n 
J 

t 
Nestas condiçoes, br br 

1 2 

com 
i 
: r . > 2 . 

j = 1 J 

i 
i-2 i-l 

b·~ b(t c 
r r ~ •. . 1 . 1 - , 

o 

( N, para l<i<m, 

Primeiramente notemos que. pela ohserva ~a o acima. bas-
i-2 i-l 

ta r ã mostra r que b b" bn h'~ s-
r1 r 2 r i - 1 r l 1 

é um el 'me nto n i 1 potrn 
i 

te de B . F a 1· em os a demo n s t l' a c a o p o r i n d u c a o s o b n~ k - j:lrj . 

m i m n 
Como X-=_>." ),( X) s; o coeficiente de/, • que se obtém 

1 =0 
( n rn -exc lusiva mente do te rmo X b ) ~ . deve SPr nul0. Alem disso. n rn 

pelo Co1·olãrio 1.1.3, 

= xmn, . •. O D n n 

m-1 
b y 

n 
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m-1 o. o. 
Po rt a nto, bnbn . .. b n s

01 
=O, o que mostra que o Lema é verda -

i i 
de iro para E r· =k = mn , uma vez que E r. =m n i mplica que i =m 

j=l J j=l J 

e rj=n, l;tj , sendo l~i~m e l ,< rj $ n . 

i - 1 a 
bri. s; seja ni lpotente , 1 ~ i ~m , 

i 
l~r. ~ n para l ~j~ i tal que E r.>k , onde 2 ~ k~mn. 

J j = 1 J 

i 

Se ja {rJ.} l uma família de elementos de B tal 
<r j ~n 

1 ~ rJ. ~ n par a 1 ~ j ~ i , 1 ~ i ~ m c o m E r . = k . 
j = 1 J 

Consideremos a expressao 

m . 
X= Í cp (X)

1 s. = 
i =0 1 

Fixado i , entre O e m, temos que 

onde 

d. k = , , ' 

qu e 

k m i -
Portanto, para O~ k ~ m, o coefic i en te de X em E <j>(X) s . e da . o 1 

1 = 
do por 

m . , 
Como X= E cp(X ) s ., temos que 

i =0 1 



m 
d. ks. + í d. ks . = 

1 ) . 1 j =0 J ) J 

j f i 

i-2 i-1 
= b ba ba ba a rl r 2 . . . r . 1 r . s i + .., s . + 

1 - 1 
1 

onde e ind ica a soma dos te r mos 

i- 2 i-1 m a a a \ 
br br ... br. br. s; + L t .s. = 

1 2 1 -1 1 j =0 J J 
o ) onde 

{bhl 
j -1 

se j i i ' então t. ::: l: . .. b~. I h 1 + . . . + h j 
J 

J 

i - 1 
a 

bh s. 
. 1 
1 

= k} e 

{bhl 
i - 1 

se j = i ) então t. = I .. . b~- lh,+ ... +hi=k e 
1 

1 

' (h 1 ' ... ' h . ) i ( r 1 ' . .. r i ) J 1 
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para 

[? .14] 

a j-1 
Consideremos um dos termos bc ... bc s . cuja soma e 

1 j J 

igual a 

aj -1 a i -1 
. . . b c j s j ) ( b r1 . . . b r i si ) 

Assim como observaç ão fei ta ante riormen t e ao Lema 2.1.6, 

pode-se mostrar fac i lmente que Bq = qB . 

Ex amin emos as possib i lidades : 



1~) existe l ~e ~ min (i,j) ta l que ce>re 

2~) 'úl~e $min(i,j) vale a relação ce ~re 

Se ocorre a primeira possibilidade, e nt ão 

~ a a e-2) ae-1 ~ e i- 1 \ 
q e b r b r . . . b r B b c ·s b ~ . . . b a s . ) = 

1 2 e -1 e e+l r i 1 

i- 1 
ba s.B 

r . 1 
1 
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Com o (r 1 + . . . +re_ 1 ) + ce+ (re+ l + . . . +r;) >k (uma vez que ce>re 

i 
e E r.= k) temos que pela hipótese de indução 

j = 1 J 

i - l 
('( 

... b s. 
r; 1 

e ni l potente. Conseqüente mente pelo Lema 2.1.5 temos CJUe q e N. 

Se a segunda pos sibilida de se verifica, e ntã o como 

j i 
E c t = k = E r t , v e m q u e j ~ i . M a s , s e j = i , e n t ã o ( c 1 , . . . , cJ. ) = . 

t= l t=l 

= (r1 , ... ,r;) o q ue e uma contradição. Portanto, temos que j >i . 

L o g o , ex i s te l ~ e ~ i tal qu e c t = r t , 'ú t ta 1 que 1 ~ t ~ e e c e < r e. 

Então pod emos escrever que 

j-1 
(l 

. . . b s .B 
r. J 
J 

e-1 e j-1 
(l (l (l 

= Bb ... br b .. . b s . 
r 1 e c +1 cJ. J e 1 

Como (r1 + ... + r e ) + (ce +l + . . . + c j ) > k ( pois estamos su­

pondo ce~be), e ntão, pe l a hipõtese de indu çã o podemo s afirmar 

qu e q e N. 

Multi plicando a equaç ao [ 2 .1 4] -a esquerda e a direita 



i - l 
0: br s., obtemos qu e 

. 1 
1 

br br . . . b · s . + L br . . . bcx. s . ) t .s. b ... bcx. · s . = O ( 
ex. CY i - 1 )3 m ( i-1 , ( i-1 J 

l 2 r i 1 , j =O 1 r i 1 J J J r l r i 1 

Sendo q s N ternos que 
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Logo , pelo Lema 2.1. 5 segue que . . . bo. s. e 
i -1 ) 3 

r; 1 
nil po -

tente, o que co mpleta a prova. 

Te orema 2 .1.7 

Seja <P:B[x, o] ->- B[x ,cx.J a a pli c a ção tal q ue <P( X) =X+ 

+ X2b2 + . • . + Xnbn e <P i s = I d. Ent ã o ) são equival e ntes: 

(a) <P e um B-epirnorfismo 

(b) <P e um B- automorfismo 

(c) a famfli a { b; }
0 

. sati s faz 
~ 1 ~ n 

a ex. ; : 
(i) ' b.b = b b .,'u' b r B,'u' l ta l qu e 2 ~ i ~ n 

1 1 

( i i) : b; e nilpot e nte ( equi va le ntemen t e, b.i s N), 'u' i 

ta l que 2 .~ i ~ n 
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Demo nstração 

Mostr emos primeiramente que (a) impl ica (c) . Seja • um 

B- epimorfismo . 

t imediato , pelo Teorema 2.1.1, que (i)' e verificada. Para mo~ 

t r ar que ( ii)' é verificada, bas ta observar que, sendo ç um epirno r f·i s mo, 
m . 

existe uma famtl i a {silo ~ · < de elementos de B t al que 
~ 1 .m 

X ~ E c!> ( X) 1 s . . A 1 ém 
i =0 1 

disso, da definiçâo da •· igualando os coefic ientes de prime i ro grau , 

vem que s, = 1. Portanto , aplicando o Lema 2 . 1 . 6 para i = 1, te­

mo s que bj e nilpoten te , \1 j tal qu e 2 ,~ j ~ n. 

Assumamos, ag o ra, (c) e mostremos (b). 

Seja T1 o idea l gerado por s1 = {b~r j 2 :$: j ~ n, r E:7l} e T2 

o ide a l gerado por s2 = {b~rl2~ j ~ n , o~ r~ n-1}. 

Então, T2 ~ um ideal nilpotente. 

e nilpote nte, \7'j tal que 2 ~ j ~ n, e, por· 

go, pelo Corolãrio 0 . 2.2, temos que I 
2~ j~n 

De fato, por (ii)', b j 
~ , c.t r _ . ar (,) , b . B - Bb .. Lo -

J J 
r 

b~ B e nilp o tente e, 
J 

O~r~n-1 

co nseqüentemente , T2 
rl 

Sej am b~ 

é nilpotente, isto é, T2 c: N • 

J 1 
elementos quaisquer de s1 . Como (i)' 

s e ve r ifica, terno s que 
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r 2 r 1 
P , d d to. ba. or outro 1a o , o mesmo pro uto ) . 

J 2 J1 
pode s e r expresso po r 

Repet indo o processo tantas ve zes qu antas se fizer ne­

cessãrio, po de mos obter que pelo menos um dos expoe ntes podeser 

tomado entre O e n- 1. 

2 - -Por tanto, T 1 s T 2 e, conseqtlentemente, T 
1 

tambem e ni 1-

po tente . 

Seja 

n . 
91 (X) = 4J (X) - I <P (X )

1
b . ·-

. 2 1 
+ .. . + 

1 = 

Simp lifi cando a expressao acima temos que 

m, . 
=X- · I X1 s. 

1 i==2 l, 

2 
com s i, 1 t: T 1 , 

uma vez que os coefi cie ntes de x1 serao soma de produtos do t i 



k • xk+jb(lkjbJ. ) b .J 1 b I 1 po (X bk)(XJbj) = com k r e j f . 

Seja 

Ent ão , g2 (X) pode ser escrito na forma: 

·r 4 com s; ,z t: 1 , 

por uma observaç ão anâloga ~ do caso anterior . 

Então, 

Cont in uando o processo, definimos, por indução, 

g.(X) 
J 

m j -1 
g.,(X)- I 
J- i=2 

m. 
J . 

g . (X) :: x- I x1 s .. 
J i~2 l,J 

G 
-, i 

9 . 
1
(x)j s .. 1 J- 1 ,J-

2j 
com s .. E r 1 1 , J 
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Como r 1 é nilpoten t e, existe t >-.- 1 tal 
mt . 

2t 
que r 

1 
== ( O) e , conseqde!: 

te men te, I X1 s. t = O. Isto significa 
i = 2 1 

' 

é uma combina ção linear de potências de ip( X), temos, X E: Im c.p . 

Portanto, $ ê um B-e pi morfismo. 

Mostremos agora que ~ é injetora . 
m . 

Se j a , e n tão , f :: E X 1 r . um e 1 em e n to a r b i t rã r i o de B [}( , a] . o 1 1 :: 
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ta l que <t>( f) = 0 . Temos, poi s , que 

m 
L ( X+ x2b2 + ... + xnbn)ir; =o 

i =0 

Igual ando os co eficie nte s . na relação acima temo s que 

r 
0 

=O. Como o coe fi c i e nte de X do segundo membro ê r 1 , também 

tem os qu e r 1 =O . Portan to, a expressão reduz-se a 

m 
I (X+ x2b2 + .. . + xnbn)iri = o 

i= 2 

Como o coefici ente de x2 , que e nulo, e r 2 , temos que 

Entã o , por i n d u ç ã o , e fã c i 1 mos t r a r que f = O . L o g o , cp 

e um B-automorfis mo de B[X , a] e a condição (b) ê verificada. 

Finalmente, como trivialmente (b) implica (a), a demons 

tração do Teorema estã completa . [] 

Est amo s ag ora em condições de demonstrar o Teorema ce n 

tral deste parágrafo. 

Teo r ema 2 . 1 . 8 

Se j a B um a n e 1 c o m u n i d a de e a u m a u t orno r f i s mo de B . E n 

tão , as ~egu i nt es condições são equivalentes: 

( a ) f\ a p 1 i c aça o. <!> : B [X , a J -'" B [_X , a_] i n d u z i da por cp (X ) = 
n . 
E X

1
b. e um 8-automo rfismo. . o 1 1 = 



= 

5 7 

(b ) A ap l i cação cp : B[X,a] ->- B[ X, ciJ i nduzi da po r cp(X) = 
n . 
'(' X1 b . e-~ um B- e pi morf is mo. 

i =0 l 

(c) A f amf l i a {b i } O ~ i ~ n de e l ementos de B s a tisf a z 

a a i 
(i ) b . b = b b., \fb e: B, \f i t a l q ue O~ i$n 

l 1 

(ii) b 1 cu (Z(B)) 

( ii i) b . e nilpot e nt e , \i i t a l q ue 2 < i ~ n . 
1 

De mo ns t r a ç ã o 

Mos tremos pri me ira me nt e qu e ( b ) i mpl i c a ( c ) . Sej a , 

cp :B[_X, a] -+ B I_X, a] o 8- ep imorfis mo in duzi do por ~H X) -
n i 
E X b . . 

i =0 1 

Pe lo Te o re ma 2 . 1. 1, te mos qu e ( i ) s e ve r i f ica; pelo Le ma 2 .1 . 4, 

b1 e: ( Z( B)) , is to e, (ii) se veri f i c a . A condi çã o ( i i i ) também 

e ver i fi c ad a . De fat o, como a cond ição ( iii ) do Lem a 2 . 1 . 4 s e 

ve ri fi ca, pe l o Teo r em a 2 . 1.7 te rn os que b ; e nil poten t e , \ii t a l 

q ue 2 ~ i $n . 

Ass umamos a go ra q ue a condição (c) s e ve r i f i que . 

De (i) e ( i ii ) se g ue a pa r te (b ) do Teore ma 2 . 1.7, i s ­

to e , a aplicação indu zi da po r X->- X + x2o2 + . . . + xnbn é um B - a~ 

tomo rfis mo. Est e f ato, acresc i do das condições ( i) ( para i =0) 

e (i i ) consti t uem - s e na s h i pó tese s do Lem a 2 . 1.4. Po r ta nto, cp 

e u m B - a' u t om o r f i s mo e , c o n s e q U e n t em c n t e , ( c ) i m p l i c a ( a ) . 

Como, por defi'lição, ( a ) i mpli ca (b ), te mos que as tr ê s 

cond i ç ões são eq ui v a l en tes . 

Os r es u ltado s de Gi l me r I 4 I , Coleman e En oc hs I 1 I p~ 
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dem ser obtidos como coro liri o do Teorema acima. 

Corolário 2 .1. 9 

Seja B um anel e { b i } o<'" < , 1 .._ n uma família de elementos de 

B. En tão, as seguintes condições sao eq1 ·i va'lentes : 

n . 
( a ) A aplicação <P: B [X] + B [X] i n d u z i da por <fl ( X) = L X 1 b. 

i =0 1 

e um B-automorfismo. 
n 

Xib. ( b) A aplicação <j>:B[Xj + B[ X_l i n d u z i d a po r <P ( X ) = L 
i =0 

-e um B-epimorfismo. 

(c) A fam1li a {bi }O< i <n de elementos de B satisfaz 
., " 

(i ) b i e: Z ( B) , \f i ta 1 que O ~ i ~ n 

(i i ) bl s U(B) 

(iii) b; e nilpotente, \fi tal que ~ 2. 

Demonstração 

Para mostra r a equivalên cia entre as três condições, bas 

ta considerar, no Teorema acima, a:: Id . O 

§ 2 OS ·ISOMORFISMOS DE A[X,a] EM B[ X, B] 

Sejam A e B do i.s anêis, ~ u m isomorfi smo de A em B e a 

e S automorfismos de A e B, respectivamente . Ne s te parãgrafo d~ 

terminaremos condições necessãri as e suficiente s para que exis 
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ta um isomorfismo de ané i s <j> :A [X,cQ -r B[ X, a] tal que <PIA = tjJ , i~ 

to e, tal qu e <P es tenda tJ;. Finalmente, determinaremos condições 

necessari as e sufi cien tes para que a aplicação induzi da por <J>(X)= 
n . 

= E X1
b. estenda 1jJ a um isomor fi smo de anéis c)l:A[X,e~] +B [ X,6]. 

i =0 1 

Dado um elemento r E: U (B), denotaremos por i r o auto-

morfismo interno de B defin·ido. por ir(b) = r- 1br, \ib E: B. 

Lema 2.2 . 1 

Sejam A e B a néis , ljJ:A+B um isomorfismo, a e B auto-

morfismo de A e 8 res pect ivame nte e {b i}o . uma famílja de ele 
~l<n 

me n to s de B . Se a a p 1 i c a ç ã o <P : A [X , a J + B [X , B J de f i n i d a por <i> ( X ) = 
n . 

= I X1
b. é um homomorfismo de anéis que estende ljJ, então 

i =0 1 

b 
1jJ a . a 

1 

Demonstraç ão 

Seja csA . 

<j> (Xc) = cp (X)<j>(c ) 

- 1 

\i a s A , \i i ta 1 que O ~ i ~ n . 

c 
- 1 

tjJCI. 

e 

Como X c= ca X, i gua1 an do os coe fi cientes das relações acima te 

mo s que 



- 1 

b ljJ . c 
1 

'tJc e A 'tJi tal que O ~ i ~ n 

Então, pondo a= ca , obtemos que 

b ~Ja. . a 
1 

VasA," \ti tai que O < i~n . 

Teorema 2 . 2.2 
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o 

Se j a m A e B a n e i s , t1J : A -+ B um i somo r f i s mo , a e B auto -

morfi smos de A e B respectivamente. Então, existe um isomorfis 

mo de anéis e :A [X,a] + B[X,B] que estende t1J se e somenteseexis 

- 1 te r E U(B ) ta l qu e t!Jat!J = irB. 

Demonstração 

Seja r E U ( B ) ta 1 que I}Ja t1J ·· 
1 = i r B e se j a O: A [X ,âJ -~ B [X, 8] 

a aplicação definida por e( X)= Xr e e( a) = t!J ( a ) , a e A. 

e é um homomorfismo de anéis. De fat o , a nalogamente ao 

feito no Teor e ma 2.1 . 1 pode-se mostrar, por induçã o sobre o grau 

de f, que e(fg) = e(f) B(g) . Para tal, basta observar que, utili 

zando a relação t!Jcrt!J - l =i 8 , temos que 
r 

e ( a X ) = e ( X a a ) = X r ( t!Ja) ( a ) = X r { i r 8 tiJ) ( a ) -

= X( Bt~J )(a)r = t!J (a)Xr = e( a) e( X) . 

Pa r a most r ar a injetividade de e obs ervemo s primeira-

mente que, por indução, demonstra-s e facil mente que 
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k k sk -l s 
e (X) =Xr ... rr, \fk E: N . 

m . 
Seja f= l: X1 a. E A[X, aJ tal que 6 (f) =O. Então, pelare . o 1 

1 = 
1ação acima, vem que 

m . 
L 6 (X) 1 6(a . ) = . o 1 

1 = 
~ xirBi-1 6 
L . . . r r1p(a;) = 

i =0 
o . 

Como r é i nversivel, segu e que 'ú i, O~ i$ m, t/J( ai) =O. Sendo t/J 

um isomorfismo, temo s que a.== O, \fi tal que O ~ i$ m. Além dis-
1 

s o , e é s o b r e j e to r a , um a v e z q u e o e 1 em e n to X t/J- 1 ( r - 1 ) de A [X , o] é 

ta 1 que e [ X I)!- 1 ( r- 1 ) ] = e ( X} I)! ( 1jJ- 1 ( r) ) = X . Portanto , X s I me e, con 

seqOentemente, qualquer combinação l·inear de potências de X tam 

bém estâ na imagem de e . Logo, e é um isomorfis mo de anéis que 

e stende ljJ . 

Reciprocamente, seja e:A [X, a] -r B[X ,6J um isomorfi smo de 

anéis tal que e JA= ljJ . Como e(X) E B[ X,S], e x i s te um a família 
n . 

{b ; }0 <.< de elementos de B tal que e ( X) = E X1 b ., e uma fami-, , , n . 
0 

1 
1 = 

lia {a;}O . de elementos de A tal que 8 [- . ~ x·i a,.J = X. Então, 
$1 ~ m 1=0 

[2 . 15] 

Como mostramos no parâgrafo anterior, o coefici e nte de X em 

[_S(X)] i é dado por 
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Portanto, igualando os coeficiente s da r elação [ 2 . 15] temos que 

Utili za ndo a relação acima e o Lema ante rio r para oca 

so pa rti c ular de i = 1, obtemos que 

Isto mostra que b 1 é um elemento inversivel ã esq uerda . Final ­

mente , como no Lema anterior, fazendo i= 1 temos que b
1

a1JJa=at3l/Jbp 

obtemos que b1 E: U (8) . Para most r ar q ue ljJatJ;-l = ib 13, basta obse r 
1 

va r q ue da relação a c ima decorre que 

iib c B, 

com o que a demo nstração fica comple ta. [] 

Observ emos qu e no Teorema ac i ma soment e uti 1 i zamos o fa 

t o de e se r um epimorfismo para most r ar a relaç ã o ljJCL I/J -l = ib
1
s . 

Teorema 2 . 2.3 

•S ejam A e 8 dois anéis e ~~ :A -+-8 um isomorf i smo . Sejama 

e S a uto mo r fismos de A e B, respectivamer.te. Então , são equiv~ 

lentes as condições : 

(a) A a plic a ção induzida por ~ (X) 
n 

=- L. Xib . estende t/J a 
i :.::0 1 
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um 
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isomorfismo de -. cp : A [X , aJ -+ B [X , S] . ane 1s 

n 
X i b . ( b ) A aplicação indu zida por cp (X) ;:; ~ este nde a 

i =0 1 

epimorfismo de -. 
cp : A [ X , a:] ->- B [X , B J . ane 1s 

(c) A fami lia (bi }o . . de eleme ntos de B sati s faz 
~ 1 ~ n 

i 
( i ) a 8 ~1b i = b i a 1./Ja: , 'tJ a e: A , 'tJ i ta 1 que O ~ i ~ n . 

( ii ) bl e: U(B) . 

( iii) b. e nilpo te nte, 'tfi tal que 2~ i ~ n . 
1 

Demonstração 

Assumamo s q ue a apli cação i nduzida por 
n . 

<P (X) = I: X
1

b· . o 1 
1 = 

este nd e 1/1 a um epimorfismo de anêis cjl :A [ X,a]+B[X ,s]. 

-1 -Pelo Teorema 2 .2 . 2, b
1 

e: U( B) e 1)Ja:l/J =ib
1
s . Alem di s -

so, a apli cação e : A[X, a] -+ B[X ,B] definida por e(X) =Xb 1 e e( a) = 

=1/J(a ), 't} a e: A ê um i somor fismo de aneis. 
- 1 Sej a ô: B [X, s] -)- B [X , S] defini da por ô = q.o . Então ê (X) = 

-1 -1 m i -1 
= cpe (X) = <J> (Xb 1 ) = i:o x bib l . 

t ua ção . 

O segui nte diagrama comutativo e repres e ntativo da s i-

A [x , a] ___ ___.,._.... B [ X , !3_] 

B [ X, 8] 

11 
/ 

/õ 
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Como <t> é um epi morfismo de anéis e e um automorf ismo de 

anéis, temos que o é um epimorfismo de anéis. Além disso, oi 8 = 

= I d p o i s s e b E B , o ( b ) = ~ e -1 ( b ) = <P ( w - 1 ( b ) ) = 'P tj, - 1 ( b ) = b . P o r -

tanto , ó sat i sfa z a condição (b) do Teorema 2.1.1 , istoé,a fa 

mll i a ( bob1
1

, 1, b2 b l
1 

> ••• 'bnb1
1
} e tal que 

i . 
(1) bibllb B = b6 bibll, Vb E: B, \fi ta·l que O ~ i~ n. 

- 1 -(2) bibl e nilpotente, \fi tal que 2~i~n. 

Além disso, pelo Lema 2 . 2.1, a condição (i) e verifica 

da. Mostremos agora que (iii) se verifica . 

Seja 2 ~ i ~ n . Como b ibll e nilpotente, ex iste um natu-

1 N . i 
ral Ni tal que (bibl ) 1 =O . Sendo aB tjlb; = biawa , 'úa e: A, 'úi tal 

-1 
que O ~ i~n. e b1 e: U(B}, temos que bi é nilpotente. Portanto, 

(b) im plica (c). 

Assumamos agora que (c) se verifique. Obs ervemos que da 

c ondiç ão (i) ve m que tjla = ib 6\ÍJ . Portanto, estamos nas condi ções 
1 

d o Te o r e m a 2 . 2 . 2 e p o demo s g a r a n t i r q u e a 3 p 1 i c a ç ã o e : A [X , a] + 

+ B [X , B] de f i n i da por e ( X ) = X b 1 e · e ( a ) = ljJ ( a ) , \f a E A é um i s o -

morfismo de ané is. 

{ 
1 -1 ··1 1 .. 

A famil i a b 0 b~ , 1 , b 2b1 , ... , b nbl j ve n f1 ca as trés 

condiç ões do Teorema 2.1 . 8. De fato, utiliza ndo as relações ljla = 
i 

= i b B ljJ e a 8 ljJ b i = b i a ljJa , e anotando b = ~) ( a ) , te m os que 
1 
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Logo , ( i) do Te orema 2 .1. 8 s e ver i fica . A cond i ção (i'i) é v e 1~ ; 

ficad a tr iv ialmen t e e a co ndiç ão ( iii ) é obtida a parti r dare 

laç ão aB;IJJb. = b .a ljJ a e do fato d2 b
1
. ser nilpotente . 

1 1 

o (X) 

Portanto, se ó :B[X, Sl-} B I-X. B] é a apli ca ção induzida por 

n i - l 
= E X b . b

1 
, então o é um B- auto morfismo de B[X,B] . 

i =0 1 

Co mo <P = oe, cjJ ê um auto morfi s mo de ané i s . Logo, ( c ) im 

pli ca ( a) . 

Como triv i a l mente (a) imp li ca (b), a prova f ica c ompl! 

t a . O 



CAP f TULO III 

AUTOMOR FI SMO S DE ANEIS DE POLINÔMIO S TIPO DERIVAÇAO 

Neste capítulo desenvolvemos os result ad os obt idos no 

trabalho realizado po r M. Ferrero e K.Kishimoto I 3 1. Os auto ­

res estudaram os 8-automorfismos de B[X,D] que deixam fixos os 

elementos de B, onde O~ uma deriva ç ão arbitrãria em B. 

No §l apresentamos alguns resultados in trodut órios. O 

Teorema central deste parãgrafo dâ a caracterização dos 8-homo 

mo r f i s mos de B [~ • D] . 

No §2 desenvolvemos os teoremas centrai s deste capftu-

lo. Ne le é estudado o caso de anéis de ca r acterístic a zero. 

No §3 são a nal i sadas a lg umas caracteriz aç ões dos B-au­

tomo rfi smos de BlX, D] para um anel B arbi trãrio, sob certas res 

triçõe s. 

§ 1 ALGUMAS RELAÇO ES EN TRE COEFICIENTES 
NILPOTtNCIA 

O Teorema s egu i nte estabelece condições necessãrias e 

s u f i c í entes par a que a a p 1 i cação <P : B [X , õ] ·>- B [ X , DJ i n d u z i da por 
n . 

<P (X) = 2:' X1 b ., com b
1
. c B seja um B-homomorfi s mo . 

i=O 1 

Teo rem a 3.1 . 1 

Seja B um anel com uni da de, {b; }O .~ i~n um a famíli a de ele 
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memtos de B e O uma der iv ação em B. Então, existe um homo mor-
n . 

f i s mo de a n é i s <f> : B [ X , D-] -+ 8 [X , D] ta 1 q u e <f> 1 
8 

= I d e <P ( X ) = z: X 1 b . 
i =0 1 

s e e somente se 

(i ) b0b + D(b) = \f b € 8 [3. 1] 

( i i) b h b = ~ ( i )Oi-h(b)b . 
. h h l 

\f b sB, 'íth t al qu e 1 ~h~ n 
1 = 

Neste caso, <i> e un ico . 

Demons t r ação 

n . 
Seja <P um B-h omomorfismo tal que <PI 8 =Id e<P (X) 

1 
= E X b .. 

i =0 1 

Então, 

b<j>( X) = <P (bX ) = tj>[Xb + D(b )J = <j> (X)b + D(b) = 
n . 
I X

1
b.b + D(b) . o 1 

1 = 

Por ou tro 1 ado, ut i 1 i za ndo a expressao [ 1 .8J demonstrada no Te o 

rema 1 . 2 .3, temos que 

b<P(X) 

Com para ndo os coeficientes das duas relaçõe s concluímos que: 

para j =0, 
n . 
Io 1 ( b )b . =b

0
b+D(b) , V'b c B . o 1 

1 = 

para j = h~l , 
n . . o 

\ (
1 )0 1 -n (b)b_. b b \-4b B \-4h t 1 1 h i :h h 1 = h , v s , v a que ~ ._:s n . 

I I .-: r; o . . ' ... _,;. ) 

li'· t 

b• _·;_f·' 
. . ' \ . f 
~- .. 
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Portanto, [3 .1] se verifica. 

Antes de mostrarmos a rec1'proca do Teorema provemos a 

unicidade de <J> . Pa ra tal, basta observar , analogamente ao fei­

to no c a p 1 tu 1 o ante r i o r par a B [x , a J , q ue B [X , D] é um B- m õ d u 1 o 

livre ã direi ta com a B-base {l,x ,x 2 , ... , Xn, .. . }. Portanto, se 

anotarmos cp(X) = ~ Xib. = B, temos que <P(X) = 1, tf> (X 2) = cp(X) 2 = 
i =0 1 

2 n n n = f3 , ... , cp(X) = cp(X) =B, 

Logo, dado um elemento arbitrãrio f(X) c B[X,O] , 

f( X) 

Reciprocamente, seja {b;} 0 ~,< uma família de elemen-
, . ' n 

tos de B que verifica [3.1] e definamos cp : B [X,D I ~B[X ,D] da se 

guinte maneira: 

Como jã observamos acima, para definir cp nu m elemento arbitrã-

m . 
rio f( X) = E xJa . e: BQX,D1 basta definir cp nos elementos da 8-

j =0 J ~J 

n C' n -base {1, X, ... , X, ... } de B X,D_1 • Seja , 

[3 . 2] 

e, por linearidade, 

F a z e n do , na r e 1 ação [3 . 2] , j = O e j = 1 , o b tem os , r e s p e c t i v ame _Q 
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te, 
n . 

<1>j
8 

= Id e <P( X) = E X1 b . . . o 1 1 = 

U t i 1 i z a n d o a r e 1 a ç ã o [1 . 8] te m o s q u e 

De fato , para j = 1 

n . 
d<!> (X) = L dX 1 b . = 

i =0 

1 
= db ' xk( 1)o 1-k(d)b 

O + k~O k 1 

= <j>(X)d + O(d) 

Assumamo's que 

Então , 

\fde:B , 'ti j e: N [3 . 3] 

+ ... + 

n . 
L X1

b . d+D(d} = . o 1 
1 = 

\fd t: B . 
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Mos traremos, a gora, por indução sobre o grau de h, que 

Se o grau de h(X) ~ zero, a rela ção acima ~ ve r if icada. Mostra 

remos este fato fazendo induç ão sobre o grau de g(X). Para h(X)= 

= b e: B e g(X) =X a temos que: 

e ~(bX a) = ~ (Xba) + O(b)a = ~(X)ba + O(b)a 

Portanto, para h(X) = b e: B e g(X) = Xa, a re laçã o se verifica . 

Assum amos que cp [bg(X)] = bcp[g(X)], Vg(X) E B[ X,D] tal que 

grg(X) ~ p e seja ago ra g(X) = xP+lap+l +f( X) , co m f(X) e: B[X ,D] 

e g r f (X) ~ p. 

Pela relação [3 .3], 

Por outro lado 

r: p+ l J 1 </>~X ap+l 

Logo, utiliz an do as relações ê cima e a hipõtese de indução te -
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mos que 

= b 4> ~ P + 
1 

a P + 1] + b q, [f ( x )] = b 4> [x P + 
1 

a P + 1 + f ( X )] = 

i Assumamos que para toda h{X) =X b, com i~ p , e para qua..:!_ 

quer g{X) e: B[X,D] , <t>[( xib)g(X)] = <r[Xib] <P[g (X )] . Então, 

rn De fato, pondo g(X) = X em+ .•. +co te mos q ue 

Por outro lado, utili zando-s e a hip& t ese de i nd uç ão, e a rela-

çao [3.3] vem que: 

$ITxP•1b)(g(xl)] = $EP(xb9(xl)] = $ ~Px [Jo ji/ (~ ) oi-j ( b)cJ] = 

= <P( X P)<IJ~ I ~ xj(i.)oi -j ( b)c ~ = <P (XP)q,(X) <Pjr 'I ~ xj( i. )oi -j(b)c~J = L i=O j=O J ~ j=O j : Q J ~ 
) 
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Logo, para todo i>, l e qualquer g(X) t: B[X,D] t e mos que 

Com isto fica completa a demonstração, uma vez q ue todo elemen 

to h( X) E B [X ,o] ê soma de termos do tipo X i a. e <P é lineat. [] 
1 

O Lema 3.1.2 e o Lema 3.1.3 estabele ce m algu mas re1a·-

-çoes importantes entre derivações de ordem supe r ior a um e os 

coef icie ntes . 

Lema 3.1.2 

Seja <t> :B [X,D] -+ B[X,D] o B-homomorfismo i nduzido por <P (X)= 

= 
n . 
r X

1
b . . Nes t as condições 

i =O 1 

[3. 4] 

'li h >, 1 

Demonstl~ação 

O Lema é verdadeiro para h= 1 . De fa to, 

n . . . -
o ( b i b ) = o ( b ; ) b + b ; o ( b ) = o ( b i ) b + . I . q ) o 3 -

1 [ o (b )_] b j = 
J = 1 

=D(b.)b+ I oj-i+ 1(b)b. 
1 j =.i J 

Por o ut ro lado, utili z ando a condição (i i) da Pr oposição 1 .2.5 

podemos escrever que: 



D(b.b) = o [I (~)Dj-i(b)bJ = 
1 . . 1 J 

J = 1 

= I (~)Dj-i+l (b)b . + I (~)Dj-i (b)D(b .) 
. . 1 J . . 1 J 
J =1 J=1 

Comparando as duas igu aldades temo s que 

n . . . 
O(b.)b = 

1 
I (~)DJ - 1 (b) D(b . ) 

. . 1 J 
J = 1 

n . . . 
Assumamos que Dm(b.)b = E (~)D J- 1 ( b)0 01 (b . ) \im , m~k . Então, 

1 . . 1 J 
J =1 

= 

Lema 3 .1. 3 
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o 

Sej a <f\ :B [ X ,D] • B ÍX ,õl o B-homomorf i smo induzido por cp (X)::: 
n . 

1 -
= _E

0
X b;. Se cp e um 8 -aut omorfismo e {c ; }O<í<m 

1 = 
1 m . 

elementos de B tal que <P - (X) = E X1 c., e ntão 
i=O 1 

ê a famÍlia de 



h 
D (b . )c.b = 

1 J 

Demonstração 
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[3. 5] 

Como <P -l é um B- homomorfismo, pelo Teorema 3 . 1.1, te -

mos qu e 

c . b = 
J 

m 
>: D (b)c 2 , 

2=0 
\ibcB 

\ib E B. \ij, j ~· 1 

Portanto, pa ra i ,j >-: 1 pelo Lem a anteriol~ , temos que 

h D (b. )c .b 
1 J 

Lema 3 . 1. 4 

( i ) I 

( i Í ) I 

o 
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Demonstração 

Para n = 1 e j > 1 temos que 

o ( X j ) = o G . X j - 1] = D ( X ) X j + X D ( X j - l ) ê:. B X B 

Assumamos que Dk(xj) t.: BxB, \ik < p, Vj > k. Seja j arbi-

trãrio ta l que j > p. Então, pela Proposição 1.2.2, 

Nesta soma, para i= O temos a parcela xDP(x j - 1 ) , que e um ele­

mento de BxB . 

Para \fi tal que 1 ~ i~ p, p-i ~ p-1 < j-1. Então, pela hj_ 

p Õ t e s e d e i n d u ç ã o , D i ( x ) D P - i ( x P - 1 ) e: B x B , \i i ~ l . L o g o , D P ( xj ) e: B x B , 

o que completa a demonstracão. D 
Seja No radical de Noether do anel B. Dizemos que a c~ 

racterística do a nel B e zero se nb = O implica b=O, para be:B 

e num inteiro não nulo. 

Com as notações acima, enunciamos o se guinte Lema: 

Lema 3.1 . 5 

,S e j a 8 u m a n e 1 de c a r a c t e r 1 s t i c a z e r o e O u ma de r i v a -

çao em B. Se xe:N, então O(x) e um elemento nilpotente de B. 

Demonstração 

Observemo s , primeiramente, que pela Propos iç ão 1 .2.2, 



'íl a e: B , Vb e B , 'd n e N , 

n . . 
Dn (ab) = I (~)D 1 (a)Dn- 1 {b) . o 1 

1 = 

. -1 
Pondo a = x e b = xJ , com j > 1 temos que 

Dn(x j ) = 
n . . 
L ( ~ )D 1 (x)Dn-1(xj-l) 

. o 1 1 = 
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'íl n r:: N 

Como x r:: N, existe um ideal bilateral nilpotente J tal que x E J. 

Co nseq ll enteme nte, pelo Lema anterior, para j > n, Dn(xj) r::BxB <=J . 

Por indução mostraremos que Dn(xn) = n: D(x)n + C4n' com 

C4 n e: J . 

Para n = 2 a igualdade se ve rifíca, pois 

o2
(x 2 ) = o [ o(x . x }j = 20(x)

2 
+ o2

(x)x + xD 2(x) = 2~ D(x) 2 + C4 z 

onde C4z = 0 2 (x)x + x0 2 (x) E J. 

Assumamos que on-l(xn-l) = (n - 1) ~ [0(x)]n -l + a n-l com 

a 1 e: J. Então, n-

on(xn) o [o n - 1 ( x n ) J = O [ n I 1 ( n : 1 ) O i ( x ) O n - l - i ( x n - 1 )] = 
i-=0 1 

' n-l 1 · 1 l · 1 n-l l · · 1 
= I (n: )01+ (x)Dn - -1(xn- ) + L (n~ )D,(x)Dn-1(xn- ) = 

. o 1 . o 1 1 = 1 ;:;: 

= D(x)On - 1(xn-1 ) + (nÍ1)0 (x) Dn-l(xn-l ) +a 
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com a uma soma de termos que cont~m pot~ncias de x ou expres-

sões do tipo ok ( xj) com j>k. Conseqt.lentemente, asJ . 

Usando a hip6tese de indução temos que 

= D ( x ) Q n - 1 ) : O ( x ) n- 1 + a n _ 1 + n ( n - 1 ) : O ( x ) n - 1 + b n _ 1] + a , 

com a , a 1 ,b 1 e:J. n- n-

Pondo a n = a+ O{x)an-l + D(x}b
11

_ 1 e: J, vem que 

Portanto, esco lhend o n e: N tal que xn =O , obtemos que 

Logo, n!O(x) 11 = - a e: N, e, conseqllentemente , exis te u s N tal que 
n 

0=(-an)u =(n ! )uO(x)nu . Como a característi ca de B e zero, te-

mos, então, que D(x)nu =0, o que mostra qu e D(x) 

te . O 
-e nilpoten-

Voltemos a considerar o sistema S ={d .. e: B i l~i~n, l ~j~m) 
l J 

do capitu l o O, onde cada d;j s S satisfaz a 1·e lação [0 .1], isto 

-e , 

d . . b e: Í Bd , 
lJ p ~ i pq 

\ibe:B 

q >.. j 

O b s e r vem o s q u e p a r a h f i x o , a e x p r e s s a o D . 5] g a r ante q u e p o n-
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do d .. = Dh(b
1
.)c . , o con juntoS= {d .. IO~ i ~ n,l ~j.< rn} satisfaz are 

1 J J 1 J 

l a ç ã o [9 . l] . 

Lema 3 .1 .6 

Seja B um anel de car~cterfstica zero, O um a derivação 

em B e S = { d i j I 1 ~ i ~ n , 1 ~ j ~ m} um c o n j u n to q u e s a t i s f a z [9 . 1] . Se 

d e um e l emento nilpotente, para todo pa r de inteiros (p,q) pq 

ta l que p + q ~ k, então D(dpq) s N. 

Demonstração 

P e 1 a r e 1 a ç ã o [O . 1] O ( d p q ) b p o de s e r e x p r e s s o p o r : 

O(d )b = pq 

= 0 L brsdrs 
r ~p 

s ~q 

onde brs e crs sao el ementos de B. Portanto, 

I ~ (brs) - crs] drs + L br s D(d rs ) 
r ~p r >. p 
s~q s >q 

onde a primeira parcel a e um elemento de Bk 
,. 

Bd = I, 

p+q>.k pq 

gunda pertence a I BD(dr
5

). Logo, 
s+r~p+q 

D(d )b c Bk + I BD(drs) ·- J pq 
r+s~p+q 

e a se -
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Observemos que J ~ um ideal bilateral, um a vez que, da 

exptessão de D(dpq)b a c ima, pod e- se concluir que \:Jr, 'ús tal que 

r+s~p+q e 'úbc:B, D(drs)bc:J . 

Vam os mostrar q ue J é um ideal bilateral ni lpote nte, o 

que comp let arã a demonst r ação . 

Como, por hipõtese, dpq é nilpotente, pe lo Le ma 0.2 . 1 

temos q ue dpq c: N. Aplicando, en tão , o Lema 3.1.5 segue que D{dpq) 

e nilpotente para todo par de inte iros (p,q) tal que p+q ~k . 

Al~m disso, afirmar que O(dpq)b c: Bk + I BD(d rs) i_!!! 
r+s ~p+q 

pli ca qu e no espaço quoci e nte Blsk' D(dpq)b s L BD(dt~s) . Po.!:_ 
r+s~p+q 

- ·---
tanto, J = L BD(drs) ~um id eal bilateral nilpotente. 

r+s >p+q 

Seja n c: N tal q ue Jn = (Õ). Então, Jn c 

nilpot e nte (pelo Lema 0.2 . 1) J ~ nilpotente. 

Corolãrio 3 .1. 7 

-B k e , c orno B k e 

1-l 

Sej a B um anel de caracterrstica zero e {b i } l ~ i 'n uma 

famrlia de elementos de B que satisfaz 

b.b = 
1 

n . . . 
I (~}oJ- 1 (b)b . 

. . 1 J J = 1 
'ú i ' 

'úbsB 

i >,. l ' 'ú b c: B 

Suponhamos que cad a bi e nilpot ente ,'úi ta l que i ~2 . Então ca ­

da forma diferencial Dj(b.) estã em N, se j ~ O e i ~2 . 
1 
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Demonstraç ã o 

n j j-i 
Como b ;b = E (.)O (b)b., . o 1 J 

temosqueb; be: E Bb .. Pon-
j >,i J J= 

do b; = d; 
1
, \;fi 2 ~i~ n e observando bi == d; 

1 
é ni l potente segue 

(pelo Lema 0 .2.1) que b; r: N 'u'i ~2. 

Assumamos que Oj(b;} E N 'tJi~2 e j = h-1. Como Dh(bi) = 

= o [oh -l(b;)], pelo Lema anterior temos que Dh(b;) e:N . D 

Lema 3 .1 .8 

que s a ti s faz em [3 . 5] . Se b;cj é nilpotente para i +j ~h. i >--1, 

j >,. 1 , então cada e l ementa 
j l jk -

da fol~ma D (b; ) ... O (b; )c , esta em N, para 
l k À 

k>l, it >,- 0, t=l,2, ... ,k e mãx{i 1 ,; 2 , ... ,i k} + <>,~ h, ~ > e 

mã x { i 1 , .. . , i k} >, 1 . 

Demonstração 

Primeiramente mos tre mos que Dj(b
1

)c!LsN, üj, 'úi, \;f 9. , 

desde que i+~ >,h . 

Par a j = O a a f i rm ação é vã 1 i da , um a vez que b i c !L é n i 1 

potente e pela 

1 i zando o Lema 

r e 1 ação [3 . 6] b. c n b s 1 B b c . Portanto, 
l N • U V U+V>,.l+!L 

0.2.1 temos que b. C
0

e:N , desde qu e í+ !L ~h. 
1 ·"' 

u ti 

Assumamos que Dj(b;)c!L s N, 'u'j, j ~ p e i+~ >,.h . Então, 
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Como' pela h i pó tese de indução, oP(b. )c E N e b. c n b E: L Bb c 
1 2 1 )\, u+ v>i+.t u v 

te mo s q u e D [o P ( b i ) c ~] f N . 

p p+l 
R e s t a mo s t r a r q u e O ( b i ) O ( c .~~, ) O ( b i ) c 9, e: N • 

Utili za ndo a exp ressão obtida no Lema 0.2 . 1 temos que 

Por t anto, 

E, por co nse guinte, Dp+l ( bi)c .~~, e um elemento ni lpo tente, desde 

que i+ 2 >,h. Com o e l e verifica a r e lação [ 3.5], estã em N. Lo­

go, fica mostrado que Dj(b;)c.~~,e:N 'ltj, Vi, '112, i +2::-~h. 

Para comp l etar a prova ê suficiente obse rvar que, 

'ddsB, D 

O Corolãrio 3.1. 7 e o Lema 3.1.8 sao vã l i dos no caso 

de B ser um anel de caracteris ti ca p f. O, desde q ue a deri vaç ã o 

D verifique a co ndi ção "s e x e: N então D(x) é nilpo tent e ", uma 
, 

vez que a hipótese d a caracterí stica de B ser zero foi ut ili za 

da somente no Lema 3.1.5. 

Um exe mplo da situação ac i ma e ob tido qua ndo O é uma d~ 

ri vaç ão interna, is to é , qua ndo existe b e: B tal que D=Ib, on-
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de , r.tx e: B, Ib(x) = bx- xb . De fato, se x E: N então exi s te umideal 

bi 1 ateral ni 1 potente J <::= B tal q ue x e: J. Então xb e bx pe rten-

cem a J e, conseqtJ enteme nte, Ib(x) = bx -- xb t:: J . Lo go , Ib(x) e 

nilpotente. 

Observemos , também, que o Corolãrio 3.1.7 é t rivialme~ 

te verdadeiro quando B é um an·el arbitrãrio, desde que D(b;) =O 

par a i = 2, 3, ... , n. 

§ 2 A U T O MO R F I S MOS D E B [ X , D] 

O Lema 3.2.1 exam ina uma situação parti c ular de um dos 

Teoremas centra is deste Capftulo, onde a famflia {b · } e 1 O~i~n 

{b 0 , b
1
,o, ... ,O } . Observemos que neste caso a r elação [ 3 . lj( ii) 

equivale a b1 e: Z(B) . 

Lema 3.2 . 1 

Sej a <1> : 8 [X ,0] -~ 8 [ X , DJ o B-h omomo rfi s mo in du zi do po r 

<t> (X) = b0 + Xb 1 . Então <1> é um B-automorfismo se e some nte se a fa 

mflia {b0 ,b 1 } de elementos de B satis fa z: 

1 . 
1 bob + D( b ) = E O (b)b. e b1 e: Z(B) 

i =0 1 
(a ) 

Demonstraç ã o 

Assum amos q ue <I> se ja um 8-automorfismo. Se j a {c;1 0 ~ -~ 
.._ 1, m 

-1 m i 
a família de e lementos de B tal que .p ( X) = r. X c . . Como , . o 1 1 :-:: 



84 

igua l ando os coeficientes de 19 grau na rela ção acima obtemos 

que c 1b 1 = 1. Alem disso, pelo Teorema 3.1 . 1, temos que 

.I 

= L {i)Di - l(b)b. = 
. 1 l 1 
1 = 

1 
I Di(b ) b . . o 1 

1 = 

Portanto, b1 e: Z(B) e conseql.lentemente, também b1 e: U(B) . Logo, 

as cond i ções (a) e (b) são verificadas. 

Reciprocamente, seja {b
0

,b
1

,o, .. . ,O} uma famíliadeele 

mentos de B que satis faz (a) e (b) . Definamos ct( X) = b
0 

+ Xb
1 

e 

- 1 - l 
<t> '(X) = -b0b 1 +Xb 1 . Pe lo Teo rema 3.1.1, <P e 1>' são B-homomor 

fism os , pai ~ a famllia {b
0

,b
1

,o, ... ,O} ve rificaacondição (a). 

Sendo, 

<Pcfl '(X) 

[ - _11 t em os q u 'e <P é u m B - a u t o mo r f i s rn o de B [X , O] . 

e 

= X , 

Assumamos a part ir de agora e por todo este parigrafo, 

que B seja um anel de ca racter1s tica zero . 

S e j a q> : B [X , D] -; B [X , O] o B - h o mo mo r f i s mo de f i n i d o p o r 
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n . 
<!> (X)= E X1 b. com n ~2 . Assu ma mos que cp seja um B-automorfismo . 

i =0 l 
m . -1 

Ne ste caso, ~ (X) = L: xJ c . e podemos sup or q ue m >, 2, 
j =0 J 

uma vez 

qu e n~2. De fato, s e m =l, 
- 1 . 

en tão<!> ( X)= c0 + x c 1 e, conforme 

mo s tramos no Lema anter ior, - - 1 cp (X) sera dada por -p(Xl = - c
0
c

1 

= bo + Xb
1

. Por tan to, n = 1, o q ue é uma contr adição . 

-1 
+ xc, = 

Com estas h i p5teses , e utilizando- se as no taç ões acima, 

provare mos o 

Lema 3 .2.2 

bicj é um e l eme nt o nil pote nte de 8, üi, 't/j,tal que l ~ i.~ n, 

~j~m e i+ j>,3 . 

Demonstração 

Consideremos a relação 

X = ct><t -
1 ( X) = 

j =0 

n . \ j 
I X 

1 
b . I c . por 

i =0 1 J J 
Se denotarmos os coefi c ientes do pol ínômio 

(di)o < · , temo s que d1 = 1 e todos os demais d. sao nulos. 
~ 1 ~nm 1 

· n h Observemos tambem que na expans ão de (b0 + Xb
1 

+ . .. +X bn) , 

o termo xi 1b. xi 2b . 
1 1 1 2 

i h 
X b; po de ser expres so como uma soma 

h 

;,+ ... ih 

? X k t k ' 
k = 1 1 

do tipo onde ! k é uma co mbin ação l inear de ele -
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[3 .6] 

Conseqtlentemente, dk também e uma combinação 1 i near de 

j,, . . . ,jh 
li h ( b i 

1 
, · . . , b i h ) c o m c o e f i c i e n te s i n t e i ,~ o s . A l é m d i s s o , 

m 
e imediato que dnm = bncm. 

O Lema e verdadeiro para i= n e j = m, uma vez que do f~ 

to de bn e em serem centrais (o que se obtem pelo Teorema 3.1.1) 

decorre que O = d = bmc . Logo, nm n m bmcm=(b )m O U n m nem = e, conseq en-

temente bncm ê ni1potente. 

Assumamos que bicj seja nilpotente, \ii~l, \ij~l tal que 

+j~k+l, com k ~ 3. 

Sejam p e q inteiros tais que p+q=k, p~l, q ~l 

n h Na expansão de (b 0 + Xb 1 + : . . +X bn) ch, para h= q te-

mos que o coeficiente de Xpq ê do tipo b~cq +a, onde a -e uma 

j,, ... ,j 
combi nação linear de pro duto s do tipo óq q(b; 1, ... ,b;q) cq 

com ít > p pa ra algum it . Pelo Lema 3.1 . 8, a é um elemento de N. 

Se h f. q o coeficiente de Xpq é uma co mbinação linear do 

j, ., . . . ,jh 
tipo /\ h (bi

1
, ... ,bih)ch. 

l l ;::: ':1 f' ... · '· : . ' ... 
,(. 

. ' . 
_: \.-1--· 
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Como dpq =O temos que 

= bqc + a + 8 
p q 

[3. 7] 

onde B ~ constituTdo de termos do tipo anterior. Então, pode -

mos escrever B como uma combinaç áo linear da forma : 

s = I 
h >q 

+ I 
h <q 

j, , . .. ,jh ~ ) í u . . 6h b. , . .. ,b. c,+ . . , , , .. . ,l h ,, , h n 
,, , ... , lh 

onde U· . , v. sao numeras in te·iros . ,,, .. . ,lh ,,, ... ,ih 

Multi plicando [3. 7] por b~cq ob t emos 

j, . . . ,jh( ' q 
l 

h>q 
I u. . 6h \ b. , . .. , b . ) chb c + 

. . ,,, ... ,lh \ 1 1 1h p q 
ll' ... 'lh 

o n de y = 'ab q c r N . 
p q 

Observemos que se h> q então h+ p -:;..k + 1 e, neste caso , 
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Por outl~o lado, se h < q , co mo ; 1 + ... + i h:::: pq, no t ermo corre s 

pondente existe t ta l que i .. > p. Então, 
l. 

uma ve z q ue i t + q ~ k + 1 . Po rta n-to , (b~ cq ) 2 
E N e co nseq ue nteme.!!_ 

te bqc é nilpoten t e . Alem dis so , temo s que 
p q 

m 
= b c + I ( ~) oh - q(b )c 

p q h =q + 1 p q 
= b c + IJ p q 

com IJ E N (po is IJ contém termo s com soma de í ndices ma i o r qu e 

p + q) . 

Con s ideremos o anel qu ocie nt e 8/N. Em B/N temos qu e 

cqbp = bpcq (pois JJ c N) e (bpcq) 5 = b~c~ 'ús ::::0 . 

Se (b~cq)t =0, então (b~cq )t =0 . Logo, ex iste r e: ~ tal 

que (b c )r = õ. Is to sig nifica que (b c )r s N, don de segue a p q p q 

nilpot ê nci a de bpcq . [] 

Lema 3.2 . 3 

b
1 

e c1 sao e lementos invers1ve i s de B. 

Demonstração 

Conside remos a relaç ão 

c. 
J 
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Examinando o coe fi c ie nte do termo de grau um , t e mos que ele e 

da fo r ma b1 c1 +a , com a urna combinação 1 i near de termo s do ti -

que it >...- 1. 

Pelo Lema 3 . 1. 8 , a e: N. Da relação a c i ma decorre que 

b 1 c1 + a= 1, isto é, b1c1 =( l-a). Como a e: N, entáo .:t é ni 1 potente . 

Con se qü e nt emente (1-a.) e invers1vel (se p ê o 1ndice de nilpotência de 

a , então (l - a) (l +a+a2 ·• ... +ap-l ) =1 e (1 +a+ ... +~-tp-l)( l -a)= 1). 

Port a nto, temos qu e 

- -o que mostra que b1 tem um inve rso a direita e c1 um invers o a 

esque rd a . 

Por um r aciocinio anãlogo para a rel ação 

X = ~-l~ (X) = ~- l f(X) = 
n r m . ')Í I I xJ c . b. 

i=O \j=O J 
1 

obt emos que c1 é inversive l ã direita e b1 

pleta a dem ons tração . O 
-a esquerda , o que com 

Corolãrio 3.2 . 4 

-bi e nilpotente IJi, 2~i ~ n 
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Demonstração 

P a r a i >,. 2 te mo s q u e b . c 
1 

ê n i 1 p o te n te , um a v e z que , se n 
1 -

do i + 1 >,.3, estamos nas condições do Lema 3.2.2. Mostremos prj_ 

meiramente que 'úrt. N, (b i cl)r = b~c~ +ar com ct r t: N. 

Como 

Para t = 2 a afirmação ê verdadeira, pois 

2 
[ m J b. k k -·1 

(bic 1 ) = Í ( 1 )D (b; )ck c 1 = 
1 _k=l -

2 2 m 
+ b . ~ k k-1 = b 1 c 1 k~2(l)D (b.i)ckcl 1 

2 2 com a 2 t. N = b i c 1 + ('1. 2 ' 

Assum amos que 'úp < t, 

+ a p 

= 

t t-1 t-1 t-1 
(bicl) = (bicl) (bicl) = b; cl bicl + (t-lbicl = 

com a t. N 
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pondo 

t t t se gue que (b;c 1 ) = bi cl + a t, com a t s N. 

Se j a o anel quoc iente B/N . Sejas e: N 
- s-s 

tal que bicl:::: O 

em B/N. Como c1 e in vers ível deve ocorrer necessariamente que 

s b ; s N, Vi >,.2 e i sso comp le ta a demonstração. o 
Estamos agora e m condições de de mo nstrar um dos resul­

t ados centra is deste cap ítulo. 

Teorema 3.2. 5 

n . 
Se a aplicação <f> :B[X , D] -+- B[X,D] induzida por <f>(X) = E X1 b . . o 1 

1 = 
e um B-au to morfismo de B[X ,D] então a fam íli a {b;}O .~ i . .,: n satis-

faz as seguintes condições : 

(a) b0 b + D(b) = 

b.b = 
1 

n . . . 
I (~) DJ - l (b)b . 

. . 1 J 
J = 1 

'ib c B 

(c) bi e nilpote nte, Vi 2 ~ i ~n 
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· Demonstração 

n . 
A s s u m a m o s q u e (tJ d e f i n i d a p o r <P ( X ) = r. X 1 b . é u m B - a u t o 

i :::0 

morf i smo de BD<,D] . 

Pelo Teorema 3 . l . l, a condição (a) se verifica. A i nver 

sibilidade de b
1 

é gar a ntida pe l o Lema 3.2.3 e a condição (c) 

é obt i da pelo Corolário 3.2.4. [] 

Seja {b;}0 . uma famflia de elementos de B que satis 
~ 1 ~ n 

faz as c o n di ç õ e s ( a ) e ( b ) do Te o rem a 3 . 2 . 5 . 

- 1 
Seja Y =(X- b0 )b

1 
E B[x ,D]. Para todo b E B pe l a condi 

çao (a)) , vale a relação: 

lx - b o_l_ b b ,-
1 + I o i ( b ) b . b -

1 
= L 11 i =l 1 1 

l n . 1 
= Yb 1bb-l + } D1 (b)b.b -

. L 1 1 l 
1 = 

Portanto, 

bY = Yp(b) + E(b) onde [3. 8] 

e E(b) e uma (p,l) derivação . 

·C o n s i d e r e mo s a f a m 11 i a { 1 , Y , Y 2 , . . . , Y n , . . . } e mo s t r e m o s 

n [- -l]i 
P o r t a n to , i ~ 

0 
_( X - b 0 ) b 1 _ c i :.: O . 

n i 
L: Y c ; = Ü. 

i =0 

-que ela e linearme nte independente s obre B. Seja 

O c o e f i c i e n t e de X n é dado p o r ( b -, 1 ) n c e t a 1 coe f i c i e n 
n 



t e e nulo . Por ta nto, c =O e a e xp res sa o ac im a re duz -se a n 

O coefi ci en te de Xn-l, que é nulo, - - 1 n-1 
e dado por (b-1 ) cn-l 

portanto, c 1 = 0. n-
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Repetindo o processo n-1 vezes obtemos que c. =0, 'tfi, O~i ~n . 
1 

{ 
h i I } - c J _, - l Portanto, i :o Y C; c ; r:: B e um s ubanel de B X,D . Como Y = Xb1 - b0b1 

segue que X " Yb 1 - b0 e, conseqaen temen te C ~O Y i c; I c; < B} re pr."_ 

d u z todo o a n e l B [X , DJ , um a vez que qual que r e 1 em e n to de B [X , DJ 

sendo combinaç ão linea r de po tências de X, se r ã combi na ção li­

near (ã d i reita) de potênci as de Y, co nforme most ra a r e laç ã o 

[3 . 8] . 

Com as not aç5es acima, es tamos em condições de pro var 

o seguinte resultad o : 

Seja {b;}O ~ i~n uma f amf1i a de elementos de B que sati! 

faz as co ndi ções ( a ), (b ) e (c) do Teo rema 3 .2 . 5. En tão , a aplj_ 

n . 
cação <p :B [ X, D] ·+- B[_x , o] induzid a po r <t>(X) = E X1 b. é um 8-mono-. o 1 

1 = 
morfismo. 

Demons tr aç ão 

Pelo Teorema 3. 1. 1, cp e um B- homomorfismo. Para mos t rar 
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(
• m . J 

a injeti vid ade de <f> ba s ta pro var que se <P . L: Y
1

c ; =0, en tão, 

c. = O , 'ri i tal que O ~ i ~ m. C orno , 
1 

<H v) 

então, 

Se ja 

m . 
O = )' <t> ( Y) 1 c. = . ·a , 

1 = 

1 =0 

com 

Obs e rv emos que exp li citando a r elação ac ima vem que 

2 n 2 2 n m + (X + X d 2 + ... + X d n ) c 2 + ... + (X + X d 2 + . . . + X d n) em 

e, e ntão, é i med ia to que c0 = c 1 =O . 

Bast a, portanto, r es olver o s i ste ma da do por 
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-1 
Como b; E N, temos que di= b ibl r. N. Além disso, sendo 

pe lo Corolãrio 3 . 1.7, segue-se que Dj(d;)EN, 'ifj~O. Port anto , 

é fã c i 1 v e r que c0 = O , c 
1 

= O e 

Vi tal que 2 ~ i~m, 

onde ai j E N. 

O Lema que se s e gue mostrará que o sistema ac ima admi -

te s omente a solução trivial . de onde de c orrerã a injetividade 

de <jl . 

Lema 3.2 . 7 

O sistema linear 

m 
l. a . . x. =O 

.. 1 , J J 
J= 

[3 . 9] 

onde a .. E N para i /j e a . . -lsN para i = l, .. . ,n, admite so-
, J 1 1 

mente a solu ção trivial em B. 

Demonstraçâo 

Como amm = 1 + (amm- 1 ) e am
01

- 1 E N terno s que amm e in­

ve r s1 ve1. Portanto , na eq uação obti da de [3 .9] para j = m temos 

que 



m-1 
I 

j = 1 
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Substituindo a expre ssao de Xm em cada uma das equaçoes de [3.9J 

obtemo s um sistema s imi lar ao [3.9] com (m- '1) equ ações e (m -1 ) 

incógnitas. 

Pro ce dendo indutivamen te, obtemos, fin almente, uma equ2_ 

çao do tipo cx 1 = 0 , onde c-l e:N . Como c=l +(c -1) e (c- l)e:N, 

temo s que c é i nvers 1ve l. Port anto , x1 =O . 

Subs tit uind o x1 na equação anterior, obtemos x2 =O e 

assim sucessivamente. Des te modo, podemos conc luir que o siste 

ma [3 .9] admit e somen te a soiução trivia1 . [J 

Para demo nstrar a recfproca do Teorema 3 . 2.5 , seri ne-

cessãrio um a co ndi ção mais fo rte que a con di ção (c). As s um am os, 

pois, que {b;}O$ i ~n sat isfa ça as condiçõe s (a), (b) e (c) do 

Teorema 3 . 2.5 e seja Nk o ideal gerado por {DJ(b;) j2 ,~i$n e j~k} . 

r imediato que Nk é um nilideal ma s , em pri ncTpio , não podemos 

garantir que Nk se ja um ide al nilpotente. Uma vez que N0 pode 

ser expresso co mo soma de Nk ' para algum k, com um ideal gera­

do por uma família finit a de ideais do tipo BD(bi) com 2$ i ~ n 

tem os qu e N0 é um ideal nilpo tente se e somente se Nk é ni lpo ­

tent e, pa ra algum k. 

Seja , poi s , (c) ' a condição: 

(c)' N0 é um i deal nil poten te 

Estamos, en tão, em condições de prova r o segui nte Teorema: 
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Teorema 3 . 2 . 8 

Seja { b; } O $ i~n uma f am1lia de elemento s de B que satis 

faz as condições (a) e (b) do Teorema 3 . 2 . 5 e a condição (c) 1
• 

n . 
En t ão , a a p 1 i cação <P : 8 [X , ôJ ->- B [X , !f] i n d u z i da por <P ( X ) = í: X 1 b . . o 1 

1 = 
e um B- au to morfi s mo. 

Dem onst r ação 

Como a con dição (c) 1 t r iv i almen t e imp l i c a a co ndição 

(c) do Teorema 3.2.5, pela Propos i ção 3.2 .6 temos qu e <P e um 

B- monomorf i smo . Re s ta , pois, provar a s ob rejet iv idade de <j) . 

Se j a, 

e 
n . 

= g( Y) - I P( Y)Jd. 
j=2 J 

com 

U' i , ~· 2 

Explic i tando g1 (X) t emos que 

2 n 2 2 n n - ( X + X d 2 + . . . + X d n) d 2 - . . . - (X + X d2 + .. . + X dn ) dn 
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( 

n . \ h 
. O coefic ie nte de Xs em ~ X1 d. J dh ~um a soma de for-

i = 1 1 I 

mas diferenciais de d
1

, d 2 , ... , dn . Anotemos tal soma por i\~s) . 

Em particular i\~h) ~ soma de dh e das demais. Anotemos A~h)- dh 

(h) -
por rh . Entao, 

g 1 ( X) = x + x2 [ r ( 2) d 
2 2 

A( 2 )d 
3 3 i\ ( 2 )d] + 

n n 

+ x3 c (\(3)d ·· r( 2 ) d - - A( 3 )dJ + ... + . 2 2 3 3 n n_ 

x" I i\ (n)d A ~n)d3 r(n)d l + L- - - - + ... + 
2 2 ,) n n 

+ xt t ( t) A(t)d J\(t)dl /\2 d 2 - - . . . -
3 3 n ~~ 

par a algum t ~ n. 

Seja s k 'l o coeficiente de xk em g 1 (X), isto e ' 

se 2 -~k~ n 

se k > n . 

~ 

Seja, 

t 
- g1( X) - ~ ~ (Y)js J. l 

j =2 ' 
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Fazendo con siderações anã lo gas obtemos que 

2 3 
= X + X s 2 '2 + X s 3 '2 + ... + X ns n '2 

Definamos, então, por ind ução 

u . 

gm(X) = 9m - l (X ) - j~2 <P (Y)Jsj,m-l 

Corno N0 é nilpotente, existe um r e: N tal que gr( X) =X. Como 

gj(X) t: lm<P para todo j, temos que X Elm<j> , o que compl et a a de -

monstração. [] 

O corol ári o que se segue examina situa ções particula­

res nas quai s a re cfp roc a do Teo rema 3.2 .5 se verifica . 

Corol ár io 3 .2. 9 

Sej a B um anel de caracterTsti ca ze r o e O uma deriva -

çao em B. Se B ou O s atisfizerem uma das condições s eg uin tes : 

(1) B e noeth er i ano 
( 2) om = O par a a 1 gum me: ~ 

( 3) Todo elemento nil poten te de B é cent ral (por exemplo, 8 comutativo) . 

e ntão a a p l i ca ção <P : B LX , DJ -+ B [X , Dj i n d u z i da po r !)! (X) = b0 + 

+ Xb 1 + . .. + Xnb é um 8 - au tomorfismo se e so men te se a fa mília 
n 

{b;}O ~ i ~ n satisfaz as condições (a ), (b) e ( c ) do Teorema 3.2.5. 
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Assumamos que todo elemento ni 1 potente de 8 seja cen-

tral. Se a fam"ilia {b;} 0 <.< de elementos de B satisfa z (a), (b) 
.... 1 , n 

e (c) do Teorema 3.2.5 e todo elemento r.ilpoten te de B e cen-

tral, então a condição (c ') do Teorema 3.2.8 é verificada. De 

fato, neste caso, b; s Z(B), \ti t al que 2 ,< i ~ n. Como, o (z(B))c:Z(B), 

temos , pela condição (a), que 

Então , Dr(b)Ds( b) =0, \ib s B, \ir?- 1, \is ~0 . Em part i culat, 
n 

Or(b. )Ds(b ) =O , \ij tal que 2 -~ j ~ n. 
J n 

Assumamos que Dr(bj )Ds(bk) =O, \ij tal que 2 -~ j ~ n, \ir~ 1, 

\is ~O em .... < k ~ n, m > 2. Então, 

+ 
n 
\ ( k )Dr+k+2-m,b . )Os (b ) 
L m-2 ~ J k ' k=m 

\ij t al que 2 ,~ j ~ n. \ir~O . \:ls ?- 0. Po rtanto, Dr( b.)Ds(b 1 ) =0, 
J m-

\ij tal que 2~ j ,< n, \ir ~- 1, 'rJs ;;. 0. Conseqüentemente Dr(b . )D5 (b 1) =0 
J rn-

\ii,j tal que 2~i,j~n, \ir ~.l, \is~O. 

Então, como N6 é gerado por todos 

com 2 ~ i,j ~ n, h~O, k~O, t emos que 

os produtos Dh( bj}Dk(b;) 

? -
Nõ e gerado por 

{ bjb;l2 ~i ,j .~n e j~i}. Conseq~enternente, N0 é ní1potente. Por­

tanto, pelo Teorem a 3.2.8 temos que a aplicação lp :B[X~D] -+ B[X,D] 

induz i da por ~(X) 
n . 

1 -E X b. e um a-automorfismo, o que comple ta 
i =0 l 

a prova . o 
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Demonstração 

se a a p 1 i cação ct> : B [X , o] -+ B [X, o] i n d u z i da por ct> (X) = 
n . 

1 - . -= r X b. e um B-automorf1smo, entao, pelo Teorema 3 . 2.5 a fa -. o 1 1 = 

mília {bi}o~·< de elemen tos de B satisfaz as co ndiç ões(a), (b) ,1, n 

e (c) deste Teorema. 

As su mamos que B seja noetheriano . Se a famllia { b; }O~i~n 

satisfaz as condições (a), (b) e (c) do Te orema 3.2.5 e B i um 

anel noetheriano, então a condição (c)' do Teorema 3.2 . 8 i ve-

ri f i cada. De fat o , seBe noetheriano, pelo Teorema 0. 1. 9, t o­

do nil i dea1 bilateral de B i nilp6te nte . Em parti.cular , o ni1! 

dea l N0 , gerado por {Dj(b;)l2<i~n e j~O} i ni1pote nte. Po!. 

t anto, aplicando o Teorema 3 .2 . 8, obtemos que a ap li cação 
n i 

ct> : B[X,D] -+B[X,D] induzida por ct>(X) = E X b. e um B-automorfis . o 1 
1 = 

mo. 

Assumamos que 0
111 =O para algum me: N. Se a família {b;}O~ i ~ n 

s a tisfaz (a), (b) e (c) do Teore ma 3.2.5 e Dm =O para algum msN, 

então a condição (c)' do Teorema 3.2.8 e verificada. De fato, 
rn-1 

sob estas condições No = EM., onde Vj tal que 0.$- j .$- m-1, Mj = 
j=O J 

= Dj ( b 2 ) B + . . . + D j ( b n ) B e n i 1 p o t e n t e ( c o n f o r rn e v i m o s n o § 1 ) . 

Pontanto, N0 , que i uma soma finita de ideais ni1potentes, e 

nilpoten te . 

lo r tanto , p e 1 o Te o rem a 3 . 2 . 8 , tem os que a a p 1 i cação 
n . 

ct> : B [x , D] -+ B [X , D] i n d u z i da por ct> (X ) = E X 1 b . e u rn B- auto mo r f i s . o 1 1 :: 

mo . 
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§ 3 ALGUNS RESULTADOS ADICIONAIS 

Neste parãgrafo assumamos que 8 é um anel arbitrãrio . O 

Teorema a segui r caracteriza os B-automol"fi smo s de B [ X ,0], de~ 

de que se faça algumas restrições sobre a estrutura do anel. 

Teore ma 3.3.1 

Seja B um anel tal que N = (O). Então a ap1 i cação 

n . 
<P : B [X , D J -+ B [X , o] i n d u z i d a p o r <P ( X ) = E X 

1 
b . e u m B - a u t o m o r f i s . o 1 1 = 

mo se e somente se a famflia {b ;} 0 ,i n de el emen tos de B sati~ 
~ · ~ 

faz as condições (a) e (b) do Teorema 3.2.5 e (c) " b; =0, \ti 

tal que i ~2. 

Demonstração 

Assumamos que (a), (b) e (c) 11 se verifiquem . Então, p~ 

lo Lema 3.2 .1, <P e um B-au tomorfismo. 

Reciprocamente, seja ~ um 8-automorfismo . Seja, 

Uti liz ando o mesmo raciocfnio do Lema 3 . 2.2, te mos que bncm 

nilpoterrt e . Alem disso , como 

\i b E B 

-e 

s e g u e - s e q u e b c s a t i s f a z a c o n d i ç ã o [o . 1] . L o g o , p e 1 o L e ma n m 
0.2.1, bncm c N=(O). Portanto, bncm=O. 
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Se assumirmos que b . c. -=0 para i+ j ~h, refazendo a de 
1 J -

jl jk 
monstração do Lema 3.1.8 obtemos que O (bi

1
) ... O (bik)ct =0 

fato, podemos mostrar que bicj = O, \ti,O ~ i ~ n e \fj ,O~ j ~m tal que 

i+ j ~ 3, bas tan do, para tal, reproduzi r o racio c ínio feito na 

demonstração do Lema 3.2.2. 

Da relação 

m 
I 

j =0 ( 

n . )j 
L X1

b . c. 
i =0 , J 

obtemos q ue b 1c1 +a.=l, 

Djl (bi ) 

onde a é uma combina ç ão linear de ter­

jh 
mos do tipo 

1 
O (b;h)ch com h >, 2 . Utilizando o mes -

mo processo aplicado no Lema 3.1.8 concluímos que a. =O e, por­

ta nto , bl e invers1vel ã direita e c, ã esquerda . 

Analogamente obtemos que b
1 

admite inverso ã esq uerda 

e c1 ã direita. Logo, b 1 e c1 sao inversíveis e, em conseqtlên ­

c ia, bi =O, \fi, i ~2. 

A derivação O de B pode ser estendida a um a deri vação O 

de 8 [x ,o] tal que Õ(b) = D(b) \fb e: B e O( X)= O. Para ta l, basta 

( 
m . ) m . - - 1 1 de f i n i r O : 8 [X , DJ + B [X , DJ p o r O L X a . = E X O ( a . ) , . o 1 . o , 

1 = 1 = m . 
l: X1 a. e um elemento arbit rã rio de B[X,OJ . Pod e - se mostrar fa . o 1 

1 = 

ond e 

• 
cilmente que a aplicação O assim definida e uma de r ivação em 

B [X, O] . 

Com as notações acima, most rem os o seguinte resultado : 
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Teorema 3 . 3 . 2 

A a p 1 i c a ç ã o rp : B [X , DJ + B LX , D] 
n . 

induzida por ~{X) = E X
1

b i 
i =0 

e um B- automo r fismo tal que <pD = Dql se e somente se a fam1lia 

{b ; } 0 < .< de elementos de B sat isfaz as condicões (a) , (b) e (c) 
.... 1, n 

do Teorema 3 . 2.5 e 

(d) O(bi) = O lfi ta l que O < i~ n 

Demonstra ção 

Observemos p rime i ra mente qu e a condi ção (d) é equ i va­

l ente a condição cpD = Dcp . De fato, se D(b;) =O , então 

n . -
D<P( X) I n . l 

= õ I X, b ·J -· 
i =0 1 

I X1 D(b .) :; o . o , 
L 

, = 

-
Por outro lado , trivialmente <PD( X) =0. Port ant o, <P Õ(X) = Õcp(X) . 

- -
Al êm dis so , <t>D(b) = <j> O(b) = D(b) = O( ti~( b)} = D<!>(b) \fb c B . 

m . 
S e j a f = f. X 

1 
a . um e 1 e me n to a r b i t rã t i o de B rx , O J . . o l , = 

D<P ( f ) 

Por outro lado 

<P D(f ) = <P Õ ( I X i a ·) = . o 1 , = 

- -
Po rtanto, se D(b;) =O, então <j> O = O<j> . 

m . 
I •1' ( X ) 

1 
O ( a . ) . o , , ::: 

111 • 

I $ {X)
1

D(a i) 
i =0 
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n . 
Rec ip ro camen te, se tP D(X) = D<!> (X ), então l: X1 D(b;) = 0 . 

i :::0 

Igu a l a ndo os co efi cientes da relação acima obtemos que D(b;) =O 

\fi ta l que o ~ i~ n. 

Assumamos que as cond ições (a) , (b) , (c) e (d) se veri 

fiquem. Se ndo D(b;) ==O \fi tal .que O ~ i ~ n, temos que o ideal 

N0 , ger ado po r {Dj{b;) 1 2 ~ i ~ n e j ~O} reduz-se ao ideal gera­

do pela familia {bi} 2< . < . Logo, N0 e um ide a l nilpot en te e a 
, 1 , n 

condição (c) I do Teore ma 3. 2 . 8 e verificada. Al é m diss o, con-

forme observamos no § 1, se a condição (d ) é s at isfeita, e ntão 

a der i v açã o O ve ri fica a pr opriedade: 11 Se x E: N e ntão O( x) ê um 

elemen to ni lpote nte de 8 11
• 

Porta nto, os res ulta dos obtido s no§ 2 pode m ser apli-

cados aqu i e, de s t a for ma , pode - se facilmente demonstrar o Teo 

rema. o 



CAP!TULO IV 

ISOMORFISMO$· DE A[X , aJ EM B[ X,D] 

Sejam A e B anéis, ~J : A-+-B um isomorfismo de anéis, a e 

D derivações de A e B, respectivamente . Neste capftulo aprese~ 

tamos alguns resultados sobre a determinação do s isomorfismos 

<P de A[X,a] em B[X,DJ que estendem l}J, obtido s pel a autora com 

a colaboração de M.Ferrero. 

Ao longo des te capitulo, util iza remo s a not ação Ia pa­

ra indicar a der iv ação interna de A definida po r Ia(x) = ax - xa, 

'úx e:A . 

Proposição 4 . 1 .1 

Sejam A e 8 anéis, w:A -+ B isomorfismos de anéis, a e O 

derivações de A e B, respectivamente. Então, exi ste um homomo-

fismo de anéis <jl:A[x,a] -+B[X,D] que estende w se e somente se 

existe uma família {b i } o~i~n de elementos de B t al que 

[~ .1] 

lbh(b) = ~ (i )Di-h(b)b. , Vb c B, \ih t al que 1 .-;. h ~ n-1 
. h l h 1 1 = + 

n . 
Neste caso , <J! :A [x , a J ~ B· [x , o] e dada po r <P ( X ) = 1 E X b .. 

i =0 
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Demonst ração 

Suponhamo s que e xis ta cp :Arx, al-+ BjX , Dl homomorf ismo 

n . 
ta l qu e <P(X) = E X1

b . e <PIA= ljJ . Então, se a e: A, . o 1 
1 = 

<P (aX) =~(a) [I Xib . . o 1 
1= -

n . 
= I 1/J ( a ) X

1
b; 

i =0 

Reordenando esta ultima expressao obtemos q ue 

<P(aX) = 
n. [ n .. 1 •

1 
). D

1
1jJ (a)b . +X L (1

1
)0 1

- tiJ (a)b . . o 1 . l 1 1 ::: 1 ::: -) 

+ xh I (;)Di-htJ:(a)b· + 
. h h 1 
1 = 

. .. + 

Por outro l ad o, 

<j> (aX) cp (X) ljJ (a) + ~a(a ) = 

+ . .. + 

Igualando os coeficientes das relações a c ima ob temos que 

( b0 t~~(a ) n 
+ t/Jo (a) ::: I Di !J.I{ a)b. . o 1 1::: 

I b1t/J(a ) ::: t/J (a)b 1 + I (i)oi -l ljJ( a)b. 
. 2 1 1 
1 = 

1 n . . h 
bhtJ1(a) ljJ (a)bh ~ 1 1 -í ::: + ( h) D t/J(a)b . 

I 
; = + 1 1 

L bn .p (a) = tjJ ( a) bn 
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Então, pondo b = t/J( a ), temos qu e 

'úb e: B, 'úh t al qu e í~h ~ n-1 

Reei procamente , suponhamos que as re1 ações [4 .1] sao ve 

r i f i cada s . Seja <P :A [X , a] -* B [X , D] a a p 1 i ca ç ão de f i n i da por 

n . 
<P(X) = r X1 b .. Então, . o 1 

1 = 

<P(aX) = <t>( Xa + a(a)) = <J> {X)tJI(a) + wa( a ) = 

n . 
I X

1
b .tJI (a) + tJI<l(a) . 

. 0 I 1 = 

Por out ro lado, conforme acima mostramos 

<P (a) <P (X) = I)J (a) 

Portanto, utilizando [4 .1 ] obtemos que <P(a X) = tj {a) <P(X ). 

A demonstração de que <P (fg) = <jJ (f) <P (g), para quaisquer 

elementos arbitrários f e g de A[X, a], pode ser feita por ind~ 

çao sobre o grau de f, conside rando-se a relação acima mostra­

da, de modo anã1ogo ao feito no Capitulo II. O 
Observemo s que as re laç ões L4 .1] podem s er expressas do 

s e guinte mod o : 
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l, D1 (b )bi 

i =0 
\fb t: B 

\fbEB, \fh tal qu e l ~ h ~ n 
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[4 . 1] I 

e, portanto, as relações L4.1] sa o semelhantes (e generalizam) 

as relaç.ões [3.1] do cap ítul o anterior. 

Corolãrio 4.1.2 

Seja A um anel e a e O derivações de A. Então, exi ste 

um h o momo r f i s mo de a n e i s cp : A lX ' aJ -~ A [X ' O] t a 1 q u e cp I A = I d s e e 

som e nte s e ex iste uma f amília {a ; }O< i ~ n de elemen tos de A t a l 

que 

n . 
Ia (a) = - a( a) + í 01 (a) ai , 'tia E A 

o ; = 1 

n 
[4 . 2] 

I a (a) = L (~)O i -h (a) ai , 'ti a E A, 'ti h ta 1 que 1 ~ h ~ n-1 
h i =h+ 1 

an E Z( A) 

Neste c as o, cp : A [x, aj -)- A [x , o] é dada po r ct>(X) 
n 
~ X i = L 1 a .. . o 1 l = 

Demonstraç ão 

Para provar o co ro lãric, basta tomar, na Propo sição an 

te rior,A= Be tJJ=I d. O 
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L ema 4. 1 . 3 

Seja m A e 8 anéis, tj;:A-+8 um isomot·fismo, a e D der i v a 

ç oes de A e 8 , respe ctiva me nte . Então , )J : A [X , a] -'" A [X, D] defini 

da por p(X) =X indu z um isomor f ismo que estende ljJ se e somente 

se 41él = OljJ . 

De mon s tração 

A s s um a mo s q u e JJ : A [X , a] -+ B jX , D] de f i n i da p o r !-1 ( X ) = X s e 

ja um i s omorfi s mo qu e estende l)i . Então , 

).l (aX) = l)i{ a)X = XljJ(a) + Ol)i (a) e 

!J(Xa + a( a)) = Xl)i( a ) + ljJ;)( a) 

Igualando os coefic i e ntes das relações acima vem que 

Ol)i( a) = l)iél(a) 'íf a E: A 

Portanto, DljJ = 1)!8. 

Reei proca mente sup onhamos que ljJCl = Dt~ e sej a 11 :A í X,a] -+8[X ,D] 

a aplicação definida por ).l(X) =X e q)(a ) = ~1(a), VaE:A. Então , 

11 ( a X ) = 11 (x a + a { a ) ) = p ( X a ) + 4) a ( a ) = X~~ ( a ) + ljJ a ( a ) 

Por out r.o l ado , como 1)!3 = Ol)i, temos que 

).l(a)p(X) = l)i(a)X = XljJ(a) + Ol)i{a) - Xtj;{a) + l)iél(a) . 

Portanto , JJ(aX) = JJ(a)JJ(X), 'í/a c A. 

Util iza ndo- s e a relaç ão acima, analogame nte ao feito an 



1 1 l 

teriormente, mostra-se (por i ndução so b re o grau de f ) que pa­

ra quaisquer dois elementos f e g de A[X, a] , 

!J (fg) = w(f)p(g ) 

Port a nto, \J ~ um homomo rfis mo . Vej am os q ue u ~ injetora. De fa 

m . m . 
to, se f = L: X1 c. E A[X,a] ê tal que p(f) = 0, então . o 1 -

1 E X I)J (c.) = O. . o 1 1 = 1 ;:: 

Igualando os coeficientes de s ta Gltima rela ç ã o obtemos 

que l/J(ci) = 0, i tal que 0 -~ i ~m . Como tp ê um isomorfismo, 

imedia to que c. = 0, i tal que o ~ i ~ m. 
1 

-e 

A sobrejetivi dade de p ~imediata , pois X s I mcp e, con-

seql.lentemente, todo elemento de B [ X, OJ esta na imagem de 1..1. Por 

tanto, \J e um isomorf is mo qu e este nd e ~- [] 

C o rol ã r i o 4 . 1 • 4 

S e j a m A e B a n ê í s , ljJ : A ·-r B um i s o mo r f i s mo , O u ma de r i v~ 

çao de B. Ent ã o , existe I)J :A [X ,I)J - ·1ow_j -+ B [ '< , D] is omorfismo de anéis 

tal que P(X) =X e JJ IA=ttJ. 

Demonstra ção 

E imedi a to que ·-1 - -d = 1/J 0 \jl e uma der i vaça o de A tal q ue 

ljJ d :: 01/J . Portanto, e suficiente ap li ca r o Lema a nter i or . D 

Proposição 4 .1.5 

Sejam A e B anéis, t)J :A -+B um i somo rfi s mo , a e O der·iva 

ç oes de A e B, res pec tivamente . Então , as se gui ntes condi ções 
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sao equivalentes : 

(a) Existe uma fam1lia {b ; }O< i ~ n de elementos de B tal 

que a aplicação 
n . 

( X)= E X1 b. e . o 1 1 = 

<1> : A [ X , a J + B [ X , D] induzida por 

um isomorfis mo que es tende ~ . 

(b) Existe uma fam1iia -{ ai }o ,. n de ele me n t os de A ta l 
~ ~ 

que a aplicação <f>
1 :A[X, a] + A[X.~-lDijJJ induzida por 

n . 
<jl 1 (X)= E X1 a. e um isomorfismo tal que <P 'j A = Id . . o 1 

1 = 

Ma i s ai nd a, a correspondência rp+·-+<P 1 dada pondo acima 

b; = 1/J( a;) , 'ifi é uma correspondência bi un1voca, e o seguinte di a 

grama é co mu tati vo (onde p( X) =X e lJ I A=~). 

Demon s traç ão 

Pe l o Co r olário anteri or , e xist e lJ: A[X,tJJ- 1Dw] )o- B[X,D] , 

isomorfismo de anéis, tal que IJ(X) =X e lJ jA = w. Assumamos que 

a c o n di ç ã o ( a ) se v e r i f i que e seja cp 1 
: A [X , a l ->- A [X . t!J - 1 O 1/J J de f i n i -

d I - 1 -a po r <f> =p <jl . Entao, 

<t> I (X) 

Anotando 1/J - l (bi) =ai e ut ili zando o fato de <D e lJ serem isomor 



1 1 3 

n . 
fismos, temos que !j> 1 ( X) = r. X1 a. e um isomorfismo de anéis. Alêm 

i =0 
disso, 

- l - 1 
= ~ ~ ( a) = ~ ~( a) = a , V a c A, 

isto ê , <P 
1 I A= I d . 

R e c i p r o c ame n t e , s e j a <P I : A I) , 3] + A [ X , tjJ -
1 

O 1/J] um i s o mo r -

n . 
fismo tal q ue <P ' (X)= r. X1 ai e </>

1 IA = I d e <;eja (t> :A [X , a] + B[X ,D] 
i =0 

defi nida por <P = P<P 1
• De modo anãlogo ã parte anter i or , pondo 

b; = ljJ (ai ) ' \fi ) demonstra - se que (a) e verif i cada . o 
A Proposição anter i or most ra que o problema de cara cte 

rizar o s isomorfismos cp de A[x , al em B[ X,Ql t a ·is que <P IA=ljJ pode 

ser reduzi do à ca r acteri zação dos iso mo r fismos de A[X,a] em 

A [ X , ~~ - 1 O ~~ que de i x a m f i x os os e 1 e me n tos de A . A segui r e s tu d ~ 
r e rn o s o s i s o mo r f i s mo s d e A Q< , a -J e m A I._ X , o.J q u e d e i x a m f i x o s o s 

eleme nto s de A, com ~ e O du as derivações di fer e nt es de A. 

Uti lizaremos o s í mbolo ar para indi ca r a apli cação de­

finida por ar(x ) = xa, 'rJx e: A, e I nt(A) para i ndi c ar o conjunto 

das deriva ç ões i ntern as do anel A. Se O ê uma de rivação de A e 

a c Z(A) , aro é a derivação de A definida por arD( x ) = O(x)a , 

v X E A. 

Seja ( * ) a segui n te condição : 

'Existe a 1 r u ( z( A) ) tal q ue a~D - a e: Int (A) ( *) 

O b s e r v e mo s q u e s e a c o n d i ç ã o ( * ) é v e r i f i c a d a , e n tão e x i s te urna 

fam1l i a {a0 ,a 1 J de el ementos de A tal que a
1

E:u(z(a)) e a~D - a =I 30 . 

A famlli a ( a0 ,a 1 } serã denominada uma so l uç ã o da equaç ão da c o!!_ 
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dição (*). 

Com as notações acima demonstraremos o segui nte Lema: 

Lema 4.1.6 

Seja A um anel, a e O de1~i va ções de A. Se a condição (*) 

e verificada então existe <fJ :A [~, a] ->- A[X,ÕJ i s omo rfis mo de anéis 

tal que <J>(X) = a 0 + xa 1 , <!>IA::: Id, onde {a 0 ,a 1J e uma s olução da 

equaçao da condição (* ) . 

Demonstraç ã o 

Como(*) se ve rifica, temos q ue ex iste urna família {a0 ,a1} 

de elementos de A tal que a0a- aa 0 ::: D(a)al- a ( a), \fa e: A. Por ­

tanto, a0a + a(a) = aa 0 + D(a)a 1 , com a 1 e: u (z(A)) . Logo, as rela­

ções [4 . 2] são verifi ca das e, conseqtlentemen te , pelo Corolãrio 

4 . 1 . 2 , a a p 1 i cação <P : A [ X , a] -+ A [X , õJ i n d u z i da por cp ( X) = a0 + X a 1 

é um homomorfismo. 

Para mostrar que <P é um i somo rfismo, consideremos a aplj_ 

caça o <1> I : A [X , õJ -+ A [X , ~J i n d u z i da por <1> ( X ) = - a 0 a~ 
1 + X a 11 . C o n s j_ 

de r a n do - s e q u e a 0 a - a a 0 = O ( a ) a 1 - a ( a ) , 'ti a e: A , e que a 1 e: U ( Z ( A ) ) , 

multiplicando-se a igualdade acima por al 1 s u(Z(A)) obtemos que 

\f a e: A 

Portanto, a famllia {-a0 a; 1 ,ai .1 } verif icada as re lações [4.2] 

e , c o n s e q tJ e n t em e n t e <1> I : A [ X , DJ _ .. A L X , a I é u m h o momo r f i s mo . 

Al em disso, 
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<P<P '(X) = [ -1 (jJ -a0a1 + -ll Xa · 
1 .J 

= 
- 1 

(ao 
- 1 

-ao a 1 + + xa1 )a 1 = 

- 1 -1 - 1 . 
X = -aOal + aOal + X a 1 a 1 = e 

<j>'<j>(X) = <P , ~o + Xa1] :: ao ' -a :.-1 - l X + + xa 1 ) a1 = \ o ~ 1 

P o r t a n to , <P : A [ X , a] -)o A f X , O J e um i s o mo r f i s ma de a n e i s t a 1 q u e 

<PIA= Id . [ ] 

Reciproc amente podemos provar o seguinte Lema: 

Lema 4.1.7 

Seja A um anel, a e D derivações de A. Se existe um iso 

morfismo <j> :A [ X,a] + A CX,q] tal que :P (X) = a0 + Xa 1 e <PI A= Id , en ­

tão a condição(*) é verif ic ada e {a0 ,a 1} é uma solução da equ~ 

çao da condiç ão (*). 

Demonstra ção 

Seja <P :A[.x,aj -+ A[x,o_] um 

e cpj A = Id. Então, pelas rela ções 

a 1 € Z(A) . 

i somorfi ~ mo ta l que p(X) = a0 + Xa1 

f 4.2 ] , ar
1
o- a- I a s Int{A) e - - o 

Seja cp- 1 ( X ) = c0 + X c 1 . Então , 

Igualando os coeficientes obtemos que a.1c1 = 1. Logo , a1e: u(z(A)) . f-] 
Seja A um anel arbitrário, a e O de ri vações de A e 

{a;}O <'!C uma famlli a de elementos de A. Consid e remos as segui~ , 1 -- n 
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tes condições : 

(A) {ai}O<i$n satisfaz o sistema 14 .2 1 

( B ) a l l " U ( A) 

(C) ai é nilpotente, Vi ta.l que 2...-i < n 

{C') O ideal N
0 

gerado por Dj{ai) , j c: N, > 2 e n i 1-

pote nte. 

Observemos que se a condiçao (*) e verificada e se a fa 

mília {ao,al} de e l ementos de A e Ulllêl soluçao da equação da con 

dição (*) , então { a0 ,a 1 } satisfaz (A), (B) e (C' l {n = 1 e a 1 =O , 

i > 2) . E interessante observar que as condiçoes (B ), {C) e (C ' ) 

coincidem com as condiçoes (b), (c) e (c') dos Teoremas 3 . 2 .5 e 

3 . 2 . 8 do capítulo anterior. 

Observaçao 4 .l . B 

Fixada uma de ri v ação ~l de A, o Teorema 3. 2 . 5 do capít~ 

lo ant e l~ior estabelece condiçóes necessárias para que Q> :A!X, aj-,.Al X, a_l 

s e j a u m i s o mo r f i s mo d e a n e ; s t a 1 q u e cjl I A = I d . 

S e j a 4• : A I X , Cl I > A I X , D ! u m i s o mo r f i s m o t a 1 q u e !f1 { X ) = 

n . 
= E X 1 

a . e cp I A = I d e se j a { c i } 0 . . a f a m 11 i a de e 1 eme n tos de A 
i =O 1 · 1·111 

-1 • m i 
tal que ~· (X)= i: X c .. Entao, pelo Corolario 4.1 .2, temos que . o 1 1 = 

n . . . 
a . a = L (~)oJ- 1 (a)a. 

1 j = i 1 J 
't;JafA, Vi tol que 1· < n. 

A n a l o g a me n t e , c o n s i d e r a n d o - s e .;. - 1 : B I X , tJ ' • 13 I X , ' ' tem os q u e 



Va e A, \ik tal que 1 ~k~m. 

Combinando as relações acima obtemos que 

a.c.a 
1 J 

e , analogamente, 

117 

De modo similar ao feito nos Lemas 3.1. 2 e 3.1.3, te-

mos que 

e 

h O (a.)c.a = 
1 J 

\ia e: A, \ih >,.0 

\ia e A, \fi tal que 1 ~ i ~ n, \ij tal que 1 ~ j .:S m. Ass umamos agora 

que a caracteristi·ca de A e O e seja N o radical de Noether de A. 

Das relações acima e dos Lemas de nilpotincia do capr-
) 

tulo anterior (L emas 3. 1.4, 3.1.5, 3.1.6 e Corolãrio 3 .1. 7) re 

sul ta, analogamente ao Lema 3. 1.8, o se gu i nt e resultado: 

"Se a . c . e a . c . s a o e 1 em e n tos n i 1 potentes , 
1 J J 1 jl 

i ~1 , j ~1, então cada forma diferenci al O (a ; ) 
1 
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j 1 j k 
estã em N, e o (c

1
- ) .•. () ( c

1
. )a o e s tã em N, para k>-. l,jt >-. 0, 

1 k .~. 

t = l , 2 , •. . , k e ma x {i 1 , . . . , i k } + t ~ h" . 

Entâo, podemos obte r o seguin t e te o rema : 

Teorema 4 . 1 . 9 

Seja A um anel de caractel~istica O, a e D derivações de 
n . 

A. Se a a p l i cação q, : A l X , a] -+ A [ X , D] i n d u z i da po r <f> ( X ) = E X 1 a . 
i =0 1 

e um isomor f ismo, entã o a f am1lia f a } de elementos de A ' i O<i <n 

s atisfaz as segui n tes condições: 

a.a = 
1 

n . 
~ oJ(a)a. 

j =0 J 

n . . . 
I (~)DJ - 1 (a ) a. 

. . 1 J 
J = 1 

(B) a
1 

e: U(A) 

' .... 

V a r. A 

V a f~ A , Vi t al qu e l $- i $- n 

(c ) a . e nil potente , U' i ta l qu e 2 < i < n. 
1 

Demonstra ção 

Pelo Corolãrio 4 . 1.2, como $ ~ um homomorfismo, temos 

que a condição (A) se verifica. Para obte r as c ondições {B) e 

(C) procederemos como no capitulo a nte rio r : 

Das relações 

m ( n . )j 
X= ). I X1

a. c . 
j =O i =0 1 J 

e X = 
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podemos mostrar , por induçâo, que aicj e cjai sao nilpo t entes, 

'd i >,.l , 'dj >,.l, com i+ j :::;. 3. De fato , analogament e ao feito no Le 

ma 3. 2.2 , obt~m-se que an cm e cman são nilpotentes. Se assumir 

mos q ue a . c . e c . a . sã o n i 1 potentes , 'ti i >. 1 e 'rJ j '· 1 com i + j >-. k + l , 
1 J J 1 

k >,3, então cada for ma diferen ci al Dj (a; )dc
2 

e:: N, se i+ Q. ~k +I 

e ()j ( C; )d a
2 

s N, s e i + Q. ~ k + 1 , ó nd e d e um eleme nto a rbitrãr i o 

de A. 

Sej a p>-. 1, q ~ l , p+q=k. Como no Lema 3 .2 . 2, obtemos 

que a~cq e ni lpote nte , pois para h > q, chap e: N. Mais ainda, co 

mo 

a c a p q p 
2 ~ r r - q = apc q + L ( )a a (a )~ 

r >q q p p r 

t emos que 

em B/N , 

uma vez r - q 
que apa (ap)cr c N para r > q. 

Se (a q c ) t = O , da r e 1 ação r4 . 3-] p q l ' . 

em B/N -qt-q t 
e , c onseq Uenternente, ap cq = 0. Ap l ic ando 

temos, e ntão, que (ãpcq )q t =0 , o q ue mostra que 

[4 . 3J 

a re lação L4.3J 

(apcq)qt E: N. 

Logo, a pcq e n ilpo tente . Ana l ogamente, por si met ria, cpaq e ni_'!_ 

po t e nte . 

Util iza ndo os r.e su ltados anter i ores, obtem-s e , como no 

Lem a 3 . 2 . 3 , que a 1 e c 1 são elemen t os invers1ve i s . 

Para comp le tar a pro va ê suficiente, então , repet i r a 
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demonstração do Corolãrio 3.2. 4, observando que, pela relação 

[4 .f], se i ~2 para cada t sN 

o 

Reciprocamente, temos o seguinte Toererna: 

Teorema 4 . l. 10 

Seja A um anel de caracter1s tica O, a e O derivações de 

A . s e a s c o n d ; ç õ e s { A ) , ( B ) e ( C ' ) se v e r i f í c a m, então cp : A [X , a] + A Q< , D] 
n . 

indu zid a por cp (X) = r X
1 a. e um isomorfismo de an éi s tal que . o , , = 

Demonstração 

n 
Seja <j> :A [X,a] + A[x,Q] a aplicacâo induzida "Or -t{X) =E xía: . 

i :0 I 

Como a condição (A) e ver ific ada, aplicando o Corolãrio 4.1.2, 

temos que 4> e um homomorfismo. 

Se j a Y = ( X - a 0 ) a ~ 1 
E A [ X , a] . E n t ã o , c o mo na o b s e r v a ç ã o 

que an tece de a Pro pos i ção 3.2 .6 ê fãcil mostrar que A[X , a] e 

anel dos polinômios na indeterminada Y, com coeficientes emA e 

{l, Y, . . . ,Yn, ... } e um conjunto linearmente independente. 

As demonstrações dos Lemas 3 . 2.6, 3.2. 7 e do Teorema 

3.2.8 va1em aqui sem modificações pois os cãlculos sao sempre 

realizados no con trado m1 nio de cp, a saber, A[ X, DJ . Porta nto, <1> 

e um isomorfismo. o· 
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Corolãrio 4 . 1.11 

S e j a m A e B a n e i s d e c a r a c te r i s t i c a O , tfJ : A + B um i s o -

morfi smo de anéis, a e O derivaç~es de A e B, r espectivamente. 

Se a a p 1 i c a ç ã o <f> : A [ X , a] -+- B [ X , Dj e um i s o mo r f i s mo d e a n e i s q u e 
n . 

estende ljJ e <t>(X) = r. X1 b . , então . o 1 
1 = 

\1 b e: B 

( A ) bhb = I (i)Oi-h(b)b. 
i=h +l h l 

Vb e B, 'i! h tal que 1 ~ h ~ n - l 

(B) bl E U(B) 

(C) b. e nilpo ten te, \1i tal que 2.:.: i ~ n. 
1 

Demonstração 

Seja <f> :A [ X,a] +B[X,D] um isomorfismo induzido por <t>(X ) == 

n . 
E X

1
b. t al que <PIA =tjJ. Então, pela Pt-oposição 4 .1.5, existe . o 1 1 = 

<!>' : A[X,a] + A[X,IjJ-lDI)J] isomorfis mo de aneis tal que iJ<f>' = <jl , on-

de p:A[X,tjJ - lDI/J] -+ B [X,D] e o isomo}~fismo dado por w(X) =X e 

w(a) = 1/J(a), \1a E: A. 
) 

l n · 1 
Como <t> '(X) =~J- <t> (X) = r. X1 1/J- (b . ), pelo Teorema 4.1.9 

i:::O 1 

temos que a fam'llia ~I)J - · 1 (b.)1 de elementos de A satisfaz 
1• 

1 
J 0.::: i .::: n 

(A) , (B) e (C) . Aplicando 1/J, temos (B) e (C), e ( A) segue dire -
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tament e da Propos ição 4 . 1. 1. O 
An otarem os , a pa r tir de agora, por (A') a s e guinte con 

di ção : 

11 A fam1l i a {bi}O<'!C de elementos de B sat isfaz 
... 1, n (A I ) 

o s i s tem a [ 4 . f ] da P r o p os i ç ã o 4 . 1. 1. 

Com a s no t ações a c im a , temos o seguinte r esu ltado : 

Coro1ãrio 4.1.12 

Se jam A e B a n é i s de c a r a c te r 1 s t. i c a O , '/; : A -+ B um i s o-

morfi s mo de ané is, a e O der i vaçõ e s de A e B, r e spectivamente. 

Se a fam1l i a {b i }o . de elementos de 8 satisfaz (A'), (B) e 
~ 1$ n 

(C') do Teorema 4 . 1.10, então a aplicaçã o q, : AL-x.a] -+B[X,D] in ­

n . 
duzida por <t> (X) = L: X1 b . e um isomorfismo de anéis que estende . o 1 1 = 
ljJ . 

Demonstração 

Observemos primeiramente que se a famllia {b ; }O$ i ~ n de 

e l ementos de B ve rifica (A'), (B) e (C') então, pela Proposi -

çã o 4. 1. 1 a a pl i ca ção <f> é um homomorfismo . 

Além dis so, a fam'ilia {ai}o . de elementos de A defi 
~ 1 .:e n 

n i d a p o r • a i = ~J -
1 ( b i ) v e r i f i c a ( A ) , ( B ) e ( C ' ) , tJ ma v e z q u e l/J e 

um i somorf i smo. Porta nto , aplicando o Teorem a 4. 1.10 temos que 

cp ' :A [ X,a] -+Aj},tjJ- l OIJJ] induzida por <P' (X)=.~ Xia; e um _isomor -
1 =0 

f is mo de a néis t a l que <t>I A = Id . Então, pela Propo s ição 4 .1. 5, 
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cp : A[X , a]-+ B[X,D] definida por cp = pcp ' (onde u :A [X,l.)J -
1

0$]-+ B[X,D] 

e o i somorfismo dado por lJ (X) =X e lJ(a) =tjJ(a), 'r/ a l::A) e um iso 

morfismo que est ende ~-

Finalmente, para completar a demonstraç~o basta obser-

var que 

cp (X) = 1.!$' (X) 
n . 

= ) x\p(a;) = 
1 ::0 

D 

Corolãrio 4 .1. 13 

Sejam A e B anéis de caracter1stica O, ,:~ e O derivações 

de A e B, respectivamente, ~~J : A-+8 um isomorfismo . Se B ou O sa 

tisfizerem uma das condições seguintes : 

( 1) B e noe theri ano 

( 2) D m = O par a a 1 g um ITI c N 

n . 
e n t ã o a a p 1 i c a ç ã o cp : A L X , a] -+ B [x , O] i n d u z i da p o r cp ( X ) = E X 

1 
b . 

i =0 

e um isomor fism o de anéis que estende 1)J se e somen te se a fam1 

lia {bi}o . de elementos de 8 sntisfaz as condi ções (A'), (B) 
~ 1 ~ n 

e (C) do Teo re ma 4.1.9. 

Demonstração 

> 
Como no c ap1tulo anterior , e fâci 1 ver que , neste caso , 

as hipóteses [4. 1] , (B) e (C) são equivalentes ãs condições (A ' ), 

(B ) e (C'). O coro l âriosegue, então, dos Teoremas4 .1.9e4.l. lO. [ 

Seja A um a nel arbitrãrio e seja 
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N* = (x € AI x ê ni 1 potente central } 

SeDe uma derivação de A e arO e a derivação de A de ­

finida por arD(x) = D(x)a, TJx E: A, indi quemos por (H) a seguinte 

condição 

{a rD ia E N*} n Int(A) = (O) ( H ) 

Observemos que (H) ê verificada, por ex em plo, quando D 

e a derivação nula e qua ndo N* =( O), pois neste caso {arDia € N*} = (0). 

(H) tambem ê vilida quando A ê um a nel comuta ti vo , pois neste 

caso Int(A) =(O). 

Teorema 4 . 1.14 

Seja A um an el de cara c teri stica O, a e O derivações de 

A. Assumamos qu e a condição (H) se verifique. Então , existe 

<j> :A [ X, a] -+ A[X ,D] isomorfismos de anéis ta l que cp iA = Id se e so 
n i 

mente a condição (*) e verifi cada. Neste caso, <J>(X) = ~ X a . . o 1 
1 = 

induz um tal isomorfi smo se e so men te se {a 0 , al } ê uma so lu çã o 

da equaçao da condição (*), a i ê nilpotente central 

TJi ~ 2. 

Demonstração 

) 

Assumamos q ue existe cp :A [X,a] -+ A[X,DJ i s omorfismo de 

anêis tal que <PIA= Id. Seja {a .i }o . a fami1ia de elementos 
~ 1 ~ n 

n i 
de A tal que cp (X) = ~X a . . . o 1 

1 = 
P e 1 o Te o r e ma 4 . 1 . 9 tem os que a f a m i 1 i a (a i } 0 ~ i ~ n s a ti s 
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fa z (A), (B) e (C ' ) , isto é , as relaçõe s [4 . ~] se ve rifi cam, 

a 1 E: U(A) e a; e nilpotente, Vi tal q ue 2 -~ i ~ n. To ma ndo - se, em 

[4. 2] , h = n - l , tem os q ue 

Como an e nil pote nte cen tra·! e, por h i pÕtese a condi ção (H) e 

verificada, temos que Ia n- l =0 . Logo an-l e nil po tente central. 

Alem disso, como a caracter1stica de A e O, a rO =0 . 
n 

Supo nhamo s h ~ l e que \ik tal que h <k< n , akE:Z(A) e 

r r 
ak+lD =0 e mostremos, por indu ção, que a h e: Z(A) e a h+l D =0. 

Pelas rel ações [4 .2] temos que 

Port a nt o , 

I a (a) = 
h 

= 

'tf a t: A • 

Pe la hipõt es e de ind ução, a~Di-h = O, \ti > h + l e a e x-

pressao acima redu z- se a 

h+ l r 
= ( h ) a h+ l 0 · 

Alem disso , ah+l e nilpotente cent r al. Log o Iah =0 e, conseqUen­

temen t e, ah s Z(A) e a~+lD =0 . Portanto , a 1 s u(Z(A)) e ai e nil 

r potente centra l tal que a. D =0 para ·i >,- 2 . Finalme nte, como 
1 

. . ' 

. ' ~ 
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n 
Ia = - a+ L a~ O = ar10- a, a condição (*)e verificada e {a0 ,a 1 } 

O . 1 1 
1 = 

e uma solução de sua equação . 

Reciprocamente, seja {a 0 , a 1} uma solução da equaçao da 

condição(*) e {a; } 2 , . um a fam1lia de nilpot en tes ce ntr a is 
~ 1 ~ n 

t a 1 que a ~O = O . Se j a cp : A [X , a] :+- A [X , D] a a p 1 i cação i n d u z i da p o r 

n . 
cp(X) = L X1 a. e . o 1 

1 = 
tal que <PIA = Id . Como {a0 ,a 1 } e uma solução da 

equação da condição r r (*), temos que I a
0 

= a 1o- a. Como a; O = o, 

~i ~2 , a re lação acima pode se r esc r ita da seguinte forma: 

Ia (a) = 
o 

- a(a) + 
n . 
2 0 1 (a)a. 

. " , 1 
1 =I 

~a r. A . 

As de ma i s i g u a 1 da de s de [ 4 . 2] de c o r rem , c o mo e fã c i 1 v e r , do f~ 

to de a~D=O, ~i ~2 e aj e: Z(A), \fj ~1 . Portanto, acondição (A) 

do Teorema 4 . 1.10 e verificada. Alem disso, a, E u(z(A))e , con ­

s eq~ e nte men te, a c on diçã o (B) do Teorema 4. 1 . 10 se verifica . 

Se j a N0 o ideal gerado por { oj (a i ) , j ~ o , i ~ 2 } e M0 o 

t~ ~ = N ~ . O e f a to , o s e l e me n -i dea l gerado por {ai} 2 . . Então, 
~ 1 $ n 

2 k ~ to s de N
0 

s ão combinações lineares de elementos da forma O (ai)O (aj) , 

com i,j ~ 2 e k . ~~O . Se um dos expoentes k ou t é nulo (mas não 

ambo s ), então Ok(a .) Ot( a.) =0 (pois a~O = 0 e a
1
. t:: Z(A), para i ~2) 

1 J 1 

Se k ~ 1 e ~ = 1, então 

k k-1 O (a.)a . +O (a.)O(a . ) 
1 J 1 J 

k k -1 Como O (a; )aj =O, segue então que O (a ; )O(aj) =O, ~k ~ 1 . 

Assumamos que ~~<p, ~k ~ 1, Ok(a . )Dx,(a.) =0 . Então, 
1 J 
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Como, pela hi põtese de indução, Dk{ai)Dp-l{ aj) = 0, temos que 

Dk-l(a;)DP(a j) =0. Portanto, todos os produtos da fo rma Dk(ai)D~(aj) 
2 2 com k, R-> O e i ,j ~ 2 são nulos. Conseq Ue ntemente, t;1 0 = N0 e, do 

fat o de M0 ser nilpot e nte decorre que a condiç ao (C') do Teo-

rema 4.1.10 se verifica. Logo, <t> é um i so morfi s mo. o 

Corolãrio 4 . 1.15 

Se j a m A e B a n e i s d e c a r a c te r 1 s t i c a O , 1:1 : A -+ B um i s o -

morfismo, a e D derivações de A e B, respec t iv a mente. Assuma-

mos que pa ra o par (B,D) a condição (H} do Teo re ma 4. 1.14 se 

verifique . Então , existe <j> :A [ X, a_l-+ B[_X,D] isomo rfismo de anéis 

tal que <t>I A =tP se e some nte se existe b 1 s U(B) tal que 

Neste 
n . 

c as o, <t>( X) = L: X
1

b . induz um ta l isomorfi smo se e somen . o 1 
1 = 

te se { b
0

,b 1 } e uma so lu ção da eq ua ção b~D- t)J() !JJ -l = Ibo e bi e 

r ni 1 po te nt e central tal que b .O = O, 'li i ;::. 2 . 
1 

Dem o nst r açã o 
I 

Vejamo s primeiro que se N* e o conjunto de ni1potentes 

centrais de A, então 

f r -1 I *} L X 1p 0\jl X € N n Int(A) ·- (o ) . 
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r -1 I *} De fato , se t=las {x 1jJ Olji xcN , exi s te um ni lpotente cen-

tral y de A ta l que para cada c s A, 

t( c) = lji -lO iji(c) y = ac - ca . 

-1 
Pon do c =ljJ (b) e aplicando ljJ temos que 

D(b)lji(Y) = lji(a)b - blji(a) , 'tfb e B . 

Portanto, l)i{.Y) rD = I ljJ(a) ' onde lji(y) e um nilpotente central de 

B . C o mo , po r h i p õ tese , I ljJ ( a ) = O te mos que tJ! ( a ) s Z ( B ) e , c o n se 

qUenteme nte t =O . 

As s um a mo s q u e e x i s t e <f> : A [x , ~J + B l_X , ~J i s o mo r f i s mo de 

anéis ta l que ct>I A = ljJ . Seja {b ; }O~i~n a familia de elementos de 

n . 
B tal que <ll (X) = 2: X

1
b .. Então, pela Proposição 4.1.5 , existe . o 1 

1 = 
ct>' : A[) , a] +A[X , l.J; - lD ~;:] isomorfismo de ané i s tal que cp ' = JJ -l q> , 

onde JJ:A[X, t~ -lD i/!] ->- B f X,D] e o isomorfismo dado por 11(X) =X e 

JJ (a) = lji (a), 'tfa c: A . 

Pelo Teorema 4.1 .14, 

- 1 r - 1 
tJJ ( b 1 ) 11' o lJ• - a = I _ 1 , 

l;J ( b o) 

- 1 
e~~ (b;) 

- 1 r - 1 
e n i 1 p o te n t e c e n t r a 1 t a 1 q u e tjJ ( b ~ ) ~· D 'V :: O p a r a ~ 2 . 

I 

Aplicando tJJ nas rela çõ es acima obtem os q ue 

r -1 
b O - watp = Ib 

1 o e b. 
1 

e nilpot e nte central ta l que b~D =0 para ~ 2. 
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Rec~procamente , seja;n b
0 

s B, b 1 e: U(Z(B)) tal que 
r - 1 r· b 
1 

D ·- lJJ a ljJ = I b e b . n i ·1 p o t '; .1 t e s c 2 n L r- a i s t a l q u e b . D = O p a r a o 1 1 

i ? 2. En t ão , 

-:: T 
/ - l w (b

0
) 

e 
- 1 

1/J ( b ' ) 
1 

e n i 1 pote n te c e n t r a l tal que · tjJ -
1 ( b i ) r~~- 1 D :J; = O pa r a i ~ 2 . Por ­

tanto , aplicando o Teorema 4. 1 . 14 e a observaçã o a cima temo s 
- n \1 r - 1 .. 1 n i - 1 ) que a ap li caç ao <!> ':A LX, C!J+ .A 1_!(,1J1 01b.J t a l que <J>' (X} = .z X 111 (b ; 

1 ::::0 
e um isomorfismo . Para comp1etar a prova é s ufic iente aplicar 

a Proposição 4. 1. 5 . [] 
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