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RESUMO

Neste trabalho estudamos o espectro de grafos, que € o conjunto de autovalores da
sua matriz de adjacéncia. Apresentamos uma teoria baseada na fungéo geradora do nimero
de passeios de um grafo para obter o polindmio caracteristico de algumas classes de grafos.
Também desenvolvemos um novo método para o calculo do polindmio caracteristico de
arvores que utiliza um algoritmo geoméirico -- também por nos apresentado-- para o
determinante de matrizes da forma A+ol, onde A é a matriz de adjacéncias e o € um
ntimero real arbitrario. O custo computacional desse algoritmo ¢ O(n®), que ¢ menor do que
os algoritmos previamente conhecidos. Finalmente apresentamos alguns resultados que

visam determinar a estrutura de um grafo a partir de suas propriedades espectrais.
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ABSTRACT

In this dissertation, we study the spectra of graphs, which is the set of the
eigenvalues of its adjacency matrix. We present a theory, based on the generating function
of the number of walks, in order to obtain the characteristic polynomial of certain classes
of graphs. We also develop a new method to compute the characteristic polynomial of a
tree’s adjacency matrix that hinges on a geometric algorithm --- also introduced in this
work --- to obtain the determinant of matrices A+al, where A is the adjacency matrix and
o an arbitrary real number. The computational cost of this algorithm is O(n®), which is
lower than any previously known algorithm. Finally, we present results that try to

determine the structure of a graph from its spectral properties.



SUMARIO

L0 1,0 1 B0 T e ——
1.1 PrefimIIATES oot ee e e st e e e e e ee s s e eeeeessesbnsn s esaseneeeasssennsnns

1.2 Varios Espectros de Grafos... ..o s

2 OPERACOES COM GRAFOS...........ooiiiiiiiieeoieeee oo

2.1 FOOERO GOYAMOVR. ... ocnonsavins sommsns ivmisss iy s ooy o v s s v e P s s
2.1.1 Fung@o Geradora para Grafos Regulares, Completos e Multipartidos

COBRDIO8 oot s R R G s S e S B R e

2.2 Polinémio Caracteristico para a Soma Direta e Produto Completo de
IBIOE, o usissianimaimumiin s s o TR oA S oA A ST

3 POLINOMIO CARACTERISTICO DE CERTAS CLASSES DE

4 POLINOMIO CARACTERISTICO DO GRAFO DAS LINHAS................
4.1 Determinacio do Polinémio Caracteristico do Grafo das Linhas.............
4.2 Determinacao do Polinomio Caracteristico de outros Grafos Similares...

4.2.1 Determinagao do polinémio caracteristico para o grafo SG.................
4.2.2 Determinagdo do polindmio caracteristico para o grafo RG..................
4.2.3 Determinagao do polindmio caracteristico para o grafo QG..................

4.2 4 Determinagdo do polindmio caracteristico para o grafo TG.................

5 POLINOMIO CARACTERISTICO DE ARVORES ... ...

5.1 Métodos conhecidos para obtenciao do Polindmio Caracteristico de

vi



5.3 Um novo Método para o Cilculo do Polindmio Caracteristico de Arvores 52

6 PROPRIEDADES TOPOLOGICAS DO GRAFO A PARTIR DE SEU

ESPEEZTERROD, oot s R A RS AR T 62
6.1 Propriedades Espectrais de Certas Classes de Grafos........................... 63
6.2 Caracteriza¢io de um Grafo pelo seu Espectro.................................. 65
P CONCEIIEATY, .connomvoresesevmsmsrissasisiess s s S S PHASAASREARS 72
8 BIBLIOGRAFIA ... R EII—————, 74

vii



1 INTRODUCAO

Muitos matematicos trabalham com teoria de grafos e combinatoria. Fisicos,
quimicos e engenheiros usam teoria de grafos em seus trabalhos, e até mesmo em outras
areas. O estudo de técnicas eficientes também sdo desenvolvidas para processar em
computadores problemas que envolvam grafos.

Em quimica quantica a estrutura de certos hidrocarbonos nao saturados sio
representados por grafos. Os niveis de energia dos elétrons em tal molécula sdo, na
verdade, os autovalores do grafo correspondente. A estabilidade da molécula, assim como
outros fatores quimicamente relevantes estdo relacionados com espectro de grafos e com os
autovetores correspondentes.

Existe também uma razdo computacional para estudarmos o espectro de grafos, pois
o espectro € uma seqiiéncia finita de invariantes numéricas. Sob a hipotese de que a
informag@o em que estamos interessados (ou parte essencial dela) esta contida no espectro,
podemos usar o espectro ao invés dos grafos. Uma seqiiéncia finita de nimeros pode mais
facilmente ser colocada em um computador. Isto é razoavel, somente se tivermos métodos
eficientes para uma grande classe de grafos onde podemos obter seus espectros e,
reciprocamente, para decompor um espectro dado, isto é, para recuperar as propriedades do
grafo a partir de um espectro que foi obtido como um resultado de calculos algébricos
computacionais.

Esses fatos, juntamente com a necessidade geral na teoria de grafos de procurar e
investigar invariantes de grafos, estimulam a investigagdo das relagdes entre as
propriedades espectrais e estruturais de um grafo.

Nosso interesse no estudo do espectro de grafos tem como principal objetivo a
obtencdo do polindmio caracteristico para uma classe especial de grafos denominada
arvores. Acreditamos que a maior contribui¢do deste trabalho € a construgdo de um novo
algoritmo para a determinagdo do polindmio caracteristico de arvores, cujo custo
computacional € o melhor até agora obtido. O procedimento utilizado para o calculo desse
polinémio caracteristico possui dois estagios basicos. No primeiro estagio, desenvolvemos

um algoritmo da O(n) que opera diretamente na arvore calculando det(A+al) para qualquer



escalar o.. No segundo estagio fazemos a interpolagdo dos valores (-a, p(-a)), para a
obtengao do polindmio caracteristico.

Uma outra contribui¢do indireta deste trabalho esta no fato de que varios resultados
obtidos nos recentes artigos [10],[14] e [15] estdo baseados no procedimento que calcula
det (A+al). O algoritmo sugerido neste trabalho facilita significativamente a justificativa de
tais resultados, simplificando a sua demonstragdo. Em particular a propria justificativa do
algoritmo de Jacobs e Trevisan [15] que determina o polindmio caracteristico de arvores
com tempo de execugio O(n’logn), a mais eficiente até agora, se beneficia dessa
simplificagdo.

Antes de descrevermos métodos para a obtengdo do polindmio caracteristico para
arvores, apresentamos a teoria geral para polindmios caracteristicos de grafos, obtendo,
desse modo, a completa descrigdo do espectro de varias classes de grafos. E justo dizer que
a maior parte do nosso trabalho trata da obtengdo do espectro de um grafo supostamente
conhecido, o caso mais comum em aplicagbes das ciéncias exatas. Entretanto, a diregdo
contraria, isto €, determinar a estrutura do grafo a partir do seu espectro, ou de suas
propriedades espectrais, € um assunto que tem espago reduzido mas de grande importéncia
no final deste trabalho.

Esta dissertagdo esta organizada como segue. Na primeira se¢do deste capitulo,
apresentamos a notagdo e as convengdes usadas no decorrer do trabalho, e na segunda
definimos varios espectros de grafos.

No capitulo 2, introduzimos a fung¢@o geradora para o niumero de passeios, que pode
ser expressa em fungdo do polindmio caracteristico de um grafo G e o seu complementar
G . Descrevemos também a relagdo entre o espectro de um grafo construido por operar com
grafos dados e o espectro relativo a esses grafos.

No capitulo 3, determinamos os polindmios caracteristicos de alguns tipos especiais
de grafos, ao passo que no capitulo 4, determinamos o polindmio caracteristico do grafo das
linhas e outros similares.

No capitulo 5, descrevemos e comparamos meétodos para determinar o polindmio
caracteristico de arvores e desenvolvemos um algoritmo elegante e eficiente que opera

diretamente na arvore. Esse algoritmo € baseado em um procedimento que calcula o valor



do polindmio caracteristico para um arbitrario nimero real, e num segundo estagio os
pontos obtidos sdo interpolados para a obteng@o do polindmio caracteristico.

No capitulo 6, salientamos a importancia do trabalho dos tedricos de grafos, cuja
preocupagdo maior € tentar obter informagido sobre a estrutura do grafo a partir do seu
espectro. Nesse sentido, mostraremos que alguns grafos estudados podem ser

caracterizados pelos seus espectros.

1.1 Preliminares

Ocorre freqiientemente que objetos estdo relacionados a certas caracteristicas e que
necessitamos estudar determinadas relagdes entre eles. Uma ferramenta 1til no estudo das
relagGes € a teoria dos grafos. Nesta secdo apresentamos algumas nogdes e convengdes
sobre grafos de modo que a notagdo e linguagem utilizada neste trabalho fica estabelecida.

Formalmente, entendemos como um grafo G = (X,U) um conjunto finito X (cujos
elementos s3o chamados de vérfices ) e um conjunto finito U (de arestas) de subconjuntos
de dois elementos de X. Similarmente, um digrafo, ¢ definido como um conjunto finito X e
um conjunto finito U de pares ordenados de elementos de X (esses pares sao chamados de
arestas direcionadas).Uma aresta direcionada € uma aresta que possui extremidade inicial
no vértice x; e extremidade final no vértice x;, indicando que x; esta relacionado com x;,
mas X; nao esta relacionado com x;.

Se multiplas arestas ndo direcionadas ou direcionadas sdo permitidas, chamamos de
multigrafos ou multi-digrafos, respectivamente. Esses dois casos incluem a possibilidade da
existéncia de lagos (um lago € uma aresta ou arco com ambos os vértices idénticos). Dois
vértices sao chamados adjacentes se eles estdo unidos por uma aresta ou arco. A matriz de
adjacéncia A de um multigrafo ou um multi-digrafo G cujo conjunto de vértices € {x;, xa,
...»Xn} € uma matriz quadrada de ordem n, cuja entrada a;; de posig@o (i,j) € igual a0 nimero
de arestas comegando no vértice x; e terminando no vértice x;.

Em algumas literaturas, o termo grafo € usado no sentido mais geral, isto €, podendo

ser grafos ndo dirigidos, digrafos ou até mesmo multigrafos ou multi-digrafos.
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Devemos salientar que, neste trabalho, o termo grafo denota um grafo nao dirigido, finito,
sem lagos ou multiplas arestas. Portanto a matriz de adjacéncia A = [a;] de G € uma matriz
simétrica nxn na qual a;;= 1 se x; € adjacente a x; (isto €, existe uma aresta entre x; € X;), € ajj
= (, caso contrario.

Para o grafo G, mostrado na figura 1.1, temos X = { xi, Xz, X3, X4, X5} € U= { uy, uy,
us, W} como conjunto de vértices e arestas, respectivamente. Se dois vértices s@o
adjacentes eles estdo unidos por uma aresta ndo direcionada ou seja, sem extremidades
inicial e final.

Assim, u, = {X,,X,}, U, {X;,X,}, U {X,,x,}, v, >(x,,X;).

fig 1.1
01 1 1 1]
1 00 0O
Com matriz de adjacéncia A=|1 0 0 0 O
1 0 0 0 O
1 0 0 0 0

Em um grafo G, o nimero de arestas incidentes em um vértice x; € chamado de grau
ou valéncia de x;. Se todos os vértices t€ém a mesma valéncia r, o grafo é chamado de
regular de grau r. Vértices de valéncia nula s@o ditos isolados.

Denotaremos por n o nimero de vértices de um grafo G e o nimero de arestas por
m. O grau de um grafo regular € denotado por r. O simbolo I significa a matriz identidade e

[, a matriz identidade de ordem n . O simbolo J denota a matriz quadrada cujas entradas

sao todas iguais a 1.



Em grafos, qualquer seqiiéncia de arestas consecutivas (tendo em mente a
orientagdo no caso direto) é chamado de passeio. O comprimento do passeio € o nimero de
arestas deste passeio. No passeio, é permitido passar por uma mesma aresta mais de uma
vez.

O caminho de comprimento n-1 (n> 2), denotado por P, , € um grafo com n vértices

(x,,X,,.....X,)e com n-1 arestas, no qual x; e x,, estdo ligados por uma aresta com

i+1
i=1,2,....,n-1, ou seja, € um passeio sem repetigdo dos veértices.

Um grafo € conexo se quaisquer dois de seus vértices estiverem unidos por um
caminho. Um grafo € desconexo se ele ndo for conexo, isto €, o grafo consiste entdo de
duas ou mais partes chamadas de componentes. Dois vértices estando em diferentes
componentes ndo podem estar unidos por um caminho. Um vértice x € chamado de vértice-
corte, e uma aresta u € chamada de ponte se, a retirada de x ou u, respectivamente, causam
um aumento do numero de componentes.

O comprimento do menor caminho entre dois vértices é chamado de distdncia entre
esses vertices. O diametro de um grafo conexo € a maior distancia entre seus vértices.

Um ciclo C, de comprimento n ¢ um grafo regular conexo de grau 2 e de n

vértices. Podemos dizer que C, € um caminho fechado.

Um grafo G é chamado bipartido se seus vértices podem ser particionados em dois
subconjuntos Xe ¥ de tal modo que nenhuma linha seja incidente a dois vértices do mesmo
subconjunto. Se U denota o conjunto de arestas de G, temos a seguinte notagao

G=Xr:U
com os vértices assim representados

Do 0 S <8 £ T 4 ¢ S . S
A matriz de adjacéncia de G tem a seguinte forma

(0 BT

A=LB

Um grafo € chamado semi-regular de graus r,,r, ( podendo ser r, =r,) se este €

,onde, B é uma matriz nxm e B” é a transposta de B.

bipartido, cada vértice tem valéncia r; ou r,, e cada aresta liga um vértice de valéncia 1,

com um veértice de valéncia r,. Da mesma forma como grafos bipartidos, os grafos



multipartidos podem ser particionados em k subconjuntos de tal modo que quaisquer dois
vértices do mesmo conjunto nao sejam adjacentes.
Denotamos por K_ o grafo completo de n vértices, ou seja, quaisquer 2 vértices

distintos de K s@o adjacentes.

Denotamos por K, . o grafo completo bipartido com ny+n; vertices. Em particular

o grafo K,, € chamado de estrela. Denotamos o grafo K, , . o grafo completo

Sk
multipartido com n, +n, +........ +n, vértices.

Uma floresta é um grafo sem ciclos e uma drvore € uma floresta conexa.

O complementar G do grafo G ¢ o grafo com o mesmo conjunto de vértices de G,
onde quaisquer dois vértices distintos sao adjacentes , se e somente se, ndo sdo adjacentes
em G.

O grafo subdivisdo S(G) de um grafo G ¢ obtido de G ao substituir cada uma de
suas arestas por um caminho de comprimento 2, ou, equivalentemente, por inserir um
vértice adicional em cada aresta de G. Claramente, S(G) € um grafo bipartido (X ¥, U), onde
X e Y s@o os conjuntos originais e os veértices adicionais, respectivamente.

O grafo das linhas de um grafo G, denotado L(G), tem como vértices as arestas de
G, sendo esses veértices adjacentes em L(G) sempre que as arestas correspondentes sdo
adjacentes em G.

O grafo L(G) de um grafo G é mostrado na figl.2

fig1.2

A matriz de incidéncia R vértice-aresta de um grafo G = (X, U) é definida como segue.
Sejam , X={x,,X,,.....X, } e U={u,,u,,.....,u_} o conjunto dos vértices e arestas,

respectivamente. A matriz nxm R=(b;)€é a matriz tal que, (b;)=1 se x,€ incidente com
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u,, e (b;) = 0 nos outros casos. A matriz de incidéncia R aresta-vértice é a transposta de
R.

A matriz de adjacéncia de um grafo G € denotada por A= A(G). A matriz valéncia
ou matriz grau D de um grafo € a matriz diagonal com valéncia v, do vértice x;na posi¢do
@i, 1).

E facil ver que, para um grafo G, a matriz R de incidéncia vértice-aresta, a matriz D,
e as matrizes de adjacéncia de G, L(G), e S(G) podem ser assim determinadas:

A(G)=RR" -D,

A(L(G))=R™R -2,

A(S(G))=[; F;) J

Dados dois grafos G = (X,U) e H=(Y,V), um isomorfismo entre G ¢ H € um
mapeamento bijetivo ¢ de X sobre Y tal que {x,y}e U se, e somente se, {ox, oy} V para
todo x, y € X. Obviamente G e H sdo isomorfos se, e somente se, seus vértices podem ser

numerados de forma que as matrizes de adjacéncia correspondentes sejam iguais.. Se G e H

sao isomorfos denotamos G= H.

Os grafos G e H representados na figl.3 sao isomorfos.

fig 1.3

O grafo H = (¥, V) € dito ser um subgrafo do grafo G=(X,U)se Yc X, e Vc U. O
grafo H é chamado de um subgrafo gerador ou um grafo parcial de G se Y=X. Se V'

consiste de todas as arestas de U que ligam os vértices de Y, entdo H é chamado de

subgrafo induzido.



1.2 Varios Espectros de Grafos

Consideremos o conjunto de n variaveis x, estando em correspondéncia um a um
com o conjunto de vértices k (k = 1,2,3,....... n) de um dado grafo G = (X,U) . Tentamos

encontrar valores numéricos x, para todo x,, ndo todos nulos, e tais que para cada vértice
i, o nimero correspondente x° seja proporcional a soma s. de todos aqueles x, adjacentes

ao vértice i (isto €, tal que a razao s’ :x’ é a mesma para todo i). Em outras palavras , os x;

devem satisfazer, de uma maneira n3o trivial, o sistema linear homogéneo

kxl=2xk (ieX), (1.1)

onde k.1 significa que k € adjacente a i, entdo a equagdo linear acima pode ser também da

forma

Ax =AX, (1.2)
A = (a,) sendo a matriz de adjacéncia de G e x denotando o vetor coluna com
componentes X, (keX). A condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de uma
solugdo nio trivial de (1.1) ou de (1.2), é que:

|Al-Al=G[A]=0.

Naturalmente, chegamos a definigdo usual de autovalores, mas esta maneira de
raciocinar tem a vantagem de ser particularmente intuitiva, ja que as componentes de um
autovetor podem ser diretamente interpretadas como peso dos vértices correspondentes.

O polinémio caracteristico | AI — A | da matriz de adjacéncia A de G é chamado de
polinémio caracteristico de G e denotado por G[A].

O conjunto dos autovalores de A é o espectro de A, também chamados de

autovalores ou espectro de G, respectivamente. Se A,,A,,........ ,A, sdo os autovalores de G,
o espectro € denotado por S (G) = {A,A,,........ A}

Os autovalores de A podem, equivalentemente, ser definidos pelos numeros A
satisfazendo Ax = Ax para um vetor nao nulo x. Cada vetor x é chamado de autovetor da

matriz A (ou do grafo G) associado ao autovalor A.
Para o grafo Gda fig 1.4,



fig1.4
temos para polindmio caracteristico
A -1 0 O
-1 A -1 0
G[A] = == 307 +1,
(M 0 -1 A -1
0 0 -1 A

e o correspondente espectro

1445 —1+45 1-45 -1—J§}
2 ;

e Y2 * 2

Sp(G) = {

Grafos que possuem o mesmo espectro sao chamados de isoespectrais. Por algum
tempo foi conjecturado que grafos ndo isomorfos tinham diferentes espectros, no entanto

podemos encontrar grafos nao isomorfos que sdo isoespectrais. Veremos isso no capitulo 6.

Certas aplicagdes necessitam da determinagdo dos pesos x, dos vértices, de
maneira que X, ndo € proporcional 4 soma (1.1), mas ao valor médio de todos x;

adjacentes ao vértice i, isto é, os x| satisfazem o sistema de equagdes

xx,:d—’_-;xk, (ieX) (13)
onde d, denota o grau do vértice i, isto €, o nimero de arestas incidindo sobre o vértice i,
onde d, > 0.
A equagdo (1.3) pode ser substituida por :

ADx = Ax. (1.4)
A matriz diagonal D = (§,.d,) é chamada matriz grau de G, tendo

|AD-A|=0
como a condi¢do necessaria e suficiente para a existéncia de uma solugdo ndo trivial de .

(1.3) e (1.4). Esse desenvolvimento induz um polinémio caracteristico modificado



QG[A]=ﬁ\m—A§=kﬂ+q,r—‘+ ...... +q,, (1.5)

com correspondente espectro
Spo (G)={A, A, ch, ) - (1.6)
Note que

Q,[M=[A1-D'Al=x1- AD™|. (1.7)
1 1 oK
Seja D2 =(5,4/d;) e A" =D?(D'A)D 2. Entdo, se

1 1
A"=D?AD ? :[—a“‘ ]

Jd.d,

segue que Q;[A]l= ‘?LI —-A°

Para um grafo ndo dirigido G, A" é simétrica e, consequentemente, Sp,,(G) ¢é real.

Em (1.5) D aparece de maneira multiplicativa; D pode também ser introduzida em um

caminho aditivo, dessa forma:

Ax; =d;x; + Y x, =D (x; +x,) 1€X. (1.8)
ki

ki
Obtemos entdo, outro polindmio caracteristico
R[AJ=]MI-D—A|=A" + A" + ... +1,, (1.9)
com correspondente espectro
SPe (G)= (A1, A, g (1.10)
Esses polindmios modificados podem ser encontrados em [6].
Neste trabalho, o interesse esta no estudo de determinadas classes de grafos G, onde

o polindmio caracteristico em questdo ¢ [AI- A|, o espectro Sp(G)={A,,A,,........ X}

onde os A;'s s30 as raizes da equagdo G[A] = 0, ou seja, os autovalores de A.
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2 OPERACOES COM GRAFOS

Neste capitulo, a fungdo geradora sera expressa em fungcdo do polindmio
caracteristico de um grafo G e do polinémio caracteristico de seu complementar G.
Determinaremos a fungdo geradora de certas classes de grafos, com o objetivo de
posteriormente determinar seus respectivos polindmios caracteristicos. Mostraremos
também a relag@o entre o espectro de um grafo, construido através de operagdes com grafos

dados, e o espectro relativo a esses mesmos grafos.
2.1 Funcio Geradora

Para um grafo G, a matriz de adjacéncia A € simétrica, todos os seus autovalores
sd0 reais, existe uma matriz ortogonal V tal que A=VAV", onde A é uma matriz diagonal e,
portanto, constituida pelos autovalores de A.

Sabemos que se A tem um autovalor A com multiplicidade geométrica m, entdo o
espago solugdo do sistema linear (Al - A)x = 0 (o auto-espago de A) tem dimensdo m. Isto
significa que existem m autovetores linearmente independentes de A associados ao
autovalor A. Podemos escolher uma base ortonormal para este espago-solugdo, obtendo
assim um conjunto de m autovetores ortonormais associados ao autovalor A. Como os
autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais, se formarmos o conjunto de
todos os autovetores obtemos um conjunto ortonormal. Assim, a matriz V cujas colunas sio
os autovetores é ortogonal (V'=V") e

A=VAV", 2.1

Podemos também determinar A* como sendo A*=VA*V'. O ponto de partida de

nosso estudo € o nimero de passeios de comprimento k, pois € através do nimero de

passeios que definiremos o que € fungado geradora.

Teorema 2.1.1: O numero total Ny de passeios de comprimento k num grafo G é dado por

N, = Z[Zv}l“ (k=012,....)

v=l \ 1=
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Prova: Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G com vértices 1,2,...n. Seja,
A* =(a{”). Denotamos por Ni(i,j) o nimero de passeios de comprimento k comegando no
vértice i e terminando no vértice j. Usando a multiplicagdo de matrizes,

Ni(ij) = (af” (k=0,1,2......).
Seja G um grafo e V=(v;;) uma matriz ortogonal de autovetores de A. Entdo, de acordo com
(2.1),

n
(k) _ k
a;" = Z ViyVighoy-
v=1
Logo, o nimero N de todos os passeios de comprimento k em G € igual a

n n 2
N=> NG.)=Yal e Z(Zvi\,] A%, que é a soma de todos os elementos da
i i i=l

v=1

matriz A*. O

Definimos, HG[t] = > N,t"como sendo a fungdo geradora para 0 namero Ny de

k=0
passeios de comprimento k.
Para o grafo da fig 2.1
fig2.1
010
com respectiva matriz de adjacéncia A=| 1 0 1 |, vamos determinar A* =a{”, com k=2,
0 1 0

ou seja, todos os passeios de comprimento 2. Portanto, devemos calcular os elementos
Na(i,j) correspondentes a matriz A~. Por exemplo, para determinarmos o elemento Nz(2,2)
da matriz A é necessario determinarmos os passeios de comprimento 2 comegando no

vértice 2 e terminando no vértice 2, entdao

N2(2,2)= a3, =(a3; )a,,) +(as,)@s, ) +(as;)(@5,) =1+0+1=2.

12



Dessa maneira, calculando todos os elementos obtemos a matriz

A® =

onde

1l

N, => af? =6, denota todos os passeios de comprimento dois, e
L)

HG[t] = Zthk= 3+ 4t +6t% +........ , a func@o geradora para o nimero Ny de
k=0

passeios de comprimento k.
No proximo teorema , a fungéo geradora para o nimero de passeios de comprimento
k € expressa em termos do polindmio caracteristico de um grafo G e o seu complementar

G.
Teorema 2.1.2: Seja G um grafo cujo complementar é G, e seja HG[t] = Zthk a fungdo
k=0

geradora do nimero Ny de passeios de comprimento k em G (k=0,1,2,....). Entdo

1 G[_E:tﬂ]
HG’[t]‘—-_; (—1) TE]—'—I 2

Prova: Seja M uma matriz quadrada ndo singular de ordem n, onde {M} denota a matriz

(2.2)

(adj M), tal que {M} = M| M. Denotaremos também sum M a soma de todos os
elementos de M, e J a matriz quadrada nas quais todas as entradas sdo iguais a 1, entdao para
um namero arbitrario X,

|IM+xJ|=|M|+xsum {M}. (2.3)

Se Ny = sum Ak, temos que
¥ A% = ol R [-tA|"{1-tA}, (|| <(max2,)™).
e I-tA

Assim obtemos

isumAktk :ith" = |- tA| " sum{I —tA}, isto é
k=0 k=0



sum{I—tA}

HG[t] = 2.4
Glt] T-tA (24)
Como, M = I4A, x =t, substituindo em (2.3), temos
[I—tA + ]| = [T- tA| + tsum{I - tA}, ou
sum{I — tA} =%[ - tA+t]-|1-tA] ]. (2.5)

SendoA=J-1-A, a matriz de adjacéncia do complementar G de G, e substituindo

entdo, J= A+1+Aem (2.5), temos:

sum{IvtA}=l I-tA+t(A+1+A)-|I-tAl |, ou
: - 14|

sum{I - tA} = %[ |+ 01+ tA] - [T - A ] (2.6)

Finalmente, substituindo (2.6) em (2.4), obtemos

1[.(1+t)1+tK|—|1—tA| ]
HGl = }

Sk

Logo,

! G['il}
HGt] =~ )yt _td 4o

Apartir da equacao (2.2), podemos estabelecer a relagdo entre a fungdo geradora de um

grafo G e a fungdo geradora de seu complementar G . A fungao geradora HG[t] do niimero

de passeios de um grafo G, satisfaz

14



t+1

HG[_ ;}
Propriedade 2.1.3 HG[t] = ;
f41- c{- _}

t+1

Prova:
]
HG[t] =% T S
entfo, isolando G[-lt-} na equacio (2.2),obtemos

.o

t] (tHG[t]+1)

ou ainda

el 1
-]
G[_HIJ: t]
¢ —tHG{—L:!+t+1
t+1

Substituindo (2.9) em (2.7), temos

HG[t] =~ (1) -1
t —tHG[——t—}-tH
t+1
e, portanto,

o
HG[t] = A

t+1—tHC{——t—}
t+1

27

(2.3)

(2.9)

A seguir utilizaremos esses resultados para obter a fun¢do geradora de certos grafos.
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2.1.1 Fung¢do Geradora para Grafos Regulares, Completos e Multipartidos
Completos.

Se determinarmos a fung@o geradora de um grafo G poderemos estabelecer a relagio
entre o polindmio caracteristico de G e o polindmio caracteristico de seu complementar G-
As fungOes geradoras determinadas a seguir possibilitardo mais tarde a obtengdo de
polindmios caracteristicos de alguns grafos.

Grafos regulares possuem todos os vértices com mesma valéncia r, portanto a soma
dos elementos de uma respectiva linha da matriz de adjacéncia de um grafo regular € igual
ao grau do vértice correspondente a essa linha, ou seja, todas as linhas tem soma igual a r.

Assim , dessa forma, temos

onde o total de passeios, ou seja , a soma de passeios de comprimento 1 € igual a nr.
Logo, para a fungdo geradora temos que

Not’=>"a{"t’ = n, passeio de comprimento zero, onde a matriz A’ =1.
¥

Nit'=>"a’t' = nrt, passeio de comprimento um.
¥

Nit“=>"a®t* = nr't", passeio de comprimento k.
0

Utilizando a soma dos infinitos termos de uma progressao geomeétrica, obtemos a fungdo

geradora para grafos regulares, onde HG[t] = z Nt* = l_n_rt_ :
k=0 e

Portanto, a fun¢do geradora para grafos regulares substituida em (2.2) fornece o resultado

do préximo teorema.

16



Teorema 2.1.4: Se G € um grafo regular de grau r com n vértices, entdao

A-n+r+1

G[A]=(-1)" e Gl--11, (2.10)

isto €, o espectro de G é composto por A, =r1,A,,....,A . € 0 espectro de G é composto por
n-1-r, -As-1,...,-Aqs-1.

Prova: O niamero Ni de passeios de comprimento k em G é Ny= nr*, sendo G regular. A
fun¢do geradora HGJt] € dada por

1

_w kY Kk i BB 1
HG[t]-éth —gnrt l—rt[lti<rj

e, de acordo com (2.2), temos

1 a[_ t_+_1]
-y =2
t

i

t+1 .
fazendo - oy = A na equagao acima, obtemos

MG{-K—I] o
A+r+1

Fica estabelecida, entdo, uma relagao entre o polindmio caracteristico de um grafo regular

G[A]= (1"

G e o polinémio caracteristico de seu complementar G .
Da mesma maneira como determinamos a fun¢io geradora para grafos regulares,
podemos também determinar a fun¢do geradora para grafos completos. Todos os vértices

possuem grau r = n-1, e portanto a fungio geradora é HG[t] = gth" = 1—"—(:—_—5

Tendo em vista que o complementar de um grafo multipartido completo € um grafo
cujas componentes sao grafos completos e que a fung@o geradora para grafos completos €
conhecida, entdo, se utilizarmos a propriedade (2.7), teremos a fungdo geradora para grafos
multipartidos completos, como veremos a seguir.

E facil ver que a fungio geradora de um grafo ¢ a soma das fungdes geradoras de

suas componentes conexas. Assim,
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—_— k .
HK, . [t]= Z——-—n—‘-—— € a fungdo geradora para o complementar de grafos

i=] 1- (ﬂi =t l)t

completos multipartidos. Substituindo essa fun¢ao geradora em (2.7), temos:

HK, . [tl= ou seja,
]
sl i )
]
i n, N WX ]
al=m-Dt k. [——t
].....‘--‘ k t+I
k n.
t+1)y —————
HE [_ ]_( )él—(ni—l)t
Nysiinii 0 - k
t+1 1+tz __L_
ou, substituindo - por(—t) temos
t+1
>
gl 3
Teorema 2.1.5: HK, . [t]= —’_Lk—-!-—n'——- (2.11)
n.
1=t :
; 1+n.t

2.2  Polinomio Caracteristico para a Soma Direta e Produto Completo
de Grafos

A soma direta (G1+G3), do grafo Gi=( X}, U)) e Ga = (X5, Us) com (X; N X>= D) é
o grafo G= (X U) paraos quais X =X, vX; e U= U; v ..
O produto completo G;1V Gz dos grafos G; e G; € o grafo obtido de (G;+G) pela

unido de cada vértice de G; com cada vértice de G,

Sejam G; e G; os grafos da fig 2.2
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Gy G (7)
O ©

fig2.2

A soma direta (G; +G: ) e o produto completo G, V G, sdo mostrados nas figuras abaixo

fig 2.3 (a) (G1+G2) (b) G1V G,

A relagio G,VG, =G, +G,, serd usada nos estudos posteriores. Podemos
verificar que a soma direta e o V -produto sao associativos e comutativos.
Vamos considerar primeiro a soma direta de dois grafos G; e G,. Seja A; a matriz de

adjacéncia de um grafo G; (1 = 1,2,....). Ent3o a matriz de adjacéncia A de (Gi+G) € da

5 ~)
A= ,
0 A,

isto €, A = A+ A, o sinal + denota a soma direta das matrizes em questao.

forma

Pelo desenvolvimento de Laplace no determinante , o seguinte teorema pode

facilmente ser obtido
Teorema 2.2.1: (G,+Gy)[A] = Gi[A] G2[A].

Dado que um grafo G € soma direta das componentes G,,.....G; entdo temos
G[A] = Gy[A]....... GJ[A] (2.12)
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Para a determinagdo do polindmio caracteristico do produto completo, devemos

utilizar a propriedade H(G, +G.)[t] = HG,[t]+HG,[t], e a equagdo (2.2). Entao,

[ ] [ e
z (-Dn™ i =Z‘; (—1)""—1—1
Gl + G2|:;:] 2 Gi {t-]

Como G, +G, =G,VG,, e fazendo [— t{i] =) , chegamos a:
_ _1\ymtn: G] Tt G?. [A'] - ] ~Ty™ G_l [K]_ =
(7L+1)l:( 1) G. +Gz)[*l—1] 1:] = (?L+].)|:( 1) G, [—7&-1] [+

G.[r] _1}

Gz[_l—l]

-(A+ 1)[(—1)“’

e GVGM 1 [ . G L Gl
[( D G+ GlAT] ‘H( Gl = Gy e
e GVG [ GG A1 GZ[JL]G,[“?LﬁI]_J
_( b (G, +G,)[-r-1] 1~_{( D (G,+G2)[—R—1]+( D (G, +G,)[-2-1] -

W GPGEAT] | GG A1) _1]

(G, +G,)[-r-1] (G, +G,)[-r-1]

(__ 1)n|+n: GIVGE [A’] j’ —

(G, +G,)FA-1] _(_l)
()™ G,VG,[A]= (D" G,AJG.[- A -1]+ <) G, A6, [- A -1]- (G, + G,)[-1-1]
G,VG,[M]= )= G,AG,[- 2 -1]+ )" G, AG, [- A -1]- (=)™ (G, +G,)[- A -1]
Substituindo, G,,G, porG,,G,, isto ¢,G,,G, porG,,G,, obtemos

G,VG,[A]= ()™ G, M G.[- A - 1]+ (- G,[AJG, [- A - 1]+

~)G A -G A -1l

que representa o polindmio caracteristico para o produto completo dos grafos G, e G..
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Provamos, portanto, o seguinte

Teorema 2.2.2 Sejam G, e G, grafos , entdo
G,VG,[A]= 1™ G, MG, [- A - 1]+ (- G, A ]G, [-A 1]+
~ (-1 G, [-A-1]G,[-A-1] (2.13)

Teorema 2.2.3 Sejam G; e G; grafos regulares, entdo

GG, 1 o
(A =1)A

Prova: Substituindo o resultado do teorema 2.1.4 na relagdo (2.13), temos
G,VG,[A]=

-D*G [?l][( D™

G,VG,[A]= r,)A-r1,)-nn,] (2.14)

— k-1, 41,
—A+T,

—A =D+

:le[K] +(=D" Gz[l]{(—l)”' }Gl[l] +

S

G,VG,[A] = Glmsgm[""“ﬁ M AR AY B, YR +r1)}

=X FT; — AT A+ )(~-A+1)
Logo:

Gi[MG.A] 15 v _p -
A0y iR -)—mn, |

representa o polindmio caracteristico do produto completo dos grafos G, e G,, com G; e G

G,VG,[A]=

regulares.
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3 POLINOMIO CARACTERISTICO DE CERTAS
CLASSES DE GRAFOS

Neste capitulo, determinaremos o polindmio caracteristico de certos tipos

particulares de grafos utilizando resultados descritos no capitulo anterior.

) Polinémio caracteristico para um grafo de vértices isolados.
Para um grafo G que possui n vértices isolados, o polindmio caracteristico € dado
por
G[A] =A%, (B.1)

e, portanto, o espectro consiste de n nimeros iguais a zero.
1) Polinémio caracteristico para um grafo completo.

Vimos que, sendo G um grafo regular de grau r com n vértices pelo teorema (2.1.4)

A-n+r+l

temos que G[A]=(-1)"
A+r+1

G[A—1]. Assim, para um grafo completo K,, temos

que o grau é r = n-1 e que K, é um grafo de vértices isolados, logo

R = i e 5
A+r+1
A-n+(n-1)+1
At =(=D" K [-A-1
D A+n-1+1 ol )
K, [ -11= 1y =5,
K, [A]l=(1)" A~ ;—X1—1+n)‘ Assim, temos para polindmio caracteristico
K [Al=A+D""(A-n+1). (3.2)
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Exemplo 3.1

fig3.1
Ks[A] = (A+1)*(A-4)

III)  Polinémio caracteristico para um grafo regular de grau 1 com 2k vértices

Podemos afirmar que cada componente de um grafo regular G de grau 1, € isomorfo
ao grafo K. Ent3o, por (3.2) temos que K3[A] = A% — 1. De acordo com (2.12) a relagio
G[A]= (% - 1) (3.3)
¢ valida se G tem 2k vértices.

IV)  Polinémio caracteristico para um grafo regular H, de grau n-2, com n = 2k

vértices.

Se H € um grafo regular de grau r, com n vértices, temos que o polindmio

caracteristico do grafo complementar de H € dado pelo teorema 2.1.4, ou seja,

_ A-n+r+l
H[A]= (_1)an[—7&—1]- (3.4)

Através de (3.3), podemos obter o polindmio caracteristico de um grafo regular H, de grau
n-2 com n = 2Kk vértices:

Se H[A] = (A% — 1)*, entdio substituindo esse resultado em (3.4), temos que

A-1
(Kz oy 1)k= (_I)u—l+2khlfl[—7\.~l],

o D A-D A +2k-)
b l1= (A -1)

H[-A-1]=A+D*A-D*"(A+2k-1).

Assim,
HAJ=(-A-1+1)FA-1-1)5 (-A-1+2k-1).
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Logo,
HAJ=(-A) (-A-2)¥" (-A+2k-2) ou
HIAJ=EAW) A+2) (A-2k+2). (3.5)
Esses grafos algumas vezes sdo denotados por CP(k).

Exemplo 3.2

fig3.2
CP(3)[A] = A} (A+2)*(A-4)

V) Polinémio caracteristico para um grafo bipartido completo.

O produto completo G,VG, dos grafos G; e G é o grafo obtido de G;+G; pela
unido de cada vértice de G; com cada vértice de Gy, (ver se¢do 2.2). Para um grafo

bipartido completoK, . arelagdo K = G,VG, ¢é vilida, visto que G, e G; sdo grafos

que consistem de n; e n; vértices isolados, respectivamente. Como G;[A]=A" e Gy[A]= A™,
e o polinomio caracteristico do produto completo de grafos regulares G; e G, € dado por
(2.14), temos

)
kE

K, ..[Al= (A —n,n,)=A"""2(A\? —n,n,), (3.6)

isto €, o espectro do grafo K, . consiste dos numeros ‘/nln,_,, —,ﬁl,n2 ,en +n -2

numeros todos iguais a zero. Se n;= n e m;=1, obtemos a estrela com n+1 vértices , cujo

polindmio caracteristico é Ky 1[A] = (A% m)A™".
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Exemplo3.3

A8
Ry
OMONO

fig3.3
Ka3[A] = (22-6) A°

VI)  Polinémio caracteristico para um grafo bipartido completo quando retiramos uma

aresta.

Seja e uma aresta de K_,, entdo
K., —eA]=2"[AF = (st = DA + (s = )(t - 1)] 3.7

A demonstragao para (3.7) utiliza o lema enunciado abaixo.

Lema 3.1.4 Seja e = uv uma aresta de um grafo G, seja C(e) a colegio de ciclos contendo a
aresta e, e seja V(Z) o conjunto de vértices no ciclo Z que pertence a colegdo de ciclos que

contém a aresta e. Entdo o polindmio caracteristico

GIAl= G-e[A]-(G-u~-v[A]) -2 3(G- V(Z)A). (3.8)

ZeCle)
A demonstragdo para esse lema se encontra em [19], aqui ndo é demonstrado pois requer
que se estabelegam as relagdes entre os coeficientes do polindmio caracteristico do grafo e
sua estrutura.

Assim, para t > s pelo lema acima temos

Ks.t - e[?"] = Ks.t ["\'] F Ks—l.t—! [7"] +2 ZKs_: - V(Z)[?L],

ZeCle)

K,, —e[\]= (& —stA= + [0 = (s - (- DIF" + Zi[t i 1}{3 i l]i! x

["A'2 —(s = 1)('[ —1-— 1)]?Ls+:—2i—-‘.’

K,, —e[A]= A" = (st —DA? + (s —1)(t—1)].



Exemplo3.4

o TN
OO0
fig3.4
Kz3-e[A] = A(A*-507+2)

VII)  Polinémio caracteristico para um grafo multipartido completo regular

Um grafo multipartido completo regular K, ~ ,ondem=m=.=n= —(comn

s

sendo igual ao nimero de vértices), tem como complementar o grafo que € soma direta de k

. J
grafos completos cada um tendo % vértices.

Por (3.2) temos que K_[A]=(A—-n+1)(A+1)"" e sendo o complementar a soma

direta de k grafos completos contendo % vertices aplicando (2.12) temos

k

d ] n 5 n k n—k <
[Kn[?u]) =[(7L«-E+I)(7L+l)‘ ] =(l*E+l) (A+1) (3.9)
k
A relagdo entre nimero de vértices(n) e o grau(r) para um grafo multipartido
g n
completo regular é r = n—E ;
Aplicando o teorema 2.1.4 temos

kKol
[Eﬂ[x]] = k {K n[—k—l]} (3.10)

k k+n—£+1 """"
k

Substituindo (3.9) em (3.10) temos,
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n k & 7L.-£+1
(x-EH) (+1y =_—n_[KE u_ﬂ[—x—l]}

A+n——+1\ K7k
k
n ) n
[K—EH] (7L+1)“'k[l+n—2+lj
K, [-2=1]= = 5
R A——+1
k

k-1
K t,[~-7\.~1]=(?L—2+1] (l+l)“"‘[7&+n—£+]],
. k k

K n[—l—l]=(~l—£)_(—l)“"‘(—k+n—£],

Lol

v
"

B 2k~l sl n
K %m_[mkj () [x n+k]. (3.11)

]

Exemplo 3.5

fig 3.5
K222[A] = (A + 2’ (-4)

VIII) Polinomio caracteristico para um grafo multipartido completo.

Um grafo multipartido completo K, .~ possui os nimeros nj, m,........ ng nao

todos iguais e tem como complementar um grafo que € soma direta de grafos completos Gy,
Ga,.....,Gx com my, np,....nx vértices nao todos iguais. Por (3.2), sabemos que Gi[A] =

(A+1)""'(A—n, +1). Aplicando (2.12), segue que

= j=1
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O polindmio caracteristico de K, . pode ser determinado por meio da fungéo geradora

do nimeros de passeios. A fungdo geradora HG[t] para grafos multipartidos completos €é

dada por (2.11). Assim, substituindo (2.11) e (3.12) com A = —tTH em (2.2) temos

1
fazendo -;=7L, temos que:

SN (TN SV

I(“:»--...,,nk [K] — =1 ]
k ﬂi
. o A+,

: n. k
Koo M= [1 -y Jl_[(x +n,) (3.13)

N i=1 A+ n, ~

Exemplo 3.6
fig3.6

Ki23[A]=A (A -114 -12)

28



4 POLINOMIO CARACTERISTICO DO GRAFO DAS
LINHAS

Acreditamos ser importante obter o polindmio caracteristico do grafo das linhas, ja
que este tem sido intensamente investigado devido as suas propriedades espectrais. Assim,
neste capitulo, mostraremos que € possivel determinar o polindmio caracteristico do grafo
das linhas de um grafo regular G em fun¢do do polinémio caracteristico relativo a esse
grafo regular G. Também determinaremos o polinémio caracteristico do grafo das linhas
em fungdo do polindmio caracteristico do grafo G quando G € semi-regular. Outros
polindmios caracteristicos serdo determinados devido a construgdo ser semelhante a do
grafo das linhas. Quando o grafo € regular, poderemos expressar seus polindmios em
fungdo do polindmio caracteristico de G. Um pouco da teoria geral de matrizes é utilizada

para deduzirmos esses polindmios caracteristicos.
4.1 Determinacao do Polinomio Caracteristico do Grafo das Linhas

O grafo das linhas de um grafo G, denotado por L(G), tem como vértices as arestas
de G, sendo esses vértices adjacentes em L(G) sempre que as arestas correspondentes s3o
adjacentes em G, ou seja, dois vértices de L(G) sdo adjacentes se, e somente se, as arestas
correspondentes em G tem um vértice em comum.

Para deduzirmos os polindmios caracteristicos a seguir , recorreremos 4 teoria de
matrizes, enunciando os seguintes resultados que podem ser encontrados, por exemplo, em
[18].

Lema 4.1.1 Se A ¢ uma matriz mxn, e se ¥[A] denota o polindmio caracteristico de uma

matriz quadrada y, entdao

A"AAT[A]=A"ATA[A]. 4.1)
Lema 4.1.2 Se M é uma matriz quadrada nfo singular, temos
M N
=[M|-|Q-PM™'N]|. (4.2)
P Q
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Sejam, A e B as matrizes de adjacéncia dos grafos G e L(G), respectivamente. A
matriz de incidéncia vértices —arestas nxm de um grafo G é denotada por R enquanto D
denota a valéncia da matriz G. Sabemos que
RRT=A+D (4.3)
R'™R=B +2I, (4.4)
tendo como polinémio caracteristico,
RR'[A] = | AI-A-D, |
R'R[A] = | AI-B-2I].
Como R é uma matriz nxm, aplicando o lema 4.1.1 temos
A"RRT[A]=A"R"R[A],
A" [AMI-A-D|=X" | AI-B-2I|
A" |AMl-A-D|=|AI-B~-2I|. Como |(A-2)I - B| = L(G)[A-2], temos
L(G)[A-2]=A"" |]AI- A-D| (4.5)

Teorema 4.1.3 Se G é um grafo regular de grau r, com n vértices e m = %nr , entdo

L(G)[A] = (A+2)™" G[A- 1+ 2]. (4.6)
Prova: Temos por (4.5) que
L(G)[A-2]=A"" Al - A—1]|
L(G)[A-2] =A™" |(A-1)I - A|
L(G)[A-2] = A™" G[A-1], ou
L(G)[A] = (A+2)™" G[A-r+2].0

Para exemplificar, tomamos G como sendo o grafo completo K4, entdo temos que Ks[A]=
(A+1)’(A-3). Portanto L[Ks] = (A+2)’Ks[A-1] = (A+2)’A*(A4). Podemos observar que o

grafo L[K4] = CP(3) mostrado no capitulo 3.

Vamos mostrar agora que podemos estabelecer uma relag@o entre G[A] e LG[A] para

um grafo semi-regular G.

30



Um grafo G € chamado de semi-regular de graus r; e 2 , se € bipartido tendo uma
representagdo G = (X;, X»;U) com |X;| = my, |X2| = nz, n; + m; = n, onde cada vértice xeX;

tem valénciar; (i =1, 2).

Teorema 4.1.4 Se G € um grafo semi-regular com n; = nz Entdo

oy 42

s p
LG[Al=(A+2) \/[ s

] Gly(a, +2)(e, +2)1G[-y(a, +2)(@, +2)] |, (47)
onde o = A-1y, 02 = A-12 € B = nyry-ny-ny.

Prova: Seja A a matriz de adjacéncia do grafo G, temos que o polindmio caracteristico
M-I,  -KT

RR'[A] =|AI-A-D | =
-K (A=),

, onde K € uma matriz n; x ny, ja que

G ¢ bipartido ( ver preliminares se¢dol.2). Utilizando o lema 4.1.2, temos

In
A-r))I -K—2—K’
’ (?"*rz)

|M-A-D|=(A-5)"" -|A-5)A-1,)I, -KK'|

|M-A-D|=|A-r)I,

|M-A-D|=R~-r)™ -KK"[(A-1,)-(A-1,)]. (4.8)
O polindmio caracteristico KK'[A] da matriz KK* pode ser expresso em termos do

polinémio caracteristico da matriz de adjacéncia. Temos,

0 KT . T
s , A'=KK 0 .
K 0 0 KK’

De acordo com o lema 4.1.1,
K'K[A] = A% KK T[A]. (4.9)
O polinémio caracteristico de
A’[A] = K'K[AJKK[A], (4.10)
e como os autovalores de A” s30 os quadrados dos autovalores de A, ou seja,
AT (=)™ ™ AAJAL-A].

Através de (4.10), temos que
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2

A[A]

Al = 411
KK [A] KK[A] (4.11)
Substituindo (4.9) em (4.11), vem
tra1__ A’A]
KK [?L] = N"_n:KKT[?L] 4
kxpag]= AT
A' 3 Hy
KK "[A] = i:-zﬂl = J=1) A ALVAIAL- AT (4.12)
Como de (4.5) temos que L(G)[A-2] =A"" ]AI-A—-D] e,
de (4.8), temos que [AI-A-D|=(A-r)"™ -KK"[(A-1,) - (A-T1,)], entdo
substituindo (4.8) em (4.5) temos
LG[A-2]=A"" (A -1, ™ -KK"[(A-1) - (A-1,)]). (4.13)

Como o polindmio caracteristico KK'[A] = ﬁ—l)“'*’“’ AT A[JIJA[—JS’L_] , fazendo

o, =A-1, € a, =A-T1,, obtemos

KK (o0, ] = J(—1)"1+"= (@)™ ™ (0,)™ ™ Alya,a, JA[-Joy0. ], (4.14)
Substituindo (4.14) em (4.13), temos

LGIA - 2]= 2 (0, )™ - (=1 (00, )™ ()™ ™ Al Jor,00, JA[- o, ] ),

com m= mr, n=m+ 0, tal que = nr;-n-n;

LGIA—2]= 2 ( /(=)™ (¢, )™ (o, )™ ™ (o, )™ Ao, JA[—a,, ] )

LGIA - 2] = A*( 4J(=1)™"™ (@, )" ™ (et,)™™ Al 00, JA[-youat,] )

LG[A-2]=A" (J(—:—‘)“l“"’ AlJo,a, JA[—Ja,t, ] }

LG[A] = (x+2)a[ J[-%{%} 1 .A[\/(or,l +2)(a, +2)JA[—y/(o, +2)(, +2)]]

Segue do resultado obtido que A[A] = G[A].00



4.2 Determinacio do Polindmio Caracteristico de outros Grafos

Similares

4.2.1 Determinagdo do polinomio caracteristico para o grafo SG

O grafo subdivisdo denotado por SG de um grafo G, é o grafo obtido pela inser¢édo
de um novo vértice dentro de cada aresta de G.

Ilustramos os grafos G e SG na fig 4.1.

fig4.1

Podemos dizer que o grafo subdivisdo é um grafo bipartido, cuja matriz de adjacéncia apos

reordenacg@o dos vértices € da forma
0 RT
R 0]

E 5 8 1 =
Teorema 4.2.1 Se G é regular de grau r com n vértices e m=5nr arestas , entdo

SG[A] = A" "G[\* -1]. (4.15)
Prova: Pelo lema 4.1.2 e por (4.3), se G € regular de grau r temos
I, -RT
SG[A] = M, = AL, |- AT, _Rlmg:
-R Al A

SG[A] = A"" -

NI —RRT| , sendo G regular , RR"= A + r,,, dai,

SG[A]= A" -[M’I, - A—1I, | ="

W -nl, - Al
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SG[A]= A""G[NM -r]. O
Para exemplificar, tomamos o grafo regular G de grau 2 com 4 vértices, onde o grafo S(G)

correspondente € o grafo regular de grau 2 com 8 vértices. Como G[A] = A*-4A% temos que

S(G)[A] = A°G[A%-2] = (A%-2)*- 4(A%-2)* = A% - 8A5+20A%-16A2.
4.2.2 Determinagdio do polinémio caracteristico para o grafo RG

Seja RG um grafo obtido de G pela adigdo de um novo vértice correspondente a
cada aresta de G e pela unido de cada novo vértice aos pontos finais da aresta

correspondente a ele.

Os grafos G, e RG estdo ilustrados na fig 4.2

AV

fig4.2

A matriz de adjacéncia de RG, apos reordenagdo dos vértices, pode ser escrita como
0. R"
R A

; — 1 -
Teorema 4.2.2 Se G € um grafo regular de grau r com n vértices € m =§nr arestas, entao

= > o
k - m-n n X :
RG[A]=A""(A+1) GLH] (4.16)

Prova:

AL -RT
RG[?L]=I:I’: - J:fnm[- lIn~A~RIT‘”RT

=A".

AL, -A—%(A+D}=?J"-

?«.IH—A—%(A+rIn)
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—_ Km—n i - lm-n {

2
[?\, -r}In &
A+l

e o gl A6 =1
RG[A] = A" (A +1) G[’»“il’n

AL —AN—A~d)

N -0, A +1)|

= AT (L +1)°

Logo,

Para exemplificar, tomamos o grafo K3 cujo polindmio caracteristico é Ka[A] = A*-31-2, e 0

correspondente grafo R(K3) ilustrado na fig 4.3, cujo polindmio caracteristico €

RKs)[A] = A (1) Ks [’“2 = 2],
A+1

(A-2)° _3(1—2) N
(A +1)° (A +1)

R(K3)[A] = (?L+1)3[ 2} =3° ~ QX ~ 80P ¢ 0N 46N ~4,

()

fig43

4.2.3 Determinacdo do polinomio caracteristico para o grafo QG

Seja QG o grafo obtido de G pela inser¢do de um novo vértice em cada aresta de G

e pela unido de arestas aos pares desses novos vértices que repousam nas arestas adjacentes
de G.

Tlustramos os grafos G e QG na fig 4.4.
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fig4.4

A matriz de adjacéncia QG, apos reordenag@o dos vértices, pode ser escrita como

B RT
R O |

Teorema 4.2.3 Se G é um grafo com n vértices e m arestas, entdo

Prova:

QG{A]

QGIAl= (W)™ (A +1>'“LG[ ’;;ﬂ @.17)

3. ~B —RF
-R Al

n

AM_ -B+R™R —(A+DRT
-R Al

n

AL —-R™R+2I_+R"™R —(A+1R”
-R Al

n

G+ —(+DRT

-R AL,

a1, -R1=_RrT
|(A+2)L,|-| AL, R(?Hz)R (x+1)1
= m i 1 T
=(A+2)"[Al, (?H_Z)RR (x+1)|

=(A+2)"" | (X + 201, ~-RRT (A +1)|
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=(A+2)""(A+1)" -

[x~+?x]ln_A_D

2 A= -
<2 P2 56l 2 =2 g inda sobiaforma
A+l A+1

- . A2 -2
QG[A]= (W)™ (A +1) LG{ o ]

Corolario 4.2.4 Se G € regular de grau r, entdo

(4.18)

QG[Al= (A +1)*(A+2)™™ G[’“z ‘("2)?‘“}.

A+l
Prova: Substituindo (4.6) em (4.17), temos

2 m-h 2
QG[?L]=7L“-"'(x+1)=“[yL "2+2} G[?“ _2—»r+2jl
A+1 1

2 i 2
:x‘*m(xn)m{l —2+2)L+2] G|:?L —2—-lr—r+21.+2}
A+1 A+1
AP+ 2)™" (A2 Ar-r+2h+2
(A+D)™™ A+1

= e T )

2 —_— _ —
= (A+1)*(A+2)""G A —(r—2A-r O
A+1
Tlustramos o grafo regular de grau 2 com 4 vértices e o correspondente grafo QG na fig 4.5,
cujo polinémio caracteristico €

QGA] = (x+1)4(x+2)"6[—“—'2——‘—2] 2 (Ml)“[
A+1

(kE - 2)4 _4(%’2 — 2)2 _
A+1D? A+1)?

= A° —12)° —8)° +36A% +32X° —32A% -32A.




4.2.4 Determinagdo do polinémio caracteristico para o grafo TG

O grafo total de um grafo G denotado por TG, € o grafo cujo conjunto de vértices €
a unido do conjunto de vértices com o conjunto de arestas de G, com dois vértices de TG
sendo adjacentes se, e somente se, os correspondentes elementos de G sdo adjacentes ou
incidentes.

E facil verificar, que se ordenarmos Os vértices convenientemente, a matriz de

adjacéncia de TG pode ser representada da seguinte forma

= 3

Tlustramos os grafos G, LG e TG, respectivamente na fig 4.6

Teorema 4.2.5 Se G é regular de grau r e possui n vértices e m arestas, entao
TG[A]=(A+2)™" 1"[(12 —(2A, +1=2A+A1 +(r=3)A, —1). (4.19)
i=1
Prova:

Al+rI-RR" =R
- AM+2I-RTR

-4 —R
TG[”:|-RT M—B|

(A+1)[-RRT = 1
—~(A+r+1)R" +R"TRR" (A +2)I

_(K-}-r)l——RRT+kR2(—(l+r+1)RT+RTRRT) 0
= +

~A+r+DRT +R"RR” A +2)I

[ +DI-RRT +1R—2(—(l+r+I)RT +RTRRT)|- [+ 2)1,|
+
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= '(M+ I-RR” ﬁi(-(x +r+DRRT + RRTRR)(-|(A +2)L|

.—_—‘M—A+ﬁ(-(x+r+1)(A+r1)+(A+r1)(A+r1)))‘-|(x +2)L,|

=‘ M—A+L((A+r1)(—(x+r+1)1+(A+r1)))‘-|(1+2)1m|
A+2

=(A+2)""|A* — @A -1 +3)A+ (W —(r-2)A-D)]|

=(;k+2)""“1l[(?8i ~ (D~ 430 AN = = Dh~1)

=(A+ 2)‘*‘”"]£[(x2 — (@A +1-2A+A2 +(r=3)A, —1);

A (i = 1,....,n) sendo os autovalores de A . Assim, se G é grafo regular de grau r (r>1)e
tendo n vértices e m arestas , entdo TG possui m-n autovalores iguais a —2 e 0s seguintes

autovalores

Podemos verificar facilmente que o grafo T(K3) é isomorfo ao grafo L[K4] e portanto

possuem 0 mesmo polindmio caracteristico.
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5 POLINOMIO CARACTERISTICO DE ARVORES

Neste capitulo determinamos o polindmio caracteristico de arvores, que sdo grafos
conexos e aciclicos. Apresentamos alguns procedimentos conhecidos para esse calculo e
comparamos esses algoritmos estimando o tempo computacional de cada um. Finalmente,
apresentamos um algoritmo eficiente e elegante que determina o polinémio caracteristico

de arvores utilizando a interpolagdo polinomial.

5.1 Métodos conhecidos para obtencao do Polindmio Caracteristico de

Arvores.

Balasubramanian em [2], desenvolveu um método para obter o espectro de arvores
quimicas, e também a possibilidade de determinar se duas arvores sdo isoespectrais, pois
um dos desafios da teoria de grafos € o reconhecimento de grafos isoespectrais. Grafos
isoespectrais sdo grafos que podem ser topologicamente ndo equivalentes mas ainda assim,
possuir espectros idénticos. Portanto moléculas isoespectrais terdo propriedades
termodindmicas similares.

O método desenvolvido esta baseado no fato de que qualquer arvore pode ser
podada nos galhos sucessivamente até que se possa obter uma arvore sem galhos, esta
arvore pode ser decomposta mais adiante por um produto enraizado. O polinémio
caracteristico da arvore é obtido em termos do polindmio caracteristico dos galhos e da
arvore sem galhos. Este produto enraizado foi apresentado por Balasubramanian em [3]
semelhante ao produto enraizado definido por Godsil e Mckay [11], onde € definida uma
nova matriz de adjacéncia A. O polinémio caracteristico do produto enraizado € o
determinante da nova matriz de adjacéncia A. Embora, o procedimento utilizado para o
célculo do polindmio caracteristico diminui a ordem do determinante, ainda assim, o
procedimento esta baseado em calcular determinantes, o que € menos eficiente do que se
usarmos operagdes elementares sobre as linhas para reduzir a matriz A a forma triangular.
De qualquer maneira o nimero de determinantes a ser calculado depende do nimero de

galhos da raiz ao passo que a profundidade da arvore determina o tamanho dos
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determinantes a serem calculados. Essas consideragGes nos levam a supor que o algoritmo
baseado nesse procedimento possui comportamento exponencial.
O teorema enunciado abaixo aparece em [6] como uma forma de redugdo do calculo

do polinémio caracteristico.

Teorema 5.1.1: Seja v, um vértice de grau 1 de um grafo G e seja v, o vértice adjacente a
v,. Seja G, um subgrafo induzido obtido de G pela retirada do vértice v,, sendo o
subgrafo induzido G, pela retirada dos vértices v, e v,. Entdo:

G[A]1=AG,[A]-G,[A] (5.1)
Prova: Podemos assumir que os vértices estdo ordenados v,,v,,....,v, de tal modo que

v,y =w e v_=v. Entdo Al — A tem a seguinte forma

A sac wee oo O]
P 0

0
: B~
0 -+ 0 -1 A

fazendo o desenvolvimento de Laplace na n-ésima linha de AI — A | temos,

hoeee e e A 0
E : P 0
det(AI - A) = A(-1)""|’ .| HEDE) i b
B s s L S e sae sl
A
P : P b
=Al, . - . i{=AGAI-G,[A1O
: - B
I

Assim, pela recursdo do teorema acima, o polindmio caracteristico de uma arvore
pode ser determinado. Vamos entdo, mostrar o seguinte algoritmo:
Algoritmo 1 Este algoritmo possibilita calcular o determinante detA, onde A € a

matriz de adjacéncia de uma arvore e n o nimero de vértices.
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det(A,n)
1. Sen=1
entao retorne A

2. B: = A menos a linha e coluna correspondentes ao vértice de grau 1 de
maior indice

3. C: =B menos a da linha e coluna correspondente ao vértice adjacente ao
vértice anterior

4. Retorne Adet(B,n-1) - det(C,n-2).

Mais especificamente, se fizermos T(n) a complexidade do algoritmo, a relagio de

1+

5
recorréncia T(n) = T(n-1) + T(n-2) nos conduz a T(n) > [ ] , pois T(n) satisfaz a

relag@o de Fibonacci. Embora simples a maneira de determinar o polinémio caracteristico,
transforma um problema de tamanho n, em problemas de tamanho n-1 e n-2, sendo este

meétodo em tempo exponencial.

Se aplicarmos recursivamente o teorema na arvore da fig 5.1

fig5.1

temos

42



A ~1 =1 =1 @
= ol ) % =1 ~I «q
-1 » 0 0 0 % ] =
=1 A 0 © -1 2~ 0 0
detAI-A)=|-1 0 A 0 0= -1 & 0|=2 +
Lo o a -1 prooao o Al Fro oo
1 0 0 X -1 0 0 A
0 0 0 -1 A

_ Hj‘l ";‘ _m} =N 4N + 2.

Wilkinson mostra ([21] p.411) que para uma matriz A, det(AI-A) pode ser
constituido em O(n’) multiplicagdes. O polindmio é obtido por formula de recorréncia em
que ¢ determinado sucessivamente o polinémio caracteristico de cada submatriz principal

H (r=1,..n)de H. Denotaremos por p,(A) o polindmio caracteristico da submatriz de
ordem r, assim, expandindo det(AI-H_ ) em termos das r-ésimas colunas temos:

po(A) =1

p1(2) = hi-A

p2(A) = (ha2-A)p1(R) -hi2K:

pe(A) = (her-A)pei(A) hee e Ke pra(h) + o 1)y K Ke, (5:2)

Para obter os coeficientes de p (A) devemos guardar os p,(A) (i =1,...r-1).

b §

i r _— .
Existem Emultrphcag:ﬁes para calcular p.(A) e o calculo completo do polindmio

i n3 - i 3
caracteristico envolve Y operagdes, ou seja, O (n”).

5.2 Um Método Geométrico

Jacobs e Trevisan em [15], desenvolveram um algoritmo simples da O(n’log n) para

encontrar o polindmio caracteristico da matriz de adjacéncia de uma arvore T, onde
; .3 o ; r
associamos a cada vértice v, a fun¢ado racional a(v) =—, onde r e s pertencem ao anel Q[A].
S

A validade do algoritmo para encontrar o polindmio caracteristico de arvores esta

baseada em dois teoremas bem conhecidos da Algebra Linear.
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Teorema 5.1.2 Se B = [bj;] for obtido de A = [a;] adicionando a cada elemento da r-ésima
linha (coluna) de A ¢ vezes o elemento correspondente da s-ésima linha (coluna) r # s de A,
entdo, |B| = |Al.

Teorema 5.1.3 Se uma matriz A[a;] € triangular inferior (superior), entdo

|Al = anaz....am;
ou seja, o determinante de uma matriz triangular € o produto dos elementos sobre a
diagonal principal.

As demonstrag¢des dos teorema 5.1.2 € 5.1.3 podem ser vista com detalhes em [16].

Seja T uma arvore enraizada, com n vértices e matriz de adjacéncia denotada por A.
Sempre é possivel ordenar os vértices de tal forma que os pais (vértices que possuem
criangas), tenham ordem superior a de suas criangas. O objetivo € levar a matriz AI-A a
forma triangularizada, e entdo aplicar o teorema 5.1.3.

Ao fazermos as operagdes elementares para eliminarmos os elementos abaixo da
diagonal, o termo sobre a diagonal tera valor

s=h-Fl_ (5.3)
cc a(c)
onde C representa o conjunto das criangas. A justificativa de que esse processo de
eliminag¢do Gaussiana de fato ndo produz outros efeitos pode ser visto em [10] e [14]. O
método descrito sera utilizado na proxima segdo a fim de se obter uma demonstragdo mais
simplificada para aquele procedimento.
Apos todos os vértices serem processados, o polindmio caracteristico € entdo

calculado através do produto de todas as fungdes a(v), tal que:

plA]=[Jav) (5.4)

veV
O método proposto opera diretamente na arvore. Para exemplificar faremos o

calculo do polinémio da arvore da fig (5.2).
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fig 5.2

Com respectiva matriz de adjacéncia A e a arvore correspondente

(A 0 -1 0] °

0 0
6 % =1 0 O O
a7l -1 A 0 0 - ooo
1l 0 O % @ =i
0 0 0 0 A -1
& o -1 % -3 (o) (=)

A cada vértice da arvore assinalamos a variavel A, que é representado na matriz de
adjacéncia pelos elementos sobre a diagonal principal. Comegamos pelas folhas e notamos
que a submatriz correspondente ja esta triangularizada. Em seguida, subimos, um nivel e
aplicamos a equagao (5.3). Temos, entdao

Vi=V2=A, €

V; =A- —1—+-1— =7t-——2-_
il AA A

A matriz e a arvore correspondente sao

A -1 0 0 0] 0

0 2
01—12000 ?“_I
0022 0 0 - .oo
60 6 X o0 =1
69 @ 6 % -1
o § 4 =i=i & (») (1)
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Continuamos processando os vértices de forma que

V4 =Vs= A,

1 SO | 1 2

+ =A———

g B

A A

1 2
_ i T T

A0 -1 00 0 2 A

0A -1 00 0 A

2 .
00 A== 0 0 =1
2
00 0 X 0 -1 R
00 0 0 A = A .
1 2 (2) (s
00 0 0 0 heotos
g

L |

Efetuando o produto de todas as seis fungdes racionais da fig(5.2), obtemos

p[A]=A%-50% + 4A%

Uma desvantagem deste método € que as expressoes aritméticas vao aumentando,
tornando a dificuldade maior com o aumento da profundidade da arvore. Por exemplo, se
outro vértice estivesse ligado sobre a raiz da fig(5.1), precisariamos calcular:

1
1 2

3R

A

A idéia entdo € refinar esse método para simplificar as expressOes aritméticas e

A—

obter um algoritmo na 0(n’log n).

Para exemplificar como funciona 0 método vamos novamente determinar o
polindmio caracteristico da arvore da fig(5.2).

A idéia € transformar a matriz de adjacéncia A em uma matriz triangularizada de

maneira que as expressoes aritmeéticas dos vértices que possuem criangas sao simplificadas.

Assim, temos
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sendo equivalente a matriz

[

o o o o o

o D o o

[ %
0
-1
0
0
0

0
A
-1
0
0
0

-1
-1
-2

'
0
0

-1

=
-1

A
0
0

=]

o o

A
0
-1

o P o O O

o -~ T - T = ] oo

-1

a2 o o o o

Como queremos diminuir as expressdes aritméticas, vamos multiplicar a linha 3 da matriz

B por A%, ou seja, pelo produto do polindmio caracteristico das criangas correspondente aos

vértices 1 e 2. Para que o determinante da matriz B nZo altere devemos dividir a linha 1 e a

linha 2 por (X). Nesse estagio a matriz € da forma

o O O O O

g =2
A

-
A

0 2°-2A

0 0

(R

0 -1

SO o O

Podemos observar que o elemento a33 da matriz B; corresponde ao polindmio caracteristico

da subarvore enraizada pelo vértice 3. Finalmente, a linha 6 (correspondente ao vértice 6)

através de operagOes elementares com as linhas correspondentes as suas criangas

transforma a matriz B; em
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1 0 «= 0D 0
A
01 -+ 0 0 0
l b
B,=/0 0 =21 0 0 22
00 0 A0 <]
00 0 0 A ~1
B0 0 00 kot
_ B2 3 A
ou ainda
i 1 )
1 0 -—— 0 0 0
A
01 - 0 0 0
l 2
00 1 00 _37“_
_ Y-
B, = :
00 0 10 _2
%
00 0 01 _1
A
2
o6 0 60 X-20i-mr L1
i -k & A
- 4 3 g 1‘2 I I 6 4 2
Logo o determinante, ¢ o produto(A’ —2A)A° | A———————|[=2" =51 +4L°. Se
A=2L A A

houvesse outro vértice ligado sobre a raiz procederiamos da mesma maneira.

Assim, vamos usar a seguinte notagdo. Para algum vértice v, consideramos d. o
polindmio caracteristico correspondente a subarvore T, enraizada por v e d representa o
produto do polindmio caracteristico das arvores enraizadas pelas criangas de v. Entdo, se v
¢ uma folha, definimos d,=1.

Particionamos os vértices Ty nos seguintes conjunto disjuntos:{v} e as subarvores
enraizadas por suas criangas. Entao a equagdo (5.4) implica em:
d, =d, a(v). (5.5)
Consideramos agora para melhor compreendermos o método, um veértice v contendo
trés criangas Cj, C; € c3. Seja r a fungao racional a(v) em (5.3). Sejam ry, 12 e r; denotados
por a(c;), a(cz) e a(cs), respectivamente. Por defini¢ao temos

d,=d.d.d,, (5.6)
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por (5.5),

d, =d.r, (5.7)
para cada i. Usando (5.5), (5.3) e (5.7), temos
d, =d,r
E B 5
. dd. dd,. d.d,
=Ad, - - L — >,

Yo d d d

Lt L €3

Generalizando temos:

- 1 sevéuma folha,
et - (5.8)
dc] """" [ sev possuI Crlanqas cl gerrane ,Ck 3
A sevéuma folha,
&= .d - 5.9
T, - Zil%'dci se v possui criangas c,,......,Cy . (5.9)

Entao, o algoritmo processa a arvore de baixo para cima, antes que um vértice v seja
processado, suas criangas deverdo ser processadas. O objetivo ¢ calcular d., onde w € a
raiz. Fazemos isso calculando sucessivamente d., (utilizando 5.8) e d. (utilizando 5.9), para
todos os vértices v. Note que os fatores do lado direito de (5.8) ja foram calculados pois a
ordenagdo ¢ feita de baixo para cima. Esse algoritmo envolve dois tipos de calculos, dados
pelas equagdes (5.8) e (5.9).

Um ponto importante € que em (5.9) o calculo de E"—dc ,& obtido primeiro

&

dividindo d, por d_por se obter uma divisdo exata e produzir um polindmio. Entdo,

multiplicamos este resultado por d;i o qual ja foi calculado num estigio anterior. E

d,
tentador calcular E——como um produto

&

g, ol i

< St Cial €y ?
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e apesar de que isto possa simplificar certos calculos pequenos, o problema € que k pode
ser tdo grande quanto n. Isto adiciona uma ordem extra de magnitude a complexidade no
pior caso do algoritmo.
Para exemplificar, vamos considerar a arvore mostrada na figura (5.3), cujos vértices
identificamos com os nimeros inteiros. Os vértices numerados de 1 a 8 sdo folhas, entdo
por (5.8) e (5.9) obtemos

d =1 paral<i<8

d,=A, paral<ic<8.
Aplicando (5.8) e (5.9) nos vértices restantes, temos

dy, =ddd.d, =X

d, d, d, d,

d, =kd;¢ ——————— —2 =) —4)}
d] d: d3 d4

dlw =N

dw = 343 -2\

d, =d, =2° - 4%’

d,; = ?"dn _ﬁld; g eha
d
9
d;z =d,,d,dg = X -2
d,=ad, ey oy _dog g g
d? dS le

d;3 =d,d,, = A2 =10A"° +292% - 202°

il —jid;l -Sn

11 12

d,,

>

d,.

Desenvolvendo esta tltima expressao, obtemos o polindmio caracteristico simplificado:

A% =120 +45%° — 5407 +16)°
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Examinemos o conjunto de equagdes dadas por (5.8) e (5.9) nas v varidveis.
Calculemos o nmimero de divisdes e multiplicacdes polinomiais. Quando uma equagio
simples € vista isoladamente, o nimero de operagGes depende de k (nimero de criangas).
Se na andlise presumirmos sempre o pior para k, somos levados a um limite superior
desnecessariamente grande. Ao invés disso, consideramos todas as 2n equagdes de uma
vez.

Podemos observar que cada vértice (exceto a raiz) aparece no lado direito da
equagao da forma (5.8). Portanto os lados direitos de (5.8) envolvem no maximo n-2
multiplicagGes polinomiais tendo o grau no maximo n.

Depois, consideramos o lado direito de (5.9). O produto Ad,é trivial, entdo

"
v

consideramos as expressdes d;i , que sdo obtidas através de uma divis@o e multiplicagio

¢
polinomial.

Vamos entdo questionar qual o tempo total sobre todas as equag¢des. Qual o custo de
fazer essas operagbes? Novamente, observamos que cada vértice (exceto a raiz) aparece
exatamente uma vez, assim como alguns c;. Portanto, coletivamente, realizamos n-1
multiplicages polinomiais e n-1 divisdes polinomiais, cujos graus sdo menores ou iguais a

1.



No total o algoritmo realiza O(n) operagdes polinomiais. Empregando os métodos
convencionais da ordem O(n?) para a multiplicagio e divisdo polinomial da um algoritmo
da ordem O(n’). Entretanto, usando os métodos da ordem O(nlogn) para a multiplicagdo
([4], p.285) e divisdao ([1],Teorema 8.7,) polinomial, obtemos um algoritmo da ordem
O(n*logn).

5.3 Um novo Método para o Calculo do Polinémio Caracteristico de

Arvores.

Vimos até agora, alguns métodos para calcular o polindmio caracteristico p[A] para
a classe de matrizes de adjacéncia de arvores, o melhor com custo computacional da
O(n’logn). A questio é se podemos fazer melhor, ou seja, reduzir o tempo computacional
para esse calculo.

Vamos, primeiramente, propor um meétodo que calcula det(A+od) com aeR, para
uma arvore com n vértices. Em um segundo estagio, poderemos obter o polindmio
caracteristico pela interpolag¢@o dos n+1 pontos obtidos através do célculo do det(A+al).

Seja T uma arvore enraizada com n vértices , A sua matriz de adjacéncia, € o um
escalar. Queremos mostrar que existe um método muito simples para calcular det M=
det(A+al), para qualquer aeR. Salientamos que para o=1, M denota a matriz de
vizinhanga de uma arvore T (ver [19]).

Vamos, assumir M como tendo a forma seguinte




A matriz acima, possui a ultima linha e coluna correspondente a v, raiz da arvore. Os
VETHCES V..V, Vagswiios ,v, deverdo ser ordenados de tal forma que cada pai tenha ordem

superior a de suas criangas. Levaremos a matriz M a forma triangularizada e entdo
aplicamos o teorema 5.1.3. Os blocos na diagonal sdo submatrizes correspondentes as

subarvores.

i
. . a 1
Assim, representaremos a submatriz .. ] de M, onde v,

I J

corresponde ao vértice pai, e v, ao vértice que corresponde sua crianga. De acordo com o

processo de triangularizagdo v;devera ter seus elementos anteriores ao elemento a; todos

~ 1 : 3
nulos. Se fizermos a operagdo elementar L; <~ L, ——L,, ou seja, o algoritmo processa o
o
vértice pai, efetuando operagdes elementares com as linhas correspondentes as suas
. 1 ;
criangas tendo seu elemento a; =o——. Podemos observar que a submatriz

a

correspondente as folhas ja se encontra na forma triangularizada.

Quando houver uma crianga de valor zero, ou seja, a,= 0, teremos a submatriz de

1 =
r J
L i 0 1 N
representacao ; 1 , onde a operacdo elementar efetuada passa a ser
o
Sl I o |

L, « L, +L;, ou seja, o elemento a; =0 passa a ser a;=1, o que ¢ garantido pelo
elemento a,=1. Ao efetuar a operagdo acima , o elemento a; passa a ter valor 1+a, pois
originalmente o elemento a, =1 e a,;=o. Embora nesta etapa do processo os elementos

anteriores ao elemento da diagonal principal da linha 1 ndo sejam mais todos nulos, ou
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ent3o, que a matriz nesse estagio ndo se encontre mais na forma triangularizada, afirmamos
que o elemento a; tera sempre valor igual a 1. Isto ocorre, porque se ax=1 para algum k <1,
estes vértices vy s3o irmdos do vértice v; e, portanto, ndao sao adjacentes, significando que
axi = 0, para todo k nessas condigdes. Logo, podemos fazer opera¢des elementares para
anular tais elementos sem que o elemento sobre a diagonal da linha i se altere. Assim, o
determinante ndo se altera, ndo havendo a necessidade de fazer as operagdes elementares
para anular tais colunas na linha i.

Continuamos a triangularizar a matriz fazendo uma nova operagdo L, «~L,-L, e

portanto aj = a;— a;;=a. - (1 + o) =-1.

A linha j passa a ter o elemento a; = -1 e todos os outros nulos. A linha j cujo
elemento a; =-1 € entdo utilizada, através de uma operagao elementar, para anular o
elemento ani , onde o vértice m € o pai do vértice i (se houver) o que n2o altera o elemento
amm, j4 que a linha j possui todos seus elementos nulos com excegdo do elemento a;; = -1.
Podemos concluir que, a crianga com valor zero passara ter valor 1 e o pai, valor -1. A
operagdo correspondente na arvore significa que o vértice pai cujo valor € —1 deixa de ser
adjacente as suas criangas, assim a linha j ndo se liga mais com as criangas, ou seja, as
arestas sao rompidas. No momento em que as arestas sao rompidas passamos a ter uma
floresta.

Vamos exemplificar o caso em que a arvore possui uma crianga com valor zero para
um determinado escalar o.. Note que o procedimento pode ser executado diretamente na
arvore sem a necessidade de armazenar a matriz de adjacéncia. Ilustramos o procedimento
com a arvore da fig 5.4.

Seja a arvore da figura 5.4.




com respectiva matriz A+l e a arvore correspondente. Os elementos da diagonal da matriz

tados pelo valor no vértice do grafo, todos sdo inicializados com o valor a.

Sao represen

01 0 000 O]
1 00 000
I &0 1 0 0

]

1

1 0 0 Of,paracc=1.

0

0
0

1
1

1
1

1

1

0 00

1

0 0 00 00

0 010

1

1]

000001

AF[={0 0 0 1

Transformando a matriz A+I através de operagdes elementares, obtemos

b Btag =iz

S O O O O o
(=T — T - R = R N~ I e
O O - O -
S O O - -D O
c ©C O = - o O O
..I_......_l__ S -0 o
(=T o o o o

o o o o

1

0

00
B]=000

YT T

[== T == o P = 2 = 2 e
o O O O O O =~ -
S O O O -
[ oo BN <o T <= S N = e = B =}
o O O - o O o D
— - T oo -0 o
o - O O O O O ©
_10000000

Il

)
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L «L; +L;

1 00 0 0 O]
1 00000
-1 00100

0
1

0 0

1 0 00

1

1 2 0 1

0

0

00 0 00O0T11
11

00 0 001

B:s=|0 0 0

00 0 0 0]

0 1
1

00 0 00O

00
0 00
2 01
-1 0 0

-1 00

00

1
1

1

0

00 0 00

1

1
1

00 0 00 O

00 0 00

IJ

1

Bs=|0 0 0

triangularizada e a arvore correspondente, cujo

Finalmente, obtemos a matriz Bs

determinante € igual a zero. Podemos observar também o rompimento das arestas

adjacentes ao vértice 6. Assim, temos

L;«L;-L;

ST, [ )

00 0 0O
00 0 00

1
1

0

00
0 00
7
-1 0 0

-1 0 0 1

0 0

1
1

1

0

00 0 00

1

00 0 00 0 00

00 0 00 O

Bs=|0 0 0
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Quando houver mais de uma crianga com valor zero, procedemos do mesmo modo,
a primeira crianga nula opera com a linha pai e passa ter valor igual a 1 ficando somente
ligada ao pai, ou seja, anteriormente ao elemento sobre a diagonal principal os vértices ja
foram processados de forma que sdo todos nulos e os outros elementos apés o elemento
sobre a diagonal principal serdo nulos pois ndo ha adjacéncia entre vértices irmaos, assim o
unico vinculo € o vértice pai. Da mesma maneira, a segunda crianga ao se anular também
opera com a linha pai ficando somente ligada ao pai e assim teremos um determinante que
possui duas linhas iguais e portanto igual a zero. Concluimos entdo que se houverem duas
criangas com valor zero o determinante € nulo.

Vamos exemplificar o caso em que a arvore possui mais de uma crianga com valor
zero para um determinado escalar o.

Seja a arvore da figura 5.5.

fig 5.5

Com respectiva matriz A+l, o = 1 e a arvore correspondente

A+l=

oo O 9 9O - O
LT R — S - - T
L R — T - =T
S O O =~ 0 O O
-0 O = = O O
O oD OO O
— e e OO O O
— D - D OO

Processamos o vértice 3 e o vértice 5 obtendo
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OO O O
DE O QO v o
o o cC e B MO
o o o - o o o =~
o 0C 0O -~C o O 9
- =T o0 oo~
o -~ o O © o o 2
._.I,nUOﬁUOnUO.nWM

n

Bl

SRS, (T

OO0 = o NN O - o=
=== = e e o N
fooo B = T > N == T e T e B R ==}
OO0~ - O o~
OO O = O O O O
— .|___ [ T T o T e B |
O - o O O O O O
- oD O O o0
L MRS |

]

(=]

m

Processamos o vértice 7 e obtemos

00 00O
0 00O
1

1
-1

1

0 0 0

0 0
0
0

1

0

1

0

0
00 0 00

2

1

010

00 0 0O0O0O01

L,«<L,+L;
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10 1 00000
01 1 00000
00 -10000 1

g |00 0 11000

e D0 1 810 1 2
00 0 00110
00 1 01012
00 1 0101 1]

Nesse caso, vértice 8 ndo é processado pois a matriz correspondente possui duas linhas
iguais e portanto o determinante € zero. Logo, se houver duas criangas com valor zero o
determinante retorna zero.

Vamos, entdo construir o algoritmo que opera diretamente na arvore, baseado no

método explicado acima.

Algoritmo 2 Dada uma arvore T, ordenada de tal forma que os os pais tenham ordem
superior a de suas criangas, o algoritmo calcula o determinante det(A + al) para qualquer
aeR.
1 Atribua a(v): = a.€R para cada vértice v.
Processe 0s vértices como segue:
se v € uma crianga entao
nao faca nada.
se todas as criangas possuem valor diferente de zero, entdo
a(v)=1- ZL onde c sdo as criangas de v.
ceC
sendo se v tem mais do que uma crianga com valor zero, entio
retorne zero
senao se v tem exatamente uma crianga (w) com valor zero, entao
a(v) =-1
a(w)=1
Eliminar todas as arestas incidentes a v.

2 Retorne Ha(v).
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Teorema 5.2.1 O algoritmo calcula o det (A + al) com a.€R, em tempo de O(n).
Prova: A correcdo do algoritmo ficou determinada anteriormente. Como o algoritmo
processa n vértices passando uma unica vez em cada veértice e o processamento de cada

vértice é dado por um numero constante de operagdes, segue que o tempo € O(n).0

Através do algoritmo, podemos determinar p[A] para exatamente n+1 valores

distintos de o,e num segundo estagio a interpolagao dos pontos (p[-oc]) para obter p[A] = ao

Para exemplificar, vamos obter o det (A + o) para 7 valores distintos de o , onde A
¢ a matriz de adjacéncia da arvore da fig(5.2) de 6 vértices.

Aplicando o algoritmo 2 obtemos os seguintes resultados

=360, pVD) =4 D =p) = =0, o3 ]=p~3]- 2.

A seguir devemos fazer uma interpolagdo dos pontos obtidos. Assim, o seguinte algoritmo

sintetiza as idéias aqui apresentadas.

Algoritmo 3 Este algoritmo determina o polindmio caracteristico de uma arvore através da
interpolag@o polinomial.
1. Escolha os escalares o 0t1, oz, ...... Ol

2. Chame o algoritmo 2

3. Chame interpolagdo ( [-0,-al1, -0z, -...... 0], [p(-0w), p(-at1),......p(-0tm)] )

No exemplo acima, interpolando os 7 pontos , obtemos

p(A) =A% —5A% +40%.
Esse procedimento para determinar o polindmio caracteristico também possibilita
determinar se duas arvores sao isoespectrais.

A eficiéncia do procedimento se baseia no fato de que o calculo do valor do
polindmio para um arbitrario escalar o, pode ser feito utilizando o algoritmo acima, cujo

tempo computacional € O(n). Como necessitamos de n+1 valores o, 0 custo total da
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avaliagdo ¢ O(n®). Como a interpolagdo simultinea dos n+1 pontos (-, p[-]) pode ser
feita em O(nlog’n) (ver [1], p.299), o custo total do algoritmo é O(n), ou seja, provamos o

seguinte

Teorema 5.2.2 O polindmio caracteristico de uma arvore com n vértices pode ser calculado

em tempo o).
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6 PROPRIEDADES TOPOLOGICAS DO GRAFO A
PARTIR DE SEU ESPECTRO

Este capitulo final surgiu na tentativa de mostrar o quéo importante € o trabalho dos
tedricos de grafos onde a preocupagdo € buscar conhecer a estrutura do grafo a partir de seu
espectro. O trabalho até aqui teve a seguinte caracteristica: conhecida a estrutura do grafo e
sua matriz de adjacéncia A, o polindmio caracteristico € o espectro correspondente sdo
obtidos. Claramente, podemos dizer que G esta determinado por A, isto é, uma matriz de
adjacéncia determina um unico grafo. Mas a reciproca ndo € verdadeira, pois dado um grafo
G, a matriz de adjacéncia de G depende da ordenagdo de seus vértices. Se G tem uma
ordenag¢do de vértices dada com correspondente matriz de adjacéncia A, entdo uma
reordenacio corresponde a uma matriz semelhante B = PAP™', onde P é uma matriz de
permutagdo. Grafos que s6 diferem por uma reordenacio de vértices sdo chamados
isomorfos. Obviamente grafos isomorfos possuem o mesmo espectro.

A questdo que surge naturalmente € se podemos determinar uma classe de grafos
isomorfos correspondente a um dado espectro. Isto é equivalente a encontrarmos uma
matriz (a menos de semelhanca) que tenha um conjunto dado de autovalores. Por algum
tempo se pensou ser esse problema unicamente determinado, ou seja. que autovalores
determinavam unicamente uma classe de grafos isomorfos. Entretanto, existem grafos que
possuem 0 mesmo polindmio caracteristico e, portanto 0 mesmo espectro, embora tenham
estruturas topologicas diferentes, isto €, ndo sdo isomorfos. Nesse sentido € que
apresentamos alguns resultados obtidos que caracterizam certos grafos estudados, onde
dado o espectro S podemos identificar qual o unico grafo cujo espectro € S. Alguns
resultados ndo serdo demonstrados pois requer que se estabelecam relacdes entre os
coeficientes do polindmio caracteristico do grafo e sua estrutura, o que esta fora do escopo

deste trabalho.



6.1 Propriedades Espectrais de Certas Classes de Grafos

Nesta se¢do assumimos que s3o conhecidos o espectro de um grafo e que G

pertence a uma determinada classe de grafos. Buscamos determinar G.

Teorema 6.1.1 Se G é um grafo com polindmio caracteristico A” +a)A™" +a,A"%+.. +a,. O

comprimento f do menor ciclo impar em G ¢ igual ao indice do primeiro coeficiente ndo

; > 3 z i 1
nulo aj, as, as,...... O numero de ciclos impares de comprimento f em G € igual a -Eaf :

O proximo teorema faz uma conexdo entre a estrutura e o espectro do grafo. Parte
do teorema foi primeiramente registrado na literatura quimica por C.A.Coulson, G. S.

Rushbrooke. Ver ( [6], p.87 ). O teorema inteiro foi provado por H. Sachs.

Teorema 6.1.2 Um grafo contendo pelo menos uma aresta € bipartido se e somente se seu
espectro, considerado como um conjunto de pontos da reta real, é simétrico com relagdo ao
ponto zero.
Prova: Em um grafo bipartido ndo existem ciclos impares, entdo pelo teorema 6.1.1, o
polindmio caracteristico é da forma A" +a,A"” +a,A"*+. +a, e, portanto, seu espectro
considerado como um conjunto de pontos da reta real, é simétrico em relagdo ao ponto
zero. O

A validade do teorema fica evidente para grafos bipartidos completos e também

para grafos bipartidos K, . —e[A], ao examinarmos os polinémios caracteristicos obtidos

no capitulo 3.

Teorema 6.1.3 Seja d o valor médio da valéncia e r o maior autovalor de um grafo G.

Entdo, d <r, onde a igualdade ¢ valida se, e somente se G ¢ regular de grau r.
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Prova: Por defini¢do, o quociente de Rayleigh correspondente a uma matriz hermitiana A é

(x, Ax)
(x,%)

a expressao R= , onde x denota um vetor. O quociente de Rayleigh fornece ainda

uma cota superior e inferior para os autovalores de A. Ver [18].

Como a matriz de adjacéncia A = (a;); de G € hermitiana, o problema para encontrar o

maximo valor para o quociente de Rayleigh

n n
ZZaaxix,-

R = = (6.1)

n
2
X
1=l
( x;, s30 nimeros reais arbitrarios ndo todos nulos) tem a solu¢do R = r. O maximo ¢é
atingido se e somente se x; (i =1,.....,n) s30 as componentes de um autovetor de A associado
ar.
Se substituirmos x; = 1 (1 =1,.....,n) em (6.1), temos

-y j
R=d=-— ;
n;d,,

onde d; = > a, ¢ a valéncia do vértice i. Entdo, d é um valor particular do quociente de
=

Rayleigh e, portanto, d <r. Para grafos regulares a igualdade ¢ valida, pois pelo teorema

2.1.4, o maior autovalor de G € igual ao grau de G .

n n

d, =lZZau.. Se

; : s ; = 1¢
Reciprocamente, consideremos valida a igualdaded =r=—
n;. n = =

n
um autovetor de A associado ao autovalor r. Assim, d, =» a,= r e, portanto, G é
=1

regular.C]
Teorema 6.1.4 Seja A,=r1, A,,....,A_ 0 espectro de G, r é o maior autovalor de G. Entdo G

. I &5
é regular de graur se e somente se —» A} =t
n i=1
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Prova: O niimero de passeios fechados de comprimento 2 € igual duas vezes o nimero m

. s = (2 1 &
> A% . Temos que o valor médio d = =—> A1, e pelo

1
de arestas, portanto, m = —
25 o nig

L5 1S ’
teorema anterior, d=— Y A? = r se, e somente se G ¢ regular de grau r.[]
n g

O indice de um grafo G € o maior autovalor de um grafo. O proximo teorema

relaciona o nimero de componentes de um grafo regular com seu indice.

Teorema 6.1.5 O nimero de componentes de um grafo regular G € igual a multiplicidade
de seu indice.

Prova: Sendo G regular de grau r, pelo teorema 2.1.4, seu maior autovalor € igual ar e
possui multiplicidade 1 quando conexo. Como o polindmio caracteristico de grafos
desconexos € o produto dos polindmios caracteristicos de suas componentes o numero de

componentes de um grafo regular G ¢ a multiplicidade de seu indice. O

6.2 Caracteriza¢ao de um Grafo pelo seu Espectro

Nesta se¢do, enunciaremos alguns resultados para mostrar propriedades topologicas
do grafo a partir do seu espectro. Mais especificamente, tentamos buscar classes de grafos
que possuem as propriedades espectrais dadas. Em particular a possibilidade de
identificag@o do grafo € investigada, isto €, procuramos caracterizar grafos com um namero
pequeno de autovalores distintos € que sao determinados unicamente pelo seu espectro.
Finalmente enunciaremos alguns resultados que mostram a existéncia de grandes familias

de grafos isoespectrais.
O proximo resultado mostra que, para um grafo regular conexo G, o espectro fica

completamente determinado conhecendo apenas seus autovalores distintos, desde que o

numero de autovalores distintos seja menor que ¢inco.
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Lema 6.2.1 Seja G um grafo regular conexo com n vértices cujo espectro € S e cujo
conjunto de autovalores distintos € t. Vamos supor que |t (<4 Entdo as seguintes
afirmagGes sdo equivalentes.
(1) H é isoespectral a G.
( ii ) H é regular, conexo, tem n vértices e T € o conjunto de seus autovalores
distintos.
Prova:
()= (ii) Pelo teorema 6.1.5 o numero de componentes de um grafo regular G igual a
multiplicidade de seu maior autovalor. A regularidade de G implica na regularidade de H, e
como o maior autovalor tem multiplicidade 1, H é conexo.

(i)=>(1) Sejam A, >A,>A,>A, autovalores distintos de H com respectivas
multiplicidades algébricas m,, m,,m,,m, . Entao:

(a) m, =1, pois H é conexo.

(b) m, +m, +m, +m,=n, onde n € o nimero de vértices.

(c) mA, +mA, +mA, +mA, =0, poiso D A, =D a; =trA=0.

i=l i=1

(d) mA +m} +m,A} +m,A, =nk,, pois Z?Lf => a; =trA’= nr = n},, pois H ¢
1=1 i=1

regulare A, =r

As equagoes de (a)-(d) determinam m,,m,,m, e m, unicamente, pois o sistema € bem

determinado. Assim, o espectro fica determinado. O mesmo argumento pode ser utilizado

quando [t|<4.0

O resultado seguinte caracteriza grafos cujo espectro contém 1 ou 2 autovalores

distintos.

Teorema 6.2.2 Um grafo G possui um tnico autovalor se, e somente se G € totalmente
desconexo. Um grafo G possui dois autovalores distintos A; > A, com multiplicidade m; e
m; se e somente se G € soma direta de m; grafos completos de ordem A, + 1. Neste caso, A

=-lem= ml?x.;.
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Prova: Vamos supor um grafo G com respectiva matriz de adjacéncia A possuindo um
autovalor distinto A com multiplicidade m. Como o tr A= 0, devemos ter A = 0. Sabemos
que se a matriz A € simétrica, também € diagonalizavel e, portanto, o polindmio minimal é
da forma m(x) =x - A, e A= 0, logo G consiste de m vértices isolados.

Reciprocamente, se G é um grafo que ndo possui arestas, o polinémio caracteristico
¢ A"= 0 e, portanto, G possui um autovalor.

Se G possui dois autovalores distintos A, > A,, com multiplicidade m, e m,, entdo
o polindmio minimal é da forma m(x) = (x - A,) (x - A,), pois A é simétrica e
diagonalizavel. Temos entdo, A’—(A, +A,)A+AA,I=0. Como au=0, temos que
a?=—) A, para todo k e, portanto, G é regular de grau —A,A,. Como o grau de G é o
maior autovalor, temos que A;=—2AA,, logo A; = -1. Além disso, se dois vértices ndo sdo
adjacentes, entdo eles ndo estdo unidos por um caminho de comprimento 2, ji que a;=0.
Logo, G ¢ soma direta de m, grafos completos de ordem A, +1. Também podemos

concluir isso observando que

ma

G[A'] - (k"}'l)mz(l_kl)w :|:(7\4+1);;0»—3-1)] , Com 7\41 = s |

m,

Reciprocamente, se G ¢ soma direta de m; grafos completos de ordem A, +1, pelo teorema

2.1.4 temos que G[A] = (K A1 [3%])ml . O polinémio caracteristico para um grafo completo €

dado por (3.2) e, entdo G[A] = ((3\ +D) (A =2, ))m' =(A+1)™" (A-2L,)™. Assim, G possui
m;A; autovalores iguais a —1 e m; autovalores iguais a A;. O
Para exemplificar, tomamos G como sendo a soma direta de 3 grafos completos de

ordem 3, teremos como autovalores distintos {2,-1,-1}, e portanto 6 autovalores iguais a —1

e 3 autovalores iguais a 2.
Vimos que o polindmio caracteristico para grafos completos € dado por (A -n+ 1)

(A + 1), assim, podemos dizer que G possui um autovalor A; = n-1 com multiplicidade 1 e

A1 autovalores iguais a —1. Logo, G é regular, conexo e possui dois autovalores distintos.
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Pelo resultado do teorema 6.2.2, decorre que grafos completos sdo caracterizados pelo seus
espectros.
Para caracterizarmos o caso de trés autovalores distintos é bem mais dificil, de

qualquer modo, os teoremas enunciados sdo interessantes pois caracterizam alguns grafos.

Teorema 6.2.3 Seja G um grafo bipartido cujos autovalores A; > A, > A3 com respectivas

multiplicidades m;, my, ms Entdo, se A= -A3, m; = mz € A, = 0, G é a soma direta de m,

grafos completos bipartidos K, onders, =Al, i=1L...mem,— ) (g +s,

5,s

vértices isolados.
A prova da parte "se" do teorema pode ser encontrado em [9]. A reciproca € facilmente

verificada, pois se G € soma direta de m; grafos completos bipartidos, cujo polinémio

caracteristico € [(A> —rs,)A"*?]™ | segue que G possui um autovalor A;=,/ts, com
multiplicidade my, A3 = -,/r;s, com multiplicidade m;, e A= 0 com multiplicidade m, Caso

o grafo G seja soma direta de m; grafos completos bipartidos sem vértices isolados, entdo

my
m; = Z(ri +s,—2). Caso contrario, G possui vértices isolados e entdo, m, =

i=1

m,
> (1, +s, —2)+ namero de vértices isolados.

i=1

Corolario 6.2.4 Se G satisfaz o teorema 6.2.3, € A} =15, = p, € um inteiro primo, entio G
¢ caracterizado pelo seu espectro.

Prova: O polindmio caracteristico para um grafo completo bipartido ¢ da forma
[(A -1s,)A"**]. Se A} =15, com r;5; primo, entdo os unico divisores de r;s; so + 1 ou
+ s, assim 1;s; = £1.%+ ( 138;). Logo existe um tnico Kr_”si tal que o conjunto de autovalores
distintos seja {- ris; ,0, 1;s; }. Entretanto, se o produto r;s; for um nimero composto, existe
algum a diferente de * 1 e + que divide r;s;, entdo r;s; = a.p (o, €N). Logo existe mais do

que um K, _ que possui 0 mesmo conjunto de autovalores distintos {- r;s; 0, 1;s;}.]

Para exemplificar tomamos G bipartido com A,1=+/3, A2 = 0 e A3 = -+/3 com

respectivas multiplicidades m; = m3 = 2 e m; = 5, com polindmio caracteristico igual a
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(A =3)*%° =(A? =3)’A* ., assim, G é soma direta de dois grafos completos K;3 + 1
vértice isolado, e portanto caracterizado pelo seu espectro. Entretanto se tomarmos G
bipartido com A =4, A, =0, A3 = -4, com m; = m3 = 1 e m; =15, temos para polindmio
caracteristico (A> —16)A"=(A* —=16)A°A° =(A* =16)A° A", onde K, s tem para polindmio
caracteristico(A* —16)A”°, Kus + 9 vértices isolados tem para polindmio
caracteristico (A’ —16)A° A’ e Kjg+ 7 vértices isolados tem para polindmio caracteristico

(A* =16)2° A/, portanto ndo sdo caracterizados pelo seus espectros.

Teorema 6.2.5 Um grafo regular G possui autovalores r, 0 e A; se, € somente se, 0

complementar de G € soma direta de — {— +1 grafos completos de ordem -As.

3
A prova da parte "se" do teorema pode ser encontrado em [6]. A reciproca ¢ facilmente
verificada, pois se o complementar de G € soma direta de it grafos completos de

3

ordem -Az, temos pelo teorema 2.1.4 que

—A-n+r
=] (6.2)

e, por (3.2), temos que K, \[-A —1]= (1) ™7 (A +24;). (6.3)

Ko A1 = -1

Substituindo (6.3) em (6.2) vem

—h-DFEET Gots Bt
—A+T A

3

(A A+A)P =(-1)°

(A +)(=A) TP (= +A,)P

ST (-A-n+1)

, substituindo B e -n+r por A3 , temos

T r
n+—-1 1

(A0 hadd) ™

GIA]= (-1’ VT

?

T T
o]

GA]=(-D"(-A +r)(—.?L)n M(-A+ 13)_5. Assim, temos um autovalor igual a r,

r —_ 5 o
(n+ = 1) autovalores iguais a zero e —— autovalores iguais a As.
3 3

69



O grafo regular de grau 2 possuindo 4 vértices satisfaz as condi¢des do teorema
6.2.5. Ainda assim, € facil ver que possui 0 mesmo espectro que o grafo bipartido completo
regular K. Portanto, um grafo regular G com autovalores r, 0, A3 ndo € caracterizado pelo

seu espectro.

Corolirio 6.2.6 Grafos multipartidos completos regulares sdo caracterizados pelos seus
espectros.

O polinémio caracteristico para um grafo multipartido completo regular € dado por
k-1 k-1
?\.”‘k(l+%—n)[l+ﬁ] - ?L“'k(l-r)(l-!-%) ,onder= n—%ALogo, M=r,A=0e¢

7\.3'—" ——E—.

Por exemplo, seja G o grafo regular cujo conjunto de autovalores distintos € dado
por {4, 0, -2}. Um grafo completo possui dois autovalores distintos, um bipartido possui
seu espectro simétrico em relagdo ao autovalor zero. Utilizando o teorema 6.2.5, vimos que
o grafo € multipartido completo regular com n=r-A,=6ek=3.

A K Kelmans provou que existem alguns grafos multipartidos que sZo
caracterizados pelo seu espectro. J.H.Smith generalizou o teorema 6.2.5 e enunciou o

teorema abaixo. Ver [6].

Teorema 6.2.7 Um grafo tem exatamente um autovalor positivo se e somente se, seus
vértices ndo isolados formam um grafo multipartido completo.
Em geral, grafos multipartidos completos ndo sdo caracterizados pelo seu espectro.
Por exemplo Kjg33, tem para polindémio A*'( A+3) (A%-3A-108) e Koo, + 4K, tem
para polindmio A*( A+9) (A%-9A-36), tal que o conjunto de autovalores distintos
correspondente a esses dois grafos € {-9,-3, 0, 12}. Esses grafos sdo chamados de PING, e

existem uma infinidade de PINGs similares a esses.
Finalmente enunciaremos um teorema sobre o quanto de informagdo relacionada a
estrutura de um grafo poderia estar contida em seu espectro e onde tal caracterizagio se

torna dificil na medida que existem muitos grafos isoespectrais.
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Teorema 6.2.8 Dado um grafo G e um inteiro n, existe uma familia isoespectral de grafos
{Gi/i=1,...,n} tal que todo G; contém uma coépia de G e todos os circuitos em G; estdo
contidos em G.
Corolario 6.2.9 Existe uma grande familia de arvores isoespectrais.

Esse teorema foi provado por A. J. Schewenk [6], o qual mostrou que se o nimero
de vértices de um arvore for grande, entdo a probabilidade de que uma arvore seja

caracterizada pelo seu espectro € aproximadamente zero.
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7 CONCLUSAO

Vimos a importincia da obten¢do de um método que determine o espectro de arvores, €
também o quanto importante € que esse método seja eficiente. A constru¢do do polindmio
caracteristico de uma matriz genérica pode ser obtida em O(n*), mas Jacobs e Trevisan [15]
obtiveram um método para a construgdo do polindmio caracteristico para matrizes de
adjacéncia de arvores na O(n’logn), ou seja, um método mais eficiente.

No desenvolvimento desta dissertagdo, obtivemos um algoritmo para o calculo do
polindmio caracteristico de arvores. O procedimento sugerido utiliza a interpolagédo
polinomial depois que os valores do polindmio caracteristico sao obtidos através do calculo
do determinante da matriz (A+al), onde A € a matriz de adjacéncia € a um numero real
arbitrario. O calculo do determinante é executado diretamente na arvore, conduzindo a um
algoritmo elegante e eficiente, permitindo a prova de que o polindmio caracteristico de
arvores pode ser construido em O(n).

No decorrer do trabalho, observamos que a teoria do espectro € extremamente 1til
nas aplicagdes quimicas, onde as propriedades termodindmicas das moléculas podem ser
correlacionadas com a sua topologia, assim como a topologia molecular pode ser
caracterizada pelo grafo associado. Podemos dizer entdao que, os trabalhos de
Balasubramanian [2]e [3] foram o elo entre a teoria e a aplicagdo, um incentivo ao estudo
da teoria do espectro principalmente no que diz respeito a determinagdo do espectro de
arvores quimicas.

Uma outra contribui¢do para o trabalho foi a apresentagdo detalhada do método
desenvolvido por Jacobs e Trevisan [15] para encontrar o polindmio caracteristico da
matriz de adjacéncia de uma arvore utilizando os (teoremas 5.1.2 e 5.1.3), bem como o
refinamento para esse método.

Finalmente, podemos dizer que cada vez mais aplicagdes sdo propostas para esse
tema. A investigac@o de propriedades existentes a partir do espectro de um grafo também ¢
muito importante, pois existe um grande numero de arvores isoespectrais e, portanto a
probabilidade de que uma arvore seja caracterizada pelo seu espectro € quase nula quando o
namero de vértices € muito grande. Por outro lado existem muitos grafos que podem ser

caracterizados através de seu espectro. Salientamos também que, o novo algoritmo
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desenvolvido determina se duas arvores sdo isoespectrais, € uma possivel extensao desse
trabalho € o estudo dessas arvores isoespectrais. Mais especificamente a determinagdo de
classes de arvores que sdo isoespectrais é um desafio, ainda mais desafiante € a

determinag@o de todas as arvores (a menos de isomorfismo) que tém um espectro dado.
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