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RESUMO

O trabalho consiste no estudo de sistemas vibratorios lineares com n

graus de liberdade, regidos pela equacao diferencial vetorial linear

M§ + Cq+ Kq = (1)

Sao analisados aspectos como a aplicagao da solu¢ao dinamica a vibragoes aleatérias

e métodos para a resolucao do problema inverso (analise modal experimental).



ABSTRACT

The work consists on the study of vibrating systems with n degrees of

freedom, described by the linear vectorial differential equation

M§ + Cq + Kq = (1)

We focus our analysis on applications of the dynamical solution to random vibration

and methods for solving the inverse problem (experimental modal analysis).
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INTRODUCAO

Consideremos a equagao diferencial vetorial linear:
Mg + Cd + Kq = (1) (0.1)

onde M, C e K sao matrizes quadradas de ordem n, q é um vetor de ordem n
de incognitas que dependem de £, q e q sao a primeira e segunda derivada de q,
respectivamente, f(¢) é um vetor dado de ordem n de fungoes que dependem de 1 e

n ¢ um numero inteiro maior do que 1, chamado de dimenséao do sistema.

Muitos fenémenos vibratérios lineares com n graus de liberdade sao
bem descritos pela equagao (0.1). Neste trabalho, estudaremos aplicagoes da solugio
dinamica da equagao (0.1) e de sua transformada de Laplace (que é praticamente a
matriz de resposta em freqiiéncia) em problemas de vibragoes aleatérias e na andlise

modal experimental.

No capitulo 1, descreveremos brevemente a resposta de sistemas lineares
e tipos de dados(deterministicos e aleatorios). Definiremos as fungoes descritivas

basicas dos processos aleatérios unidimensionais..

No capitulo 2, abordaremos um método nao-modal que nos da uma

forma explicita para a solu¢do dinamica da equagao (0.1).

No capitulo seguinte, estenderemos os conceitos estudados no capitulo 1
para problemas n dimensionais, obtendo uma formulagdo matricial. Veremos como
a expressao da solucdo dinamica obtida no capitulo 2 se encaixa na formulagao

matricial dos problemas de vibragoes aleatérias multidimensionais.

No capitulo 4, estudaremos alguns métodos de analise modal experi-
mental. Veremos como a solugao dinamica e sua transformada de Laplace podem

ser utilizadas na resolucao do problema inverso.



1 VIBRACOES ALEATORIAS
UNIDIMENSIONAIS

1.1 Resposta de Sistemas Lineares

No estudo de sistemas vibratérios (que suporemos serem lineares, em-
bora isto nem sempre aconteca), ¢ muito importante a determinagdo das carac-
teristicas da saida do sistema. Para tal, estudaremos algumas fungdes que relacio-

nam a entrada com a saida.

Consideremos uma entrada z(¢) do sistema, que produz uma saida y(i).
Para sistemas lineares, existe um operador linear G tal que a entrada e a saida se

relacionam por

y(t) = G(z(1)).

Seja 4(¢) um impulso unitdrio (delta de Dirac). Temos que, para qual-
quer funcéo z(t) ,

Z{i) = j;m §(t — 7)a(7)dr.

Consideremos agora a resposta impulsiva h(t) , que é a saida do sistema

quando a entrada é um impulso unitario, isto é
h(t) = G((1)), (L.1)

entdo, dada uma entrada z(1) , temos que:

y(it) = G ([Z 5(t— ,—);L-(T)dar) = /:; G (5(t— 7)) z(r)dr
= [_: h(t — 7)a(r)dr = /_m h(r)a(t — )dr.

o0



Para que um sistema seja fisicamente realizavel, nao podemos ter uma
resposta antes que um sinal de entrada seja aplicado, isto é, h(t) = 0 para t < 0 .

O sinal z(t) também é nulo para t negativo. Assim, teremos:
P g )

y(t) = /0 " M=)l = fo e T

Entéao, se soubermos a resposta impulsiva do sistema, poderemos calcu-
lar o output do sistema para qualquer input simplesmente calculando a convolu¢ao

acima.

Consideremos agora uma entrada senoidal z(1) = ™' . Procuraremos
saida da forma y(t) = H,(w)e™! , onde H,(w) é a resposta freqiiéncia do sistema.

Calculando y(t) , obtemos:

m . m - .
y(t) = / h,(t)e‘w“"ﬂd-r:( / h(r)e—*wfdr) e,

Logo, a resposta freqiiéncia é expressa como a transformada de Fourier
da resposta impulsiva, e entdao H,(w) e h(t) sdo pares na transformada de Fourier.

Dai,

H,(w) = /_ N h(T)e~ ™7 dr, (1.2)

[

h(t)

Il

1 - iwt
2—‘”/_& H,(w)e™" dw. (1.3)

A resposta freqiiéncia é uma funcao complexa, e pode ser escrita na
forma polar:

H,(w) = M(w)e"™),

onde M(w) é chamado de ganho de sistema e ¢(w) é a fase. Através da resposta
freqiiéncia, podemos descobrir se uma dada freqiiéncia que compoe o sinal de entrada

¢ amplificada ou reduzida, possibilitando o desenho de filtros.



As vezes, é conveniente trabalharmos com a freqiiéncia f dada em Hz,

ao invés da freqiiéncia angular w .As tranformadas de Fourier ficam:

Hilf) = [- h(7)e *" /7 dr,

oo

vy = [ et

(5]

com as fungoes H(f) e H,(w) se relacionando através de:

Hf(f) = Hw(w=2ﬁf)=Hw(?‘ﬁ.”s

Ho(w) = H/(f=3)=H(5)

Il

A partir de agora, denotaremos H/( f) simplesmente por H(f) , assim

como H,,(w) sera H(w) , por facilidade de notagao.

1.2 Sinais Aleatorios

Basicamente, qualquer dado representando um fenomeno fisico pode ser

classificado como deterministico ou nao deterministico.

Dados determinisiticos sao aqueles que podem ser descritos por uma
relacdo matematica explicita.Por exemplo, a exata localizacao do corpo em um sis-

tema massa-mola pode ser representado pela expressao z(t) = X cos/ %t.

Ha varios fenomenos fisicos que podem ser representados com exatidao
razoavel por relagdes matematicas explicitas, como o movimento de um satélite em
érbita, por exemplo. Entretanto, ha varios outros fenomenos fisicos que produzem
dados nao deterministicos. Como exemplo, podemos citar a altura das ondas em

um mar tempestuoso, ou as oscilagoes de um edificio causadas pelo vento. Nao



podemos prever um exato valor em um instante de tempo futuro, sendo necessaria

a utilizacao de conceitos probabilisticos e estatisticos.

1.2.1 Classificacao dos Dados Deterministicos

Os dados deterministicos podem ser divididos em periédicos ou nao-
periddicos. Os dados periddicos se classificam entre senoidais e periédicos-complexos.

Jé os dados nao-periédicos se dividem em quase-periddicos e complexos.

1.2.1.1 Dados Periodicos Senoidais

Sao dados que podem ser escritos na forma:

x(t) = X sin(27 fot + 9)
para
X = amplitude,
fo = freqiiéncia em ciclos por segundo,
§ = angulo fase inicial,

z(t) = valor instantaneo em um dado valor ¢.

1.2.1.2 Dados Periodicos-complezos

Sao dados que podem ser descritos exatamente pela relacao
z(t)=z(t+nT)n=.-2,-1,0,1,2,..,

onde T' é o periodo.



Na grande maioria dos casos praticos, os dados periédicos-complexos

podem ser expandidos em uma série de Fourier:
oo
:E(t) - § Cne?mn_fof’

N==00

coml

T j
Cn = T]o x(t)e oty

Tais dados produzem um espectro discreto, representado pelas ampli-

tudes dos numeros complexos ¢,

1.2.1.8 Dados Quase-periodicos

Quando somamos duas ou mais ondas senoidais em que a razao de todos
os possiveis pares de freqiiéncias formam um nimero racional, a onda resultante sera

periodica. Por exemplo,
x(t) = 2sin 3t + 5sin(7t + 2) — sin(2t — 3)

é uma fungao periddica.

Ja a fungao

x(t) = sin 5t + sin(27t + 3)

nao é uma funcao periédica, pois 2 nio é um nimero racional. Mas, observando

5
a histéria temporal de z(t), vemos que esta fungdo tem uma caracteristica quase-

periddica, embora nao exista um periodo fundamental T finito.



Em geral, definimos dados quase-periédicos com sendo aqueles que po-

dem ser definidos matematicamente por uma funcao do tipo:
o0
2(t) =Y Xnsin(2m fut +0,),
n=1

onde f,/fm ndo é um numero racional para todo n # m.

Assim como dados periédicos, dados quase-periddicos tem um espectro
discreto, mas as razoes entre as frequéncias do espectro nunca resultam em um

numero racional.
1.2.1.4 Dados Transientes

Tais dados descrevem fenomenos que tem inicio em um determinado

instante de tempo e tendem a desaparecer a medida que o tempo passa.

Ao contrario dos dados anteriormente analisados, os dados transientes
possuem um espectro continuo, que pode ser obtido através da integral de Fourier,

dada por:

X(f) = f_ " e(t)e= iy,

(]

Este espectro pode ser escrito na forma polar
X(f) = [X ()0,

onde |X(f)| é a magnitude e 8(f) é o angulo.

1.2.2 Classificacao dos Dados Aleatorios

Para os fenomenos fisicos aleatérios, temos que qualquer observacgao

representa apenas um dos infinitos possiveis resultados que poderiam ter ocorrido.



Tal observagiao ao longo do tempo é uma amostra (ou registro, se observado em um
intervalo finito de tempo), e a colecao de todas as possiveis amostras que o sistema

aleatorio poderia ter produzido é chamada de processo aleatorio ou estocastico.

Processos aleatérios podem ser estacionarios ou nao-estacionarios. Por
sua vez, processos estacionarios podem ser divididos em ergédigos ou nao-ergédigos,
e 0s processos nao-estacionarios podem ser classificados em termos de caracteristicas

proprias.

1.2.2.1 Processos Aleatorios Estaciondrios
Um proceso aleatorio é caracterizado por um conjunto de parametros

estatisticos. Dois desses parametros sao o valor médio y.(¢,) e a fungao de autocor-

relacao R.(ty,t; + 7), que sdo definidos por:

IR |
. 1
)Uu::(tl) - A]T—l}n ﬁzmk(tl),

k=1
1 N

Rr(tl,f1+T) = !JI_I‘QDNZ:LA(h)lk(tl +T).
k=1

Para o caso em que as fungoes i,.(11) e R.(ty,t;+7) variam com o tempo
i1, o processo é dito nao-estacionario. Caso p.(t1) e Ry(t1,t; +7) independam de ¢4,
o processo ¢ dito fracamente estaciondrio ou estacionario no sentido amplo. Nesse

tiltimo tipo de processo, consideramos:

pe(t1) = pia,
Rx(f],tl-f-'f') = Rr(q*).

Ainda precisariamos de uma colecdo infinita dos momentos de ordem

superior e dos momentos conjuntos do processo {z(¢)} para descrever o processo.



No caso em que todos os momentos e momentos conjuntos sido independentes do
tempo t;, dizemos que tal processo é fortemente estaciondario ou estacionario no
sentido estrito. Para nossos fins, a verificagao de estacionariedade fraca justificara

a suposicao de estacionariedade forte.

1.2.2.2  Processos Aleatorios Frgodigos

Na maoria dos casos, € possivel também descrever as propriedades de
um processo estacionario analisando uma tnica amostra. Por exemplo, para a k-
ésima amostra, temos uma média (k) e uma funcao de autocorrelagao R.(7,k)

dadas por:

) = Jim g [l

R.(7r,k) = lim —f k(t)ze(t + 7)dt.

Tooo T

Se o processo aleatorio z(t) é estacionario e tanto pi,(k) quanto R, (7, k)
sao invariantes com relagao a k, chamamos o processo de ergédigo. Nesse caso,

temos:

Ry(7, k)

Bi{1),

pa(k) = pa.

A grande importancia dos processos ergdédigos consiste no fato de que
todas suas propriedades podem ser determinadas através de uma sé amostra. Na

pratica, os processos aleatérios representando fenomenos fisicos sao geralmente ergédigos.



1.2.2.3  Processos Aleatorios Nao-estaciondrios

Processos aleatérios nao-estacionarios sao todos os processos que nao
satisfazem as condic¢oes de estacionariedade definidas anteriormente.As propriedades
desses processos sdo em geral fungoes variando no tempo que podem ser determina-

das através de analises instantaneas de um conjunto de amostras.

Processos nao-estacionarios podem ser classificados em diversas cate-
gorias especiais. Por exemplo os processos {y()} em que cada amostra é dada por
y(t) = A(t)z(t), onde x(t) é uma amostra de um processo estaciondrio e A(t) é uma

funcdo deterministica formam uma categoria.

1.2.8 Propriedades Descritivas Basicas de um Processo Aleatério

As propriedades de um processo deterministico podem ser obtidas através
de sua historia temporal, e estes podem ser reproduzidos em circunstancias idénticas.
Ja as propriedades de um processo aleatorio sao descritas em forma estatistica, seja

no dominio do tempo ou no dominio da freqiiéncia.
As quatro principais funcgoes estatisticas utilizadas para descrever as
propriedades basicas de dados aleatérios sao:
1. Valor médio: Fornece uma descricao rudimentar da intensidade do

fenomeno

2. FFungao densidade de probabilidade: Fornece informacao sobre proprie-

dades das dados no dominio de amplitude.

3. Funcao de autocorrelagao: Fornece informacao sobre a energia do pro-

cesso, no dominio tempo.

10



4. Fungao densidade espectral de poténcia: Fornece informagio sobre a

energia do processo, no dominio freqiiéncia.

Na verdade, as duas ultimas fungoes revelam o mesmo tipo de in-

formagao, ja que sdo pares da Transformada de Fourier, como veremos a seguir.

1.2.3.1 Valor Médio ¢ Variancia

A intensidade geral de qualquer dado aleatério pode ser rudimentar-
mente descrito através do valor quadrdtico médio %2, que é a média dos valores

quadraticos da sua histéria temporal. Mais precisamente,

T—oo

4y
$? = lim %[0 2¥(t)dt. (1.4)

A raiz positiva do valor quadratico médio é a raiz quadratica média (ou valor rms,

de root mean square).

Podemos ainda pensar sobre dados fisicos em termos de suas compo-
nentes estatica e dinamica.A componente estatica é representada pelo valor médio

jz, € a componente dinamica pode ser descrita pela variancia o2, dadas por:

. 1 P
2 . L1 2
o = 111_1)130?'/; (z(t) — po ) dt. (1.6)

A raiz positiva da variancia ¢ o desvio padrao. Expandindo a equagao (1.6), vemos
que

2 - 2
O, = 11[)1: = My

11



1.2.3.2 Fungoes de Densidade de Probabilidade

A funcao densidade de probabilidade de dados aleatorios descreve a
probabilidade de que tais dados assumam um certo valor, dentro de um intervalo
de tempo definido, em qualquer instante de tempo. Por exemplo, consideremos
a histéria temporal de um registro x(f) obtido em um intervalo de tempo 7. A
probabilidade de que x(t) assuma valores entre e (¢ + Axz) é a razao T,/T, onde
T, é o tempo total em que z(t) fica entre x e (z + Ax) durante o intervalo de tempo
T'. Quando T se aproxima do infinito, temos:

Problz < z(t) < 2 + Az] = lim E
T—oo T
Para Az indo para zero, temos a definicao da func¢io densidade de probabilidade
p(z):

< s 1
im Hrolleewi)s o bl lim _J*[liln %] (1.7)

}J(:B) = z‘_‘.]:c—r[) Az Az—0 Az |T-eo

A probabilidade de que um valor instantaneo x(!) seja menor ou igual a um valor
dado x é definida por P(z), chamada de fun¢ao de distribuigao de probabilidade, ou

funcao de distribuicao de probabilidade acumulada, e é dada pela expressao:

xr

P(e) = Probfa(t) < al = | (0}, (18)

-00

Claramente, a probabilidade de z(t) ser menor ou igual a —co é nula, assim como a
probabilidade de x(¢) ser menor que oo é 1.A probabilidade de x(t) estar no intervalo

(21,22) é dada por:

Problz, < 2(t) < @3] = P(a3) — P(z1) = /m p(z)dz.

)

12
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Podemos escrever o valor médio p, e o valor quadratico médio 2 (t) através da

densidade de probabilidade p(z):

pe = [ apleyi,

—00
o0

P! = [ a’p(x)dz.

pe el

O valor médio pode ser visto como uma soma ponderada de x(t) sobre todos os
valores de x, e o valor quadratico médio é a soma ponderada do quadrado de z(1).

Tomemos agora a funciio deterministica
z(t) = X sin(27 fot + ). (1.9)
Tal funcao pode ser considerada uma amostra de um processo aleatério

{z(t)} = {X sin(2n fot + 0k)},

onde o angulo fase inicial §; de cada evento é uma variavel aleatéria. Assim, justifi-
camos a utiliza¢ao de ferramentas estatisticas para analisar a fungao senoidal. Para

a fungao (1.9), obtemos a seguinte densidade de probabilidade p(z):

(mvVX2—22)"1  se |z|< X

0 se |z|> X

plz) =

Pela expressao de p(z), vemos que a fungdo (1.9) ndo assume valores
maiores que X nem valores menores que — X, e que o valor mais provavel de obtermos

em um instante de tempo ¢ de z(t) é £ X.

A principal aplicagao da funcdo densidade de probabilidade de dados
fisicos é estabelecer uma descri¢ao probabilistica para valores instantaneos dos da-

dos.

13



1.2.3.8 Fung¢ao de Autocorrelagio

A funcao de autocorrelacao descreve a relagao geral dos valores do pro-
cesso em um determinado instante de tempo com valores futuros. A expressao para

a fungao de autocorrelagdo é dada por:
1 T
R(7) = lim —/ x(t)x(t+ 7)dt. (1.10)
- Jo

Fisicamente, a funcdo z(t) deve ser nula para valores negativos de t. Temos que a

funcao de autocorrelagao é simétrica, isto é,
R:(—7) = R:(7). (1.11)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz na defini¢do (1.10), obtemos:

|Rx(7)] < |R:(0)] = R:(0). (1.12)

Em termos da fung¢io de autocorrelagao, o valor médio e o valor quadrético

médio podem ser escritos como:

iy = +/R.(0c0) exceto para casos especiais como o seno,
P2 = R.(0).

Considerando novamente a onda senoidal z(t) = X sin(27 fot+0), temos
que

X?
Ra;(T) = —9- Cos Qﬂ'fg'f'.

P

Como vemos,a autocorrelacao da funcao senoidal também é periddica (e com o

mesmo perido da onda senoidal), mas o angulo fase é perdido.

14



Definamos agora o funcional linear £ dado por

A
Elz(t)] = lim —1—-/ x(t)dt.

T—oco T’
Segue que:
vr = E[mg(t)L

op = Bl(2(t) - 1),
Ro(7) = Elz(t)a(t+7))-

Para um sistema linear cuja resposta impulsiva é i(i) , quando subme-

tido a uma entrada z(t) gera a saida y(t) , temos que

Bly@yte+ 7] = B[ bt~ e)de [ (hmsale+ —n)a
= Blf[memmat— €)alt +— nydcan
=[] @b Blat — €)a(e + ~ n)lhi)ded

[[ mem Rt~ -+ rrasen,

ou seja,

Rr)= f/:o h(E)h(n) R (€ — n + 7)dEdn. (1.13)

A principal aplica¢do para a funcao de autocorrelagao é descobrir qual
a relacao entre valores da fun¢ao em um determinado tempo com valores em outro
tempo.Assim, podemos constatar se uma funcao é deterministica, quando a auto-
correlacao persiste por todo eixo temporal, ou é aleatdria, quando a autocorrelagao

tende a zero a medida que o tempo aumenta (supondo g, = 0).



1.2.3.4 Fun¢do Densidade Espectral de Poténcia

A funcao densidade espectral de poténcia (também conhecida por fungao
densidade autoespectral) descreve a decomposi¢ao em freqiiéncia dos dados através
da densidade espectral do seu valor quadratico médio. O valor quadratico médio
de uma amostra no intervalo de freqiiéncia [f, f + Af] pode ser obtido por um
filtro passa-banda, e computando a média quadratica do resultado da filtragem.

Explicitamente, temos:

T
d}2(f’Af) llm %‘/.0 Iﬂz(l,f, Af)(“,

onde z(t, f,Af) é a porcao de z(t) nas freqiiéncias entre f e f + Af . Fazendo

Az — 0, definimos a funcao densidade espectral de poténcia G.(f), através de:

G(f) = lim = lim —

V2(f,AF) 1 l
Af—=0 Af af=0Af

1 T
lim ;—/ z*(t, f, Af)dt],

T=sco T
(1.14)

e o valor G(f) é sempre um nimero real nao negativo. A defini¢ao (1.14) nao é
muito 1til na pratica para o cédlculo da densidade espectral de poténcia. Veremos a

seguir uma importante relacao entre a autocorrelacao e a densidade espectral.

Para z(t) tal que |z(t)| e |(%)|* sdo integraveis na reta, energia quadratica
contida entre as freqiiéncias wg = 27 f e w; = 27 f; é dada pela identidade de Par-
seval:

p

wh b
1 = %/m |X(w)|2dw+% | X (w)|*dw

—un

= 9 /f " ( /_ : .-v(t)e'g”“-”dt) ( [_ : x(t)ez’"ff*dx)df.
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No nosso caso, em geral |z(t)| e |2(¢)]* nao sdo integraveis na reta, e entdo a energia

ponderada ¥2(f, Af) fica:

PI(f,Af) =2 f; e [ Jim % ( [ i w(t)e-%fﬂdf) ( f_ Z m(t)e%"“dt)] dg.

Dai,

].C[ . I; 1 [f+Af l l L ‘(t) —2m'(tdt [T J t) ‘Zm'Cidt dc
im(f) = A}TDZT.I dim o _T::, e .-T:L( e ¢

L 2mift ! 2mift
— Tll—?}of(fo x(t)e dt) (/ﬂ x(t)e dt)

= iirn.l T:c(t) r:z:(r)e“z’rfffez“ift(lrfit
T—POOT T

0
— im L T_t
= jim g [ a0

. J 1 g —2mifr
= lim =1 az(t)z(t+T)dt |e dr
T Jo

T—oo |_o

o0 1 iy .
/ ( lim — / z(t)z(t + T)dt) e~ dr,
i Tooo T Jo

7
/ z(t + 7)e” ™ drdt
=T

Il

Logo,
e8]

G:(f) =2 [ R.(7)e 7 dr, (1.15)

-0

o que mostra que a densidade espectral de poténcia ¢é a transformada de Fourier da

autocorrelagao. Indo mais a fundo, vemos que

Gz(f) = 2[“’ R.(7) cos(—=2x fr)dr — 2/_00 Ry (7)sin(—2x fr)dr
= 4_/00 Ry (1) cos(2m fr)dr,

ja que R.(7) e cos(27 f7) sao fungdes par, e sin(27 f7) é fungdo impar. A fungao
G.(f) é também chamada densidade espectral de poténcia unilateral, pois toda

energia de z(1) estd concentrada nas freqiiéncias pertencentes ao intervalo [0, +00) .
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As vezes usamos a densidade espectral de poténcia bilateral Sz(f) , que distribui a
enregia de z(t) também nas freqiiéncias negativas. A funcao S;(f) é definida como
1G+(f) . Em termos da densidade espectral de poténcia, o valor médio e o valor

quadratico médio de z(t) sao dados por:

ot 1/2
e = [ Gx(f)df] ,

o—

y? = [D " G,

A onda senoidal X sin 27 fot tem como densidade espectral de poténcia

uma fungao delta em f = f,. Explicitamente,

Gulf) =2

6([ - fU)':
o que significa que toda energia da onda senoidal esta concentrada na sua freqiiéncia

Jo-

A densidade espectral de poténcia bilateral da saida S,(f) de um sis-
tema linear tem uma relacao direta com a densidade espectral de poténcia bilateral

S:(f) da entrada. Sabemos que

S0 = [ Rmenia

= [ o ( [[ wonae-q+ T)h(n)dfdn) dr

= f/] h(€) 2’"”11( )e “zr’f"R (€ — ?}—{*7)6‘2““'5 ””’dfd?}d?‘

= [ weerde [ ntaetemay [ Ronyea
H(N)H(f)S:(F) = [H(N)*S=(F),

Il
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isto €,
S,(f) = [H(DPSAS). (1.16)

A principal aplicacdao da fungao densidade espectral de poténcia é es-
tabelecer a composicao em [reqiiéncias dos dados fisicos, o que revela importantes

relagdes entre as caracteristicas do sistema fisico envolvido.

1.2.} Propriedades Conjuntas de Dados Aleatdrios

Im muitos casos, é importante descrever algumas propriedades comuns
ou conjuntas de dados diferentes de dois ou mais processos aleatérios. Por exemplo,
podemos querer estudar a relagao entre os deslocamentos de dois pontos diferentes

de um sistema mecanico.
As trés principais ferramentas para descrever as propriedades conjuntas
de registros de um processo aleatério sao:
1. Funcado densidade de probabilidade conjunta
2. Fungao de correlagao cruzada
3. Funcao densidade espectral cruzada
Essas trés fungoes sao efetivamente extensoes das formulagoes basicas

usadas para descrever propriedades individuais de registros.Elas fornecem informagoes

a respeito da amplitude, dominio tempo e dominio freqiiéncia, respectivamente.
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1.2.4.1 Fung¢do Densidade de Probabilidade Conjunta

A funcao densidade de probabilidade conjunta de dois registros aleatérios
descreve a probabilidade de que ambos registros assumam simultaneamente valores

em uma faixa definida.

Analogamente a funcao densidade de probabilidade individual, toma-
mos um intervalo de observagao [0, 7"]. Sendo T, o tempo total em que os registros
aleatérios x(t) e y(t) estejam simultaneamente nos intervalos (z, 2+Az) e (y, y+Ay)
respectivamente, definimos a funcao densidade de probabilidade conjunta p(z,y)

por:

; ! Y
pes) =, B8, Gy . ) el

Novamente, a probabilidade de que os valores instantancos z(t) e y(t)
sejam menores ou iguais a valores fixos = e y é dada pela fun¢ao de probabilidade

acumulada conjunta P(z,y), definida por:

Plaw)= [ [ s¢npcan (1.18)

Quando os dois fenomenos sao estatisticamente independentes, a fun¢ao densidade

de probabilidade conjunta é dada por:

p(z,y) = p(x)p(y)-

A principal aplicacao para a fungao densidade de probabilidade con-
junta é estabelecer a descri¢ao probabilistica de um evento que esta associado com
dois conjuntos de dados aleatorios relacionados. Por exemplo, a previsiao do choque
de duas estruturas que estao vibrando aleatoriamente, mas com alguma correlacao,

€ uma aplicagao direta desta funcao.



1.2.4.2 Fungdo de Correlagio Cruzada

A funcao de correlagao cruzada de dois eventos aleatorios descreve a
dependéncia geral de um em relagiao ao outro. Consideremos as histérias temporais
x(t) e y(t) de dois eventos, durante um tempo de observagao T'. Definimos a funcéo

de correlacao cruzada por

1 (T
R ()= le_*rgo T ./0 z(t)y(t + 7)dt = Elz(t)y(t + 7)]. (1.19)

Essa fungao sempre retorna um valor real, que pode ser positivo ou ne-
gativo. Ao contrario da autocorrelacdo, R;,(7) ndo tem necessariamente um maximo

em 7 = 0, e também nao é simétrica, mas satisfaz as seguintes relacoes:

RW(T) = Ry::('_'r)s (1.20)
|Rey () < R2(0)R,(0), (1.21)
R < 5[RA0) + By(0)] (1.22)

Quando R,,(7) =0, 2(t) e y(t) sdo ditos nao correlacionados. Se z(t) e
y(t) sao estatisticamente independentes e um deles tem média 0, entdo R, (7) = 0
para todos os deslocamentos no tempo. No caso em que (%) e y(f) nao tem média

zero, entdo temos Ry (T) = fxply.

Se tivermos um sistema linear com resposta impulsiva h(t) e alimen-
tarmos com uma entrada x(t), obteremos uma saida y(¢). Nesse caso, observamos

que:

Rofr) = Bla(u(t+ 7)) = Bla(t) [ " a(t 4 7 — OR(E)de]
- /Uoo Elz(t)z(t+ 7 — E))h(E)dE = ‘/000 R.(m — E)h(€)dE.
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Entao,

Rigli= [ " Ro(r — O)(E)dE. (1.23)

A fungéo de correlagao cruzada tem muitas aplicagées importantes. Algumas

delas sao:

Medigao do retardo - suponhamos que queremos determinar o tempo
requerido por um sinal para que ele passe através de um sistema. Assumindo que
o sistema seja linear, a correlagao cruzada entre o sinal de entrada e o de saida
dara diretamente esta informagao, apresentando um pico no tempo desejado. Na
pratica, essa técnica pode falhar, porque a velocidade de transmissdo pode depender

da freqiiéncia. Entao, usamos o espectro cruzado, que sera visto a seguir.

Determinacao do caminho da transmissao - consideremos o caso de um
sistema linear no qual um sinal de entrada possa seguir dois caminhos e produzir
um sinal de saida. Como cada transmissao demora um tempo diferente para cada
meio, os picos ocorrerao separadamente na correlagao cruzada para cada caminho
que o sinal percorrer. Se o tempo de transmissao em cada meio pode ser calculado
ou estimado, comparando com o valor experimental teremos detectado o caminho

da energia.

Detec¢ao e recuperagao de sinais com ruido - como visto anteriormente,
a funcao de autocorrelagao serve também para detectar se um sinal era periédico ou
senoidal. Se temos um sinal aleatério nao necessariamente periédico com um ruido,
a autocorrelagdo ndo conseguira extrair o ruido deste sinal. Mas, se tivermos uma
réplica do sinal sem ruido, fazemos a correlagao cruzada entre o sinal original e o
sinal com ruido, e extrairemos a correlagao do sinal original. Ademais, no caso de
sinais periédicos, a fungido de correlagao cruzada dd uma relacao sinal-ruido maior

que a autocorrelagao.

b
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1.2.4.3 Funcgao Densidade Fspectral Cruzada

Definimos a func¢ao densidade espectral cruzada G.,(f) de dois sinais
z(t) e y(t) com correlagdo cruzada R.,(7) analogamente a densidadeautoespectral,

através da integral de Fourier:

o0

Gey(f) =2 f Ry (7)e ™" dr. (1.24)

—00

Como a fungdo R.,(7) ndo é simétrica, a fungio G.,(f) retornard em geral um
ntimero complexo nao real. Assim, podemos escrever a densidade espectral cruzada

com uma parte real e uma parte imagindria:

ny(f) = ny(f) e zsz(f)v

onde a parte real C.,(f) é denominada fungao densidade espectral coincidente, e a

parte imaginaria (.,(f) é denominada fungao densidade espectral de quadratura.

Em notagao polar, temos:
Gay = [Gzy(f)le_w”{”»

com |Gy (f)| sendo a magnitude e 8,,(f) sendo o angulo. Uma propriedade impor-

tante da funcao de correlagao cruzada é:

Gy ([) = Gua(—f) = Gya(/)- (1.25)

Outra propriedade interessante é:

|Gy (F)I* < Ga(£)Gy(f). (1.26)



Para a saida y(¢) de um sistema linear com entrada z(¢) , temos que

Szy(f) = / ) e 2" By () dr = / B e TR, (1 — E)h(E)e ™ e drde

—00 0

/_m IR [ IhEE = HU)S.(1),

—00

e entao

Sey(J) = H(f)S=(f) (1.27)

Quando aplicamos a densidade espectral cruzada em problemas fisicos,

é geralmente interessante usarmos a quantidade real expressa por:

’ng(,f) = |Ga:y(f)|2

TG S

onde v2,(f) é chamada de fungio de coeréncia. Quando 72 (f) = 0 para alguma
freqiéncia, z(t) e y(t) sdo ditos incoerentes nessa freqiiéncia, o que é simplesmente
uma outra palavra para incorrelatos. Se z(t) e y(1) sdo estatisticamente indepen-
dentes, entao ')f_u(f) = () para todas as frequéncias. Quando "ygy(f) = 1 para todo

[, z(t) e y(t) sao ditos completamente coerentes.

A funcdo densidade espectral cruzada tem muitas aplicagoes, similar-

mente a fun¢do de correlagao cruzada. Algumas dessas aplicagoes sao:

Medida da fun¢ao de resposta em frequéncia: esta é uma aplicacao fun-
damental ja que permite obtermos caracteristicas basica de um sistema. Por exem-
plo, consideramos um sistema mecénico com uma fungao de resposta em freqiiéncia
H(f).Assumimos um sinal aleatorio estacionario com uma densidade espectral G, ( f)
que é aplicado na entrada do sistema. O sinal de saida serd um sinal aleatério esta-
ciondrio com uma densidade espectral dada por G, (f) = |H(f)|*G=(f). Mas outra

féormula importante ja vista que relaciona o espectro cruzado dos sinais entrada e
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saida é:

Gay(f) = H(f)G=(f)

Através dela, podemos calcular a resposta freqiiéncia H( f) do sistema, simplesmente

fazendo H(f) = Gy(f)/G=(f)

Medigao do retardo: conhecendo o angulo de fase 0,,(f) do espectro
cruzado entre a entrada e a saida do sistema, teremos uma medida do retardo do
sistema para a freqiiéncia f.Assim, o retardo estara dado por 7 = 0., (f)/2nf.
Vimos que a func¢ao de correlagao cruzada nao permitia obter o tempo de retardo
como funcao da freqiiéncia, o que é possivel com a utilizacao da fungao densidade

espectral cruzada.

Predigao linear e teoria de filtros: Em muitos problemas, queremos
determinar um filtro linear 6timo que ira transmitir e predizer informacgoes desejadas
de um sinal, enquanto rejeitara o ruido contido na informagao. Os varios espectros
e espectros cruzados entre sinais de entrada e ruidos, e entre sinais de saida e ruido

determinarao o filtro 6timo.
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2 SISTEMAS MULTIDIMENSIONAIS
DETERMINISTICOS

Neste capitulo sera apresentada uma formula explicita para determinar

a solucao q(t) da equagao
Mq+ Cq + Kq = (i), (2.1)

onde a matriz M é nao-singular e as matrizes C e K sao arbitrarias. Os resultados
apresentados neste capitulo, seguindo a teoria de Claeyssen [CLA 90b],[CLA 95],
e o trabalho de Gallicchio [GAL 87, estao fundamentados no conceito de solugéao

dinamica matricial.

2.1 O Método Matricial Operacional

Consideremos a equacgao diferencial vetorial (2.1) Aplicando a transfor-

mada de Laplace a esta equagao, obtemos
M [MQ()) = 4(0) — Aq(0)] + C[AQ(A) — q(0)] + KQ(A) = F(})
ou, de maneira mais compacta, resulta a equagao operacional
A(N)Q(A) = H(A) + F(A), (2.2)
onde

A()) = AM+AC+K, (2.3)
H(\) = M4g(0) + (AM + C)q(0),
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Q(A) e F(A) sdo as transformadas de Laplace de q(t) e de f(¢), respectivamente.

Agora, introduziremos formalmente o conceito de solu¢ao dinamica, que
é a base para a obtencdo da solug¢ao q(t) de (2.1). A solugdo matricial do problema

de valor inicial

MD + CD + KD = O,
(2.4)

D(0)=0, MD(0)=1I

é denominada solug¢do dinamica associada a equacao (2.1). Procedendo de maneira

analoga a obtengao da equagao operacional (2.2), de (2.4) resulta a equagao
AAND(N) =1, (2.5)

onde D(A) é a transformada de Laplace de D(t) e é referida como a matriz de

transferéncia do sistema (2.1).
Vemos de (2.5) que A™'(A) = D(A). Levando em conta esta igualdade

e pré-multiplicando (2.2) por A~()) segue que

Q(A) = DAH(A) +D(A)F(A)
D(AM(0) + (AD(A)M + D(A)C) q(0) + D(A)F(A)

e tomando a transformada inversa de Laplace obtemos

q(t) = D(t)M(0) + (D(t)M + D(-ﬂ)c) q(0) + /D "Dt - $)f(s)ds.
(2.6)

A equagao (2.6) indica que para conhecer a resposta (solugao) do sis-

tema (2.1) é suficiente conhecer a solugdo dinamica associada ao mesmo.
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Vejamos, brevemente, duas alternativas tedricas para a obtencao da

solugao dinamica D(¢). Por um lado, se considerarmos a equagao
Mg+ Cq+ Kq =0, (2.7)

as solugoes da forma q(t) = e‘v (chamadas de solugies proprias) de (2.7) sdo

obtidas resolvendo o sistema
(M+AC+K)v=0, v#0,
o que equivale a achar as raizes (autovalores de (2.7)) do polinémio caracteristico
2n
p()) = det (MM + AC + K) = Y bA*~ (2.8)
i=0
e determinar os autovetores v. Além disso, como

ady A(A)

D) =AT(N) = ol

os polos de D(A) sao os autovalores de (2.7) e, desde que existe um mimero finito
deles, a integral de Bromwich para a transformada inversa de Laplace reduz-se a

uma integral de contorno limitado

D(i) = L D(N)eMd), (2.9)

2m Jp
onde I' é uma circunferéncia que encerra os autovalores de (2.7).

Por outro lado, quando a solu¢do dinamica é escrita como uma série de

Taylor, ou seja,

0o ke
D(t) = ZDL‘L_‘: (2.10)
k=0 i



onde D;, = D®)(0), e é subtituida na equagao (2.4), d4 origem ao problema matricial

em diferengas

MD, CD; KDy =0,
{ k+2 + k41 T k (2.11)

D[)—_- O, MD]_ =1

O céalculo numérico das formulas (2.9) e (2.11) apresenta dificuldades,
pois no caso de (2.9) é necessario conhecer a matriz de transferéncia D()), e para
(2.11) nao é ficil gerar as matrizes Dy para k muito grande. Na secao seguinte,

veremos um método alternativo para calcular a solugao dinamica.

2.2 Meétodo de Calculo para a Solucao Dinamica

O sistema (2.1),no caso homogéneo, pode ser escrito como
w = Aw, (2.12)

O I q ' — A
onde A = , W = e cuja solugao é w(t) = e*w(0).
-M-'K -M-!C q

Além disso,

d by | [Dw] D(t) B 0
dt | D@y | | D@ | |-MTKDE@)-M-CD() | |-MTK -M-'C

Portanto,

D() = et v : (2.13)
D(1) M-!

I

I

D(?)
D(1)
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Aplicando a transformada de Laplace a igualdade %e’“ = Ae?! obte-

mos: AE(A) —I = AE(N), isto é,
(AL—-A)E(N) =1, (2.14)

onde £(A) é a transformada de Laplace de eAf. Entdo, de (2.14) segue que:

B a1 adj(AI = A)
EAN)=WMW-A)" = detOI—A)’ (2.15)
E fcil verificar que
2n ‘
det(AI-A) = pe(X) = Zp;)\z"“ =det (M’I+ AM™'C + M 'K)
=0
1
- 2
= 5= Mdct(,\ M+ AC+K) = Mp()\),
onde p()) é o polinémio caracteristico ja definido em (2.8).Entao,
det Mpg(A) = p(A). (2.16)

Por outro lado, também temos a seguinte igualdade para a matriz adjugada

2n j—1
adj(AL— A) = Y > " pidi = A, (2.17)
i=1 i=0
e, de (2.15), obtemos que
22” jzl Pi ,\J t-—lAZn—
() j-—l 1=0
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Utilizando a integral de Bromwich para determinar a inversa da transformada de

Laplace, temos que

1 adj(AI-A) e e
A T “d)\ J—i—1 g 2n—j
M= o ps(A > m detM( f,\ dthA)A ;

r i=1 1=0

sendo [' uma circunferéncia que encerra todas as raizes de pg () (e conseqiientemente,

as raizes de p(A)). Por (2.16), temos

2n j—1

A
bi ( %,\J —=1 2 )A“—f. (2.18)
JZ_I:; 271 /\
A funcao
T e.\f
N L 4 e .
d(t) = 5~ j‘{‘ P (2.19)

¢ de classe C™ e suas derivadas sao dadas por

m A
d(m)() _1_ Ame

2mi Jp p(A) 7

e satisfaz o problema de valor inicial

> bid =9 (¢) = 0,
o (2.20)

bod®™=D(0) =1, d(0) = d(0) = ... = d®"=(0) =,

de modo que

£[d] = };(&—) (2.21)
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Substituindo (2.19) em (2.18) obtemos

2n j3-—1

eA =" bdV=N (AT (2.22)

i=1 i=0

. | D(¢ O D®) (0
De (2.13), temos que -c%- . ) =AFeM e,emi =0, 0 =
1 D) M- Dk+1)(0)

0
Ak [ [ |isto g,
-

Dy i ) ) ;
=A . k2 (2.23)
D.l_-+1 M_l

Através de (2.13) e (2.22), podemos escrever

E D(-‘!) ] = iibid{j—i—l)(t)AZH—j [ ;::I_l ]

D(1) i=1 i=0
2n -1 . De..i
= Zzbid(a—a—l)(t) 2n—j ! (2.24)
j=1 =0 D?n—j+1

sendo que a ultima igualdade foi obtida de (2.23). Deste modo, uma férmula para

a solugao dinamica é

2n j-—-1
D(t) =) > bidVD(t)Dyn. (2.25)

j=1 i=0
onde os coeficientes matriciais Dy, _;, 7 = 1 : 2n podem ser determinados recursiva-
mente pela aplicagao de (2.11). Cabe salientar que somente precisamos calcular um

numero finito de matrizes Dy.



Para efeito numérico[CAN 95], enfatizamos a segunda igualdade obtida

a partir (2.24), ou seja,

2n j—1

D(t) =) > bid" " V()Dynoja. (2.26)

Jj=1 i=0

2.3 A Matriz de Transferéncia

Observamos que L[dV==1(t)] = A—;%i, ¢ =015 —1; 7 =1:2n, pot
(2.20) e (2.21), e definindo

i-1
gi(d) =Y eXY, j=1124, (2.27)
=0

aplicamos a transformada de Laplace a (2.25),e obtemos que a matriz de trans-

feréncia é dada pela seguinte férmula:

D)) = Z} ‘;’j((:))nzn_j. (2.28)

Devemos observar que ésta é uma formula alternativa para a inversao do polinémio

matricial A2M + AC + K, pois D(}) = (A*M + AC + K)~!.

Escrevendo o polinémio caracteristico p(A) como
5
p() = bo [T (A = M),
=)

onde i, k = 1 : s sdo as raizes de p(A) com multiplicidade m;, respectivamente.

Temos que

r'ji ’\L) m;\-—l At
[p(r\)] e IZ( e LA (2.29)

=1
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sendo que 7;;(Ar) denota os residuos de p((j\)) em A = Ap. De (2.28) e (2.29) segue

que

5 Mk~ 1 l\k:

D(l) = Z Z Em Tk (2.30)

k=1 4=l

2n
com Ei; = ¥ 7rji(Ax)Dan_j, €, considerando a transformada de Laplace de (2.30)
J=1

resulta

D()) :EZ(A—A;;)‘?:;—??H' (2.31)

A solugao dinamica e sua transformada, para o caso de autovalores de
multiplicidade 1 podem ser escritas através das {érmulas (2.30)e (2.31),resultando

em:

n 2n
E;.
DW= B e D)= roi, (2:32)
k=1 k=1

de modo que as matrizes E; correspondentes a k = 1 : 2n, sdo dadas por

b

Ti

;(l)\k) Z 4j(Ak)Dan-j,

=1

E =
P

desde que os residuos de gj;’;((%), em A = )\, sao obtidos pelo processo habitual, ou

seja,

lm (A = A)gi(A) _ ai(Aw)
A3 da p(A) P(Ak)

Exemplo : Consideremos a equagao

t 3. | -2 -5 —6 ¢
01 3 8 -4 0 sin(2mt)
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A equagao estd escrita na forma (2.1) com

[11} {—3 —4} {—5 —6] -
M = . e o £(t) =
01 3 8 -4 0 sin(2t)

cujo polinémio caracteristico p(A) é

p(A) = M 4+2X° — 1302 = 38X — 24 = (A + 1)(A + 2)(A + 3)(A — 4),

com coeficientes
bg = 1, bl - 2, bg = —13, 53 = —381 b,i = —-24}

e autovalores

/\[ = —J,, /\2 = "'"2, 1\3 = -—3, )\4 = 4

Os polinémios ¢;(A) definidos por (2.27), para n = 2, sdo

Além disso, como

pl(A) = 4X® 4 60% — 26X — 38,

obtemos que
p(=1) = =10, p(-2)=6, p'(-3)=-14, e p'(4) =210.

Resolvendo o problema em diferencas (2.11) obtemos
6 6 1 =19
D, = y € D; = .
-3 =5 10 18
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Por (2.32) a solugdo dindmica e a matriz de transferéncia sao, respectivamente,

4 4
E
D)= Y Bie™, e D)= 1o
k=1 ¥

k=1

onde

| e 1 SAk+ A2 6 +4X — A2
By = — > gi(M)Duj = = X * ¢
(M) i3 P(%) | 4380 —5— 3\ + A2

Usando os valores numéricos, decorre que

T,—t_o,—2 4 15,8t | 8 4 _ 1 —t_ =2, 15.-3¢t ; 1 .4
D(t) = 16 27" + 367 + 3¢ 10¢ e+ e T xe
- 2
= TR W R U R R e TR - O R
0¢ T 3€ 14 ¢ 105¢ 10¢ T &€ 14€ 310¢
e
g e i s (T
_ 10 T 1 2 =1 1
D()) = I .
_r 1 | A+1 5 5 [A+2
10 10 i 6
15 15 8 1
L W 1 " 35 35 1
13 _13 | A+43 _4 _1 | A-4
14 14 105 210

2.4 Polinémios de Lucas e a Solugao Dinamica

A relagao enfre uma equagao linear de ordem superior e a exponencial
da correspondente matriz companheira é uma questao bem conhecida. Queremos
agora discutir o contrario, isto é, como a exponencial de uma matriz quadrada
arbitraria se relaciona com alguma equagao linear de ordem superior.Veremos que

ha uma relacao que pode ser interessante do ponto de vista algébrico e numérico.
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Dada uma matriz quadrada A de ordem n , consideramos a equagao

diferencial escalar
u™(t) =) aui)(1) (2.33)
=1

associada com o polinémio caracteristico

P(A) =det |\ — A| = A" =) ;A"

j=1

da matriz A. Do teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que qualquer poténcia de

A pode ser escrita como

n

Af= 3" os(k)A ; b=1320u;

=1

para certos escalares a;(k). Conseqiientemente,
L
¢'t= Z Bn—i(t)A",
J=0

onde os coeficientes

oo k
fumslt) = Y (k)
k=0 '

devem ser determinados. Bakarat e Baumann [BAK 69] estabeleceram que os valores

a;(k) podem ser expressos em termos dos polinomios de Lucas generalizados
di = dk(ala ) an)a

obtidos resolvendo a equagdo linear escalar de ordem n

b =S 0 a;de_; k >
dr = Y5, ajdi—j >n (2.34)

dﬂﬂ.l =] ’ do o= d}_ =..= dn_.g =0
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Nenhuma férmula compacta para os a;’s foi dada; mais tarde, Lavoie
[LAV 75] mostrou sua relagao com os polinémios de Bell, enquanto Bruschi e Ricci
[BRU 82] exibiram uma fungao geradora para os polinomios de Lucas generalizados

dp..

Claeyssen [CLA 90b] identificou os a;(k) com os coeficientes dos po-
lindbmios de Lucas. Fica bem claro que esses polinomios sao simplesmente as deri-
vadas da solugdo dinadmica d(t) da equagao escalar (2.33) avaliadas em zero. Entao,
qualquer férmula para os a; deve envolver a solugido dinadmica escalar d(t). De fato,
se fizermos d, = 0 para valores negativos de k e ag = 1, poderemos escrever a

formula de Bakarat e Baumann na forma compacta

n—j n
a;(k) = _5_ Ajyidp—i— =Zaidk+j—i—l
=0 =7

n i1 j—1

= Z @ilp iy — Z tilpyiicy = diggiq — Z Gidggj=i-1

=1 i=1 i=1

Fazendo by = ag , b; = —a;, teremos

1—-1
aj(k) = 3 bidiyji,
=0

e entao

o0 j—l ik
Busifh =Y ( bidk+j—£—l) R

k=0 i=0
que sao nada mais que as solugbes de base complementares ¢,_;(t) da equacao
(2.33), com as fungoes ¢;(t) satisfazendo (2.33) e tendo valores inicias R0y = Ky

J
k=0,1,::.n—1L
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3 EXTENSAO PARA O CASO
MULTIDIMENSIONAL ALEATORIO

No capitulo 1, estudamos o caso de sinais aleatérios unidimensionais.
No capitulo 2, vimos que muitos problemas relacionados com vibragoes sao multidi-

mensionais, resultando em sistemas lineares com n graus de liberdade.

Neste capitulo, estenderemos o conteido de capitulo 1 para o caso mul-
tidimensional, relacionando os resultados com o que foi obtido no capitulo 2. Uma
idéia fundamental é utilizar a expresssao (2.25) para relacionar as correlacoes e den-

sidades espectrais de entrada e saida de um sistema linear descrito pela equagao

(2.1).

3.1 Resposta de Sistemas Lineares
Multidimensionais

Consideraremos nesta se¢ao um sistema linear com n graus de liberdade,
1(1) v1(t)

ol va(t
tendo como entrada e saida os vetores x(t) = 2_( ) ey(t) = | ° 3_( )

'Tn(t) vn(l)

respectivamente.

3.1.1 Resposta Impulsiva

Pela linearidade do sistema, podemos escrever a solugao como:

y(t) = ZYJ'U)»
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v15() 0

v2;(1) . 0
com y,;(t) = . resposta do sistema para x(t) =
: z;(t)
rnj(t) 0

Para cada componente v;(t) de y(t), associamos uma resposta impul-

siva hi(t) = ( his(t) hia(t) -+ hia(t) ) , onde h;;(t) é a resposta impulso da

componente unidimensional v;;(t) .

A resposta impulso do sistema é a matriz:

[ hi(t)
h?(#)

h"()

Temos que v;(t) = fom hi(7)x(t — 7)dr , e entio:

v1(t) [ h'(t) -
2 Gl I o
¥il)=| (t) = [) :(t) x(t — 7)dr = fﬂ h(7)x(t — 7)dr.

v(t) h"(t)

Analisando com outro enfoque, consideremos:

5(t) | «— i— ésimo
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Sendo h;(?) a resposta do sistema com entrada 6;(f) , temos que a

resposta impulsiva pode ser escrita como:

h(t)=[hl(t) () o h,,(t]]- (3.1)

Fisicamente, notamos que cada componente h;;(1) da matriz h(f) € a resposta da
j-ésima componente do sistema para um impulso unitario na i-ésima componente de

entrada.

3.1.2 Relag¢ao Entre a Resposta Impulsiva e a Solugao Dindamica

Para o caso estudado em que os problemas vibratorios com n graus de

liberdade sao regidos pela equacao
Mq(t)+Cq(t)+Kq(t)=£(t),

temos que a resposta impulsiva do sistema € obtida resolvendo

{ M (¢)+Ch(t)+Kh(t) = §(1)1

i (3.2)
h(0) =0, h(0)=0
Aplicando a transformada de Laplace & equagao (3.2), obtemos
MMH(N) + CAH(N) + KH()) =1,
ou seja,
ANH(N) =1, (3.3)

para A()) definido como em (2.3).
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Comparando as expressoes (3.3) e (2.5), observamos claramente que

[sso implica que a resposta impulsiva h(t) e a solugao dinamica D(1) coincidem
para todo t > 0. Em outras palavras, basta encontrarmos a resposta impulsiva e

automaticamente teremos a solugao dinamica.

3.1.8 Resposta Frequéncia

Uma analogia direta com o caso undimensional nos leva a definicao da
matriz de resposta freqiiéncia. Seja v um vetor n-dimensional constante. Para uma
entrada x(¢) = e"™'v , esperamos uma saida da forma y(t) = H(w)e™™'v , onde

H(w) é a matriz de resposta freqiiéncia.

Sabemos que:

o0 o0
y(t) = [ h(r)e™t-"vdr = (/ h(T)e_"‘”Tdr) v = H(w)e™'v.

—00

Logo, a resposta freqiiéncia é a transformada de Fourier da resposta impulsiva:

H(f) = /roo h(r)e /" dr, (3.4)

e como temos que h(7) = 0 para 7 < 0, chegamos a

H(f) = fom h(r)e7dr = [ D) dr = D2wif). (35)



3.2 Funcoes Descritivas dos Processos Aleatorios

Multidimensionais

3.2.1 Valor Médio

Se definirmos:

[in

temos:

w = Bly() = B[ he)x - i)
= /:o h(7)E[x(t — 7)]dr = (_/Uoo h(-r)fh‘) e = H(0)u,.

3.2.2 Matrizes de Correlagao

Definimos as matrizes de autocorrelagao:

( Boi(r)  Bamy(r) -+ Ruyan(7)
Bli) = Rrgxll(a") sz_(f) le,,(.-) |

\ Holr) Bawmlr) == Bafr)

[ R, (1) Rywm(r) - Ryy(7)
R A

\ Busilr) Baamlr) - Bylr)

(3.6)



Temos:

Ry(r) = Bly(Oy"(t+ 7] =B h(e)x(t = dt [ (hln)x(t+— )T
= ([ h(ex(e— T+ 7= m)Wn)deds)
= //m h(6)E[x(t — &)x” (t + 7 — n)]hT(n)dédn

= | f € — -+ )b ()deds,

e entao

R,,(r f f h(€)Rue (€ — 1+ )BT (n)dédn, (3.7)

que é uma expressao analoga a expressao (1.23) obtida para o caso unidimensional.

Da expressao para a solugao dinamica (2.25), tiramos que

2n -1 2n j—
A= [ ( Zbdu_i_l)(f)Dzn—j) Rec(€—n+7) (ZZW ~4=1)(;)DE,_ L) dédn.
=1 1=0 k=1 [l
Definindo
et
aj(t) =) bid¥=1(1), (3.8)
i=0
obtemos

2n 2n
R.y(r) = / ] (Zznzn_«?aﬁ?(f)ak(n)ﬁm —n+7)Di,_ A) dgdn.

3=1 k=1
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Se fizermos

D = [D%_, D oot DU],

a(@ar(Ml  ax(E)a(mI -+ a(E)asa(m) |

R(£,n,7) = Ruxlt—n+7) “2(5)6:\'1(?1)1 az(&)frz(n)l Gz(f)ﬂ:fzn(n)l |

| agn(§)an ()l ag(E)an(m -+ azn(§)aa(n)l |

poderemos escrever

Ry(r) =D [/ i€ ) 07, (39)

onde as matrizes D e R(&, 7, 7) tem respectivamente dimensdes n x 2n? e 2n? x 2n?.

Analogamente, temos a matriz de correlacao cruzada:

erys (T) Rx‘lw(T) = wan(T)
Bt | ToETL el T S | (3.10)
R (1) Reun(7) +++ Raepya(7)

Observamos que

R (r) = E[x(t)y""(i + 1‘)] = E[x(2) f:o xT(t + T - §)h"(§)d§]
= |/ " BROX(t+ 7 T = [ Ruslr - OBT(),

ou seja,

/ R...(r — £ (£)de, (3.11)

semelhantemente a expressio (1.23).
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Substituindo h(¢) pela solugao dinamica D(€), e usando a defini¢ao

(3.8), chegamos a

Ror)= [ Rulr-0) (z 5 bgd(j"_l)(E)Dgn_j) de=3 ([ Ruatr - £)a;(€)d¢) D,
© J=r =0 g1

para

R(7,6) = Rus(7 = ) [ ar(O)1 aa(@) ... azm(O)X |,

onde I é a matriz identidade de ordem n, temos que a matriz R'(7, £) tem dimensao

n x2n’e
Ry (7) = (f R’(T,é)d6> D (3.12)
0
Da propriedade (1.20), tiramos que R, (7) = R,.,(—7) , e entao
obtemos:
Ray(7) = RyTr(_T)- (3.13)

Em particular, a autocorrelagao fica:

R.a(7) = R(—7).

3.2.3 Matrizes de Densidade Espectral

Para a matriz densidade espectral definida como

Sn(T)  Sym(T) -+ Sy ya(T)
S,,(f) = Syzy:: (7) Syzl(T) Syzy?: (7) ’ (3.14)
Syani(T) Sparn(7) 0 Sy.(7)
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temos:
S,(f) = ] R, (r)e-2/"dr

[ [ n@Rate g+ T n)dednds
2:17,{&({&[ Ra,w(l)e_?iﬂﬂdt/ hT(n)e—Zirrfnd??

- m(f)Hf( f) = [ (HSLHHE()"

Il
\

ou, utilizando a freqiiéncia angular,

S,,(w) = H(w)S o (w)HT (w). (3.15)

Utilizando a relagao (3.5), e a expressao (2.28) para a matriz de transferéncia, temos

& i) = (QZ 0;(—iw) _)S () (zz ar(iw) r )
vy = p(—-?:'w) 2n—j ey iw) 2n—k

F=1 k=1 p(
2n 2n q - QL(QQU]
= DZR—J . :::r( )D2n ke

22 )P

Definindo
a(—w)qa(iw)l  q(—iw)g(iw)l - q(—iw)g.,(1w)l |
| G(—iw)q (w)l  g(—1w)g(iw)l -+ g —iw)gen(iw)I

Blw) = 1p(iw)lzs""‘(w) : : : ’

] Gon(—1w0) @ (1w)I  qon(—1w)@(rw)l -+ gan(—1w)gz,(1w)I |

chegamos & seguinte expressao para S, (w):
Syy(w) = DS(w)D", (3.16)

onde S(w) tem dimenséao 2n® x 2n?.
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A matriz densidade espectral cruzada é:

wa: (T) Sﬂ?l yz(T) L 'S'zlyn(T)
Sean (T)  Seaga(T) 0 Szaga(T

Suy(f) = :( ] :( ) ) :( HL. (3.17)
Sean (T) Seagn(T) = Saaya(7)

Temos que

/ e 2" IR, ()dr = f e 2R (T — €)dr f e AT (),
-0 “‘00

-0

e entao

Szy(f) = Sea(HH' (). (3.18)

Se a entrada x(t) for um vetor de sinais aleatérios, podemos obter
as matrizes S,,(f) e S;,(f) experimentalmente. Dai, podemos extrair a resposta

freqiéncia H(f) através de:

B <8 (H B, (3.19)

desde que a matriz S,.(f) seja inversivel.

Utilizando a freqtiéncia angular e a expressao (2.28), podemos escrever

2n

q;(iw
3( ) Dg'n
zw)

) =5 3+ S0,

Fazendo

S’(w):ﬁsm(w)[q,(iw)l @) ... @) |,
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onde I é a matriz identidade de ordem n, chegamos a
S.,(w) = S'(w)D", (3.20)

com a matriz S'(w) tendo ordem n x 2n?.

De (1.25), tiramos que S,y (f) = Sy, (f) , e entao o caso multidimen-

sional fica:

Sa(f) = S5u(f). (3.21)

Como caso particular, obtemos a autocorrelagio:

Szz(f) = SZ.(f)-
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4 ANALISE MODAL EXPERIMENTAL

Nos capitulos anteriores, nés supomos conhecidos os parametros das
equagoes que regem os fenomenos de vibragoes, e entao poderiamos prever a resposta
de um sistema sabendo a entrada do sistema. Neste capitulo consideraremos o
problema inverso, ou seja, queremos determinar os parametros das equagoes a partir

de medigoes em estruturas vibratorias.

Assumiremos que os problemas vibratérios com n graus de liberdade
sao bem modelados pela equagao diferencial linear matricial (2.1). Nosso objetivo
sera determinar os autovalores \; e seus correspondentes autovetores v; satisfazendo

o problema

(MM + XC + K)v; = 0. (4.1)

Outro problema mais complicado é a reconstitui¢io completa das ma-
trizes M, C e K , a partir de resultados experimentais. A seguir, veremos alguns
métodos que se propoem a resolver o problema inverso, tanto no dominio do tempo
quanto no dominio da frequéncia, estendendo, em particular, o método de Ibrahim

[INM 89] e as idéias em [CLA 95].

4.1 Meétodo 1

Para um sistema de n graus de liberdade, e supondo que cada autova-
lor A; de (4.1) com multiplicidade m; tem exatamente m; autovetores linearmente

independentes, podemos escrever a solucao geral como:
2n

q(t) = Z civie M,

t=1
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onde os A; sao os autovalores e os v; sao os autovetores. O auotovetor v; pode

absorver a constante ¢;, resultando em

q(t) =) pic™. (4.2)

Podemos obter a solugdo q(t) avaliada em 2n tempos distintos ¢y, ¢, ..., {2,
experimentalmente através de medi¢ées em n pontos da estrutura em 2n tempos dis-

tintos. Definindo
X(t) = | alt) altz) ... altzs) } :
observamos que X(¢;) = PE(¢;), para

ettt Mtz Ghitan
etz etz .. phetan
E(tl) = ) . . . ) P= Pt P2 .-+ Pon ] .
e‘\2ntl e'\?rt't? A e'\ﬁnbn )

Também podemos obter a solugiao medida At segundos mais tarde, isto

é, medida em t; + At. Se delinirmos

Y(t) = [ a(ti+At) alta+A8) ... alta+A0 |,

obtemos

Y (t:) = X(t; + At) = P'E(t;),

onde a matriz P’ tem em sua i-ésima coluna o vetor p;e®! | jd que

[ ovat o . g ]
0 C'\ZAt U
P} =2 — [ple’\3At pzez\z.'li L p2ne,\2nAl ] '
0 0 e,\2ﬂAf
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Analogamente podemos calcular a solu¢ao em At segundos mais tarde,

isto é, em {; + 2Al , obtendo uma matriz Z({;) que satisfaz a seguinte equacgao:

Z(t:) = Y(t; + At) = P"E(l),

coIm
Z(t) = [ ati+2A0) alta+2A8) ... qlts+2A0) |,
MM g
U Mo At 0
P’ - P . e | _ [pfief\lm pletadt p'gne‘\“m]-
0 0 eranAt

Podemos juntar as equagoes acima, obtendo duas equagoes matriciais:

X(t;) P

(t;) = = E(t;) = VE(%:),
Y(t:) P!
Y(%) P’

(I)’(t,') = = E(l;) = \D'E(tg).
ZU:) PH

Dai,

I= &' (1)VE(t) = (1) (t;)VE(t;) = WE(t) = &'(;)d~1(1;)¥ = V',

Sendo W;, U respectivamente as colunas de ¥ e ¥’ | e utilizando a

relagio W) = eMAN; | reescrevemos a equagio anterior na forma:

(1) (1) = MO,

At

[sto nos revela que €2 é um autovalor da matriz ¢'(¢;)®~'(¢;) , com respectivo

autovetor W;. Os primeiros n componentes do vetor W; formarao um autovetor v;
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satisfazendo a equagio (4.1). J& os autovalores A; podem ser calculados através do

it

logaritmo complexo de e , que pode ser explicitado como:

1
Re();) = mln(‘f + %),
Im(X;) = é arctan( %),

para 3 , v sendo respectivamente as partes real e imaginaria da exponencial complexa
pNiAL

4.2 Método 2

Suporemos as mesmas hipdteses do Método 1 sobre os autovalores a
autovetores de (4.1),e entao podemos escrever a solucao () na forma (4.2), ou

seja,

2n
qft) =) pie?.
=1

Novamente, podemos obter a solu¢do q(t) avaliada em 2n tempos dis-
tintos ¢y, ¢y, ..., l2, experimentalmente através de medi¢oes em n pontos da estrutura

em 2n tempos distintos. Definindo

X(t) = [ a(t) atts) - altw) |,

observamos que X(¢;) = PE(Z;), para E({;), P definidas conforme (4.3).

Se dispusermos de instrumentos de medigao apropriados, também po-
demos obter também a velocidade da estrutura nos tempos t,,1, ..., 13, , obtendo a

matriz X(¢;) expressa como:



Obtemos

X (L)

= P'E(t),

onde a matriz P’ tem em sua i-ésima coluna o vetor A;p; , ja que

= ['\lpl A2p2

/\lp‘Zn

Também podemos medir a aceleracao da estrutura nesses mesmos ins-

tantes de tempo, obtendo a matriz )“{(tg) que satisfaz a seguinte equagao:

com

X(t:) =

X(t;)

[ a(t) d(ta)

A 0
0 A
0 0

= P”E(""i)a

(tan) |

0
0

A?n

Juntando as equagoes acima, chegamos a:

X(t:)
| %09 |
| X(t:)
%) |

- P’
I PH‘
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F }
= E(t;) = TE(t;),
L Pf

E(t;) = ITE(L;).



Dali,

I =07 (t,)IIE(;) = O(t,)0 " (t)IE(L;) = IE(L;) = O(t;)0~' (1)1 = IT".

Sendo II; , II! respectivamente as colunas de Il e I’ | e utilizando a

relacdo Il = A1, reescrevemos a equacgdo anterior na forma:
O(t;)0~ 1 (t:)I1; = AL

Isto nos revela que A; é um autovalor da matriz ©(¢;)©~'(¢;) , com respectivo au-
tovetor Il;. Os primeiros n componentes do vetor II; formarao um autovetor v;

satisfazendo a equagao (4.1).

Comparando com o método anterior, observamos que os autovalores de
(4.1) sao exatamente os autovalores da matriz ©(¢;)0~'(¢;) , e ademais ndo precisa-
mos fazer as medigoes adicionais nos tempos 14 At ta4 Aty ooy L2ntat € L142a1, L242A¢5 ooy Lantaas

, que sao necessarias no método 1.

4.3 WMétodo 3

Em muitos casos, é interessante sabermos a solugao dinamica do pro-
blema. Este método utilizara expressoes envolvendo a solugao dindmica para achar

os autovalores desejados. Consideremos o caso de autovalores distintos.

Introduzindo as matrizes

V={vi v o va]: A=disg[ M o oo dan |

podemos escrever a equagao (4.1) na forma MVA?4+CVA+KV = O. Multiplicando

a equagio por A*€) A direita, para uma determinada matriz Q de dimensio 2n x n,
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obtemos

M(VAF2Q) 4+ C(VAFQ) + K(VA*Q) = O,

que € a equagao (2.11) com

D, = VA*Q,

desde que Q seja escolhida de forma que
MD,; = MVAQ =1, Ds=VO=0Q. (4.4)

Neste caso, temos que

B} =Y Dk% =V (Z (ﬁj!) ) Q=VetQ,

=0 k=0

Veremos agora a constru¢ao da matriz 2. Ja vimos que podemos escre-

ver a solugao geral do caso nao forcado como:
2n
— . - ‘\ :
q(t) = § giviet,
=1

Para cada coluna qi(t) da solugao dinamica D(¢) teremos seus multiplicadores gy;.
Definindo

k1

k2

Qk= . i Q=[Q] Qg Rk Qn]1

Qkan
e tomando as condigoes iniciais qx(0) = 0, Mq,(0) = ey, onde e é a k-ésima coluna
da matriz identidade de ordem n, podemos verificar que a matriz £ acima definida

satisfaz as condicoes (4.4).
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Tomemos entao a expressao para a solu¢ao dinamica:

D(t) = VehiQ.

Através de entradas impulsivas no sistema e medigoes na posigao, velo-
cidade, aceleragao e "jerk” da estrutura, podemos determinar a solugdo dinamica da
estrutura em um dado tempo g, isto é, D(tp), f)(tg], D(to) e D®(4y) . Chegamos

as seguintes expressoes:

D(t) = Veiq,
D(ty) = VAeMeQ = Vel V' = VA= Vi =\ V,,
D(tg) = VeMAQ = Vet O = AQ,
D(to) = VAeMAQ = Vierog)

D(to) = VA%eMQ=V"e""Q, V"= VA= V! =NV,
D®)(t5) = VAZMAQ = Veiog,

Formamos as equacgoes matriciais:

D(to) D(to) | _ v S { 5 O ]
D(t) Do(to) | R ’
D(t)) D(to) | _ |V rea
D(to) DO (to) | v '



Definindo:

Bto) = ™ [a o],

o) — | P ?(tu)},w_
| D(to) D(to)

bs) — | D0 Dl }\1:
| B(to) DO(to)

temos:

Vv
V."

Vf
VH' L

I= 0" (to)VE(to) = ®(to)® " (to)VE(to) = VE(ty) = B(1o)® ™ (to)¥ = V',

Como W’ = \;U;, chegamos a ®(to)®~ (1o)¥; = A\, ¥/ = ); é autovalor de <i>(t0)<I>“(to),

e os primeiros n componentes de W; formam um vetor v; que satisfaz (4.1).

Da definigao de solugao dinamica, temos que:

MD(t) + CD(¢) + KD(t)
MD®)(t) + CD(t) + KD(t)

e entao:

D(t) D(t) o) I
D) D@ | | -M'K -M-'C

ou seja,

()DL (1)

|

0] I
-M-'K -M~!'C

O,

0O,

D(t) D(t)
D(t) D(1)

|

|

independente de ¢, e também sem fazer nenhuma hipétese sobre os autovalores ou

autovetores do problema (4.1).
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Entao, o método 4 é genérico, para quaisquer matrizes M , C e K.
Ademais, podemos reconstruir as matrizes M~'C e M~'K diretamente do produto

® (o)~ (to).

4.4 Meétodo 4

Para o estudo de vibragoes aleatorias, ¢ interessante sabermos a matriz
de resposta freqiiéncia H(f) (ou H(w) ), definida anteriormente. Podemos determi-
nar a resposta freqiiéncia experimentalmente, a a partir dai, tentaremos reconstruir

as matrizes M , C, K .

Conforme as expressoes (3.5) e (2.5), e utilizando a freqiiéncia angular,

temos que

H(w) = D(iw) = (—Muw? 4+ iCw + K) ™.

Tomemos uma freqiiéncia wg. Se 1wy nao for autovalor de (4.1), podemos inverter a

matriz H(wo), obtendo

H(wo) ™" = ~Muw} +iCup + K = [l juol 1]

xR Q=

para I sendo a matriz identidade de ordem n .

Analogamente, avaliamos a resposta freqiiéncia em outros dois pontos

w; e wy .Assim, formamos um equacao matricial por blocos, dada por:

H(wp)™! —wal iwel I M
H(w))™' | = | —wi dwI I ¢ |
H(w,)™! —wil twel I K
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e entao podemos reconstruir as matrizes M , C, K através de:

-1

M —wil twel T H(w,)™!
C|=| -l wwI I H(w;)™!
K —wil w,I I H(w;)™!

Na verdade, ao invés de fazermos ima inversio matricial, podemos resolver o sistema

através de uma decomposi¢ao LU por blocos. A equacio fica:

M H(U}O)_I
LU C — H(T,U[)—l 3
K H('wg)_l
para
I O o —wdl  dwl I
L=|%1 I Of, U=| O iwuomy  vouiy ;
wQI wg(wg—wQ)I I 0 0 !wl — !!1uu~w2)1
wg (wo—wy )un g

e entao basta resolvermos dois sistemas triangulares, onde as matrizes que compoem
as matrizes por bloco L e U sdo ou nulas ou diagonais, e entdo teremos a reconstrucao

completa das matrizes M, C, K .
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5 CONCLUSOES

1.

A solugdo dinamica permite determinar a resposta no dominio tempo
para sistemas vibratérios lineares nao-conservativos com matrizes de
rigidez e de amortecimento arbitrarias, com a unica hipétese sendo que
a matriz de massa seja inversivel; ja métodos modais e das funcoes

matricials sao essencialmente limitados ao caso conservativo.

Com a formulagao matricial dos problemas de vibragoes aleatorias,
surgem equagoes matricias que nos revelam a matriz de resposta em

freqiiéncia através de resultados experimentais, como a equagao (3.19).

A utilizacao da solu¢ao dinamica em problemas de vibragoes aleatdrias
nos fornece relagoes diretas entre correlagoes de entrada e saida do
sistema,assim como o uso da matriz de transferéncia nos da relagoes

explicitas entre densidades espectrais de entrada e saida do sistema.

A andlise modal experimental com a utilizagao da matriz de resposta
em freqiiéncia permite a reconstru¢ao completa das matrizes M, C e
K. Ja o uso da solu¢ao dinamica nao faz qualquer hipétese sobre os

autovalores de (4.1), sendo, entao, totalmente genérico.

Salientamos também que, na Secdo 2.3, é dada uma férmula alterna-
tiva para a inversao do polinémio A*M + AC + K que evita o calculo
dos autovalores do sistema (evitando, assim, a determinacao da forma

diagonal ou da forma canénica de Jordan).
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