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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se uma discussao geral sobre problemas inversos,
problemas mal-postos e técnicas de regularizagao, visando sua aplicabilidade em proble-
mas térmicos. Métodos numéricos especiais sao discutidos para a solucao de problemas
que apresentam instabilidade em relacao aos dados. Tais métodos baseiam-se na utilizagao
de restri¢oes ou informacoes adicionais sobre a solugao procurada. O problema de deter-
minacao da condicao inicial da equacao do calor é resolvido numericamente através destas
técnicas, particularmente a regularizagao de Tikhonov e o principio da maxima entropia

conectados ao principio da discrepancia de Morozov sao utilizados.

PALAVRAS-CHAVE: Problemas Inversos em Condugao do Calor, Problemas Mal-

postos, Métodos de Regularizagao.
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ABSTRACT

In this work we present a general discussion on inverse problems, ill-posed
problems and regularization techniques, applying these techniques to thermal problems.
Special numerical methods are discussed in order to solve problems for which the solu-
tion is unstable under data perturbations. Such methods are based on the utilization of
restrictions or additional information on the solution. The problem of determining the
initial condition of the heat equation is numerically solved beyond these techniques, par-
ticularly the Tikhonov regularization and the maximum entropy principle connected to

the Morozov's discrepancy principle are used.

KEYWORDS: Inverse Heat Conduction Problems, Ill-posed Problems, Regularization
Methods.



1 INTRODUCAO

Segundo Keller [Kel76] chama-se dois problemas inversos um ao outro se a
formulacgao de cada um deles requer um conhecimento parcial ou total do outro. Através
desta definicao, ¢ obviamente arbitrario qual dos dois problemas chamamos de problema
direto e qual chamamos de problema inverso. Mas em geral, um dos problemas foi estudado
mais cedo e, talvez, em mais detalhe. Este é geralmente chamado de problema direto, ¢ o

outro é o problema inverso.

No entanto, hd muitas vezes uma outra diferenga mais importante entre estes
dois problemas. No inicio do século, Hadamard [Had02, Had23] introduziu o conceito
de um problema bem-posto baseado na proposi¢ao de que o modelo matematico de um
problema fisico tem que satisfazer as propriedades de existéncia e unicidade de solucao e
estabilidade da solugao em relacao aos dados. Se uma das propriedades niao é satisfeita,

Hadamard chamou o problema de mal-posto.

Muitos problemas inversos interessantes e importantes para a ciéncia tratam
tipicamente com modelos matematicos que sao mal-postos, enquanto que os correspon-
dentes problemas diretos sao bem-postos. Muitas vezes, existéncia e unicidade podem ser
forcadas através da amplia¢ao ou redugao do espaco solugao (espago do "modelo” ). No en-
tanto, as solugoes ainda mantém-se instdveis sob perturbacoes nos dados, e a restauracao
dessa estabilidade em muitos casos é impossivel devido justamente a presenca de erros de

medida nesses dados, caracteristica inerente em problemas reais.

Num primeiro momento, parece ser impossivel computar a solugao de um pro-
blema numericamente se a solu¢ao do problema nao depende continuamente dos dados,
isto ¢, para o caso de problemas mal-postos. No entanto, com informacoes adicionais (a
priori) sobre a solugao, tal como suavidade, é possivel restaurar a estabilidade e construir

algoritmos numéricos eficientes — métodos de regularizacao.

Este trabalho pretende cobrir alguns topicos sobre a teoria de problemas

inversos, apresentando alguns algoritmos classicos utilizados nessa drea. Primeiramente,



introduz-se as nocoes basicas e dificuldades encontradas em problemas mal-postos, estu-
dando-se entao as propriedades basicas de métodos de regularizacao. Alguns dos esquemas
mais importantes serdo estudados. Apés isto, um problema inverso em condugao do calor
sera apresentado, o problema de determinacdo de condi¢do inicial da equacdo do calor

unidimensional — the backward heat equation.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 2, apresenta-
se uma lista de pares de problemas diretos e inversos, muitos dos quais tém um carater mais
matematico e outros sao problemas com aplicagoes cientificas ¢ tecnoldgicas imediatas. Na
secao 2.1 deste capitulo introduz-se as nogoes de problemas mal-postos ¢ mal-condicionados

segundo Hadamard.

No terceiro capitulo, estuda-se a teoria geral de regularizacao para equacoes
mal-postas. Essa formulacao geral é seguida na se¢do 3.3 que apresenta a regularizagao
de Tikhonov. Numa se¢ao posterior apresenta-se um esquema de regularizac¢ao nao linear,
o principio da médxima entropia. Na secao 3.2 estuda-se o principio da discrepancia de
Morozov, que é uma regra de escolha do parametro de regularizacao, parametro este
presente em grande parte dos esquemas de estabilizacao (ou regularizagio) para problemas

mal-postos.

Grande parte do capitulo 2 trata com problemas mal-postos em espacos de
dimensao infinita. Entretanto. em situacoes praticas, estes problemas sao discretizados.
A discretizagdo de problemas lineares mal-postos leva a sistemas lineares finitos mal-
condicionados. Por isso, no capitulo 3. estuda-se o problema inverso de determinagao
de condic¢ao inicial da equagao do calor, que serd muitas vezes referenciado como o proble-
ma de condicao inicial, apresentando-o através de uma formula¢ao com dimensao infinita
e também de forma discretizada. A questao de unicidade deste problema inverso sera

verificada.

No capitulo 6 aplica-se algumas técnicas numéricas de reconstrugao, descritas
nos capitulos anteriores, para o problema inverso em conducao do calor, apresentando-se
resultados numéricos correspondentes. O capitulo final consiste na discussao de alguns

aspectos gerais relevantes dos resultados numéricos obtidos.
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Note-se que existe uma grande quantidade de literatura sobre diversos as-
pectos da teoria de inversao, desde conceitos abstratos de regularizagao até aplicacoes
efetivamente concretas, dentre alguns dos trabalhos relevantes pode-se citar o trabalho
iniciado por Ivanov, John, Tikhonov e Lavrentyev [Iva35, Joh33, Tik43, Tik63, Lav57,

Lav59, Lav60).

Um exemplo fundamental e bem conhecido que ilustra o problema matemaético

em questao ¢ o da equagao integral lincar de Fredholm do primeiro tipo

b
y(t) = / k(t,s)x(s)ds.

a

Considere z(s) uma solugao para y(t) dado, ¢ adicione-se a essa solu¢ao uma
funcao z,(s) = Csin(ns), onde C ¢ uma constante arbitraria. Entao com Z(s) = z(s) +

z,(s) tem-se

b b
f k(t,s)x(s)ds =y(i)+C/ k(t,s)sin(ns)ds.

a

Contudo o lema de Riemann-Lebesgue [Wei93] assegura que o segundo termo do lado
direito da equacao anterior pode ser feito arbitrariamente pequeno através da escolha de
n suficientemente grande. Assim, pequenas variacoes nos dados podem levar a grandes
variagoes na solucao. A discretizagao da equacao de Fredholm leva a dificuldades similares.

Este exemplo sera estudado em mais detalhe posteriormente.

O estudo inicial de problemas matematicos instaveis do tipo descrito acima
¢ geralmente atribuido a Hadamard, que chamou-os de problemas mal-postos. Somente
nos ultimos 40 anos eles tém sido pensados como tendo importancia fisica. A principal
ferramenta matemadtica desenvolvida para o tratamento dessas instabilidades ¢ a recu-
larizagao. que efetivamente restringe a classe de solucoes admissiveis para a equacao de
Fredholm de primeiro tipo, digamos. Isto ¢, quando y(t) nao é especificado com completa
certeza. a equagao admite uma classe mais ampla de solugoes do que do outro modo, ¢ uma
medida desse crescimento ¢ a magnitude da incerteza em y(t). O procedimento de regu-

larizacao destina-se a trazer esta classe para um tamanho menor através da imposicao de



mais restricoes sobre o problema. Apesar da escolha das restrices ser de alguma maneira
abstrata, de fato pode-se se guiar pelo uso de condigoes fisicas sobre o problema como in-
formacao a priori. Pode-se ter uma cota superior realista sobre a energia de um sinal, por
exemplo, que pode ser usada para impor uma cota global sobre as solu¢oes; ou, condigoes

de suavidade podem gerar cotas sobre as derivadas.

Os dados recebidos em qualquer dispositivo geralmente consistem de pontos
isolados corrompidos por ruido. havendo um problema de continuidade e precisao. Todas
essas limitacoes sdo vistas como diferentes aspectos do mesmo problema: informacao
incompleta. Por outro lado, a idéia de regularizacao contém as origens da solucao através
do reconhecimento da necessidade de utilizar todo conhecimento a priori disponivel sobre
o problema fisico. Essas andlises de instabilidades tém, no minimo, contribuido muito

para a compreensao de equacoes lineares de Fredholm do primeiro tipo e sistemas lineares.

Devido a necessidades oriundas de aplicagoes, tanto na ciéncia quanto na
indistria, métodos numéricos especiais que podem tratar adequadamente este problema
tém que ser desenvolvidos, sdo os chamados métodos de regularizagao. A teoria geral e
métodos para solucionar problemas mal-postos foi reconhecidamente iniciada pelo trabalho
do russo Andrey Tikhonov, que foi quem, pela primeira vez, de uma forma relativamente
geral, estabeleceu um problema sobre a instabilidade de representac¢oes inversas apresen-
tando suas solugoes. Em 1944, estudando um problema de gravimetria, Tikhonov observou
que a introducgio de restrigdes poderia restaurar alguma estabilidade para o problema, e
essa observacdo foi um dos pontos de partida para a teoria contemporanea de problemas

mal-postos.

Nestas tltimas tres décadas tem sido intenso o desenvolvimento de teorias
e métodos para a solu¢do de problemas inversos. Muito do trabalho sobre técnicas de
regularizagao teve como pioneiros Tikhonov e seus colaboradores [TA77, Tik43, Tik63]. A
regulariza¢ao e sua aplicagdo a problemas inversos foi recentemente revista em [EHN96].
Na verdade, uma "indistria” de regularizagio tem se desenvolvido [BG70, Han94, KSBS8S,
Mur93, MM93, Lou96, LM90]. Métodos e algoritmos para a solugio de problemas inversos
vem estabelecendo uma boa base para estudos de tecnologias aeroespaciais ¢ nucleares.

Esta metodologia também vem sendo utilizada na simulacao e diagnéstico de processos



na medicina, engenharia de producao, engenharia de energia, metalurgia e geofisica: no
estudo de propriedades 6ticas, mecanicas e térmicas de novos materiais ¢; no controle de

meios de transporte, manipuladores de robos ¢ processos tecnolégicos.

A metodologia de problemas inversos tem sido referenciada como o ramo da
ciéncia moderna cujo desenvolvimento se d4 mais dinamicamente, sendo considerado um
campo multidisciplinar que caracteriza-se pelas variadas aplicagbes tecnologicas [Mor93,
Sab83]. O rdpido crescimento desta drea da matematica aplicada se deve em parte, como

ja foi dito, as necessidades oriundas de aplicacoes tanto na ciéncia quanto na indistria.

Métodos de solucao de problemas inversos podem ser divididos em iterativos e
nao-iterativos. Dentre os iterativos podemos citar iteracao de Landweber [Two77, EHN96],
gradiente conjugado associado ao problema adjunto [JOB91, NO93] ¢ v-method (método
v) [EHN96]. Ja dentre os nao-iterativos, também chamados de métodos de regularizacao
continuos [EHN96], temos o método da "molificagao” (mollifier methods) [Lou96, LM90,
Mur93], o método de Backus-Gilbert [BG67, BG68, BG70, Han94, KSB88|, o método da
quasi-inversiao ou quasi-reversibilidade [LL69, Mil73, TA77], a regularizacao de Tikhonov
[TAT7, Tik43, Tik63] e a regularizacao baseada no principio da méxima entropia [SW49,
Jay57b, RG95, EHN96]. Estes dois 1iltimos métodos serdo mais amplamente estudados
neste trabalho, caracterizando como veremos uma metodologia pretensamente geral para

a solugao de problemas mal-postos.

O problema cldssico (bem-posto) em condu¢ao do calor é o problema direto de
calcular a evolugao da temperatura num corpo com parametros térmicos conhecidos, dada
a temperatura inicial e a temperatura ou fluxo de calor em todo o contorno (fronteira).
Muitos tipos importantes de problemas inversos surgem neste contexto: o problema de
determinacao da temperatura inicial com base em medicoes posteriores, matematicamente
falando, the backward heat equation: o problema de determinagao de parametros térmicos
do material com base em medi¢oes de temperatura e; o problema de determinacao da
temperatura ou fluxo de calor numa parte inacessivel da fronteira com base em medicoes
do fluxo de calor e temperatura em outras partes do contorno, a assim chamada sideways

heat equation.



Neste trabalho apresenta-se inicialmente uma discussao de carater geral sobre
problemas inversos, problemas mal-postos e técnicas de regularizacao. Alguns exemplos
de problemas inversos sio estabelecidos com o objetivo de ilustrar a principal dificuldade
no tratamento deste tipo de problema: a instabilidade em relagao aos dados; e também

para ressaltar a indiscustivel importancia desta classe de problemas.

Posteriormente estuda-se alguns métodos de regularizagao aplicados a um
problema inverso em condugao do calor: determinacao da condi¢do inicial da equagio
do calor (difusdo) visto que se conhece a distribui¢ao de temperatura transiente. Pro-
blemas inversos em conducao do calor envolvendo a estimativa de fluxo de calor na fron-
teira (superficie), ou estimativa de propriedades térmicas, tém sido amplamente estudados
[Ali79, Bec70, BBC85, Fra96, MM93, Mur93, ZWR93]. Por outro lado, hd uma quanti-
dade de trabalho relativamente limitada na questao de determinagao de condigao inicial

[Can66, HL86, NO93].

Dentre os métodos de solugao utilizados neste problema de determinacgao de
condi¢do inicial encontram-se as regularizagoes de Tikhonov [Tik63, TA77] e o principio
da méaxima entropia [SW49, RG95]. O critério da discrepancia, introduzido por Morozov
[Mor66, Mor93], para a escolha do pariametro de regularizacao serd examinado. Este
problema apresenta uma relevancia interessante para ser tomado como problema modelo,
visto que ele apresenta uma "solugao” (que se mostrara de computagao pratica inviavel)

e sua instabilidade em relagao aos dados pode ser demonstrada explicitamente.

No proximo capitulo apresenta-se algumas defini¢oes que serao titeis no de-
senrolar deste trabalho, tais como a classica definicao de um problema inverso dada por

Alifanov e a caracteriza¢ao de um problema mal-posto no sentido de Hadamard.

O capitulo 3 se destina ao estudo genérico da regularizacao e a apresentacgao
do critério da discrepancia como uma regra de escolha do parametro de regularizacao. Nas
secoes finais a regularizagao de Tikhonov e o principio da médxima entropia sao apresen-
tados. No capitulo 4 a resolucao numérica de equagoes integrais via regras de quadratura

¢ estudada.



Nos dois capitulos seguintes o problema de determinacgao de condicao inicial
da equacao do calor ¢ estudado em detalhes: estabelece-se o problema e determina-se a sua
instabilidade em relagao aos dados, desenvolve-se algumas técnicas explicitas de inversao,
as quais seriam abordagens extremamente naturais se¢ nao estivéssemos lidando com um

problema inverso mal-posto.

No capitulo final apresenta-se os resultados numéricos obtidos para o proble-
ma inverso tomado como base para aplicagao das técnicas de inversao, sendo que este
altimo capitulo também ¢ destinado as conclusées ¢ comparagoes entre os métodos e a

explanacao das possibilidades de desenvolvimentos futuros para este trabalho.



2 PROBLEMA INVERSO

O que causa um determinado efeito? Muitas vezes esta pegunta ndo tem
uma resposta definitiva. Pode-se sugerir um nimero de causas distintas possiveis para um
efeito e as vezes pode-se nao achar nenhuma causa razodvel dentre todas as que poderiam
gerar um determinado efeito ("mistério”). Mais ainda, pode acontecer que causas muito

diferentes resultem em efeitos indistinguiveis.

Uma adequada defini¢ao de problema inverso é dada por um dos grandes

conhecedores desta area, Oleg Alifanov:

” A solugao de um problema inverso consiste na determinagao de

causas desconhecidas baseada na observacao de seus efeitos. Em contraste
com o correspondente problema direto, cuja solugio envolve encontrar efeitos

baseando-se numa completa descrigao de suas causas .

Observe-se que quando ha um problema real por trds do problema matematico
estudado, hd, na maioria dos casos, uma distingao bem natural entre o problema direto
¢ o problema inverso. Por exemplo, desejando-se prever o comportamento futuro de um
sistema fisico com base no conhecimento de seu estado presente e das leis fisicas envolvidas
(incluindo-se os valores especificos de todos os parametros fisicos), entao este é o assim
chamado problema direto. Possiveis problemas inversos sao a determinagao do estado pre-
sente do sistema com base em observacoes futuras (isto ¢, o calculo da evolucao do sistema
para tras no tempo) ou a identificagao de parametros fisicos com base em observagoes da

evolucao do sistema (identificagdo de parametros).

Existem, do ponto de vista das aplica¢oes, duas diferentes motivagoes para es-
tudar tais problemas inversos: primeiro, deseja-se conhecer estados passados on parametros
de um sistema fisico. Segundo, deseja-se saber como influenciar um sistema através de
seu estado presente ou através dos parametros com o objetivo de dirigi-los para que se

obtenha um estado desejado no futuro.



Aqui vale observar que muitos autores [BBC83, 080] fazem uma distin¢io
entre a termilnologia estimativa de fung¢do e estimativa de pardametro. Se o problema
envolve a determinag¢ao de uma fun¢ao desconhecida sem um conhecimento a priori da
forma funcional da quantidade desconhecida, o problema é referenciado como um problema
de estimativa de fung¢ao, exigindo a determinacao de um grande nimero de componentes da
fungao desconhecida (problema de minimizacao de dimensao infinita). Por outro lado, se
algum conhecimento prévio sobre a forma funcional da funcao desconhecida esté disponivel,
pode-se utilizar uma parametrizagao e entao o problema ¢ referenciado como um problema
de estimativa de parametros porque somente um mimero limitado de parametros tem
que ser estimados (problema de minimizacdo de ditnensdo finita). No entanto, se. neste
contexto, o nimero de parametros que devem ser estimados cresce, pode nao ser possivel
fazer uma clara distincao entre problemas de estimativa de parametros e problemas de

estimativa de funcao.

2.1 Problemas Mal-Condicionados e Problemas
Mal-Postos

O problema direto pode ser identificado como aquele de determinar o efeito
y de uma dada causa r quando um modelo matematico definido K estd colocado: Kz =
y. Para tais problemas diretos assume-se que o operador I esteja bem definido ¢ seja
continuo, assim ha um nico efeito y para cada causa x e pequenas varia¢oes em z resultam

em pequenas variagoes em y.

Dada um problema direto do tipo a pouco discutido, dois problemas inversos
podem imediatamente ser colocados. Estes sao os problemas inversos de causa (dados K e
y, determinar z) e identificacao do modelo (dados z e y. determinar K'). Particularmente
aqui estamos interessados na determinacao da causa r. No problema direto existéncia.
unicidade e estabilidade de solugoes sao assumidas, mas em problemas inversos nem todas
essas propriedades podem ser garantidas, dai o cardter desafiador ¢ matematicamente

interessante desta area.
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Um modelo fisico abstrato pode ser descrito por um mapeamento (K) de um

conjunto X de ”parametros tedricos” num conjunto Y de "resultados”:

K: X — Y

z ~ Klzj=Kzr=y:

”Solucionar o problema direto” é equivalente a dar uma descrigao precisa de
K. Entretanto, a frase "solucionar o problema inverso”™ ou "interpretar os dados y € Y7é
uma questdo de construgao das imagens reciprocas de um ou mais elementos de Y de
modo que elas estejam mais proximas de y (para qualquer y € Y'). Esta seria uma
abordagem natural para o problema se K fosse uma bijecao (existéncia e unicidade de
solugoes), com K e K~ continuos (estabilidade do problema direto e do problema inverso).
Contudo, fisicamente, isto raramente acontece, as medi¢oes dos dados sao sempre tomadas
de uma maneira finita e os parametros sao muitas vezes fungoes continuas, assumindo uma

infinidade de valores.

O trabalho realizado por Tikhonov serviu como base para a composicao e
justificativa de métodos numéricos para solucionar problemas mal-postos. A principio
esses métodos reduzem-se a solucionar as seguintes equacoes ”operacionais” (envolvendo
operadores):

Br=4 yeY ezxe X, (2.1)
onde X ¢ Y sdo espacos vetoriais normados e K : X — Y é um operador com dominio de

definicao em D C X, y € Y é conhecido e z € D é a variavel da equacao.

Definigdo 1 Sejam X ¢ Y espagos normados, K : X — Y um operador (linear ou

ndo-linear). A equag¢ao (ou problema) K =y ¢ dita bem-posta (bem-posto) se
1. (Existéncia) Para qualquer y € Y ewiste (pelo menos um) x € X tal que
Kz =y. (sobrejetividade)

2. (Unicidade) Para qualquer y € Y eziste no mdzimo um r € X tal que

Kz =y. isto €. se Ky = RKay. x; € X. entdo 1 = xo. (injetividade)
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3. (Estabilidade) A solug¢io x depende continuamente de y, isto €, para qual-
quer sequéncia {z,} C X tal que Kz, — Kz (n — o0), entio z,, — <«

(n — o).

Equagées para as quais (pelo menos) uma das propriedades ndao é satisfei-
ta sao chamadas mal-postas (problemas mal-postos). Particularmente, se a condi¢io 3
de estabilidade nao € satisfeita a equagdao é dita mal-condicionada ou um problema mal-

condicionado.

Por um longo tempo, na literatura matematica [Had32, CH353], foi aceito o
ponto de vista de que todo problema matematico associado a um fenoémeno fisico tinha
que satisfazer essas trés hipdteses anteriores, ou seja, a natureza nao-fisica de qualquer
problema matematico mal-posto. Esta visao nao ¢ mais considerada, ja que um enorme
niimero de problemas mal-postos apresentam uma incondicional relevancia tanto do ponto

de vista matematico quanto fisico [EHN96, BBC85].

E importante salientar que a definicao de um problema mal-posto é dada com
respeito a wm dado par de espagos normados (X,Y). Este mesmo problema pode ser
bem-posto - no sentido da estabilidade em relagao aos dados - quando considera-se outras

normas. conforme ficard ilustrado em exemplos posteriores.

O problema inverso caracteriza-se pela obtencao de = que satisfaga a equacao
(2.1) visto que ja se conhece y e o operador K. Uma solucao natural da equagao acima

seria

contudo. conforme observado anteriormente, esta "inversao” (K ~!') pode caracterizar-se
por um operador descontinuo em relagao aos dados (y), isto ¢, instavel, denotando entdo
um problema inverso mal-posto. Observe-se que a comprovagao analitica de que um pro-
blema é mal-posto nem sempre é possivel. pode-se dizer que em grande parte de problemas
aplicados esta caracterizacio nao ocorre [Isa97].

UFRES

5IST+MAS DFE BIBLIOTFCAS
|WLIOTECA SFTORAL (F MATFMAYR
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/ PROBLEMA DIRETO \

K—l

PROBLEMA INVERSO

S o

Figura 2.1 Problema inverso versus problema direto: (Kz = y) x (z = K™1y)

Uma outra maneira de abordar o problema seria buscar um elemento z € X
através da minimizacao da " distancia” entre os dados y e a proje¢ao Kz, ou seja, encontrar

um z. € X tal que

|Kz. —y|| = min ||Kz —y||, (2.2)
zeX
onde || - || é uma norma definida em Y. Considera-se portanto z. como uma solugao

generalizada de Kz = y, ou seja, hd uma redefini¢do da idéia de solugao do problema 2.1.

2.2 Exemplos de Problemas Mal-Postos

Desde o inicio do século e mesmo na época do surgimento dos primeiros e
inovadores trabalhos de Tikhonov [Tik43, Tik63, TA7T7], seguiu-se a no¢ao de Hadamard
[Had02, Had32. Had23] da limitacdo a problemas bem-postos em fisica matemadtica e

a proposicao equivocada da natureza nao fisica de qualquer problema matematico mal-
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posto, a qual foi amplamente adotada por muitos pesquisadores [CH53]. Por volta da
virada do século, Hadamard claramente formulou o conceito de um problema bem-posto.
Ele disse que existéncia, unicidade e estabilidade de solugoes eram caracteristicas de um
problema bem-posto e afirmou que sitnacoes fisicas sempre levam a problemas bem-postos.
Essa idéia foi sustentada por Petrovskii [Pet57] em 1956 e em Courant & Hilbert [CH353],
por exemplo, encontra-se a seguinte frase: ”... um problema matemadtico nao pode ser
considerado realisticamente correspondendo a fenémenos fisicos a menos que uma variacao
dos dados fornecidos numa pequena faixa leve a uma variacao arbitrariamente pequena na
solucao”. Contudo trés paginas adiante encontra-se o seguinte: "... problemas bem-postos

1340 sao os unicos a refletir apropriadamente fenomenos reais”.

Interessantemente. Maxwell em 1873 teve algo a dizer sobre a instabilidade:

"HA certas classes de fenomenos ... nas quais um pequeno erro nos dados introduz um
pequeno erro nos resultados ... Os eventos neste caso ocorrem de uma maneira estdvel.

H4 outra classe de fenomenos que sao mais complicados ¢ nos quais casos de instabili-
dade ocorrem, a quantidade de tais casos cresce, de uma maneira extremamente rdpida,

conforme o niimero de variaveis aumenta”.

Hoje, sabe-se que muitos problemas inversos interessantes ¢ importantes em
ciéncia levam a problemas matemadticos que nao sao bem-postos no sentido de Hadamard
[EHN96, Isa97, BBC85, Tar87, RG95]. O problema de Cauchy para operadores de Laplace
(um exemplo de problema mal-posto indicado por Hadamard [Had32, Had23]) foi objeto
de intensas investigacoes nos anos 50 [Lavd9, Joh55]. Nesta se¢io sdo apresentados alguns

problemas mal-postos, dentre os quais o problema de Cauchy para a equacao de Laplace.

Nos exemplos aqui apresentados hd uma diferenga fundamental entre os pro-
blemas direto e inverso. Em grande parte dos casos o problema inverso ¢ mal-posto no

sentido de Hadamard, enquanto o problema direto é bem-posto.

Hadamard diz em [Had23] (1923) que um modelo matemadtico para um pro-
blema fisico (ele estava pensando em termos de um problema de valor de contorno para
uma equagao diferencial parcial) tem que ser bem posto no sentido de que ele tenha as

seguintes propricdades:
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1. Existe uma solugao para o problema (existéncia).
2. Existe no maximo uma solugao para o problema (unicidade).
3. A solucao depende continuamente dos dados (estabilidade).
Nos exemplos a seguir a notagao varia de acordo com a notagao comumente
utilizada em cada problema especifico, visto que sempre ¢ interessante manter as variaveis

de tal forma que se possa fazer uma ligagao relativamente natural com o problema fisico

associado.

Ezemplo 1 (Diferenciagdo)

Considera-se aqui o problema direto de achar a integral y com y(0) = 0 de

uma fungio continua = em [0,1], isto é, calcular

y(t) =/(; z(s)ds, te€[0,1].

No problema inverso, tem-se uma funcao y continuamente diferencidvel em [0,1] com
y(0) = 0 e deseja-se determinar x = y'. Isto significa que temos que solucionar a equagao

integral Kz =y, onde K : C[0,1] — C[0,1] é definida por
t
(Kz)(t) := / z(s)ds, t € [0,1], para r € C[0,1],
Jo

onde C[0,1] denota o espago das funges continuas no intervalo [0,1]. Aqui associa-se a

C[0,1] a norma do supremo (Chebyshev) definida por

llzlles = max |z(2)].

A solucdo de Kz = y é a derivada 2 = . considerando que y(0) = 0 ¢ que y ¢ continua-

mente diferenciavel.

Se x é a solugio exata de Ko = y e perturba-se y na norma || - ||, entdo o

lado direito (perturbado) 7 da equagao nao tem necessariamente que ser diferenciavel. E
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mesmo que se tenha a solu¢ao do problema com perturbagao, esta ndo estd necessariamente
préxima a solugdo exata. Pode-se perturbar y por §sin(t/6%) para § pequeno e entido o
erro nos dados (com respeito a norma || - ||) ¢ & € o erro na solugao ¢ 1/§. Dai que
o problema (K, C[0,1],C[0,1]) é portanto mal-posto. Mais precisamente, com y;(t) =

yo(t) + 6sin(t/8?), z) = Y| e T2 = y, entdo para § — 0

1 — ¥2ll = 0 mas ||z) — 22|| # 0,

pois

[l1 = Yallee = max, {8]sin(t/6%)]} =& e
o1~ zallo = Il 6 5in(t/6)llloe = |[1/6 cos(t/62)]]oe = 1/,

Agora escolhe-se um espago diferente Y := {y € C'[0,1] : y(0) = 0} para os
dados (lado direito da equagao) com C'[0,1] denotando o espaco das funcées continua-

mente diferencidveis em [0,1]. E associa-se a Y a norma mais forte

|yller == sup { |y(t)] + [¥'(2)] }-
0<1<1

Se os dados sao perturbados com respeito a norma ||+ ||¢1, entdo o problema (K, C[0,1].Y)

¢ bem-posto, pois K : C[0,1] — Y é tal que a solugio depende continuamente dos dados.

lln —2ller =0 = ||lz) — 29||c = 0,

visto que ||y1 — yaoller > supgecy [U1(t) — 5(t)], isto é, ||z1 — 2ol < [|y1 — wallen-

Esse exemplo ilustra também o fato de que um problema pode ser ou nao
bem-posto dependendo das normas envolvidas. Contudo. muitas vezes em problemas
praticos, essas exigencias sobre as fun¢oes y(t) nao podem ser satisfeitas. Pode-se dizer
que a norma usada acima para estimar a diferenca entre fungoes y(¢) nao é uma norma
natural para o problema de diferencia¢ao. Busca-se a solugao 3 para este problema e neste

caso "mede-se”. em certo sentido, via sup { |y| + |¢/| } , justamente a solugao y’.
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Ezemplo 2 (Equagdo de Fredholm do primeiro tipo)

Considere a equacgao integral de Fredholm do primeiro tipo com nicleo k(t, s):

b
[ k(t,s) z(s)ds = y(2), t € [ed], (2.3)

onde z(s) é a fun¢ao desconhecida num espaco normado X e y(t) ¢ uma fun¢do conhecida

num espaco normado Y.

Assume-se que o nicleo k(t, s) seja continuo com respeito a variavel ¢ e que

tenha uma derivada parcial continua dk/0t. Denotando-se por I o operador definido por
b
K(z) = f B Smtaiils.

Busca-se entdo uma solugao z(s) na classe C'la, b] das fungoes continuas no intervalo [a, b].
Supondo que a medida das variagoes no lado direito da equagao é tomada com a norma

Ly, definida por

d 1/2
||y1—~y2l|v={/ |y1(t)—y2(r)12dz} . P SR

enquanto que a medida das variacdes na solugao z(s) é tomada na norma de Chebyshev

(|| - ||ec) definida por

||zy — zo||x = max |z1(s) — z2(s)|, paraz;, o € X.
s€lab]

Supondo ainda que para algum y = y.(t) a fun¢ao z.(s) ¢ uma solucdo da equagao 2.3,

isto ¢,

b
f k(t,s)z.(s)ds = y(t).

(4
Se. ao invés da funcao y.(t) conhece-se somente uma aproximacgao y(t) que difere muito
pouco (na norma Lo) de y.(t), pode-se falar entao somente em encontrar uma
solucdo aproximada da equagao 2.3. isto ¢, uma funcao proxima a z.(s). Aqui, o

membro do lado direito y(t) pode ser obtido experimentalmente ¢ pode ter "corners” ou
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"picos” nos quais a fun¢do y(t) ndao tem uma derivada. Com esse lado direito, a equagdo
2.3 niao tem uma solucao (no sentido classico) ja que o nicleo k(t,s) tem uma derivada
continua com respeito a ¢ e portanto o membro direito deve também ter uma derivada

continua em relacao a t [Tit53].

Isto significa que ndo pode-se tomar como "solucdo” da equagao 2.3 a aproxi-
macao da solugio exata z.(s) obtida pela equagido com o membro do lado direito y(t) (#
y-(t)). visto que y(t) é conhecido aproximadamente e assim tal solu¢io pode nao existir.
A questdao fundamental que surge € o que significa uma solugiao aproximada da equacao

2.3 com os dados (membro do lado direito) conhecidos aproximadamente.

Assim, a equagdo 2.3 tem uma solucdo (no sentido cldssico) somente para
membros do lado direito y(t) que pertencem a imagem K(X) do conjunto X de funcoes

x(s) sob o mapeamento

b
y=K(z)= f k(t,s) z(s)ds, z(s) € X.

Além disso, a solugao da equagao, entendida no sentido classico, isto é, obtida
através de £ = K~ 'y, onde K~ é o operador inverso de K, niio possui a propriedade de

estabilidade sob pequenas variacoes nos “dados” (lado direito y(t)).

Para ver isto, note que a func¢ao zs(s) = z;(s) + C sin(n s) é uma solucao da
cquacao 2.3 e correspondentemente

b
yo(t) = n(t) + C'/ k(t,s)sin(n s)ds .
a

Assim. para qualquer numero C. se os valores de n sao suficientemente grandes, pode-se
fazer a variacao

2 1/2

o b =
o = lly =113 [ | [ ) sintuas|
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arbitrariamente pequena (lema de Riemann-Lebesgue [Wei93]). No entanto, a variagio

entre as correspondentes solugoes z,(s) e z2(s), dada por

HIl —2ol|x = g{ﬁﬂfa(s) —zi(s)| = ﬁialeinns| =|C|,

pode ser arbitrariamente grande. Aqui, mede-se a diferenca entre z;(s) ¢ z5(s) na norma

de Chebyshev (|| - ||):
llvr = welly = 0 mas |[jz) — 2f[x /0

Se a diferenga entre as solugoes ¢ estimada na norma Lo, a solucao da equacao 2.3 ¢é

novamente instavel sob pequenas variacoes em y(t). Especificamente,

s = zallx = { [ el = xg(s)Fds}m =iel{ [ **Smg(m)ds}

(= |C|\/ _ = 2 % sin(n(b — a)) cos(n(b +a)) ). (2.4)

1/2

Pode-se notar que os niumeros n ¢ C' podem ser escolhidos de tal forma que,
para arbitrariamente pequenas discrepancias entre y; e y», a discrepancia ou varia¢ao entre
as solugoes correspondentes pode ser arbitraria (equacao 2.4). Observe que a quantidade
||y — xs||x vai para infinito quando C.n — oo, ja que as funcgoes seno e coseno sao

limitadas:

ly1 = wolly — 0 mas ||lzy — z2f|x # 0.

Ezemplo 8 (Soma numérica da série de Fourier)

Soma numérica da série de Fourier quando os coeficientes sao conhecidos

aproximadamente na norma de £5.
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Supondo-se que f(t) = Y .. ja,cosnt. Se ao invés de a, toma-se os cocfi-
cientes ¢, = a, + €/n para n > 1 ¢ ¢y = ag, obtém-se a série fo(t) = 3 > ¢, cosnt. Os

cocficientes {a,} e {¢,} nestas séries diferem (na norma do ;) por

1/2 1/2
o0 oo
¥k )? > e 4
€1 = Crp — Qn )" =€ =€
T n ?.7,2 6 ¥
n=0 n=1

que pode-se fazer arbitrariamente pequeno através da escolha de e suficientemente pe-

queno. Por outro lado, a diferenca
1
fa(t) = fi(t) =€ E — cos nt
n
n=1
pode ser arbitrariamente grande (para ¢ = 0, esta 1ltima série diverge).
Assim, tomando-se a discrepancia da soma da série na norma de Chebyshev,

a soma das séries de Fourler nao é estavel:

{en} = {antlle, = 0 mas ||fi = foll 7 0.

Note-se que se a diferenca entre as fungoes f(t) é estimada na norma de L.
o problema de somar as séries de Fourier com coeficientes conhecidos aproximadamente

(na norma £5) serd bem-posto. Especificamente, do teorema de Parseval [Wei93], tem-se

1/2

# 1/2 oo
{A lfl(f) = f‘l’(t)th} = HZ:I %(cn s a“)g =€ %

Portanto, a diferenca (na norma L) na soma da série de Fourier vai para zero

quando a diferenca entre os coeficientes vai para zero:

l{cn} = {antlle =0 = |lfi = fol

5 = 0

GFRog
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Ezemplo 4 (O problema de Cauchy para a equagdo de Laplace)

O problema de Cauchy para a equagao de Laplace bidimensional foi utilizado
por Hadamard [Had23, Had32] como um dos exemplos ilustrativos para a caracterizacio
de suas idéias sobre problemas mal-postos. Este problema consiste em encontrar uma
solucao u da equacao de Laplace

8 u(z,y) & 8% u(z,y)
ox? ay*

Au(z,y) = =0, em —c0o<z<00,y>0,

que satisfaga as ”condigoes iniciais”

ay(m,@) = @{z),—00 < s <00,

o(z,0) = f(z), 2

onde f(z) e p(x) sao fungdes conhecidas.

Com f(z) = 0 e p(x) = 1/n sin(nz), a solucdo do problema de Cauchy

[Had23] é dada por

1
iz, y) = = sin(nz) sinh(ny), re R, y>0.

Assim tem-se

1
sup(|f()] + lp(@)]} = = —= 0, n - co, mas
reR n

!
sup |u(z,y)| = — sinh(ny) — oo, n — oo,
z€R n

para qualquer y > 0. O erro nos dados vai para zero enquanto o erro na solugao u tende

para infinito.

Portanto, este problema é mal-posto, nao apresenta a propriedade de estabi-
lidade. Note-se que o problema de Cauchy para a equacao de Laplace ja é encontrado em

diversas aplicagoes ha algum tempo [Lavd7, New60, Phi62].
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Nos exemplos citados, pode-se formular o problema direto como o calculo de
um operador K agindo sobre um "modelo” conhecido  num espaco (do modelo) X ¢ o

problema inverso como a solucéo da equacao K(z) = y:

PROBLEMA DIRETO:

dado z (¢ K), calcula-se K(z).
X

PROBLEMA INVERSO:

dado y (e ), soluciona-se K'(x) = y para x.

Em geral. o célculo de K(z) significa solucionar um problema de valor de

contorno para uma equacao diferencial ou avaliar uma integral.

Observe que ¢ importante especificar X, Y e K e suas normas. Existéncia e
unicidade dependem somente da natureza algébrica dos espacos ¢ do operador, isto é, se o
operador é sobrejetivo ou injetivo. No entanto, estabilidade depende também da topologia

dos espacos, isto €, se o operador inverso
K'Y —X

¢ continuo.

Matematicamente, a existéncia de uma solucao pode ser forcada através de um
"anmento” do espaco solu¢ao. Se um problema tem mais de uma solugao, entao informagao
sobre o modelo esta faltando. Nesse caso, propriedades adicionais, como condi¢oes sobre os
sinais, podem ser construidas [Two77]. A exigéncia de estabilidade ¢ a mais importante.
Se um problema perde a propriedade de estabilidade entao sua solugao é praticamente
impossivel de calcular, pois qualquer medi¢ao ou computac¢ao numérica esta poluida por
erros inevitais: os dados de um problema estao sempre perturbados por ruido! Se a solucao
de um problema nao depende continuamente dos dados. entao em geral a solugao calculada
niao tem nada a ver com a solugao exata (verdadeira). Realmente, nao ha uma maneira de

superar esta dificuldade a menos que informacao adicional sobre a solugao esteja disponivel.



22

Em [Lan97], Lanczos diz: "Uma falta de informa¢ao nao pode ser remediada através de

um artificio matemadtico”. !

Nos dois proximos exemplos descreve-se dois problemas inversos relacionados

com a equacao da difusao.

Exemplo 5 (Difusdo num metio ndo-homogéneo)

A equacdo de difusao num meio nao-homogéneo em duas dimensoes é descrita

pela equagao

Ou(z,t 1
—{—-—) = -V . (kVu(z,t)), reD,t>0 (2.3)
ot c
onde ¢ é uma constante ¢ kK = k(z) ¢ um parametro que descreve o meio. No caso

estacionario, a equagao se reduz a

V - (kVu(z,t)) =0, zeD. (2.6)

O problema direto é solucionar o problema de valor de contorno para essa
equagao para valores de fronteira u|sp fornecidos e uma dada funcdo x. No problema
inverso, mede-se u e o fluxo % sobre o contorno 9D e tenta-se determinar a funcao

desconhecida kK em D.

Este ¢ um exemplo do problema de identificacao de parametro para uma

equacao diferencial.

" A lack of information cannot be remedied by any mathematical trickery!”
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q(t), luxo de calo

qly.t) Y L

E

N TN

Condicao de contopho
conhecida

Figura 2.2 Exemplo de reentrada de um veiculo espacial para o qual a determinacao do
fluxo de calor na superficie ¢ necessaria.

Ezemplo 6 (Determinagao da temperatura numa parte inacessivel da
fronteira)

Considere-se o problema de determinac¢ao da temperatura em uma parte ina-
cessivel da fronteira com base na temperatura ou fluxo de calor medidos em outras partes

da fronteira [Bec70].
Este problema consiste em determinar
f() = u(1,1), teR
com base em medicoes de
g(t) = u(0,t), te€R
¢ sob a informacdo de que a fronteira esquerda de [0, 1] estd isolada, isto &,

£3‘3(0.1*) =0. teR,
oz

e onde assume-se que u satisfaz a equacao linear do calor

d*u(z,t) _ Ou(z.t)
oz Ot

em [0,1] X 2.
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Assumindo-se que para todo z € [0,1], u(z,-) € L% R), pode-se tratar este

problema via transformadas de Fourier e apos algumas manipulagoes obtém-se
F(w) = cosh(Viw) G(w), w € R,

onde F(w) e G(w) denotam respectivamente as transformadas de Fourier de f(t) e g(t)
[Wei93).

Assim, uma solugao formal para o problema de determinagao de f visto que

g ¢ conhecida pode ser obtida através da transformada inversa de Fourier

too
fit) = \/% /_m gt cosh(\/i.?:) G(w)dw, te R



3 A REGULARIZACAO

Neste capitulo considera-se a equagao

Ro=1y, (3.1)
onde K é um operador continuo (nfo necessariamente linear) tal que

K: X — Y

g =~ Kg)l=Kp=1y,

onde x € X (espaco normado) deve ser encontrado conhecendo-se y € Y™ (espago normado).

Em muitas aplicagoes a solucao z de um problema do tipo Kz = y pode nao
existir para todos os elementos y € Y. Contudo se tal solu¢do existe (considerando-se af a
possivel multiplicidade dessas solugoes), esta pode depender descontinuamente dos dados.
Ou scja, a instabilidade permanece mesmo quando nao se leva em conta a questao de
unicidade. Entdo parte-se para a regularizagao, que ¢ uma abordagem para problemas
mal-postos que objetiva obter solugoes aproximadas de Kz = y que sejam estaveis sob
pequenas variagoes no valor de y, ja que na maioria das aplicagoes y s6 é conhecido

aproximadamente. Tal abordagem baseia-se no conceito de um operador de regularizacao.

Na realidade, em problemas aplicados, a formulagao (3.1) consiste do operador
K de X em Y que descreve o fenomeno fisico em questao, x denota os parametros (funcoes
ou vetores) a serem determinados e y representa os dados experimentais obtidos com
imprecisoes de medida (ruido) que estao naturalmente ligadas a problemas aplicados, on

scja, § = y*=*°+ruido.

Nesse caso, sem a condi¢ao de estabilidade, a solu¢ao do problema (3.1) nao
pode ser computada, pois na pratica, nunca se conhece exatamente os dados devido a erros
de medida e computagao. No entanto, a utilizagao racional de métodos de "estabilizacao™

pode sanar esta situacao.



26

3.1 Operadores de Regularizacao

De fato, foi Tikhonov quem em 1944 observou que a introdugao de restricoes
poderia restaurar alguma estabilidade a um problema inverso mal-posto de gravimetria, e

essa observacao foi um dos marcos iniciais na teoria de problemas mal-postos.

A idéia béisica em solucionar (3.1) é usar regularizacio, isto é, substitui-se
essa equagao por uma equagao proxima” envolvendo um pequeno parametro «, de tal
modo que a equagdo modificada possa ser resolvida de um modo estével e sua solugao

esteja proxima da solucao da equacgdo original (3.1) quando « é pequeno.

Definicdo 2 Uma familia de operadores continuos R, 1 Y — X é chamada um esquema

de recularizagao para a equagao (3.1) quando
lim R K=z,
a—0
para qualquer z € X. O parametro positivo o € chamado de parametro de recularizacao.

Neste ponto, surge uma questao: como construir esquemas de regularizacao?
Seguindo a formulacao sugerida por Tikhonov & Arsenin em [TA77], um método geral de
regularizacao pode ser definido pela modificagao do critério de minimos quadrados através

da incorporagao das informagoes adicionais disponiveis.

Supde-se que o operador K ! seja descontinuo em relagio aos dados y € Y.
Sejam ||-]|x e ||-||y normas definidas nos espacos X e Y respectivamente. Considerando-se

um clemento ys € Y que difere da informacao exata y (dados exatos) por nao mais que 6,

isto ¢. ||ys—y||y < 6, entao a solugao aproximada zs da equagao (3.1) nao pode ser definida

como a solugdo exata dessa equacdo visto que sé se conhece os dados aproximados y;.

O nimero 6 denota o erro nos dados y da equacao (3.1). Por isso, ¢ natural
definir x5 com a ajuda de um operador que seja dependente de um parametro que tenha

scu valor escolhido levando em conta o erro ¢ nos dados iniciais ys.
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Com o objetivo de obter uma solugao regularizada para o problema mal-posto,

resolve-se a equacao (3.1) através da minimizagao (em relagdo a z) do seguinte funcional:
Mez] = ||Kz - ys|l3 + @ Q] (3.2)

onde Q[z] é o funcional estabilizador definido em X, que incorpora as restrigoes ¢ infor-
macoes a priori sobre a solu¢do procurada, como quotas sobre as derivadas ou condicao
sobre os sinais, || - ||y denota a norma definida em Y, M%[z] é o chamado funcional

suavizador e a é o chamado parametro de regularizagao.

De acordo com a formulacao sugerida, o "papel da regularizacao” estd ca-
racterizado pelo funcional Q[z], isto é. as informagées a priori que estao disponiveis pre-
tensamente tornarao o método estavel. No funcional M®[z], o primeiro termo, quando a
¢ pequeno, garante que z ¢ "quase” uma solugdo de minimos quadrados, enquanto que o

scgundo termo "deve suavizar” as instabilidades em z.

Assim, a obtengao de um método de regularizacao consiste em:

1. Achar o funcional estabilizador Q[z].

2. Escolher o parametro de regularizacao a, preferencialmente levando-se em
conta o ruido, que é, a principio, mais uma informacao disponivel, isto ¢,

”yczdto = y&ll S 6

Esse método de construcao de solucoes aproximadas é chamado de método

de regularizacdo [TA77, Mor93, Isa97].

A regularizagao pode ser vista como um procedimento que muda a abordagem
por minimos quadrados (minimizacao do residuo) atraveés da adicao de termos que
pretendem reduzir flutuacoes na funcao ou vetor desconhecido z, flutuagoes estas
que sao inerentes a problemas mal-postos. Assim, passa-se de uma abordagem natural via

minimos quadrados para uma abordagem com regularizacao (Q[z]):
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i 9 : 5
min | Kz — y||y = il'él.}l}( |Kz — y||3 + a Qfz] )

|

(+ termo regularizador).

A base tedrica do procedimento de regularizacao foi introduzida por Tikhonov
[Tik43. Tik63]. Desde entao, uma grande quantidade de procedimentos tém sido desen-
volvidos baseados nos conceitos de Tikhonov [Ali79, EHN96, Isa97, Mor93, TA77. TGST,
TGSY93].

3.2 Determinacao do Parametro de Regularizacao

Em muitos problemas aplicados pode-se avaliar o "tamanho” do erro maximo
de medida nos dados experimentais. Erros de medida que sao inerentes a problemas

praticos e em geral apresentam um carater aleatorio.

Quando 6 — 0 (ys — y (exato) na norma de Y'), a solugao aproximada z;

deve (na norma de X) aproximar-se da solugao exata z da equagao

Ko=y.

A funcao a = a(d) depende também de ys. A dependéncia do parametro o

de ys implica também dependéncia de y e portanto de z, visto que Kz = y.

Se ||y — ys||y < 6, sabe-se que se pode tomar para uma solu¢ao aproximada
da equacao (3.1), com dados ys conhecidos aproximadamente, o elemento 2% = R,(ys)
obtido com a ajuda do operador de regularizacao R,, onde a = a(é, ys) de acordo com o
orro nos dados iniciais ys. Esta solugido ¢ chamada uma solucao regularizada da equacao

K. = y. O parametro numérico a indica o parametro de regularizagao.
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Claramente, todo o operador de regularizacao define um método estdvel de
construcao aproximada da solugdo da equagdo (3.1) contanto que a escolha de « seja con-
sistente com a precisao 6§ dos dados iniciais. Sabendo-se que ||y — ys||y < 6, pode-se, pela
definicio de um operador de regularizagio, escolher o valor do parametro de regularizacio
a = a(6) de tal modo que, quando 6§ — 0, a solugédo regularizada 2% = R, (ys) aproxima-
s¢ (na norma de X) da solugdo exata procurada, isto ¢, ||z — z°®||x — 0. Isto justifica

tomar-se como solucao aproximada da equagao Kx = y a solugao regularizada.

O problema de selegao do parametro de regularizacdo ¢ um dos principais
problemas para a abordagem através do funcional de Tikhonov. O parametro tem, de
fato. o mesmo papel que, por exemplo, a amplitude da banda de um filtro digital. Assim,
quando o parametro ¢ muito grande a solugdo ¢ sobre-suavizada. Por outro lado, se o

parametro é muito pequeno a solu¢ao ainda permanece afetada por grandes erros.

Considere-se hipoteticamente que x € X seja a solugdo exata para um dado
y € Y também exato, isto ¢, Kz = y. Contudo em problemas aplicados tal y exato nio é
possivel de ser obtido, na verdade obtém-se uma aproximacao ys para esse y. Supondo-se

entao que tem-se uma cota do erro maximo de medida ou ruido dos dados
Kz = yslly = [ly — yslly <6,
entao o parametro de regularizagao a ¢ determinado utilizando-se a relacao

| Kz2® — 5

ly =6, (3.3)

onde ||+ ||y é uma norma em Y (L; por exemplo). Assim, busca-se um parametro a cuja
soluciao 29 gere a mesma diferenca em relagao aos dados experimentais ys que a solucio

exata 1 geraria.

Tikhonov chama em [TA77] a relacao (3.3) de principio da discrepancia. Na
verdade, este método se deve a Morozov [Mor66, Mor93, EHN96] e ¢ muitas vezes refe-

renciado como o principio da discrepancia de Morozov,

. UrFROS
ISTEMAS DF BIBLIOTFCAS

BLIOYS/Ar SETORIAL NE At TERY
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Portanto uma possivel regra de escolha do parametro de regularizacao é o
método da discrepancia. Para um operador I, o pardmetro o(é) ¢ tomado como uma raiz

da equacao

¥(a) = ||K o5 — yell} - 82 = 0. (3.4)

O elemento z§ é o extremo do funcional de Tikhonov M°, para um a > 0
fixo. A fungio ¥(a) ¢ uma fungdo mondétona e continua de a para o > 0 e, portanto, o

parametro a pode ser determinado unicamente.
Para encontrar a raiz da equacao (3.4) geralmente inicia-se os calculos com

um valor de a = a. relativamente alto tal que

Y(a.) > 0.

Entao pode-se efetuar qualquer procedimento iterativo, tal como
k
Qe =0

onde 0 <g<lek=12,....atéopontoem que ¥(a) torne-se menor que zero (fig. 3.1).

O valor exato do parametro de regularizacao pode ser obtido utilizando-se
qualquer método para solucionar a equag¢ao nao linear 3.4. No entanto, geralmente ndo ha
a necessidade de determinar a precisamente, visto que a influéncia de a sobre os resultados

dos calculos pode ser negligenciado para uma certa variagao de a.

Portanto a eficiéncia da escolha de a é determinada por experimentos com-

putacionais.

Existem alguns outros métodos de escolha do parametro de regularizacao, tal
como o método error free [EHN96] e o cross-validation [Wah90]. Mas o mais amplamente
utilizado ainda é o método da discrepancia. Ha uma grande quantidade de varia¢oes deste

principio na literatura [Vai82. Vai83].
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P(a) iscrepancia

| |
\t(:ra(_;iio

k=1 k k+1

Figura 3.1 Selegao do parametro de regularizagao com o principio da discrepancia
3.3 A Regularizacao de Tikhonov
Considera-se aqui = = z(t) na equacao Kz = y, isto é, x é uma funcao de t.

Tikhonov apresenta em [TA77] uma técnica de regularizacao obtida através da definicao

do seguinte funcional estabilizador

Q[z] = aollz||3 + ar|lzM3 + - -+ + a, |23,

onde r'? denota a i-ésima derivada de z em relagdo a t para ¢ =0,---,p (jd que z = z(t))
e os parametros de regulariza¢ao a, > 0 sao os chamados estabilizadores de ordem p de

Tikhonov.

Por exemplo. se g =1 ¢ @; =0 para ¢ = 1,---.p entao o método é chamado
de regularizagao de Tikhonov de ordem zero, onde o funcional estabilizador M“[z]

apresenta a seguinte forma

Mefz] = ||Kz — y| + a Q[z] = ||Kz -yl + a||z|3.
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Aqui nota-se que quando @ — 0 ha predominancia do termo "em minimos
quadrados”, isto ¢, ao minimizar-se o funcional acima busca-se um ajuste perfeito entre
Kz (valor calculado) e y (valor "medido ou experimental”). Contudo quando a < 1
o termo Q[z] pode crescer bastante, na medida em que o produto a[z] ndo apresenta
um valor significativo na minimizag¢ao do funcional acima definido e portanto a magnitude
||z||2 da solu¢ao pode crescer de uma maneira absurda, podendo-se assim obter um método
possivelmente instavel em relagao aos dados. Por outro lado, para a grande, as magnitudes
de z diminuem e tendem a zero no limite quando a tende a infinito, perdendo-se entdo

quase toda informacgao disponivel sobre o sistema fisico que esta sendo modelado.

Portanto o efeito desta regularizagao (ap = 1, a > 0) é fazer com que as
magnitudes de x sejam reduzidas e. com uma escolha adequada de a pode-se retirar a

instabilidade inerente das solugoes de um problema mal-posto (mal-condicionado).

Analogamente, quando a; = 1 ¢ a; = 0 para { # 1 tem-se 0 método de

regularizacao de Tikhonov de ordem um. Obtendo-se entao
Me[z] = || Kz — y|3 + a Qz] = ||Kz — y||3 + a||=D])2.

Para esta regularizacdo, quando a > 1, ao minimizar-se o funcional M®[z]
busca-se solugoes que tenham as derivadas de primeira ordem com menor magnitude, ou
4

seja, "a primeira derivada mais proxima de zero”. Formalmente, esse perfil de solucoes

regularizadas caracteriza-se por apresentar pequenas variagoes, perfis constantes:

mip M°[z] = min {||Kz —y|l} +allz]5} (coma>1)
re Ier

Iz':léi‘{'l Mez] = 1121)1\1 a|lzV|? = amin ||z™M][3.

Portanto, na minimizacao da derivada primeira tem-se

dx . i
?(1‘) ~ (0. 1sto e, z = constante.
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Novamente, através de uma escolha adequada do parametro de regularizacgao,
pode-se obter solugoes com flutuagoes reduzidas. A definicao de regularizagoes de Tikhonov
de ordem superior segue a mesma linha desenvolvida para as regularizacoes de ordem zero

¢ 11IIl.

Portanto, a regularizacao de Tikhonov ¢é um procedimento que modifica a
abordagem por minimos quadrados através da adi¢ao de fatores suavizadores que reduzem
a influéncia de erros de medida sobre os resultados. Do ponto de vista matematico isto
consiste em construir um novo operador que pode gerar resultados estaveis no sentido da

continuidade em relacio aos dados [Isa97, Mor93].

As Regularizagoes de Tikhonov na Forma Discreta

A regularizagao de Tikhonov de ordem zero apresenta o funcional estabilizador
da forma ||z||3. Quando passa-se ao caso discreto, considerando-se a base canénica ¢ o

vetor ¥ da forma # = (21, ,2,)7, esse funcional estabilizador pode ter a representacao

T
O] =% af = F ¥ =FN,48

Fi—)

onde I, ¢ a matriz identidade de ordem n.

Analogamente, para a regularizagao de Tikhonov de ordem um, o funcional
suavizador, envolvendo a primeira derivada, discretamente pode ser substituido pela soma
dos quadrados das primeiras diferencas (z2 — 1), (z3 — Z2), -, (2, — Tn_1), que numa
malha regular apresenta-se como

n—1

f] = Y (2 —2)* = (LHTLE = FLTLZ,

=1
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onde L é a matriz de ordem (n — 1) X n tal que

11 0 0]
6 =i i
i =
0
0 0 -1 1

Portanto. muitas vezes o operador de regulariza¢ao Q[z] pode ser escrito como
Q7] = ||[L&f = (L2)" Lz,

onde L é uma matriz que aproxima um operador de diferenciagao.

A Regulariza¢ao de Tikhonov para o Caso Linear Discreto

Assuma-se que a equagao Kx = y tenha, na formulagao discretizada, uma

representagao envolvendo matrizes e vetores (em relacao a base candnica) tal que
AT =7,

onde A é a matriz quadrada de ordem n correspondente a discretizagao do operador I e

os vetores T e  representam respectivamente a solugao procurada e os dados.

]

Com "7 indicando a transposigao da matriz ou vetor ¢ seguindo a formulacao

da regularizacao de Tikhonov (discretamente) deseja-se minimizar

MeE] = ||AZ - g3+ a7

= (A7-)TAT-)+a(LD)" LT
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Seja {€i,€3,...,6,} a base canénica (em R") entdo para minimizar M°[z],

onde ¥ = (zy,...,2,)7, tem-se

——aﬂ;a[x] = 31{ (AZ-PT(AT-§)+a(LF) LF} =0, istod
14 €T

(AT-9) A&+ (A& (AZ-P+a{(L7) L&+ (L&) L} =0.

Agora, visto que (AT — )T AG = (A&G)T (AT - ) =T AT(AT—§) e
(LT Lé = (Lé&)T LT, entdo

(Ae)T (AF—§+aL&)TLE = 0
= &T{AT(AZ-§)+alTLZ} = 0, Vi

Il
p—
1“3

Portanto, ja que isto vale para todo &, : = 1,...,n,
(ATA+aLTL)7= ATy
¢ a solucao neste caso é dada por

FT=(ATA+aLTL ) 1Ay

3.4 O Principio da Maxima Entropia

De acordo com a formulacao contendo os ditos funcionais ”estabilzadores”,
faz sentido usar outros termos de regularizacao (penalidades) diferentes de ||z||?, como
na regularizacao usual de Tikhonov. A escolha do termo de regularizacio depende de

hipéteses qualitativas sobre a solugao [EHN96).

Propriedades lineares de certos esquemas de regularizacao, como Tikhonov,
nao sao verificadas para uma outra classe de termos de regulariza¢ao amplamente utiliza-

dos, os quais envolvem a assim chamada entropia. termo oriundo da teoria da informacao.
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Entropia ¢ um conceito probabilistico que aparece na teoria da informacao
e em mecanica estatistica. Por isso, uma motivacao para a regularizagdo por maxima
entropia é dada de um ponto de vista probabilistico. Isto ¢é feito através da consideragio
do problema de determinacao de uma distribuicao de probabilidade com base em dados
incompletos. Por simplicidade considera-se o caso de uma varidvel aleatéria finita. O caso

de distribui¢oes continuas segue entdo através de um argumento limite [Isa97).

Um vetor com componentes nao-negativos ¢ que somem 1 pode ser chamado
de distribuigao de probabilidade. A “entropia” de uma distribuigao de probabilidade y é

definida como segue

Definigdo 3 Dado x = (z).22,...,2Zy—1,2,) tal que z; € [0,1] e onde E:;lll = 1,

define-se a entropia deste conjunto como a secuinte quantidade nao-necativa

n

Slx] = - ZJ:,- log(z;). (3.3)

i=1

Referencia-se esta quantidade como a entropia de Shannon-Jaynes [EHN96,

1sa97, Jay57a, Jay57b.

Logaritmos com respeito a base 2 sao usados somente por razoes histdricas,
e qualquer outra base poderia ser utilizada. Se z; = 0, o i-ésimo termo z;log(z;) é
definido como 0. Esta dltima convengao sempre se aplica (0log0 ¢ assumido como 0).
S[x] representa a informagao obtida através de um experimento que gera y,...,z,. S[x]
também pode ser considerado como uma medida da incerteza sobre a qual z;, um ponto

aleatdrio de y, recaira.

Considerando-se um vetor T = (x;,232) tal que z; + 29 = 1 e z,25 € [0,1],

entao a entropia de 7 é dada por

Q7] = —x) log(z1) — zolog(z2) = —zy log(z1) — (1 — ) log(1 — ;).
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Tem-se portanto para

T

(0,1) — Q[f] = —0log(0) —1log(1) =0
£ =(33) — Qi =—3log(27") - 3log(27") =1.

=

Assumindo-se que 7, do ponto de vista estatistico, seja uma distribuicao de
probabilidade, entdo pode-se notar que para ¥ = (3,3) (mdxima entropia) ndo se pode
inferir muita coisa sobre a ocorréncia do evento 1 ou 2, visto que a chance de qualquer um
destes eventos ocorrer ¢ a mesma (maior incerteza). Jd para 7 = (0,1) (entropia minima)
sabe-se que o evento 2 (x5 = 1) ocorrerd e que o evento 1 (z; = 0) jamais ocorrerd, havendo

portanto uma completa determinacao do sistema.

Entropia mede o grau de incerteza sobre as respostas a uma questao, podendo

ser interpretada como a medida da incerteza de uma funcao distribui¢io de probabilidade.

De certa maneira, quanto maior a entropia maior " a incerteza da distribuicao
dos dados” , menos previsivel é o sistema (vetor de parametros 7). Portanto, pode-se definir
um critério, que funciona como uma regularizagao, baseado na entropia dos vetores de
parametros. Entre dois vetores candidatos a solugao, escolhe-se aquele vetor que apresenta
uma entropia maior, ou seja, o vetor que tenha uma distribui¢ao mais uniforme, evitando
assim perfis de solugoes com oscilagoes. Note-se que, em certos casos, ¢ necessario fazer
algumas mudancgas no vetor de pardmetros para tornar viavel o cdlculo e a aplicacao do

critério de entropia, algo como translacoes e normalizagoes do espago de parametros.

De acordo com o teorema a seguir a entropia ¢ maxima quando todos z; sao

: " ] [ - S— l l & - »
iguais a + e com x = {;,...,;} tem-se

n l 1
Six] = - Z;r:,- loga; = _Z = log(;) = —log(n™")

=1
S = log(n).
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Teorema 1 A entropia S[x] ¢ mdzima quando z; = 1/n para todo i =1,...,n.

Prova
Para encontrar o maximo da fun¢ao S[x] = — Y_I_, z;In z; sujeito & condicio
Glx]=) zi-1=0,
i=1
com 0 < z; <1, tem-se %}l =—]l-—Inz; parai=1,...,ne
grad S[x] = (-1-Inzy,-1=Inzs,....—1—-Inz,),

grad G[x] = (1,1,...,1) #0.

Se x™ = (z7,...,2]) é extremo de S, sujeito & condi¢io G, entdao existe um
numero A tal que

grad S[x"] = A grad G[x].

Assim —1 —Inz] = A,...,—=1 =lInz} = A, o que implica que A = =1 —lna] = --.

—1 —Inz] e consequentemente ] =z5; =--- =1

n-

Como x~ deve satisfazer a equacao G[x™] = G(z7,...,2]) = 0, isto é, Y e =

1, entao obtém-se

T = A= DO

E entédo claro que (1/n,1/n....,1/n) é um méiximo da entropia S. O

Portanto a entropia, da maneira como foi definida acima, pode ser utilizada
como um critério de regularizacao para problemas mal-condicionados onde seja " coerente”
a sua aplicacdo. A utilizagao do critério de maxima entropia deve acontecer quando, de
acordo com a fisica do problema. nao espera-se uma solu¢ao que apresente um perfil que
oscile muito, ou seja, busca-se uma solucao que seja relativamente homogeneca. O funcional
suavizador a ser minimizado em relagao a . que se utiliza da maxima entropia para compor

o termo regulador agregado aos minimos quadrados. apresenta a seguinte descricao:
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Mela] = ||Kz = y|f3 - a Sla], (3.6)
onde S[z] é a entropia de z.

Observe-se que o primeiro termo do funcional acima (||Kz — y||3) represen-
ta o critério de minimos quadrados com a métrica usual. Ao minimizar-se o funcional
suavizador M® espera-se que com uma adequada escolha do parametro de regularizacao a
a resposta ou solugao do problema apresente poucas oscilagoes, sendo fisicamente aceitavel

[EHN9G6).

A entropia indica o quao homogéneo ¢ um sistema, quanto maior a entropia
mais homogéneo ¢ esse sistema. Seja ¥ um vetor com componentes z; tais que z; € [0,1]
e > ,x; = 1, como ja foi ressaltado anteriormente, a entropia maxima desse vetor T é
alcancada quando todos z; sdo idénticos. A entropia minima ¢ obtida quando todos os

elementos z; sao nulos, exceto um:

Q[Z] = 0log0+--- +0log0+ 1logl = 0. (3.7)

Utilizando-se a descricao acima pode-se definir uma regularizaciao baseada
no critério de maxima entropia, ou seja, a busca de solugdes homogéneas, contudo em
determinados problemas pode-se usar o critério de minima entropia para obtencao de
solucoes onde deseje-se perfis com picos, isto ¢, vetores-solu¢ao que apresentem o valor de

um de seus componentes muito maior que o restante [RC96).
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4 METODOS LINEARES DE INVERSAO

A equacio integral fundamental relacionada a medigoes indiretas

y(s) = [k(t. s) z(t) dt

¢ uma equacdo linear. A inversa formal ¢ linear e muitos (nao todos) algoritmos de inversao
sao lineares. Muitos desses métodos lineares sao muito similares a inversao de sistemas
de equagoes lincares, mas no entanto diferem deste no sentido de acrescerem de alguma
forma restricoes sobre a solucao com o objetivo de prevenir a aparicao das instabilidades

que ja foram discutidas ao longo deste trabalho.

4.1 Quadratura - Reducao de Equacgoes Integrais a
Sistemas Lineares

A maioria das técnicas de inversao envolvem transformacoes integrais do tipo

b
[ k(1) 2(t)dt,

mas o cdlculo numérico para z(t) arbitraria deve levar em conta uma aproximacao dessa
integral por uma soma. Tal aproximac¢ao de uma integral é conhecida como " quadratura”
ou "quadratura numérica” e uma grande variedade de féormulas de quadratura existe. A
exatidao de uma quadratura pode ser sempre melhorada através do aumento do mimero
de pontos, isto é, o grau de subdivisdo no intervalo (a,b). Se k;(t) variar rapidamente
entao uma subdivisao muito fina pode ser necessaria, mas ja que grande parte dos nicleos
fisicos. como em problemas de sensoriammento remoto [Tar87], sdo um tanto suaves, um
niimero grande de pontos ¢ raramente necessario para computar [ k;(t) z(t)dt. dado z(t).
para que se obtenha uma precisao muito melhor do que aquela para a qual a transformacao

pode ser medida.



41

Um procedimento simples de quadratura envolve a divisao do intervalo (a,b)
em intervalos menores através da interposicao de N, assim chamados, pontos de quadratu-
ra ty,ts, -, ty dentro do intervalo, considerando que z(t) assuma os valores z;, 29, -+, Ty
naqueles pontos e comporte-se linearmente através dos sub-intervalos t; — t;41 (= (¢;,%;41)).
Se z(t) assume um valor fixo (tal como zero) em t = a e 1 = b, 0s pontos de quadratura
nao precisam incluir t = a e t = b; caso contrério t; denotara a ¢ ty serd b. Em qualquer

caso. a integral ¢ aproximada através da soma sobre todos os subintervalos da integral
Ly
f (A; + B; t) ki(t)dt,
&

onde A; ¢ B; sao escolhidos tal que A; + B; ¢ coincida com z(f) em ¢ = t; e t = t;4,.

Dessa forma tem-se:

AJ'"I'BJ' i = =z

Aj+ Bjtin = zj,

e entao

B = .'L'J'+I —.'L'J" 4__tj+11:j—tjl'j+|
3 —— A=

by =¥ 7 tiv1 —t;

Assim o intervalo t; — #;4; apresenta a seguinte contribuicao:
L1 b+
Aj_/ k(t)dt + B_,-] t k(t)dt,
£ ly

que pode ser reescrita em termos dos fatores x; e z;44:

e by41 1 L
I / k(t)dt — ———— / th(t)dt| z;
tiv1 =t Jy, ti41 —

]

—t, Li+1 1 Li+1
i {

tj+1 =1 i+t

A componente z;4) aparecera, ¢ claro, de novo do intervalo t;;; — t;1, e

a componente r; do intervalo ¢;_; — t;. Adicionando as contribui¢oes de todos os sub-
J J J :
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intervalos, finalmente obtém-se a formula de quadratura que pode ser escrita como:

b N
/ ki(t)z(t)dt = w; z;, (4.1)
I j=l

onde w; representa

ti—ti-1 iy, tiv1 — 4 Jy,

1 L 1 Lt
+ __—_—f t k(t)dt — —/ t k(t)dt.
lt.l'

tj —ti-1 Jiyy, tiv1 — 15

: L ; L
- / L-.(t)dt+-——t—’ﬂ—— / k(t)dt
L tj t

As integrais [ k(¢)dt e [t k(t)dt para cada subintervalo podem ser avaliadas
numericamente ou analiticamente. A precisao da quadratura depende somente do quao

boa é a aproximacao linear para z(t) em cada intervalo.

O procedimento acima explicitado é geralmente adequado para grande parte
das computag¢oes numéricas em certos problemas fisicos, tal como sensoriamento remoto
[Tar87]. Procedimentos mais elaborados estao disponiveis [Lan36], mas nio sio relevantes
para a presente discussdo, visto que a exatidao da computacio de [ k(t) z(t)dt nao é

geralmente um problema.

Neste contexto, uma outra aproximacao simples de uma equagdo integral
” ” L - b -
para uma malha regular é a regra do trapézio. A integral [’ g(t)dt (considerando-se

g(t) = ki(t) z(t) ) ¢ aproximada numericamente por
b 1 1
f g(t)dt = f’-[§9(t1)+9‘(f2)+"' +g(fz\r-1)+§g(tw)], (4.2)

onde h indica a passo de discretizagao utilizado.

Pode-se portanto, selecionando uma férmula adequada de quadratura, reduzir-
se a equacao integral

y(s) = /k(t.s) z(t) dt
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a uma aproximacao linear

-

Yuxy = A(Mxr\'} Tinx1)? (43)
onde 7 contém os valores de z(t) num conjunto representativo de pontos selecionados

ti,-+,ty, ¥ contém os M valores fornecidos de y, y(s1),---,y(sar), enquanto a;; é o j-

ésimo coeficiente da quadratura para a integral contendo o i-ésimo micleo, isto é:

/k(t.. S,') .'I.‘(f) dt 2 Z aij .T(f_;.)

J

Aqui, considerada a possibildade dos nimeros M e¢ N serem muito grandes,
surge o problema da natureza das medi¢oes de y ¢ a precisao finita das férmulas de
quadratura, estes dois fatos asseguram que haverd sempre um pequeno componente de
erro na equacao linear y(s) = f k(t,s) x(t)dt. Quando deseja-se inverter esta equacao
inverte-se nao y, mas y+ rutdo. Pode-se ter uma estimativa para este rnido, mas nao
sabe-se no entanto mais detalhes sobre cada um dos clementos individuais. A questao
crucial é saber que efeito esta incerteza gerara sobre a solugdo e, examinar isto de modo

que esses sistemas possam ser tratados por algum método.

Considerando-se M = N na equagdo (4.3), pode-se obter, através de uma
escolha do esquema de quadratura e de uma "inversao direta” da matriz resultante, uma
solu¢ao do tipo

Ff=A""!

=1

Y

isto é, uma inversao via quadratura.
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5 UM PROBLEMA INVERSO EM CONDUGAO
DO CALOR: DETERMINACAO DA
CONDICAO INICIAL

Trés técnicas de regularizacao associadas ao critério de minimos quadrados
sao utilizadas para estimar a condi¢ao inicial para um problema de condugao do calor
unidimensional numa barra isolada nas extremidades: regularizacao de Tikhonov de ordem

zero: regularizacao de Tikhonov de ordem um e o principio da maxima entropia.

O objetivo é obter a distribui¢ao inicial de temperatura com base nas me-
dicoes das temperaturas transientes (apos decorrido um tempo 7) em pontos igualmente

espacados da barra de comprimento unitdrio.

Verifica-se a validade do critério de discrepancia introduzido por Morozov para
a determinagao do parametro de regularizagao « e, para denunciar o mal-condicionamento
deste problema inverso utiliza-se uma ”técnica sequencial” baseada numa discretizacao
backward-time centered-space (para tras no tempo ¢ centrada no espaco) da equacao do
calor ¢ também uma "inversao direta”, isto ¢, discretiza-se o operador envolvido no pro-
blema direto e inverte-sc essa matriz resultante. A solu¢ao do problema direto associado
ao critério de minimos quadrados baseia-se nas aproximacoes das equagoes integrais de-

senvolvidas no capitulo anterior.

5.1 Transformacao para Forma Adimensional

O estagio computacional de todos métodos numéricos para solucionar proble-
mas de qualquer complexidade geralmente envolve uma grande quantidade de aritmética.
Costuma-se, no entanto, arranjar, sempre que possivel, uma solucao que englobe uma
variedade de problemas diferentes. Isto pode ser feito expressando-se todas equacoes em
termos de varidveis adimensionais. Entdo todos os problemas com a mesma formulacao
matemadtica adimensional, ou seja, problemas que sao idénticos matematicamente quando

expressos em termos de variaveis adimensionais, podem ser tratados através de uma s
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solucio. Os problemas nao precisam, é claro, ser dimensionalmente diferentes, podem ser
apenas variagoes do mesmo tipo de problema. Uma s6 solugao da equac¢io adimensional

correspondente leva a solucionar uma ampla variedade de problemas.
O processo de adimensionalizagao € ilustrado a seguir com a equacao do calor

L k o8 k tant (5.1)
— =k ¢ constante, S
or ax?’

cuja solugao dd uma temperatura @ a uma distancia X' de uma extremidade de uma barra

fina uniforme apés um tempo 7. Seja L o comprimento da barra e ©g alguma temperatura

particular tal como a temperatura maxima ou minima num tempo zero. Seja
T=— e T=—.

Entao
9 _90dr _001
X 0z dX oz L

e

9*0 d (8@) a (1 66) dx 1 0%

9X2 89X \9X) 9z \Loz/)dxX  I?oz>’

assim a equacdo (5.1) transforma-se em

A(TO,) _ _E_@Q(Teo)
or L2 9z2

isto ¢,
1 9T _ &°T
kL-28r — 0z%
Mais ainda. escrevendo t = k7/L?, entao

or i Ed_f i ;;L—QQZ

9r ot dr ot "
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assim a equagao (5.2) torna-se

oT  0°T -
i 34

sendo esta a forma adimensional de (5.1). Observe-se que ¢ é ocasionalmente referenciado
como o nimero ou médulo de Fourier [CJ59] e que o niimero representando o comprimento

da barra é 1.

Desta maneira. o problema inverso de determinac¢ao de condicao inicial da
equacao do calor serd considerado através de uma formulagao adimensional, de acordo com
o que foi descrito anteriormente. Particularmente para o caso de condigoes de contorno

adiabdticas, a formulacao utilizada serd apresentada a seguir.

5.2 Formulacao Matematica do Problema Direto

O problema direto a ser tratado aqui consiste de um problema transiente de
condu¢ao do calor numa barra com condicoes de contorno adiabaticas e inicialmente a uma
temperatura denotada por f(z). A formulacdo matematica deste problema, visto que ja
se conhece a distribuigao inicial de temperatura, apresenta a seguinte forma

Tz, 1) oT(z,t)

= — O< <1, i A
522 5 i >0

aT(=z,1)
ox
Tlx.0) = flz), PEELL, t=10,

onde T(z,t) (temperatura). f(z) (condigdo inicial), = (varidvel espacial) e ¢ (varidvel

temporal) sdo quantidades adimensionais.

Dada uma distribui¢ao de temperatura inicial f(z), 0 < x < 1, a solucao do
problema direto T'(z.t), para 0 < z < 1 e t > 0, é formalmente obtida utilizando-se o

método espectral e por superposicao linear.

GFRos
SISTRMAS pE RIBLIOTECAS
RALIOTECA SFTORIAL DF MaTEA
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O método espectral busca solugoes nao identicamente nulas da forma T(z,t) =

X(x) e* e isto leva a considerar o problema de contorno

X"(z) + 82X (z) = 0,
X'(0)=0=X'(1),

onde A\ = —/A%. Assim, as solucoes deste problema de autovalor sao
Xnu(z) = cos(nrz) e 8= Hi
Deste modo A, = —n?72, ¢ temos as solucoes exponenciais da forma

T,(z,t) = exp{—n® 7%t} X,(z).

E pela superposi¢ao linear tem-se

o0

Tz t)= Z ao Tolz, 1)

n=0

Com 6,,, indicando o delta de Kronecker tem-se a seguinte relacao de orto-

gonalidade entre as autofun¢ées X (3,,z) (= X, (z)):

N(Bn), para m=mn

1
[ X (Bons )X (Bar 2)d = b N (Bn) =
0

0, para m # n.

Utilizando-se a condicao inicial, expandida em série de Fourier relativa as

autofungoes X (3, z), isto ¢.

— 1 1 .
fx) = Z_% NG (‘/0 X(Bm.z') f(2")dx ) X( 842
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E comparando os coeficientes a, de T(z,t) decorre

+00

TR - 0 BN -
T(a,6) = Y e gremsX (B 2) [ X(B2)f(a')a', (55)

m=0

onde X (0, ) s@o as autofungoes associadas ao problema de autovalores, 3,, sdao os au-
tovalores ¢ N(f,) ¢ a norma ou integral de normalizacao (definida como a integral da

respectiva autofun¢ao ao quadrado no intervalo [0, 1]).

Definindo o nucleo

+o00

2 1
Kzl ) =Y c-ﬁmIN( Bm)X(;j’,,,.3:)X(;'5,,,,:£’)1 (5.6)

m=0

tem-se a representacao integral

1
T(ac,lt)=f[i k(z,z',t) f(z')dz', (5.7)

ou mais compactamente

T=Af,
onde A denota o operador integral (associado ao problema direto).

A representagao 5.5 acima requer que a temperatura inicial f(z) seja uma

fun¢ao limitada, satisfazendo as condi¢oes de contorno [CJ59].

5.3 ”Solucao” do Problema Inverso

Supondo-se conhecida a distribuicao de temperatura num tempo t = 7 > 0
em toda a barra (T(z, 7) para x € [0,1]), entdao o problema inverso aqui caracteriza-se pela

determinacao da condi¢ao inicial f(z). Esta seria uma versao nao-discreta do problema.
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Utilizando-se a ortogonalidade das fungbes X (5,,, ) pode-se obter ”analiti-

camente” uma expressao para a distribuigao inicial de temperatura para z € (0,1):

+o0 1
| ' /
flz)= emT — X(ﬁ,,,,.r)f X(Bm. 2" YT(', 7)ds’, (5.8)
m=0 ,-.'\"(ﬁm) 0
isto ¢, .
FlaY = / ke, o, —1) T2, 7)de, (5.9)
Jo
ou mais compactamente
f=A"1T.

Para a obtencao do resultado acima procede-se formalmente da seguinte maneira:

e Expressa-se a solugdo do problema direto sob a forma:

+00
T(ed) = Y caX (B a)e ™ (5.10)

m=0

e Aplicando-se a condicao inicial obtém-se:
+00

flz) = ZcmX(ﬁ,,,,.r) para z € (0,1) (5.11)

m=(

¢ Entao multiplica-se a expressao obtida em (5.10) pela auto-fun¢ao X(4,, z):

+oo
T(#t) X(B..2) = X(ﬁmﬁ'-')Zcmx(ﬁm,x)e'ﬂfﬂ‘

m=0
+o0
T(.’L‘._, f) X()Brn ‘1:) = Z Crnx(ﬁmv -T)X(ﬁn- I')ff_'sa' [.
m=0

e Integrando-se o resultado anterior em rela¢ao a z no intervalo [0, 1]:

1 +20

] .
/ T(-l’rs t) X( 3:: . 3""’)"{1?':"3Ir = f Z cme_ﬁ;" tJY(_ﬁn . .'f.'!) JY( ﬁm . .‘L‘J) d:?‘.‘Jr
JO 0

m=(

400 . 1
= Zcme‘ﬁ""t/ X(Bn, ') X(Bp: x")dz'
=0 0
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+00
= Y eme P 5,uN(Bm)
=0

1
/T(:r:',t) X85y = cne"ﬁE’N(ﬁu).
0

e Obtém-se entao uma expressao para os coeficientes ¢, em termos de T'(z,t)

(temperatura transiente):

efnt

1
Cp = —— T(z', ) X(8,,2")dz'. 5.12
= N ), TE X (B (512)
e Substituindo a expressao obtida para ¢, na equacao (5.11) obtém-se a ex-

pressao (5.8).

A seguir o operador inverso A~! serd caracterizado como descontinuo em

relagdo a T (dados).

5.4 Unicidade do Problema Inverso

A unicidade deste problema inverso de determinacao de condi¢ao da equacio
do calor segue facilmente da representacao oriunda do método de autofungdes ou separacao
de varidveis, porque os coeficientes ¢,, sio unicamente determinados através das relacoes

5.12.

5.5 O Mal-Condicionamento do Problema Inverso
de Determinacao de Condicao Inicial

Utilizando-se a norma usual do espaco L, prova-se que o problema de de-
terminacao de condic¢ao inicial ¢ mal-condicionado, isto ¢, nao apresenta estabilidade em

relacao aos dados T'(z, 7).
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Seja Lo([0,1]) tanto o espago das solugoes admissiveis para a condi¢ao inicial
quanto o espaco das temperaturas transientes para um tempo 7 fixo. Considere-se fi(z)
¢ fa(z) duas distribuicdes iniciais de temperatura, entao a medida da distancia entre f; e

fo é dada (via métrica L,) por

1
| fi = fallo = {fo |fi(z) — f2($)|2d,r}

Similarmente, para medir distancias entre duas temperaturas transientes 7' (z, 7)

¢ Ty(x,7) com T conhecido, tem-se

2

i
|1y — Tall2 = {/{; |Ty(x,7) — Tz, T)!Qd:r}

Deseja-se mostrar que uma pequena variagao em T'(z, 7) (dados) nao impli-
ca necessariamente que em f(z) (solugio) se terd uma pequena variacao. Dessa forma

estabelece-se o seguinte teorema

Teorema 2 Para o problema de determinagdo de condigdo inicial, onde f,T € Ly([0,1])
tem-se que f (condigdo inicial) ndo depende continuamente dos dados T (temperatura
transiente), ou seja, o problema ¢ mal-posto no sentido de Hadamard. visto que a pro-

pricdade de estabilidade ndao ¢ satisfeita.

Prova (para 7 > 0)

Considere-se as condigoes iniciais fy, fo € La([0,1]) tal que fo(z) = fi(z) +
¢ cos(nwz). com C # 0 en € N Assumindo-se que as correspondentes solugoes transientes
(para um 7 > 0 fixo) sdo respectivamente Ti(z, 7) ¢ To(x. 7). Entao pela lincaridade do
operador que descreve o problema (equagio (5.53)) e com N, = J;)I cos*(mma) dr indicando

a integral de normalizagao, tem-se:

+2c
9 ]
e 1l e

!
—¢ cos(mma) / C cos(mmzx)cos(nwx)dr

Ty, 7) N
-V J 0

Il
o
=
3
+

m=(



+00  _me*xir
e .
To(z,7) = Ti(z,7)+ Z —~ cos(mnz) C bypn N
=0 <vYm
C —nirr r
Tolz,7) = Ti(z,7)+ N cos(nwz) N,,.
= [Ty(z,7) — Ti(z,7))* = C2e 2" cos®(nnz).

Portanto uma medida da diferenca entre T (z, 7) ¢ Ty(x, 7) para um tempo 7

fixo e x no intervalo [0,1] é dada por

I _ 3 . ,
{/ |To(z.7) — Tﬂz.‘.’r)["’d.’z'} = {C“r?‘z”w'r / (:(152(?17.*:;:)(1;1:}
0 Jo

Icle—n'l:ru.- ‘/'5

e =Tills = —=—= —Q—IC] g = e“”z“z"(—r 0" quando n cresce).

V2

[|T5 = Til2

Esta quantidade ||T5 —T1||2 pode ser tomada arbitrariamente pequena através

da escolha de n suficientemente grande e de C adequadamente.

Similarmente uma medida da diferenca entre f; ¢ f5 ¢ dada por

12 = fill = {[0 i[fz(:r)—f;(z)]?d.r} :{ fnl[c(m(m_)m}&

1
; 2
llfe = fillz = lC‘/ cos®(nma)dr = -\g—-|C| = C) = constante > 0.
0

Portanto, para variacoes arbitrariamente pequenas entre Ty(z.7) e To(z, 7).
os valores de n e C podem ser escolhidos de tal maneira que a diferenga entre fi(z) e fo(z)
(= —?]CI) pode ser arbitrariamente grande (||T) — Ta|]s — 0, porém ||fi — follo # 0).

Tem-se entdo um problema inverso instdvel e portanto mal-posto. O

Observe que, da natureza fisica do processo, a estrutura detalhada da dis-
tribuicao inicial de temperatura f ¢ altamente difundida num tempo posterior ¢ = 7 ¢
portanto reconstruir essa informacao detalhada com base em medicoes de T = T(7) ¢
muito dificil. A dificuldade neste problema de reconstrugao fica clara ao observar-se a

forma do nicleo em (5.6). Especificamente. componentes de alta frequéncia de f (isto é.



componentes associados com cos(n7z) para valores grandes de n) sdo altamente suaviza-

dos (amortecidos) pelo fator e™™ ¢ (muito pequeno, C constante), tornando sua influéncia
sobre T praticamente imperceptivel. O operador representando o problema direto tem
fortes propriedades de suavidade, o que ¢ uma caracteristica de problemas mal-postos, no

sentido da estabilidade.

Da demonstragao acima nota-se que
Ifi = foll2 = ™| T2 — T 2.

o que significa que o erro na solugao desse problema inverso ¢ amplificado exponencialmente
pelo fator e®7. Claramente, o erro torna-se pior conforme 7 cresce, mas mesmo com
7(> 0) pequeno a amplificagao exponencial do erro permance. Nesse contexto, um simples
exemplo surge ao supor-se que o erro nas medigoes dos dados é 6 = O(e™1%) ¢ toma-se

B2 = 20, entao obtém-se um erro na solugao dado por € = O(e!?)!

Resumindo de uma maneira abstrata, o operador integral A é compacto e
simétrico em L?([0,1]) e entao o problema de primeira classe Af = T é mal-condicionado

em L?([0,1]) [EHN96].

5.6 Formulacao Discreta do Problema

Para definir a versao discreta do problema considera-se que a temperatura
transiente T esta disponivel num nimero finito de diferentes posi¢oes do meio ([0, 1]). Em
problemas reais, esta temperatura ¢ geralmente encontrada experimentalmente e portanto

conhecida somente aproximadamente.

Assumindo-se que se conhece o perfil de temperatura num tempo 7 > 0 em

um nimero finito de pontos igualmente espagados do intervalo [0, 1], isto é, conhece-se
T(z;,7) onde z; = i{Azx parai=1,.-- ,N e Az = -{—

deseja-se obter a distribuicao inicial de temperatura f(z;) parat=1,---, N.
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Quando passa-se a tratar o caso discreto aparecem entdo vetores e matrizes
nas equacoes que descrevem o problema. No problema tratado aqui deseja-se determinar a
temperatura inicial f(z) nos mesmos N pontos do intervalo [0,1] onde se conhece T(z, 7).
Portanto, a partir deste momento se tratard tanto a temperatura transiente quanto a
temperatura inicial como vetores. Como conseqiiéncia imediata disto, o operador A serd
tratado como uma matriz A (o operador discretizado), como se vera a seguir. Denotando

flz;) e T(z;, 7) por f; ¢ T; respectivamente, tem-se

Il

= ifor fvmn )T
T = [T1.Ts, - Tv—1, Tx]"

o que implica em

T=Af.

Observe que para computar f(x) de acordo com (35.8), no caso de conhecer-se
T(x,7) para 7 > 0 em N pontos discretos © = 2; € [0,1] (¢ = 1.---,N) o somatdrio
nao pode ser computado (Y, — +4o00), pois hd um crescimento de ordem exponencial

quadratica {e”»7} que vai muito rdpido para infinito.



6 ABORDAGENS PRELIMINARES PARA A
INVERSAO

Algumas abordagens foram desenvolvidas para tratar este problema inverso
com o intuito de comprovar numericamente o mal-condicionamento deste problema: 1)
inversao direta do funcional que descreve o problema, seguindo a idéia do capitulo 4; 2)
uma técnica sequencial baseada numa discretizagio " centrada no espago” e "para trdas no
tempo”  (backward-time centered-space) da equagao do calor ¢; 3) o método de minimos
quadrados, isto é, a minimizagao. em relagao a f, do funcional suavizador M°[Af, T] com

a = 0 (sem regularizagdo). isto ¢, a minimizagao de ||Af — T||5.

Apds evidenciado o mal-condicionamento, aplica-se as regularizacoes de Tikhonov
de ordem zero, Tikhonov de ordem um e o principio da maxima entropia, obtendo-se assim

respostas muito mais satisfatérias para o problema de determinagao de condicao inicial.

6.1 A Inversao Direta
Considere-se a solu¢ao do problema direto da forma
1
T(2.1) = f Kz, 2'1) flz')de!, (6.1)
0

onde k(z,2',t) =%, (3_ﬂi'm_7f(,3,,,. 2)X(Bm,z"), de acordo com a equacao (5.7).

Descja-se avaliar f = f(z) em cada ponto z = z; onde a temperatura tran-

siente T = T'(z,7) é conhecida. Portanto tem-se para cada z; (i =1,---, N)

|
Tl oy=T = / k(ziz', 1) f(2')da'. (6.2)
Jo

E assim obtém-se

~i
I
>

hy

(6.3)
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onde a matriz quadrada A = [a;j](1,..N)x(1..,N) caracteriza a regra de quadratura utilizada,

de acordo com o capitulo 4. A solu¢ao inversa entao ¢ dada por

6.2 A Técnica Sequencial

Considerando-se a equagao do calor da forma

O*T(z,t)  OT(x,t _
aii‘ s é; ) re(01)et>o0. (6.4)

O que se propoe ¢ discretizar esta equagao de modo que obtenha-se um esquema explicito

de f (condicao inicial) em funcao de T (temperatura transiente).

Notagdo: T'(zi,ta) = T, onde t, = nAt e z; = iAzx para At e Az dis-

cretizagoes temporais ¢ espaciais respectivamente,

Utilizando-se uma discretizagao para tras no tempo (backward-time) ¢ cen-
trada no espaco (centered-space) para aproximar as derivadas da equacao do calor acima,

obtém-se

BTz de)  TEV =3I it 8T (25,8,)  TPH — T
== e ~1 !
D2 Ax? ot At

O que resulta na seguinte aproximacao dessa equacao

T" = T"*Y(1 +2D) — D(T" + T, parai =2,---, N =1

141 1
onde D = At/Az>.

Uma aproximacao de segunda ordem para as derivadas primeiras (espaciais)
na fronteira (x = 0 ¢ = = 1) pode ser usada tal que

aT[ £y f-n J — ;".I.LI - :‘r,n_
dx - A

para =1 e 1= ¥



Portanto com

(142D =80 0 .. 0 |
~D 1430 =D
B = 0 0
- 148D -D
0 .. 0 -2D 142D |

tem-se uma expressao explicita para f em fungao de T tal que
f‘.fﬂ'l - B j:'fﬂ%-” =X f: -T-'{O) = B 'f'*(n}

onde utiliza-se 7 = nAt ¢ T = T = [T(x;,7)] = [To,+*+, Tn]i=r sd0 os dados.

6.3 Minimos Quadrados

Para encontrar o vetor de parametros f, simplesmente minimiza-se,em relacio
a f, o funcional

|AF=TIB, (= MO[AfT))

onde Af denota a solugao do problema direto, T sio os dados e || - ||» denota a norma-2.
Portanto nesta minimizagao precisa-se calcular a solugao do problema direto, ja discutida
no capitulo 4. Para obter-se a solu¢ao do problema direto necessiaria a minimizacao de
Hf‘lf— T“j utiliza-se, numa malha regular, o método integral (4.1) que baseia-se numa
aproximacao linear de f nos sub-intervalos de integracio e também considera-se a regra

do trapézio (4.2).



7  RESULTADOS NUMERICOS E
COMENTARIOS FINAIS

Os métodos inversos para a determina¢ao da condig¢ao inicial sao examina-
dos para casos-teste utilizando-se dados sintéticos corrompidos por um ruido branco que
simula dados experimentais. ou seja. as medidas de temperatura simuladas sio tomadas

adicionando-se nm erro aleatdrio a temperatura exata caleulada num tempo 7 > 0 tal que
T = I-lrxp{!riln(!lltal = I:rxu.t() $ o U,

onde o ¢é o desvio padrao dos erros de medida ¢ U ¢ uma distribui¢io uniforme gerada
através da rotina RRND de "Numerical Recipes - Second Edition’, entre —1 ¢ 1. do erro

nos dados experimentais.

Uma fungao-teste triangular f(z) foi utilizada tal que

27, x € [0,0.3]
2(1 —z), ze€(0.5,1].

7.1 Resultados das Inversoes sem Regularizacao

As abordagens preliminares para a resolugao do problema inverso em questao
evidenciaram o “genuino” mal-condicionamento deste problema. Em todos os resultados
apresentados utilizou-se uma malha espacial de 100 pontos e no método de inversao direta

utilizou-se a regra do trapézio.

Analisando-se as figuras 7.1 ¢ 7.2 fica claro que a metodologia de inversao di-
reta ¢ extremamente inadequada para este problema, visto que mesmo sem ruido (o = 0)
os resultados obtidos nao sao “bons”. apesar de utilizar-se um tempo 7 = 107" relati-
vamente pequeno. A instabilidade deste esquema torna-se muito mais evidente quando

toma-se os dados experimentais com um ruido branco com desvio padrao de 0.05: nota-se

oFnos
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na figura 7.4 que para 7 = 0.008 a magnitude da solugao encontrada ¢ absurdamente da

ordem de 10° e que para 7 = 107" é da ordem de 10? (figura 7.3).

A aplicagao da técnica sequencial para obtencao dos perfis de temperatura
inicial mostra-se um pouco mais eficaz que a inversao direta. Para os tempos 7 = 0.008
e 7 = 107" ¢ sem ruido nos dados recupera-se a fung¢io-teste triangular razoavelmente
(figuras 7.5 e 7.6), sendo que para um tempo pequeno 7 = 10~* a diferenca nos graficos
¢ praticamente imperceptivel. Contudo, quando hd a preseng¢a de ruido nos dados, a
solu¢ao encontrada apresenta oscilagoes, mesmo para um desvio padrao ¢ = 10~ num
tempo 7 = 0.008 (figura 7.9). As figuras 7.7 ¢ 7.8 expoem a instabilidade do esquema.

onde. com um desvio padrao de ¢ = 0.03, as solucoes encontradas mostram-se oscilatérias.

Na aplicac¢ao do método de minimos quadrados sem regularizacio obteve-se
os melhores resultados para a fungao-teste utilizada dentre as 3 abordagens preliminares
propostas. Observa-se claramente a “boa” recuperagao da solugao quando nao hd presenca
de ruido tanto para 7 = 0.008 (figura 7.11) quanto para 7 = 10~* (figura 7.10). Mas, para
um desvio padrao de 0.05 do erro uniforme nos dados o esquema mostra-se instdavel para
um tempo 7 = 0.008 (figura 7.13) e para 7 = 10~" umas pequenas oscilacoes ainda estao

presentes na solu¢ao encontrada (figura 7.12).

Tais resultados eram esperados, afinal o problema que esta sendo tratado ¢

mal-condicionado.

7.2 Resultados com Regularizacao

0 caso em que o parametro de regularizacao a é nulo (minimos quadrados
"puro”) resulta num procedimento instavel com f; oscilando com trocas de sinais ¢ com
magnitudes sempre crescentes a medida que a aproxima-se de zero. Por isso, com a
escolha adequada de a. a instabilidade pode ser eliminada devido a presenca do termo

regularizador (Q[f]) de Tikhonov ou entrépico.
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Assume-se a mesma fungao-teste triangular previamente definida e toma-se

um tempo 7 = 0.008 como o tempo onde as medidas de temperatura estdo disponiveis.

Para um desvio padrao de 0.05, que equivale a um erro maximo de medida
de 5% da magnitude maxima da funcao-teste, aplicou-se o critério da discrepancia para
a escolha dos parametros de regularizacao dos métodos de Tikhonov de ordens zero e
um e do método baseado na mdaxima entropia. O valor esperado do erro de medida
¢ 0.25 = 100 - 02, por isso escolhe-se o parametro a cujos dados gerados pela solucio
calculada difiram dos dados experimentais na norma-2 por aproximadamente 0.25. A
tabela 7.1 apresenta valores de a x ||.4f— T-| |3 obtidos para a regularizacio via maxima
entropia. Tikhonov de ordem zero ¢ Tikhonov de ordem um respectivamente. Portanto,
os parametros escolhidos segundo o critério da discrepancia sao respectivamente 57, 0.073
e 34 ¢, de fato, as trés solugoes obtidas com esses parametros recuperam relativamente

"bem" a funcao-teste triangular. conforme pode ser notado pelas figuras 7.14, 7.15 ¢ 7.16.

Note-se que no caso da aplica¢ao da entropia, para um a grande, a solucio
calculada tende a homogencidade, isto ¢, f; — 0.5 para todo ¢, fato ja esperado devido as
propriedades do critério de maxima entropia. Pelas figuras 7.14 e 7.13. as propriedades das
regularizacoes de Tikhonov de ordens zero e um também se evidenciam, onde, para « rela-
tivamente grande, Tikhonov-0 apresenta solucoes que aproximam-se de zero e Tikhonov-1
apresenta solucoes com f; = 0.5 para todos i, isto ¢, um perfil constante. Nos 3 casos,

quando « esta proximo de zero, a instabilidade comeca a aparecer.

Verifica-se se o parametro de regularizacao encontrado para a fun¢ao triangu-
lar pode ser estendido a outras fungoes-teste que apresentem a mesma magnitude e cujos
dados também estejam corrompidos com o mesmo desvio padrao ¢ = 0.05 em 7 = 0.008.
De acordo com as figuras 7.17 ¢ 7.18 parece que neste caso essa extensao ¢ adequada,
contudo isto nao pode ser afirmado categoricamente. Em geral, em problemas aplicados,
a escolha de um parametro de regularizagao para uma determinada fungiao-teste apresenta

resultados satisfatérios quando aplicado a outras funcoes [BBC83].
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Temperatura Inicial

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 7.1 Inversao direta sem ruido: 7 = 101,

Temperatura Inicial

Figura 7.2 Inversao direta sem ruido: 7 = 0.008.
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Figura 7.3 Inversdo direta: 7 = 1071, o = 0.05.

Figura 7.4 Inversao direta com 7 = 0.008, o = 0.05.
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Figura 7.5 Inversao via técnica sequencial: 7 = 1077 ¢ sem ruido.
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Figura 7.6 Inversao via técnica sequencial: 7 = 0.008 ¢ sem ruido.
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Figura 7.7 Inversao via técnica sequencial: 7 = 1071, ¢ = 0.05.
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Figura 7.8 Inversao via técnica sequencial: 7 = 0.008. o = 0.05.
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Figura 7.9 Inversao via técnica sequencial; 7 = 0.008. 0 = 1074,
g 1
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Figura 7.10 Inversao via minimos quadrados: 7

= 10" ¢ sem ruido.
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Figura 7.11 Inversdo via minimos quadrados: 7

T =

0.008 e sem ruido.
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Figura 7.12 Inversao via minimos quadrados:
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0.8 0.9 1

= 107, o = 0.05.
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x
Figura 7.13 Inversao via minimos quadrados: 7 = 0.008, ¢ = 0.03.

Tabela 7.1 Valores de minimos quadrados obtidos em 7 = 0.008 para diversos parametros
de regularizagao utilizando Tikhonov de ordem zero, de ordem um e principio
da méaxima entropia.

Mixima Entropia Tikhonov ordem zero  Tikhonov ordem um
QEntro  Min. Quad. aTtik—0  Min, Quad. arik—1  Min. Quad.
30 0.1318 0.001  0.0733 107 0.0732
40 0.1767 0.010 0.0775 1 0.0740
50 0.2191 0.050 0.1618 5 0.0800
33 0.2325 0.060 0.1975 30 0.2196
39 0.2416 0.065 0.2172 31 0.2275
56 0.2461 0.070  0.2382 33 0.2437
a7 0.2507 (v') 0.072  0.2469 34 0.2520 (v')
58 0.2554 0.073 0.2513 (V) 35 0.2600
60 0.2647 0.075  0.2602 36 0.2687
64 0.2836 0.077  0.2694 37 0.2773
65 0.2884 0.080 0.2824 39 0.2946
70 0.3127 0.090 0.3330 45 0.3480

100 0.4643 0.100  0.3864 100 0.8640
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Figura 7.14 Solucao regularizada pelo principio da méxima entropia, onde -’ é a solucao
exata: +--' indica a = 1000 ;" % ." indica a = 0.1 e; '++" indica o = 57 .
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Figura 7.15 Solucao regularizada via Tikhonov de ordem zero onde -’ é a soluciao exata:
“x . indica a = 107 - 4+ . indica a = 0.073; 'xx’indicaa = 1 e: ...}
indica a = 10.
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Figura 7.16 Solugao regnlarizada via Tikhonov de ordem 1, onde -’ é a solucio exata:’- - -’
indica a = 1000: - = -” indica a = 1072 ¢; "x X" indica a = 34.

Na tabela 7.2 tem-se o nimero de condicionamento (do software MATLAB)
das matrizes associadas ao problema direto, tanto pela aproximacao através da regra do

trapézio quanto pela aproximacao linear em cada sub-intervalo.

7.3 Comentarios finais

As trés técnicas de regularizacao aplicadas a este problema inverso parecem
caracterizar uma boa maneira de aborda-lo. Qualitativamente esta afirmagao pode ser
examinada graficamente, onde as funcoes-teste utilizadas foram relativamente bem recu-
peradas com os termos de regularizacao analisados neste trabalho. Andlises do ponto de

vista quantitativo também permitem tais conclusoes.

O critério da discrepancia para a escolha do parametro de regularizacio
mostrou-se particularmente eficaz nos casos-teste utilizados e sua aplicabilidade a outras

funcoes-teste de mesma magnitude apresentou um razoavel éxito (fig.7.17 ¢ 7.18).
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Figura 7.17 Fungdo-teste coseno, onde - é a sol.exata; -+ ¢ a sol. via Tikhonov-0 para
a = 0.073; - %" é a sol. via Tikhonov-1 para a = 34 ¢; ™ + " é a sol. via

max. entropia para a = 37.
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Figura 7.18 Funcao-teste semi-triangulo. onde *-" é a sol.exata: -+’ ¢ a sol. via Tikhonov-

0 para a = 0.073: - + -* ¢ a sol. via Tikhonov-1 para o =34 ¢; - % ." é a sol.
via max. entropia para a = 37.

PrHes ) i
ISTEMAS DE BIELIOTELRS

~a S TOHIAL L
SIBLIVIECA SETUM




4|

Tabela 7.2 Numero de condicionamento associado & aproximagdo linear e i regra do

trapézio.
Aproximacao Linear Trapézio
T N COND # T N COND #
6 1.1306 6 2.0141
11 1.2959 11 1.9783
10~ 24 1.8311 1071 21 1.9346
51 14.6770 51 10.8170
101 2.1544 x 101 101 8.5831 x 10
G 15.2784 6 6.1296
11 1.7037 x 107 11  7.3998 x 103
1072 21 1.0258 x 107 1072 21  7.9565 x 10°
51  2.2269 x 10° 51 9.3671 x 10°
101 2.9390 x 10° 101 1.1838 x 107
6 5.6157 x 10° 6 3.0848 x 101
11 1.3906 x 10° 11  6.3477 x 10°
1077 21 1.2261 x 108 107! 21 3.7667 x 10°
51 2.3917 x 106 51 2.6939 x 106
101 6.3991 x 10° 101 7.5625 x 107

Tabela 7.3 Erro entre a solugao exata f(z) = 1 4 cos(7z) ¢ a solugdo aproximada f; em
z =0,0.2 04, 0.6, 0.8, 1.0, para um tempo 7 = 0.1 através da aproximacao
linear. Eq medio indica o erro quadratico médio, Eyy,, indica o erro méximo e
Epireto Indica o erro quadratico médio da aproximacao do problema direto.

& N=6 N=11 N =21 N =75l N =101

0 0.5679 -2.4877 2.4763 12.8852 -146.0327
0.2 -0.9796  0.9707 -2.1486 -17.3241 6.5628
0.4 1.4741 -0.9548 1.5969 -1.7980 7.3378
0.6 -1.3385 0.3379 0.4031 2.5057 24.8980
0.8 0.6066 -0.0193 4.1486 -0.9608 -8.4617
1.0 -0.0934 0.3741 -0.4763 37.6550 -71.7995
E¢ medio  0.9681  0.9433 3.4448 10.7452 21.8575
Expus 14771 24877 10.1669 37.6550 146.0327

Epirete  0.092  0.0023 5.518 x 10~* 9.2359 x 10~° 2.3708 x 10~3
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O carater mal-posto deste problema ficou evidenciado numericamente ao
tentar-se aplicar métodos "usuais”, que seriam extremamente "naturais” para problemas
bem-postos ou diretos. Todos eles apresentaram resultados desastrosos quando na pre-
senca de ruido. Estas abordagens preliminares ao problema de determinacao de condicio

inicial devem ser descartadas e é necessirio aplicar uma téenica mais sofisticada.

A proposta deste trabalho ¢ validar uma metodologia. pretensamente geral,
para abordar problemas inversos mal-condicionados baseando-se na regularizacao. Isto ¢
feito através da definicao de um critério para a escolha do parametro de regularizacao (dis-

crepancia de Morozov) e através dos funcionais regularizadores de Tikhonov e entrépico.

Uma caracteristica comum de problemas inversos ("mal-postos”) é sua insta-
bilidade, isto ¢, pequenas variacoes nos dados podem levar a grandes variacoes na solucio.
O tratamento computacional de tais problemas requer algum tipo de discretizacao com
o objetivo de "modelar” um problema aproximado no qual existe somente um nimero
finito de varidveis. Problemas de dimensdo finita pequena sao tipicamente bem-postos,
1o entanto, conforme a discretizagao ¢ refinada para melhor modelar o problema original
de dimensao infinita, o mimero de variaveis cresce ¢ a instabilidade do problema original
torna-se aparente no modelo discreto. Para o caso de determinacao de condicao incial da

equacao do calor as tabelas 7.2 e 7.3 ilustram este fato.

Num primeiro momento, nao parece possivel calcular numericamente a solucao
de um problema se a solugao do problema nao depende continuamente dos dados, isto ¢,
caso tenha-se um problema mal-posto. No entanto, sob informacao adicional a priori so-
bre a solucio, tal como condi¢oes sobre os sinais, suavidade e cotas sobre as derivadas, é

possivel restaurar estabilidade e construir algoritmos numéricos eficientes.

O aspecto de perda de estabilidade e sua restauracao através de métodos
apropriados (métodos de recularizagao) pode ser tratado num contexto relativamente geral,

onde informacoes e hipoteses adicionais apresentam um papel fundamental.

Entao uma estratégia geral para solugdao de problemas inversos nao consiste
somente em "determinar as causas de um resultado conhecido”. mas também recuperar

informacao faltando. Além disso. a teoria de métodos de regularizacio para problemas
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inversos lineares estd bem desenvolvida e, em certo sentido, para problemas nao lineares,

essa teoria ainda estd "iniciando”.

Os muito importantes problemas inversos na ciéncia ¢ tecnologia moderna

mais do que justificam o papel da teoria de inversao. Groescth chega a dizer entusiasti-
. ¥ o e : By g 4 3 s
camente: ”... mais importante do que as aplicacoes cientificas ¢ o valor do 'pensamento

inverso. ndo importando a particular drea de atuacao ”.
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