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RESUMO

Neste trabalho, observamos a influéncia da remocao de individuos de uma
populagao no seu processo de evolugao. Consideramos que esta populacao depende
continuamente do tempo e da idade de seus individuos. Primeiramente, apresen-
tamos um modelo de crescimento populacional linearmente dependente da idade
baseado na Equacao de McKendrick-Von Foerster, que nao estabelece nenhuma
relacao de dependéncia com a densidade populacional. Num segundo momento, dis-
cutimos resultados analiticos obtidos quando acoplamos a extragao ao modelo linear.
Finalmente, apresentamos um modelo dependente da densidade que nos conduz a
um modelo nao linear, no qual introduzimos a extra¢ao de uma fracao da pop-
ulacao. Considerando perfis reprodutivos que simulam processos reprodutivos nat-
urais, obtemos resultados analiticos e numéricos que nos auxiliam na compreensao

dos efeitos da extracao na dinamica populacional.



ABSTRACT

In this study we observe the influence of harvesting in a population in
its process of evolution in time. We assume that the population depends on time
and age in a continuous fashion. First we present a linear model based in the
McKendrick-Von Foerster equation in which no dependence on population density
is assumed. We then discuss some ;malé’izica] results obtained when we add harvest-
ing to the linear model. Finally we include density dependence in our model which
leads to a nonlinear model in which we couple the effects of harvesting a fraction
of the population. We considered reproductive schedules that mimic natural repro-

ductive processes and obtained numerical and analitical results that help us to the

understand the effects of the harvesting in the population dynamics.
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1 INTRODUCAO

Com o objetivo de explicar a dinamica de populac¢des naturais, foram
desenvolvidas modelagens matematicas que aproximam a realidade, considerando
parte dos intimeros mecanismos internos e externos que influenciam no desenvolvi-

mento de uma populacao.

Um fator importante a ser considerado é a extragao, quando a populagao
sofre uma remocao permanente de parte de seus individuos. Este fator pode refletir
uma série de situagoes reais como um programa de controle populacional ou uma

epidemia que afete uma parte da populagao ou, ainda, uma coleta de animais por

meio da caga ou da pesca.

No final da década de 70. tivemos uma série de trabalhos apresentando os
efeitos da extracao em varios modelos de crescimento populacional. Primeiramente,
os efeitos da remocao de individuos na estabilidade de uma populacao foram inves-
tigados em modelos populacionais deterministicos, independentes da idade. Muitos

destes trabalhos sao referenciados em [26].

Um modelo de crescimento populacional linearmente dependente da idade
foi considerado em [26, 27]. Este modelo é baseado na Equagdo de McKendrick-
Von Foerster e associado a estratégias de extracao dependentes da idade. Com

a inclusao da dependéncia etaria conseguiu-se resultados mais precisos pois foram



expressos para determinados grupos etarios, ao contrario dos modelos independentes
da idade, que apresentam resultados para a populacao inteira. Observe que neste
modelo linearmente dependente da idade nao foi incluida a dependéncia da densidade

e, por conseqiiéncia, nao aparecem termos nao lineares [27].

A necessidade de combinar informagoes demograficas e a dependéncia
da densidade nos modelos matematicos populacionais é apresentada em [32], com
o objetivo de salientar que esta combinagao aperfeicoa os modelos tedricos e con-

seqiientemente amplia sua utilidade em estudos de sistemas ecoldgicos naturais.

Neste trabalho, estudamos os efeitos da extracao em modelos com dis-
tribuicdo etaria dependentes da densidade (capitulo4). O modelo utilizado é baseado
na Equacao Integral de Lotka com a inclusao do recrutamento dependente da den-
sidade [29]. As estratégias de extracao consideradas dependem exclusivamente da

idade [26].

Esta dissertagao é organizada como segue. No capitulo 2, estabelece-
mos um modelo matematico para a evolucao populacional no tempo. Este modelo
considera a distribuicao etaria dos individuos continuamente no tempo e apresenta
uma relacao de dependéncia linear com a idade (segdao 2.1). Na seqiiéncia, temos
a solucao formal do problema de contorno associado a este modelo linear (se¢do
2.2). Entao derivamos a Equacao Integral de Lotka para a natalidade, reduzindo o

problema original a uma equagao integral e fazemos uma andlise do comportamento



assintético da populagao (se¢oes 2.3 e 2.4). Na dltima secio, resolvemos a equacio

integral em questdo utilizando Transformadas de Laplace.

No capitulo 3, introduzimos a extragao no modelo linear, considerando
que uma fracdo 6 da populacdo é removida (0 < ¢ < 1). Na primeira se¢do, a
extracao depende somente da idade e sao considerados dois intervalos etarios de ex-
tracao. Na segunda secao, consideramos que a extracao depende da idade e também
do tempo. E feito um estudo considerando a natalidade que nos fornece informacdes

sobre o comportamento da populagao e os efeitos da extragao nesta populacio.

No quarto capitulo,” propomos um modelo populacional dependente da
densidade baseado nos trabalhos de Diekman e Heijmans [8] e Silva [29]. Este modelo
¢ apresentado na secao 4.1. Ele nos conduz a uma equacao integral nao linear para
a natalidade analoga & Equacao Integral de Lotka. E desenvolvido um critério para
avaliar a influéncia de cada parametro na estabilidade populacional (secao 4.1), o
que serd util para avaliarmos os efeitos da extracao no modelo nao linear proposto
(segao 4.2). A extracao neste caso é considerada dependente somente da idade e nao
do tempo; e sao considerados perfis reprodutivos que imitam processos reprodutivos
naturais. A seguir, apresentamos uma série de resultados analiticos e numeéricos

(secdo 4.3).

No iltimo capitulo, temos as conclusées referentes aos capitulos anteri-

ores.



2 MODELO LINEAR COM ESTRUTURA
ETARIA

2.1 Equacao de McKendrick-Von Foerster

Para analisarmos quantitativamente um processo de evolucao popula-
cional, necessitamos de uma modelagem matematica que nos permita observar as
variagoes da popula¢ao com o tempo e a influéncia de diversos fatores nessas variacoes.
Embora muitos fatores possam afetar o crescimento populacional, sao a natalidade, a
mortalidade e a migragao os fatores que influenciam diretamente no comportamento
da populagao. Neste sentido, vamos apresentar o modelo de evolugao populacional
baseado na Equacao de McKendric-Von Foerster, que considera a distribuicao etéria

de individuos continuamente no tempo.

Os efeitos da estrutura etaria sao importantes ecologicamente quando
estudamos uma populagao em uma escala de tempo comparavel com o tempo de
vida de cada individuo desta populagao. Além disso, as taxas vitais (natalidade e

mortalidade) variam sensivelmente com a idade dos individuos.

E assumido que estamos modelando a populagao de uma espécie simples,
que nao esta sujeita a processos de migracdo (isolada). Vamos considerar somente
as fémeas da populacao. o que é equivalente a suposi¢cao que o ntiimero de machos
é igual ao nimero de fémeas. Também vamos ignorar todas as diferencas entre os

individuos, exceto a idade.



Seja a funcdo N(z,t) o nimero de individuos com idade inferior a = no
instante t. Observe que as variaveis das quais a fungao N(z.t) depende, idade e

tempo, estdo no intervalo [0, co).

Da prépria defini¢ido, podemos observar que N(z,t) > 0. E, se tomarmos
idades x; e x5 tais que x; < z9, segue que N(zy,t) < N(z,,t).

Assim N(z,t) é uma funcdo mondtona crescente da variavel z, isto é,

ﬁ > 0. Ainda,
ox

N(0,t) = 0 (2.1.1)

N(zm,t) = N(oo,t)= N(t) (2.1.2)

onde z,, denota a mdxima idade que um individuo pode alcangar e N(t), a populagao
total.

IN
ox

Como N(z,t) é monotonicamente crescente e da expressao 2.1.2, podemos verificar

Seja u(z,t) = ; u(x,t) é a fungao densidade da distribuicao etaria.

que u(z,t) > 0 e u(zy,,t) =0.

Seja Az um intervalo de idade suficientemente pequeno, Az > 0, entao
u(z,t) Az representa o nimero de individuos com idade entre x e z+ Az no instante

t. Deste fato, podemos estabelecer as seguintes relacoes:

Mmﬁ—xum):‘flmﬁd@ (2.1.3)

1

N(t) = /Gmu(:r,t) dz, (2.1.4)



sendo que a diferenca N(z9,t) — N(x,t) representa o niimero de individuos com

idade entre z; e x5 no instante ¢ e N(t), a populacao total em t.

Considere a taxa de mortalidade p(z,t) tal que u(z,t) At representa a
fracao de individuos com idade & que morre no intervalo (¢,t+At). Por conseqiiéncia,

podemos escrever:
u(z,t) Az —u(z + Az, t + At) Az = u(x,t) At u(z,t) Az, (2.1.5)
u(z,t) Az —u(z + Az, i + At) Az = p(z,t) u(z,t) At Axz. (2.1.6)

Fazendo a expansao de u(x + Az.t + At) em série de Taylor em torno de

(z,t) e desprezando os termos nao lineares, obtemos:

u(z + Az,t + At) = u(z, t) + up Az + uy At (2.1.7)
4 _OJu  Ou
onde u; = o= e Uy = -

dr
Observe que = tem a mesma escala de ¢, w e 1, e portanto Az = At.
E substituindo 2.1.7 na equagao 2.1.6, encontramos a Equagao Diferencial Parcial

Linear:

U+ uy = —p(x.t) u(z,t). (2.1.8)

que é conhecida como a Equacao de McKendrick-Von Foerster.

Seja ug(x) a densidade de distribuicao etdria no instante inicial (¢ = 0),

que supomos ser conhecida. Dai podemos estabelecer a condicao inicial para a



equacao 2.1.8 dada por:

u(z,0) = up(x). (2.1.9)

Considere a taxa de fertilidade f(z,t); entdao f(x,t) Az representa a taxa
de produgdo de ovos (ou larvas) por individuo com idade entre z e z + Az, no
instante t. Assim, a taxa de natalidade B(t) no instante ¢, para toda a populacao,

é dada por:

B(t) = /: w(z,t) f(z,t) da. (2.1.10)

Mas a densidade de individuos de idade zero em um instante qualquer
t ¢ igual a taxa de natalidade neste mesmo instante e dai obtemos a condigio de
contorno:

u(0,t) = B(t). (2.1.11)

Combinando a equacao 2.1.8 com 2.1.9 e 2.1.11, escrevemos o problema

de contorno que rege o processo de evolucao populacional em questao:

U+ uy, = —p(z,t) u(z,t) z € [0,00), t €[0,00)
u(z,0) = wup(z) z € [0,00)
u(0,t) = B(t)  teo,00). (2.1.12)

Um ponto de destaque no problema 2.1.12 é que a natalidade B(t), des-

crita na equacao 2.1.10, depende ela mesma da distribui¢do populacional u(z,t).



A seguir, resolveremos 2.1.12 utilizando o Método das Caracteristicas
para Equacoes Diferenciais Parciais de Primeira Ordem, negligenciando o fato de

B(t) nao ser conhecida.

2.2 Solugao da Equacgao de McKendrick-Von Foerster

Para resolver o problema 2.1.12 e encontrar uma solugao formal para a
funcao u(z,t), foi escolhido o Método das Caracteristicas para Equagoes Diferenciais
Parciais de Primeira Ordem [34]. Este método consiste da integragao formal ao longo

de curvas caracteristicas no quadrante positivo do plano z-¢.

E necessario assumir, inicialmente, que a natalidade B(t) é conhecida,

embora ela dependa da densidade populacional u(x,t).

Aplicando o método escolhido, determinamos a seguinte familia de curvas
caracteristicas:
dt

S —1=t=z4C (2.2.1)
dzx

onde C representa uma constante genérica, ilustrada na figura 2.1.

Observe na figura 2.1 que parat > x as curvas caracteristicas interceptam
a condicao de contorno u(0,t) = B(t) e para t < z elas interceptam a condigao inicial
u(z,0) = ug(z). Por isso, o processo de solucao de 2.1.12 sera dividido em duas
etapas: na primeira etapa resolveremos a equacao 2.1.8 para ¢ > = e na segunda,

parat < z.



0]

Figura 2.1: Representacao das Curvas Caracteristicas no quadrante positivo do
plano z-t. Elas interceptam a taxa de natalidade u(0,t) = B(t) para
t > z e a densidade populacional inicial u(z,0) = ug(z) para t < z.

Etapa [: Para t > z, procedemos a substitui¢ao de varidveis conveniente:

=t—=x Up = —Ug + U
< = v (2.2.2)

n==c Uy = Ug

na equacao 2.1.8, onde £ é constante ao longo das caracteristicas e = 7 intercepta

cada caracteristicas uma dnica vez e denotamos ug = g—z e u, = a—z Obtemos,
entao, a equacao diferencial parcial nas varidveis € e n:
ty = —u(n, € + ) u, (2.2.3)
cuja solugao é:
u(n€+1) = F(©) exp [~ [ u(s,6+5) ds]. (2.2.4)



Usando a condigao de contorno u(0,t) = B(t) e observando que quando

=0, temos £ =1 e n =0, segue:

B(€) = B(t) (2.2.5)

e, entao

0
B(€) = F(£) exp [-—-[? u(s, &+ s) ds] . (2.2.6)
Isolando F'(£) na equagao anterior,
0
F(€) = B(e) exp |- [ (5,6 +5) ds] (22.7)
e substituindo 2.2.7 em 2.2.4, obtemos:

u(n, € +1) = B(E) exp [~ ‘/ﬂ” uls, €+ 5) ds]. (2.2.8)

Retornando as variaveis originais:

u(z,t) = B(t — x) exp [—/ pu(s,t —x +s) ds] ; (2.2.9)
0
que é a solucao do problema proposto para t > x.
Etapa II:

Para t < z, de maneira similar a etapa anterior, fazemos a substituicao

E=x—t Uy = Ug
= : (2.2.10)
n=t Uy = —Ug + Uy

de variaveis:



na equacao 2.1.8, e obtemos:

Uy = — (€ +m,1m) w. (2:2.11)

Apos desenvolvimento andlogo ao anterior. obtemos a solu¢ao para a

densidade populacional nas varidveis £ e 7, para t < r, como segue:

(e +mm) = un(€) exp [~ [l +5.5) ds]. (2.2.12)

E, nas variaveis x e t temos:
t
u(z,t) = up(z —t) exp [—/ wz —t+s.s) ds] 5 (2.2.13)
0
o que encerra o processo de solucao via linhas caracteristicas.

Unindo os resultados obtidos nas duas etapas, a solucao do problema

2.1.12 é dada por:

" o
ol B ug(z —t) exp [— oz —t+s,s) ds] set<zx | (2.2.14)
B(t —z) exp[— fy (s, t —x+s)ds] set>=z

Observe que a natalidade B(t) ainda é uma incégnita na solucao 2.2.14.
Na préxima se¢ao, vamos derivar a Equacao Integral de Lotka, substituindo a solugao
formal de u(z,t) dada em 2.2.14 na equagao 2.1.10 e reduzir o nosso problema a

solucao de uma equacao integral.
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2.3 Equacao Integral de Lotka

Se substituirmos a solugao 2.2.14 do problema de valor no contorno 2.1.12

na equacgao da natalidade 2.1.10, obtemos a seguinte equacao integral:
t T
B(t) = G{t) + [ f(z,t) Bt - ) exp [—/0 alat—z+8)ds]| 45, (23.1)

onde G(t) representa o poder reprodutivo dos individuos presentes no instante inicial

e é dado por:

G(t) = /tm flz,t) ug(x — t) exp {~ /0! ez —t+ s,s) ds| dz. (2:5.2)

O segundo termo de 2.3.1 representa a taxa de nascimentos oriundos
de individuos nascidos apés t = 0. E a exponencial exp[— [5 p(s,t —z + s) ds]
representa a probabilidade de um individuo sobreviver até a idade z, dado que

nasceu no instante t — .

A equagao 2.3.1 é conhecida como Equacao de Renovacdo de Lotka ou

Equacao Integral de Lotka.

Suponha que as taxas vitais (fertilidade e mortalidade) nao dependem do
tempo, isto é, f = f(z) e u = p(z). E denote [(z) como a probabilidade de um

individuo sobreviver até a idade r. Entao:

l(z) = exp [— far p(s) ds] : (2.3.3)

12



Por conseqiiéncia a equacao integral 2.3.1 é reduzida a
t
B(t) = G(t) + fo B(t - z) f(z) l(z) do (2.3.4)
onde G(t), agora também simplificada, é:

G(:t):f:o do(z—1) f(z) z) dz. (2.3.5)

Seja M(z) = f(z) l(xz) a funcao maternidade. Reescrevemos, entido a

equacao 2.3.4 como:

B(t) = G(t) + /0 * Bli ~ %) M) ds. (2.3.6)

A equacao 2.3.6 permite alguns estudos mais detalhados. Na proxima
secao. sera apresentada uma andlise do comportamento assintético da natalidade
B(t): ou, em outras palavras, vamos observar o desenvolvimento de B(#) quando
o tempo tende a infinito, desprezando a contribuicdo dos individuos presentes no
instante inicial. Como conseqiiéncia deste enfoque, poderemos estudar a estrutura

etaria e o crescimento (ou decaimento) da populacao.

Ainda, podemos encontrar a solucao formal da equagao 2.3.6 utilizando
Transformadas de Laplace, o que sera feito na iltima secao deste capitulo (segao

2.5).
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2.4 O Comportamento Assintdotico da Natalidade

Nesta secao, vamos observar o comportamento assintético da natalidade

B(t) descrita na equacao 2.3.6.

Quando tomamos um instante ¢ suficientemente grande podemos conside-
rar G(t) = 0 pois a fertilidade ¢ nula a partir da idade limite do intervalo reprodutivo,
ou seja, a contribuicao da populacao inicial ug(x) pode ser negligenciada quando o

tempo tende a infinito. Desta consideracao. a equacao 2.3.6 pode ser reduzida a

B(t) =/0°° B(t — z) M(z) da. (2.4.1)

Vamos buscar solugdes do tipo B(t) = Q e, onde @ representa uma

constante qualquer. Substituindo em 2.4.1:
Q M :/ Q N9 M(z) de (2.4.2)
0
e simplificando, obtemos

/0 " e M(z)de=1. (2.4.3)

E razoavel considerarmos que a funcao maternidade M(z) é nula fora
do intervalo [T, k|, onde T representa o inicio do periodo reprodutivo, isto é, os
individuos atravessam uma fase juvenil na qual nao sao capazes de reproduzir-se até

a idade T. e k representa idade do mais velho individuo apto a reprodugao. Por
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conseqiiéncia, a equacao 2.4.3 da origem a

k
/T e M(z) dz = 1. (2.4.4)

E importante observar que a Equacao Caracteristica 2.4.4 tem uma 1inica

solugdo real. Para este fim, definimos a fungao
G
o) = [ e M(z) az (2.4.5)
que, neste caso, se reduz a

k
o(A) = fT e M(z) dz. (2.4.6)

Note que:
(i) p(A) — 0 quando A — oo;

(ii) (A) — o0 quando A — —oo;

de(A)
dX

T
(iii) ¢'(A) = l —z e M(z) dz < 0, onde #'()) =

Um esbogo do grafico de ¢()) pode ser visto na figura 2.2, onde esta clara

a existéncia de uma unica solucao real, a qual denotaremos por A;.

Seja Ry a taxa reprodutiva basica. Definimos Ry como o nimero de
filhotes fémeas que um individuo tem em toda a sua vida. Matematicamente es-

Crevemnlos.
k
Ry = (0) = /T M(z) dz. (2.4.7)

15
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Figura 2.2: Esbogo do gréfico da funcdo (), onde \; denota a iinica solugio real
de ¢(A) — 1 = 0, isto €, a tnica solucao real da Equagao Caracteristica.

E importante salientar que existe uma relacio entre a taxa reprodutiva
basica Ry e a tnica solugdo real A,. Esta relagio estd ilustrada na figura 2.3. Dela
podemos escrever que para Ry = 1, a solugao real A; é nula: para Ry > 1, Ay é

positiva e para Ry < 1, Ay € negativa.

Ainda devemos observar que a Equagao Caracteristica 2.4.4 possui infini-
tas outras solugoes A;, j = 2,3,... que aparecem como pares complexos conjugados
satisfazendo Re{\;} < A,. Isto pode ser visto quando substituirmos A\; = a+1b, j #

1 na equagao caracteristica. Separando as partes real e imaginaria, obtemos, respec-

tivamente:
k
/ e “cosbr M(z)dz =1 (2.4.8)
4
e
k
/'r e “*sinbr M(z) dz = 0. (2.4.9)
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Figura 2.3: No Quadro A, A, ocorre exatamente quando A = 0 pois Ry = ¢(0) = 1.
No Quadro B, como Ry > 1 entao A\; > 0 e no Quadro C, como Ry < 1,
segue que \; < 0.



Observe que as equacoes 2.4.8 e 2.4.9 também sao satisfeitas para o con-

jugado de J;, isto é, o nimero complexo \; = a — ib.

Ainda, considerando a Equacdo Caracteristica 2.4.4 e a equacao 2.4.8,

podemos escrever:

k k
—Ar — —ar -
/’r g ** M(z) da = /T e *cosbr M(z) dz. (2.4.10)

Como cosbz M(z) < M(z) e observando a iltima equacdo, podemos

concluir que e~% > e~ Mi%

e entao a < A;. Isto quer dizer que a parte real de todas
as solugoes complexas da equacao caracteristica sao menores que a unica solugao

real A;.

Também podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para Integrais na

equacao 2.4.9, de onde obtemos:

e “sinbg M(q) =0 (2.4.11)

sinbg = 0. (2.4.12)

\las existem infinitos valores de b que satisfazem a equagao 2.4.12. Por-
tanto, podemos dizer que existem infinitas solugées do tipo A\; = a+1b, j = 2,3, .. .,

para a Equacao Caracteristica.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que todas as solugoes A;, j =
1.2,... sao solucoes simples.
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Como a equagao integral
k z
B(t) =/T B(t —z) M(z) dz (2.4.13)
é uma equacao linear, podemos utilizar o Principio da Superposi¢ao, como segue:

B(t) = i Q; e, (2.4.14)
j=1

o0
Observe que quando t — oo, a soma »_ Q; e“' é dominada pelo termo
7=1

@ eM! pois a solugdo real \; é também a solugao dominante. Entao:

B(t) = Q, eM! (t = o0) (2.4.15)
ou
lim 20 . (2.4.16)

No entanto, u(z,t) pode ser escrito de 2.2.14 como u(z,t) = B(t—z) l(x)

e da equacgao 2.4.15 obtemos:

u(z,t) = Q, e~ I(z) (2.4.17)

u(z,t) = Q eM! e7M* |(x) (2.4.18)

quando t — 00, onde podemos observar claramente que a dependéncia da idade e

do tempo estao separadas.
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Utilizando 2.4.18 e a populacao total que estd definida na equacéio 2.1.4,

podemos escrever:

o0
N&):x.ﬁ Q1 Mt e () da

~ Q;&“_L e ™% |(z) dz, (2.4.19)

quando t — 00, 0 que comprova que a populacao total cresce ou decai exponencial-

mente, podendo permanecer constante se A\; = 0.

Ainda. podemos definir A(¢) como a proporcao de individuos com idade

entre z; e Ty, Ou seja,

22 u(z,t) dz

Il

At) = A.
(t) N (2.4.20)
De 2.4.18, obtemos:
T2 At =M i
At) I{L Q,eMte l(z) dz
57 Q) eMt e~z () dz
e T le) &% (2.4.1)

fo. e~2= l(z} de
que nao depende nem do tempo, nem da distribuigao inicial, mostrando que a es-

trutura etaria é constante.

2.5 Solugao por Transformada de Laplace

Para encerrar este capitulo, a equagao 2.3.6 é resolvida utilizando Trans-

formadas de Laplace [33].
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Denotamos a transformada de Laplace de uma funcao H(t#) definida para

t > 0 por H()\), ou seja,
A\ = L{H(t)} = [:’ e H(t) dt (2.5.1)

onde o parametro A é complexo. A transformada de Laplace de H(t) existe se a

integral em 2.5.1 converge para algum valor de A.

Observe na equagao 2.3.6 que
t
f B(t — z)M(z) dz = B(t) * M(¢), (2.5.2)
0
onde B(t)*M (t) denota a convolugao da taxa de natalidade e da fun¢ao maternidade.

Aplicando transformada de Laplace em 2.3.6 e utilizando a propriedade

da convolugdo £ {H(t) * Hy(t)} = Hy(\) Ha()) obtemos:

B()) = G()\) + B(\) M()) (2.5.3)
e isolando B()\)
Ay _ GO
B() = — YR (2.5.4)

para todo A tal que Re{A} > A; onde A, é a tinica solugao real da equagao caracte-

ristica de Lotka 2.4.3.

Observe que 1 — M(/\), denominador da equagao 2.5.4, é nulo quando A é
o=
solucao da Equacgao Caracterfstica.]u e *® M(z) dz = 1. Da se¢do anterior, temos

que esta equagao tem infinitas solugdes denotadas por A;, 7 =1,2,....
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Por simplicidade, e sem perda de generalidade, assumimos que estas

solucoes tém multiplicidade 1.

Assim, o quociente em 2.5.4 pode ser escrito como:

B(y) = ;A?i\j
9 Q2

B = Tt

onde Qj, j = 1,2,..., sdo determinados como segue:

0, = lim (G(A) (A=X) _

A A oy

Usando a regra de L’Hospital em 2.5.8. sai que

_ & GX) + (X = X;) G'(\)
= )

dG(\)

: x dM (A
onde G'(3) = S22, AT/()) = M(2)

dA

que é dada por:
MI()) = f°° —t &M M(1) dt.
0

E, finalmente, obtemos os coeficientes ();, j =1.2... .,

[ et G(t) dt
Qj T e o ‘
T2t et M(f) dt

22
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1 — M()) =% 215

(2.5.5)

(2.5.6)

(2.5.8)

(2.5.9)

(2.5.10)

(2.5.11)



Pela Transformada Inversa de Laplace da equagao 2.5.5, encontramos a

expressao para a natalidade:
B(t) =) Q; ¥, (2.5.12)
£
onde Q;, j =1,2,..., é dado em 2.5.11.

Ainda podemos escrever que B(t) = O(e™) para A tal que Re{A} > ),
e B(t) = Q, eM' 4+ O(eM!) quando t — oo, onde Q; é o residuo de B()\) quando

A=A

et u(z,t) i Oy exp [—)qa: - /I u(s) ds] (2.5.13)
0
quando t — oo. O lado direito de 2.5.13 representa a distribuigao etaria estdvel da

populacao.
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3 EXTRACAO NO MODELO LINEAR

3.1 Extracao Dependente Somente da Idade

No capitulo anterior, estudamos um modelo linear de crescimento popu-

lacional dependente da idade, baseado na equacao de McKendrick-Von Foerster.

Agora, associado a este modelo, vamos observar a estrutura da populacao
quando estd sujeita a extragdo de uma fracao dos seus individuos, assumindo que
esta extragao é feita a uma taxa constante § ( 0 < § < 1) e que os individuos
removidos pertencem a um intervalo etario particular. Sdo considerados dois casos,
um quando os individuos removidos tém idade superior a ¢ (z > ¢) e outro quando
tem idade entre ce c+n (¢ < z < ¢+ n). Entao, nessa primeira abordagem, a

estratégia de extragio é suposta dependente da idade (mas niao do tempo) [26].

Este tipo de coleta se prestaria para modelar situagoes como um pro-
grama de controle populacional onde uma fragao de fémeas adultas da populagao é
removida (Caso 1); ou também o inicio de uma doenga que afete apenas uma fragao

de individuos em um determinado intervalo etario (Caso 2).
Caso 1:

O primeiro caso em questao é quando uma fracao ¢ de individuos com
idade z > ¢ é extraida (0 < 6§ < 1). Entdo 6§ X[co)(7) u(z,t) Az representa o
ntmero de individuos coletados com idade entre x e x + Az no instante ¢, onde y4
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¢ a funcao caracteristica do conjunto A, ou seja:

0 sexgA
Xa(z) = ; (3.1.1)
1l sexe A

Procedendo de maneira similar a se¢ao 2.1, a equacao 2.1.8 da lugar a

equacao
Uy + Uy = —p(2,1) % — 6 X[e,00)(T) ¥, {3.1.2]
com as mesmas condicao inicial e condigao de contorno dadas em 2.1.9 e 2.1.11,

respectivamente.

A solugdo da equagao 3.1.2 com u(z,0) = ug(z) e u(0,t) = B.(t) é analoga

a 2.2.14, apenas substituindo u(z,t) por 8(z,t) = pu(z,t) + & X[e,0)(T), como segue:

]

u(z,t) = uo(z — t) exp{—f[: [z —t+5,8) + 6 Xjeo0)(T — t + 8)] ds} set<x
' B.(t —z) exp {— Jo [u(s,t — &+ 5) + 8 Xje,o0)(5)] ds} set>ua
(3.1.3)

onde B.(t) denota a natalidade neste primeiro tipo de extragao.

E ainda, substituindo a solugao 3.1.3 na equacao da natalidade 2.1.10,

obtemos:

r G(t) + Jy f(z,t) B(t — z) exp[— J§ pu(s,t —x +s) ds] dz

set <ec¢
B.t) = 4
G.(t) + fy f(z,t) Be(t —2) E(z,t) exp[— [y u(s,t —z +s) ds] dz
¥ set>c
(3.1.4)

onde

G.(t) = j;w f(z,t) up(z —t) E(x,t) exp [- /{: wlx —t+s,s)ds| dz (3.1.5)
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1 ser <c
E(z,t)=9q e®9 gsec<a<c+t . (3.1.6)
e~ ot sec+i<z

E natural esperarmos que a populacao que sofre extragao seja menor que a
populagao que nao estd sujeita a ela. Comparando a equagdes 2.3.1 e 3.1.4, podemos
observar claramente a influéncia da extragao. Para t < ¢, quando os individuos
mais velhos da populagao ainda tem idade inferior a ¢, o efeito da extracao na
natalidade B.(t) estd presente somente em G,.(t) que representa a natalidade oriunda
da populagao inicial ug(z). Mas para t > ¢, o efeito da extragao apresenta-se em

ambos o0s termos da natalidade.

Agora, tomando o caso particular onde f = f(z) e p = p(z), ambos
independentes do tempo, a equagao 3.1.4 torna-se uma equagao do tipo Equacao de

Renovacao, na qual podemos utilizar transformadas de Laplace.

Entao, para t > ¢ obtém-se a equagao para a natalidade:
t
B.(t) = G.(t) +/ﬂ B.(t — x) E(z) M(z) dz (3.1.7)

onde

E(z) 1 se0<z<c (3.1.8)
z) = 1.
e ¥-c) gex>e¢

e M(z) é a funcao maternidade introduzida no capitulo anterior. Entdo a trans-

formada de Laplace de B.(t), denotada por B.()), existe para todo A tal que
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Re{A} > A. onde A, é a iinica solugdo real da seguinte equacéo caracteristica:

welX) = fo T e B(z) M(z) = 1. (3.1.9)

Do fato que 0 < E(z) < 1, podemos observar que A\, < A visto que
we(A) < ©(A) para todo A, onde ¢(A) é definida na equacdo 2.4.5. E, se a idade
¢ a partir da qual inicia a coleta for superior & idade & do individuo mais velho
capaz de reproduzir-se, entdo A. = A,. Ainda, segue que B.(t) = O(e™) parat > c,
Re{A} > A. e que B.(t) = Q. e*' + O(e**) quando t — oc, onde Q. é o residuo da
transformada de Laplace B.(\) em A = A, para t > ¢. Para z > ¢ pode-se provar
que

Setleor) " 9, exp [~(,\c bl — fo i) ds] (3.1.10)

quando t — oo, onde o lado direito expressa a distribuicao etdria estavel.

Comparando a distribuicao etdria estavel 2.5.13. quando nao ha coleta,
com a distribuicao etaria estavel 3.1.10, podemos observar a relagao que existe entre
Ae + 6 e ;. Esta comparacao mostra que um comportamento muito diferente so ira
ocorrer quando o sinal de A, + ¢ for oposto ao sinal de A;. O tnico caso coerente
biologicamente é quando A; < 0 e A, + ¢ > 0, pois a extragao nao poderia provocar
o crescimento da distribuicao etdria estavel. Por outro lado, para populagoes onde

0 < A\; € 1, poderiamos esperar que A. + 8 > A;.

Caso 2:
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Agora vamos considerar o segundo caso proposto onde uma fracio §
de individuos da populagao com idade entre ¢ e ¢ + n é extraida. Neste caso, o
nimero de individuos extraidos no instante ¢ com idade entre z e z + Az é dado

POr & X[eesn)(T) u(z,t) Ar.

Como no caso anterior, obtém-se uma equagio semelhante a equagao 2.1.8

incluindo o termo de extracao

Up + Uy = —,ti(.‘l.‘,t) U(:L',f) = X[r:,c+n]($) u, (3111)
com as mesmas condicoes inicial e de contorno.

Procedendo de maneira analoga ao Caso 1 e considerando t > ¢ + n,

obtemos a seguinte equagao para a natalidade, aqui denotada por B,(t),

Bo(t) = G(t) +]0t f(z,t) Ba(t — z) Enx(z) exp {- ]u u(s,t — 2z +35)ds| dz
(3.1.12)

onde

Ga(t) = /;m f(z,t) wo{z — t) Ey(z,t) exp [-— /0: p(x —t+s,s) ds| dz, (3.1.13)

—é&n

€ se et
Ep(z,t) = e fletn—ztl) geectt<z<c+n+t (3.1.14)
1 sec+n+i<z
e
1 sex < ¢
Bu(z) =3 %9 gee<cag<e+n - (3.1.15)
e sect+n<cz
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Assumindo novamente f = f(z) e u = p(zx), obtemos a transformada de
Laplace de B,(t), Ba()\), que existe para todo A tal que Re(A) > A, onde A, é a

iinica solugao real da nova equagao caracteristica:
on(X) = fo e E.(z) M(z) dz =1, (3.1.16)
sendo M(z) a fungdo maternidade.

Confrontando as trés equagoes caracteristicas podemos observar que ¢.(\) <
wn(A) < () para todo A, o que implica A, < A, < A;. Esta observacéo é previsivel

quando analisamos demograficamente.
E a distribuicao etaria é dada por:
et u(z,t) W Q. exp [—(An +8)x — /ﬂ i(s) ds] (3.1.17)

quando t — oo parac< r < ¢+ n, ou

Ml IR G ws [—)\n:r B /Ur i) ds} (3.1.18)

para r > ¢+ n. O coeficiente ), é o residuo de E’R(A) em A = X,

Para ilustrar os resultados obtidos no Caso 1 e no Caso 2, vamos apre-

sentar um exemplo que utiliza um modelo simples conhecido por Modelo de Génese.

Considere que a fertilidade e a mortalidade sao constantes, representados
respectivamente por f e p. E ainda que a densidade populacional inicial ug(z) é dada
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por d(z), que denota a funcao Delta de Dirac [33]. Isto significa que a populacao

inicial estda concentrada em x = 0, ou seja, consiste apenas de recém-nascidos.

No caso onde a extragao nao é considerada, reescrevemos a equacio 2.3.6
COmo:

B(t) = f e + f/oI B(t — z) e dz (3.1.19)

cuja solucio B(t) = f eU~#t ¢ diretamente obtida utilizando transformada de

S .
A+ p

entdo, A\, = f — . E segue que f e~/* é a distribuicao etdria estavel.

Laplace. Ainda, a equagao caracteristica 2.4.3 se reduz a ¢(\) I &,

Quando consideramos a extragao dada no Caso 1, para t > ¢, obtemos a

equagao para a natalidade
t
But) = f et e~ 4 f/n B(t - r) e E(z) dz (3.1.20)

e ainda

(X)) = f/oo e B(g) da
0

— f —(Ap)e
= A+ﬂ+fe

1 1
A+u+8 A+pl

(3.1.21)

Observe que a expressao entre colchetes na iltima equacao é sempre negativa para
0 < & < 1, como consideramos. Comparando com o caso sem extracao, segue que

we(A) < @(A) e portanto A. < Ay, como haviamos previsto.
Fazendo uma expansao em poténcias de ¢. encontramos:

Ae=f—p—et6+0(62 (3.1.22)
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e obtemos a distribuicao etaria estavel para z > ¢
Qe exp[—f — (1 —e /)6 4+ 0(8?)]x. (3.1.23)

Como resultado da extragao, podemos observar uma reducéao na distribuicio etaria

estdvel por um fator aproximadamente da ordem de e~%*, dado que f > 0.

Analogamente, no Caso 2 da extragao para t > ¢ + n, obtemos:

Bat) = fe et 4 f fo Bt —8) £ Bulw) Az (3.1.24)

pad) = f [ O B(a) do

— L 4 f e~ (Atn)e [ 1 1 ]

A+ p A+p+6 A+p
1 1
—én —(Atp)(etn) _
4+ e e [/\4_# ,\+p+5l- (3.1.25)

Confrontando o caso onde nao ocorre extragao e os dois casos considerados

de extragdo, fica claro que .(A) < ¢a(A) < @(A) e, portanto, A, < A, < Ap.
Utilizando novamente uma expansao em torno de poténcias de é, obtemos:

M= f—pu—ef (1 —e ™64 0(6%). (3.1.26)

As estratégias de extracdo propostas nesta se¢ao falham na modelagem
de um programa de extracao sazonal. Para ajustar-se a esta situa¢ao, um programa
de extracao dependente da idade e também do tempo sera proposto na préoxima
secao.
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3.2 Extracao Dependente da Idade e do Tempo

Agora, vamos introduzir a dependéncia da variavel temporal na extracao,
com o objetivo de modelar situagoes tais como uma epidemia periédica afetando
somente uma parcela da populacao (por exemplo, a populagao mais velha), ou ainda,
estagoes de caga e pesca nas quais so serda permitida a remogao de individuos adultos

e em determinados periodos do ano [27].

Nesta secao, vamos assumir que a fertilidade e a mortalidade independem

do tempo, isto é, f = f(z) e p = pu(x).

Para descrever a extragao proposta, ¢ considerado um periodo de tempo
T' e uma estagao de extracdo que dura um intervalo de tempo h (h < T"), suposta
por conveniéncia sempre no final do periodo. Assim, o tempo entre duas estacoes de
extracao ¢ T'. Ainda, supomos que uma fracao de individuos com idade superior a ¢
(x > c¢) é extraida a taxa constante 0, 0 < 6 < 1. A figura 3.1 ilustra esta estratégia

de extragao.

Entao, representamos o nimero de individuos coletados com idade entre
z e o + Az, no instante t por & \je0o) H(t) u(z,t) Az onde

0 senT'<t<(n+1)T'—h
H(t) = . (3.2.1)
1 se(n+1)T"—-h<t<(n+1)T', n=0,12....

Procedendo como na se¢ao 2.1. obtemos a equacao

Uy + Uy = —p(x,t) w(z,t) — 6 X[eo0)(z) H(E) u (3.2.2)
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[ Estacoes de extracao |

—T"h 1 T-h |
I | 1
1 o — L L -
T T T S gun —+ =
(n-1)T" nT'-h nT {n+1) T"-h ne) T ¢
n=0,1,2,...

|Nao ocorrre extracao |

Figura 3.1: Apresentacdo esquematica das estagdes de extragao, onde 7" representa
um dado periodo de tempo e h, o intervalo de duracao de uma estagao
de extracao.

que juntamente com a condigao inicial 2.1.9 e condigao de contorno 2.1.11, compoe

o problema de valor no contorno de interesse. Resolvemos este problema integrando

ao longo de curvas caracteristicas (procedimento de maneira andlogo ao da secao

2.2), e assim obtemos:

s

ufz, 1) = 4
B(t — z)

up(z —t)

exp [— foulz —t+s) ds}

exp [_5fcf,\'[c.x;(f"f+"")H{s) ds] sex >t (3.2.3)

exp [~ [y p(s) ds]

.

exp [*5 Jo Xiger(8) H(E — 2+ 8) ds] sex <t

Ainda, substituindo a soluc¢ao 3.2.3 na equacao 2.1.10, chegamos que a natalidade

satisfaz a seguinte equacgao

B(t) = G(t)-!—fut B(t —x) M(z) exp [—6[; Xieoay(3) H(t — 2+3) ds] dz (3.2.4)
onde
G(t) = lm ug(z —t) f(z) exp [— j: war —t+s) ds]

t
exp [—6_/0 X(e,o0)(T — T+ 8) H(s) ds] dz.
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(3.2.5)

Para futuras substituicoes, considere duas relagoes obtidas por simples

trocas de varidveis. A primeira relagdo, vilida para x > t, é:

0 ser<c
t
](; Xleoo)(Z —t +5) H(s) ds = ;H_x H(s)ds sez—t<e<z (3.2.6)
Jo H(s) ds sec<x—t

e a segunda relagao, para z < t, é dada por

0 sex <c
; (32:7)
Sl H(s)ds sex>c

[ Xieoor(s) H(t =2 +3) ds = {

Note que estamos interessados somente em solugoes parat > ¢, pois estas
apresentam plenamente os efeitos da extracao. Entao, utilizando as relagoes acima,

chegamos a uma nova expressao para a equacao integral da natalidade quando t > ¢

como segue:

B(t) = G(t) + ]OCB(t—;z:) M(z) dz

4 f:B(t-—x) M(z) exp [ﬂs f;r_:H(s) ds] dr  (3.2.8)

G(t) = /:t+c ug(z —t) f(z)exp [— [Jt,u(:r —t+ ) ds] exp [Hé c;_r H(s) ds] dz

+ exp [—-6/0! H(s) ds] /;:‘ug(r —t) f(z)exp [— _/UI u(x —t+s) ds] dz.

(3.2.9)
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Ao contrario da segao anterior, o tltimo termo da equacao 3.2.8 nao
é a convolucao de duas fung¢oes, o que nos impossibilita a utilizagao imediata de

transformadas de Laplace.

Um procedimento vidvel, neste caso, é criar equagoes integrais aproxi-
madas (que sejam equagOes de renovacao) e utilizar suas solugGes para limitar as

solucoes do problema original.

Para este fim, obtemos a seguinte desigualdade:

[[b;“ﬂ h < /:H(s) ds < [[Z-’%—“]] h+h (3.2.10)

para quaisquer a e b, onde [[z] é a funcao maior inteiro menor ou igual a z. Desta

desigualdade e do fato que M (z) > 0, para z > 0 escrevemos

0 < M_(z) < M(z,t) < My(x) (3.2.11)
onde
M_(z) = M{z) e exp {—5 [[“’ - “'ﬂ h}, (3.2.12)
Mz, t) = M{z)exp [aa Y H(s) ds] (3.2.13)
cti—=z
e
M, (z) = M(z)exp {—5 [[‘”,; “]] h}. (3.2.14)

Note que as fungoes M_(z) e M, (x) sao independentes do tempo.

35



Considerando que a funcao maternidade é somente M(z) para 0 < z < ¢,

podemos escrever

B_(t) = G(t) + f; B_(t — z) M_(z) dz, (3.2.15)
B(t) = G(t) + fot B(t — z) M(z,t) do (3.2.16)

(6]
B.(t) =G(t) + /OI Bi(t —z) My(z) dz. (3.2.17)

E entdo B_(t) < B(t) < B.(t), onde as fungoes B_(t) e By(t) sao

solucoes de equagoes de renovagao.

Para a resolugao das equacoes 3.2.15 e 3.2.17, utilizando transformadas

de Laplace (ver as secoes 2.5 e 3.1), necessitamos das solugoes da seguinte equagao

caracteristica:
/: e M (z) dz = 1 (3.2.18)
onde
o M(z) se0<z<c
M(z) = _ " (3.2.19)
M(z) e ®" exp {—5 II%:,—"]] h} sez>c

para a equacao 3.2.15, e

(3.2.20)

ﬁ(a) B M(x) se0<z<e
— M(x)exp {—6 H*’],T,“]] h} Sex >e

para a equagao 3.2.17.
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r—c

Tf

Podemos escrever a exponencial exp {—6 |I ]] h} como a funcao de-

grau

exp{mé [[r—c]] h}:e"s”h, ¢c + nT'<z<c+(n+1)T,

n = 0,1,2,... (3.2.21)

e entao estabelecer as seguintes cotas inferior e superior

L =G T—C Sh r—=c
- (_5 = h) < exp{—a [[ - ]] h} < Mg (—5 - h) (3.2.92)
que coincidem com valores onde ocorrem saltos.

De maneira similar & se¢do 3.1, a equacio caracteristica 3.2.18, para M(z)
dado em 3.2.20, tem uma tnica solucao real denotada por A, e todas as outras
solugoes sao pares complexos conjugados que satisfazem Re{\} < A,. E dai es-
crevemos By (t) = By ™!+ O(e™!) quando t — co. Analogamente, temos para

B_(t) a solugao real A_.

E relevante notar que M_(z) < M (z) e, por isso, A_ < A

Agora, considere o Modelo de Génese, apresentado no exemplo da segao
anterior. Neste modelo a fertilidade e a mortalidade sao constantes. A populacao
inicial estda concentrada na idade v = 0 e é expressada pela funcao Delta de Dirac

(50(.1‘)
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Neste modelo, a natalidade B(t) satisfaz

B(t) = fe*exp [—6 /: H(s) ds] + f/oc B(t —z) e dz

+ f]gt B(t — z) e " exp [_6 t H(s) ds] dz (3.2.23)

t+c—r

‘e M(z) = f e™**. Ainda:

il se0<zr<ec
.'W_(.'L') ==

f e e ®hexp {—6 [[%]] h} S8.T > P
e
M, (z) femes se0<z<c (8.235)
e il
T oo {-s[5] 1} ser>e

Se utilizamos a cota superior dada em 3.2.22 em M, (z), obtemos a

seguinte equacao caracteristica

7 / TenOh g f et [T s exp [—5 = h] ds =1 (3.2.26)
0 0

e, resolvendo as integrais,

—f—+f g iRl ” N (3.2.27)
A+ p A pu+6h/T A+ u

A solugao real quando desconsideramos a extragao (6§ =0) é Ay = f — pu.
E quando consideramos a extracio em tempo integral, obtemos a solucao real A, =
f—p—e e84+ 0(8%) (ver secdo 3.1). Isto nos sugere uma expansao de A, em

poténcias de 6h/T’, que da

Ay = f—p—ete(1 = FT') 6h/T' + O((6h/T")). (3.2.28)

38



Procedendo como acima, agora utilizando a cota inferior estabelecida em

3.2.22 em M_(z), obtemos:

A= f—p—e 7t + fT') 6k/T' + O((6h/T")?). (3.2.29)
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4 EXTRACAO EM MODELOS COM
RECRUTAMENTO DEPENDENTE DA
DENSIDADE

4.1 Modelo Nao Linear

Nos capitulos 2 e 3, o modelo de evolugao populacional dependia linear-
mente da idade, mas nao estabelecia uma dependéncia direta com a densidade po-

pulacional.

Neste capitulo, vamos apresentar um modelo de crescimento populacional
dependente da densidade. Esta dependéncia serd introduzida através do recruta-
mento. isto é, através da selecdo de individuos com idade x > 0 que entram na
populacao. Em particular, esta dependéncia da densidade populacional sera apre-
sentada pela dependéncia somente da taxa de natalidade B(t). Esta suposicao é
freqiientemente abordada na literatura pesqueira (2, 15, 16, 21]. A figura 4.1 ilustra

este modelo.

—+
Y

Recrutamento

Figura 4.1: Tlustracao do modelo dependente da densidade populacional. Observe
que g[B(t)] é a probabilidade de um individuo passar a fazer parte da
populacao, B(t) é a natalidade e R é a populacao de recrutas.
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eyl

plB*=I/R

B* ¥

Figura 4.2: Neste esboco, podemos observar as propriedades da fungao g bem como
o equilibrio B*, que satisfaz g[B"] = 1/R,.

Seja u(z,t) a densidade populacional na idade z e no instante t.

Definimos o recrutamento R como:

R(t) = B(t) g[B(t)] (4.1.1)

onde B(t) é a taxa de natalidade no instante ¢ conforme equacao 2.1.10 e g[B(t)] é

a probabilidade de fazer parte da populacao de recrutas.

A funcao g expressa a intensidade da dependéncia da densidade. Assu-
mimos que esta fungao é suavemente decrescente de [0,00) em (0,1]. Ainda, temos
que g[0] = 1 quando a natalidade é nula e yllpgo gly] = 0. Na figura 4.2, temos um

esboco de g.

As hipéteses consideradas em g sao satisfeitas nas fungoes de recruta-

mento usuais. Temos como exemplo a fungdao de Beverton-Holt [3]

glyl = ! c >0, (4.1.2)



a funcao de Hassel [11]

1
gly] = ————(1 g bl.u>, (4.1.3)
e a fungdo de Ricker [23]
glyl = e, ¢>0. (4.1.4)
E natural observarmos que
u(z,t) = u(0,t — ) l(x), (4.1.5)

onde /(z) denota a probabilidade de sobrevivéncia até a idade z (introduzida na

secao 2.3).

Ainda, do fato que a populag¢ao na idade x = 0 num dado instante é igual

a populacao de recrutas neste mesmo instante, escrevemos:

u(z,t) = R(t—z)l(x)

= B(t —z) g[B(t —z)] I(z). (4.1.6)

Substituindo 4.1.6 em 2.1.10, obtemos a seguinte versdao néo linear da
equacao 2.4.1

B(t) = fo ” B(t — z) g[B(t — z)] M(z) dz (4.1.7)

onde M(z) = f(z) l(z) é a funcao maternidade introduzida no segundo capitulo.
Observe que a fertilidade e a mortalidade sao consideradas independentes do tempo,

mas dependentes da idade.
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A equagao nao linear 4.1.7 possui um tnico ponto de equilibrio positivo,

sob as condicoes impostas a funcao g. Este equilibrio, que denotamos por B*,

satisfaz:
B= fo B* g[B"] M(z) dz. (4.1.8)
Simplificando, obtemos
1
B'|l= = 5
g[B7 R (4.1.9)

oo
onde Ry é a taxa basica reprodutiva, ou seja, Ry = / M(z) dz (ver segao 2.4).
0

E importante notar que B* é um equilibrio positivo se Ry > 1, o que seré

assumido neste capitulo. Observe a figura 4.2.

Para analisarmos a estabilidade local do equilibrio B*, lineariza-se a

equacao 4.1.7 em torno de B* assumindo que a natalidade é da forma:

B(t) = B* + e, (4.1.10)

Introduzindo 4.1.10 na equacao 4.1.7, obtemos:
(= =]
B +eM= / [B" + X7 g[B* + X9 M(2) da. (4.1.11)
0
A expansao de Taylor de g [B* + e*(‘“”], desprezando os termos nao
lineares em B~, é:
g[B"+ )] = g[B] + ¢[B7] M) (4.1.12)

onde ¢'[y] = g—z
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Substituindo 4.1.12 em 4.1.11, e desprezando os termos nao lineares, che-

gamos a

1 = /:’{B* J[B*) + g[B]} e M(z) dz

B 1B .\ [ - M)
{——?[E:]—'-l-l}fo e —R—U-* da (4.1.13)

lembrando que g[B*] = 1/R.

Finalmente, definimos a fun¢ao maternidade normalizada m(x)

M(z)
)= 1.1,
m(z) Ro (4.1.14)
e o parametro global v
B~ ¢'(B7]
e 4.1.15
918" ( )
que substituindo em 4.1.13, fornece-nos a Equagao Caracteristica
1 o —Ar
e /0 e m(z) dz. (4.1.16)

O equilibrio positivo B~ é local assintoticamente estavel (ao qual iremos
nos referir simplesmente por estavel), se e somente se a solucdao dominante A da

equacdo caracteristica 4.1.16 satisfaz Re{A} < 0.

O teorema a seguir nos fornece um critério para avaliar a estabilidade de
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Teorema: Seja m : [0,00) — [0,00) uma fungao continua por partes
o

satisfazendo ]{; m(z)dz =1 e m(z) < K €** para todo z > 0, onde K e a sao
constantes positivas. Entao:
(i) Se 0 < v < 1, a equagao 4.1.16 possui uma solugao real dominante e B* é estdvel
com aproximagao monotonica.
(ii) Se 1 < 7 < 2, a equagao 4.1.16 possui solugoes com parte imaginaria ndo nula e
B* é estavel com aproximacao oscilatoria.
Dem:

(i) Vamos definir a fun¢ao auxiliar ¢ : ® — R como segue:

o(A) = /U ¥ e m(z) dz, (4.1.17)

que estd definida para A > —a. A continuidade de m e a convergéncia uniforme das
o0 oo

integrais /0 e m(z) dz e /0 z e m(z) dz garantem a diferenciabilidade de

©(A) e

¢'(X) = —/noo z e~ m(z) dz. (4.1.18)

Conseqlientemente ¢ ¢ decrescente. Além disso ¢(A) — +o0 quando A — —oo (se
¢ estiver definida para todo nimero real) ou quando A — —#, onde § é um nimero

real tal que 0 < § < a. Ainda temos que ¢(\) — 0 quando A — +00 e que ©(0) = 1.

1
Por hipotese 7

> 1. Entao existe uma tnica solucao real \; < 0
para a equacao 4.1.16 (ver figura 4.3). Seja ¢ = a + bi, b # 0, uma outra solugao da

equagao 4.1.16. Substituindo o nesta equacao e separando as partes real e imaginaria
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(1)

Figura 4.3: Esbogo da inica solugao real da equagao caracteristicaquando 0 < v < 1

(i).

obtemos, respectivamente

/:O e *cosbr m(z) dz = —— (4.1.19)

f =% sin bz m(z) dz = 0. (4.1.20)
0

Observe que as equacoes 4.1.19 e 4.1.20 também sao satisfeitas se subs-
tituimos b por —b. Deste fato, temos que as solucoes complexas ocorrem aos pares

conjugados. Mas A; também ¢ solucao de 4.1.16, logo.
/m e M* m(z) do =/ e ¥ cosbr m(x) da. (4.1.21)
0 0

Mas para a iiltima equagdo ser satisfeita é necessario que e~"1% < 7% e conseqiien-
temente A\; > a. Portanto, A\; € a solucao dominante e o resultado é estabelecido.
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plA]

Hl=y) —=

Figura 4.4: Nao existe solugoes reais para a equagao caracteristica quando 1 < v < 2

(i)

1
(ii) Agora supomos 1 < v < 2, logo 7 > 1. Temos que:

-— Y
¥

fam e m(z) dz| = ’&r %01, (4.1.22)
Por outro lado, temos
fowe-“z m(z) d:rl < \/: eRelNz () d:c]. (4.1.23)
Das equagoes 4.1.22 e 4.1.23, obtemos:
/:, e~ R () dz| > 1 (4.1.24)

e assim Re{A} < 0 para todo A. Como

< 0, nao temos solucoes reais pois

(A) > 0 para todo A real (ver figura 4.4).
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Como a condicao para a estabilidade 0 < v < 2 apresentada no critério é
s6 suficiente, vamos estudar a possibilidade de estender esta regiao de estabilidade

para valores de v > 2. Por isso, a partir daqui consideraremos que v > 2.

Por conveniéncia, definimos regiao de estabilidade como o intervalo do
paradmetro 7, denotado por (0,%), de modo que B* ¢é estavel se e somente se v €

(0,7). A fronteira de estabilidade 7 é funcao dos parametros de m(z).

Quando 7 alcanga seu valor critico ¥, a solugao dominante de 4.1.16 toma
a forma de A = iw e B™ perde a estabilidade. Neste momento, ocorre uma bifurcacao
de Hopf que d& origem a uma solugao periddica de freqiiéncia aproximadamente w.
Esta solucao pode ser estavel ou instavel (ver critério estabelecido por Diekman e

Heijmans [8]).

Observe que o parametro y ¢ um parametro global, que depende das taxas
vitais (fertilidade e mortalidade) por meio da fun¢ao m(z), bem como da densidade

populacional por meio de g.

Ainda, observe que B* é uma fungao crescente de Ry pois g é decrescente
e g|[B*] = 1/Ry (conforme 4.1.9). Entdo. se a fungao —y ¢'[y]/gly] é crescente,
temos que 7 é uma funcdo crescente de Ry. Utilizando esta hip6tese adicional sobre
g, podemos interpretar v como uma medida da saida reprodutiva. Deste fato, é
equivalente definirmos a regiao de estabilidade em fungao de v ou de Rj. E relevante

salientar que assumindo que —y ¢'[y]/gly] é crescente ndo estamos removendo o
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realismo biolégico pois esta hipdtese é satisfeita em todas as funcoes de recrutamen-

to cldssicas consideradas na literatura (3, 6. 7, 11, 12, 13, 15, 17, 20, 23, 28, 30. 31].

Adicionalmente, definimos que um parametro  é estabilizador se para
quaisquer valores 0, e 8, deste parametro, tais que #; < 5, temos que F(6,) < F(6s).
Isto é, a fronteira de estabilidade 7 é uma funcao crescente de §. Caso contrario,

dizemos que f é desestabilizador.

4.2 Extracao

Vamos acrescentar a extragao ao modelo dependente da densidade a-
presentado na secao anterior, e observar os efeitos da extracao na estabilidade da

populacao quando variamos a escala reprodutiva.

Para este fim, escolhemos o parametro v como objeto de estudo. Assim,
podemos observar os efeitos da escala reprodutiva e da extracao independentes dos

efeitos da taxa reprodutiva bdsica R e do recrutamento.

Seja c(x) a funcao de extragao. Esta fungao vai caracterizar a taxa na qual
ocorre a remocao de individuos da populacao e o intervalo etario a que pertencem
este individuos. Entao c¢(x) u(z,t) Az denota o nimero de individuos extraidos com

idade entre = e z + Az, no instante ¢.
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Em todos os casos de extracao considerados. os individuos sio removidos
a taxa de extracdao constante 6 onde 0 < 6 < 1. Estudamos trés esquemas de

extracao, que se diferenciam somente no intervalo etéario de extracao. Sao eles:

e Extracdo 1: ¢(z) = 8. Neste caso, os individuos sdo removidos a taxa

constante ¢ independendo da idade z.

e Extracdo 2: ¢(z) = 8X(e,00)(Z). Sdo removidos individuos com idade su-

perior a ¢ (z > ¢).
e Extragdo 3: c(z) = OX[cetn)(z). S@0 removidos individuos com idade

entre cec+n (¢ <z < c+n).

Seja €(z) a probabilidade de um individuo nao ser extraido até a idade
x. Entao:
é(#) = exp [— ]ox o(s) ds] . (4.2.1)
A equagao 4.1.6 é substituida por

u(z,t) = B(t — z) g[B(t — z)] l(z) €(z), (4.2.2)

introduzindo €(x). A funcao g é a probabilidade de sobrevivéncia ao recrutamento,

definida na secao anterior.
Na sequéncia, obtemos a equagao nao linear

B(t) = fo ” B(t - z) g[B(t — z)] M(z) dz (4.2.3)
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onde, agora, temos a fungao maternidade como M(z) = f(z) l(z) ().

A taxa reprodutiva basica Ry é redefinida como o nimero de filhotes
fémeas que um individuo tem em toda a sua vida, incluindo a probabilidade deste

individuo nao ser extraido. Logo:
Ro = /U f(z) I(z) e(z) dz. (4.2.4)

Mantendo todas as consideracoes da se¢ao anterior, a equacao 4.2.3 possui

um 1nico ponto de equilibrio positivo B, que satisfaz g[B*] = 1/Ry.

Ainda procedendo de maneira andloga a secao 4.1, obtemos a seguinte

Equacao Caracteristica:

- _/Om e m(z) dz. (4.2.5)

onde m(z) = M(z)/Ry é a fungao maternidade normalizada. para M(z) e Ry
definidos nesta se¢io e v = — B~ ¢’[B~]/g[B~], para B~ equilibrio positivo da equacao

4.2.3.

Quando o equilibrio B* da equagao 4.2.3 perde a estabilidade, temos que
Re{\} = 0. Entao assume-se A = iw e 7 alcanga seu valor de fronteira 7. Por

consequéncia, podemos reescrever a equacao 4.2.5 como:

1

=7 — /:o e ™" m(z) dz. (4.2.6)
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e separando as partes imaginaria e real obtemos, respectivamente, a equagao para a
(4.2.7)

frequencia
0 =/ sinwz m(z) dz
0

e a equacao para a fronteira da estabilidade
(4.2.8)

/m coswz m(z) dz.
0

l —
=5~
Observe que se w é solugdo da equagao 4.2.7, entdo —w também serd

solucao desta equacao. Desta forma, podemos supor, sem perda de generalidade,
que w > 0. Esta suposicao serd extremamente itil em algumas das subsecoes a
seguir. Nas proximas secoes, vamos apresentar resultados analiticos e numéricos

utilizando o modelo descrito nesta secao para diferentes fun¢oes maternidade. Cada

se¢ao a seguir sera associada a uma das estratégias de extragao propostas.

4.3 Resultados: Extracao 1

Nesta primeira etapa dos resultados, consideramos que sao removidos

individuos da populacdo a taxa constante 6 (0 < § < 1), independentemente da

idade. Em outras palavras, assumimos ¢(x) = §. Entao a probabilidade ¢(z) é
—ézr

gr)=e



4.3.1 Maternidade Constante

O primeiro tipo de saida reprodutiva considerado é a maternidade cons-
tante. Neste caso, o produto f(z) l(z) é constante em um intervalo [T, k], onde
T denota a idade a partir da qual o individuo é capaz de reproduzir-se, isto é, T
marca o final do periodo juvenil e k£ denota a idade do individuo mais velho capaz
de reproduzir-se.

Entao:

a seT <zx<k
f(z) I(z) = (4.3.2)

0 caso contrario

onde @ ¢ uma constante real positiva. Procedendo o caleulo de Ry conforme equacio

4.2.4, obtemos:

T
5T — 6k
ale —e
= ( : ) (4.3.3)
(4
e a funcao maternidade normalizada, descrita na secao 4.2, ¢ dada por
& —ér
T —=E € seT <zx<k
m(z)=4{ & =) (4.3.4)

caso contrario

O equilibrio perde a estabilidade quando Re{\} = 0 e assume-se que
A = iw. Entdo, o parametro v atinge seu valor de fronteira 7 e a equagdo caracte-

ristica 4.2.5 torna-se:

1 koo b}
= / S T (4.3.5)
4



Separando a parte real e a parte imaginaria da equagao 4.3.5, obtemos

da parte imagindria a equacao para a freqiiéncia
ko ;
/T sinwz ¢ dz = 0 (4.3.6)
e, da parte real a equagao para a fronteira de estabilidade

[kcoswx——é—e‘“d:r— 1 4.3.7
a (e=oT — e—oF) S (4.3.7)

Integrando e procedendo algumas manipulagoes algébricas nas equagoes

4.3.6 e 4.3.7, obtemos respectivamente
(w coswk + dsinwk) e~ = (wcoswT + ésinwT) e*T (4.3.8)

(6% +w?)(e~® — e~fT)

S
K (51{0

(4.3.9)

onde Ky = (=6 coswk + wsinwk) e — (—§coswT + wsinwT) e~¢T.

Para estimarmos a fronteira de estabilidade 7, que depende de w, pre-
cisamos encontrar a solu¢ao w da equacao para a freqiiéncia 4.3.8 que minimiza 7.
Entao, estamos interessados na menor freqiiéncia .~ > 0 que satisfaca a equacao
4.3.8. Mas esta equacgao ¢ uma equacao transcendental que nos permite apenas uma

analise numérica de seu comportamento.

Utilizando o software Maple V (Release 2 e 3), obtemos uma série de
resultados numeéricos que delineiam o comportamento de 7, quando os parametros

do problema sdo variados.



Apos exaustivas simulacoes. concluimos que:

A fronteira de estabilidade ¥ ¢ inicialmente crescente até atingir um valor
maximo onde passa a decrescer em funcao da taxa de extragao § (para um
intervalo reprodutivo [T, k| coerente). Entdo a taxa de extracao § produz
um efeito estabilizador até certo ponto e, a partir deste valor, passa a ser

desestabilizador. Este comportamento esta ilustrado nas figuras 4.5, 4.6

e 4.7.

Quando deslocamos o intervalo reprodutivo [T, k| no sentido crescente
da idade, sem alterar o comprimento deste intervalo, observamos que
este deslocamento produz um efeito desestabilizador em 7 e que o valor
maximo de 7 ocorre para valores menores de 8. Isto pode ser observado

na figura 4.5.

Observamos que T é um parametro desestabilizador (figura 4.6) e que & ¢é
estabilizador (figura 4.7), confirmando o que foi discutido sem a influéncia

da extragao em [29)].

Quando consideramos T suficientemente menor que k, observamos que
a fronteira 7 varia abruptamente para os valores iniciais de §. Neste
intervalo de 8, ocorrem regices onde 7 é crescente e outras onde 7 ¢é
decrescente em funcao de 8. A partir de um certo valor de §, 77 passa a

ser extritamente decrescente, o que pode ser verificado na figura 4.8.
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Figura 4.5: Comportamento de %y quando movemos o intervalo reprodutivo [T, k] no
sentido crescente da idade.

0 0.2 0.4 0.6 08 1
5

Figura 4.6: Efeito desestabilizador de T.



T=25
2.2

2.151

=

2.1

2.051
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S

Figura 4.7: Efeito estabilizador de k.

Figura 4.8: Comportamento de 5 quando T é significativamente menor que k.
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Vamos considerar dois casos especiais para a maternidade constante. Em-
bora estes casos sejam menos realisticos que o anterior, eles nos possibilitam uma

avaliacao analitica do comportamento de 5 em relagao ao parametro 6.

O primeiro caso supoe que T = 0, isto é, consideramos o periodo juvenil

desprezivel. Em termos matematicos, escrevemos:

a se<e <k
f(z) l(z) = : (4.3.10)

0 caso contrario

; 5 ) a(l — e~
Procedendo cdlculos analogos ao anterior. obtemos Ry = (——) ea

)

fun¢ao maternidade normalizada

“—_eﬁ_—n—)e”‘j" se0<Lr<k

m(z) = (4.3.11)

caso contrario
A estabilidade é perdida quando Re{A} = 0 (A = iw) e v alcanca seu
valor critico 7, como segue
1 k —iwr 4 —ér
?‘? —/0 e m € dz. (4312)

Da parte imaginariada equagao 4.3.12, obtemos a equagio para a freqiiéncia

k
/0 sinwz e 7% dz =0 (4.3.13)

que resulta em

weoswk + §sinwk = w *.

(4.3.14)

Observando esta iltima equagao, podemos assumir que w > 0 sem perda

de generalidade.
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Como sinwk < wk, entdo wcoswk + §sinwk < w(coswk + 6k) e dai:

w e > w(1 + 6k) > w(coswk + 0k) > wcoswk + 6 sinwk. (4.3.15)

Portanto, a equacao 4.3.14 nao pode ser satisfeita a menos que w = 0.

No segundo caso, o periodo juvenil é considerado, mas os individuos nao

mais possuem uma idade limite para a reprodugao. Esta suposicao é expressa por

a sex>T
flz) i(z) = . (4.3.16)
0 caso contrario

—T

a . :
Calculamos Ry = ;¢ ea maternidade normalizada como segue

§ e =T} gag>T
m(z) = . (4.3.17)
0 caso contrario

Quando B* perde a estabilidade, a equagao 4.2.5 da lugar a

1 I
— = —iwrs o~ -T) du. 4.3.1
—= fT e e % ( 8)

Da parte imaginaria de 4.3.18, obtemos

/ sinwz e dz =0, (4.3.19)
T
integrando, obtemos

weoswT + 6sinwT =0 (4.3.20)

e, utilizando propriedades trigonométricas, reescrevemos a ultima equagao como
w
tanwl = -3 (4.3.21)
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Sem perda de generalidade, podemos assumir w > 0 em 4.3.21.

Da parte real de 4.3.18, chegamos na equagao para ¥, como segue

o 1
ée”/ coswz e dr = —. (4.3.22)
T 1=y

Integrando, a equacao acima da lugar a

Lo (6coswT —wsinwT) = i iT’ (4.3.23)
e, novamente utilizando propriedades trigonométricas, temos
6 5— , , 1
{52+w2( _thaan) COSL.L,"T = FIT? (43.24)

Substituindo tan w7 conforme a equacao 4.3.21 em 4.3.24, obtemos

ﬁ(é+§)cosw1‘= l_i% (4.3.25)

que simplificamos
coswT = l—i"_- (4.3.26)

e reescremos como:
F=1-—secwT. (4.3.27)

Ainda para escrever a iltima equac¢ao em uma forma mais simples, basta
2
v w
observarmos que secwl = £V1+tan’uT e. de 4.3.21, que secwT = £4/1 + =

Também, é importante lembrar que consideramos 7 > 2, entao devemos tomar

e
w — .
apenas secwl = —¢/1 + 32 que garante esta condigao. Assim, temos

u.J2
T LA+ (4.3.28)
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Figura 4.9: Gréfico da fronteira de estabilidade ¥ em funcao da taxa de extragao 6,
para T = 20. Podemos observar que § é um parametro desestabilizador.

Para avaliarmos a influéncia da taxa de extragao é na populagao, vamos

-

a5 ; ’
calcular — e estudar seu comportamento. Antes, porém, derivamos ambos os lados

d

da equacao 4.3.21 em relacao a 6.

d d w

Ss(tanuT) = = (—-5) (4.3.29)
e obtemos

Ow w

T T T( +22) >0 (4.3.30)

pois assumimos w > 0.

Agora, derivamos a equagao 4.3.28 em relagao a ¢ e obtemos

7y w? . w 0 fw
55"(”_) E"’(“‘)' (4.3.31)
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; 05
Observe que o sinal de -5} depende do sinal de % (%) pois o produto
1

22\ "2
(l - %) % > (0. Entao, utilizando o resultado obtido em 4.3.30, derivamos

0 (w) _ wT'(w? + 62)

%6\s) " " PerTE o < e 02)

a—_
Com isso, obtemos que cr < 0, o que significa que 7 é uma fungao

aé

decrescente do parametro 0 e entao este parametro tem efeito desestabilizador na

populagao. Observe a figura 4.9 que apresenta o grafico de 5 em fungao da variacao

de 6.

4.3.2 Maternidade Densidade Gamma Deslocada

Este segundo perfil de maternidade selecionado considera um periodo
nao reprodutivo até a idade T', seguido por um periodo reprodutivo onde f(z) I(z)
¢ inicialmente crescente com a idade z até atingir um valor maximo e entao decair
rapidamente para zero quando ¥ — oo. Para este fim. vamos utilizar uma funcao
Densidade Gamma Deslocada, que € freqiientemente encontrada na literatura [5, 18,

19, 25]. Observe a figura 4.10.

Entao, tomemos f(z) I(z) definida como

f(@) U(z) = Sg“(""‘""T’” S (43,33

caso contrario

onde a é uma constante real positiva e

Ts+1

gs(x,’i") = m z* e™™" (4334)
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Figura 4.10: Gréfico da fungao gs(z —T,7) paraT =10, 7 =0.5e s = 5.

para s > 0, onde I'(s + 1) é a funcdo Gamma, usualmente definida como

o0

I'(s+1) =f & dr.

0
Calculamos, entao. a taxa reprodutiva basica

R = /Oma gs(x —T,7) e dz
T.s—i—l

—oT
a ____-(T-l- 6)34'1 e

e a maternidade normalizada

) 9z ~T,7) %) sez>T

m(x) =

7

0 caso contrario

que reescrevemos de maneira simplificada

gt =T, 74+6) sex>T
miz) =

0 caso contrario
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Neste caso, a equacao caracteristica 4.2.5 pode ser escrita utilizando

transformada de Laplace, que denotamos por £, como segue

1 ]
ﬁ = L{gs(z, 7+ 6)} (4.3.39)
e, resolvendo a transformada, obtemos
1 (T4 6)**1
A O S Y i

Quando a estabilidade é perdida, A = iw, 7 alcanga seu valor critico ¥ e

a equacao 4.3.40 torna-se
1 o5 T+ §)*t!
—iwT ( o) ) (43.41)

=g
(T + 6 + iw)*+

Loty
Para facilitar a manipulacao algébrica, vamos representar o niimero com-

plexo 7+6+iw na sua forma polar p €, onde p = /(7 + 6)? + w? e § = arctan (»— i 6) :

Substituindo em 4.3.41, chegamos a

1 _r (T8
T TG TT) (4.3.42)
na seqieéncia
s+1
ilwT+0(s+1)] _ﬂ_) - 5 2
e (‘r+ 5 1 -7, (4.3.43)
e finalmente
p s+1
{cos[wT + 0 (s + 1)] + isin[wT + 6 (s +1)]} (m) =14 (4.3.44)
Da parte imagindria da equacao 4.3.44, observamos que:
(4.3.45)

sinfwl +6 (s +1)] =0,
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que implica em

coslwT + 8 (s + 1)] = £1. (4.3.46)

Por outro lado, da parte real de 4.3.44. obtemos a seguinte equacao para

a fronteira da estabilidade

: p et 5
cos|wT + 8 (s + 1)] (m) =T (4.3.47)
e, isolando 7, obtemos
o 1 T 6 p s+1
¥=1-—cosjwT +8 (s+ 1) (’r+é) ; (4.3.48)

Utilizando 4.3.46, podemos simplificar a 1iltima equacio. E importante notar que

devemos utilizar cos[wT +6 (s+1)] = —1 pois isto garante a condigao vy > 2. Entao:
p s+1
A== 4.3.
114 (723)

e, substituindo p, obtemos:

B ( (:r+5)2+,_-2)’
F=1+ ; (4.3.50)

Voltando a equacao da frequéncia 4.3.45, podemos observar:

Wl +0 (s+1)=jr  j=0,%1,%2,... (4.3.51)

onde substituindo # anterior e reorganizando, obtemos:

w jm —wT _
arct = 4.3.52
drcan(T_;-é) S| ( 52)
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e, na seqiiéncia,

jm — wT
taH(J"‘;H ): = j=0,%1,42,. ... (4.3.53)

Observe que, se substituirmos ¢ na equagao 4.3.45, podemos assumir que

"w > 0 sem perda de generalidade. Ainda, quando fazemos esta suposi¢ao sobre w,

w
temos que arctan (
=

6) > 0 e o lado esquerdo da equacao 4.3.51 torna-se positivo,

o que forga-nos a considerar j > 0.

Na seqiiéncia, definimos a funcao

d(w) = «T + arctan (1’?—5) (s+1)

= j=& g= 1,2 Bysuu (4.3.54)

Procedendo a derivada de © em relagao a w, obtemos:

do T+6
2 i,
TR xR Chehas)

E entdo a freqiiéncia minima ocorre quando j = 1. Portanto, a equacao da freqiiéncia

4.3.53 torna-se:

T —wl w
tan( | )— e (4.3.56)

Agora, para estudarmos o comportamento de ¥ em funcao de 4, temos

leul o
que calcular —.
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Figura 4.11: Grafico da fronteira de estabilidade 7 em funcao da taxa de extragao
§,paraT =10, s = 5 e 7 = 0.5. Podemos novamente observar que 6 é
um parametro desestabilizador.

a
Primeiro, obtemos -i% derivando os dois lados da equacao 4.3.56, como

segue:

d e [ w

— = — 4.3.57

aa[tan( s+1 )] 86[1‘-{-6] M
e, entao:

Ow w(s+1)

B TR+ A T+(r+08) (5+1) . 350

pois assumimos w > 0.

d
Ainda, procedemos a derivada i

a6

oY w? T W 2[ w ] _
%—(34-1) (1+(T+5)2) T4+6 06 lr+6] (4:4:59)
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; 6] 80 positivas, basta analisarmos o sinal
i

Como as parcelas a esquerda de 585 [

0 w . _ o5 -
de 2 [T_-l-—é] para determinarmos o sinal de 2% Assim:
O w 1_ —w [(T+08)*+w? T
3% |73 = T (0Pt A T+ (o) vy 0 (4300

2y

g1

a6

de 6 e, por conseqiiéncia, 6 ¢ um parametro desestabilizador. A figura 4.11 ilustra

e, portanto, temos que < 0. Deste fato, concluimos que 7 é funcao decrescente

este resultado.

4.4 Resultados: Extragao 2

Nesta secao, consideramos que uma fragao ¢ da populacio com idade

superior a ¢ é extraida. Entao ¢(z) = dY[c,00)(2) €

1 se0<z<e
E(z‘) = . 7 (441)
e %9 ser>e¢

4.4.1 Maternidade Constante
Seguindo a mesma linha da subsecao 4.3.1, consideramos uma saida re-
produtiva constante no intervalo [T, k] dada na equagao 4.3.2.

Na sequéncia, calculamos a taxa reprodutiva basica Ry = a Cj, tal que

I 3
Cy=0—~T 47z =3 g 2k=e) (4.4.2)
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e a maternidade normalizada

1 seT<zx<c
1
m(z) = a e ) sgee<z <k . (4.4.3)
0 caso contrario

A equacao caracteristica é agora escrita como

Co
i—~%

e k
= [r e dg 4 / e~ ¢=5=9) dg; (4.4.4)

quando a estabilidade é perdida (A = iw e v = 7), obtemos da parte imaginaria a

seguinte equagao para a freqiiéncia w:

coswT — coswe ) G . :
s - B E o (e7%*=°) sinwk — sinwe) (4.4.5)
W —8(k—c) .
+ e (e coswk — coswc)

e da parte real:

= Co
onde
i —sinwT’ ) ;
Kpi= e wsmw + T (coswe — e~ 35~ coswk) (4.4.7)

W = y ¥
m (Slnﬁb'c o 8_6“"—{:) Slnmk).

Procedendo experimentos numeéricos, aproximamos o comportamento de
7 em relacao aos parametros da extracdao d e ¢, e em relagao aos parametros do

intervalo reprodutivo 7' e &£. Obtemos os seguintes resultados:
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e O comportamento de § em relacdo a taxa de extracio § é semelhante ao
obtido para a maternidade constante na primeira estratégia de extracao.
Inicialmente, 7 é crescente, até atingir um valor maximo e passar a decair
com o crescimento de 6 (figuras 4.12, 4.13, 4.14, 4.18 e 4.19). Ainda,
quando tomamos k suficientemente maior que T', observamos que 7 oscila
(ora crescente, ora decrescente), o que também acontecia na extracao 1

(figura 4.16).

e O comportamento de ¥ em relacao a idade ¢ em que se inicia a extragao é
apresentado nas figuras 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15. Neste caso, ¢ comporta-se
como desestabilizador para valores de ¢ proximos de zero (figura 4.15:
5 = 0.005), atravessando uma regiao de transicao onde ¢ é ora estabi-
lizador ora desestabilizador (figura 4.15: 6 = 0.05) ¢ finalmente passa a
comportar-se como um parametro estabilizador para valores maiores de

§ (figura 4.15: 6 = 0.1, 6 =0.2,§ = 0.3, § = 0.5 e 6 = 0.995).

e Quando movemos o intervalo etario [T, k] no sentido crescente da idade
(movendo também o ¢), observamos que este deslocamento produz um

efeito desestabilizador (figuras 4.16 e 4.17), como na extragao 1.

e O retardo reprodutivo 7' comporta-se novamente como parametro deses-

tabilizador (figura 4.18) e k, como parametro estabilizador (figura 4.19).
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T=10 k=60
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.12: Comportamento de 7§ em relacao a ¢ para diferentes valores de c.

=10 k=60

~I

Figura 4.13: Comportamento de 7 em relacao a ¢ para diferentes valores de c.



Figura 4.14: Comportamento de 7 em relagao a § para diferentes valores de c.

T=10 k=60
e

Figura 4.15: Comportamento de 7 em relagao a c¢ para diferentes valores de é.
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e __T=10 ¢=20 k=40
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Figura 4.16: Comportamento de 7 quando movemos o intervalo reprodutivo [T, k]
no sentido crescente da idade.

=

=10 ¢=20 k=40

Figura 4.17: Comportamento de 5 quando movemos o intervalo reprodutivo [T, k|
no sentido crescente da idade.
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k=60 ¢=50
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Figura 4.18: Efeito desestabilizador de T'.

Figura 4.19: Efeito estabilizador de £.




O primeiro caso particular considerado é quando f(z) I(z) é constan-
te no intervalo [0, k], desprezando o periodo juvenil T conforme a equacio 4.3.10.

Calculamos Ry = a Cy, onde

1 1 .
Co=c+ 2 gik=g) (4.4.8)

Na seqiiéncia, a funcao maternidade normalizada fica:

i se0<z<c
i
m(z) = -CTO e =9 gec<z<k . (4.4.9)
0 caso contrario

Considerando que a estabilidade é perdida quando Re{\} = 0, substi-
tuimos A por iw na equacao caracteristica e v por seu valor critico 3. Da parte

imagindria obtemos

(1 — coswe) (6% + w?)
W

=6 [e"s“"_"’ sinwk — sinwc] +w [e'g("'_"] coswhk — cosuc] g
(4.4.10)

que podemos reescrever como f(w) = 0, onde f(w) é dada por:

— coswe) (62 + w?)
w

Flad) =2

+ 0 [sinwc =g~ 8= sy w'k}

+ w [coswc — g~ 0F1) coswk} . (4.4.11)

Numericamente, observamos que a funcao 4.4.11 apresenta uma unica
raiz: w = 0. Alguns graficos de f(w) sao apresentados nas figuras 4.20, 4.21 e 4.22.

Portanto, a equacao 4.4.10 nao pode ser satisfeita a menos que w = 0.
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k=65 ¢=20
d=0.05

Figura 4.20: f(w) apresenta uma iinica raiz w = 0.

k=65 ¢=20
=0 999 15

flw)

104

-154

Figura 4.21: f(w) apresenta uma inica raiz w = 0.



k=55 e=15
S=05

Figura 4.22: f(w) apresenta uma tunica raiz w = 0.

O segundo caso particular da maternidade constante em questao é ex-

presso pela equagao 4.3.16 onde f(x) I(x) é constante a partir do periodo juvenil T'.

Encontramos Ry = a Cj onde

Co =c—T+ E (4.4.12)
e
1 seT<e<e
1
m(z) = — { e %9 gez>ec . (4.4.13)
Co -
0 caso contrario

Quando a estabilidade é perdida, temos que A =i w e v = ¥ na equacao

4.2.5. Obtemos, entao. a equagdo para a fregiiéncia w

(coswe — coswT) (6% +w?) = w (§sinwe + w coswe) (4.4.14)

7



e para a fronteira da estabilidade 7

=1 (4.4.15)

onde

sinwTl —sinwe wsinwe — 6 coswec

Ko = - P (4.4.16)

Procedendo intimeros experimentos numéricos, concluimos:

e O parametro 6 comporta-se como desestabilizador (figuras 4.23 e 4.24),
exceto quando 7" é muito menor que c; nestes casos, 7 ¢ decrescente por

intervalos (figura 4.23: T = 1).

e A idade na qual inicia-se a extracao comporta-se como um parametro
estabilizador (figuras 4.24 e 4.26). exceto possivelmente para valores pe-

quenos de ¢ e grandes de c (figuras 4.25 e 4.26: § = 0.05).

e Observamos novamente que 7' é um parametro desestabilizador (figura

1.23).
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Figura 4.23: Efeito desestabilizador de T'.

Figura 4.24: Efeito estabilizador de c e desestabilizador de 9.
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0.02 0.04 0.06 0.08 01

Figura 4.25: Comportamento de 7 em relagao a ¢ quando ¢ estd entre 40 e 50.

=10 i
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8 .
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10 20 30 40 50
¢

Figura 4.26: Comportamento de 5 em relagao a ¢ para diferentes valores de .
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4.4.2 Maternidade Densidade Gamma Deslocada

Considere a maternidade gamma deslocada f(z) l(z) apresentada em

4.3.33. Calculamos Ry = a Cy, onde:

o= [ale-Tr)de+ [ 9 g(c-T,r) da, (4.4.17)

e. a maternidade normalizada:

gs(z —T,7) seT <zr<e
s 1
m(z) = o e~ g (z—-T,7) sexz>c : (4.4.18)
0
0 caso contrario

Quando a estabilidade é perdida, A é substituido por iw e v alcanca seu
valor na fronteira 7 na equacao caracteristica 4.2.5. Da parte imaginaria, obtemos

a seguinte equagao para w:

c >
j; gs{x —T,7)sinwz dz + [ e g (z - T,7)sinwz dz =0 (4.4.19)
e, da parte real, obtemos que
T=1l-— (4.4.20)
onde
c o0 5
Ko= [ gz = T,r)coswr dz +/ e g (z — T,r)coswz dz  (4.4.21)
e Cp é dado em 4.4.17.

Substituindo g;(z — T, 7) (definida na equagao 4.3.34), fazendo a troca
de varidaveis v = z — T e utilizando propriedades trigonométricas, reescrevemos as
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equagoes 4.4.17, 4.4.19 e 4.4.21 como segue

’:"‘H'i

c-T o0
_ 8 =TV —&(T—¢e) 8 —(6+TIv K
CO_—_F(S+1] [/0 vie ™ dr+e L—TV e du], (4.4.22)

e=T e=T
sin wT/ v® e coswr dv + coswT / v e sinwr dv +
0 0

o0
e~ 4T—9) [sian/ v e Ot W eoswr dv +
e—=T

s =]
cosz/ v e+ gin du] = (
e=T
(4.4.23)
e
7—3+1 =T ce—T
Ky = ——<{cos wT/ v* e coswr dv — sin wT/ v e " sinwy dv
[(s+1) 0 0

00 o]
T o [cos wT/ v e~ wos v dy — sian/ v e BT gin wu du]} .
e=T =T

(4.4.24)

As equagoes 4.4.22, 4.4.23 e 4.4.24 sao expressas em termos de integrais
definidas. Estas integrais sao resolvidas durante os experimentos numéricos reali-
zados no aplicativo Maple V. Vamos assumir que s é um nimero natural. Esta

suposicao também foi utilizada em outros trabalhos [18, 19].

Procedendo de maneira similar a subsecao 4.3.1, estimamos numerica-
mente a fronteira de estabilidade 7 em funcao dos parametros de interesse. Com

isso, obtemos os seguintes resultados:

e A fracao de individuos removidos, ¢, produz um efeito estritamente de-
sestabilizador conforme as figuras 4.27, 4.28 e 4.29.
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T=10 s=5 r=0.2 |

quando individuos mais jovens sao removidos ¢ é um parametro desesta-

bilizador (figura 4.27); a partir de uma certa idade, ¢ passa a ser estabi-
lizador (figuras 4.28 e 4.29) e, finalmente, ¥ permanece aproximadamente

constante em relacao a ¢ (figura 4.30).

e O retardo reprodutivo apresenta-se como um parametro desestabilizador

(figura 4.31).
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T=10 s=5 =020

2.51

~

2.4

2.31

2.2

2.7

Figura 4.28: Comportamento de 5 em relagao a 6 para diferentes valores de e,

2.551 T=10 s=5 r=02

~

2.59

2.45

2.4

2.351

2.3

2.254

2.2

Figura 4.29: Comportamento de 7 em relagao a é para diferentes valores de c.
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Figura 4.30: Comportamento de F em relagao a ¢ para diferentes valores de §.
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Figura 4.31: Efeito desestabilizador de T'.
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Vamos considerar o caso particular da maternidade gamma deslocada

quando s = 0. Neste caso, a maternidade é reduzida a
are T gegsT

flz) l(z) = : (4.4.25)

0 caso contrario

onde a é uma constante real positiva.

Calculamos entao o nimero reprodutivo basico Ry = a Cy tal que

Gh=il— R pe g (4.4.26)

e a maternidade normalizada

g geT <z<c¢c
e’
m(z) = Co e~F g~ H=t) gp g > . (4.4.27)
0 caso contrario

O equilibrio B* perde a estabilidade quando Re(A) =0 (A =iw ey =7)

e a equacao caracteristica da origem a equacao

TsinwT + < coswT i . T T4+ 6
e e = e 7T {smu-;c[

72 + w2 2+’ (T+6)2+u?

1 1
+ wcoswe L"Q Fwe A (1o +w2]} (4.4.28)

para a freqiiéncia, e a equagao

_ Co
F=l——s 7 (4.4.29)
para 7, onde
T Teoswl —wsinwTl
I{g = € T2 +w2
T+0 7z ; 1 1
+ e "“(coswec — 5| +wsinwe — .
(T+6)2+w? 72402 e
(4.4
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T=10 r=0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.32: Comportamento de 7 em relagao a 6 para diferentes valores de c.

Com base em inumeras simulagoes, concluimos que:

e A taxa de extracdo ¢ é um parametro desestabilizador para a maioria dos
valores de ¢ (figura 4.32), exceto em um pequeno intervalo de ¢ onde 6 é
inicialmente desestabilizador e posteriormente estabilizador (figuras 4.33:

c =140, 4.34: ¢= 38 e c=40).

e A idade onde inicia-se a extrac¢ao, ¢, comporta-se inicialmente como um
parametro estabilizador, passando por uma regiao de transicao a partir

da qual a variagao de c nao altera a regido de estabilidade (figura 4.35).

e Temos novamente o efeito desestabilizador de T (figura 4.36).
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Figura 4.33: Comportamento de 7 em relacao a ¢ para diferentes valores de c.
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Figura 4.34: Comportamento de 5 em relagao a § para diferentes valores de c.
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Figura 4.35: Comportamento de 5 em relagao a ¢ para diferentes valores de §.
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Figura 4.36: Efeito desestabilizador de T'.
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O segundo caso particular considerado é quando s = 0 e T = 0. Assim,

a fungao maternidade é dada por

fz) Hx) = ; e S ; (4.4.31)

caso contrario

onde a é uma constante real positiva.

A taxa reprodutiva bésica é Ry = a Cj tal que

Co=1-¢"+3 ; = B (4.4.32)

e a maternidade normalizada é

a se0<z<e
-
m(z) = o e geuw > e : (4.4.33)
0
0 caso contrario

Quando a estabilidade é perdida, da parte imaginaria da equacao carac-

teristica tiramos a seguinte equagao para a frequéncia

G = sinwe i — T e + weoswe : /
24w? 24+ (T+02+W] T T [P+ (TH 62+

(4.4.34)

que apresenta w = 0 como unica solugao (verificagcao numérica). Podemos reescrever

4.4.34 como f(w) = 0 onde

T+6

T 1 1 w
2 4+w? (7462 +w?

) COSWE — — —ef —.
]+w [‘ﬂ-ﬁ-uﬂ (T+0)% +w? T2 i

f(w) = sinwe [

(4.4.35)
A figura 4.37 apresenta um grafico tipico do comportamento de f(w). Nos casos ve-
rificados, sempre obtemos graficos semelhantes. Por conseqiiéncia, a equagao 4.4.34
nao pode ser satisfeita a menos que w = 0.
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Figura 4.37: f(w) apresenta uma tinica raiz w = 0.

4.5 Resultados: Extracao 3

Nesta 1ltima segao, consideramos que individuos no intervalo etario [e, c+

n] sao extraidos a taxa constante ¢, que significa ¢(x) = dx(c,c4nj() €, portanto,

1 sel<z<e
€z)=¢ e sec<z<c+n . (4.5.1)
g-in sexr >c+n

4.5.1 Maternidade Constante

Tomando a maternidade constante no intervalo etério [T, k] conforme a

equacao 4.3.2, podemos encontrar Ry = a C) tal que

—én

$e™ ™ (ke — 6 —~n), (4.5.2)

1 e
CO—C_T_'_E_ 5
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e a funcao maternidade normalizada

1 seT<z<c
1 e =0 gec<zr<c+n
m(z) = = : (4.5.3)
Co | ¢on sec+n<z<k
{ 0 caso contrario

Quando o equilibrio B* perde a estabilidade (A = iw e ¥ = 7), obtemos

da equacdo caracteristica a equagao para a freqiiéncia w
e [e'é“ cosw(c+n) — coswc] = dw [e_é“ sinw(c+n) — sinwc]
+ (82 +u?) [e“s“ coswhk — cos wT] (4.5.4)

e a equagdo para a fronteira da estabilidade

. Co o
F=1+ X, (4.5.5)

onde

sinwl —sinwe wsinwe — d coswe

Ko = w ¥ 62 + w?
e~ [§ cosw(c + n) — wsinw(c + n))
S 62 + w2
—6n [o sk
4 & [smw(c: n)— sinw ] (4.5.6)

Através de experimentos numéricos, pesquisamos a solu¢ao w da equagao
4.5.4 a qual corresponde o menor valor de 7. Com base nestes experimentos, con-

cluimos:

e O efeito da taxa de extracao & na fronteira da estabilidade concorda

com que foi apresentado para a maternidade constante anteriormente
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(extracao 1 e 2). A fronteira 7 € inicialmente crescente em funcao de 6,
atingindo um ponto maximo e passando a decrescer (figuras 4.38, 4.39,

4.41,4.45, 4.46 e 4.47).

O efeito de ¢ em 7 também concorda com o apresentado na secao 4.4.1.
Este efeito é ilustrado nas figuras 4.38, 4.39 e 4.40. Para valores pequenos
de &, ¢ comporta-se ora como estabilizador, ora como desestabilizador
(figura 4.40: 6 = 0.005, 6 = 0.05, 6 = 0.1 e 6 = 0.2). Para valores
mais elevados de 9, a idade onde inicia-se a extra¢ao é um parametro
estritamente estabilizador, ou seja. quando removemos individuos mais
velhos temos uma tendéncia a estabilidade (figura 4.40: § = 05e § =

0.995).

O efeito do tamanho do intervalo de extracao n na fronteira de estabili-
dade 7 pode ser observado nas figuras 4.41, 4.42, 4.43 ¢ 4.44. Para valores
pequenos de ¢ (figura 4.42: ¢ = 0.005), n comporta-se como estabilizador,
isto €, se a fragdo de individuos extraidos for muito pequena o tamanho do
intervalo de extragao ¢ estabilizador. A figura 4.43 apresenta uma regiao
de transicao, onde ¢ ainda estd proximo de zero, na qual 5 comporta-
se ora crescente, ora decrescente; neste ponto, para valores grandes de
n, o parametro comporta-se como estabilizador. E finalmente, quando

observamos valores maiores de 6, obtemos um comportamento padrao:
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T=10 k=65 »=20

Figura 4.38: Comportamento de F em relagao a é para valores diferentes de c.

% pode ser crescente para um pequeno intervalo inicial de n, decaindo

bruscamente (n desestabilizador) e terminando constante em relacao a n

(figura 4.44).

e Quando movemos o intervalo reprodutivo [T, k] no sentido crescente da
idade, movendo também ¢ e mantendo n constante, observamos que este
movimento produz um efeito desestabilizador e que o F maximo ocorre

em valores menores de § (figura 4.45).

o Como nos casos anteriores, 7' ¢ um parametro desestabilizador (figura

4.46) e k é um parametro estabilizador (figura 4.47).
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T=10 k=65 n=20

c=30

0.8 1

Figura 4.39: Comportamento de 7 em relagao a ¢ para valores diferentes de c.

T=10 k=065 n=20

~i

S=0 805

Figura 4.40: Comportamento de 5 em relagao a ¢ para valores diferentes de 6.
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T=10 k=55 ¢=20

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
)

Figura 4.41: Comportamento de 7 em relagao a é para valores diferentes de n.

T=10 k=55 ¢=20 |
a=0 U7
?.
7
B.
S=0 s
5.
G005
4
0 20 40 60 80 100
n

Figura 4.42: Comportamento de 7 em relagao a n para valores diferentes de 4.
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T=10 k=55 ¢=20

~

a=i

a=d df

0 20 40 60 80 100

Figura 4.43: Comportamento de 7 em relacao a n para valores diferentes de 6.

61 T=10 k=55 ¢=20

Figura 4.44: Comportamento de 7 em relacao a n para valores diferentes de §.

97



4.4 #=20

4.2

~l

1.8
3.61
3.41
3.2

=10 k=55
=30

2.81
2.5
2.4
2.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
)

Figura 4.45: Comportamento de ¥ em relagao a 6 quando movemos o intervalo [T, k]
no sentido crescente da idade. movendo também ¢ e mantendo n cons-
tante.

k=100 ¢=70 n=20

2.25]

=~

2.24
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Figura 4.46: Efeito desestabilizador de T'.
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T=65 ¢=70 n=20

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
)

Figura 4.47: Efeito estabilizador de k.

Para esta terceira estratégia de extracao, vamos considerar somente o caso
particular no qual a maternidade é constante no intervalo [0, k] (o periodo juvenil é

desprezado), conforme a equagao 4.3.10.

Procedendo os cdlculos pertinentes, encontramos Iy = a Cy onde

e—En

cozc+% g (e h); (4.5.7)

1 sel<z<c

1 ez gec<z<c+n
e P . (4.5.8)
Co | g=én sec+n<z<k

0 caso contrario
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0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6

—

Figura 4.48: f(w) apresenta uma tinica raiz w = 0.

Quando a estabilidade é perdida, obtemos da parte imaginaria da equacao

caracteristica, a seguinte equacao para a freqiiéncia

62 [e‘é“‘ cosw(c+n) — coswc] = 6w [eF'E“ sinw(c + n) — sin wc}

+ (6% +w?) (e"s" cos wh — 1) . (4.5.9)

Podemos escrever esta ultima equacao como f(w) = 0 tal que

flw) = 6 [coswc — e~ cosw(c+ n)] +ow [e"s“ sinw(c+n) — sinwc]

+ (6% +w?) (e"s" coswk — 1) : (4.5.10)

Pesquisamos numericamente as raizes de 4.5.10 e obtemos que esta fungao

possui uma tnica raiz em w = 0. A figura 4.48 ilustra o grafico de f(w).
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4.5.2 Maternidade Densidade Gamma Deslocada

Novamente utilizamos a maternidade f(z) [(z) dada em 4.3.33. Obtemos

Ry = a Cy, onde:
v ets —bé(z—c) o« —én
Gy = / gz —Ty7v)dz + ] e g(z—T,7)dz + e gz —T,7) dz
T e ctn
(4.5.11)
e 7
gz = T,7) ge "< ge
i e 8@ g(z—-T,7) sec<z<c+n
) = o 9 ) (4.5.12)
Co | eon gs(z =T, 7) sex>c+n
! 0 caso contrario

Quando a estabilidade é perdida, a equacao caracteristica4.2.5 nos fornece

uma equagao para w

f go(x =T, 7)sinwz dz
T

/ e—bz—0)
/ o gy(x —

e, uma equacao para vy

c
T=1-—

I 1-0

onde

e c+n
Ky = f go(z —T,7)coswz doz + / e
T c

oo

= e—En
c4n
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—é(z—c)

_(}3(37 o

gs(z = T,7)sinwz dx

T,7)sinwz de =0 (4.5.13)

(4.5.14)

gs(z — T,7)coswz dz

T,T)coswzx dz. (4.5.15)



Utilizando um procedimento andlogo a se¢ao 4.4.2, reescrevemos as equacoes

4.5.11, 4.5.13 e 4.5.15, respectivamente, como segue

T-5+1 c=T c+n—T
O =sr——s / e Ydy + e”é‘T_")f v° et g,
I'(s+1) |Jo =T

+ 6_6"/ v e dy], (4.5.16)

+n-=T

e—=T =T
sin wT/ v e ™eoswry dv 4+ cos wa v e”"Vsinwr dr
0 0
c+n—-T ctn-=T
—6(T— : 3 —(8 . = 5
g~iE=0) lsmu;Tf v et Weoswy dv + cosz] v e W gin wr du]
=T =T

i e ] oo
urin [sm wT/ v e ™Weoswry dv  + cosz/ v e sinwy dy] =0
c+n-=T c

+n-T
(4.5.17)
e
i s+l =T " ] e—T
Ky = —— cosz/ v e "V eoswy dv — smwT/ v® e”"sinwy dv
(s+1) 0 0
e+n-=T et+n=T
s, @I cosu;T/ v e 0t cog oy dy — sian/ v eV gin oy du
=T c=T
5 o0 . oo
e @R {cosz ¥ e” ™ coswr dv — smwT[ v® e""sinwr dy } {
ce4+n-=T cedn—T

Via experimentacao numérica, estimamos a fronteira de estabilidade em
funcao de parametros convenientes. Observamos dois comportamentos possiveis de

7 quando variamos os parametros. Eles serao descritos a seguir separadamente.

Caso 1:

e A figura 4.49 mostra o efeito desestabilizador de 6.
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2.05

=15

T=10 n=20 s=3 r=0.5

0 0.2 0.4 0.5 0.8 1

8

Figura 4.49: Comportamento de 5 em relagao a ¢ para diferentes valores de c.

e Como pode-se verificar nas figuras 4.49 e 1.50. ¢ inicia produzindo um

efeito desestabilizador, passando para estabilizador.

certa idade, 7 permanece constante em relacao a c.

A partir de uma

e Quando o tamanho do intervalo de extracao é pequeno, n comporta-

se como um parametro desestabilizador. Depois de um certo ponto, ¥

permanece constante em relacao a n (figuras 4.51 e 4.52).

e O efeito desestabilizador do retardo reprodutivo T é apresentado na figura

4.53.
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Figura 4.50: Comportamento de ¥ em relagao a c para diferentes valores de §.
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Figura 4.51: Comportamento de 7 em relagao a é para diferentes valores de n.
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Figura 4.52: Comportamento de 5 em relagao a n para diferentes valores de 8.
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Figura 4.53: Efeito desestabilizador de T'.
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Caso 2:

Neste caso, a fronteira 7 apresenta-se inicialmente crescente passando a
decair em relacao a 6 (figuras 4.54, 4.56 e 4.58), a partir de um ponto
maximo. A figura 4.54 mostra que este maximo ocorre em valores menores
de 7 e 6 quando tomamos valores maiores de ¢, introduzindo a possibil-
idade de 7 ser estritamente decrescente em relacao a §, como no Caso
1 (figura 4.54: ¢ = 75 e ¢ = 95). Este maximo também é sensivel ao

crescimento de n como podemos observar na figura 4.56.

O efeito de ¢ na fronteira da estabilidade é semelhante ao do Caso 1 e

esta ilustrado na figura 4.55.

O tamanho do intervalo de extracao é inicialmente estabilizador passando
a desestabilizador e, a partir de um certo valor de n, este parametro nao

influencia significativamente na regido de estabilidade (figura 4.57).

O retardo reprodutivo apresenta-se ora como estabilizador, ora como de-
sestabilizador, dependendo de § (figura 4.538). Observe na figura 4.58 que
o valor maximo de ¥ vai decaindo com o crescimento de 7" e também

passa a ocorrer em valores maiores de ¢.
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T=30 n=30 s=4 r=01

Figura 4.54: Comportamento de 7 em relagdo a 6 para diferentes valores de c.

T=30 n=30 s=4 r=0f
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S=0 405
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40 60 80 100 1éecl-in 160 180 200

Figura 4.55: Comportamento de 7 em relacao a ¢ para diferentes valores de 6.
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Figura 4.56: Comportamento de 7 em relagao a § para diferentes valores de n.
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Figura 4.57: Comportamento de 7 em relacao a n para diferentes valores de 6.
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=30 n=30 s=4 r=0.1

Figura 4.58: Comportamento de 7 em relagao a é para diferentes valores de T,

Como na secao 4.4.2, vamos considerar o caso particular da maternidade

gamma deslocada onde s = 0. A funcao maternidade, neste caso, é descrita na

equacao 4.4.25. A taxa reprodutiva bésica é Ry = a 7 e”T Cy, onde

D R £ Béc

én

— e

Ca = + e—“(é-f—f)c o e—k5+‘r][c+n) e—r(c+n)
L T o+T1 [ ] * T

¢ a maternidade normalizada é

.
g selT'<z<c
1 e e %9 sec<z<cH+n
m(x) = oA 1 B 5
0 e TF e sexr>c+n
0 caso contrario

Quando a estabilidade é perdida, obtemos a equacao para w

—rp T8inWT +wcoswT J— (6 + 7) sinwe + w coswe
72 + w? (6 +7)% + w?
—re (54T Tsinw(c + n) + wcosw(c + n) _
T2 +w2

e

e
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—re TSINwc+wcoswe
e

T2 4+ w?
—re (64 (8 + T)sinw(c +n) +wcosw(c +n)
e e G+ 47 (4.5.21)
e a equacao para a fronteira 7
Co
F=1-—2 5.
Y X, (4.5.22)
onde
7 = Teoswl — wsinwT e T COSWC — W Sinwe
ol 72 + w? 72 4 w2
+ e (6 + 7) cos we — wsinwe
(6 +7)2 + w2
o=7¢ g=(6+7)m (6 + 7)cosw(c + n) — wsinw(c + n)
(64 7)% + w?
A TCOSwW(c+n) —wsinw(c+n
T + W

A partir dos resultados obtidos, observamos:

e O parametro ¢ apresenta-se como desestabilizador na maioria dos casos

(figura 4.59), exceto para alguns valores de ¢ (figura 4.60: ¢ = 40).

e A regido de estabilidade (0,7) ¢ inicialmente crescente em relagdo a ¢, pas-
sando por uma regidao de transicdo e tornando-se praticamente constante

a partir de um certo ponto (figura 4.61).

e O tamanho do intervalo de extracao. n, é um parametro inicialmente
desestabilizador mas que nao apresenta efeito sobre 7 para valores maiores
de n (figuras 4.62 e 4.63).
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Figura 4.59: Comportamento de 5 em relacao a § para valores diferentes de c.

e O efeito desestabilizador de T é apresentado na figura 4.64.
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Figura 4.60: Comportamento de F em relacao a ¢ para valores diferentes de e.
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Figura 4.61: Comportamento de 5 em relagao a ¢ para valores diferentes de §.
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Figura 4.62: Comportamento de 7 em relagao a é para valores diferentes de n.
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Figura 4.63: Comportamento de 5 em relagao a n para valores diferentes de 9.
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Figura 4.64: Efeito desestabilizador de T'.

Agora, vamos considerar o caso particular em que s = 0 e T = 0 cuja

funcao maternidade é dada na equacao 4.4.31. Também obtemos Ry = a Cj onde

e
TE
Co=1—-eT"+ o [e“(“’lc - e-(”f“”“}] " (4.5.24)
e 4
er T sel<z<e
- e e gec<r<c+n }
m(z) = roR < . (4.5.25)
0 g =i ser>c+n
0 caso contrario

\

Quando a estabilidade é perdida, obtemos

87 + 672 — bw?) |sinwe — et Msinw(c + n)| +
(
(6% +267) w [cos we — e M eosw(c + n)] = e"w [(6 +7)? +w2]
(4.5.26)
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Figura 4.65: f(w) apresenta um tinica raiz w = 0.

da parte imaginaria da equacdo caracteristica. Esta equacao s6 é satisfeita quando

w = 0. Se reescrevemos 4.5.26 como f(w) = 0 tal que

flw) = (6% + 672 —6w?) [Sin we — e sinw(e + n)]
+ (8°+26T) w [cos we — e " eogwl(e + n )] —e™w [(5 +7)° + wz] g

(4.5.27)

a figura 4.65 ilustra o gréfico tipico de f(w) que possui uma tnica raiz em w = 0.
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5 CONCLUSOES

O primeiro resultado importante do capitulo 4 foi que independente da
estratégia de extracao utilizada e do perfil reprodutivo considerado, sempre que
"desprezamos o periodo juvenil (T" = 0), temos que a equacdo para a fregiiéncia

apresenta como lnica solu¢ao w = 0.

Foram observados trés parametros da extracao: a fracao de individuos
removidos (6), a idade na qual inicia o intervalo de extracdo (c). presente nas es-
tratégias de extragdo 2 e 3, e o tamanho do intervalo de extracdo, n. introduzido na

Extragao 3.

A frac¢do de individuos removidos, §, comporta-se essencialmente como
um parametro desestabilizador para a maioria dos valores de 6, ou seja. o aumento da
fracao de individuos removidos produz a redugao da regiao de estabilidade, exceto em
dois casos que apresentamos a seguir. O primeiro caso ocorre quando consideramos
a maternidade constante no intervalo [T, k| para as trés estratégias de extracao onde
§ comporta-se inicialmente como estabilizador, passando a desestabilizador quando
¥ atinge um valor maximo em relacao a 6. O ponto de maximo de § mostrou-se
sensivel a posi¢ao do intervalo reprodutivo, movendo-se para valores menores de 6
quando [T, k] move-se para valores maiores da idade e este deslocamento produziu

efeito desestabilizador. Além disso, para valores de k suficientemente maiores que
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os de T, temos inicialmente um comportamento oscilatério de 7 em relagao a 6 mas,
a partir de um certo 6, 77 torna-se decrescente. Um outro caso no qual a fronteira da
estabilidade é crescente até atingir um ponto de maximo e passar a decair é observado
na secao 4.5.2: Caso 2. Nestes dois casos, se a fracao de individuos removidos for
suficientemente pequena, a regiao de estabilidade cresce em fungao deste parametro.

Mas, a partir de um certo 6, a regiao de estabilidade passa a decrescer em relagio a

5.

O efeito da idade ¢ na regiao de estabilidade depende do perfil reprodu-
tivo considerado. Para a maternidade constante (Extracao 2 e 3), este efeito esta
associado aos valores de § utilizados. O parametro ¢ comportou-se como desestabi-
lizador para valores iniciais de ¢, ou seja, se a extracao iniciar em individuos mais
velhos, a regiao de estabilidade tende a diminuir. Para os valores de 6 na seqiiéncia,
temos uma regiao de transicao na qual ¢ é ora estabilizador, ora desestabilizador.
E, para valores mais elevados de 6, ¢ comportou-se como estabilizador, ou seja, o
crescimento da regiao de estabilidade pode ser obtido com o aumento da idade inicial

de extracao.

J4 para a maternidade gamma deslocada, tanto na Extracao 2 quanto na
Extracao 3, temos a influéncia de ¢ independente de 6. Observamos que a regiao
de estabilidade comeca decrescente em relacao a ¢, até um ponto minimo a partir

do qual passa a crescer; 5 permanece crescente até um certo valor onde torna-se
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constante em relacao a c. Portanto, se inicia-se a extracao em individuos mais
jovens, a regiao de estabilidade tende a diminuir. No entanto, a partir de uma
certa idade ¢, a fronteira 7 tende a aumentar com ¢ e, quando inicia-se a extracao
em individuos de idade elevada, ¢ nao influencia significativamente na regiao de

estabilidade.

O efeito do tamanho do intervalo de extragdo, n, também é sensivel ao
perfil reprodutivo escolhido. Para a maternidade constante (Extracdo 3), o com-
portamento de n estd relacionado aos valores de 8. Para valores extremamente
pequenos de 8, n é estabilizador, isto €, se a fragao de individuos removidos for con-
sideravelmente pequena, temos um acréscimo na regiao de estabilidade em funcao
do tamanho do intervalo de extracao. Na seqiiéncia, para valores ainda pequenos
de §, aparece uma regiao onde n é ora estabilizador, ora desestabilizador. Mas para
valores mais elevados de n, 7 cresce em funcao de n até um certo valor, a partir do
qual decai bruscamente e, finalmente, mantém-se constante em relagao a n. Este

ultimo comportamento descrito ocorre na maior parte dos valores de 6.

Para a maternidade gamma deslocada (Extragao 3), n comportou-se ini-
cialmente desestabilizador passando a nao exercer efeito sobre 7 a partir de certo n,
exceto para o Caso 2 da se¢ao 4.5.2 onde comportou-se como estabilizador para os

valores iniciais de n. Em outras palavras, se o intervalo de extracao for pequeno, o
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crescimento de n geralmente implica na queda da regido de estabilidade, ao passo

que se o intervalo de de extracao for maior, n nao influencia na estabilidade.

O retardo reprodutivo T produziu um efeito desestabilizador na maioria
dos casos estudados. No Caso 2 da secao 4.5.2 este parametro comportou-se tanto
como estabilizador como desestabilizador dependendo do valor de §. Neste caso, o

maximo de 7 decai com o aumento de T e ocorre em valores menores de §.
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