Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matematica

Programa de Poés-Graduagdao em Matematica

ANEIS EUCLIDIANOS E ALGUMAS DE SUAS
PROPRIEDADES

por

ROSVITA FUELBER FRANKE

Porto Alegre, julho de 2001



Dissertagdo submetida por ROSVITA FUELBER
FRANKE* como requisito parcial para a obtengdo do grau
de Mestre em Matematica pelo Programa de Pos-
Graduagdo em Matematica do Instituto de Matematica da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Dra. Cydara Cavedon Ripoll

Banca Examinadora:
Dra. Ada Maria de Souza Doering
Dra. Luisa Rodriguez Doering
Dr. Yves Albert Emile Lequain

Data de Defesa: 13 de julho de 2001.

* Bolsista da Coordenacao de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel
Superior - CAPES



Agradecimentos

A Universidade Federal do Rio Grande do Sul pela oportunidade oferecida;
Aos professores do Programa de Pés Graduagio, pelo incentivo e amizade;

A professora Cydara pela orientagdo segura, apoio, incentivo e compreensio
recebidos durante todo o transcorrer do trabalho e curso;

Aos amigos e colegas, pela palavra de estimulo que sempre veio na hora certa;
A Deus que sempre esteve presente;

Ao meu querido marido Frederico, agradeco e dedico este trabalho, pela
paciéncia, carinho, amizade, ateng@o, amor, incentivo e por compartilhar comigo desta etapa
tdo importante de minha vida.



Abstract

In this work we will see some aspects of the euclidean rings such as: the
generalization to rings of the usual concept of eucideans domains, their elementary properties,
the smallest algorithm and its construction.

We will show some examples and discuss in which cases the norm will give us

an euclidean funcion for the case of quadratic fields for which the ring of integers is euclidean.

Resumo

Neste trabalho estudamos alguns aspectos dos anéis euclidianos, tais como: a
generalizagdo para anéis do conceito usual de dominio euclidiano; suas propriedades basicas; o
menor algoritmo e sua construgéo.

Apresentamos também exemplos e discutimos em que casos a norma da origem

a uma fung¢#o euclidiana no caso de anéis de inteiros quadraticos.
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos alguns aspectos dos anéis euclidianos, tais como: a
generalizagdo para anéis do conceito usual de dominio euclidiano, levando em conta a
necessidade de ampliarmos o contra-dominio da fungdo euclidiana para um conjunto bem
ordenado e o desejo de manter a propriedade de ser principal; suas propriedades basicas;
definimos o que chamamos de menor algoritmo e discutimos sua construgao.

Apresentamos também exemplos e discutimos em que casos a norma da origem
a uma func¢io euclidiana no caso de anéis de inteiros quadraticos.

A referéncia basica para este trabalho € [S;]. No entanto gostariamos de
salientar que no artigo citado o autor ainda aborda a situa¢do em que o anel € um anel de
coordenadas de uma curva algébrica afim de genus zero, situagdo esta que ndo sera tratada
aqui.

Sobre teoria basica de algebra relembramos aqui a seguinte definicdo e as
seguintes proposi¢oes:

Defini¢aol: Dois ideais 7, Z de um anel 4 s@o ditos comaximais se Z + J=4.

E claro que quaisquer dois ideais maximais distintos sio comaximais. Ainda:

Proposicdo 0.1: Sejam A um anel e U,,...,U, ideais de A. Se U;,U; forem

comaximais sempre que i # j, entdo

Proposicio 0.2: Sejam A um anel e U,,...,.U, ideais quaisquer de A. Com

relagdo ao homomorfismo

qb:A—»H%

i=1

dado por ¢(x) = (x + U1, ....,x + Uy), temos:



i) ¢ € sobrejetora <= U;,U; forem comaximais sempre que i * J,

n
it) ¢ € injetora < (\U; = (0).
i=1

Como conseqiiéncia destas proposi¢des temos o seguinte corolario:

Teorema 0.3: Teorema Chinés de Restos: Sejam A1,...,A, ideais dois a dois
comaximais em um anel R. Entdo, dados b1,...,b, € R, sempre existe b € R tal que
b = b;(modA;) (i=1,2.n).
Além disso b é unicamente determinado a menos de congruéncias modulo o

ideal

Durante o texto nos referiremos a estes resultados como proposi¢do 0.1,

proposic¢do 0.2 e teorema 0.3.
Para a prova dos resultados citados acima veja a proposi¢édo 1.10 de [A-M].

A seguir, listamos algumas conven¢des que serdo consideradas ao longo deste
trabalho:
1) A menos que especificado o contrério, todo anel serd comutativo com
unidade;
2) Por dominio consideramos um anel comutativo com unidade e sem
divisores de zero;
3) Os modulos s@o todos unitarios, isto €, lm = m, para todo m pertencente

ao modulo.

E também estabelecemos as seguintes notagdes:
YN =40,1,2,3,. 73
2) B* = B—{0};
3) U(4) = invertiveis do anel 4;
4) (x) = ideal gerado pelo elemento x;
5) ¢f{D) = corpo de fragdes do dominio D.

Vi



Capitulo 1

PRE-REQUISITOS

1.1 Conjuntos Bem Ordenados

Definigdo 1.1.1: Uma ordem parcial (ou algumas vezes simplesmente chamada
uma ordem) em um conjunto X é uma relagdo reflexiva, anti-simétrica e transitiva em X; e

neste caso X é dito um conjunto parcialmente ordenado.

Defini¢do 1.1.2: Se uma ordem parcial < num conjunto X satisfaz ainda a
propriedade que para todo x e y em X, x < y ou y < x, entdo < é chamada uma ordem total, e

X é dito um conjunto totalmente ordenado.

Definigdo 1.1.3: Um conjunto 4 parcialmente ordenado € dito bem ordenado (e
sua ordem € chamada uma boa ordenacio), se todo subconjunto néo vazio de 4 possui menor
elemento.

Propriedades basicas de um conjunto bem ordenado:

i) Todo conjunto bem ordenado é totalmente ordenado (e portanto todo
subconjunto de um conjunto bem ordenado possui 0 menor elemento).

ii) Todo subconjunto de um conjunto bem ordenado ¢ também bem
ordenado.

A demonstragio destas propriedades, bem como maiores detalhes sobre toda
esta se¢do podem ser encontrados em [Hal].

Definigdo 1.1.4: Sejam A e B conjuntos totalmente ordenados. Considere o



conjunto 4 x B. A relagdo
(a1,b1) € (a2,b2) & a1 <azou(a) =azeb; < by)

define uma relagio de ordem em 4 x B chamada de ordem lexicografica.

Exemplos:
a) O conjunto N é um conjunto bem ordenado;

b) Se 4 e B sdo conjuntos bem ordenados tem-se que 4 x B com a ordem
lexicografica € também bem ordenado.

De fato: Seja H um subconjunto de 4 x B.
Consideremos 0 seguinte conjunto:
Hy=4{a€ A|3b € B, (a,b) € Hy c A.
Como o conjunto A é bem ordenado por hipdtese, temos que existe um
elemento
ap € Hytalque ag < q,Va € Hy.
Consideramos agora o conjunto
Hp = {b € B|(ao,b) € Hy — B.
Usando que o conjunto B é um conjunto bem ordenado, temos que
3 bo € Hptal que by < y,Vy € Hp.
Afirmamos que o elemento (ao,b¢) € 0 menor elemento do conjunto H.
Tomemos (a,b) € H. Entdo a € H, e portanto ag < a.
Se ap < a entdo estd pronto; caso ap = a entdo b € Hp e portanto
bo < b pela construgdo de by.
Assim, temos que (ao,bo) < (a,b).
|

Defini¢do 1.1.5: Se X ¢ um conjunto parcialmente ordenado, e se a € X, o
conjunto {x € X | x < a} é chamado o segmento inicial determinado por 2. Um subconjunto
Y de um conjunto parcialmente ordenado X € dito um segmento inicial de X se existe em X um

elemento a tal que Y € o segmento inicial determinado por a.

Aqui, como exemplo, temos que o segmento inicial determinado por

(1,n) € N x N, com a ordem lexicografica, é o conjunto {0} x N.

Definicdo 1.1.6: Sejam A e W conjuntos bem ordenados. Dizemos que uma

bijecdo & : A — W preserva ordem ou € um ordem-isomorfismo se a seguinte condigdo €



verificada:
Va,b € A,a < b = &(a) < &(b).
Assim, se tivermos conjuntos bem ordenados Wi, W, com #W) < #WW, temos

que sempre podemos encontrar um segmento inicial de #> que € ordem-isomorfo a ;.

Definicao 1.1.7: Dados dois conjuntos E e F disjuntos € bem ordenados,
podemos definir uma boa ordem em £ U F de modo que pares de elementos em E e também
pares de elementos em F retenham a ordem que tinham, e de modo que cada elemento de £
preceda cada elemento de F. Com uma tal ordem, o conjunto bem ordenado E U F' é chamado
soma ordinal dos conjuntos bem ordenados E e F.

Para efetuarmos a soma ordinal de um conjunto bem ordenado /¥ com o proprio
conjunto W, podemos considerar os conjuntos Wi = {(x,0)|x € W} e Wy = {(x,1)|x € W}
que, naturalmente, sdo ordem-isomorfos a /' mas agora com a vantagem de serem disjuntos.
Dai, considerando em W; U W, a soma ordinal de W, e W, teremos W; U W> um conjunto
bem ordenado com a ordem lexicografica.

Outro fato importante sobre conjuntos bem ordenados € que podemos obter
resultados sobre seus elementos por um processo andlogo ao de induc¢do matematica. Mais
precisamente: suponhamos que S seja um subconjunto de um conjunto bem ordenado X, €
suponhamos que a condi¢do “x € X e o segmento inicial determinado por x estd totalmente
contido em S” implique x € S. Nestas condi¢des, o Principio de Inducfio Transfinita afirma
que devemos ter S = X. Equivalentemente: se a presen¢a, em S, de um conjunto de todos os
predecessores estritos de um elemento de X implica a presenca do proprio elemento em S,
entdo S contém todo X ou seja, S = X.

1.2 Dominios Fatoriais, Principais, Noetherianos e Artinianos

Mencionamos inicialmente alguns resultados gerais de anéis comutativos que
serdo utilizados aqui mesmo neste paragrafo. Salientamos que as demontragcdes ndo

apresentadas, salvo meng¢é@o em contrario, podem ser encontradas em [A-M].

Lema 1.2.1: Sejam A um anel e M M,.dois ideais maximais distintos de A.

Entao, para qualquer t € N*, M| e M} sdo ideais comaximais.

Prova: Por contraposi¢do suponhamos que M| + M5 = 4. Teremos ento



que existe M ideal maximal de 4 tal que M} + M5 < M. Mas entdo M| < M e, como M
€ primo tem-se que M ; € M, e portanto, como ambos sdo maximais teremos M| = M.

Fazendo o mesmo raciocinio para a outra parcela teremos M, = M,
donde M = M,.
|

Defini¢do 1.2.2: Um elemento p # 0 e nfo invertivel de um anel 4 ¢ dito um

elemento primo se para todo a,b € A4, temos
plab = pla ou p|b,
onde por x|y estamos significando divisibilidade em A4, ou seja, que existe z € 4 tal que y = zx.
Definicao 1.2.3: Um elemento x # 0 e ndo invertivel de um anel 4 é dito

irredutivel em 4 se n3o possui fatoragio ndo-trivial em 4, isto €, se a,b € 4 sdo tais que

ab = x, entdo a ou b € invertivel em A.
Lema 1.2.4: Em um dominio, todo elemento primo é irredutivel.

Salientamos que a volta desta afirmagdo ndo € sempre verdadeira: prova-se que
em Z[4J—5] o elemento 3 ¢ irredutivel mas néo € primo.
No entanto existe uma situag@o particular onde esta reciproca € valida, como

mostramos a seguir.

Definicdo 1.2.5: Seja A um anel. Um ideal Z de 4 ¢ dito um ideal principal se
existe x € 4 tal que Z=(x). Um anel (respectivamente um dominio) no qual todo ideal €
principal é chamado de anel a ideais principais (respectivamente dominio a ideais
principais -DIP).

Proposicdo 1.2.6: Num anel a ideais principais A todo elemento irredutivel é

primo. (Com isto, temos que em um dominio a ideais principais {primos} = {irredutiveis}).

Defini¢do 1.2.7: Um ideal Z de um anel 4 ¢ dito ideal nilpotente se 7" = (0)
para algum inteiro n > 0.
Em [Z-S] (Th.IV.15.33) encontramos um interessante teorema sobre a estrutura

dos anéis a ideais principais:

Teorema 1.2.8: A soma direta de anéis a ideais principais é ainda um anel a

ideais principais. Cada anel a ideais principais é a soma direta de dominios a ideais
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principais e de anéis a ideais principais com um unico e nilpotente ideal primo. Ainda, num
anel a ideais principais com um inico e nilpotente ideal primo (p) todo elemento ndo nulo x é

da forma x = p*®u, onde u é invertivel e v(x) é univocamente determinado por x.

Definigdao 1.2.9: Um dominio D € dito um dominio de fatorac¢io tinica -DFU,
se todo elemento ndo nulo e ndo invertivel de D se escreve como produto de irredutiveis de D

e tal fatoragdo é unica, a menos de ordem e de associados.

Proposicao 1.2.10: Em um dominio de fatoragdo unica, um ideal é maximal se

e somente se é gerado por um elemento irredutivel.

Queremos agora mostrar que todo dominio a ideais principais é um dominio de

fatoragdo Unica; para tanto, precisamos de algumas defini¢Ses importantes:
Definigdo 1.2.11: Uma cadeia ascendente de ideais de um anel 4 é uma
seqiiéncia (Z;)en de ideais de 4 tais que
IO QI] g...gzn ;-..

De maneira analoga define-se cadeia descendente.

Uma cadeia € dita estacionaria se  existe n tal que
Ty CTi C o € F=Tay =

O comprimento de uma cadeia ascendente € o nimero de inclusdes estritas.
Uma cadeia maximal de 4 € aquela em que nenhum ideal extra pode ser inserido através de

i 2 b 0 3 2 5 = . . 3
inclusdes proprias, o que é equivalente a dizer que cada quociente f’l ¢ um anel simples, ou

seja, ndo possui ideais além dos triviais.

Proposicdo 1.2.12: Suponha que o anel A tem uma cadeia maximal de
comprimento n. Entdo cada cadeia maximal de A tem comprimento n, e cada cadeia em A

pode ser estendida a uma cadeia maximal.

Defini¢do 1.2.13: Um anel 4 € chamado de noetheriano se satisfaz uma das trés
condicdes equivalentes:

1) Todo conjunto ndo vazio de ideais de 4 tem um elemento maximal;
i1) Toda cadeia ascendente de ideais de 4 € estacionaria;

ii1) Todo ideal em 4 € finitamente gerado.

Resaltamos que o tipo mais simples de anéis noetherianos sdo os anéis a ideais
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principais.
Podemos agora mostrar que:

Proposicdo 1.2.14: Todo dominio a ideais principais é um dominio de
Jatoragdo unica.
Prova: Para a prova da existéncia da fatora¢do, comecamos considerando
a € A ndo invertivel e ndo irredutivel. Temos que (a) € M = (m;), para algum irredutivel
m1. Portanto a = ma;, para algum a; € 4, nfo invertivel.
Se a; for irredutivel ou invertivel estd pronto. Caso contrario temos
{a1) € (my) para algum irredutivel m, € A4 e, como anteriormente, teremos a; = maa; com as
nao invertivel e portanto a = mimaas.
Se a, for irredutivel estd pronto, caso contrario continuamos O processo.
Garantimos que este processo de fatoragdo em irredutiveis € finito, uma vez que a cadeia
(a) < {(a1) € {a2) € ...
tem de ser estacionaria, ja que o anel € noetheriano.
Para a unicidade, tomemos um elemento a € 4 ndo invertivel e nao
irredutivel e suponhamos
a=mpmi.... m, €a=pipa.., 5
com p; € m; todos irredutivels em 4.
Temos que mims....M, = P1P2..... s. Suponhamos que n < s. Como m|a

temos que

sendo esta ultima implicagdo valida por que m; € p; sdo ambos irredutiveis.
Ap6s reordenar o produto p1p;.....ps de modo a termos j = 1, obtemos

Seguindo este raciocinio para m,ms3,...nm, e reordenando a cada vez que
for necessario chegamos a

mp = Ol2.. kg 1Pp.-.Ps COM [1,02,..,In-1 € U(A)

12



Como m, € irredutivel, por hipétese, conclui-se que n = s € m, € p, sdo
associados.
]

Salientamos que a reciproca desta proposi¢do ndo ¢ valida pois K[.X, Y] ¢ DFU
mas nao ¢ DIP.

Proposicdo 1.2.15: Se D é um dominio noetheriano e M é um ideal maximal de
D tal que 2 é finito entdo —2- é um anel finito, para todo t € N*.

Mr
Mn]
D D

- —espago vetorial de dimensdo finita; dai, por hipétese, temos que -g- € finito, o que

Prova: Afirmamos inicialmente que para todo r € N, ¢ um

significa que —~ € um conjunto finito, para todo » € N*.

De fato, se D é um anel noetheriano entdo M ¢ também noetheriano, e
portanto %l— ¢ um ideal finitamente gerado de MDM 3 digamos, T’:l-”;l— = (m_l,...,ﬁf).
Afirmamos que tais elementos sdo também geradores do M — —espago vetorial = — M , pois

m & M"' Z a*l Ifml ‘m_f“ -t MDﬁl %
Sfinita
Note agora ainda que existe um isomorfismo de anéis entre
D -%i'
M
MEE T
Ml

Dai afirmamos que, para todo r € N*, ¢ também finito. A prova € por

Ml’
mdug:ao sobre r : para r = 1 temos que se <= € finito por hipotese; seJa r 2 1 e suponhamos

que —=- € finito. Entdo, pelo isomorfismo de anéis acima, temos qu

MJ’

M.r4-|

Proposi¢ao 1.2.16: Se D é um dominio a ideais principais e{Mag} ,; denota a

familia de todos os seus ideais maximais, entdo

NDm, =D

ael

onde D pm, denota o dominio D localizado em M, para a € I.
Prova: (<) Inicialmente observemos que, quando tomamos um elemento

x € [1Dm. < ¢fID), podemos considerar que x = com a,b € D sem fatores irredutiveis

asl

b 2
em comum, uma vez que, por ser dominio principal, D ¢ um DFU. Afirmamos que b € Ma,,

paratodoa € L

13



De fato, por defini¢do de localizagdo, podemos considerar que, para cada
a € I, existemw, € Dey, € M, tais que

a _ Wao

b~ Ve
Suponhamos por absurdo que b € M, para algum a. Neste caso, usando
novamente que D é um DFU, podemos considerar
ayq = bwg € M,
= a € M,, poisy, ¢ Ma,.
Dai, supondo M, = {m,) teremos m, irredutivel e
b=mgs € a=mgt,

para algum s,¢ € A, absurdo.

a2

Assim, ao tomarmos x = 7

€ [|Dma teremos que a €D mas
asl

b ¢ | J Mq; mas entdo, b € U(D), e portanto + = ab™! € D.
ael

(2) Tomemos x € D, entdio £ € D e, como 1 ¢ | JM,, temos que

: asl
% € QIDMG.
4]
Definicdo 1.2.17: Dado um 1ideal 7 de um anel 4 o conjunto
r(Z) =4x € A| 3n > 0;x" € I} é dito o radical de Z.

Definigdo 1.2.18: Um ideal Z de um anel 4 € dito primario se Z # 4 e se, para
todox,y € 4,

xy €L =>ouxeZouy” € Iparaalgumn > 0.
Uma propriedade dos ideais primarios ¢ a de que se Z ¢ um 1deal primario entdo

7(Z) é o menor ideal primo que contém Z.
Definigdo1.2.19: Uma decomposicio primaria de um ideal U de 4 ¢ uma

i
expressdo de U como uma intersecgdo finita de ideais primarios, digamos U = [ Z..

=1

Proposicdo 1.2.20: Em um anel noetheriano A todo ideal possui uma

decomposigdo primdria.

Defini¢do 1.2.21: A intersecg¢@o de todos os ideais primos de um anel € um

14



ideal, que chamamos nilradical.

Proposicado 1.2.22: Em um anel noetheriano o nilradical é um ideal nilpotente e

é igual a r(0).

Defini¢do 1.2.23: Um anel 4 ¢ dito artiniano se satisfaz uma das seguintes
condi¢des equivalentes:

1) Cada conjunto néo vazio de ideais em 4 tem elemento minimal;

i1) (condicdo de cadeia descendente - ccd): Cada cadeia descendente de
ideais em A4 € estacionaria.

Salientamos que, como exemplo de conjunto que satisfaz ced, podemos citar os
conjuntos bem ordenados, ou seja, todo conjunto bem ordenado satisfaz a condi¢do de cadeia
descendente. No entanto ndo vale a reciproca, isto € um conjunto que satisfaz ced pode ser
apenas parcialmente ordenado, enquanto que todo conjunto bem ordenado é necessariamente
totalmente ordenado. E de fato: N x N com a ordem cardinal

(a1,a2) € (b1,b2) © a1 < by € a; € by
¢ parcialmente ordenado, satisfaz ced e ndo é totalmente ordenado pois (1,2) e (2,1) sdo

incomparaveis.

Proposiciao 1.2.24: Um anel artiniano tem apenas um niumero finito de ideais

maximais.

Proposi¢do 1.2.25: Um anel A admite uma cadeia maximal de ideais se

somente se é artiniano e noetheriano.

Note que um anel artiniano e noetheriano tem cadeia maximal de comprimento
finito, pois satisfaz as condigdes de cadeia descendente e ascendente.

Proposic¢io 1.2.26: Seja A um anel em que o ideal nulo é um produto
(0) = M,.....M, de ideais maximais (ndo necessariamente distintos). Entdo A é noetheriano

se e somente se A é artiniano.

Defini¢do 1.2.27: Dizemos que a dimensio (de Krull) de um anel 4 € o
supremo dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos do anel 4.

Proposicdo 1.2.28: Um anel A é artiniano se e somente se é noetheriano e tem

15



dimensdo nula, ou seja, todo ideal primo é maximal.

Proposi¢do 1.2.29: 4 é um anel artiniano em que todos os seus corpos de restos
sdo finitos se e somente se A é um anel de cardinalidade finita.
Prova: Suponhamos que 4 ¢ um anel artiniano com corpos de restos finitos.
Pela proposigdo 1.2.24, 4 tem um numero finito de ideais maximais, digamos M1, ..., M.
Como todo anel artiniano tem dimensdo de Krull zero, temos que

M., ..., M, sdo todos os ideais primos de 4. Portanto, pela proposigéo 0.1,

r

0= [ P=AM=]IM:w

P primo de A i=1 i=1
Como todo anel artiniano € noetheriano, temos que o nilradical de A é
nilpotente, pela proposi¢do 1.2.22. Ou seja, existe s € N, tal que
M. Mi = (My....M,)* = r(0)* = 0.

Portanto o homomorfismo natural de anéis:

®:A-> 4-x.. x4 (%)

pela proposigdo 0.1, tem niicleo
MiNn.NMi=Mij..M:i=0

e portanto, pelos lema 1.2.1 e proposigéo 0.2, € um isomorfismo.

Mas 4 ¢ um anel noetheriano com corpos de restos finitos. Entdo 2= tem
cardinalidade finita para cada i. Portanto, por (*), 4 tem cardinalidade finita.
A reciproca € clara.
|

Proposicdo 1.2.30: Seja D um dominio noetheriano de dimensdo um com
corpos de restos finitos. Entdo, para todo ideal ndo nulo U de D, o anel quociente 4 tem
cardinalidade finita.

Prova: Seja U um ideal néo nulo de D; para mostrar que £ ¢é finito vamos

mostrar que

D & &
U= 3 GRS
T u
- - - - - r -Q'
onde M,..., M; sao alguns ideais maximais de D e ¢t € N*, pois dai, como ;,_ ~ %,
- :
teremos D ¢ finito, pois mostraremos que cada -2 é também finito
que 47 ¢ finito, poi qu o inito.
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Observemos primeiramente que se D € noetheriano e U # 0 entdo U admite

5
uma decomposi¢do primaria, digamos, U = (|Z; com r(Z;) = P;. Entdo, como D tem
i=1
dimensdo um, temos que cada ideal primo P; ja é maximal. Fazemos entdo P; = M;, para
todo i.

Afirmamos agora que M,..., M sdo todos os ideais primos de D que

|
contém U. De fato, pois se existir P tal que P= 7 =[")Z; entdo, sendo P primo, temos que 3i
=]

tal que Z; € P. Mas entdo P = r(P) 2 r(Z;) = M,, donde P = M;, uma vez que M; ¢
maximal.
Como sabemos que existe uma bije¢do entre os conjuntos
{ ideais primos de 2 } e { ideais primos de D que contém U },

temos que os ideais M‘ ‘*L", sdo todos os ideais primos (e também maximais) de £, o que

implica que, em 7, temos

= [ P=

P primo de & i

-1

-y

sendo esta ultima igualdade valida pela proposi¢do 0.1. Ainda, como -g—— ¢é noetheriano, temos
s ¥ 3
pela proposic¢do 1.2.22 que r(0) € nilpotente. Portanto 3¢ € N* tal que (H MT) = (0), ou
i=1
seja, ( LY..... (%)' = (0), ou ainda, f’u—' ..... —ML;:- = (0).
Agora, pelo lema 1.2.1 os ideais 'A; ei—z—- sao também comaximais quando

i # j. Logo, pela proposi¢do 0.2 temos que a aplicag@o

D
D & 7
Y X
Q1Y X X
I [

é sobrejetora e injetora, ja que
SM e M
kerp =7~ =17 = (0.

Resta-nos portanto mostrar que % é finito, para cada i € {1,...,s}.

Como D ¢ noetheriano, temos que —- - também é noetheriano e, como D
tem dimens3o um, temos que o unico ideal primo (e maxmlal) de 7 € % e portanto
dim W = (. Assim, —ﬁ? ¢ também artiniano, pela proposi¢do 1.2.28.

Afirmamos que Mi tem corpos de restos finitos. De fato, 43: tem um
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unico ideal maximal que € -;-MM—, Portanto

i

b

14
I

o~

=
M;?

5=

logo € finito pois por hipotese D tem corpos de restos finitos. Portanto pela proposi¢do anterior

temos que 7‘% ¢ finito.

Defini¢dao 1.2.31: Definimos norma de um ideal { de um anel 4 como sendo o

numero #(4); a norma de um elemento b € 4 ¢ definido por #((“T) )

Notagédo: n(l) para a norma do ideal U e n(b) para a norma do elemento b.

O que a Proposi¢ao 1.2.30 nos diz entdo é que num dominio noetheriano de

dimensdo 1 com corpos de restos finitos todo ideal ndo nulo tem norma finita.

Proposicdo 1.2.32: Sejam 4 um anel e b € 4 ndo divisor de zero. Entdo para

cadaa € 4 afungdoo : (:T - &f) € um isomorfismo de grupos, e n(ab) = n(a).n(b).
Prova: Inicialmente observemos que {(ab) < (b) e portanto o quociente (i“;)
-
faz sentido. Ainda, sabemos que os grupos (*;7 e "E"':zi' sio isomorfos. Dai obtemos:
(ab)
b _
n(b)#—-—-<ab> = n(ab).
Portanto se mostrarmos o isomorfismo entre (';j e %), teremos

#% = n(a), e portanto n(b).n(a) = n(ab).
Consideremos a aplicagéo:

X ) e F—
Ao ?(Eb)T definida por o(%) = Xb.

o
Afirmamos que o esta bem definida; de fato, dados x,x* € 4,
X=X =>x—-x€{a)=> (x—x)b € {(ab) = Xb = x'b.
Ainda, como b ndo € divisor de zero temos que vale também a reciproca das
afirmagdes acima, ou seja
Xb=xb= x-x)be(ab)y=>x-x €{a)=>X=%.

Assim, o € injetora. O resto da prova é facil de ser feita.
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Teorema 1.2.33: Em um anel noetheriano A, o niimero de ideais com uma dada
norma finita é finito.

Prova: Sejan € N* fixado.
Como o numero de anéis com » elementos ndo isomorfos entre si é finito,
basta-nos mostrar que, fixado um anel R com # elementos, o conjunto de ideais de 4, que

denotaremos por {U, } er para os quais ui; =~ R ¢ finito, ou seja, que o conjunto / € finito.

Seja U = [|Uq. A mostrar: o nimero de ideais de 4 que contém U ¢ finito,
aef

pois dai teremos em particular que o nimero de ideais I/, ¢ finito.

Para ta] consideramos o anel B = 4.

Pretendemos mostrar que o anel B ¢ finito (pois dai tem um nuimero finito
de ideais e portanto o numero de ideais de 4 que contém U € finito).

Note que se o ideal U for maximal entdo estd pronto pois U=, para todo
a € I e portanto / tem um unico elemento.

Vamos entdo considerar o caso em que U ndo € maximal.

Para concluirmos que B ¢ um anel finito, vamos utilizar a proposi¢ao
1.2.30, mostrando que B € artiniano e que todos os seus corpos de restos sio finitos.

Observe que B é noetheriano pois B = % € quociente de anel noetheriano.
Entdo, pela proposi¢do 1.2.29, para mostrarmos que B € artiniano basta mostrar que
dimB = 0, ou seja, que todo ideal primo de B ¢ maximal.

Resta-nos mostrar entdo que B tem dimensdo de Krull zero e corpos de
restos finitos.

Seja P um ideal primo de B. Afirmamos que % é um dominio finito (pois
dai, como todo dominio finito é corpo, temos que P € um ideal maximal), e também que 0s
corpos de restos sao finitos.

Para mostrarmos que £ ¢ finito, consideremos inicialmente o

homomorfismo de anéis:
w:B=4% - []+# =[]Rdadopory(u+U) = (u+Us)ee.
ael asf

Tal homomorfismo esta bem definido e ¢ injetor, pois U & U, para todo a e
yu+ld) =0 = Vael uel,
Sue(Us=U=u+U=0+U.
acl

Agora, como R ¢ finito, temos que R tem um numero finito de ideais

maximais, digamos, M,..., M,, e também que R ¢ artiniano. Assim, pela Proposi¢éo 1.2.29,
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temos que R € noetheriano e dimR = 0 e M, ..., M, sdo também todos os ideais primos de R.
Portanto, sendo #(0) o nilradical de R, temos:
)= [ P=Mi= MM,
P primos de R i=1
Sendo R noetheriano, pela proposicdo 1.2.23 tal ideal € nilpotente, ou seja,
existe s tal que

(0) = (Mla'")Mr)s = is-*-aM}S'°

Afirmamos agora que existe um polindmio moénico p(X) € Z[X] que se
anula em todos os elementos de R.

De fato, sendo R um anel finito, o anel Tﬁjé também finito, digamos, com
gq; elementos. Entdo:
Vr € R, r% = rmod(M;), ou seja, Vr € R, r¥ —r € M;
e, portanto

VreR, [[¢:%—r) € Mj..... s =0

J=1
Assim o polindmio ménico p(X) = H(X‘?f — X) satisfaz p(¥) = 0, para todo
J=1
re€R.
Segue dai que obtemos um polindmio p(X) € R[X] tal que, para todo
r € [ |R, temos p(r) = 0.

iel
Em particular, temos que para todo b € B, p(wv(b)) = w(@p®)) =0 e,
como v € injetora, concluimos que p(b) = 0 para todo b € B. Portanto para todo ideal primo P
de B temos que - ¢ dominio, e ainda, p(a+ P) = O paratodoa + P € .
Podemos entdo concluir que £ ¢ finito, logo um corpo, e portanto P ¢
maximal.
Ainda, com a demonstragdo acima fica também demonstrado que todos os

corpos de restos de B sdo finitos, o que completa a prova.
|

No capitulo 3 deste trabalho estaremos calculando a norma em varios tipos de

anéis.
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1.3 Valorizacoes

Defini¢ao 1.3.1: Dados um corpo K e um grupo abeliano totalmente ordenado
(T',+), uma aplica¢do v : K* - I' é dita uma valorizacao sobre K se, para todo x,y € K* vale:

1) v(xy) = v(x) +v(»);

i) v(x + y) 2 min{v(x),v(y)}.

Exemplo 1: Fazendo K = (), tomamos um elemento p € Z primo; entdo cada
elemento x = £ € Q" pode ser escrito unicamente da forma x = £ = p?%, onde a € Z e
mdc(y,p) = 1 = mdc(z,p). Definimos entdo a valorizagdo v, : Q —» Z por v,(x) = a, que €
chamada valoriza¢io p—adica.

Listamos a seguir varios resultados sobre valorizagdes, alguns sem
demonstra¢do. Maiores detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em [R].

Proposicao 1.3.2: Dados um corpo K e uma valorizagdo v sobre K, tem-se:
)v(l) =0;
i) v(=x) = v(x);
iii) se v(x) #= v(y) entdo v(x + y) = min{v(x),v(y)};

iv) v(x™!) = —v(x).

Defini¢dao 1.3.3: Seja B um dominio, e K seu corpo de fragdes. Dizemos que B ¢
um anel de valorizagio de K, se paracadax € K*, x € Boux™! € B.

Proposicao 1.3.4: Um anel de valorizagao é um anel local, ou seja, possui um

unico ideal maximal.

Lema 1.3.5: Dados um corpo K e uma valorizagdo v sobre o corpo K, o anel
4, = {x € K*|v(x) > 0} U {0}
é um anel de valorizagdo do corpo K. O ideal maximal de A, é dado por
M, = {x € K*|v(x) > 0} U {0}

e portanio
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U(4,) = {x € K|v(x) = 0}.

Defini¢do 1.3.6: O anel A, definido no lema acima é denominado anel de
valorizacao associado a v.

Sejam I" um grupo totalmente ordenado, D um dominio e K = ¢f{D) o corpo de
fragdes de D. Se v : D* - I" é uma fun¢do que satisfaz as condigdes (i) e (if) da defini¢do
1.3.1 pode-se estender v a K* = (¢fID))* definindo v() = v(a) — v(b) e dai teremos v uma

valorizacgdo sobre K.

Exemplo 2: Fazendo F = K(X) = ¢f{K[X]) e fazendo uso da proposicéo 1.2.6,
tome um polindmio irredutivel f € K[X] e defina v, como no exemplo 1.

Em geral,

Proposicao 1.3.7: Sejam D um DFU e p € D um elemento irredutivel de D.
Entao a aplicagado
vp : D* = N dada por:

vp(x) = s, onde s é o expoente do elemento irredutivel p que aparece na fatoragdo de x,
satisfaz as condigées (i) e (ii) da defini¢do 1.3.1 e portanto induz uma valorizagdo sobre o
corpo de fragées de D.

Prova: Se considerarmos x,y € D* ndo invertiveis e tais que x = ap°® e
y=>bp'comp f aep ) b,entdo vp(x) = sev,(y) = ¢; dai

xy =ap’bp' > xy=abp™ ep [ ab = vy(xy) = s+t = vp(x) + vp(y).
E, se considerarmos, sem perda de generalidade, ¢ < s, temos:
x+y=ap*+bp' = x+y=plaps +b) = vp(x+y) > t = min{vp(x),v,(»)}.
]

Defini¢do 1.3.8: Seja D um dominio de fatoragdo unica. A valorizagao definida
na proposi¢do acima € chamada de valerizagdo p — adica de D, ou sobre o corpo de fragoes
de D.

Temos também que se D é um DFU vale:
Proposicdo 1.3.9: Seja D um dominio de fatora¢do unica e seja M = (p) um
ideal maximal de D. Entdo o anel de valorizag¢do associado a v, é igual ao anel Dy, anel de

localizag@o em M.

Prova: Temos que D,, = {x € (¢f{D))*|v(x) > 0} U {0}, enquanto que

22



D = {4|a € D,b € D\M}.

Tomemos x € D,,, ndo nulo, da forma x= % com abeD e
mdc(a,b) = 1. Dai:

Vp(x) >0 = vp(%) >0
= vp(a) —vp(b) 2 0
= vp(a) > vp(b).

Dai, como estamos supondo mdc(a,b) =1, temos necessariamente
vp(b) = 0; logo b & M e portanto x € Dpq. Assim, Dy, & D pm.

Reciprocamente, se x € Dy — {0} entfo temos que x se escreve como
x =4 coma € D* (pois x # 0) e b € D\M e portanto v,(b) = 0, enquanto que v,(a) > 0.
Dai v, (x) = vp(—g-) = vp(a) = vp(d) = vp(a) > 0.

Assim, Dy < D,,.

Reenunciamos portanto a proposic¢ao 1.2.16:

Corolario 1.3.10: Se D é um dominio a ideais principais e {Mgu} ,.; denota a
familia de ideais maximais de D, digamos, M, = (pa), com p, irredutivel em D para todo
a € I, entdo:

anpa = nDMa =D.
asl as/

Defini¢ao 1.3.11: Uma valorizagdo ¢ dita uma valorizagdo discreta (de posto

1) se o conjunto imagem da valorizago for o conjunto Z.

Um dominio D é um anel de valoriza¢ao discreta se existe uma valoriza¢io
discreta definida em K = ¢f{D) cujo anel de valorizagio associado € D.
Se A € um anel de valorizagdo associado a uma valorizagao discreta v ento,
dado x € 4 satisfazendo x # 0 e v(x) = k, temos, paray € 4,
v(y) 2 k=v(x) =
WL) =v) - v(x) > 0=
Zed>

y=%x€ ).

Dai, dado um ideal &/ = (0) de 4, tomando x € U/ tal que x # 0 e v(x) € o menor
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elemento de v(i{) < N, teremos U/ = (x), pois
YEU> V() 2v(x) >y e (x).
Portanto 4 ¢ um dominio principal e portanto noetheriano.
Afirmamos também que 4 tem dimens@o de Krull igual a um. De fato, seja P
um ideal primo ndo nulo de 4,digamos, P = (x). Seja M = (y) um ideal maximal de 4 que
contém P. Entdo

xePc M=0@p))>x=yaeP,
para algum a € A. Dai, como P é ideal primo temos que y € Poua € P.

Se a € P = (x) um simples calculo nos permite concluir que y € U(4), absurdo
pois y ¢ irredutivel.

Logo y € P e portanto P = M.

Provamos assim que todo anel de valorizagdo associado a uma valorizacao
discreta é noetheriano (até principal) e tem dimensao de Krull igual a um.

1.4 Anel de Inteiros Algébricos

Neste paragrafo faremos algumas consideragdes sobre extensdes algébricas e
definiremos a norma de um elemento algébrico e provaremos que ela coincide com a norma
definida em 1.2.32.

Sejam K, L corpos com L uma extensdo finita de K, digamos, [L : K] =n, e
dado um K — operador linear P sobre L, podemos cosiderar a matriz de P em relag@o a alguma

base de L. Denotando tal matriz por, (@) . define-se a norma de P como sendo
1gj<n

N(P) = det(ay),

e o traco de P como

IPPi= Za,',-
i=1
e, ainda, o polindmio caracteristico de P como

onde por /; denotamos o operador identidade sobre L.
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Mostra-se que
det(X.Ip - P) = X* — (TrP)X™! + ... + (=1)"N(P).

Defini¢do 1.4.1: Seja L|K uma extensdo finita e separavel de corpos, e seja Kum
fecho algébrico de K que contém L. Dado x € L definimos a norma de x (respectivamente o
polindmio caracteristico de x) com respeito a extensio L|K como sendo a norma
(respectivamente o polindmio caracteristico) do operador linear “multiplicag@o por x sobre L”,
que denotaremos por P;.

Notagdo: Nyx(x) para a norma de x.

Pode-se mostrar que a norma possui as seguintes propriedades:
i)x € K = Nyg(x) = x4l

ii) a norma € multiplicativa: Nyk(xy) = Nyx(x)Nyx(y).

Definigdo 1.4.2: Sejam K,L corpos com L extensio de K e seja a € L.
Consideremos o homomorfismo de anéis dado por:

¥ : K[X] — L e definido por: ¥(f1X)) = fa).
Se a € algébrico sobre X entdo o ideal Ker('¥') € um ideal principal gerado por
um polinémio ndo nulo e irredutivel p(X) que podemos supor moénico. Portanto para todo

polindmio g(X) € K[X] tal que g(a) = 0 teremos que p(X)|g(X) em K[X]. Este polinémio p(X)
¢ chamado de polinémio minimal de a e, serd denotado por pgk(X);

Proposicio 1.4.3: Sejam K um corpo de caracteristica zero, L uma extensdo
algebrica de grau n sobre K, a um elemento de L, e x1,X2,....,x, as raizes distintas do
polinémio minimal de a sobre K. Entao

NL}K(G!) = X1X2usseeXpy-

Prova: Veja [S;] pagina 44.

Proposicdo 1.4.4: Sejam K um corpo de caracteristica zero, L uma extensao
algébrica de grau n sobre K, a € L. Entdo o polindmio caracteristico de a com respeito a
extensdo [L : K] é a poténcia [L : K[a]] do polinémio minimal de a sobre K.
Prova: Veja também [S;] pagina 44.

Defini¢do 1.4.5: Um corpo K ¢ dito um corpo de niimeros algébricos se for
uma extens3o finita de Q. Neste caso, todo elemento de X € dito um niimero algébrico.
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Definicdo 1.4.6: Seja K]Q uma extens3o finita (e portanto algébrica de Q), e
seja Ix o fecho inteiro de Z em K, isto é,

Ix = {a € K | a é raiz de algum polinémio ménico AX) € Z[X]}

O conjunto /x € chamado de anel dos inteiros algébricos de K e a € Ik é dito
um inteiro algébrico.

E claro que todo elemento inteiro é um niimero algébrico.

Observac¢ido: Como Z ¢ inteiramente fechado, é claro que [y N Q = Z.

Relembramos agora alguns fatos sobre anéis de inteiros algébricos que nos serdo
uteis no capitulo 3.
Em todo o restante desta se¢do K denotarda uma extensdo finita de Q, e

denotaremos Ngjg(a) por N(a).

Lema 1.4.7: Para todo a € K existe m € Z" tal que ma € Ik.
Prova: Consideremos o polindmio minimal p,q(X) € Q[X]:

=8 ey Gy, 6 8at ym-1
Pa(X) = 3> + 3-X+ bzXz"' 53X3+...+ o ke 2

Consideramos m = bobb3.....b,-1; entdo para todo i, % € Z. Dai
m"pac(X) = aohf ' bibh....bE_ ) + a1bEbT bE... BT X + .. + An BGDDS.. BI X + mn X

Considerando agora ¢; = 2-a;m"*! € Zparal < i< n-1, temos

m"pa(X) = com® + c1(mX) + c2(mX)? + c3(mX)® + ... + cp1 (MX)™! + (mX)"
comc; € Z.
Dai, como a € raiz do polindmio minimal, temos que:
0 = m"pgo(a) = com® + ci(ma) + ca(ma)? + c3(ma)? + ... + cp-1 (ma)™! + (ma)”.
Assim, temos que ma € K € raiz do polindmio moénico
com® + 1 X+ 2 X2 + 3 X° + ...+ XML+ XM € Z[X)

e portanto ma € Ig.

Proposicao 1.4.8: Se a € Ix entdo o polinémio minimal de a sobre Q (que

denotamos por pqg(X)) ja tem coeficientes inteiros.
Prova: Se a € Ik entdo, por defini¢do, existe g(X) € Z[X] monico e tal que
g(a) =0; mas a € também algébrico. Assim, como Z[X] < Q[X] temos que existe
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AX) € Q[X] tal que
8(X) = pae(NAX).

Seja pao(X) = [[(X—x;) a decomposigdo de pqo(X) em ?Z[X] e seja
=1

L = K(x,...,x»). Temos entdo que
g(X) = [0 —x ).
i=1
Como xi,..,x, s3o raizes do polinémio g(X) € Z[X] temos que
X1,...,xn € I1. Ora, os coeficientes de pqg(X) sdo somas de produtos de suas raizes, logo sdo
elementos também de /;. Logo

Pa(X) € ILIXINQX] = I NQ)[X] = Z[X].
Analogo resultado serve para f{X).

Coroldrio 1.4.9: Se a € Ik entdo N(a) € Z.

Prova: Sabemos que +N(a) é o termo independente do polinémio
caracteristico de @, que por sua vez, € uma poténcia do polindmio minimal de a. (Proposi¢do
1.4.4). Portanto, pela proposi¢ao acima, € um numero inteiro.

|

Corolario 1.4.10: Se a € Ix entdo a € U(lx) = {inversiveis de Ix} se e s se
N(a) = £1.

Prova: Se a € U(lx) entdo existe B € Ik tal que aff = 1; entdo N(aff) = 1
e, como a norma € multiplicativa, temos que N(a)N(f) = 1. Agora, como N(a),N(B) € Z
temos que N(a) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que N(a) = +1. Sabemos que o polinémio
caracteristico de a é dado por X" — (Tra) X" +..+(-1)"N(e) e é uma poténcia do
polindmio minimal de @, o qual, pela proposi¢ao 1.4.8, tem coeficientes em Z, digamos

X +bp X' +..+01Xx1 =0, comb; € Z.
Portanto, temos
a"+bpja™ ' +..+batl =0
donde

(@™ +bpya™? + ...+ b))a = %1
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e portanto +(a"! +b,1a"?+..+b)) é o inverso de a, e ¢ um elemento de Ix. Logo
a € U(lx).
[ |

Teorema 1.4.11: Se K|Q é uma extensdo finita de grau n entdo Ix é um
Z-modulo livre de posto n, e também todo Z-submodulo de Ix é livre e de posto menor ou
igual a n. Ainda, fixado um Z-submodulo de Ik de posto q existe uma base {e,, ...,e,} de Ix e
existem inteiros ndo nulos c\,...,c, tais que
{cie1,...,cq€q}

¢ uma base para tal submodulo.

Prova: Veja Teorema 1 pagina 47 em [S;], seu corolario e Teorema 1
pagina 26 em [S;].

Definigdo 1.4.12: Se K]QQ € uma extens?o finita de grau 2 entdo dizemos que K é

uma extensao quadratica de Q ou um corpo quadritico.

Defini¢do 1.4.13: Um inteiro d # 1 é dito sem fatores quadraticos ou livre de
quadrados se nfo existe um primo p tal que p?|d

Exemplo 1.4.14: Se d € Z n3o é um quadrado perfeito (por exemplo, d livre de
quadrados), entio K = Q(J/d) ¢ uma extensdo quadratica de Q. De fato, ¥/d ¢é raiz do
polindmio X? — d € Z[X] = Q[X], e como d ndo é um quadrado perfeito temos que X> —d ¢

irredutivel sobre que, sendo portanto o polinémio minimal de Yd sobre Q.

Teorema 1.4.15: Todo corpo quadrdtico é da forma Q(Jd), onde d é um

inteiro sem fatores quadraticos.

Prova: Se K é um corpo quadratico, todo elemento a de K — Q) é de grau 2
sobre @, e € portanto um elemento primitivo de K (isto € K = Q(a) e {1,a} ¢ uma base de K
sobre Q). Seja fAX) = X? +bX +c (b,c € Q) o polindmio minimal de um tal elemento a. A
resolugdo da equagio de segundo grau a®+ba+c¢ = 0 nos da 2a = -b + Jb? —4c. Desta
forma temos que K = @[m i

Reciprocamente, se d € livre de quadrados entdo, pelo exemplo acima,
Q(J/d) é uma extensio quadratica de Q.

o
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Defini¢do 1.4.16: Dado um corpo quadratico K = Q(+/d) dizemos que X é:
- um corpo quadratico real se d > 0;

- um corpo quadratico imaginario se d < 0.

Teorema 1.4.17: Seja d € Z livre de quadrados e seja K = Q(Jd ). Entdo:
i) Autg(K) sé possui dois elementos: idx e o, onde o é o automorfismo
conjugagdo (em relagdo a irracionalidade quadratica Jd ), ou seja:
Vr.s € Q, o(r+sJd) =r—sdd;
iiysea = r+sJd comr,s € Qes # 0 entdo
Pa(X) = X? = 2rX + (r? — ds?)
e portanto, temos N(a) = r* — ds?;
iii)ya = r+sJd € Ix seesése
2reZ e r*-dstelZ;
iv) se d é congruente a 2 ou 3 modulo 4 entdo
Ix=Z+ZJd
e, se d é congruente a 1 modulo 4 entao
Ig= {3+ ’TZJE | 21,22 € Z e sd@o de mesma paridade}
=z2+2M2,
v) Ix € um Z-modulo livre, de base
{1,/d}, sed = 2 ou 3(mod4)
e {1, l+2£ }, sed = 1(mod4).

Prova: Para provar o item (i) observamos que o elemento Jd ¢é raiz do

polinémio irredutivel X*> — d e admite um conjugado em X, a saber: — Jd . Existe, entdo além
da identidade, apenas mais um automorfismo o de K, a saber, o que aplica Jd em -Jd, ou
seja,
o(r+sJd) =r-sdd.
Para a prova do item (i7) vemos que a € claramente raiz do polinémio
X-a)X-0(a)) =X*-2rX+ (r* —ds?®) e QX],
e como (X—a) ¢ Q[X] pois s # 0, podemos concluir que

Pao(X) = X% = 2rX + (r* — ds?).
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O item (ii7) é conseqiiéncia de (i7) e da proposi¢do 1.4.8.

Provemos agora o item (iv). E claro que Z + ZJd < Ik pois cada r + sJd
com 7,5 € Z ¢ raiz do polindmio moénico X? — 2rX + r* — ds? € Z[X]. Inicialmente observe
que por (#ii) temos

a=r+syd €elx=>2reZ e r’-ds’elZ
= (2rN2-4(r2-ds?’) e Z
=(2s)*d € Z.
Como d ¢ livre de quadrados, ndo ha como ser simplificado o denominador
de s, caso ele ndo seja £1. Concluimos assim que 2s € Z, e portanto
a=r+sdd € Ix
>u=2reZ e v=2€Z e r‘*-ds’elZ,
ou seja:
aclk=>a=4+2/d,
onde u,v € Z sdo tais que u*> — dv? € 4Z, isto é, u*> = dv?*(mod4).

Como d ¢é livre de quadrados, temos que nunca ocorre d = 0(mod4). Ainda,

como #? = 0 ou 1(mod4), temos

u? = 1(mod4)
< v? ndo é congruente a 0(mod4)
< v? = 1(mod4).
Assim
u? = 0(mod4) & v? = 0(mod4)
ou seja, u e v sdo de mesma paridade. Portanto, provamos que
Ie S {5+ %ﬁ | z1,z2 € Z e sd@o de mesma paridade}

=Z+24

2

Afirmamos que se d = 1(mod4) entdo a inclusdo acima € até uma

igualdade. De fato, se @ = 4~ + J-¥d com m,n € Z de mesma paridade ent&o:

20 = m+nJd
= 2a-m=nd
= 4a? —dam + m? = dn®
:azﬁam+”'—2;‘iﬁ=0. (%)

Dai como m e n tém mesma paridade, temos:
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-m, n pares, digamos, m = 2uen = 2v,
m? —dn? = 4u® - 4dv® € 4Z

2 2
:>———’"f” e Z

¢ portanto, por (*), a € raiz de um polindmio moénico de grau 2 com coeficientes inteiros, ou
seja, a € Ix.
-m,n impares, digamos, m = 2u+len = 2v+1,
m? —dn? = 4’ +4u+1-d@4v: +4v+1)
=4W? -’ +u-dv)+1-d
e como d = 1(mod4), temos 1 —d € 4Z, e portanto novamente

2_dz
.21__4.5_52,

donde por (x) temos a € Ix.
Note agora que:
-d = 2(mod4) = dv? é par > u? é par = u é par e v € par
sa=%4+1J/d e Z+Z[Jd].
-d = 3(mod4) e v é impar = d = 3(mod4) e
v? = 1(mod4) = u? = dv? = 3(mod4),
absurdo.
Assim, concluimos que se d = 3(mod4) entdo necessariamente v (e
portanto também u) sao pares.
Dai novamente @ = 5+ >-Jd € Z + Z[Jd], comprovando que nos casos
d = 2(mod4) e d = 3(mod4) temos
Ix =7+ 2Z[{d]

A prova do item (v) é clara.

Teorema 1.4.18: Seja K = Q(Jd) com d < 0 e livre de quadrados. Entdo:

a) Parad = -1, temos U(lx) = {1,%i};

b) Para d = -3, U(lx) = {x1,&,E%,E4, &%) onde & é a raiz sexta complexa da
unidade & = 53

¢) Para d #+ {-1,-3} temos U(lx) = {xl1}.

Prova: Notamos inicialmente que pela proposi¢do anterior, para
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a =r+sJd € Ktemos N(a) = r2 —ds? = r2 +|d|s? > 0.
Consideremos primeiro o caso em que d = 2(mod4) ou 4 = 3(mod4). Por

(iv) da proposi¢do anterior temos que todo elemento « € Ix é da forma m +nd, com
m,n € Z, e por 1.4.10, teremos que

a € Uly) & m? +n?|d = 1. (%)
Quando d = ~1, (x) ocorrera se e somente se
(m,n) € {(1,0),(0,1),(-1,0),(0,-1)} < a € {1,i,—1,—i}.
Isto prova o item (a).
Quando d # —1, (x) ocorrera se e somente se
(m,n) € {(1,0),(-1,0)} < a e {l,-1}.
No caso em que d = 1(mod4), os elementos a € Iy sdo da forma

L

Bk %JE , comm,n € Z, satisfazendo, m = n(mod2). Novamente usando 1.4.10 temos que

ae Ulk) & & +2d| = 1,
ou seja,
m?+nid =4. (x%)
Quando d # —3, (* *) ocorrera se € somente se
(m,n) € {(2,0),(-2,0)} < a e {1,-1}.
Quando d = -3 (* x) ocorrera se e somente se

(m)n) € {(2,0),(1,1),(“1,1),("2,0),("1,"1),(1,""1)} g

T {1’ 1+;’-_3 ; -1+2,/3 st -1-;’3 , 1-;’-_3 }

Note que estes elementos sdo as poténcias da raiz sexta complexa da unidade & = #

A proposig¢@o a seguir nos mostra que a norma definida nesta secido coincide
com a norma definida na se¢do 2 (veja definigdo 1.2.32).

Proposicdo 1.4.19: Seja K um corpo de numeros algébricos e suponhamos
[K : Q] = n. Se a é um elemento ndo nulo de I, tem-se que [N(a)| = #(%)
Prova: Notemos inicialmente que, pelo corolario 1.4.9, temos N(a) € Z, ¢
portanto faz sentido tentar provar que |[N(a)| = #(% ) ;

Pelo teorema 1.4.11, sabemos que /x € um Z-modulo livre de posto #. Dado

a € Ik, temos que a aplicagdo multiplicagdo por a é um isomorfismo entre /¢ e (a). Assim, o
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submédulo (a) ¢ também um Z-moédulo livre de posto n. Entdo, novamente pelo teorema
1.4.11, temos que existe uma base {ej,...,e,} de Ix e existem inteiros ndo nulos ci,...,c, tais
que {cie1,cz2€2,...,Cneny € uma base de (a). Ou seja,
(a) = Zcire1 @ ... ® Zcqen.
Suponhamos sem perda de generalidade, que ci,...,c, € N*. E facil ver que
a alicacdo

Z_ A
@ dx > oy X X 20y

riey + ...+ rpe, — (r1+ci1,...,rn + cy)

¢ um homomorfismo de Z-moddulos sobrejetor e cujo nucleo ¢é precisamente

Zciey @ ... ® Zcqen = (). Assim, existe um isomorfismo de Z-moédulos entre <% e H sy
Dai:

1) =411 ) - ererecn

Queremos agora calcular N(a), ou seja, o determinante da matriz do

operador m,, multiplicagéo por a. Observe inicialmente que:
(i) {aei,...,ae,y € também uma base de (a). De fato:
(a)éidealdelx e ey,..,en € Ix

= Zae) + ... + Zae, < ().

Ainda, parai € {1,...,n},
cie; € (@)
= cie; = au, comu € Ix = Zey + ... + Zey

= cie; € a(Ze) + ... + Ze,) = Zae) + ... + Zae,

Dai temos um automorfismo linear v : {a) - (a) induzido por v(c;e;) = ae;;
(if) o operador linear u : Ix — Ix induzido por u(e;) = ciei, i = 1,...,n, tem

imagem (a);

(iii) o operador m, : Ix — Ix “multiplica¢@o por a” satisfaz m, = v o p.
Logo, N(a) = det(m,) = det(v).det(u).
Mas, observamos agora que det(v) é um numero inteiro invertivel e,
portanto det(v) = 1. Temos também que det(u) = c|.....c, €, assim, obtemos
Nig) = £l
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Assim, temos que de fato |[N(a)| = #(({Tx))
|

Para obter maiores informagdes sobre esta se¢do indicamos [S;], [S-T], [E] e
[H-W].
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Capitulo 2

ANEIS EUCLIDIANOS E SUAS PROPRIEDADES ELEMENTARES

2.1 Defini¢do usual de dominio euclidiano e comentarios

Defini¢do 2.1.1: A defini¢do usual de um dominio Euclidiano ¢ a de que D é um
dominio com uma aplicagdo ¢ : D - N tal que:
(1) Va,b € D*, ¢(ab) 2 ¢(a);
(2) dados a,b € D, com b # 0, existem g ¢ r em D tais que a = bg+r e
o(r) < ¢(b).
Fagamos inicialmente alguns comentarios a este respeito:
a) Alguns autores (por exemplo [G-L]) definem dominio euclidiano exigindo
apenas que exista o : D* - N que satisfaca (1) e (2).
Note que, definindo ¢* : D - N por

0,sed=0
¢'(d) =
od)+1,sed =0,

teremos que ¢ satisfaz (1) e (2), de modo que as duas definigdes sao equivalentes.

b) A condigdo anel “com unidade” é dispensavel na defini¢do, mas acaba sendo
necessaria. De fato, em [H] ndo se trabalha apenas com anéis com unidade, e define-se anel
euclidiano como sendo um anel comutativo R sem divisores de zero para o qual existe
v : R = N que satisfaz (1) e

(2’) Va,b € R*, existem ¢,r € R tais que a =bg+r com r=0 ou
v(r) < y(d).
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Inicialmente note que o caso @ = 0 poderia muito bem ter sido incluido nesta
condi¢do, pois basta-nos tomar g = r = 0. Além disso, em [H] prova-se que todo anel
euclidiano tem unidade, de modo que temos afinal que anel euclidiano em [H] é um dominio
que satisfaz (1) e (2’), ou seja, em [H] a defini¢do poderia ter sido desde o inicio a mesma que
em [G-L].

c) Por que exige-se ainda em (2) que b seja diferente de zero?

Para consisténcia da propria condi¢do: note que se a queremos valida mas
incluimos a possibilidade b = 0 entdo, se tomdssemos b = 0 e a = 0 com @(a) > ¢(0) entdo
teriamos a = bg + r se e s0 se ¥ = a, mas ai ¢(r) = p(a) > ¢(0) = @(b), absurdo.

d) Com a defini¢do 2.1.1, afirmamos que o anel de polinémios K[X] com
coeficientes sobre um corpo K ndo € um dominio euclidiano com a fun¢éo grau. De fato, dados
ac€K* e p(X) € K[X] teriamos que, se K[X] fosse euclidiano para 0, existiriam

q(X),r(X) € K[X] tais que p(X) = g(X)a + r(X) com 0(+(X)) < &(a) = 0 um absurdo, pois

tem imagem N.

No entanto, se definirmos ¢ : K[X] - N por

0, sep(X) =0
(X)) +1, sep(X) 0

entio teremos K[X] euclidiano com a fungio ¢.

(X)) = {

2.2 A definigdo de anel euclidiano

Definigdo 2.2.1: Dado um anel (comutativo com unidade 4), denominamos
algoritmo euclidiano (ou simplesmente um algoritmo) em 4 uma aplicagdo ¢ : 4 - W, onde
W é um conjunto bem ordenado, que satisfaz a condigao:

Ya,be A, b+0,3 qgre Ataisquea = bg+re ¢(r) < o). (%)

Dizemos que 4 ¢ euclidiano se admite um algoritmo euclidiano em A4, e quando

quisermos especificar o algoritmo, diremos que 4 € euclidiano para ¢ e usaremos a notagdo

(4, 9).
E claro entdo que todo dominio euclidiano da definigdo 2.1.1 ¢ um dominio
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euclidiano na defini¢do acima também. Mostraremos adiante que a condigo (1) que € incluida
na defini¢do 2.1.1 de dominio euclidiano nao € essencial, no sentido que um algoritmo como
em 2.2.1 sempre d4 origem a um outro algoritmo que satisfaz também a condi¢do (1) em 2.1.1.

Convencio: Em todo o restante deste trabalho a defini¢do adotada para anel
euclidiano (incluindo o caso dominio) sera a apresentada em 2.2.1.

2.3 Propriedades elementares dos anéis euclidianos e exemplos

Proposi¢ido 2.3.1: ¢ é um algoritmo para um anel A se e so se, para qualquer
elemento ndo nulo b fixado, todo elemento a € A admite um representante r em A para a

classe de a em -~ com ¢(r) < ().

Prova: Sejam ¢ um algoritmo para um anel 4 e b € 4 um elemento nio
nulo. Entdo, dado a € 4, sabemos que existe » € 4 tal que a = bg + r com @(r) < @(b). Dai
Y

a—r=bq=>a—re(b)=>§=?em-@—)-,

e portanto r € o representante procurado.
Reciprocamente, seja b # 0 um elemento do anel 4. Queremos mostrar que
para cada a € A existem elementos g,r € 4 tais que a = bg+r com @(r) < ¢(b). Por

hipétese, para cada a € 4 existe x em A4 tal que ¥ = @ em {fT) com ¢(x) < ¢(b). Dai

X=a=>a-xe(b) =
Jdgyre€Atalquea—x=bg, = a = bq +x;

basta entdo tomar » = x € ¢ = g que teremos ¢ um algoritmo para 4.

Proposicio 2.3.2: Seja (4, @) um anel euclidiano. Entdo, para todo
be A, b+ 0, temos (b) > ¢(0), ou seja, p(0) é o menor elemento de p(4).

Prova: Fazendo a = 0 em 2.2.1 temos que, por (), existem g1,b; € A4 tais
que 0=0bg,+b1 e @(b1) < @(b). Definimos entdio indutivamente uma seqiiéncia
by,bs,...,bn,... de elementos de A4 pela seguinte regra: se b, = 0 paramos; se b, # 0
novamente utilizamos (*) e escrevemos 0 = b,gns1 + bpe1 com @(bne1) < @(bn), gerando

assim o elemento b,+1. Como (¢(b,)) € uma seqiiéncia estritamente decrescente de elementos
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de um conjunto bem ordenado, temos que o conjunto {¢(b,) | » € N*} tem menor elemento,
digamos, ¢(bn). Afirmamos que b, = 0. De fato, caso contrario se dividirmos O por b,
teremos 0 = bmgm + bme1 com @(bms1) < @(bm) 0 que é absurdo pois ¢(bn) é o menor

elemento de {¢(b,) | » € N*}. Em qualquer caso, provamos entéo que
@(b) > @(b1) > ... > p(bm) = ¢(0).

Proposi¢ao 2.3.3: Se um elemento b de um anel euclidiano (A, @) é tal que o(b)
¢ o menor elemento de @(A) — ¢(0) entdo b € um invertivel em A.
Prova: Da hipétese temos b # 0. Entdo, para todo a € 4, existem g,r € 4
tais que a = bg +r satisfazendo ¢(r) < p(b). Mas entdo, pelo cariter minimal de b,
() = ¢(0), donde r = 0, pela proposi¢do anterior.
Portanto 4 = (b), ou seja, b é invertivel.
[m|

Notemos que a reciproca da proposi¢do acima ndo € valida. De fato, a aplicagdo
¢ : Z - N dada por

n|paran # 1
¢(n) = e
2paran =1

é um algoritmo para Z, pois, para todo n # 0 em Z tal que |[n| < 1 ou |[n| > 3, os representantes
r=0,1,..,|Jn|—1 das classes modr satisfazem ¢(r) < @(n). Para |n| =2 trocamos o
representante 1 por 1-2 = -1, que satisfaz ¢(-1) < ¢(n) = 2 (por exemplo escrevemos
7=42-1aoinvésde 7 = 3.2 + 1). Portanto por 2.2.1 ¢ € um algoritmo.

No entanto @(-1) = 1 < 2 = ¢@(1) com 1 sendo um invertivel em Z.

Veremos adiante uma condi¢do sobre o anel 4 que vai nos garantir a validade
desta reciproca.

Proposicdo 2.3.4: Todo anel euclidiano (A, @) é um anel a ideais principais.
Prova: Seja / um ideal ndo nulo de 4. Tomamos entdo, entre os elementos
ndo nulos de 7, um elemento & com o menor valor para ¢. Note que tal elemento existe, uma
vez que @(7 — {0}) € subconjunto de um conjunto bem ordenado. Afirmamos que / = (b). De
fato, para todo a € I, escrevemos a = bg + r com ¢(r) < ¢(b). Como r = a— bg € I, temos
necessariamente » = 0.
|
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Corolario 2.3.5: Todo dominio euclidiano é um dominio fatorial.
Prova: Basta aplicar 2.3.4 ¢ 1.2.14.
i

A reciproca do corolario 2.3.5 ndo ¢ valida. De fato, Z[X] ou K[X, Y], com K
corpo, sdo dominios fatoriais que nédo sao euclidianos pois ndo sao principais.

Mostraremos adiante (coroldrio 4.1.10) que também n@o € valida a reciproca da
proposigdo 2.3.4. No entanto provaremos na proposi¢do 2.3.16 que todo dominio principal
com um numero finito de ideais maximais ¢ sempre euclidiano.

Considerando a defini¢do 2.2.1 listamos agora alguns exemplos de anéis
euclidianos:

Exemplo 2.3.6: E facil verificar que o anel dos numeros inteiros Z é euclidiano
para o algoritmo ¢ dado pelo algoritmo de Euclides.

Exemplo 2.3.7: E facil verificar que o anel dos nimeros inteiros Z é euclidiano
para o algoritmo @(n) = |n|.

Exemplo 2.3.8: Perguntamo-nos se com esta definicdo de anel euclidiano a
“fungdo” grau ¢ tem chances de ser um algoritmo para o anel de polinémios K[X], com
coeficientes sobre um corpo K. Observe que pela proposigdo 2.3.2 demonstrada acima
deveremos ter 0(0) < 0. Assim, se ndo exigirmos que N seja um segmento inicial de W,
podemos tomar W = {—o} U N com —0 < n para todo n € N e definir 6(0) = —0. Agora sim
a fungdo & : K[X] » W é um algoritmo para K[X].

Também a fungéo ¢ : K[X] — N definida por

B 0, sep(X) =0
i { 1+ 2(p(X)), sep(8) # 0

¢ um algoritmo para K[X], pois como vimos no comentirio (d) anteriormente, esta fungao
serve na definigdo 2.1.1 e portanto também na defini¢do 2.2.1.

Exemplo 2.3.9: Afirmamos que o anel Z[/p], com p primo positivo, ¢
euclidiano com a fungdo ¢ : Z[ /p] - N dada por
pla+byp) = |Nla+bp)| = |a* — pb?|
(veja 1.4.17 (iii)).
De fato, sejam a, 8 € Z[ /p ] com B # 0; procuramos r,q € Z[ /p] tais que
a = gB +r com @(r) < ¢(B), ou seja, procuramos g tal que ¢(r) = p(a —gp) < @(B). Como
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a norma € multiplicativa temos
o(r) = p(a~gP) = |IN(@—gP)| = |NBN(% - 9)| = INB)IN(% - )| = o(B)|N(% - ),
e portanto procuramos g € Z[ Jp ] tal que IN(5 -9l < L.
Escrevendoa = a+b fp e f = c+d [p temos
« _ atbfp . acp S
&= o= TR s 3 7 w QLIP)

c?-pd?

Denotemos - por x+y/p. Dai, se escolhermos e € Z e f € Z tais que
k-e<lely-f>+ etomarmosq =e+f/p € Z[/p] teremos entdo
IN(& =) | = [N+ pyP) = (e +//P)| = |N(x—e) - (=) Jp) | =
= |x—e)-ply-HH L 15 <1

e portanto, para tal g, temos ¢(a — gB) < o(B).
|

Exemplo 2.3.10: O anel Z[i] dos inteiros de Gauss ¢ euclidiano para a fungéo
norma n : Z[i] - N que é dada por
n(a + bi) = a* + b2,
como ¢€ facil verificar, de maneira analoga a do exemplo acima, onde aqui escolhemos e e f
satisfazendo [y —¢| < T ely-f < +

Exemplo 2.3.11: Apresentamos agora um exemplo de algoritmo euclidiano
envolvendo um conjunto bem ordenado W “muito maior” que N. Consideremos a aplicagdo
@ : Z -»W, onde N cW, definida por:

®(0) =0
ok) = o(lk]) = ¢(2Z2n+1)) =jw+n+1, paran > 0,

onde wdenota o primeiro ordinal transfinito e j = v,(k) onde v, denota a valorizagdo 2 —ddica.
Sejam A4,B € Z com B # 0; procuramos Q,R € Z tais que 4 = BO + R,
com @(R) < ¢(B).
Inicialmente note que basta-nos considerar 4 >0 e B > 0, pois se
encontrarmos Q,R € Z tais que 4 = BQ+R com ¢@(R) < ¢(B) como ¢@(-B) = ¢(B) e
®(—R) = @(R) poderemos escrever:
a) A = (-B)(-Q) + R e ainda temos ¢(R) < ¢(B) = ¢(-B);
b) -4 = B(-Q) + (—R) e ainda temos ¢(—R) = ¢(R) < ¢(B);
¢) —A = (-B)Q + (—R) e ainda temos ¢(—R) = @(R) < ¢(B) = @(-B).
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Ainda, se A=0¢e B> 0 entdo 4 =B.0+0 e ¢(0) = 0 < ¢(B). Assim,
resta-nos provar o resultado paraocaso4 > 0e B > 0.

Consideramos entdo 4 = 22(2n+1) e B=2Q2d+1)comn>0e d > 0.
Como 4,B € N* sabemos que o algoritmo da divisdo nos da elementos g, € Z tais que

A=Bg+rcom0 < r<|Bl =B.
Se r = 0 esta pronto: ¢(0) = 0 < ¢(B).
Suponhamos que » = 2/(2k+ 1) com k > 0. Assim temos:
A=Bg+rcom0<r<Be&
2Q2n+1)=25Qd+1)g+2'(2k+ 1) com 0 < 2'(2k+ 1) < 2°(2d + 1). (x)

Consideramos agora duas possibilidades:
1° Caso: £ < s.
Neste caso, temos que se tomarmos O = g € R = r teremos:
A=BO+R,comeR) =) =tw+k+1 <so+d+1=¢@(B).
2°Caso: t > s, digamos f = 5 + 1.
Aqui temos:
2(2n+1) =2°Q2d+1)g+2'(2k+ 1) com 0 < 22k + 1) < 2°(2d + 1).
Dai
2@2n+1)=2°Qd+ 1)g+2'(2k+ 1)
=25Qd+ 1)g+2'Qk+1)+2°Q2d+ 1) -2°(2d + 1)
=252d+ )[g+ 1]+ 2'Q2k+1)-2512d + 1)
=B(g+1)+2'Q2k+1)-25(2d + 1).
Olhamos agora o termo
R=2"Q2k+1)-2°Q2d+1)
=2%(2k+1)-2°Q2d + 1)
= 25[2(2k+ 2" - d) - 1]
e observamos que R < 0, por (x). Considerando
A=2k+25 —d=2"12k+1)-d
temos 2°(2A—1) = R < 0, donde A < 0.
Portanto —R = 25[2(-4) + 1] e ainda -4 > 0.
Entao:
o(R) = @p(-R) =so+ () +1 =55 -271Qk+ 1) +d+ 1 <sw+d+1 = ¢(B).
Assim, se considerarmos Q=g¢g+1 e R =22Q2%k+2"' —=d)-1)]
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teremos
A = BO+R, com ¢(R) < ¢(B).
=

OBS: Pode-se provar que g e r dados na defini¢do 2.2.1 sd@o unicos nos
exemplos 2.3.6 e 2.3.8 acima. Mas esta propriedade ndo vale em geral. De fato, j& para o
exemplo 2.3.7 isto n@o ocorre: 3 = 2.1 +1 =22 -1 com @(1) = ¢(-1) < ¢(2).

Um algoritmo para um anel 4 nem sempre satisfaz a condigéo (1) da definigéo
2.1.1. Por exemplo:

Exemplo 2.3.12: Retomemos o anel euclidiano (Z, ¢) onde ¢ é dada por

o) = { |n| paran = 1

2paran = 1
Note que p(-1.1) = ¢(~1) < ¢(1), e portanto ¢ nao satisfaz (1) de 2.1.1.

No entanto afirmamos que tal condi¢do ndo é essencial, no sentido de que um
algoritmo euclidiano sempre pode gerar um algoritmo que satisfaga também (1). Mais
precisamente:

Proposicio 2.3.13: Se ¢ : A - W é um algoritmo para um anel A, entdo a
aplicagdo ¢ : A - W definida por

0(0),sea=0
pi(a) = .
Mine(a)-(0y {p(b)} se a # 0

é também um algoritmo e satisfaz ainda, para todo a,c € A,

1) p1(a) < p(a);

ii) 1(ac) 2 ¢1(a) seac + 0.

Prova: Inicialmente observemos que ¢ estd bem definida ja que estamos
considerando # bem ordenado; além disso, € claro que ¢(a) < ¢(a) para todo a € A.

Para provarmos que ¢ € um algoritmo, vamos considerar a,b € 4, com
b # 0. Por defini¢do temos que ¢(b) = ¢(bc) para algum ¢ conveniente em 4. Sendo ¢ um
algoritmo, existem g,r € A tais que a = beg +r com ¢(r) < @(bc). Portanto temos @ = 7 em
% e 21(0) < 9(r) < 9(be) = 91(B).

A propriedade (ii) decorre da defini¢@o de ¢ (a), ja que
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ac € (ay = {(ac) < (@) = ¢i(ac) = ¢1(a).

Proposicao 2.3.14: Se ¢ : A - W é um algoritmo que satisfaz a condi¢ao (1)
da defini¢do 2.1.1, isto é
o(ac) = o(a) se a,c € A sao tais que ac # 0
entdo ¢ satisfaz também
o(ac) = ¢(a) se e somente se {(ac) = (a).
Em particular, se A for um dominio
¢(ac) = p(a) se e somente se c é invertivel.
Prova: Sejam a,c € 4 tais que ac # 0. Se {(ac) = (a) entdo, a = acd e

portanto por hipétese temos que ¢(a) = @(acd) > ¢(ac); por outro lado temos que
p(ac) = @(a). Assim, temos de fato ¢p(ac) = ¢(a).

Reciprocamente, se ¢(ac) = ¢(a) entdo, como ¢ € algoritmo, temos que
existem g,» € A tais que a = acq + r com @(r) < p(ac) = ¢(a). Temos entdo r = a(l —cq), o
que implica » € (a). Dai, se r # 0, podemos escrever, utilizando:

o(r) = p(a(l —cq)) > ¢(a) = ¢(ac) > (1),
um absurdo. Logo, temos de fato r=0, ou seja, a=acqg, e assim temos
(a) = (acq) < (ac) < (a) e portanto {(a) = {ac).
m

Corolario 2.3.15: Se ¢ : A - W é um algoritmo que satisfaz
V a,c € A tais que ac # 0, p(ac) = ¢(a)
(como por exemplo o algoritmo @, construido na proposi¢do 2.3.13), entdo vale a reciproca

da proposig¢ao 2.3.3, ou seja, se u é um invertivel de A, entd@o ¢(u) é o menor elemento B de
©(A) — ¢(0). Em particular,

ue U4) & o) = (1).
Prova: Note que
ue UA) =3 u € UA), ud' =1
= (1) = pu') > o) = p(.1) > ¢(1).
Logo,
YV u e U4), p(u) = o(1).

Agora, pela proposi¢do 2.3.3, se u € A é tal que @(u) = f entdo u €
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invertivel, o que completa a prova.

Corolario 2.3.16: Sejam W um conjunto bem ordenado que contém N como
segmento inicial e A um anel euclidiano que é um dominio. Sejam P = {p € A|p ¢ irredutivel}
e V= {vp|p € P} o conjunto de todas as valoriza¢des p — ddicas sobre cf(4). Entdo, para
qualquer algoritmo @ em A temos

P(x) = 1+4) vp(x),
peP
para qualquer x + 0 em A.

Prova: Inicialmente observamos que se ¢; € um algoritmo construido a
partir de ¢ como em 2.3.13, entdo basta-nos mostrar que a desigualdade € valida para @, pois
dai, pelo item (7) de 2.3.13 temos que, para todo x € 4,

o(x) 2 ¢1(x)
e portanto, para todox # 0 em 4,

P(x) = @1(x) = 142 vp(x).

pEP

Para os x € 4 para os quais ¢@(x) > n para todo n € N a desigualdade é
clara.

Vamos entdo considerar x € 4 tal que ¢ (x) = n € N™.

Inicialmente observe que se x = up}'....p;" com u € U(4) e p,....p:
irredutiveis distintos entdo, pela proposicao 2.3.14 temos

P1(x) = 1P -...p?),
e como (p7'...p;") & (P ....p}) temos, por (ii) de 2.3.13 e pela proposicdo 2.3.14
1@} .pl) > ;1P ).
Como ¢;(x) € N* e N é o segmento inicial de W, temos
01 o p) > 14+ 0107 pl).

Fazendo o mesmo raciocinio agora com o elemento p}'™ ¢ ao invés de

Py coves :', ndo é dificil convencer-se que

e1(x) 2 ri+e1(PYF...pf) 2 ri+r2+01(P5...pl") >
2.2 | +r2+...+.";_1 +(r;_ l)+¢](p;).

Agora note que como p; € irredutivel e N é um segmento inicial de W,

temos ¢1(p;) = 2 pois, pelo corolario 2.3.15, ¢,(x) = 1 se e somente se u € invertivel, e
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portanto
oOx)Z2ri+ra+..+r+1,
ou seja,

P1(x) = 1+X vp(x).
peP

Ja salientamos anteriormente que nem todo dominio principal € euclidiano; no
entanto temos valida a seguinte proposigao:

Proposicao 2.3.17: Um dominio A a ideais principais com um numero finito de
ideais maximais, digamos, Apy = M\,...,Apn = M,, é euclidiano com algoritmo dado pela
aplicagdo @ : A - N tal que

0,sex=0
o) = 1 +Zn:v,-(x), sex#0
i=1

onde v; denota a valorizagdo p; — ddica de A.
Prova: Inicialmente observe que se b € U(4) entdo v;(b) = 0 paratodo i e
portanto @(b) = 1. E se b € U(4) e b # 0 entdo existe j € {1,2,...,n} tal que b € M; e

n
portanto v;(b) > 0, donde, como b = 0, temos ¢(b) = 1+ Y_vi(b) > 1. De qualquer modo,
i=1

temos
b+0= o) > 1.

Sejam a,b € A com b # 0. Pela proposigao 2.3.1 basta encontrarmos » € 4
tal que 7 = g2 em -{%)- e @(r) < @(b) para termos que ¢ € um algoritmo.

Se a € (b), digamos, a = bg, tomamos r = 0 e a = bg + 0, e teremos de
fato @(r) = @(0) = 0 < 1 < @(b).

Suponhamos agora a ¢ (b), € seja r um representante qualquer de @ em
R

Afirmamos que v;(7) < v;(b) para algum indice i € {1,2,3,...,n}.

De fato, caso contrario teriamos v;(r) = v;(b) para todo i, ou seja, em
K = cf(A) teriamos v;(4-) > 0 para todo i, e portanto, pela proposi¢do 1.3.9 e seu corolario,

n n
£ie N4y, = [4m, = A.
=1 i=]
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Assim r+ € (b), o que contradiz a hipétese 7 = @ # 0 em 4.

Afirmamos agora que, para os indices i tais que v;(r) < vi(b), temos
necessariamente que v;(+) = v;(r) para todo » € @, e portanto, para os indices i tais que
vi(r) < vi(b) o elemento r na classe de a pode ser substituido por qualquer outro desta

mesma classe, sem que seja alterado o valor de ¢(r). De fato: se r» = bg + r para algum g € 4
entdao

vi(b) > vi(r) = vi(bg + r) = min{vi(bg),vi(r)}.

Note agora que se vi(bg) < v;(r) entdo teriamos

vi(b) > vi(r) > vi(bg) = vi(b) +vi(q) > vi(d),
um absurdo. Assim, temos vi(bg) > vi(r) e, pela proposi¢do 1.3.2 (iv), temos
vi(r) = min{vi(bg),vi(r)} = vi(r).

Devemos agora verificar o que ocorre quando v;(r) > v;(b), para algum
j € {1,2,3...,n}. Queremos substituir » por um representante conveniente da classe de a que
satisfaga v;(r) = v;(b) para todos os j tais que v;(») > v;(b).

Inicialmente observe que, como 4 é dominio de fatora¢do unica e x € 4
temos que, se um elemento irredutivel p € 4 é tal que p [ x, entdo x € (p), e portanto
(x) + (p) = A, uma vez que (p) € maximal, e isto nos possibilita dizer que existem y,s € 4 tais
que yp +sx = 1. Entdo para todo w € 4, temos wyp + wsx = w, ou ainda,

VweAd3Iz € Atalque w = zx(modp) (asaberz = sw). (1)

Para os indices j tais que v;(r) > vj(b) temos, pondo vi(b) =n e

vi(r) =n+tcomt e N,
r =cpj*comp; [ c (2)
b = fpj comp; [ f. 3)
Assim, de (2) e (3) teremos
fr = fepi* = cbpy.

Agora, se tomarmos x = f e w = ¢ em (1) acima, teremos que existe z> € 4

tal que ¢ = z’f(modp;); ou seja, existem z-, A € A tais que
¢ = zf+ pji. )

Fazendo entdo z; = z'p; temos, por (2), (4) e (3) que

r=cpit = (zf+piApi™ =
=z:fpi" + Ap}”‘“ = z;fp} + Ap}‘*“l =
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= zib+ Apf™*! = 1 = z;b (mod(p*!)).

Assim, podemos dizer agora que para os indices j tais que v;(r) > v;(b)
existe um elemento bem definido z; médulo M; tal que 7+ = z;b (mod(p;’ @y,

Usando agora o Teorema Chinés de Restos para o sistema de congruéncias

X =1-2zi(modM;) paraj € {1,2,3,...n} tal que v;(r) > v;(b)

temos que existe z € 4 tal que z = (1 — z;)(mod M;) para todo j tal que v;() > v;(b).

Afirmamos que r = r + bz é um representante para @ em 4 que satisfaz
vi(r) = v;(b), para todo j tal que v;(r") > v;(b).

De fato, para tais j temos

r-zbe MJ’,-‘*‘,

uma vez que v;(b) = n.

Além disso,

z=(1-z)(modM;) & z-1=mj—z

para algum m; € M;.

Dai r = r» + bz satisfaz:

r=b=r+bz=-b=r+@-Db=r+(m-z)b=
=r-zjb+mb e MM + M = M,
Portanto vi(r—b) > n+1 = v;(b) + 1 > v;(b) e portanto temos
vi(r) = v;(b),

pela proposigao 1.3.2 (iv).

Sendo assim, concluimos que

vi(r) = vi(b) se v;(r) > v;(b)
€
vi(r) < vi(d) se vi(r) < vi(b)

e portanto

iv,-(r) < Zn:v;(b) = l+iv,-(r) <1 +ivf(b) = o(r) < ¢(b).
=1 i=1 i=1

=]

Corolario 2.3.18: O anel de valorizagdo associado a uma valorizagao discreta

v é euclidiano para a fung¢éo
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0,sex=20
o(x) =
I1+v(x)sex+0
Prova: Para esta prova, basta observarmos que o anel de valorizagio

discreta € um dominio a ideais principais com um s6 ideal maximal.
O

Proposicdo 2.3.19: Sejam A\,...,A, anéise A = Ay x Ay x ... x A, Se (4,p)
é anel euclidiano entdo, para cada i € {1,...,n}, o anel A; é também euclidiano.

Prova: Vamos provar apenas, para n = 2. E facil convencer-se, por indugio
sobre n, que a afirmag@o ¢ também valida para n > 2.

Existe um algoritmo ¢ : 4 —» W e, entdo dados (a1,a2),(b1,b2) € 4 com
(b1,b2) = (0,0) existem (g1,92),(r1,72) € 4 tais que (a1,a2) = (q1,92)(b1,b2) + (r1,72) com
@((r1,72)) < @((b1,02))
Definimos entdo:
@1 : A1 - Wceomo ¢i1(x) = o((x,0)) Vxe 4, e
@2 1 A2 » Wecomo ¢2(y) = 9((0,y)) V y € 4a.
Afirmamos que ¢, € um algoritmo em A4;. De fato, dados a,b € 4, com
b # 0, consideramos os pares (a,0),(b,0) € 4, x A>; como A4 x A> é euclidiano, existem
(91,92),(r1,72) € Ay x 4, tais que:
(a,0) = (5,0)(g1,92) + (r1,72) com @((r1,r2)) < @((5,0))
ou seja:
(a,0) = (bg) +r1,0q2 + 72),
o que significa que
a=bg1+rie0=r;.
Assim, temos
@1(r1) = ¢((r1,0)) = o((r1,72)) < @((5,0)) = @:1(b).

De forma analoga prova-se que ¢ € algoritmo para 4,.
Veremos agora que a reciproca desta proposi¢ao néo € tdo trivial:

Proposicio 2.3.20: O produto cartesiano de um numero finito de anéis
euclidianos é um anel euclidiano.
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Prova: Novamente provaremos apenas o caso em que 4 = 4; x 4A,. Para
mais do que dois anéis euclidianos € facil convencer-se de que a afirmagdo acima é valida
utilizando indugdo sobre o nimero de anéis considerados.

Suponhamos A4,4> euclidianos para ¢;: 4; - W; com i€ {l,2}.
Consideramos W' = W, x W, ordenado pela ordem lexicografica, que sabemos ser ainda um
conjunto bem ordenado (veja exemplo b ap6s defingdo 1.1.4), consideramos a soma ordinal de
duas copias de W' que denotaremos por W (veja defini¢do 1.1.7), e sejam A’ : W' - W e
h" . W' - W aplicagdes injetivas que preservam ordem, e tais que 4'(A) < A"(u) para todos
Aue W,

Dados x; € A1 ex2 € A; definimos ¢ : 41 x A2 = W como segue:

(i) Se x),x2 forem ambos nulos ou nenhum deles for nulo, definimos
o(x1,x2) = B'((@1(x1), 2(x2))),

(i1) Se somente um deles for nulo, entdo definimos
@(x1,x2) = h"((@1(x1),p2(x2))).

Note que desta maneira estamos fazendo com que ¢(0,0) seja o menor
elemento de W, pois ¢(0,0) = h'(¢1(0),92(0)) e &' preserva a ordem e 4'(x,y) < h"(a,b) para
todo (x,y), (a,b) € A, x A,.

Afirmamos que ¢ definida acima é um algoritmo euclidiano para 4; x 4,.
De fato, sejam a = (a1,a2), b = (b1,b2) € A1 x A2 com b ndo nulo. Vamos encontrar
r,q € Ay x A, tais que a = bg + r com ¢(r) < @(b).

1° Caso: suponhamos que b1,b> sao ambos nao nulos. Neste caso, como 4
e A» sdo euclidianos, existem gq;,r; € A; para i€ {l,2} tais que a; = b;g; +r; com
@i(ri) < @i(bi).

Se r1,r, forem ambos nulos ou nenhum deles for nulo, temos:

p(ri,r2) = b ((@1(r1),02(r2))) < h((@1(51),02(02))) = @(b1,b2) = ¢(b).

Assim, podemos tomar g = (g1,92) e ¥ = (r1,72) e teremos a = bg + r com
o(r) < o(b).

Agora, se algum dos elementos r, 72 for nulo, digamos, sem perda de
generalidade r; = 0 # r, escrevemos:

ay = bi(q1—1)+ b1, az = baga + ra.
e tomando » = (b1,72), g = (g1 — 1,92), teremos
o(r) = p(b1,7r2) = B ((91(b1),92(r2))) < h((91(51),92(52))) = @(b1,b2) = (b),

ou seja, podemos tomar » = (b1,72) e ¢ = (g1 — 1,92) e teremos ¢(r) < ¢(b).
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2° Caso: se exatamente um entre b; e b, € nulo, digamos, sem perda de
generalidade, by = 0 # ba.

Se a; =0 entdo a; = 0.0, +0, e como @2 € um algoritmo, temos que
existem g2,72 € A3 tais que
az = baqz +rz, com @2(r2) < @2(b2),

donde concluimos que, tomando g = (0,g2) e » = (0,72) obtemos a = bg + r, com
¢(0,0) < @(b1,b2),ser2 =0

r) = ¢(0,r2) =
o) =¢0.r2) { " (01(0),92(r2)) < h"(91(0),02(b2)) = ¢(0,b2) = ¢(b1,b2) se ry # 0.

Se a1 # 0 entdo escrevemos a; = 0.q) +a; € az = bagz +r2 com r; € A3 ndo
nulo (isto sempre € possivel se 42 # {0}. Note que se 4> = {0} entdo 4; x A2 ~ 4, € ndo
temos nada a mostrar neste caso).

Entdo (a1,a2) = (91,92)(0,b2) + (a1,r2) e, como a; *= 0 = r, temos
p(ai,r2) = h'(pi1(a1),92(r2)) < h"(91(0),02(52)) = ¢(0,b2) = @(b1,b2).
28]

Exemplo 2.3.21: Com esta proposi¢do podemos agora construir exemplos de
anéis euclidianos que né@o sdo dominios, como por exemplo Z x Z.

Observagido 1: O algoritmo ¢ construido na demonstragdo da proposi¢do acima
¢ chamado por Samuel [SP,] de “algoritmo transfinito”. Afirmamos que em alguns casos tais
algoritmos s3o inevitaveis, como no caso Z x Z. De fato, inicialmente provamos:

Proposi¢io 2.3.22: Dado um anel euclidiano (4, ¢) tal que U(A4) é finito entdo,
fixado um numero inteiro qualquer n, o conjunto A, = @' ({n}) é também finito.

Prova: Inicialmente observamos que como A4 ¢ euclidiano temos que 4 ¢ um
anel a ideais principais. Entdo, pela proposi¢do 1.2.8, temos que 4 € a soma direta de dominios
a ideais principais € de anéis a ideais principais com um unico e nilpotente ideal primo,
digamos,

A By % R By % % By,
onde Bji,...,Bn sao dominios € Bpai,...,Bs s80 anéis a ideais principais com um tnico e
nilpotente ideal primo.

Ainda, como U(4) € finito, temos necessariamente que U(B;) € finito para
todoi € {1,...,5}.

Afirmamos que todo ideal 7 de 4 tem apenas um numero finito de
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geradores, ou seja, fixado b = (by,....bs) € A, existe apenas um numero finito de
possibilidades para ¢ = (ci,...,c;s) tais que 4b = Ac. De fato se Ab = Ac, existem
d = (d1,....,ds) ee = (ei,...,es) tais que ¢ = bd e b = ec. Mas entdo, para todo i € {1,...,s},
¢i = bid; e b; = ejc;.

Dai, se i < m podemos concluir que d;,e; € U(B;), ou seja, b; e ¢; sdo
associados pois B; ¢ um dominio.

Se i > m entdo, pela proposi¢io 1.2.8 sabemos que b; € da forma

Bi = :{b;}

S

onde up € invertivel e v(b;) > 0 € univocamente determinado por b;; da mesma forma
escrevemos

;= p:’(cx Ue,d; pV(d} e = p:*(e) -
onde B;p; € o unico ideal maximal nilpotente de B;.
Dai:
ci = bidi e bi = eici =p; vy —p:{b‘)u 0 Pugepl®y, = pr(e)u p:’(c) =
p:'(C. p:'(b )+V(d)u pla € p) ;) pr(ex)ﬂ'(CJueuc’

donde pela unicidade de representagao,
v(ei) = v(bi) +v(d:) e v(b;) = v(e;) + v(ci) =v(di) = v(ei) = 0

E portanto ¢; = b;ug, ou seja, também neste caso ¢; € associado de b;.

Como cada U(B;) ¢ finito concluimos que existe um numero finito de
possibilidades para o elemento ¢ = (cy,...,¢s).

Dai, por indugio sobre n, temos que se 4, = Ao UA; U..UA4, € finito e

@(b) = n entdo 4, - (b) ¢ sobrejetora pela proposi¢do 2.3.1, e entdo -+ b) ¢ finito; portanto (b)

(
tem norma finita ¢, como euclidiano € noetheriano, pela proposi¢do 1.2.33, existe apenas um
numero finito de possibilidades para (b). Por outro lado, pela observag¢do inicial, existe apenas
um numero finito de possibilidades para b. Logo 4, = ¢~!({n}) ¢ finito.

Provemos agora que ndo existe algoritmo para Z x Z da forma ¢ : Z x Z - N.
De fato, caso contrario teriamos ¢((1,0)) = n para algum » € N e, utilizando a demonstragéo
da proposigdo acima, com a mesma notagdo empregada 14, teriamos A}, = Ao UA1 U ... U4,

finito e A!, » &&) ] B4

00 sobrejetora, e portanto o ane 0

¢ também finito, absurdo.
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Observagdo 2: Samuel em [SP;] salienta que ainda ¢ um problema em aberto
responder se existe algum dominio D que é euclidiano e que ndo admite nenhum algoritmo
tomando apenas valores naturais.

Proposicao 2.3.23: Seja A um dominio euclidiano, e S € A um subconjunto
multiplicativamente fechado (tal que 0 € S). Entdo As é euclidiano.

Prova: Inicialmente observamos que basta provarmos para S um sistema
multiplicativo saturado, pois se S’ é a saturagdo de S, entdo Ay = 4s.

Vamos considerar S saturado; entdo S € gerado por alguns elementos
irredutiveis de 4 e pelos invertiveis. Entdo para cada x € A5 temos que existe x' € 4 tal que
x = (£)x' com s,z € S e x' primo com todos os irredutiveis de S , e portanto também primo
com todos os elementos de S. Afirmamos que para cada x € 4As tal x' ¢ tnico, a menos de
invertiveis. De fato,

%=—f~emAsc:>m=sb.

Dai, fatorando a e b obteremos alguns fatores irredutiveis pertencentes a S e outros nao

pertencentes a S. Mas como s,f € S, pela fatoragdo unica os fatores irredutiveis ndo

pertencentes a S serdo os mesmos, a menos de invertiveis. Desta forma podemos escrever:
a=axi.x-eb=>b'x1,...xr,

ondea’, b’ € Sex)...x, sdo os irredutiveis ndo pertencentes a S. Dai

s b _ b
T+ =i Xt L = XXy

Definimos agora ¢gs : As = @(4) pondo ¢s(x) = ¢(x') onde ¢ é um
algoritmo em A que satisfaz as condigdes das proposigdes 2.3.13 e 2.3.14. Temos que @ estd
bem definida, pois se u € U(4) entdo ¢(ux') = @(x’), uma vez que ¢ satisfaz 2.3.14.

Afirmamos agora que ¢s € um algoritmo para 4.

Sejam a,b € As, com b # 0, digamos, a = (%:-a)a’ e b= (-f-j—)b’ com
51,52,11,t2 € Sea’, b' primos com qualquer elemento de S. Note que

b+0=>s0=b".

Como (4,¢) é um dominio euclidiano, temos que existem q;,r; € 4 tais

que
a' =qb' +ry, comp(r) < o).
Dai:
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= () (E)ad+ (3)n.
Afirmamos que
os(2r1) < ps(b).

De fato, escreva agora r; = [1...[,r' com /; € S e r' primo com qualquer
elemento de S. Entdo, como » € {+') e gb' € (b') temos:

os(2tr1) = o(r') < o(r) < o(b") = @s(b),
sendo a primeira desigualdade valida por (ii) da proposigdo 2.3.13.

Portanto, tomando g = (-f—l';";l-)ql er= (f—:)rl teremos:

a = gb+rcom @s(r) < ps(b).
|

Proposicdo 2.3.24: Se A é um anel euclidiano, entdo o anel A' = A[[X]][X7'] de
polinémios em X~' com coeficientes séries formais em X é euclidiano.
Prova: Seja ¢ um algoritmo para o anel 4.
Observemos inicialmente que os elementos de 4’ podem ser expressos com

séries de poténcias ), a,X" coma, € Aeno € Z.
nzng

Desta forma, sem perda de generalidade, todo elemento ndo nulo s € 4',
pode ser escrito na forma

s = a(®)X® + Y a, X" (*)

nzl
coma, € Aparatodon € N*ea(s) € 4, a(s) # 0ea € Z.

Definimos agora

oy _ ) 9(0),ses=0
T = { o(a(s)),ses = 0.

Fixado s € A’ ndo nulo como em (*) temos:
0 = 0.s+0com¢'(0) = 0(0) < ¢lals)) = @'(s)
e,parat € A, t # 0, digamos,
t =a@®)X? + Y bnpXPm

mz=l1
com b, € Aparatodom € N*, a(t) € 4, a(t) # 0 e p € Z, escrevemos:

a(t) = ba(s) + ¢ com ¢(c) < e(a(s)).
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Dai, afirmamos que
t = (bXP)s + cXP + > (bm — bam)XP™.

mz1

De fato:

t=a(O)XP + Y bnXPm =
mz1

= (ba(s) + ) XP + 3 buXP" =

m=1

= ba(s)XP + cXP + Y bpuXPtm =

mz1

= (bX%*)(a(5)X*) + cXP + 3, bnXP™ =

mz1

= (bXF2)s - (bXﬁ‘“)[ZanX“"] +eXP 4+ 3 X =

n=1 mzl

= (bXP%)s = 3" banXP + cXP + 3 by XPm =

nzl mzl

= (bXP)s + cXP + 3 (bm — bam)XP™.

mz1

Dai, denominando g = bX? % e r = cXP + Y (bn — ba»)XP™ temos que se
mzl

¢ # 0 entdo ¢'(r) = @(c) < e(a(s)) = ¢'(s).
No caso em que ¢ = 0 ainda n3o sabemos quanto vale ¢'(¥); neste caso,

considerando que r € A', escrevemos » = a(r)X? + 3 p;X?* onde B’ > B e, “dividindo” a(r)
Jjz1

por a(s) encontramos b', r' €4 tais que a(r) =a(s)b'+c' com o@(c') < p(a(s));
analogamente ao processo anterior teremos que considerar duas possibilidades: Se ¢’ = 0
entdo ¢'(r") = p(c’) < p(a(s)) = @'(s); Se ¢’ =0 entdo ainda ndo sabemos quanto vale
@'(r"), e portanto repetimos o processo.
Se o processo parar apés um numero finito de passos nés encontramos
r® = t(mod(s)) tal que ¢'(r™) < ¢'(s).
Caso contrario a soma infinita u = bXP* +b'XP-2 + . +bWXF”-a 4 . faz sentido,
considerando que a seqiiéncia (™) é estritamente crescente, e nos temos ¢ = us + 0, onde
evidentemente ¢'(0) < @'(s).
o

Proposi¢io 2.3.25: Sejam W e W' conjuntos bem ordenados. Se h : W - W' é
uma bije¢@o que preserva ordeme ¢ : A - W é um algoritmo entdo ho ¢ : A - W' é também

um algoritmo.
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Prova: Sejam a,b € 4 tais que b # 0. Como ¢ € um algoritmo em 4 temos
que existem g,r € A tais que a = bg +r com @(r) < ¢(b) em W e, portanto, aplicando 4,
teremos 2(@(r)) < h(p(b)) em W' pois h preserva ordem. Sendo assim a aplicag@o ho @
também sera um algoritmo em 4.
o

Defini¢do 2.3.26: Dois algoritmos ¢ : A~ W ¢ ¢’ : A - W sdo ditos
isomorfos se existe uma bije¢do, 4 : ¢(4) - ¢'(4), que preserva ordem tal que @' = Ao o.

Observamos que se ¢ e @' sdo algoritmos isomorfos, entdo ¢(a) < ¢(b) se e somente se
¢'(a) < ¢'(d).
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Capitulo 3

A NORMA COMO ALGORITMO

Dado um dominio euclidiano D com corpos de restos finitos e corpo de fragdes
K, podemos nos perguntar se a norma ¢ um algoritmo em D, uma vez que vale o teorema
1.2.31. Relembramos que por 1.4.19, temos as vezes duas formas distintas de calcula-la.
Analisamos aqui algumas situagdes:

i) Se D = Z entdo, parax € Z,x + 0, temos que
wlil B Y
nx) = #( %) = K

ou seja, a norma coincide com o algoritmo usual em Z visto no exemplo 2.3.7.

ii) Se D = K e K ¢ um corpo finito, digamos, com g elementos, entdo, para todo polindmio nio
nulo b € K[X], temos que, como %‘;1 tem por representantes os polindmios com grau menor
que J(b) podemos dizer entdo que

n(b) = #(ﬂ(;—)‘l = g%®

de modo que n = h o ¢ onde:

¢ : K[X] » N,

3 0,sep(x) =0
Plpb = { 1+8(p(x)), se p(x) # 0,
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n: K[X'] —’N:
0,sepx) =0

n(p(x)) = qa(p(x)), se p(x) = 0,
€
h:'N - N,
h(a) = ol yully

q* !, sea+0,

¢ uma fung¢@o injetora que preserva ordem. Portanto, pela definigdo 2.3.26, os algoritmos ¢
(algoritmo usual em K[X]) e n (norma) s@o algoritmos isomorfos.

iif) Se D é um dominio a ideais principais com um namero finito de ideais maximais, digamos

Mai,..., M, tais que cada corpo de restos -J‘% possui g; elementos entdo, se observarmos que

D é um DFU e que cada M; é gerado por um elemento irredutivel p; de D, temos que todo
x € D se fatora em poténcias dos p;’s, a menos de invertiveis:

x = upy'..p}¥

com ni,....n, € Neu € U(D), donde

,
<x>=<pll.prs=[lc<p>.

i=1

r

E entdo, pela proposi¢do 0.2 e pelo lema 1.2.1, & - [[—2— ¢ um

i 1

i=1 Pi
.
isomorfismo de anéis. Assim, n(x) =[ | n(p}").
=1
Mas (;;"l} ¢ um -2 — espago vetorial de dimenso n;, donde n(p}’) = g}’

]

e portanto
n(x) =[] n(@}") =] qi".
i=1 i=1

Agora basta ver que, da fatorag@o de x em irredutiveis dada acima, temos
ni = vp,(x), paratodoi € {1,...,r}

onde v,, denota a valorizagdo p; — ddica de D e portanto

n(x) =[] ¢/(x € D,x + 0).

i=1
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iv) Se D um dominio euclidiano com corpos de restos finitos para o qual a norma € um

algoritmo. Entdo, se S € um subconjunto multiplicativamente fechado de D, temos que, pela

proposi¢do 2.3.23 Dy ¢ também euclidiano. Utilizando a norma como algoritmo de D, aquela

proposi¢a@o nos diz que, se considerarmos x € Ds, x # 0 escrito na formax = £x" coms,t € §

e x" € D primo com todos elementos de S, entdo a aplica¢@o n” definida por n'(x) = n(x") é
D Ds

- == ¢ um isomorfismo, e

um algoritmo em Ds. Da teoria de localizagdo sabemos que ) =

portanto temos que o algoritmo n” € de fato a norma em Dy

v) Perguntamo-nos agora para que valores de 4 uma extensdo quadratica Q(vd ) (onde sempre
esta definida a norma) admite a norma como algoritmo.

Vamos mostrar aqui que os unicos anéis de inteiros algébricos associados a
corpos quadraticos imaginarios que admitem a norma como algoritmo s@o apenas 0s anéis
associados a Q(v—d ) comd € {1,2,3,7,11}.

Seja K = Q(J—d ) com d inteiro e livre de quadrados. Inicialmente observe que,
neste caso, pela proposi¢do 1.4.17 temos [Nxq(a)| = Nkg(a) paratodo a € K.

Usaremos no que segue simplesmente N(a) para representar N (a).

Lema 3.1: Em K = Q(J/d) com d € Z livre de quadrados e negativo, sdo
equivalentes:

(7) K € euclidiano para a fung@o norma, isto é,

YV a,B € Ig ndo nulos, 3y,6 € I tais que a = Py + 6 com & = 0 ou N(8) < N(B).

(i) para todo k € K, existe € € Ik tal que [N(k—¢€)| < 1, isto é, todo
elemento de K esta “proximo” de um inteiro algébrico.

Prova: Provemos inicialmente que (7) implica (if).

Dado k € K, sabemos, pelo lema 1.4.7 que existe algum elemento ¢ € Z*
tal que ck € Ix. Agora, tomando a = ck, B = ¢ por (i) temos que existem y,6 € Ik tais que
a = Py+6comd = 0ouN(S) < N(B). Dai:

- se 0 = 0 entdo ck = cy para y € I, donde k = y e portanto, pondo € = 7,
temos
IN(k—¢€)=N0)=0<1;
- se 6 # 0 entdo ck = cy + 6 com |N(8)| < |N(c)|. Agora, como ¢ # 0 e a norma
¢ multiplicativa, temos que

ING) s = IN(2)] < 1.

[Nl
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Mas < = k- y; portanto, se tomarmos € = y, temos
IN(k-7v)| < 1.
Para provar que (ii) implica (i) basta tomarmos, para a, 8 € Ix nio nulos,

k= % em (ii) e definir § = a — fe.

o
p
|

Teorema 3.2: Quando d é negativo e livre de quadrados e K = Q(Jd ), temos
que Ik é euclidiano para a fungdo norma sed € {-1,-2,-3,-7,-11}.
Prova: Para provar este teorema consideremos dois casos:
1°caso: d =2 ou 3 (mod4); neste caso temos que d e {-1,-2} e
Ix = Z + ZJd , pela proposigéo 1.4.17.
Seja k = r+s4d com r,s € Q. Pelo lema anterior devemos encontrar um
elemento & = x + yJ/d comx,y € Z tal que
(r—-x)?-d(s-y)* <1
Como d € {-1,-2}, tomamos x e y de forma que tenhamos |r — x| < % els—y < -;— para tais
elementos temos:
a)parad = -1 : (r—=x)*-d(s—-y)* < ( ) - ( ) = 2
b) para d=-2: (r-x)?-d(s-y)?< (7) +2(%) 1, como
queriamos.
2°caso: d=1 (mod4), neste caso temos que d e {-3,-7,-11}
Ix=2+284

1+4d

Neste caso devemos encontrar K = x + y( ) comux,y € Z, tal que

(F=x~ )2 ~dls~2y)P < L
Certamente podemos encontrar um inteiro y tal que [2s—y| < +; e podemos encontrar um
inteiro x € Z tal que | —x — +y| < 4, para tais elementos temos:
a)parad = -3 : (r—x—3y)? —d(s - $¥)* < (%)2 + 3(—3‘—)2 -
b)parad = -7 : (r—x—$3)* —d(s — +y)* < (—;-)2 +7(:“-)2 =4 <y
cyparad = —11: (r-x—-1y)? —d(s- L3> < () +11($) = £ <1.

Desta forma o teorema esta provado.
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Para corpos quadraticos reais, temos que a norma serve de algoritmo apenas no
caso em que
d € {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73}.
Para uma demonstragdo deste fato, indicamos [H-W] e [S-T] para provas

parciais e [C-D] para uma prova completa.
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Capitulo 4

O MENOR ALGORITMO E A CONSTRUCAO TRANSFINITA

4.1 O menor algoritmo
Neste capitulo vamos considerar a seguinte

Convengdo: 4 é um anel euclidiano, e # ¢ um conjunto bem ordenado tal que
#W > #A4. Entdo, para todo algoritmo ¢ de 4, ¢(4) é um conjunto bem ordenado com
#p(A) < #4 < #W, e portanto, pelo que foi citado no capitulo 1 ( apds defini¢do 1.1.6) sobre
conjuntos bem ordenados e pela proposi¢éo 2.3.25, podemos supor que todos os algoritmos de
A tém imagem no conjunto W. Vamos também supor que N € um segmento inicial de W. Ou
seja, podemos denotar os elementos de W por 0,1,2,.....0,0 + 1,...., 20, ...

Salientamos que nas condigdes acima, temos garantida a existéncia de um
algoritmo ¢ : A — W satisfazendo ¢(0) = 0, isto € , 0 € @(4). De fato,se ¢ : 4 - W é um
algoritmo que satisfaz ¢(0) = s > 0 entdo definimos ¢” : 4 - W da seguinte forma:

Vxed, ¢ (x)=opk)-s.
Afirmamos que ¢ ¢ também um algoritmo € obviamente satisfaz ¢"(0) = 0. De
fato, dados a,b € A4, b # 0, existem g,r € A tais que
a = bg+rcom ¢o(r) < o(b),
e portanto
¢'(r) = o(r) —s < @(b) —s = ¢'(b).

Ainda, note que, pela proposi¢do 2.3.2, temos, para todo x € 4,

@(x) = ¢(0) = s e portanto
?'(x) = p(x) -5 >0,

61



donde ¢’ (x) € W para todo x € A.

Proposi¢io 4.1.1: Se {9, : A = W}, € uma familia ndo vazia de algoritmos
em um anel euclidiano A, entdo a fun¢do 6 : A - W dada por
Va € 4, 6(a) = ming{p.(a)}
é também um algoritmo em A.
Prova: Inicialmente, note que como W ¢ bem ordenado, fixado a € 4
sempre existe 0 menor elemento do conjunto {¢(a)|p € I}, e portanto 6 estd bem definida.
Consideremos agora a,be A, com b=+0, e seja ael tal que
6(b) = @.(b). Entao, em relagdo ao algoritmo ¢, existem q,r € 4 tais que a = bg + r com
@a(r) < @q(b). Dai:
0(r) < @a(r) < 9a(b) = 0(b),
provando que 6 € um algoritmo em 4.
il

Definicao 4.1.2: O algoritmo construido na proposi¢do acima é denominado o
menor algoritmo do anel euclidiano 4 se considerarmos {¢. : 4 = W} ,_, a familia de todos
os algoritmos em A.

Proposicdo 4.1.3: (Propriedades do menor algoritmo): Seja A um anel
euclidiano com menor algoritmo 0. Entdo:

i) 8 = 6, onde 0, é o algoritmo construido na proposi¢cdo 2.3.13 a partir de 0,
ii)0(x) = 0seesosex =0;
i) 68(1) = 1,
iv) O(x) = 1 se e sO se x é um inversivel.
Prova: Da proposic¢éo 2.3.12 temos;
81(0) = 6(0) = 0 e Va € 4,a + 0 temos 01(a) = minsey0, {0(b)}
Portanto
Ya € 4, 0,(a) < 0(a) = min{pq(a)|a € I}.
Como {@q} qer denota a familia de todos os algoritmos com valores em W,
temos 61(a) € {p.(a)|a € I}. Portanto:
Va € A, 0:(a) < 0(a) = min{pq(a)|a € I} < 6,(a),
ou seja, € = 0, o que prova (i).

Para provar (i), inicialmente observe que, pela observagédo feita antes da
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proposigdo 4.1.1, é claro que 8(0) = 0. Para a reciproca, basta aplicar a proposigao 2.3.2.

E para provar (iii), inicialmente observe que 8(1) > 1, uma vez que N é um
segmento inicial de mW. Além disso,por (i) e pelo corolario 2.3.15, temos que

0(y) = 6(1) & y € U),

e portanto pela proposi¢ao 2.3.3, (1) ¢ o menor elemento de 6(4) — {6(0)}.

Suponhamos agora que 8(1) = s > 1. Entédo, para todo x € 4, x = 0, temos

0x)>26(1)=s>1
€ portanto,
0(x)—s > 0.
Dai consideramos a fung@o 8” : 4 - W dada por

0(x) = { 0, sex=0
0(x)—s+1, sex 0.
Afirmamos que 6" ¢ um algoritmo.
De fato, para todo a,b € 4, b # 0, temos que
a = bg +r, com 6(r) < 6(b).
Se r = 0 entao
(r)=0<1<6(b)—s+1=0().
Se r # 0 entdo
0'(r)=0(r)—s+1<60(b)—s+1=20().
Note agora que
0(1)=0(1)-s+1=1<s=06(1),
o que € absurdo pois 8 € o menor algoritmo.

Finalmente, note que (iv) € conseqiiéncia da demonstragéo de (ii).

A proposi¢do a seguir nos ajuda a construir o menor algoritmo:

Proposicio 4.1.4: Seja 0 : A - W o menor algoritmo em um anel euclidiano A.
Para a € W consideremos os conjuntos:

Ae={x € A|0x) <a} e A,=4{x€A4|6(x)<a}.
Entdo A, é a uniao de {0} com o conjunto de todos os elementos b € A tais que

a aplicagd@o canénica A, - %- é sobrejetora (isto é, representantes de todas as classes
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mod(b) podem ser encontrados em Ay).

Prova: Dado b € 4., se a+(b) com a € A, é uma classe qualquer mod(b),
entdo, escrevendo a = bg + r, com 6(r) < 6(b), encontramos um representante » desta classe
tal que 8(r) < 6(b) < a, e portanto, r € 4,.

Reciprocamente, suponhamos agora que b # 0 é tal que A; — —<§>— é

sobrejetora, e suponha que 6(b) > a. Chegaremos a um absurdo definindo o : 4 = W por

a, sex=2>
o(x) =
0(x), sex+ b

e mostrando que o € um algoritmo, pois dai o(b) = a < () contradiz o fato de que 6 € o
menor algoritmo. E, de fato, o seria neste caso um algoritmo, pois:
(7) para as relagdes a = cq + r com 6(r) < 6(c) que ndo envolvem b, temos
o(r) = 6(r) < 0(c) = o(c);

(ii) para as relagdes em que b atua como divisor, sabemos que toda classe

A
&)

que @ = bg + rcom 6(r) < 68(b);

ace tem um representante r € A, isto é, 6(r) < a < 6(b), e portanto existem g,r € 4 tais

(iii) para as relagdes a = cqg +b com 6(b) < 0(c) em que b atua como resto,
temos ¢ # b e portanto

o(b) =a < 6(b) <8(c) =olc)
(iv) para as relagdes b = ag + r com 0(r) < 6(a) em que b atua como dividendo
e n3o atua nem como resto nem como divisor, temos

a(r) = 6(r) < 8(a) = o(a);
e portanto o € um algoritmo.
Logo 8(b) < a,ouseja, b € A,.
ol

Note que se 4 € um anel euclidiano e € denota seu menor algoritmo entdo da
proposi¢ao acima obtemos que

0(b) =a o bed,—Ay,.
Assim a proposigdo acima mostra que o menor algoritmo para um anel

euclidiano pode ser construido por indugfo transfinita, uma vez que o conjunto 4, determina
Aq.

Exemplo 4.1.5: Pela proposigio 4.1.3, ja sabemos que Ao = {0} e
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A, = A4, = {0} UU(4). Assim, 0(x) =2 significa que —(j-:-)- admite um sistema de
representantes constituido de zero e dos elementos invertiveis, de forma que

X
necessariamente um elemento irredutivel de 4, pois se todo elemento ndo nulo de %

invertivel entio '{%}' € um corpo.

Salientamos trés questdes que sao originadas com o exemplo acima:

a) pode ocorrer A2 — A, = @ ou seja, ndo existir x € 4 tal que 8(x) = 2, o que equivale a dizer
que 4 pode ndo conter irredutiveis. De fato, este € o caso quando 4 ¢ um corpo, e portanto um
anel euclidiano. Veremos adiante em 4.1.11 um exemplo de anel ndo euclidiano onde também

ocorre A> — A5 = §. Na proposi¢ao 4.1.7 voltaremos a discutir a situagdo 4, = A4, para algum
aec W.

b) a segunda observagdo € que a conclus@o do exemplo acima nao vale necessariamente para
um algoritmo qualquer. De fato, se considerarmos o anel 4 = Z, com o algoritmo definido em
2.3.12 temos que @(1) = 2 e 1 ndo é irredutivel.

¢) temos também que ndo € valida a reciproca do exemplo acima, isto é, O(irredutivel)=2:
mostraremos adiante, calculando o menor algoritmo em varias situagdes, que o menor
algoritmo para Z ¢ o dado pelo médulo. E 14 |5| = 5 e 5 € irredutivel.

Mostramos agora que a constru¢do dos conjuntos {Aq}qew da proposigdo

anterior serve também para detectar se um anel € ou ndo euclidiano.

A construgdo transfinita associada a um anel A. Seja A um anel, e W um
conjunto bem ordenado como convencionado no inicio deste capitulo. Consideremos
Ao = {0}. Para a > 0 em W, definimos 4, a partir dos conjuntos Ag com 8 < & por indug¢do

transfinita como segue: consideramos 4, = | J4p e definimos 4, como a unido de {0} e o
B<a

conjunto de todos os elementos b € A tais que A, — -{‘?)- € sobrejetiva.

E claro que a seqiiéncia (4q)qew € crescente.

Teorema 4.1.6: O anel A é euclidiano se e somente se a segiiéncia (Aq)aew
exaure A.
Prova: A proposigdo 4.1.4 nos mostra que se 4 for euclidiano entido seu

menor algoritmo gera tal seqiiencia (4, )sew € obviamente | J 4, = 4.
aclW
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Reciprocamente, se os conjuntos A, construidos acima satisfazem
|J 42 = A4 entéo definimos a fungdo 6 : 4 -+ W por

acsW
= 0
o(x) = 0, se x
asex+0exe d,—A,

Afirmamos que 6 é um algoritmo para 4 e, mais até, é o menor algoritmo de
A.
Fixados a,be€ A com b+ 0, temos que b ¢ 4p. No entanto, como

J 4« = 4, existe @ > 0 tal que b € 4,. Tomando a 0 menor elemento de W satisfazendo esta
asW

propriedade temos que b € | JA4p = 4., ouseja, b € Aq — A,
f<a

Mas da construgio de A4, temos entdo que a aplicagio A, — (AT) é
sobrejetora; em particular, existe » € A, eq € A taisque a = gb +r.

Agora, A, = | J 4p e portanto r € A para algum f < &, de modo que
B<a

0(r) < B < a=0(p).
Assim, 6 é um algoritmo, ou seja, 4 ¢ de fato euclidiano.
|

A proposi¢do a seguir nos mostra que a imagem do menor algoritmo em W nao
tem buracos:

Proposicio 4.1.7: Sejam A um anel euclidiano e 0 seu menor algoritmo. Entdo
cada a € 0(4) satisfaz a condi¢ao

VBeW, <a= B cb(A4).

Prova: Suponhamos que 4, = 4,. Afirmamos que para todo 8 > a, temos

A prova € por indugao transfinita, € como base de indugo temos:
A1 = {0} ULb e 4| Ay ~ -(4;; é sobrejetora}

={0u{bed|d, - ?’5'}- é sobrejetora}

= A= Ay
Suponhamos agora que A > a e que paratodoa < 8 < A, Ag = A4,.
Dai:
Ay =U4p=J4sU | 4p=4,U4d; =4,

P<a B<a asfi<d
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e portanto

Ai={0yU{bed| A4~ (45)- é sobrejetora}

={0yU{bed|4) - T‘;?—)- é sobrejetora}
= Aa = A:I'

Corolario 4.1.8: Sejam A um anel euclidiano e W um conjunto bem ordenado
como convencionado no inicio deste capitulo. Entdo se existe & € W tal que A, = A, entdo

A é euclidiano= 4 = | J Ap.
pa

Apresentamos agora duas aplicagdes da construgado transfinita:

Quando matematicos comecaram a estudar anéis de inteiros algébricos,
perguntaram-se se tais anéis seriam euclidianos, mas sempre se referiam a norma como
algoritmo. Aqui vamos responder a esta questio de modo geral, para o caso de anéis de
inteiros algébricos associados a corpos quadraticos imaginarios:

Proposicao 4.1.9: Os unicos corpos quadrdticos imagindrios cujo anel de
inteiros algébricos A é euclidiano sdo os corpos Q(J—-d) comd € {1,2,3,7,11}.

Prova: Pela proposi¢do 1.4.15, basta-nos considerar d livre de quadrados, de
modo que d = 1,2 ou 3(mod4). Sabemos também pela proposicao 1.4.18 que, exceto para os
casosem que d = 1 ed = 3, os invertiveis em 4 sdo U(4) = {+1,-1}.

Vamos excluir da prova os casos em que d = 1 e d = 3, pois ja mostramos
no teorema 3.2 que a norma serve de algoritmo para estes casos.

Vamos considerar a construg@o transfinita para 4, conservando a mesma

notagdo citada anteriormente
4o = {0};
Ay = {0,+1,-1} = {0} U U(4);
e entdo temos
Ar—Ay=4becAdlbe Ay ed, ~» é € sobrejetora}
={be A|b ¢ A, eaaplicagdo {0,+1,-1} —» é:—> é sobrejetora)
assim, podemos dizer

be Ay — A, = n(b) = 2oun(b) = 3.
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Agora, considerando —d = 2 (mod4) ou —d = 3 (mod4) temos que pelo

teorema 1.4.17 A = Z + Z+—d e, para
b=a+cd-d (a,c € Z)
n(b) = a®> +c*d = 2 oun(b) = a® + c*d = 3.

E facil ver que as equagdes acima tém solugdo apenas quando d < 3. Ou
seja: se —d = 2 ou 3(mod4) entdo 4, — 4| # @ apenas parad < 3, o que implica d = 2.

Ou seja, se —d =2 ou 3(mod4) entdo o anel de inteiros algébricos
associado a Q(Q ) s6 tem chances de ser euclidiano para d = 1 ou d = 2. E, de fato
Q(J_-_l ) e Q(E ) s@o euclidianos (para a norma), como mostramos no teorema 3.2.

Agora, se consideramos —d = 1(mod4) temos pelo teorema 1.4.17,

A =7+ Z(A0E,

Neste caso, se b € 4 ¢ da forma
a+c( l-c«é:E) - 2;:2+c +£ /=d,

com a,c € Z, entdo
) = (32)"+a(5)’
e portanto
bed,—A4, @ nb) =20u3 = (2a+c)* +dc* = 8ou 12.
Novamente podemos dizer que as equagdes tém solugdo somente quando
d < 12 e, portanto como —d = 1 (mod4), temos que d = 7 ou d = 11 (lembre que d # 3).
Assim, se —d = 1 (mod4) entdo o anel de inteiros algébricos associado a Q(J-_d_ ) sO tem

chances de ser euclidiano para d = 3,7 ou 11. E, de fato Q(J-—_?:), Q(J—_?) e @(m)

sdo euclidianos (para a norma), como mostramos no teorema 3.2.

Juntando os resultados obtidos com o teorema 3.2 e a proposic¢éo 4.1.9 podemos
portanto afirmar:

Corolario 4.1.10: Os unicos corpos quadraticos imaginarios cujo anel de
inteiros algébricos A é euclidiano sdo os corpos Q(J-d ) comd € {1,2,3,7,11} e, neste caso,
tais anéis sdo até euclidianos para a fungdo norma.

Aqui surge-nos uma pergunta natural: nos casos mencionados no corolario
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acima € a norma o menor algoritmo? Veremos adiante (apds exemplo 4.1.90) que nao.

Em [H-W], §14.7, € mencionado que o anel de inteiros algébricos associado a
Q(+/-d) é um dominio fatorial parad € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}, e sabemos também que
Stark(® em 1967 provou que tais anéis sdo também principais.

Com o corolario acima concluimos:

Corolario 4.1.11: O anel de inteiros algébricos associado a Q(J-d) para

d € {19,43,67,163} ¢ um anel principal, fatorial mas ndo é euclidiano.

Exemplo 4.1.12: Da proposi¢ao acima ja conhecemos entdo varios exemplos de
anéis (até dominios) que ndo sdo euclidianos. De fato, o que a demonstragéo acima nos diz é
que se A é o anel de inteiros algébricos associados a K = Q(J—S ) entdo, como

-5 ¢ {-1,-2,-3,-7,-11}, temos que, pela proposicdo 4.1.9, 4 néo € euclidiano.

Como outra aplicagdo da construgdo transfinita podemos também agora mostrar
que se generalizarmos a defini¢@o de anel euclidiano exigindo que W seja apenas um conjunto
parcialmente ordenado com condigdo de cadeia descendente entdo ndo vamos aumentar a

familia de anéis euclidianos.

Proposicao 4.1.13: Seja A um anel, T um conjunto parcialmente ordenado com

condigdo de cadeia descendente e ¢ : A » T uma aplicagdo tal que, dados quaisquer
a,b € A,com b + 0, existem q,r € A tais que a = bq +r e o(r) < @(b). Entdo A é euclidiano.
Prova: Seja (4.) a construg@o transfinitaem 4 e 4’ = | | 44, onde # é um

ach

conjunto bem ordenado que satisfaz #W > #4.

Se A" # A, escolhemos b € A — A’ tal que @(b) é minimal (tal b de fato
existe pois se T satisfaz a condi¢do de cadeia descendente entdo todo subconjunto de T tem
elemento minimal). Ent3o, para todo r € 4,

e(r) <) =>red,
e portanto da hipo6tese obtemos que

A - ?iT é sobrejetiva.

Mas isto implica b € 4’, uma contradigo.
Portanto, temos que A’ = 4 donde, pelo teorema 4.1.6, concluimos que 4 é
euclidiano.
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4.2. Exemplos de constru¢do do menor algoritmo

Passamos agora a apresentar exemplos onde podemos identificar o menor
algoritmo.

Exemplo 4.2.1: Consideremos 4 = Z. Inicialmente observe que, como (Z,| |)
tem W = N, entdo o menor algoritmo em Z vai ter W = N. Como U(Z) = {1} é finito, ja
sabemos pela proposi¢@o 2.3.22 que cada 4, € uma unifo finita de conjuntos finitos, portanto
também ¢ finito. Afirmamos que paratodo n € N, 4, = {r € Z| - 2" < r < 2"} (e portanto
x € A, se e s se o n° de digitos de x na base 2 é n).

De fato, por indugdo sobre n temos:
para n = 0,temos:

4o = {0};
e paran = 1, temos:
A ={0yUUM4A) ={0,+1,-1} ={re Z| -2! <r< 2!},
Seja n > 1 e suponhamos que
Ar=4{reZ|-2" <r<2"}.
Entdo 4, tem 2(2” — 1) + 1 = 2" — 1 elementos.
Agora, observe que
bedpreb+0=>

a aplicagdo 4, - € sobrejetora =

Z_
(b)

% tem 2! — 1 elementos ou menos =

5] < 28¢ =
_2n+1 <b< 2n+l
A reciproca € clara. Assim,

Ay =$r e Z| -2 < rg 2},

Sendo assim, como 0 menor algoritmo em Z tem imagem N, temos
0r)=noreAd,—Apm ={reZ|2" < | <2}
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< renvolve exatamente n digitos na sua representaciao em base 2.
jm|

Exemplo 4.2.2: Tomemos A = K[X], com K =corpo. Como U(4) = U(K) temos

que
Ao = {0};
A =K.
Dai:
Ar = {0y U<{pX) € K[X] | 41 = (:(Ifj) € sobrejetora}.
Mas K - -g(%]}- ¢ sobrejetora se e somente se d(p(X)) = 1, e entdo:
4> = {0} U{p(X) € K[X] | 0(p(X)) < 2}.
Afirmamos que 4, = {0} U {p(X) € K[X] | d(p(X)) < n}.
Por indug¢do temos que:
A1 = {0} U {p(X) € K[X] | 4n = % é sobrejetoray,
onde

An = {0} U{p(X) € K[X] | 0(p(X)) < n}.
Mas '{%)' tem para representantes polindmios de grau menor que 6(g(X)). Dai,

g(X) € Ap, gX) # 0 & 0(g(X)) <n

e, portanto temos que
A = {0} U{g(X) € K[X]|0(q(X)) <n}
Ann1 = {0} U{g(X) € K[X]|(g(x)) <n+1}.
Ou seja:
0gX) =seogX) e 4;— A4 © 0(gX)) =s-1 o s=0(@gX)) +1.
Temos entdo que o menor algoritmo em K[X] é o algoritmo dado por

1 +3(p(X)), se p(X) =0
6 =
v { 0 se p(X) = 0.

que ¢ precisamente o algoritmo do exemplo 2.3.8, que, como vimos no inicio do capitulo 3, €
um algoritmo isomorfo a norma.

Exemplo 4.2.3: Seja A um dominio principal com um mimero finito de ideais

maximais (p;)(i = 1,2,...,n), € seja v; a valorizagdo p; —adica de 4. De acordo com a
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proposicdo 2.3.17 e com o corolario 2.3.16 temos que o menor algoritmo 6 em 4 ¢ dado por
1+ ) vi(x) sex+0
0(x) = E

0sex=0.

Exemplo 4.2.4: Sejam (D,p) um dominio euclidiano, S um sistema
multiplicativo em D com 0 ¢ §. Na proposig¢do 2.3.23 vimos que ¢ da origem a um algoritmo
@' para Ds. A questdo é: quando ¢ = @ (0 menor algoritmo para D), serd que 8’ é o menor
algoritmo para Ds? A resposta € nao.

Tomemos D = Z e para sistema multiplicativo S de Z o conjunto dos
nimeros primos com 6. Dai

Zs = {$2%3%|s,52 € Se a,b € N}.
Denotemos por 65 o menor algoritmo de Zs.
Pelo exemplo 4.2.1,

0(4) = 6(02°+02'+1.22) =3

8(9) = 6(1.2° +0.2! +0.22 + 1.23) = 4.

Portanto, pela proposigédo 2.3.23,
0'4)=04)=3 e 009 =00) =4
Afirmamos que no entanto
0s(4) = 3= 65(9),
e portanto 8’ ndo é o menor algoritmo de Zs.
De fato, a construg@o transfinita nos da:
Ao = {0}
A1 = {0} UU(Zs) = {0} U {5|s: € S}

e também
L ed,comL ¢ 4 o seaaplicagio 4, — % € sobrejetora,
ou seja,
S1

-ﬂ-’- = =L2™3" comm, nambos ndonuloses; = Oestiem 4, <

A1 - —(%- € sobrejetora.

E

Note agora que

z a3V
<;} ={23 |0gu<me0$v<n}.
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Logo, temos

Ay - 25 ¢ sobrejetora <

1€
a aplicacdo {0} U {5+ |s; € S} - {5“_3'“| Osu<melgv< n} ¢ sobrejetora,
0 que SO € possivel param = n = 1.
Concluimos assim que
Z1 3 ¢ 4, eainda 05(22) > 3 e 05(32) > 3.
Temos também que
Ledr—4 o L =L2m3n
com (m,n) = (1,0) ou (m,n) = (0,1), e portanto
A =A1U {%—L,-:’%ls,sl € S}
€ portanto
8s(2) = 65(3) = 2.

Agora, note que a aplicagdo 4; - z;;s é sobrejetora se b = 22 ou b = 32,

5

de modo que
22 32 € 4;.
Em particular,
6s(4) = 65(9) = 3.
|

Exemplo 4.2.5: O menor algoritmo, apesar de muitas vezes computavel, tem em
geral uma “estrutura” bastante complicada, como por exemplo, no caso em que 4 ¢ anel de
inteiros em um corpo quadratico imaginario. Aqui, por termos U(4) sempre finito, (veja
teorema 1.4.18), temos que, por 2.3.22, cada 4, ¢ também finito. No entanto, o autor Samuel
comenta que parece nao haver uma regularidade em tais conjuntos, por exemplo para
Z + Z[ﬁ ] ele informa que as cardinalidades dos conjuntos Ag,41,42,...,4A9 $30
respectivamente 1,3,9,21,35,61,9,153,227,327.

Note que neste caso a norma nio é o menor algoritmo para Z + Z[J-2]. De
fato: em K = Q[/-2] temos que -2 = 2(mod4) e entdo Ix = Z + Z[J-2]. Sabendo que se N
é a funcéo norma, N(a + bJ/=2) = a? + 2b? para todo (a + by/-2) € Ix; dai:

Ao = {0};
A1 = {0} UUUk) = {0} U<{tl} = #4; = 3;
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Az ={Belx | N(B) <2} ={a+bJ=2 | a® +2b? < 2} = {0,+1,£J/2} = #4, = 5.

Mas segundo as contas de Samuel, #4> = 9. Logo, N n3o é o menor
algoritmo neste caso.

Finalmente, gostariamos de salientar que ndo sabemos ainda se a troca de N por
um conjunto ¥ bem ordenado qualquer na defini¢do de algoritmos euclidianos aumenta o
numero de dominios euclidianos. Como alguns anéis euclidianos interessantes admitem
algoritmos em conjuntos bem ordenados de estrutura diferente de N, (veja o exemplo 2.3.11),
deveriamos nos perguntar se: “Dado um dominio euclidiano, o seu menor algoritmo é um
algoritmo cujo contradominio € N?” Esta pergunta ainda nao foi respondida para o caso geral;
no entanto:

Proposicio 4.2.6: Em um dominio euclidiano D, de dimensdo um e com corpos

de restos finitos, o menor algoritmo 6 é um algoritmo cujo contradominio é N.
Prova: Por absurdo, suponhamos que existe um elemento b € D tal que
0(b) = @, onde @ denota o primeiro ordinal transfinito do contradominio de 6. Como D tem

corpos de restos finitos, temos, pela proposicio 1.2.30, que (% ¢ finito, digamos,

{c1 + (b),...,cs + (b)}. Cada classe c; + (b) admite um representante »; com 0(r;) < @ = 0(b),

isto €, 6(r;) € N; portanto, n = 1 +max {6(r;)} € um nimero natural. Assim, 4,-; — Qg—) €
1<i<s

sobrejetora, nos indicando que b € 4, 8(b) = n.
[
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