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RESUMO 

Neste trabalho faz-se uma análise de fluxos unidimensionais usando as 

equações de Burgers e de Euler. Para esta última, é obtida a solução exata e uma 

aproximação desta via método numérico. A obtenção da solução exata é baseada na 

combinação de ondas simples (uma onda de choque, uma descontinuidade de contato 

e uma onda de expansão) e na validade das relações de salto para as equações 

de Euler. Os resultados assim obtidos são utilizados para verificar (certificar) os 

resultados numéricos. 

As equações de Euler são integradas no tempo através de um esquema 

simplificado de Runge-Kutta; considera-se também a adição explícita de termos dis­

sipativos ao esquema de discretização espacial. Sã.o apresentadas comparações entre 

as soluções exata e numérica, além de comparações da solução numérica para difer­

entes valores dos coeficientes de dissipação. Analisa-se também as regiões de esta­

bilidade de métodos de Runge-Kutta para uma equação modelo, cujas propriedades 

são semelhantes às das equações de Burgers e de Euler. Por fim , propõe-se o es­

tudo da convergência de um esquema semelhante ao de Runge-Kutta; faz-se uma 

estimativa de erro a posteriori em espaços de Banach de dimensão infinita. 

Além disto, são calculadas algumas estimativas a priori para a equação 

de Burgers que são usadas, juntamente com idéias da teoria de "shadowing" para 

estabelecer estimativas relativas à validade de simulações numéricas para a equação 

de Burgers. Além disto, são mostrados alguns estudos computacionais relevantes 

sobre a separação espectral, os quais poderiam ser entendidos como uma forma de 

estimativas a posteriori. 
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ABSTRACT 

In this work we analyze unidimensional flows using Burgers and Euler 

equations. We show how to obtain both an exact and an approximate solution to 

the Euler equations. The exact solution is obtained by simple waves interaction (a 

shock wave, a contact discontinuity and an expansion fan). It is based on the jump 

relations for the Euler equations. \Ve use the exact solution thus obtained as a mean 

of comparison to the approximate (numerical) solution. 

A simplified Runge-Kutta method is used to integrate the Euler equa­

tions in time. Dissipation terms are added to the spatial discret ized equations. vVe 

study the effect of these terms by plotting the exact versus the approximate solution 

considering different dissipation coefficients. We choose a model equation, which has 

similar properties to the Burgers and Euler equations, in order to study the stability 

regions of the Runge-Kutta scheme. Finally, we propose a convergence analysis of 

a Runge-Kutta-like scheme and make a posteriori error estimates in infinite dimen­

sional Banach spaces. 

Furthermore, we perform some a priori estimates for the Burgers' equa­

tion and use them together with ideas of the Shadowing Theory in order to establish 

estimates concerning the validity of numerical simulations for Burgers' equation. As 

well we show a few relevant computer studies on the spectral separation which could 

be regarded as a form of a posteriori estimates. 
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1 INTRODUÇAO 

A literatura em Dinâmica de Fluidos Computacional é repleta e vasta 

quando se trata de métodos numéricos. Os primeiros métodos, como os de Euler e 

de Newton, sofreram e vêm sofrendo modificações com o passar dos anos, no sentido 

de torná-los mais eficientes. Eficiência, hoje em dia, é sinônimo de conceitos como 

rapidez, economia e precisão, os quais serão, oportunamente, detalhados. É justa­

mente a necessidade de eficiência que justifica a diversidade de métodos numéricos 

existentes. 

Como não existe unanimidade, cada pesquisador, muitas vezes, adapta 

os esquemas existentes à sua realidade criando, assim, novos métodos. Isto suge­

re, naturalmente, um questionamento sobre o mérito de um determinado método 

numérico: em que casos ele é válido, quais as suas propriedades de robustez, de 

consistência, de covergência e de estabilidade. 

A questão da escolha de um método numérico se torna ainda mais 

delicada quando o problema físico que se quer solucionar não tem, via de regra, 

propriedades suavizantes (como a presença de efeitos viscosos, por exemplo). Este 

é o caso de escoamentos compressíveis a alta velocidade, onde há presença de des­

continuidades, como ondas de choque. Nestes casos a determinação do método, da 

malha computacional, das aproximações e bem como da sua interação é fundamental. 

Mas a questão ainda continua em aberto: como se deve fazer a escolha? O que 

se sabe, intuitivamente, é que, quanto maior o conhecimento do fenômeno físico 

e das propriedades de um determinado método numérico, maiores as chances de 

sucesso. Para tanto, existem os problemas de teste que, geralmente, são problemas 

simplificados, utilizados para que cada esquema possa ser testado e estudado mais 

profundamente. 

O tubo de choque é um destes problemas de teste, pois ele possui ca­

racterísticas comuns a muitos outros problemas compressíveis em uma geometria 
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extremamente simples, que pode, inclusive, ser reduzida ao caso unidimensional, 

tornando a simulação do escoamento extremamente facilitada e eficaz. Além disso, 

ele possui solução exata, o que confere confiabilidade à comparação de resultados 

obtidos numericamente. 

Outra maneira de validar os resultados numéricos é comparando-os com 

dados experimentais (obtidos em laboratório). Isto acontece principalmente quando 

o problema simulado via computador é complexo, para o qual ainda não existem 

resultados analíticos; em alguns casos até existem informações analíticas, mas que 

são obtidas mediante hipóteses simplificadas. 

Quando resolvidas numericamente, existem basicamente quatro méto­

dos com os quais as equações governantes podem ser discretizadas: diferenças fini­

tas, volumes finitos e elementos finitos. Tradicionalmente, segundo Maliska [36] , o 

método de elementos finitos foi mais empregado na área estrutural e o de diferenças 

finitas, na área de fluidos, devido às peculiaridades de cada um (os problemas em 

fluidos contem termos não lineares, o que não acontece com os problemas em elas­

ticidade linear). 

Esta situação motivou o surgimento do método de volumes finitos, no 

qual as equações são obtidas através de balanços de conservação da propriedade 

envolvida (como massa ou quantidade de movimento) no volume elementar. Atual­

mente, muitas das dificuldades que restringiam a aplicabilidade destes métodos a 

uma área específica já foram ou estão sendo sanadas, o que nã{) poderia ser dife­

rente, já que todos os métodos numéricos podem ser obtidos do método de resíduos 

ponderados, empregando-se funções peso diferentes, próprias a cada um deles [36]. 

Neste trabalho escolheu-se o método de diferenças finitas , pois com o 

uso de coordenadas generalizadas, ele torna-se bastante versátil e atraente, inclusive 

por ser de fácil implementação. Na literatura, alguns trabalhos como o de Sod 

[48), Ortega et al. [39], Jin e Xin [27] e Harten [18] apresentam comparações entre 
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diversos esquemas em diferenças finitas utilizados na solução do problema do tubo 

de choque. 

O trabalho de Sod [48] discute métodos tradicionalmente conhecidos, 

como Lax-Vvendroff, Godunov e upwind, aplicados na integração das equações de 

Euler unidimensionais em coordenadas cartesianas para um fluido não viscoso e que 

não conduz calor. 

O artigo de Harten [18] apresenta uma nova classe de esquemas de 

segunda ordem. São esquemas não lineares obtidos pela combinação de um esquema 

de primeira ordem, não oscilatório, com uma função de fluxo adequadamente mo­

dificada. O esquema de segunda ordem assim produzido é de alta resolução com 

preservação da robustez do esquema original de primeira ordem não oscilatório. 

Em (39], Azevedo et al. implementam três algoritmos, fazendo uma 

comparação entre eles: Beam-Warming - baseado no esquema implícito de marcha 

no tempo de Euler com adição de termos dissipativos, Flux Vector Splitting - um 

tipo de esquema upwind baseado na decomposição do vetor fluxo em função dos 

autovalores da matriz jacobiana - e TVD (Total Variation Diminishing) - baseado 

na imposição de condições para que a variação total em qualquer tempo seja uni­

formemente limitada pela variação total dos dados iniciais. 

Jin e Xin [27] apresentam uma classe de esquemas de conservação em 

várias dimensões. A idéia é usar relaxação local e constituir um sistema linear 

hiperbólico com um termo de baixa ordem "stiff" que aproxima o sistema original 

com uma pequena correção dissipativa. 

Entretanto, nenhum deles utiliza o método de Runge-Kutta conforme 

introduzido por Jameson et al. (26], que combina um mecanismo explícito de dis­

sipação artificial com um esquema de marcha no tempo do tipo Runge-Kutta. Esse 

mecanismo consiste na combinação de diferenças de segunda e de quarta ordens, 

onde a contribuição de cada uma é definida pelo raio espectral da matriz jacobiana 

e por um sensor de pressão, que identifica as diferentes regiões do escoamento. O es-
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quema de marcha no tempo é semelhante ao dos esquemas clássicos de Runge-Kutta, 

mas apresenta algumas vantagens em relação àquele, como redução do custo com­

putacional. Além disso, seus coeficientes podem ser escolhidos de forma a expandir 

a região de estabilidade [32]. 

Os próprios idealizadores deste método, além de outros pesquisadores, 

sugeriram algumas adaptações e modificações, tendo em vista a necessidade de se 

obter soluções confiáveis para problemas cada vez mais complexos, no menor tempo 

possível, sem se esquecer, é claro, da precisão. 

Kallinderis e McMorris (30] discutem a dissipação artificial escalar aco­

plada com o método de Lax-Wendroff e propõem uma maneira de calcular os coe­

ficientes de dissipação, ao invés de escolhê-los a priori. Além disso, a quantidade 

de dissipação fica limitada e valores diferentes são empregados para cada uma das 

equações governantes. 

No trabalho de Pulliam [43], vários modelos de dissipação são usados 

com diferenças centrais , juntamente com um esquema implícito, como o de Beam e 

Warming. São analisados seus efeitos referentes à precisão, à estabilidade e a taxas 

de convergência. 

Um esquema semelhante a esse, mas que segue a linha de Jameson et al. 

[26] é estudado por Swanson et al. [52]: o esquema SLIP (Symetric Limited Positive). 

Neste caso, apenas um dos coeficientes é livre, pois o outro é escolhido em função 

deste. Neste trabalho também são comparados os esquemas CUSP ( Convective 

Upwind and Split Pressure) e MATD (Matrix Dissipation). No primeiro, os termos 

dissipativos de cada equação discreta são calculados com os autovalores da matriz 

jacobiana do fluxo e não com o raio espectral , como é o caso da dissipação artificial. 

Na verdade, ela funciona como uma imitação de um esquema upwind na vizinhança 

de ondas de choque, evitando oscilações. O segundo pode ser considerado como 

um tipo de viscosidade artificial, pois ele é definido como uma soma da média dos 

fluxos centrais com um fluxo dissipativo. Ele pode ser usado com uma variedade 
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de esquemas de passo de tempo, inclusive com esquemas de multi-estágios, que não 

avaliam os fluxos de dissipação artificial em cada estágio (visando à redução do custo 

computacional). 

Swanson e Thrkel [53) também discutem a dissipação matricial, indi­

cando condições para que esse esquema apresente características TVD. Esse método 

também é discutido por Turkel e Vatsa [56) com ênfase para escoamentos tridimen­

sionais. 

Como já comentado, o conceito de dissipação artificial é bastante antigo, 

podendo ser abordado e formalizado de diversas maneiras. A necessidade de algum 

tipo de mecanismo dissipativo pode ser entendida tanto pelo ponto de vista físico 

como pelo numérico, conforme [45), [14) e [50), por exemplo. Conforme Richtmyer 

[45), fisicamente, pode-se associar dissipação com viscosidade e condução de calor, 

que têm efeito suavizador sobre os choques: a superfície de descontinuidade é substi­

tuída por uma fina camada de transição, na qual as quantidades variam rapidamente, 

mas não descontinuamente. Degrez [14] e Strikwerda (50) também apresentam esta 

noção, mas associam a dissipação com os modos de Fourier da solução e do erro (de 

alta ou de baixa freqüência) que, conforme se propagam, podem produzir efeitos 

oscilatórios ou suavizantes sobre a solução. 

Entretanto, ao se buscar, na literatura, uma análise rigorosa do método 

de Jameson para escoamentos compressíveis [26], do ponto de vista matemático, 

não se encontra muita coisa. Os esquemas analisados têm, na maioria das vezes, 

características de monotonicidade (são esquemas do tipo TVD). Inclusive, em [52] 

é apresentado um esquema denominado LED (Local Extremum Diminishing). Por 

isto, estuda-se um pouco mais a fundo o método de Jameson, procurando estabelecer 

conclusões quanto às suas propriedades, como convergência, e analisar atentamente 

o tipo de Runge-Kutta empregado. 

Os métodos numéricos têm, hoje em dia, um papel muito importante 

em ciência e em tecnologia, especialmente devido ao desenvolvimento impressionante 
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dos recursos computacionais nos últimos anos. Mas é justamente neste ponto que 

se pode perceber uma desvantagem: da maneira com que estes recursos têm sido 

empregados, muitas vezes não se sabe se os resultados fornecidos pelo computador, 

sozinhos, são confiáveis. Isto é, quando se trabalha com equações diferenciais não 

lineares, não existe resultado como o Teorema de Equivalência de Lax [45] (resultado 

que refere-se a equações lineares aproximadas por métodos discretos lineares) com 

o qual se possa contar. 

Quando em um processo iterativo, o computador realiza cálculos que 

envolvem muitas iterações de uma determinada aplicação. Conseqüentemente, seria 

válido perguntar: os cálculos realizados por um computador são confiáveis? De­

vido à aritmética de máquina, os computadores têm um grau finito de precisão e, 

portanto, essencialmente a cada operação realizada pela máquina, são cometidos 

pequenos erros. Desta forma, seria prudente acreditar nas figuras geradas por deter­

minados "softwares" e nas conclusões a que se chega tendo por base os cálculos deste 

computador? Esta é sem dúvida uma questão profunda e sem resposta definitiva. 

A verdade é que muitas das técnicas numéricas (como a viscosidade 

artificial) usadas para resolver problemas importantes em áreas como Aerodinâmica, 

Meteorologia, Biologia Matemática, dentre muitas outras, ainda precisam de uma 

análise matemática rigorosa para que se possa confiar inteiramente nelas, por si 

próprias. 

Existem, na literatura, diversos trabalhos analisando aproximações para 

leis de conservação escalares da forma 

Vt +V· f( v) 

v(O) 

o 

V o 

em 

em 

e para sistemas de leis de conservação (como as equações de Burgers e de Euler - ver 

capítulo 2) , mas os esquemas analisados não são semelhantes ao de Jameson, que se 

quer estudar. 
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Cockburn e Gau [8) e Cockburn e Gremaud [9] obtém estimativas para 

métodos numéricos para leis de conservação. Em [8], obtém-se uma estimativa a 

posteriori que é independente da dimensão do espaço, do tipo de não linearidade da 

função f e do método numérico. Em [9), a estimativa obtida é a priori, com base 

na modificação de uma teoria de aproximação já existente na literatura. Mostra-se 

que estas estimativas podem ser obtidas sem necessidade de usar explicitamente 

quaisquer propriedades de regularidade da solução aproximada. 

Para sistemas de leis de conservação em uma dimensão espacial, J ohn­

son e Szepessy [28] provam estimativas a posteriori para um método em elemen­

tos finitos, baseando-se fortemente em uma estimativa de estabilidade forte para o 

problema dual associado e na ortogonalidade do método de Galerkin . Embora os 

resultados apresentados restrinjam-se a uma dimensão no que concerne à justificação 

matemática, a metodologia de controle adaptativo do erro é de natureza geral e pode 

ser aplicada também em mais de uma dimensão. 

Entretanto, nenhum destes trabalhos trata do método de Runge-Kutta, 

peça fundamental no esquema de Jameson utilizado neste trabalho. Por isso, o 

objetivo é proceder à análise da aproximação das equações de Burgers e de Euler 

pelo método de J ameson, levando em consideração a não linearidade destas equações, 

a influência dos termos dissipativos e o esquema de integração temporal; enfim, que 

englobe todas as características de um problema real , de interesse técnico. Desta 

forma, tendo em vista a complexidade de tal análise, dá-se, neste trabalho, apenas 

uma introdução a este estudo. 

Em uma primeira instância, considera-se um problema modelo simpli­

ficado: uma equação diferencial linear ordinária não autônoma (com dependência 

explícita na variável temporal). Através do método de Tanabe e Sobolevski, [61}, 

[33], constrói-se uma solução exata para o problema. Esta é comparada com uma 

solução numérica obtida pelo citado método de Runge-Kutta, de onde conclusões, 

para a situação analisada, relativas à convergência do método, podem ser auferi-
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das. Esta análise depende de conceitos oriundos da análise funcional e da teoria de 

semigrupos, principalmente. 

Além disto, independente da análise deste método de Runge-Kutta em 

dimensão infinita e apesar de que o principal objetivo deste trabalho fosse desen­

volver estimativas para as equações de Euler, inicialmente estuda-se um protótipo 

mais simples: a equação de Burgers. Esta equação tem uma característica desejável: 

graças a um princípio de máximo, Heywood e Xie [20] mostram que ela possui 

soluções globais suaves (as soluções locais podem ser continuadas indefinidamente 

no tempo) . Portanto, conforme Heywood e Rannacher (19] já haviam observado, 

o erro para o método de Galerkin é melhorado de 0(-X;;/) para O(-X;2), onde Àm é 

autovalor do operador de Dirichlet. Este fato, associado ao conceito de "shadowing" 

finito como apresentado por Chow e Palmer (7] permite que se mostre que órbitas 

numéricas para a equação de Burgers começando em um determinado dado inicial 

permaneçam perto de uma órbita verdadeira (começando em um dado inicial que é 

na verdade uma perturbação deste) por um certo período de tempo. 

O passado recente e os últimos tempos têm sido marcados pelo uso do 

computador como uma ferramenta de multi-propósitos. Muitas pesquisas científicas 

acabaram se tornando possíveis graças ao seu advento. Mesmo assim, a maioria dos 

seus usuários não costuma parar para refletir como ele opera ou quais poderiam ser 

as implicações da utilização do computador como ferramenta de trabalho. 

Suponha que se esteja usando o computador para simular as iterações 

de uma aplicação com dependência sensitiva das condições iniciais. Um computador 

digital comete pequenos erros em operações de ponto flutuante porque a sua memória 

representa cada número por um número finito de dígitos. Quando um pequeno 

erro de arredondamento é feito pelo computador, ele se move da órbita verdadeira, 

que ele deveria seguir, para uma outra órbita vizinha. Entretanto, se a aplicação 

em questão é caótica, a órbita vizinha poderá divergir exponencialmente rápido 

da órbita verdadeira. Entretanto, é possível que a órbita gerada pelo computador 

seja uma aproximação muito boa da órbita verdadeira, mas iniciando de uma outra 
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condição inicial, bem próxima da condição inicial dada. Freqüentemente, ela é 

próxima o suficiente para que a órbita calculada pelo computador seja aceitável 

para aquilo que se está analisando. 

Entretanto, verificar que, em um dado caso, o fenômeno de "shadowing'' 

realmente acontece pode ser muito difícil, requerendo, entre outras coisas, o uso de 

aritmética intervalar para limitar o erro de arredondamento gerado, e programas 

suficientemente complicados para permitir um elemento de dúvida quanto à validade 

do processo como um todo. Além disto, conforme cresce a dimensão do problema, 

cresce também a dificuldade de verificação do fenômeno de ''shadowing" [11). 

Estes problemas são motivados por questões relativas à validade da 

solução numérica de equações diferenciais. Pode ser mostrado [11) que, para al­

guns sistemas dinâmicos, métodos numéricos suficientemente (localmente) precisos 

produzem uma solução numérica que está sempre próxima de alguma solução real, 

possivelmente com condições iniciais diferentes daquelas especificadas. 

Desde Anosov e Bowen, com seu resultado clássico de "shadowing" 

(sombreamento)- o Lema de "Shadowing" , esta teoria tem sido analisada por muitos 

especialistas, como pode ser visto pelo livro de Stuart e Humphreys [51], pelo tra­

balho de Pilyugin [42] e pelo artigo de Ostermann e Palencia [40]. Esta teoria é ao 

mesmo tempo muito atraente e interessante: ela reúne idéias simples com sofisti­

cados conceitos matemáticos. Ela tem se desenvolvido intensamente nos últimos 

anos e acabou por se tornar uma parte significativa da teoria qualitativa de sistemas 

dinâmicos, contendo muitos resultados interessantes e profundos. 

As estimativas de erro apresentadas neste t rabalho são do tipo existente 

na literatura [42), [7] . Resultados mais abrangentes em sua aplicabilidade requerem 

estimativas "forward" (para frente) e "backward" (para trás) usando propagadores 

de perturbação locais, que serão objeto de estudos futuros. Também foram realizados 

alguns experimentos computacionais que indicam existir uma separação no espectro 
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da linearizaçã.o dependente do tempo (ou seja, Re (>.) ~ O ou Re (>.) <O, onde Re(>.) 

é a parte real do autovalor >.). 

Desta forma, discute-se alguns tópicos com maior atenção. Enfatiza-se 

algumas particularidades do problema físico, o método de diferenças finitas, algumas 

noções básicas em análise numérica, o conceito de dissipação e a forma como ele pode 

ser empregado, esquemas de passo de tempo e o método de Runge-Kutta. 

No capítulo 2, define-se o problema físico que é objeto da investigação 

numérica, cuja teoria é desenvolvida nos capítulos subseqüentes. Este problema é 

um tubo de choque, escolhido por possuir solução exata, facilitando a validação 

dos resultados obtidos. Mostra-se como obter as equações de Euler, utilizadas para 

modelar o problema físico, e a maneira com que estas equações são transformadas 

em condições de salto (válidas nas descontinuidades - ondas de choque e descon­

tinuidades de contato). A partir destas condições, desenvolve-se expressões para 

pressão, velocidade e massa específica em cada região deste. Elas são empregadas 

na obtenção da solução exata das equações de Euler para este tubo e os resultados 

são mostrados graficamente. 

No capítulo 3, apresenta-se brevemente o método de diferenças finitas, 

associando-o com expansões de Taylor e mostrando algumas funções de interpolação 

para derivadas de primeira e segunda ordens em relação a uma variável independente. 

Depois, define-se consistência, estabilidade e convergência, entre outros conceitos, 

para que possa ser enunciado o teorema da equivalência de Lax, que é um resul­

tado de grande importância, principalmente para equações lineares. Em seguida, 

apresenta-se a análise de Fourier e de von Neumann para equações lineares a co­

eficientes constantes, pois nos próximos capítulos é importante que se tenha claro 

o entendimento de algumas noções relativas à propagação de ondas. F inalmente, 

indica-se como é feita a aproximação espacial das equações do escoamento. 

Discute-se também a questão da dissipação. Primeiramente, faz-se uma 

revisão conceitual de dissipação e de dispersão, com maior ênfase para a primeira. 
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Depois, mostra-se a razão porque é necessário fazer a introdução explícita dos termos 

de dissipação natural ou artificial no esquema numérico escolhido. Apresenta-se 

também, como não poderia deixar de ser, a forma com que isto é feito, juntamente 

com os resultados obtidos. 

Na seqüência, estuda-se algumas vantagens dos métodos de integração 

temporal, especialmente o de Runge-Kutta. É principalmente neste momento que 

são necessárias algumas noções de estabilidade, conforme apresentadas no capítulo 3. 

Estuda-se brevemente o método clássico de Runge-Kutta e, através de uma equação 

modelo com propriedades semelhantes às equações de Burgers e de Euler, analisa-se 

algumas propriedades de estabilidade dos esquemas de Runge-Kutta. 

No capítulo 4, analisa-se mais detalhadamente a convergência do mé­

todo de multi-estágios. Para tanto, considera-se uma equação diferencial linear não 

autônoma. Através do método de Tanabe e Sobolevski, escreve-se a sua solução 

analítica que, comparada à solução do método numérico, fornece estimativas de 

erro para o esquema de integração temporal considerado. Além disto , emprega-se 

técnicas da teoria de "shadowing" na análise da existência de soluções numéricas 

para a equação de Burgers. 

Finalmente, no capítulo 5, são apresentadas as conclusões sobre a me­

todologia empregada, tanto numérica quanto analítica. Avalia-se a importância de 

resultados analíticos que permitam a realização de testes por computador para pro­

blemas reais reduzindo a necessidade de realização de inúmeros testes em laboratório, 

o que invariavelmente aumenta o orçamento de um projeto. Enfatiza-se, também, a 

importância destes resultados analíticos como fator de apoio ao analista numérico, na 

medida em que eles possam servir de indicativo referente à confiabilidade dos dados 

fornecidos pelo computador. Além disso, quer-se mostrar a importância de buscar 

um ponto de convergência entre o embasamento analítico-teórico e a habilidade no 

tratamento com métodos numéricos. 
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2 O PROBLEMA FÍSICO 

Um dos problemas físicos que se quer estudar neste trabalho é o tubo 

de choque, também conhecido como problema de lliemann (Smoller, [47]). Ele é 

um dispositivo em que ondas de choque do tipo normal são geradas pela ruptura 

de um diafragma que separa um gás a alta pressão (estado L) de outro, a baixa 

pressão (estado R), conforme mostra a figura 2.1. Segundo Jarnes [23), ele é urna 

ferramenta útil não só para investigar fenômenos de choque, mas também auxilia 

no entendimento do comportamento de materiais e de objetos quando submetidos 

a condições extremas de pressão e de temperatura, importantes no escoamento do 

gás atrás da onda (região que fica perturbada após a passagem desta). Portanto, 

não só a cinética de uma reação química que acontece a altas temperaturas pode 

ser estudada, mas também, por exemplo, o desempenho de um corpo durante a 

reentrada na atmosfera terrestre. 

/diafragma 

estado L estado R 

Fig. 2.1: Estado inicial (em t =O) [21] 

Este caso teste nada mais é do que um tubo cheio de gás em repouso, 

inicialmente dividido por uma membrana (ou diafragma) em duas seções. Em urna 

das metades, o gás tem massa específica e pressão maiores do que na outra. No tempo 

t=O, a membrana é repentinamente removida e o gás fica livre para movimentar­

se no interior do tubo. Após a ruptura do diafragma, o sistema acàba, depois de 

decorrido um certo tempo, por atingir o equilíbrio termodinâmico; o estado final , na 

extremidade fechada do tubo, é determinado pela primeira lei da termodinâmica. 

Sem transferência de calor, a energia interna total dos gases no estado final é igual 
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à soma das energias internas dos gases inicialmente presentes em cada um dos lados 

do diafragma. 

Entretanto, o principal objetivo ao se estudar o tubo de choque não 

é o estado final de equilíbrio dos gases, mas sim o fenômeno de choque transiente 

que ocorre logo após a ruptura do diafragma. Espera-se, então, que uma onda 

de choque normal se movimente na direção do gás de menor pressão, com uma 

série de ondas de expansão se propagando em direção à região do gás de mais alta 

pressão. Na região posterior à onda de choque normal à direção do escoamento 

existe uma descontinuidade de contato, que separa o gás comprimido pelo choque 

daquele resfriado pela expansão. 

Para a modelagem do fenômeno físico podem ser aplicadas as equações 

de Euler em uma dimensão, pois, assumindo-se que o escoamento é uniforme ao 

longo do tubo, existe variação em uma direção apenas. Em um tubo de choque 

experimental real as variáveis de estado não seriam descontínuas, nem na onda de 

choque, nem na descontinuidade de contato, devido a efeitos tais como viscosidade 

e condução de calor, os quais são ignorados nas equações de Euler (número de 

Reynolds- forças inerciais/forças viscosas- elevado). 

Se as equações utilizadas fossem as de Navier-Stokes, que levam em 

conta estes efeitos, a solução das equações parciais também seria suave, apesar de 

quase descontínua. Isto se deveria ao fato de que o aumento na massa específica 

acontece em uma distância que é microscópica se comparada à escala natural de 

comprimento do tubo de choque. De acordo com LeVeque [35], o resultado de 

uma simulação numérica é praticamente o mesmo com cada qual dos conjuntos de 

equações escolhido. 

Apresenta-se, inicialmente, as equações de Burgers unidimensionais por 

serem mais simples que as de Euler e de Navier-Stokes e por admitirem procedi­

mentos de análise que até o momento não podem ser estendidos completamente 

para aquelas equações. Além disto , as equações de Burgers servem como base para 
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o entendimento de análise das equações de Euler. Estas apresentam o termo de 

pressão, dificultando tal análise. 

2.1 A equação de B urgers 

Considere a equação escalar não linear 

Ut + f(u)x =O (2.1) 

onde f(u) é uma função não linear deu. O problema modelo mais importante deste 

tipo é a equação de Burgers, para a qual f(u) = ~2 , de forma que (2.1) torna-se 

Ut + UUx = 0. (2.2) 

Esta é na verdade a equação de Burgers não viscosa, já que a equação originalmente 

estudada por Burgers também inclui um termo de viscosidade (v): 

Ut + UUx = VUxx · (2.3) 

Este é um modelo simples que inclui efeitos não lineares e viscosos em dinâmica 

dos fluidos. Pode-se mostrar [60J que a equação (2.3) , mediante a transformação de 

Cole-Hopf, possui solução exata, já que esta transformação reduz a equação (2.3), 

não linear, à equação linear do calor. Observe também que a equação (2.2) pode ser 

entendida como de convecção, característica que a torna semelhante às equações de 

Euler. 

Na próxima seção, 2.2, discute-se a obtenção das equações de Euler , e 

na seção seguinte, 2.3, mostra-se como elas são empregadas no tubo de choque, já 

que este problema, sob determinadas condições, possui solução exata. 
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2.2 As equações de Euler 

Seja p a massa específica, u a velocidade, E a energia total e p a pressão 

do gás. A equação da continuidade é 

Pt + (pu)x =O, (2.4) 

onde o fluxo de massa é dado por pu. Mais geralmente, para qualquer quantidade z 

que é "acelerada" com o fluxo, existirá uma contribuição do fluxo para z da forma 

zu. Assim, a equação da quantidade de movimento tem uma contribuição da forma 

(pu )u = pu2 e a equação da energia tem contribuição do fluxo Eu. 

Além da convecção, existem forças no fluido que causam aceleração de­

vido às leis de Newton; conseqüentemente, mudanças na quantidade de movimento. 

Se não existem forças externas, então a única força é devido a variações no próprio 

fluido , e esta é proporcional ao gradiente de pressão, o qual é simplesmente Px, 

em uma dimensão. Combinando este com o fluxo convectivo, resulta a equação da 

quantidade de movimento 

(2.5) 

A energia total E é decomposta como 

1 2 
E= 2pu + pe. (2.6) 

onde o primeiro termo é a energia cinética, enquanto que o segundo termo é a 

energia interna. A variável e, energia interna por unidade de massa, é chamada 

energia interna específica (em geral, específica significa por unidade de massa). A 

energia interna inclui as energias rotacionais e vibracionais e, possivelmente, outras 

formas de energia em sit uações mais complexas. Nas equações de Euler assume-se 

que o gás está em equilíbrio químico e termodinâmico e que a energia interna é uma 

função conhecida da pressão e da massa específica, conforme 

e= e(p, p). (2.7) 
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Esta é a equação de estado; ela depende da natureza do gás que se quer estudar. 

A energia total varia com o fluxo, mas é também modificada devido 

ao trabalho realizado pelo sistema. Na ausência de forças externas, o trabalho é 

realizado somente pelas forças de pressão e é proporcional ao gradiente de up. A lei 

de conservação para a energia total toma a forma: 

Et+ [u(E+p)]x = O (2.8) 

em uma dimensão. 

Colocando estas equações juntas tem-se o conjunto completo de equações 

de Euler em uma dimensão 

p 

pu 

E 

+ 

pu 

pu2 +p 

u (E+ p) 
X 

=o, 

que também pode ser escrito de forma mais compacta como 

onde 

e 

aw ao_ 
0 at + ax - ' 

p 

pu 

E 

pu 

pu2 +p 

u (E+ p) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

Agora, busca-se ainda relacionar a energia interna com a pressão e a 

temperatura, o que é feito por meio da relação de estado para um gás ideal. Neste 

caso, a energia interna é função apenas da temperatura, e = e(T), e a relação entre 

temperatura, pressão e massa específica é dada pela lei de gás ideal: 

p = pRT, (2.13) 
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onde R é uma constante. Logo, a energia interna é proporcional à temperatura, 

e = evT, (2.14) 

onde Cv é o calor específico a volume constante. Tais gases são denominados poli­

trópicos1. Se a uma quantidade fixa de gás adiciona-se energia e o volume é mantido 

constante, então as variações de energia e de temperatura relacionam-se via 

d e = Cv dT. (2.15) 

Por outro lado, se há expansão do gás com aumento de energia, mas 

a pressão é mantida constante, nem toda a energia colabora para o acréscimo da 

energia interna. O t rabalho realizado para expandir o volume 1/ p por d (1/ p) é 

p d ( 1/ p), o que fornece a relação 

de +p d (~) = cpdT, (2.16) 

ou 

(2.17) 

onde Cp é o calor específico a pressão constante. A quantidade 

(2.18) 

é denominada entalpia, que é devida à energia interna e à pressão. Para um gás 

politrópico, assume-se que Cp é constante, tal que (2.17) resulta 

h= epT. (2.19) 

Ainda, pela lei de gás ideal , 

Cp- Cv =R. (2.20) 

1 Para um gás ideal a energia interna é uma função apenas da temperatura. Se, em particular, 
a energia interna é simplesmente proporcional à temperatura, o gás é chamado politrópico. 
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Assim, a equação de estado para um gás politrópico depende apenas da 

taxa de calores específicos, denotada usualmente por 

(2.21) 

Como T = p j Rp, tem-se 

e= evT = (~) ~- (2.22) 

Agora, usando (2.20) e (2.21), obtém-se 

e= p 
('y- 1)p 

(2.23) 

Usando isto em (2.6) tem-se a forma da equação de estado comumente utilizada 

para um gás politrópico: 

(2.24) 

As equações de Euler, utilizadas na modelagem de problemas físicos nos 

quais o efeito da viscosidade pode ser desconsiderado, possuem algumas propriedades 

especiais, as quais são discutidas a seguir. 

2.2.1 Propriedades das equações de Euler 

Examinando as equações de Euler (2.10), percebe-se que as derivadas 

de ordem mais alta (ordem 1, neste caso) ocorrem linearmente. Por esta razão, 

diz-se que estas equações formam um sistema quasi-linear [1], que pode ser escrito 

como 

onde A é a matriz jacobiana do vetor fluxo Q, ou seja, 

A = a~. 
aw 

(2.25) 

(2.26) 
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As equações de Euler têm uma propriedade especial que muitas vezes 

é útil na construção de métodos numéricos. O vetor Q é uma função homogênea de 

grau 1 em relação ao vetor das variáveis conservativas W, ou seja 

(2.27) 

para qualquer a. Conseqüentemente a sua matriz jacobiana A é uma função ho­

mogênea de grau zero. Chama-se atenção aqui para o fato de que isto depende da 

forma da relação de estado. As equações de Euler são homogêneas se esta relação 

pode ser escrita na forma p = p f( e), onde e é a energia interna por unidade de 

massa. 

Usando a regra da cadeia tem-se que, para qualquer vetor W, 

a(J =[a~] aw = Aaw_ 
âx âVV âx âx 

(2.28) 

Para a função Q homogênea de grau 1, diferenciando a equação (2.27) em relação a 

(}e fazendo a= 1, tem-se que 

Q=AW (2.29) 

e que 

âQ = AâW + [âA] w. 
âx âx âx 

(2.30) 

Portanto, comparando as equações (2.28) e (2.30), percebe-se que 

(2.31) 

apesar de que, individualmente, ~~ e W não sejam necessariamente iguais a zero. 

Com as observações acima, pode parecer que não faz diferença se a 

matriz jacobiana está dentro ou fora da derivada, já que 

a - aw 
ox (AVV) = A âx . 

Entretanto, do ponto de vista numérico, as duas formulações 

aw +A aw = 0 
ât ox 
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e 

avv a -
ât + âxAW =O, 

denominadas não conservativa e conservativa, respectivamente, não conduzem a 

discretizações idênticas. Na simulação de escoamentos com ocorrência de descon­

tinuidades como choques, por exemplo, prefere-se usualmente a segunda alternativa, 

conforme Anderson, Jr. [1]. 

Entretanto, é mais fácil obter os autovalores do sistema de equações 

de Euler quando estas estão escritas na forma não conservativa, como função das 

variáveis primitivas p, u,p, pois a estrutura da matriz jacobiana neste caso é mais 

simples. Pode-se mostrar [31] que as matrizesjacobianas das variáveis conservativas, 

A, e das variáveis não conservativas, A, estão relacionadas por uma transformação 

de similaridade, ou seja, elas têm os mesmos autovalores. Isto permite que as pro­

priedades das equações de Euler sejam analisadas na forma não conservativa (caso 

mais simples). Sabe-se então [21) que os autovalores de Ã, dada por 

A= 

u p o 
o u 1 

p 
(2.32) 

são puramente reais e distintos. Isto significa que a matriz A pode ser diagonalizada 

localmente corno 

A= x-1AX, (2.33) 

onde A é uma matriz diagonal que contém os autovalores de A e X é a matriz dos 

autovetores. Pré-multiplicando a equação (2.25) por x-1 , tem-se 

(2.34) 

Pós multiplicando A pelo produto X x-1 e considerando uma aproximação constante 

para X e .x- 1 em uma dada vizinhança, obtém-se 

(2.35) 
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Definindo U = x-1w, a equação (2.35) acima pode ser escrita como 

(2.36) 

o que implica que as equações podem ser desacopladas em três equações escalares 

da forma 

ôui ,ôui_
0 - +/\·-ôt t ôx - i = 1,2,3. (2.37) 

Os elementos Ui são chamados de variáveis características. Cada variável 

característica satisfaz a equação linear da convecção com velocidade dada pelo au­

tovalor correspondente. Assim, tem-se que um sistema hiperbólico na forma da 

equação (2.25) tem solução dada pela superposição de ondas que viajam na direção 

positiva ou negativa com velocidades variáveis. 

Os autovalores da matriz jacobiana são u - c, u, e u + c, onde u é a 

velocidade local do fluido e c, a velocidade local do som; a matriz dos autovetores 

correspondentes é 

p 
1 

p 

c c 
X= 1 o 1 

-pc o pc 

Portanto, em um escoamento supersônico, onde I uI > c, todas as ve­

locidades de onda têm o mesmo sinal. Em um escoamento subsônico, onde I uI <c, 

estão presentes velocidades de onda tanto com sinal positivo quanto negativo. Isto 

mostra que os métodos numéricos empregados para as equações de Euler devem 

ser apropriados para velocidades de onda de sinais arbitrários e de magnitudes que 

podem ser extremamente diferentes. 

Na verdade, isto pode conduzir inclusive a problemas de condiciona­

mento, o que tem gerado extensivas investigações na literatura em busca de um 

método robusto, que forneça bons resultados para intervalos cada vez maiores do 

número de Mach (relação entre a velocidade do fluido e a velocidade do som no 
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meio). Alguns trabalhos nesta área são os de Turkel et al. [55], de Choi e Merkle 

[6] e de De Bortoli [12] . 

Além disso, os sinais dos autovalores também são importantes na de­

terminação de condições de contorno apropriadas. Cada variável característica sa­

tisfaz a equação linear da convecção com a velocidade da onda dada pelo autovalor 

correspondente. Portanto, as condições de contorno podem ser especificadas de 

acordo, isto é, variáveis características associadas a autovalores positivos podem ser 

especificadas na fronteira esquerda, que corresponde à entrada para estas variáveis. 

Variáveis características associadas a autovalores negativos podem ser especificadas 

na fronteira direita, que é a entrada para estas variáveis. 

Estas idéias são usadas, por exemplo, na determinação das fórmulas 

que definem o conjunto de condições de contorno denominado far field, descrito por 

Vlhitfield [59] e que é muito utilizado na simulação de escoamentos externos [3] como 

uma forma de diminuir o domínio computacional necessário para levar um esquema 

numérico à convergência. 

Todas estas características das equações de Euler são importantes quan­

do se resolve utilizá-las para resolver um determinado problema. Neste trabalho 

está-se interessado na aplicação destas equações para o problema do tubo de choque, 

discutido a seguir, pois ele possui solução exata e por isto é utilizado como um caso 

teste para a validação de esquemas unidimensionais. 

2.3 Thbo de choque 

O movimento de um fluido ideal é freqüentemente caracterizado por 

linhas ou curvas no plano (x, t) (ou, mais geralmente, superfícies no espaço (X , t)) 

nas quais certas quantidades dependentes são descontínuas. Nestas descontinuidades 

as equações diferenciais, que não fazem mais sentido, devem ser substituídas por 
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condições de salto [47] que, para as equações de Euler, são: 

o-[p] 

a-[pu] 

o- [p ( ~2 + e) l 
[pu) 

[p + pu2] 

- [pu + pu ( ~2 + e) l ' 
(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

onde o- é a velocidade de propagação da descontinuidade e, para uma determinada 

quantidade <P, [<P] = <P - <P0 , onde <P0 e <P correspondem aos estados anterior e 

posterior à descontinuidade, respectivamente. 

É conveniente realizar uma mudança de variáveis nas equações (2.38) a 

(2.40) . Para tanto, define-se 

v u- O" 

m pv. (2.41) 

Estas relações são usadas primeiramente para eliminar u da equação 

(2.38), o que resulta 

o-(p - Po) - pu - pouo 

- m- mo+ o-(p - Po) , (2.42) 

ou seja, a equação (2.38) reduz-se a 

[m] =O. (2.43) 

Para a segunda equação (2.39) , tem-se 

( ) - 2 2 o- pu - PoUo - P + pu - Po - PoUo· (2.44) 

Usando (2.42), o lado esquerdo de (2.44) fica 

o-(pu - Pouo) = o-(m- mo)+ a2 (p- Po) (2.45) 

e desenvolvendo o lado direito de (2.44), obtém-se 

2 2 P - Po + pu - PoUo P- Po + p(v + ol- Po(vo + a) 2 (2.46) 

- p- Po + mv- movo+ 2a(m- mo)+ a2(p- Po). 
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Igualando (2.45) e (2.46), resulta 

a( mo- m) +movo- mv = p- Po- (2.47) 

Como [m] =O, a equação (2.47) fornece a nova forma de (2.39), ou seja, 

[mv+p] =0. (2.48) 

Para a terceira equação, (2.40), tem-se 

mo ( ~~ + eo) - m ( ~
2 

+ e) pu - PoUo , (2.49) 

que é o mesmo que 

(2.50) 

Mas, sabendo que a velocidade do som é c = j1t, pode-se escrever 

'YP pv mc2 
pv= --= - -

p 'Y 'Y 
(2.51) 

e conforme (2.23) , lembrando também quem= pv, tem-se 

c2 
e= . 

"(('Y -1) 
(2.52) 

Usando estas duas equações, (2.51) e (2.52), juntamente com (2.43) e (2.48) , chega-se 

a 

pois m é constante. 

Assim, as condições de salto (2.38) a (2.40) ficam: 

[m] - O 

[mv + p] - O 

m [__l:__c2 + v2
] - O. 

"( -1 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 
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Agora podem ser discutidas as condições que, a partir das relações de 

salto (2.54) a (2.56), dão origem à solução exata das equações de Euler para o tubo 

de choque, que contém ao mesmo tempo uma onda de choque, uma descontinuidade 

de contato e ondas de expansão, conforme mostra a figura 2.2. 

Este problema é produzido experimentalmente pela súbita ruptura de 

um diafragma em um longo tubo unidimensional. Este diafragma separa dois estados 

iniciais de um gás, com pressão e massa específica diferentes (assume-se que o gás é 

o mesmo nas duas regiões). As condições iniciais são a.s seguintes: 

X < Xo 

p=pn, X > Xo 

t=O 

t= O (2.57) 

com PR < PL e localização do diafragma x = x0 (lembrando que sempre é possível, 

mediante uma translação, considerar Xo = 0). A partir de agora, usa-se un e uL 

genericamente, mas se está particularmente interessado no caso em que un = UL =O. 

Se os efeitos da viscosidade podem ser negligenciados ao longo das pare­

des do tubo e se um tubo infinitamente longo é considerado, evitando reflexões nas 

suas extremidades, a solução exata das equações de Euler pode ser obtida com base 

em ondas simples, separando as regiões com condições uniformes (Hirsch (21]). 

Quando o diafragma se rompe, no instante inicial, uma descontinuidade 

na pressão se propaga à direita (região R) , na direção de menor pressão. Simulta­

neamente, ondas de expansão se propagam à esquerda (região L), na região de alta 

pressão. Além disto, uma descontinuidade de contato, que separa as duas regiões 

do gás, se propaga à direita no tubo. Esta situação é ilustrada nas figuras 2.2 e 2.3. 

Como o choque e a descontinuidade de contato movem-se em regiões de 

condições uniformes, eles têm velocidade constante e a expansão está centrada na 

posição inicial do diafragma (t = 0). 
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Considera-se, no interior do tubo, as seguintes regiões2: a região R 

contém o gás não perturbado, à baixa pressão, PR· Ela é separada da região 2, que 

contém o gás perturbado, à baixa pressão, por uma onda de choque. A descontinui­

dade de contato separa a região 2 da região do gás perturbado, à alta pressão (região 

3). O gás na região 3 sofre influência das ondas de expansão que se propagam para 

a esquerda, em direção à região L, onde o gás a alta pressão não está perturbado. 

A região 5 é a das ondas de expansão, onde as quantidades do escoamento variam 

continuamente. Como cada região tem características distintas, suas propriedades 

são discutidas detalhadamente. 

tempo 

posição inicial do diafragma 

® 

Ondas de 
expansão 

Descontinuidade Onda de 
de contato choque 

Fig. 2.2: Estado do escoamento em t > O [21] 

1 ...... posição do diafragma 

0 
H I 

e que de ex pansao1 
onda de . 
choque ,; 

)-('.0 

• ' descontinuidade . ..,... __ 
'; ele c o:ntato 

® 
posição 

Fig. 2.3: Evolução no tempo da solução exata do tubo de choque [2] 

2 A nomenclatura para as regiões segue a literatura [21], [2] 
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O choque é gerado entre as regiões R e 2 e as relações de salto (2.54) 

a (2.56) são válidas (Smoller (47]) . P rimeiro, para facilitar os cálculos, define-se as 

seguintes constantes 

P = P2 , P2 z = ­
' 

!3= 1'+ 1 _ 
'Y- 1 PR PR 

A relação entre as velocidades do som nos meios R e 2 é: 

( CR )
2 

= (PR) (P2) = !._ 
C2 PR P2 p 

Similarmente, como [m] = O, PRVR = P2V2 fornece 

V2 PR 1 

VR P2 Z 

A equação (2.56) é escrita como 

_2_c2 + v2 = _2_r~ + v2 _ 
'Y _ 1 R R 'Y _ 1 ~L. 2 

Dividindo (2.61) por c~ e usando (2.59), tem-se 

( 
VR) 

2 
= _2 ( p _ 1) + vi. 

CR 'Y - 1 Z Ck 
De acordo com (2.60), sabe-se que 

de onde conclui-se que 

2 z(z- P) 
'Y- 1 1 - z2 

Agora, a equação (2.55) fornece 

2 
e como m = pv e p = ~p, tem-se 

R 2 2 ? (c2 ) (c2 ) 
PR -:y + V R = P2 :y + V2 · 

(2.58) 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

(2.65) 
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Dividindo (2.65) por cl, usando (2.59) e (2.62), tem-se que 

PR - + ___!!:. = P2 - + _B_ · (
1 v2) (p v2 ) 
'Y cl 'Y z z c~ 

Usando ainda (2.60) para eliminar PR e p2 a equação (2.65) fica 

z (1- P ) 
'Y (1 - z) · 

Igualando (2.63) e (2.66) e equacionando, chega-se a 

1 + {3P 
z= f3+P' 

(2.66) 

(2.67) 

Para a obtenção da equação para a variação da velocidade no choque, 

o primeiro passo é isolar P em (2.67) e substituir a expressão encontrada em (2.63), 

o que resulta em 

Depois, verificando que 

tem-se 

(
VCRR)

2 

2z 1 
="'( - 1 {3 - z. 

2 
-={3- 1 
"'(-1 ) 

I 

VR =± [z(fJ-1)]2 
CR {3- Z 

(2 .68) 

(2.69) 

Deve-se escolher o sinal negativo na equação(2.69) pois c R > O e VR < O 

(já que se está interessado no caso particular em que uR = O). Depois, lembrando 

que v = u - <7, obtém-se a seguinte fórmula para a velocidade do choque: 

! 

[
z(f3- 1)] z 

<7 = UR + CR {3 
-z 

(2.70) 

A equação (2.60) implica em 

z 
(2.71) 
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z-1 
U2- UR - --(a - UR) 

z 

- CR(z-J)~ 

Usando (2.67) novamente, chega-se às expressões 

_ 1 _ (~- 1)(P - 1) 
z - ~+ P 

(2.72) 

(2.73) 

(2.74) 

que, usadas (juntamente com a definição de ~ em (2.58)) para eliminar z na equação 

(2.72), resultam finalmente na equação desejada, 

(2.75) 

que representa a variação da velocidade no choque. 

Para o número de Mach, J\11, tem-se 

(2.76) 

Usa-se (2.70) para substituir o valor de a na equação (2.76), de forma que 

1\11 = [
z (~- 1)] ~ 
~-z 

(2.77) 

Com a equação (2.67), conclui-se que 

z 1+~P 

/3- z /3 2 - 1 ' 
(2.78) 

que pode ser substituída em (2.77), resultando 

I 

111= [119+:;]2· 

Isolando J1 + I)P em (2.75) e usando novamente a definição de~' tem-se que 

(2.79) 
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Igualando (2.76) e (2.79) chega-se a uma equação para a velocidade do 

choque, 

(2.80) 

A descontinuidade de contato ocorre na massa específica, ao passo que 

a pressão e a velocidade normal a esta são contínuas (Hirsch, [21]). Portanto, a 

descontinuidade de contato se propaga com velocidade V, com V= u2. Por isto, as 

seguintes condições devem ser satisfeitas: 

P3 - P2 

v. (2.81) 

A região das ondas de expansão é formada pelas características de tan­

gentes u- c e as informações entre as regiões L e 3 são transmitidas ao longo das 

características de tangentes u eu+ c (conforme análise da figura 2.3). 

Ao longo das características com tangente u a entropia (representada 

por s) é constante, 

(2.82) 

ou seja, 

(2.83) 

e ao longo das características cuja tangente é u+c, a variável de Riemman é constante 

(Hirsch, [21]), da forma, 

, -1 1' -1 
-

2
-uL + CL = -

2
-u3 + C3. (2.84) 

Utilizando u3 = V, a equação (2.84) fica 

2 2 ( c3) V - UL = --(CL - C3) = --CL 1--r - 1 r - 1 CL 
(2.85) 
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e sabendo que c2 = f p/ p, 

(2.86) 

que, com (2.83) resulta 

(2.87) 

Com isto, obtém-se 

[ 
1.::.!] 2 P3 2 -r 

V - UL = -CL 1 - (-) · 
f- 1 PL 

(2.88) 

As relações acima, equações (2.65), (2.71), (2.81) e (2.86), permitem 

a determinação de todos os estados que são constantes nas regiões 2, 3 e L. Em 

particular, usando a equação (2.81) em (2.75), estabelece-se uma relação entre u2 = 
V e a razão P: 

(2.89) 

Uma outra relação entre V e P é obtida quando se introduz a condição de con­

tinuidade da pressão na superfície de contato (p3 = p2) em (2.88): 

[ 
1.::.!] 2 P2 z.., 

V - UL = -CL 1 - (-) . 
f- 1 PL 

(2.90) 

Estas duas equações, (2.89) e (2.90), são empregadas para eliminar V. 

Assim, 

p- 1 2 CL P2 2 .., UL - UR 

[ 
1.::.1] 

y'1 + {3P = r- 1 cn 1
- (PL) + Cn ' 

(2.91) 

é uma equação implícita para P e pode ser resolvida por algum esquema iterativo, 

como o método de Newton. Conhecido o valor de P , todas as outras variáveis são 

determinadas com as relações descritas acima. 



32 

A evolução contínua das variáveis através da região 5, que separa as 

regiões L e 3, também deve ser determinada. O estado do gás na região 5 é deter­

minado pelas condições (2.83) e (2.84), que expressam as informações (constantes) 

transportadas pelas características de tangentes u e u + c. Portanto, 

Ps PL 
P~- Pl 

(2.92) 

e 

')'- 1 ')'-1 
--U· + Cs = --UL + CL 2 ;:) 2 . (2.93) 

A região de expansão é formada pelas características de tangente u - c, 

ao longo das quais 

,- 1 
-

2
-u5 - c5 = constante ao longo de 

dx dt = us- Cs. (2.94) 

Cada característica da região de expansão é definida por 

(2.95) 

de acordo com (2.93) . Combinando as equações (2.93) e (2.94), percebe-se que u 5 e 

c5 são ambas constantes ao longo desta característica, o que significa que elas podem 

ser definidas por 

X - = Us- cs. 
t 

Desta forma, como u5 varia entre UL e V, segue que 

X 
- cs < - < V - cs. 

t 

Agora, considerando a posição inicial do diafragma como x 

faz-se uma translação (x- x0 )) tem-se, na região de expansão, 

para 

2 (X r - l ) 
Us = - - - + CL + - - UL '+ 1 t 2 

X 
-u_ <- < u+ 

t 

(2.96) 

O (caso contrário, 

(2.97) 
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onde 

1-1 
U_ = -

2
- UL + CL (2.98) 

e 

1+1 ~- 1 
U+ = --V - CL - - - UL· 

2 2 

Além disto, 

cs -
1-1 X 

cL-~(us- uL) = Us - t ' (2.99) 

Ps 
(c,) #I 

PL -
CL 

[ 2 ( 1' - 1 UL 1' - 1 X ) r-'• PL - - 1+------ - -
I+ 1 2 CL 2 CL t 

(2.100) 

[ 2 ( 1' - 1 UL 1'- 1 X ) l ,:, (2.101) Ps - PL - - 1+ - -------
I+ 1 2 CL 2 CL t 

É importante observar que a solução completa do tubo de choque de­

pende apenas de x/t e das condições iniciais (estados L e R). Um algoritmo pode 

ser desenvolvido para que a solução exata do tubo de choque seja obtida através das 

equações apresentadas nesta seção. A maneira com que isto é realizado é descrita a 

seguir. 

2.3.1 Descrição do algoritmo 

Conforme descrição acima, a solução exata do tubo de choque baseia-se 

na combinação de ondas. Logo, o primeiro passo quando se constrói o algoritmo é 

definir estados principais (relacionados a estas ondas), a partir dos quais os estados 

intermediários serão localizados (no espaço-tempo). 

Primeiro, aplica-se um algoritmo de quebra (neste caso, bissecção) à e­

quação (2.91) para definir o valor da pressão após o choque, p2 . Com esta informação 

define-se a massa específica p3 à esquerda da descontinuidade de contato através da 

equação (2.83). Conhecendo-se p2 , c L e PL pode-se determinar a velocidade do fluido 
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após o choque (v2 ) (isto é, a velocidade da descontinuidade de contato) com uL =O, 

u2 = u3 = V e p3 = P2· Com este dado estabelece-se a massa específica após o 

choque, p2 , com a equação (2.67). A velocidade do choque é calculada igualando-se 

as equações (2.76) e (2.79). Do resultado, isola-se a e considera-se UR =O. Agora, 

a velocidade da cauda do leque de expansão é obtida com a equação (2.95), fazendo 

UL = Ü. 

Conhecendo-se as variáveis citadas anteriormente, é possível definir 

regiões do tubo nas quais cada variável assume um determinado valor. Este proce­

dimento de solução fica mais claro quando colocado na forma de algoritmo. 

1. Define-se PR, PL,PR.PL, uR, uL, CR e cL· 

2. Determina-se p2 com o algoritmo da bissecção na equação (2.91). 

3. Calcula-se p3 através de (2.83). 

4. Calcula-se u2 _ V através de (2.88). 

5. Calcula-se p2 através de (2.67) . 

6. Calcula-se O" através de (2.80). 

7. Calcula-se u5 através de (2.97). 

8. Calcula-se Ps através de (2.100). 

9. Calcula-se p5 através de (2.101). 

10. Para i= O até n 

11. Se Xi ~ -u_ t p = PL, p = PL, u = uL 

12. Se não 

13. Se Xi ~ u+ t p = Ps, p = Ps, u = us 

14. Se não 

15. 

16. 

17. 

18. 

Se xi ~ V t p = p3, p = P2, u = u2 

Se não 

Se X i ~ a t p = P2, p = P2, u = u2 

Se não p = PR, p = PR, u = uR 

19. Fim Se 

20. Fim Para 
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Este algoritmo fornece a solução do problema do tubo de choque para 

dados iniciais como: 

UL = 0, 

UR = 0, 

PL = 1, 

PR =o, 1, 

PL = 1, X< Xo 

PR =o, 125, 

t=O 

X > Xo t = o (2.102) 

Agora que se tem uma descrição do problema físico e a sua solução 

exata, pode-se discutir o método numérico empregado para aproximar as soluções. 

No capítulo 3 são apresentados alguns conceitos, como diferenças finitas, dissipação 

(natural e artificial) e esquema de Runge-Kutta, que são empregados na aproximação 

numérica propriamente dita. 
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3 PROCEDIMENTO DE SOLUÇAO 
NUMÉRICA EM DIFERENÇAS FINITAS 

O método de diferenças finitas é um dos mais antigos aplicados na 

obtenção de soluções numéricas de equações diferenciais e a literatura existente é 

bastante vasta. Em livros como os de Richtmyer [45], de Hirsch [22) e de Strikwerda 

[50), além de outros tantos, encontra-se material bem amplo e acessível sobre as 

fórmulas de diferenças finitas e suas aplicações. A idéia àeste método de aproximação 

é bastante simples. 

Como exemplo, toma-se a derivada de uma função u(x) no ponto x, 

que é definida por 

1
. u(x +h) - u(x) 

Ux = 1m h . 
h--+0 

(3.1) 

Se h é suficientemente pequeno, a expressão do lado direito é uma 

aproximação para o valor exato de Ux. Esta aproximação pode ser melhorada com 

a redução de h. Entretanto, para qualquer valor finito de h, um erro, que tende a 

zero para h tendendo a zero, é introduzido. Este é o chamado erro de truncamento. 

A potência de h com a qual ele tende a zero é chamada de ordem da aproximação a 

diferenças e pode ser obtida através de um desenvolvimento em série de Taylor de 

u(x +h) em torno do ponto x. Desenvolvendo u(x +h) , obtém-se 

h2 
u(x +h) = u(x) + hux(x) + 

2 
Uxx(x) + ... (3.2) 

e portanto, 

u(x+h)-u(x) h 
___:_ _ ___:... _ ___:_~ = Ux(x) + -Uxx(x) + .... 

h 2 
(3.3) 

Então 

u(x +h) - u(x) _ ( ) O(h) 
h - Ux X + , (3.4) 

é uma aproximação de primeira ordem para ux(x) em h, indicando que o erro de 

truncamento é de O(h). 
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Para entender como estas fórmulas são aplicadas na aproximação das 

equações diferenciais considera-se, no espaço unidimensional, o eixo x. Faz-se uma 

discretização do eixo, tal que o contínuo é substituído por um conjunto discreto de 

N pontos Xj, j = 1, . .. , N, com espaçamento constante e igual a h entre os pontos, 

conforme representação na figura 3.1. Denota-se por Uj os valores da função u(x) 

nos pontos Xj = jh (ou seja, Uj é igual a u(xj)). 

j- 1 j + 1 

x - h x x+h 

Fig. 3.1: Representação esquemática dos pontos no eixo das abcissas 

As seguintes aproximações em diferenças finitas podem ser definidas 

para a primeira derivada no ponto x = Xj, ( ux){ 

(3.5) 

(3.6) 

A primeira fórmula é denominada diferença ascendente e a segunda, 

diferença descendente. Ambas são aproximações de primeira ordem para (ux)j· 

Outras fórmulas, com diferentes ordens de aproximação, podem ser obtidas. A mais 

comum é a de segunda ordem, obtida conforme descrição abaixo. 

Fazendo duas expansões diferentes em série de Taylor para a primeira 

derivada, 

h2 
u(x +h)= u(x) + hux(x) + 2Uxx(x) + ... (3.7) 

e 

h2 
u(x- h)= u(x)- hux(x) + 2Uxx(x) + ... , (3.8) 

e diminuindo (3.8) de (3.7), obtém-se 

( ) = u(x +h) - u(x - h) O(h2) 
Ux X 2h + , (3.9) 
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que é uma aproximação de segunda ordem para Ux ( x) . Na notação de diferenças 

finitas, esta expressão fica 

( ) . = Uj+ l - Uj-1 + O(h2) 
Ux J 2h ' (3.10) 

cuja ordem de precisão é maior do que em (3.5) e (3.6). 

Uma ilustração gráfica para os três tipos de aproximação para a derivada 

de primeira ordem, dados em (3.5), (3.6) e (3.10), é fornecida pela figura 3.2. 

y 

Á 
Diferença 
para trás 

\ 

h h 

Diferença 

/ parajrem, 

y = u(x) 

Diferença central 

Fig. 3.2: Ilustração para as derivadas de primeira ordem [22] 

Ainda, para exemplificar outras fórmulas de diferenças finitas, são apre­

sentadas as aproximações centrais de segunda ordem (geralmente, as mais utilizadas 

em problemas de fluidos [12]) para as derivadas abaixo: 

( ) 
Uj+l - 2Uj + Uj-1 O(h2) 

Uxx j = h2 + , (3.11) 

(3.12) 

Antes de apresentar a discretização das equações com as fórmulas acima, 

acredita-se necessário discutir algumas noções e propriedades básicas dos esquemas 

numéricos. 
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3.1 Algumas Definições Básicas 

No momento de discretizar as equações que se quer resolver, algumas 

decisões precisam ser tomadas, como por exemplo: qual o tipo de diferenças que deve 

ser empregado e qual a precisão necessária. Naturalmente que cada escolha pode 

acarretar diferentes conseqüências: a solução numérica pode apresentar melhoras, 

pode manter-se inalterada, ou ainda, pode deteriorar-se completamente. Para car­

acterizar as propriedades dos diversos esquemas numéricos que podem levar a vários 

tipos de comportamento, existem três noções básicas: consistência, estabilidade e 

convergência. Elas são condições sobre os aspectos das relações entre as equações 

discretizadas, a solução numérica e a solução exata (analítica) das equações difer­

enciais. Elas podem ser definidas de maneiras distintas, seguindo a nomenclatura e 

a notação de cada autor. As definições utilizadas nesta seção seguem o modelo de 

Sod (49] . 

Considere um problema de valor inicial 

ÔtV P(ôx)v 

v(x, O) - f(x) 

onde P(ôx) é um polinômio em Ôx· Por exemplo, se P(z) 

P(ôx) = ô~ + 5 Ôx + 1 e (3.13) fica ÔtV = a;v + 5 ÔxV +v. 

(3.13) 

(3.14) 

z2 + 5z + 1, então 

D efinição 1 (Problema Bem Posto) O problema de valor inicial acima é bem 

posto, em uma norma 11 · IL se uma solução única e que depende continuamente da 

condição inicial 1 existe, no seguinte sentido: se existem constantes C e a tais que 

11 v(·, t) 11 ~ Ceatll v(·, O) 11 . 

Sejam un = uj funções da malha no tempo t = nk, onde n é o número 

de intervalos de tempo e k é o seu tamanho. Seja u~ = j(xj) = f(jh) a condição 

1 Na verdade, é importante que a desigualdade seja válida para estados iniciais v(·, O) arbitrários. 
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inicial discreta. De acordo com (49], o problema (3.13)- (3.14) pode ser aproximado 

por diferenças finitas da seguinte forma: 

n 2: O, (3.15) 

onde Q é um polinômio, função dos operadores para frentes+ e para trás s_, onde 

S+ui = ui+I e S_ui = Uj-I· 

D efinição 2 (Estabilidade) O método de diferenças finitas {3.15} é estável em 

uma dada norma 2 li · li h se existem constantes K e f3 tal que 

(3.16) 

onde t = nk e K e f3 são independentes de h e de k. 

A essência da estabilidade é que deve haver um limite para o nível a 

que cada componente de uma função inicial pode ser ampliado no procedimento 

numérico. Observa-se ainda, seguindo Sod [49], que a definição de um problema 

estável é equivalente à definição de um problema bem posto, para o caso contínuo. 

D efinição 3 (Consistência) Um esquema de diferenças finitas é consistente até 

o tempo Tem uma norma 11·11 h se a solução verdadeira v do problema {3.13}-{3.14} 

é tal que 

(3.17) 

onde 11 Tn !Ih :::; T(h), nk:::; T e T(h) --tO quando h--tO. Aqui, assume-se que k é 

definido em termos de h e tende a zero com h. Além disso , vj denota v(jh, nk), a 

solução exata calculada no ponto (j h, nk) da malha, e Tn é o erro de truncamento 

local no tempo nk. 

Em outras palavras, um esquema é consistente se o erro de truncamento 

tende a zero para h e k tendendo a zero. Ou seja, consistência significa que as 

2 A notação li · li h destaca que esta é uma norma no espaço (discreto) das funções da malha, 
já que h refere-se à m edida do espaçamento da malha. 
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equações discretizadas devem tender às equações diferenciais com as quais elas estão 

relacionadas, quando h e k tendem a zero. 

Definição 4 (Ordem de Precisão) O método de diferenças finitas {3.15} é de 

ordem (p, q) se 

(3.18) 

Neste caso, o erro de truncamento é O(hP) + O(k9). 

A solução numérica uj deve aproximar a solução exata da equação 

diferencial em qualquer ponto Xj = j h e tempo r = nk quando h e k tendem a zero. 

Esta noção é o que motiva o conceito de convergência. 

D efinição 5 (Convergência) O método de diferenças finitas {3.15} é convergente 

na norma li · li h em um intervalo [0, T] se 

quando h, k --7 o (3.19) 

uniformemente em n > O tal que nk :s; T 3 . Ele é convergente de ordem (p, q) em 

uma norma 11 · 11 se 

(3.20) 

Convergência implica que uma solução do esquema em diferenças finitas 

aproxima a solução da equação diferencial parcial. 

Todas estas definições estão interligadas (o esquema 3.3 a seguir sinte­

tiza o significado de cada uma delas); a relação precisa entre elas está contida no 

seguinte teorema fundamental , cuja demonstração pode ser encontrada no livro de 

Richtmyer [45]. 

3 Aqui v(·, t") denota a solução exata vista como função dos pontos de malha, ou seja, projetada 
sobre o espaço discreto. 
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Teorema 1 (Teorema da Equivalência de Lax) Dado um problema de valor ini­

cial linear bem posto e uma aproximação em diferenças finitas linear que satisfaz 

a condição de consistência, estabilidade é a condição necessária e suficiente para 

convergência. 

I Consistência 

L~-----~111 Condição sobre a estrutura da formulação numérica 

Equações discretizadas ...._. Equação diferencial 

Solução numérica +-+ Solução exata da 
equação discretizada 

I Convergência 

~L------i•~l Condição sobre a solução do esquema numérico 

Solução numérica .,.._.... Solução exata da 
equação diferencial 

Fig. 3.3: Relações entre consistência, estabilidade e convergência [22] 

A investigação completa da análise de estabilidade pode ser extrema­

mente complicada, particularmente na presença das cond.ições de contorno e de sua 

representação numérica. Hoje em dia, o método de von Neumann, conforme Hirsch 

[22], é a técnica mais utilizada para análise de estabilidade porque, mais do que isto, 

ele permite uma extensiva investigação do comportamento do erro como função da 

freqüência dos dados iniciais e da solução. 
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3.2 A análise de von N eumann e o Método de Fourier 

A questão da estabilidade para um problema linear com coeficientes 

constantes é atualmente bem entendida quando a influência das fronteiras pode 

ser desconsiderada [22] . Este é o caso tanto para um domínio infinito como para 

condições periódicas em um domínio finito. Neste último, considera-se que o domínio 

computacional no eixo x, de comprimento L, é repetido periodicamente. Portanto, 

todas as quantidades, como a solução e os erros, podem ser desenvolvidas em séries 

de Fourier finitas sobre o domínio 2L. Este desenvolvimento forma a base do método 

de von N eumann para a análise de estabilidade. 

Quando é preciso trabalhar com coeficientes variáveis e (ou) com termos 

não lineares nas equações básicas as informações sobre a estabilidade se tornam 

bastante restritas. Neste caso, é necessário recorrer à análise de estabilidade local, 

com valores fixos para os coeficientes não lineares e variáveis, no intuito de tornar a 

formulação linear. 

Muitos fenômenos em escoamento de fluidos mostram um tipo de movi­

mento similar ao de uma onda. Portanto, é útil considerar a solução exata como se 

ela fosse composta por seus componentes de Fourier separados. Na secção 3.3.2 isto 

motivará o questionamento sobre se o processo de discretização representa ondas de 

diferentes comprimentos com a mesma precisão. 

Pode-se representar a transformada discreta de Fourier da função u = 
ui por 

com -1í ~ Ç ~ 1í. 

u(Ç) = 2:: Uj e-iH 
j 

(3.21) 

A região perto de Ç = O corresponde às baixas freqüências do espectro 

e a região perto de Ç = 1í , às altas. Em particular, o valor Ç = 1í corresponde à 

freqüência mais alta que é possível representar na malha, ou seja, à freqüência cujo 

comprimento de onda é 2h. 
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Observa-se agora a ação da transformada discreta de Fourier sobre o 

operador para frente, s+, onde S+u = Uj+l: 

-(S+u)(Ç) = L ui+1 e- ij{ 
j 

- L Uj e- i (j-1){ 

j 

(3.22) 

Portanto, a ação de S+ nos espaços da transformada discreta de Fourier corresponde -a uma multiplicação por ei{. Analogamente, (S_u)(Ç) = e-i{u(Ç) e segue-se que se 

(3.23) 

como em (3.15), então, 

(3.24) 

Isto mostra que aplicar o operador Q(S+, S_) a une tomar a transformada discreta 

de Fourier é o mesmo que multiplicar a transformada discreta de Fourier un por 

Q(ei{ , e-i{). Isto motiva a seguinte definição (para o caso escalar) [50]: 

Definição 6 (Fator de Amplificação) A fórmula (3.24) mostra que avançar a 

solução do esquema em um passo de tempo é equivalente a multiplicar a transfor­

mada discreta de Fourier da solução por um fator g(Ç) = Q (ei{, e-i{), denominado 

fator de amplificação. Ele recebe esta denominação porque sua magnitude é a quan­

tia que a amplitude de cada freqüência na solução, dada por un(ç), é aumentada 

(amplificada} quando se avança a solução em um passo de tempo. 

Para entender melhor esta definição, considera-se a equação unidimen­

sional do calor, 

Ôt V =a 2 Ô; V, -00 < X < 00, t > 0 (3.25) 

com condição inicial 

v(x , O) = f(x) , 
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onde f(x) é uniformemente limitada por uma constante 1\1, ou seja, if(x) i < J\1 

para todo x. Sua aproximação em diferenças finitas é dada por 

2 k com p, = a h2 . 

(p,S+ + (1- 2p,) I+ p,S_) uj 

- Q (S+, S_) uj, 

O fator de amplificação g(Ç) é obtido via aplicação da transformada 

discreta de Fourier à equação anterior, de forma que 

e 

para -1r < Ç < n. 

g(Ç) Q (eif., e-iF.) 

p,eiç + (1- 2p,) + p,e- iç 

1- 2p, (1- cosÇ) , 

Através da definição de fator de amplificação e por meio da t ransfor­

mada discreta de Fourier, percebe-se que todo esquema de passo único pode ser 

colocado na forma 

(3.26) 

o que motiva o teorema a seguir, válido para o caso escalar 4
. 

4 É importante destacar também que a norma 11 · 11 h refere-se sempre à norma l2: 
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Teorema 2 Um esquema de diferenças finitas de passo único, com coeficientes cons­

tantes, é estável se e somente se existe uma constante K (independente de Ç, de k 

e de h) e espaçamentos positivos k0 e h0 tais que 

Jg(Ç,k,h)J ::; l+Kh (3.27) 

para todo Ç, O < k ::; k0 , O < h ::; h0 . Se g(Ç, k, h) é independente de h e de k , a 

condição de estabilidade {3. 21) pode ser substituída por 

I g(ç, k, h) I ::; 1. (3.28) 

Um procedimento simples para obter uma expressão para g(Ç) é subs­

tituir uj no esquema de diferenças finitas por gn eiH para cada valor de j e de n. A 

equação resultante pode então ser resolvida para o fator de amplificação. 

Uma maneira interessante e sobretudo prática de analisar a estabilidade 

de um determinado esquema é a representação do fator de amplificação no plano 

complexo. Escrevendo g(Ç) como a soma das partes real e imaginária, ou seja, 

g(Ç) = x + iy, obtém-se a sua representação paramétrica em função do parâmetro 

ç. No plano complexo, a condição de estabilidade (3.28), por exemplo, exige que a 

curva que representa g(Ç) para todos os valores de Ç deve pertencer ao interior do 

círculo unitário. 

Uma ilustração deste fato é encontrada na figura 3.4, para o seguinte 

esquema upwind de primeira ordem: 

u~+l - u~ = -À (u~- u~ 1) 
J J J J -

onde À = ~-

Observe que o círculo maior, de raio unitário, delimita a fronteira entre 

as regiões de estabilidade e de instabilidade e o círculo menor representa o fator de 

amplificação, g. 
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11m (g) 

Re~ãode ~ 
Instabilidade / ' I · 

('\,~ 
/ 

Re(g) 

Fig. 3.4: Representação do fator de amplificação para o esquema upwind. [22) 

Até este momento, algumas informações importantes quanto ao método 

de diferenças finitas foram discutidas. Entretanto, elas possuem limitações. Embora, 

em alguns casos, estas informações possam ser entendidas em um contexto mais 

amplo (equações não lineares ou coeficientes variáveis, por exemplo), isto não é, em 

geral, válido. Mesmo assim, este tipo de análise é importante, pois ela faculta um 

pouco de "insight" (percepção) nos problemas mais complexos. 

Conforme o Capítulo 2, um dos problemas escolhidos para simulação é 

o tubo de choque, que representa um fenômeno não linear, com presença de ondas 

de choque. Certamente est e é um caso que exige um método de solução poderoso, 

capaz de representar com precisão o fenômeno físico e eficient e também quanto à 

economia computacional. O método escolhido para realizar as simulações é um 

esquema simplificado de Runge-Kutta [24] para avançar a solução no tempo. Para a 

discretização espacial utiliza-se diferenças centrais com a adição de alguns termos de 

dissipação artificial. Esta nomenclatura será oportunamente discutida nas páginas 

que se seguem. Agora, em vista do que já foi discutido, apresenta-se as fórmulas 

da discretização espacial. Desta forma, o sistema (2.10) pode ser reduzido a um 

conjunto de equações diferenciais ordinárias, 

dW -
dt +P= O, (3.29) 

conforme secção 3.4. O vetor P, tal que P = LQ - LD, é o vetor resíduo, que envolve 

apenas as discretizações dos termos convectivos (LQ) e dos termos dissipativos (LD). 
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Os termos convectivos são aproximados com diferenças centrais 5 (de 

segunda ordem, conforme (3.10)) , de forma que 

L 
_ s+Qj - s_Qj 

Q- 2h . (3.30) 

A escolha deste t ipo de função de interpolação causa o aparecimento 

de oscilações espúrias na solução. É por isto que se inclui os termos de dissipação 

artificial, representados por LD. A natureza e a aproximação destes t ermos, assim 

como outros conceitos a eles relacionados, serão discutidos mais detalhadamente na 

próxima secção. 

3.3 Dissipação 

Tradicionalmente, a dissipação pode ser classificada como dissipação 

natural - inerente ao problema físico - e dissipação numérica- somada explícita ou 

implicitamente ao método numérico com fins de estabilização da solução. 

3.3.1 Dissipação Natural- Equações de Burgers 

Na seção 2.1, observa-se que a equação originalmente estudada por 

Burgers, 

Ut + U Ux = 11 Uxx , 

contém um termo de dissipação. Neste caso, ele é a própria viscosidade natural, v. 

Esta viscosidade inerente ao problema físico também pode ser vist a como um fator 

de estabilização da solução numérica (controlando oscilações). Ela pode inclusive 

ser comparada ao conceito de dissipação artificial introduzido na próxima seção: ao 

invés de um mecanismo ((inteligente" , que seleciona as regiões de maior gradiente 

para aplicar maior dissipação, a dissipação natural da equação de Burgers poderia 

ser entendida como uma dissipação uniforme para o domínio inteiro. 

5Convém observar que o método em questão é conservativo, o que decorre do fato de se ter 
usado sempre as equações de Euler na forma conservativa- ver (2.9) ou (2.10). 
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São várias as formas encontradas na literatura para justificar a uti­

lização da dissipação, explicar o seu efeito e entender o seu funcionamento. A 

maneira mais simples de começar é entendendo o que ela é, ou seja, através da sua 

definição. 

3.3.2 Definição de Dissipação Numérica 

Uma equação diferencial parcial envolve pontos no espaço e no tempo. 

Logo, suas propriedades lineares podem ser descritas pela ação de uma onda no 

espaço e no tempo. Observa-se como uma equação diferencial parcial age em uma 

única onda no tempo e no espaço, chamada de modo de Fourier (conforme trabalho 

de Degrez em [14]), 

v(x, t) = v ei(wt+,Bx), (3.31) 

onde w é a freqüência da onda e {3 é o número de onda (que está relacionado ao 

comprimento de onda, À, por {3 = 21í /À). 

Inicialmente, considera-se a seguinte equação de difusão: 

(3.32) 

Substituindo (3.31) na equação de difusão, (3.32), tem-se 

i w v ei(wt+,Bx) = - a {32 v ei(wt+[Jx)' (3.33) 

que fornece, 

w = ia/32
. (3.34) 

Como w é imaginário, o modo de Fourier decai com o tempó, pois, substituindo 

(3.34) em (3.31), obtém-se 

(3.35) 

onde e-a.B
2
t é um fator que decai exponencialmente conforme t cresce. 
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Agora, considera-se a equação de convecção dada por 

Vt + CVx = 0, (3.36) 

que descreve o transporte de uma quantidade v com velocidade c. Sua solução geral 

é v = f(x- ct). 

Substituindo (3.31) em (3.36), chega-se a 

i w v ei(wt+.Bx) +i c f3 v ei(wt+.Bx) = o, (3.37) 

que fornece a relação 

w = -c/3. (3.38) 

Substituindo (3.38) em (3.31), obtém-se o modo de Fourier para a equação da con­

vecção: 

v(x, t) =v eif3(x-ct), (3.39) 

que representa a propagação de uma onda de comprimento 271' //3 com velocidade c 

e sem amortecimento. 

Conforme Sod [49], pode-se dizer que dissipação (ou difusão) ocorre 

quando os diferentes modos de Fourier decaem com o tempo e dispersão, quando os 

modos de Fourier de comprimentos (ou números) de onda diferentes se propagam 

com velocidades diferentes. 

Comparando (3.35) e (3.39), percebe-se que a equação da convecção 

descreve a propagação de uma onda sem amortecimento, ao passo que a solução da 

equação de difusão apresenta amortecimento com o passar do tempo. É por esta 

razão que a dissipação numérica, definida mais detalhadamente a seguir, é muitas 

vezes associada ao fenômeno da difusão viscosa. 

Para caracterizar estes conceitos do ponto de vista numérico, pode-se 

utilizar o fator de amplificação, definido na seção 3.2. Considerando (3.39) uma 
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solução particular periódica para a equação (3.36), o fator de amplificação para a 

solução exata é 

com 

v(x, t + k) 
v(x, t) 

ck 
.À=­

h 
7} = {3h, 

e-ic{3k 

-i11>. e , 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

onde k e h são as distâncias entre dois pontos no tempo e no espaço, respectivamente; 

.À é chamado de número de Courant e TJ, de número de onda adimensional [1) . 

Uma solução numérica resultaria 

Quando se quer obter uma reprodução satisfatória de um fenômeno 

transiente real, deve-se ter g(TJ, ..\) o mais próximo possível de e-i11>- . Para que o 

esquema seja estável é preciso que I 9(77, ..\)I :::; 1 para todo 1J· Segundo Degrez [14], 

a diferença entre I 9(77 , ..\)I e a unidade é chamada de dissipação (ou erro dissipativo) 

e a diferença entre arg(g(1J, >.)),o argumento de g(1J, ..\) ,e 1J.À, de dispersão (ou erro 

dispersivo). 

Não apenas termos difusivos de segunda ordem tais como os consi­

derados acima podem produzir atenuação. Termos de quarta ordem e, em geral , 

todas as derivadas pares em relação à variável espacial produzem este efeito [35]. 

A dissipação de um esquema numérico é, em geral, amortecimento produzido pela 

união de alguns (ou de todos) estes termos de ordem par. A natureza desta união 

depende do esquema considerado e pode ser determinada pela técnica da equação 

modificada, descrita por \iVarming e Hyett em [57]. Segundo esta análise, termos de 

ordem par no resto do erro de truncamento produzem dissipação e termos de ordem 

ímpar, dispersão. 
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Esclarece-se, assim, a razão pela qual foi mencionado anteriormente que 

se deve ter alguns critérios quando se escolhe as funções de interpolação: um esquema 

de segunda ordem produz oscilações indesejáveis, que um esquema de primeira or­

dem não produz; por outro lado, o esquema de primeira ordem é menos preciso do 

que o outro, podendo, por isso, não representar a solução corretamente. Em outras 

palavras: um pouco de dissipação é necessária para amortecer algumas oscilações, 

mas se ela passar de um certo limite, pode deixar de ser benéfica e passar a in­

fluenciar negativamente. Entretanto, não é apenas a função de interpolação que 

pode interferir na estabilização do método numérico. Existem outros fatores igual­

mente importantes, relacionados à necessidade de converter um problema contínuo 

em discreto: a limitação natural dos métodos numéricos e a malha. 

Uma maneira de resolver uma equação diferencial em um domínio in­

finito é recorrer à transformada de Fourier, se as condições necessárias para isto são 

satisfeitas. A solução pode então ser expressa como a soma de funções espaciais 

periódicas. Como o domínio é infinito, a soma pode ser transformada em uma inte­

gral tal que a solução envolva todos os números de onda O ~ {3 ~ oo. A limitação 

de qualquer solução numérica é que ela não pode representar números de onda {3 

maiores do que 1r I h. Uma onda é chamada de modo numérico extremo (Degrez, 

em [14]) quando apresenta número de onda 1r I h e exibe um padrão de oscilação nos 

pontos da malha da forma +1 , -1 , +1, .... 

A malha geralmente é escolhida tal que os números de onda presentes 

na solução não se estendam ao modo numérico extremo, ou seja, os números de 

onda de interesse são tais que {3h é pequeno se comparado a 1 [14]. Mesmo assim, 

existem casos em que números de onda altos estão naturalmente presentes, como 

acontece quando há presença de ondas de choque ou de descontinuidades de contato. 

Mesmo começando com condições suaves, descontinuidades podem ser produzidas 

pela interação não linear entre as ondas. Numericamente, essas interações geram 

altas freqüências que acabam por atingir o limite de resolução da malha. Quando 

isso acontece, duas possibilidades existem: as altas freqüências são rebatidas para 
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o interior como baixas freqüências e alteram a precisão da solução numérica ou elas 

se acumulam. Além disso, ambos os efeitos juntos podem causar instabilidades. 

Para ilustrar uma importante fonte de altas freqüências , considera-se o 

seguinte problema de convecção-difusão, descrito por Degrez [14]: 

v(O) O 

v(l) 1, (3.44) 

cuja solução analítica é 

(3.45) V= ---::c--
e7J - 1 

Quando /3 ---* O (o que é análogo a Re ---* oo em mecânica dos fluidos , 

onde Re é o número de Reynolds), a maior parte das variações da solução ocorre 

em uma estreita camada de espessura /3/ c (e diz-se que a solução é do tipo camada 

limite). Quando este problema é resolvido numericamente com diferenças centrais 

aparecem oscilações indesejadas se R= ~1 , o número de Reynolds da malha, é maior 

do que 2 [14]. 

Para contornar o problema, uma alternativa seria melhorar a malha, 

ou seja, refiná-la, já que a manutenção do termo Vxx na equação indica que se 

tem interesse na estrutura da camada limite em x = 1. Entretanto, em alguns 

problemas em dinâmica dos fluidos, é aconselhável manter os termos viscosos, mesmo 

que não se esteja interessado nos seus efeitos. Este é o caso de escoamentos com 

ondas de choque, por exemplo. A espessura relativa de uma onda de choque é 

t = O(~e) = O(v~L) ou t =o(;:), que é uma expressão similar à encontrada para 

a espessura da camada limite no problema modelo anterior. Assim, para captar 

adequadamente uma onda de choque, seria necessário usar h igual a uma fração de 

.L. Isso não é prático, já que _p_ é da ordem de uns poucos livres caminhos médios 
Voo v~ 

entre as moléculas (uma distância extremamente pequena em escoamentos densos, 

para números de Reynolds elevados). Além disto, na maioria dos casos, não se está 

interessado na estrutura detalhada de uma onda de choque. 
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Em contraste a isso, as camadas limites que ocorrem em problemas 

de escoamentos laminares em duas ou em três dimensões têm espessura relativa 

t = O(he)· Essas camadas são importantes e devem, em situações de interesse, 

ser captadas pela malha. Em escoamentos com altos números de Reynolds, tem-se 

uma coexistência de fenômenos viscosos, alguns dos quais são de interesse (camadas 

limite de parede, camadas de cisalhamento: fenômenos difusivos transversais) e 

outros que, na maior parte dos casos (estrutura de ondas de choque: fenômenos 

difusivos na direção do fluxo), não são. 

Nestes casos, quando há presença de ambos os fenômenos, se um algo­

ritmo sem dissipação é utilizado, haverá presença de oscilações inaceitáveis, pois a 

malha é inadequada para representar os fenômenos difusivos na direção do fluxo. Por 

outro lado, se um esquema com algum mecanismo que produza dissipação artificial­

mente for empregado, esta pode mascarar a dissipação física, fornecendo resultados 

irreais (especialmente para escoamentos com número de Reynolds alto). Isto sugere 

que, nestes casos, deve-se tomar cuidado para produzir uma dissipação adequada, 

que deve ser necessariamente anisotrópica, isto é, mais forte na direção do fluxo do 

que na direção transversal, na qual seria ideal que ela se anulasse. 

3.3.3 Dissipação Artificial 

A discretização das equações governantes com fórmulas centrais não 

é dissipativa. Para problemas nos quais a convecção é dominante, estas fórmulas 

conduzem a sérios problemas de oscilações espúrias, devido à falta de dissipação 

numérica (para funções de interpolação de ordem 2 ou superior). Em outras palavras, 

isto significa que as oscilações de alta freqüência na solução não são amortecidas. A 

dissipação artificial é necessária para evitar a ocorrência de oscilações desta natureza, 

especialmente na presença de ondas de choque. 

Ela também é necessária para escoamentos viscosos, pois os compri­

mentos de onda presentes na situação real (que são limitados pela viscosidade), 
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geralmente não são bem resolvidos com o uso de malhas práticas (elas deveriam ser 

mais refinadas, o que implicaria em maior custo computacional). 

A dissipação artificial é considerada um recurso comum para estabi­

lizar soluções numéricas. Mas ela também pode causar a deterioração da precisão 

numérica, especialmente em escoamentos viscosos (no cálculo da camada limite la­

minar e do arrasto). Este problema pode ser minimizado através do emprego de 

esquemas "upwind" ou de dissipação matricial. Contudo, a dissipação escalar é 

mais barata e fácil de implementar. Ela consiste basicamente de uma combinação 

de diferenças de segunda ordem (que devem atuar na captura do choque) e de quarta 

ordem (que devem atuar no amortecimento das oscilações numéricas da solução). 

Esta estruturação foi concebida com o intuito de criar um esquema de 

alta precisão em regiões suaves e, ao mesmo tempo, capaz de captar ondas de choque 

e descontinuidades de contado com boa resolução. Entretanto, em escoamentos com 

presença de atrito (camada limite, cálculo do coeficiente de arrasto), a dissipação 

artificial pode ser uma importante fonte de erro numérico. Este fato levou alguns 

pesquisadores a propor mecanismos para redução deste erro, ou seja, mecanismos 

de dosagem da dissipação baseados no número de Mach local e na vorticidade [16], 

já que a dissipação escalar é uma técnica de fácil implementação e de baixo custo. 

A dissipação escalar utilizada é baseada no modelo introduzido em [26]. 

O operador dissipação L D é definido como: 

onde 

ó
2Wj - \7 [ (.'\+~ En~) 1::, vvj] ' 

ó4W3 - \7 [(>\j+~ E;~~) 6 \7 6 W3] , 

que, portanto, também pode ser escrita como 
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onde o índice j indica um nó da malha e os operadores \7 e 6. representam diferenças 

tais que \lWi = Wi - Wi-l e 6.Wi = ltVH1 - Wi. 

O fator de escala anisotrópico, ÀHt, é definido como 

onde À~ é o raio espectral da matriz jacobiana associada às equações de Euler. Em 

duas dimensões, com (Ç, rt) correspondendo a coordenadas curvilineares generaliza­

das, o fator de escala geralmente é definido como 

(.À~)j,k - </>j,k(r)(Àdj,k, 

</>j,k(r) 1 + r},k 

e rj,k = ÀTf/ À~ (onde ÀTf e À~ são os raios espectrais das matrizesjacobianas associadas 

às equações de Euler nas direções TJ e Ç, respectivamente). Usualmente tem-se O ::; 

( ::; ~. Procura-se empregar valores de ( mais próximos de ~ , especialmente onde 

há grandes diferenças entre /:!:,.Ç e !:!:,.ry , porque então menos dissipação é introduzida. 

Para o caso unidimensional </>j,k (r) = 1. 

O fator de escala é escolhido de forma que seja possível dar aos ter­

mos dissipativos o seu peso adequado. Entretanto, ele nem sempre foi definido nos 

moldes acima. Nos primeiros modelos deste tipo de dissipação ele era isotrópico [24] 

e, em geral, satisfatório para escoamentos não viscosos, quando malhas típicas para 

este tipo de situação eram empregadas, isto é, quando a razão de aspecto (!:!:,.rtf /:!:,.Ç) 

é 0(1). Em casos de malhas com razão de aspecto alta, como para escoamentos vis­

cosos com alto número de Reynolds (algumas malhas têm razão de aspecto 0(103)), 

a dissipação introduzida pode ser excessiva [53]. É por esta razão que atualmente o 

fator de escala é empregado na forma descrita anteriormente. 

Os coeficientes e(2) e e(4) são escolhidos para colocar a quantidade sufi­

ciente de dissipação nos pontos em que ela é necessária. Eles usam a pressão como 



57 

sensor para detectar a presença de gradientes mais significativos e são definidos como 

(2) k(2
) max(vj-1, vj ,vj+l, Vj+2), E.+J -

J 2 

1/j 
I Pj+l - 2pj + Pj-1 I -

Pj+I + 2pj + Pj-I ' 
{4) max(O k(4 ) - E(2) ) € ·+1 -
J 2 l j+~ ' 

onde valores característicos para E(2) e E<4> empregados por Swanson et al. em [52} 

são: 

~ < k(2) < ~ 
4- - 2' 

2_ < k(4) < 2__ 
64- - 32 

Essas faixas de valores para os coeficientes k(2) e k(4) podem apresentar 

variações. Jameson, em um de seus primeiros trabalhos [24], sugere k(2) = 1 e k(4) = 
1/32. Pullíam [43] diz que os valores mais indicados são k(2) = 1/4 e k(4) = 1/100. 

Para o tubo de choque, especificamente, Kroll e Rossow [32) apresentam resultados 

para O, 8 ~ kC2) ~ 10 com 

_1_ < k (4) < 2__ 
128- - 64 (3.46) 

O sensor v pode ser interpretado como um limitador, pois ele maximiza a con­

tribuição da diferença de segunda ordem nos picos (variações de maior magnitude) 

e elimina a influência do termo de quarta ordem. Além disso, na presença de ondas 

de choque, a dissipação é de primeira ordem e o esquema torna-se um upwind de 

primeira ordem. Nas regiões suaves do escoamento a dissipação é de terceira ordem. 

Assim, percebe-se a existência da ação de dois mecanismos de dissipação 

diferentes. Quem determina qual deles deve agir em cada região é o sensor de 

pressão. Para regiões suaves, v é pequeno e o termo de dissipação consiste de 

uma diferença linear de quarta ordem (a palavra ordem, aqui, refere-se ao tipo de 

diferença empregada e não à dissipação, especificamente), que amortece as altas 

freqüências (que não são amortecidas pelo esquema de diferenças centrais). 
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Isto é aconselhável para que o estado estacionário seja atingido com 

maior facilidade. Perto de gradientes significativos na pressão, v torna-se grande 

e ativa os termos de dissipação de segunda ordem, simultaneamente reduzindo os 

termos de dissipação de quarta ordem. Isto acontece para que seja introduzida uma 

condição como a de entropia (conforme Swanson e Turkel em (53]), fazendo com que 

as relações de choque sejam corretamente satisfeitas e com que as oscilações perto 

das descontinuidades sejam reduzidas. 

Existem alternativas para a escolha do sensor de pressão, pois deve-se 

tomar cuidado na escolha da variável na qual ele é baseado. Neste caso, o uso da 

pressão para identificar as descontinuidades não é casual; em particular, o trata­

mento numérico para ondas de choque introduz mais dissipação do que no caso de 

descontinuidades lineares, como as de contato. Em geral, se uma quantidade com a 

mesma dependência funcional que a entropia (isto é, pj p7 ) é escolhida, consegue-se 

melhor resolução na determinação de choques em escoamentos transônicos viscosos, 

por exemplo. Entretanto, esta mesma escolha pode causar efeito contrário para 

a tensão de cisalhamento na superfície, devido à variação significativa da variável 

escolhida na camada limite (53]. 

Os resultados obtidos com a implementação do modelo descrito acima 

são apresentados a seguir. Analisa-se o comportamento da solução em função da 

variação do parâmetro de dissipação k<2l, tendo a malha considerada quinhentos 

pontos. Em cada um dos gráficos, linha cheia representa a solução exata, obtida 

conforme descrição no capítulo 2, e linha pontilhada representa a solução obtida 

numericamente. 

Os resultados mostrados a seguir são, na verdade, uma comparação 

entre as soluções obtidas para alguns valores de k<2l. Nada é mostrado a respeito do 

coeficiente k<4l porque nos diversos testes realizados, concluiu-se que se ele estiver 

dentro da faixa estabelecida (como (3.46)) , ele praticamente não causa alterações 

na solução. 
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Nas figuras 3.5 a 3.7 observa-se que as oscilações próximas ao choque 

não são bem amortecidas. Com o coeficiente k<2) menor, a posição do choque obtido 

é mais próxima da solução exata do que para o maior valor de k(2). No entanto, 

como é de se esperar, os maiores valores de k(z) amortecem melhor as oscilações 

indesejadas. 

_ solucao exala 

\ 
++ solueao numerica 

0~--------------------~--------------------~ 
·1 o 

'X/c 

Fig. 3.5: Comparação das soluções exata e numérica para a pressão com k(2) = 1. 

_ solucao exata 

++ solucao numerica 

0~--------------------~--------------------~ 
· 1 o 

>ÚC 

Fig. 3.6: Comparação das soluções exata e numérica para a pressão com k(Z) = 10. 
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_ solueao exata 

•• SOiucao num e rica 

.. 
;· 
:· ;..·, _____ ....... 

0~------------------~--------------------~ 
· 1 o 

x/c 

Fig. 3.7: Comparação das soluções exata e numérica para a pressão com k<2> = 25. 

Nas figuras 3.8 a 3.10 observa-se também a dificuldade entre conciliar 

um bom resultado para a posição do choque e para o amortecimento das oscilações. 

Novamente, o resultado que parece ser mais satisfatório (um meio termo entre pre­

cisão na posição do choque e amortecimento das oscilações) está na figura 3.9, para 

k(2) = 10, o que está de acordo com a faixa indicada na literatura por Kroll e Rossow 

[32] em volumes finitos. 

.. ., .. 
~ 

I 'ii 
> 

I 
-t 

f 
o 

·1 

.. ... . , .. 
.. ... ++ 

r.---~~·~-----~ .. ~ ... ··~ ...... : . : ...... : .. 
·: 

1 

r 

r 
:· 

o 
x/c 

solucao exala 

... sorucao numeriea 

Fig. 3.8: Comparação das soluções exata e numérica para a velocidade com k(2) = 1. 
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solucao exata 

+ 

n 
í I 
f i í ,. 

++ s~ucao numerica 

I 1 

' ~~ 
o_•, --------------~----~0--------~~-----------

xle 

Fig. 3.9: Comparação das soluções exata e numérica para a velocidade com k(2) -

10. 

_ sotucoo exata 

+-+ solucao numerica 

n I !. 
I ~ . 

I· 
:+ 
: + 

o --------------~~----~--------~-------------1 o 
x/c 

Fig. 3.10: Comparação das soluções exata e numérica para a velocidade com k(2) = 
25. 
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O comportamento observado nas figuras 3.11 a 3.13 tem as mesmas 

características já discutidas nas figuras 3.5 a 3.10, já que as três variáveis , p, u , p 

estão relacionadas entre si. No entanto, as figuras para a massa específica mostram a 

distinção entre as regiões 3 e 2, que é característica desta variável, pois é apenas ela 

que apresenta a descontinuidade de contato. Novamente, a tentativa de diminui-las, 

aumentando k(2) , descaracteriza (suaviza) a descontinuidade. 

_ solucao exala 

~ 
.: 
t t 

~dii 
-------+ 

0~------------------~----------------~ 
-1 o 

x/c 

Fig. 3.11: Comparação das soluções exata e numérica para a massa específica com 
k(2) = 1. 

_ soluc:ao exata 

...... soluc::ao numerica 

.. 
1 

0~------------------~----------------~ 
-1 

Fig. 3.12: Comparação das soluções exata e numérica para a massa específica com 
k(2) = 10. 
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_ solucao exata 

++ SOiucao numeue.a 

0~------------------~----------------~ ·1 o 
x/c 

Fig. 3.13: Comparação das soluções exata e numérica para a massa específica com 
k(2) = 25. 

Foi também verificado que se o espaçamento h for diminuído, o choque é 

captado bem mais próximo à posição correta. Entretanto, as oscilações que aparecem 

antes do choque não são amortecidas devidamente, conforme figuras 3.14 a 3.16, nas 

quais o número de pontos é 1000. Com esta malha refinada é mais difícil apropriar 

a variação do coeficiente de dissipação k(2), pois embora nas regiões suaves a solução 

numérica fique mais próxima da exata, nas proximidades do choque as oscilações 

aumentam, tornando a solução numérica mais instável. 

2 ::: .. 
i5. 

_ solucao exala 

... sotucao numonca 

0 ~------------------~----------------~ 
·1 

x/c 

Fig. 3.14: Comparação das soluções exata e numérica para a pressão com k(2 ) = 10 
para a malha refinada. 
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• _ ~ucao exata 

- sotucao numeric.a 

l 

: 
o.~,------------~----~0--------~--------~ 

x/c 

Fig. 3.15: Comparação das soluções exata e numérica para a velocidade com k(2) = 

10 para a malha refinada. 

_ SO:ucao exala 

..... solucao num«k:a 

0~------------------L-----------------~ 
· 1 o 

xlc 

Fig. 3.16: Comparação das soluções exata e numérica para a massa específica com 
k(2

) = 10 para a malha refinada. 

Estes resultados são obtidos com aproximações centrais e adição de 

fluxos dissipativos para os termos espaciais. O esquema de evolução temporal é o 

de Runge-Kutta proposto por Jameson et al. [26]. Como este ainda não foi aqui 

discutido mais atentamente, reserva-se as seções 3.4 e 4.1 para fazê-lo. 
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3.4 Esquema de evolução temporal 

Conforme visto nas seções anteriores, depois da obtenção da malha, 

as equações diferenciais são transformadas em equações algébricas que envolvem 

os valores das incógnitas nos pontos da malha. Segundo Hirsch [22], a base de 

todos os métodos numéricos consiste na t ransformação das equações físicas em um 

sistema algébrico, linear ou não-linear. Uma estratégia para se obter aproximações 

em diferenças finitas é aproximar apenas as derivadas espaciais, sem aproximar 

a derivada temporal. Este processo converte a equação diferencial básica em um 

conjunto de equações diferenciais ordinárias acopladas. De uma forma geral, estas 

equações seriam expressas na forma 

dü -dt = F(ü, t) (3.47) 

e, depois, integradas no tempo através de um esquema de marcha para obter uma 

solução para um problema transiente. 

Para o problema em questão, o sistema de equações de Euler, a semi­

discretização (ou seja, discretização no tempo) da equação 

ôltlf + âQ = o 
ât âx 

(3.48) 

dá origem a um sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem no 

tempo, 

(3.49) 

onde 

P = LQ- LD (3.50) 

e o vetor P é chamado de resíduo do sistema (3.49) , com LQ e L D as discretizações 

espaciais dos termos convectivos e dissipativos, respectivamente. 

O sistema resultante (3.49) é resolvido através da utilização de um 

esquema de multi-estágios explíci to de marcha no tempo do tipo Runge-Kutta, o 

qual tem diversas vantagens, entre elas (31]: 
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1. Propriedades bem investigadas na literatura de equações diferencias 

ordinárias (livros como os de Butcher [4} e de Lambert [34}). 

2. Os estágios extras podem ser usados para obter alta ordem de precisão 

temporal ou para estender a região de estabilidade. 

Antes de estudar os esquemas do tipo Runge-Kutta, escolhe-se um pro­

blema modelo. Esta é uma situação mais simples do que aquela que se resolve de 

fato (solução das equações de Euler com os termos de dissipação artificial através 

do método simplificado de Runge-Kutta) e que se gostaria de analisar, mas contém 

propriedades semelhantes. Por esta razão toma-se uma determinada equação modelo 

[24], 

(3.51) 

e se estuda suas características de estabilidade, principalmente. 

Esta é uma equação linear com uma variável dependente e fJ uma cons­

tante. Para fJ = O ela descreve a propagação de uma perturbação com velocidade 

unitária sem distorção. O termo fJ h3 Uzxxx corresponde à dissipação. Aproximando 

as derivadas espaciais com diferenças centrais obtém-se um sistema de equações 

diferenciais de primeira ordem com relação ao tempo do tipo 

onde 

dui ' p -O 
dt õ j -

e >. = ~ é o número de Courant. 

Introduzindo 

u(Ç) = '2: uieii~, 
j 

(3.52) 

(3.53) 

onde ui é definido em (3.52) e em (3.53), ou seja, 

du · ). k d/ + 2 (ui+l- Uj-1) + ÀfJ (ui+2 - 4uj+l + 6ui- 4uj-l + ui_2) =O, (3.54) 
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obtém-se, multiplicando (3.54) por eiif. e somando em j, 

du >. ( ·" ·" ( 2· · · 2·" k dt + 2 et" - e-t., ) u + ÀJ.L e tf. - 4etf. + 6- 4e-tf. +e- t.,) u = O, (3.55) 

de onde se conclui que o símbolo de Fourier do operador da discretização espacial, 

z = - kP, é 

z = -4ÀJ.L(cosÇ- 1)2
- >.i senÇ. (3.56) 

Portanto, o crescimento da amplitude do modo de Fourier é governado por 

k 
du _ 
dt = zu. (3.57) 

O símbolo de Fourier varia com o ângulo de fase Ç, ou seja, z = z(Ç). A 

parte imaginária corresponde à aproximação dos termos convectivos com diferenças 

centrais e a parte real, à aproximação dos termos dissipativos. 

Um único passo de um dado esquema no tempo com múltiplos estágios 

para (3.57) resulta 

un+l = g(z) un (3.58) 

onde g(z) é o fator de amplificação do esquema, conforme definição 6, na secção 3.2. 

A região de estabilidade é definida por 

H= { z E <C: Jg(z) I :::; 1} (3.59) 

onde <C denota o plano complexo. 

A região de estabilidade não depende da equação diferencial; depende 

apenas do esquema temporal. Para que a integração da equação (3.57) satisfaça as 

condições necessárias para estabilidade, o símbolo de Fourier deve pertencer à região 

de estabilidade do esquema em questão para - 1r :::; Ç :::; 1r, conforme ilustração feita 

para o esquema upwind na figura 3.4. 

A seguir são mostradas algumas fórmulas explícitas para o fator de 

amplificação g(z) (também conhecido como função de estabilidade). Estas fórmulas 
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são específicas para cada esquema de integração temporal e dependem inclusive do 

número de estágios. Também serão mostrados gráficos do fator de amplificação, 

indicando a região que ele representa no plano complexo, além do seu módulo. 

Por isso, antes de dar seguimento, é interessante explicar a maneira com que serão 

oportunamente esboçados os gráficos de g(z). 

Os contornos da região de estabilidade (conforme definida acima- equa­

ção (3.59)) podem ser desenhados através do seguinte procedimento: 

1. observa-se que, pelo princípio do módulo máximo, a fronteira de cada 

região é dada por I g(z) I = 1 (ver (3.71) para a forma de g(z)) . Por 

isto, admite-se que g(z) = ei~ , onde O ~ Ç ~ 2rrm e que z = x + iy (m 

é o número de estágios). 

2. resolve-se e~ = l:::~=O ~~ através do método de Newton-Raphson para 

sistemas, conforme (param= 3) 

1 1 
- 1 + x + 2(x2

- y2
) + 6(x3

- 3xy2
) - cos(Ç) '!f;(x, y) 

ç(x,y) 
1 

- y + xy + 6(3x2y- y3
) - sen(Ç) (3.60) 

com determinante da matriz jacobiana 

(3.61) 

e esquema iterativo 

'1/Jçy- <;'1/Jy 
Xn+l = Xn- J 

ç'l/Jx- '1/Jçx 
Yn+l = Yn- J (3.62) 

onde Ç é constante para cada iteração. 

Assim, o símbolo de Fourier do operador central , equação (3.56), pode 

ser descrito calculando-se x = x(Ç) e y = y(Ç) para cada valor do ângulo de fase Ç. 

Logo, para obter o gráfico dez= z(x, y), basta (!plotar" x por y. 
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Outra ferramenta gráfica útil na análise da aproximação dos operadores 

é o módulo do fator de amplificação, que mostra a variação deste com o ângulo Ç. 

O objetivo é observar como ocorre o amortecimento das altas freqüências do erro. 

Agora, pode-se estudar os esquemas de Runge-Kutta. Primeiro discute­

se os esquemas clássicos, ou seja, aqueles que surgiram na era pré-computador. 

Depois discute-se outros, que surgem das necessidades atuais de se obter soluções 

precisas com a maior economia computacional possível. 

3.4.1 Métodos clássicos de Runge-Kutta 

Seja o problema de valor inicial 

y - f(t , y) 

y(O) Yo (3.63) 

Existem diversos métodos para obter a solução numérica deste proble­

ma. Um deles é o de Euler, 

(3.64) 

que é explícito, de um passo apenas e permite facilmente a mudança do passo k 

durante os cálculos. Entretanto, ele é de primeira ordem, o que torna, na prática, o 

seu uso restrito. 

Esquemas lineares de passo múltiplo têm ordem mais alta, mas não 

têm a vantagem do passo único, embora mantenham a linearidade [34]. Pode-se 

obter ordem mais alta com perda de linearidade, mas mantendo a natureza do passo 

único. Ainda segundo Lambert, esta é a idéia dos métodos propostos por Runge e, 

subseqüentemente, por Kutta e Heun. Assim, os métodos de Runge-Kutta têm as 

vantagens dos métodos de passo único, mas, devido à não linearidade, a análise do 

erro é consideravelmente mais difícil do que no caso dos métodos lineares de passo 

múltiplo. 
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O método clássico de r estágios de Runge-Kutta é definido, de forma 

geral , para um problema de valor inicial (3.63) como 

yn+l yn + k </>(tn, yn, k) 
T 

</>(t, y, k) - L: ctkt 
1=1 

kl f(t, y) 

kt - ( 1-1 ) 
f t + k ai, y + k ~ btsks ' l = 2, 3, ... , r 

1-1 

a1 Lbls: l = 2, 3, ... , r. (3.65) 
s=l 

Observa-se que um método de r estágios envolve r cálculos da função 

f por passo de tempo. Cada uma das funções k1(t, y, k), l = 1, 2, ... , r (lembrando 

que as funções k1 não devem ser confundidas com k, o passo de tempo) pode ser 

interpretada como uma aproximação da derivada y' (t) e a função <f>(t, y, k), como 

uma média ponderada destas aproximações. Em (4], são encontradas as maneiras 

adequadas para que os coeficientes de um determinado método sejam escolhidos. 

Estes coeficientes podem ser determinados de tal maneira que ordem 

elevada seja obtida. Pode-se mostrar [4] que a relação entre o número de estágios r 

e a máxima ordem temporal possível é dada conforme a tabela 3.1. 

Tabela 3.1: Relação entre o número de estágios e a máxima ordem possível 

estágios 1 2 3 4 5 6 7 r 2_:8 
ordem 1 2 3 4 4 5 6 r<r-2 

O método clássico de quarta ordem, dado pelos coeficientes 

b21 = b32 = ~' b31 = b41 = b42 =o, b43 = 1 

C -c- 1 c-c - 1 
1 - 4 - 6> 2- 3 - 3• (3.66) 
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quando aplicado à equação (3.49), é escrito conforme 

vv~n) 
] 

- (O) k -(o) w. - - P. ] 2 ] 

-(O) k -(1) 
wj - 2Pj 

- W~o) - kP(2 ) 
J ] 

w~o) - ~ [?<o> + 2P~l) + 2P~2) + j5~3>] 
J 6 J J J J 

- {4) 
wj 

onde p (k) é dado pela equação (3.50). 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

Este esquema não é muito eficiente, pois requer o cálculo dos quatro 

fluxos convectivos LQ(l) e dos quatro termos dissipativos Ln(l) . Além disso, os 

termos intermediários p(l) (l = 1, 2, 3, 4) precisam ser armazenados. Isto pode causar 

problemas de armazenamento em três dimensões [31] . 

Para esquemas de r estágios de ordem r (r = 1, 2, 3, 4, conforme tabela 

3.1) , o fator de amplificação é dado por 

r m 

g(z) =L ;. 
m. 

m=O 

(3.71) 

Os detalhes da obtenção desta fórmula podem ser encontrados em livros como os 

de Butcher [4] e de Lambert [34] e as regiões de estabilidade correspondentes são 

mostradas na figura 3.17. 

Aplicando estes esquemas ao problema modelo sem dissipação (J-L = 0), 

o símbolo de Fourier é puramente imaginário (ver procedimento para obtenção da 

equação (3.56)), ou seja, ele está exatamente sobre o eixo das ordenadas. Logo, 

intersecção da região de estabilidade com este eixo determina o valor má-"Ximo do 

número de Courant. Assim, os métodos de Runge-Kutta de primeira e de segunda 

ordem não são estáveis, conforme figura 3.18 (já que nestes casos o símbolo de 

Fourier apenas tangencia a região de estabilidade e não pertence a ela). Entretanto, 

os de terceira e de quarta ordem o são até número de Courant igual a 1, 72 e a 
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2V2, respectivamente (que são os valores onde o símbolo de Fourier tem intersecção 

com a região de estabilidade) , conforme figura 3.19. Usando-se um Runge-Kutta 

explícito de r estágios, o valor computado em um ponto (xj, tn) da malha depende 

dos valores calculados em (xi+i, tn-l ) para -r ~ i ~ r, o que permite a possibilidade 

de estabilidade com números de Courant maiores do que 1. 

o 

F ig. 3.17: Regiões de estabilidade para o método de Runge-Kutta, r= 1,2,3,4 

·:Z •I 

Fig. 3.18: Intersecção da região de estabilidade para o método de Runge-Kutta, 
r= 1,2, com o símbolo de Fourier para J.L =O 

A região de estabilidade, especialmente para o esquema de quarta or­

dem, estende-se bastante para o lado esquerdo do eixo imaginário, o que é importante 

para a introdução de termos dissipativos (lembrando que para que o esquema seja 
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considerado estável o símbolo de Fourier deve pertencer à região de estabilidade 

quando -1r ~ Ç ~ 1r). 

Fig. 3.19: Intersecção da região de estabilidade para o método de Runge-Kutta, 
r=3,4, com o símbolo de Fourier para f.L = O 

Agora, pode-se estudar os esquemas de multi-estágios simplificados em­

pregados primeiramente por Jameson et al. [26) e que, subseqüentemente, tornaram­

se bastante populares, sendo empregados também por Kroll e Jain [31], Kroll e 

Radespiel [32) e De Bortoli [13], entre outros. 

3.4.2 Esquemas simplificad os de multi-estágios 

Uma classe de esquemas simplificados empregada em [24), que requer 

capacidade de armazenamento computacional mínima quando aplicada ao sistema 

(3.49), é dado por 

(3.72) 
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Como os fluxos convectivos e dissipativos são computados o mesmo 

número de vezes, estes são denominados (r, r) esquemas. Sua aplicação ao problema 

modelo resulta no seguinte fator de amplificação [32], 

(3.73) 

Um esquema eficiente de quatro estágios é dado pelos coeficientes 

(3.74) 

Ele é de segunda ordem para problemas não lineares e de quarta ordem 

para problemas lineares [31], correspondendo então ao método clássico de Runge­

Kutta de quarta ordem. A intersecção da região de estabilidade com o eixo ima­

ginário neste caso acontece em 2-/2 e, portanto, este é o máximo valor admissível 

do número de Courant. 

Para que esquemas de multi-estágios com fator de amplificação da forma 

g(z) = 1 + Z + /2Z
2 + · · · + /rZr (3.75) 

sejam de segunda ordem a condição 12 = ~ deve ser satisfeita [31]. Para um esquema 

de r -estágios, onde r é ímpar, o máximo intervalo possível 'Yimag no eixo imaginário 

dentro da região de estabilidade é r - 1. Os coeficientes do fator de amplificação são 

listados na tabela 3.2. 

Para que esquemas com o máximo número de Courant possível sejam 

construídos os coeficientes do esquema de multi-estágios devem ser determinados de 

tal maneira que os coeficientes do fator de amplificação correspondente tenham os 

valores dados na tabela acima. A comparação entre as funções de estabilidade (3.73) 

e (3.75) indica que [32] 

'Yr+l - k 

{r-k 
k = 1, 2, . . . ,r- 2 (3.76) 
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Tabela 3.2: Relação entre os coeficientes 1 e o número de estágios [31) 

r 'Y imag 'Y3 {4 'Ys 

2 
1 

3 -
4 

4 
3 1 1 

5 - - -
16 32 128 

Esquemas eficientes de três e de cinco estágios, respectivamente, são 

dados pelos coeficientes 

1 1 
al - 2' a2 = 2, a 3 = 1 

1 1 3 1 
a1 4' a2 = 6' a3 = 8' a4 = 2, a 5 = 1 (3. 77) 

Esquemas com mais de cinco estágios parecem não ser muito eficientes, 

pois o trabalho computacional envolvido é muito grande. 

A apresentação e discussão destes resultados sobre o esquema de passo 

de tempo utilizado, o método simplificado de Runge-Kutta, finaliza este capítulo 

sobre o procedimento de solução numérica. Conforme o que já foi observado na 

introdução, dedica-se o próximo capítulo a algumas considerações analíticas sobre 

os esquemas de Runge-Kutta e sobre a equação de Burgers. 
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4 CONSIDERAÇOES ANALíTICAS: TAXAS 
DE CONVERGÊNCIA E SHADOWING 
FINITO 

Neste capítulo, são feitas algumas considerações analíticas: analisa-se 

semi-discretizações de problemas lineares evolutivos formulados em espaços de Ba­

nach e depois, independentemente, introduz-se a teoria de "shadowing" com algumas 

considerações sobre a equação de Burgers. 

A primeira secção deste capítulo é dedicada à apresentação de algu­

mas definições importantes da teoria de semigrupos e à sua aplicação na análise de 

convergência de um método de Runge-Kutta em dimensão infinita. 

4.1 Estimativas a posteriori de erro para o método de 

R unge-K utta em dimensão infinita 

Para analisar a convergência de métodos análogos aos de Runge-Kutta 

empregado na obtenção dos resultados apresentados no capítulo 3, são necessários 

alguns conhecimentos da teoria de semigrupos. 

4.1 .1 Definições importantes 

Definição 7 (Semigrupos d e Operadores Lineares Limitados) Seja X um 

espaço de Banach. Uma famüia T(t) , O ~ t < oo, de operadores lineares limi­

tados de X em X é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se {Pazy, 

[41]} 

1. T (O) = I {I é o operador identidade em X ) . 

2. T (t+s)=T{t)T{s) para todo t , s ~O (propriedade de semigrupo) . 
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Um semigrupo de operadores lineares limitados, T(t) , é uniformemente contínuo se 

lim I T (t)- I I =O. 
t-+0+ 

(4.1) 

Um operador linear L definido por 

{ 
T (t)x- x } 

D(L) = x E X : lim existe 
t-+0+ t 

(4.2) 

e 

Lx = lim T(t)x- x = d+T(t)x lt-o 
t -+0+ t dt -

( 4.3) 

para x E D(L), é o gerador infinitesimal do semigrupo T(t), onde D(L) é o domínio 

de L. 

D efinição 8 (Semigrupo Fortemente Contínuo) Um semigrupo T ( t), O ::; t < 

oo, de operadores lineares limitados em X é um semigrupo fortemente contínuo se 

(Pazy, {41}) 

liiil; T(t)x = x 
t-+0"'" 

(4.4) 

para todo x E X . 

Introduz-se agora uma classe importante de semigrupos, aqueles que 

podem, como função do parâmetro t, ser continuados analiticamente em um setor 

do plano complexo <C que contenha o eixo t positivo. O símbolo Sw denotará o setor 

Sw = {tE <C : I arg tI < w, t =/= 0}. 

D efin ição 9 (Semigrupo analítico) Um semigrupo fortemente contínuo {e-tL} , 

é chamado de semigrupo analítico se as seguintes condições são satisfeitas (Ladas e 

Lakshmikantham {33]): 

1. e-tL pode ser continuado analiticamente como um semigrupo fortem ente 

contínuo em um setor Sw para algum w E (O,~); 
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2. para cada t E Sw os operadores L e- tL e de~ttL são operadores limitados 

e 
de-tLx L -tL 
_d_t_ =- e x, (4.5) 

onde x E X; 

3. para qualquer O < é < w os operadores e-tL e t L e-tL são uniforme­

mente limitados no setor Sw-e, isto é, existe uma constante C = C (é) 

tal que 

e 

I -tL I c 
Le ~ jtj' 

onde t E Sw-e . 

4 .1.2 A nálise da convergência de um método de Runge-Kutta 
simplificado 

(4.6) 

(4.7) 

Importante: Nesta seção o operador L(t) é o inverso do que era con­

siderado na seção anterior, ou seja, ele é -L(t). 

Tendo em mente estas definições, analisa-se a convergência de um método 

de Runge-Kutta para a solução do problema de valor inicial 

dy 
dt 

y(O) 

L(t)y 

Yo 

( 4.8) 

em um intervalo de tempo finito [0 , T]. Para isto observa-se a maneira com que os 

erros numéricos cometidos em cada passo se propagam ao longo de n passos. 

Define-se o erro global, En, no tempo t = tn como: 

En = y(tn) - y(tn), 

onde y(tn) e y(tn) são as soluções exata e aproximada, respectivamente, calculadas 

no tempo t = tn· Observa-se ainda que quando t = O, y(O) = y0 = y(O) , o que 

implica que Eo = O. 
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Para simplificar a notação, adota-se 

Ln - L(nT), 

Yn - y(nT). 

A solução aproximada para ( 4.8) é calculada pelo método de Runge­

Kutta de três estágios1
, 

com coeficientes 

A solução exata para ( 4.8) é construída com o método de Tanabe e 

Sobolevski (61, p.431], onde se considera que, para cada t, L(t) é o gerador infinite­

simal de um semigrupo analítico. Diz-se também que ( 4.8) é uma equação parabólica 

(ou seja, a informação em um determinado ponto P influencia toda a região a partir 

de P). 

Empregando este método, a equação de evolução para a solução de ( 4.8) 

é dada por 

y(t) = e(t-tn)LnYn + i.t e<t-s)L(s) R(s, tn)Ynds 
tn 

onde 

00 

R(s, tn) - L Rm(s, tn), 
m=l 

R1 (s , tn) (L(s) - Ln)e<s- tn)Ln ' 

Rm(s, tn) - J.s Rt(S, a)Rm-t(a, tn)da m= 2, 3, ... 
tn 

com tn :::; s < t :::; tn+I· Agora algumas hipóteses são necessárias para que seja 

possível provar a convergência do método numérico. 

1Ver equação (3.73), lembrando que z é o símbolo de Fourier da discretização espacial e, neste 
caso, z = -7 Ln. 
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Hipótese 1 O espectro o-(L(t)) do operador L(t) é discreto, o-(L(t)) = {.Xj(t)}i~1 , 

e 

com 

Ce-Re(>.t(s))! = À(s) :S À< 1. 

A partir de agora C será utilizada como uma constante genérica. 

Hipótese 2 O domínio D (L(t)) = D não depende de t, de modo que o operador 

L(t)L(r)-1 é de variação limitada e existe uma constante positiva K tal que 

I (L(s)- L(t))L(rt1 I ~ K I s - t I, para s, t , r E [O, r]. 

Hipótese 3 (Estimativa a posteriori) Supõe-se que Yn E D(L~) e que 

I L~'Ynl ~ M, 

com lvf uma constante positiva que pode depender do intervalo de tempo (ver Oster­

mann e Palencia {40}) . 

Para demonstrar o principal resultado desta seção, o Teorema 3, é 

necessário mostrar antes que o resultado é válido para o primeiro nível de tempo, 

ou seja, quando n = 1 e t =r. Isto é feito através do lema a seguir. 

Lema 1 Se Yo E D(L~), então I €1 I ::; Cr2
, com E1 = y(r)- Y1 e C uma constante 

positiva que depende de M e de K . 

Demonstração 

Utilizando o método de Tanabe e Sobolevski [61 , p.431}, tem-se 

y(r) - e-rLoYo + 1 -r e<-r-s)L(s) t Rm(s, O)yods, 
O m=l 

y(r) e-rLoYo + 1 -r e<-r-s)L(s) RJ (s, O)yods + r e<-r-s)L(s) t Rm(s, O)yods. 
O ./o m=2 
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Por outro lado, o método de Runge-Kutta escrito para o problema 

modelo quando t = r é: 

Desta forma, o erro global para o primeiro passo de tempo, E11 pode ser 

escrito como 

é1 erLoYo - (I+ a 3 T Lo + a2 CX3 r
2 L~ + a1 C:Xz a3 r

3 Lg) Yo 

+ {T e<r- s)L(s) Rl (s , O)yods + r e<r-s)L(s) t Rm(s, O)yods. 
lo lo m=2 

Seja 

! 1 -

!2 -

! 3 -

de forma que 

Para analisar ! 1 faz-se uma expansão em termos das potências do ge­

rador infinitesimal. Logo, 

Definindo [5] 

1 ( r -1 k ) Br = !:_:_ r Lo _ '""""' !..._L k 
T -.T e 6 kl 0 1 

I • 
k=O 

! 1 pode ser escrita como 

2 

!1 = Yo + LoYoT + B;yo ~ -(I+ a3 T Lo+ a2 a3 r
2 L~+ a1 a2 a3 r 3 L~) y0 . 
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Entretanto, como para o método de três estágios considerado, 

1 
a1 = az = -

2 
e 

tem-se 

r 2 ~2 ~3 
2 I 2 1 3 

!1 = 2B.,.yo- 2 LoYo- 4LoYo· 

De acordo com [5, proposição 2.2.2], como Yo E D(LÕ), s-lim.,.~o+ B;yo = 

LÕyo , o que resulta 

Logo, 

para r suficientemente pequeno. 

Além disto, de acordo com a hipótese a posteriori, sabe-se que 

para k = 1, 2, 3. 

Desta forma, 

(4.9) 

Para ! 2 é· preciso multiplicar o integrando por I = Lõ1 L0 e utilizar a 

propriedade de comutatividade do semigrupo com o seu gerador infinitesimal (já que 

Yo E D (Lo)). Desta forma, 

(4.10) 

Usando a hipótese 2 com t = r = O, tem-se 

I (L (s)- Lo)Lõ1
1 ~ Ks. (4. 11) 



83 

Por outro lado, utilizando a Hipótese 1 e a desigualdade ( 4.11) , fica-se 

com 

I lzl < K À
2 1r sI LoYo I ds, 

72 

< K À
2 2 l LoYo I 

< Cr2
. 

Para 13 escreve-se, usando novamente a hipótese 1, 

I I3l :S À for f Rm(s, O)yo ds. 
m=2 

Observando que 

(4.12) 

(4.13) 

e sabendo que L0esLo:::; Cjs (conseqüência da definição 9) , tem-se que IR1 (s, O)I ~ 

K C. Ainda, aplicando o princípio de indução e lembrando que 

m= 2, 3, ... 

conclui-se que 

I Rm(s, O) I ( 4.14) 

Com isto chega-se a 

Agora, 

Ih I 
oo m 

< À 2:(K C)m~ IYo I 
2 

m . 
m= 

< À( eK Cr - 1 - K C r) I Yo I, 

< CT2
. ( 4.15) 
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Juntando (4.9), (4.12) e (4.15), tem-se 

(4.16) 

que é o resultado esperado. 

Agora, pode-se passar ao enunciado e à demonstração do Teorema 3. 

Teorema 3 Considera-se que as hipóteses 1, 2 e 3 são válidas e que (4.8} é uma 

equação parabólica, com L(t) o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico. 

Então se r ::; r* , onde 

o erro global satisfaz 

com C uma constante que depende de M {hipótese 3} e de J( (hipótese 2) e>. como 

na hipótese 1. 

Demonstração 

Para a solução exata em t = tn+l, tem-se 

Como 

En+l = Yn+l - Yn+l> 

tem-se 
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Rearranjando os termos, 

Para facilitar, escreve-se 

onde 

A estimativa para T1 é obtida com o auxílio da Hipótese 1, ou seja, 

( 4.17) 

Para analisar T2, escreve-se 

Como a 3 = 1, tem-se 

(4.19) 

para uma constante C >O, pois, de acordo com a hipótese a posteriori, sabe-se que 

k =1 , 2, 3. ( 4.20) 

Ainda, conforme [5, p.95], 

2 
T L n ~ (I ~ ~ ) ~ - r B2 ~ e Yn - + I L n Yn - 2 'T Yn) (4.21) 
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onde 

ou seja, 

Usando novamente a Hipótese 1, tem-se 

I B;Yn I < À 
2
21 L~Yn I r ( T - u) du, 

T lo 
< c. 

Assim, observa-se que a equação ( 4.21) fica 

2 

I e"LnYn- (I+ TLn)Yn I:::; c~. 

Agora, a estimativa para (4.18) é 

(4.22) 

Para T3 , é preciso antes estimar R(s , tn)· Para tanto, emprega-se o 

mesmo procedimento utilizado na obtenção da equação (4.14) , observando que, neste 

caso, chega-se a 

I D( t) I < (KC)m(s- tn)m- 1 
.LLffi s, n (m _ 1)! (4.23) 

Usando a definição de R(s, tn), ou seja, 

00 

R(s, tn) = 2:: Rm(s, tn) 
m=1 

< ~ (K C)m (s - tn)m-1 
Lt (m- 1)! 
m=l 

< K c e!( C(s-tn). (4.24) 
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Agora, para T3 , escreve-se 

( 4.25) 

No caso de T4 é conveniente escrever 

1
t n+1 00 

+ e(tn+t -S)L(s) L Rm(s, tn) Yn ds, 
tn m=2 

( 4.26) 

para que se possa utilizar o mesmo procedimento adotado na demonstração do Lema 

1 para obter (4.12) e (4.15), que, para T4 , resulta 

( 4.27) 

Reunindo (4.17), (4.22), (4.25) e (4.27), obtém-se para én+l : 

Observando a seqüência dos erros, obtém-se, indut ivamente, que 

(4.28) 

De acordo com o Lema 1, sabe-se que I €1 I < CT2 e a expressão ( 4.28) 

pode ser escrita como 

ou seja, 

n 

I én+ I I :::=; CT2 L Ài(1 + J( C T eKCT)i. 

i=O 
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Esta série converge se 

ou seja, se T :=:; r*, onde 

Logo, a série é convergente e, finalmente, segue-se o resultado, 

para n suficientemente grande. 

Agora, independentemente das estimativas para o problema evolutivo 

apresentado anteriormente, descreve-se a teoria de "shadowing" , bem como algumas 

estimativas obtidas no sentido de empregar esta teoria no estudo de convergência 

de equações diferenciais parciais. 

4.2 O que é shadowing 

A idéia principal envolvida na teoria de "shadowing" é a comparação da 

solução numérica com uma trajetória verdadeira que obedece uma condição inicial 

um pouco diferente. As estimativas existentes na literatura são, em sua maioria, 

válidas para curtos períodos de tempo, já que as constantes envolvidas podem crescer 

exponencialmente com o tamanho do intervalo de tempo. É neste contexto que a 

teoria de "shadowing" surge como uma alternativa para a obtenção de estimativas 

para tempo longo, principalmente quando há presença de uma estrutura hiperbólica, 

ou seja, quando as componentes estável e instável do problema podem ser separadas. 

Entretanto, para entender o que é shadowing, é interessante examinar 

um exemplo simples primeiro. Considere o operador shijt, que é uma aplicação não 

inversível do intervalo [0, 1) nele mesmo. Ele é dado por 

para k =o, 1, ... 
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e apresenta dependência sensível às condições iniciais. Com efeito, na medida em 

que, a cada iteração, as distâncias são multiplicadas por dois, dadas duas distâncias 

infinitesimalmente próximas, a diferença entre elas cresce geometricamente com a 

aplicação de sucessivas iterações. Dado um ponto inicial xo e a sua correspon­

dente órbita exata (gerada pela equação acima), admite-se erros em cada passo dos 

cálculos que são efetuados (os quais não devem ser confundidos com os erros acumu­

lados das iterações anteriores). Primeiro, o dado inicial pode não estar representado 

exatamente. Se y 0 é a aproximação de xo e éo, o erro desta aproximação, então 

xo = Yo + €o. 

Baseado neste valor de Yo, uma órbita Yo, y1, y2, ... é calculada. Entre­

tanto, esta não é uma órbita para y0 , pois em cada iteração haverá um erro. Mais 

precisamente, 

Yk = 2 Yk-l mod(l) + Ek, 

onde ék é o erro na k-ésima iteração. Daí, observa-se que qualquer erro introduzido 

pode aumentar a cada iteração. Depois de apenas alguns passos, não há absolu­

tamente nenhuma correlação entre o que é calculado e qualquer uma das órbitas 

verdadeiras começadas em xo ou em y0 . Mas ainda assim, é possível mostrar que 

existe alguma órbita exata iniciada em algum ponto z0 , perto de x0 e de y0 . Esta 

situação é esboçada nas figuras 4.1 e 4.2 . 

A única hipótese necessária para provar este fato e determinar o ponto 

inicial z0 é que os erros sejam limitados por uma constante é > O, 

k=0,1,2, ... 

A conclusão é que, para qualquer iteração, a órbita exata gerada a partir de zo estará 

a uma distância € da órbita computada. Na k-ésima iteração tem-se 

A demonstração para esta versão do lema de "shadowing" pode ser 

encontrada em [29). 
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Órbita calculada Yo • Y1• h 
Órbita exata x0 , x 1, x2 ••• 

' ' ' , 
' I .... 

Fig. 4.1: Órbitas para xo e Yo [29] 

Órbita calculada Yo, Yt • Y2 

------ --- - - Órbitaexata Zo ,ZI,Z2 ·•· 

Fig. 4.2: Órbitas para y0 e z0 [29] 

' 

, .... , . ' ,' ', . 
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As idéias apresentadas anteriormente podem ser formalizadas na seguinte 

definição: 

D efinição 10 Uma d-pseudotrajetória 2 é uma seqüência de pontos x = { xk E X : 

k E Z} ou x = {xk E X : k E Z+} tal que 

Desta forma, diz-se que ushadowing" acontece para um determinado 

ponto x se as desigualdades 

são satisfeitas para uma pseudotrajetória x = {xk}· Isto significa que x está próxima 

de uma trajetória real de </>. 

Antes de entender como a idéia de "shadowing" é aplicada ao estudo de 

convergência, são feitas algumas considerações analíticas sobre a equação de Burgers 

através do método de Galerkin. 

4 .3 A lgumas considerações analíticas sobre a equação de 

Burgers 

Considere a equação de Burgers com u E JRn 

ou ot -v 6. u + U · \lu = 0 , X E S1 t > 0 (4.29) 

u(O) = uo t = O 

uian =O 

2 Em geral uma pseudotrajetória é considerada como um resultado da aplicação de um método 
numérico a um sistema dinâmico if>. Neste caso, o valor d mede os erros do método a cada passo 
e os erros de arredondamento. 
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É possível demonstrar [20] que para dados iniciais suficientemente re-

guiares 

( 4.30) 

onde li · li = li · llL2, li · llP = li · llLP, ll · lloo = ess supnl I (norma do supremo 

essencial) e M é uma constante genérica que depende de v e de n. 

Alguns trabalhos na literatura, como os de Heywood and Rannacher 

[19], de Heywood and Xie (20] e de Constantin (10] mostram que esta equação possui 

soluções globais suaves, ou seja, soluções locais da equação de Burgers podem ser 

continuadas indefinidamente no tempo. 

Também é observado em [19] que ambas as aproximações, Galerkin e 

Galerkin não linear, podem ser introduzidas exatamente para as equações de Navier­

Stokes e as provas das estimativas relacionadas são exatamente como antes, exceto 

pelo fato que o operador de Dirichlet 6.. para o Laplaciano se reduz ao operador de 

Stokes. Se 6.ulan =O como no caso do problema em questão, o erro será melhorado 
5 

para >..;;,_2 e >..~2 , respectivamente (onde Àm é o m-ésimo autovalor de -6.). Sejam 

u1, ... , um as primeiras m autofunções de 6. (contando as multiplicidades em L2 (D)) 

e P a projeção no subespaço Vm gerado por elas. Fixa-se p =Pu, u E H= L2 (S1) 

e q = Q u = (I - P) u. 

A estimativa local para a equação de Burgers ( 4.29) é apresentada como 

uma proposição e, no decorrer da sua demonstração, são necessárias algumas de­

sigualdades, como as que são listadas a seguir. 

Desigualdade de Poincaré: Suponha n aberto limitado. Então exis­

te uma constante c (que depende de n e de p) tal que 

1 ::; p < 00. 

Em particular, a expressão li \7 · li Pé uma norma em w· ~·P(st) equivalente à norma 

11 . lll,p· 
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D esigualdade de Hõlder generalizada: Sejam ]I, h, .. . , fk funções 

f . E LPi (n) 1 < p· < oo 1 < i < k com l = l + l + · · · + l < 1. Então, o 
~ , - l - ' - - p Pt P2 Pk -

produto f = f1 h .. . fk E LP(Q) e 

D esigualdade de Young: V a, b, E > O, V p, 1 < p < oo, q = pS-
tem-se 

Além disto, IJ'Vpii,II'VqJJ ~ II'Vul l, ll .6.pl l,l l .6.q ll < ll.6.ull e 

11.6. 2P li, 11.6. 2q li ~ 11.6. 2u li desde que P =Pu, q =Que u E D(.6.) . 

Como, em geral, pode-se escrever [19] 

para todo a 2 O, 

daqui por diante serão empregadas as seguintes desigualdades: 

3 

11.6. 2P li ~ Àm ll.6.p li ~ Àb II'Vp li ~ À~ li P li Vp E P L 2(ü), 
1 

li q li~ À~2 I I'Vq li~ \;/ ll.6.q l i~ À~2 ll.6. 2q li Vq E Q L 2 (r2) n D(.6. ). 

bem como (caso n = 3) [19] 

II'Vfll < cll.6.f ll, 

11!116 < cii'Vfll 
I I 

llfll3 < cllfii 2II'Vfll2. 

Proposição 1 (E stimat iva local) Suponha que (4.30} seja válida para a equação 

de Burgers (4.29 ). Então pode ser estabelecida uma estimativa de erro da forma 

onde p é uma aproximação para p. 
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Demonstração: 

A equação de Burgers é equivalente a [1 9] 

Ôp 
ât -v D.p + p [(p + q). \1 (p + q)] =o 

(4.31) 
Ôq 
ât - v D. q + Q [(p + q) . \1 (p + q)] =o 

e as aproximações simples de Galerkin j5 são dadas pela solução do sistema de apro­

ximação: 

ou seja, 

a-
_E. - v D. j5 + p [p . \1 .P] = o 
ât 

p (O)= p (O) 

Fazendo w = p- p, a equação (4.31) fica 

(4.32) 

âp âw _ _ 
ât - 8t - v .6. p + v .6. w + p [ (p - w + q) . \7 (.P - w + q)] = o. ( 4.33) 

Subtraindo (4.33) de (4.32), tem-se 

âw 
ât- vD.w- P [w ·\l w]+P[i5·\lw]-P[i5·\lq]+P[w·\lp] (4.34) 

+ P[w · \l q]- P[q · \l .P] + P[q · \l w]- P[q · \l q] =O. 

Como u = p + q, faz-se j5 = u- q + w em (4.34) , de forma que 

âw 
ât - vD.w-P[w·\lw]+P[(u-q+w)·\lw] 

- P[(u - q + w) · \l q] + P [w · \1 (u- q + w)J + P[w · \l q] (4.35) 

- P[q · \l (u- q + w)] + P [q · \l w] - P[q · \l q] =O, 

âw 
ôt - v D. w + P [u · \l w + w · \l uJ - P[q · \l w + w · \l q] ( 4.36) 

- P[q · \l u+ u · \l q] + P [w · \l wJ - P [q · \l qJ = O. 
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Tomando agora o produto interno de ( 4.36) com w, obtém-se 

( w, ~~ ) - v ( w, n w) - - ( w, u . \7 w + w . \7 u) 

+ (w,q· \7 w+w· \7 q) 

+ (w,q·\7u+u·\7q) 

- (w,w·\7w)+(w,q·\7q). 

(4.37) 

Calculando os dois primeiros termos do lado esquerdo de ( 4.37) sepa­

radamente, chega-se a 

(w, ~~) 

e, via integração por partes, 

( w, n w) - f wi ai ai wi d n 

- -f ai wi ai wi d n 

- -f (\7w)2 dü. 

-11 \lw 112 

( 4.38) 

já que wlan =O. 

(4.39) 

Substituindo (4.38) e (4.39) no lado esquerdo de (4.37) , chega-se a 

~~li w W + v 11\7 w 112 = - (w, u · \7 w + w · \7 u) + (w , q · \7 w + w · \7 q) 
2 dt 

+ (w,q·\7u+u·\7q)-(w,w·\7w)+(w,q·\7q). (4.40) 

Como 

(w , u · \lq) = (w , \l(u · q))- (w, q ·\lu) 
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a equação (4.40) fica 

1 d 
2 dtllwl l2 +vii 'V wll 2 

- -(w,u· 'V w+w · V'u)+(w,q· V' w+w · V'q) 

+ (w, \7 (u · q)) - (w,w · 'Vw) + (w,q · \7 q). (4.41) 

Agora, faz-se, separadamente, as estimativas para cada termo do lado 

direito da equação ( 4.41). Como ( u, v+ z) = ( u, v)+ ( u, z) genericamente, escreve-se 

A -(w,u·V'w) 

B - (w,w · \7 u) 

c (w,q·V'w) 

D (w, w · \7 q) 

E (w, \7 (u · q)) 

F -(w,w ·V'w) 

G - (w, q · \7 q) 

de forma que a equação ( 4.41) fica 

~~llwll2 + vii'Vwii2 =A+B+C+D + E+F+ G ( 2) 2 dt 4.4 

Analisando o primeiro termo, A, da equação ( 4.42) tem-se 

A= -(w, u· V'w) - j uiOiWjWjdQ 

< 1-f ui ai wj wj d n I 
< f I u II'Vw · w I d n 

< llulloollwiiii V' wll 
< EvjjV'wll 2 + cEllull~ ll wll 2 (4.43) 

1J 
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Os demais termos da equação ( 4.42) são estimados de forma semelhante, 

B = -(w,w · \7u) < 11 w 1111 w 11411 \7u 114 

< c li w 11 11 \7w 1111 l::,.u IL 

< €vjj\7 wll 2+ cfll!::,.ull 2llwll 2 
l/ 

(4.44) 

C = - (w,q · \7w) < 11 q 11611 w 11311 \7w 11 

< 
I I 

c 11 \7q 11 11 w 11 2 11 \7w 11 2 li \7w 11 
3 

< c .À~ 2 li ~ 2 q 1111 \7 w 11 2 (4.45) 

D=(w,w·\7q) < llw11 611wll3ll\7qll 

< c 11 \7w 1111 w 11! 11 \7w 11 ~ .À~1 11 !::,.q li 

( 4.46) 

E = (w, \7(u · q)) - -(\7 · w, (u · q)) 

< llulloollqllll \7wll 

< € v 11 \7w 11 2 + cf .À~4 11 !::,. 2q 11 211 u li ~ (4.47) 
l/ 

F =-(w, w·\7w) < llw ll 311wll6ll \7w ll 

G =(w,q ·\7q) < 

< 

< 

< 

< cJiwll!ll\7wll!ll \7wll 2 

< cll \7wll 3 

llwll6llqll311 \7qll 
I I 

c 11 \7w 1111 q 11 2 11 \7q 11 211 \7q 11 
3 

c 11 \7w 11..\~2 11 ~q 112 

€ v 11 \7w 112 + C c ,\~611 ~ 2q W 
l/ 

( 4.48) 

( 4.49) 

Como 11 ~ q 11 ::::; 11.6 u 11 e 11 ~ 2 q 11 ::::; 11 ~ 2 u 11 ::::; M (estimativas a 

priori- equação ( 4.30)), pode-se estimar os termos de ( 4.43) a ( 4.49). 
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Os termos 

e 

presentes em ( 4.43) e em ( 4.44) causam crescimento exponencial na estimat iva de 

erro se a solução u cresce muito. 

Em (4.45) e (4.46), o termo 

pode se desprezado, já que ele se torna muito pequeno quando m ---7 oo. 

De forma semelhante, em (4.49) , 

também pode ser desprezado, pois ele fica pequeno quando comparado a 

CE À~4 li U li !, li _6. 
2 
Q 11 2

' 
v 

presente em ( 4.4 7). 

Além disso, todos os termos do tipo E v li 'Vw 11 2 podem ser absorvidos 

no lado esquerdo de (4.42) . 

Assim, pode-se obter como em [46] ou em [54], modificando um pouco 

a formulação em [19], uma estimativa da forma 

1 d v 
2 d t li w 11 2 + 2 11\7 w 11 2 < 0:1 li w 11 2 + c 11\7 w 11 3 + 0:2 À~4 ) ( 4.50) 

w(O) O 

onde a 1 e o:2 são constantes que dependem de c, v, Nf. 

Agora, para obter a estimativa desejada , para w, esboça-se informal­

mente a argumentação. Da teoria de equações diferenciais ordinárias, para cada m 

existe um intervalo de tempo [O, T] no qual 

v 
II Vwl l S-. 

2c 
(4.51) 
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Então o termo não linear em (4.50), em [0,7], pode ser absorvido pelo lado esquerdo 

de ( 4.50) tal que 

(4.52) 

Pela desigualdade de Gronwall [51] tem-se que 

com 

Agora, escolhendo m 2:: m.., suficientemente grande tal que 

e argumentando por contradição, chega-se à conclusão que ( 4.51) continua válida 

para [0, T], com T ~ 7. 

Segue-se então que 

(4.53) 

que é, de fato, o resultado previsto por Heywood e Rannacher [19), já que a equação 

de Burgers possui soluções globais suaves, o que foi demonstrado por Heywood e 

Xie [20] via um princípio de máximo. O 

4.4 Shadowing finito para a equação de Burgers 

Nos últimos anos o impacto da teoria de sistemas dinâmicos em análise 

numérica tem sido considerável, como pode ser visto no trabalho de Pilyugin [42] e 

também pelo livro de Stuart e Humphreys [51). Chow and Palmer em [7] concentram­

se em estimativas de erro para tempo finito que podem ser consideradas apropriadas 

para simulações numéricas. 
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Para Tem como na secção anterior, introduz-se as aplicações q> (solução 

exata) e rp (solução numérica): 

onde 4> (p) é a solução de (4.32) com p(O) = p calculada no tempo T. 

Desta forma, o que foi mostrado acima é equivalente a 

( 4.54) 

e o que se quer mostrar é que existe um p =f. p (O) tal que llcfJ(n) (P) - Pn li é pequeno. 

Supõe-se que podem ser estabelecidos limites 

conforme ( 4.30) (4.55) 

de onde também se observa que 

(4.56) . 

uma estimativa padrão de operadores singulares (38], assim como 

(4.57) 

um resultado de interpolação ou de um cálculo espectral [61), [41], onde e e 8 são 

constantes positivas. 

Genericamente considera-se 

com solução 

N 

ui\.+ I - (DpN</> ... Dp0 c/J) uo + l : )DPN</> ... Dpkc/J) hk- 1 + hN (4.58) 
k=l 
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Como 4J é solução da equação diferencial ( 4.32), esta aplicação satisfaz 

da mesma forma que as derivadas de Fréchet Dp 4J satisfazem a equação evolutiva 

Antes de prosseguir são estabelecidos dois lemas técnicos. 

Lema 2 Assuma que a aplicação 4J satisfaça (4.55} tal que (4 .56) e (4.57} são 

ambas válidas. Se a condição c ( T + JT) < ~ for satisfeita, pode ser estabelecido que 

com a constante Cn identificando explicitamente a dependência de n. 

Demonstração: 

Para estimar li DPn 4> li, fixa-se 

w(t) = maxo::;s::;t 11 (DpncP)(s) 11 és. 

e t = T tal que w(T) =li (DpncP)(T) li e6
r. 

Agora, pode-se estimar w(T) empregando as desigualdades (4.56) e 

(4.57), de forma que 

w(T) < e6r {ll evórll+ for! l evó(r-s)[DPn(cP ·V'<f>)(s)JIIds } 

< e6T { e-6T + 1T 11 ~~ evb.(r-s) ~ -~ DPn (4J. \l<f>) (s) 11 ds} 

< 1 + ce6r lar (7 - s)-t e-6(r-s) 11 (Dpn4>)(s) 11 ds 

< 1 + c.;Tw(r). (4.60) 

Conseqüentemente, 

w(r) < 1 
( 4.61) 

1- cft 
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e se a condição c ( 7" + vr) < ~ é satisfeita, pode ser estabelecido que 

w(r) ::; 1 + c../i. 

De fato, tem-se 

( 4.62) 

coin w(r) ::; 1 + CnVT identificando explicitamente a dependência de n. o 

Deve ser observado aqui que, como a constante c vem sendo empregada 

genericamente, a sua dependência de n será explicitada apenas quando necessário. 

Lema 3 Se o Lema 2 vale, então a derivada de segunda ordem de Fréchet de <P pode 

ser estimada como 

Demonstração: 

Para estimar a derivada de segunda ordem de Fréchet de <P é preciso 

voltar mais uma vez a (4.59). Primeiro calcula-se \l DPn<P· 

Fixa-se V(t) = maxo<s<t li \l Dpn</J(s) 11· Então escolhendo novamente 

o valor de r e usando o Lema 2, observa-se que 

V( r) < c r-~ e-67 +c 17 

e-c5(r-s) (r- s ) - ~ 11 (DPn <P) (s) li d s 

+ c 17 

e-c5(r-s) (r- s) - ~11 'V Dpn</J(s) li ds 

< cr- te-67 +c 17

(r-s)- t(l+c.Ji)ds 

+ C 1T ( T - S)- ~ V ( S) d S 

< cr- te- 67 +c y!TV(r ) +c r+ c y!T. 
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Segue-se que 

Voltando à equação ( 4.59) percebe-se que 

n;n<P = -21T evll(-r-s)pm(Dpn<P. \l DPn<P) ds 

- 1 -r evll(r-s) (P(D!ncf> . \l cf>) + P(cf> . \l n;n cf>)) ds. 

Portanto, pode-se escolher r, usar o Lema 2 e estimar corno antes 

li n;n cf> li < 2 C 1T ( 1 + Cn Vs) S- ~ d S 

+ C 1 T li n;n <P li dS +C 1 T (r- s) - 411 n;n <P 11 ds, 

de onde se conclui que 

o que completa o resultado. O 

CT + CyT 
< 

1- CT- CyT 

< c.fi, 

Teore ma 4 Seja é > O. Assuma que tanto o Lema 2 como o Lema 3 sejam válidos 

e que 

para O::=;n::=;N-1. 

Suponha também que uma hipótese da forma 3 

O< a$ 1, 

3 Em determinados problemas onde existe boa separação do espectro e lenta variação da solução 
no tempo, é plausível que uma hipótese como esta acima possa ser assumida (ver tmbalho de 
Ostermann e Palencia [40]) . No entanto, mais experimentação numérica é necessária. 
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seja satisfeita. Então existe um ponto p E ~m tal que se para m suficientemente 

grande, 

4ec<: 
e 7=--, 

fJ 

e para T suficientemente grande tal que 

tem-se que 

para O ::; n ::; N. 

Demonstração: 

Seguindo a discussão em [7] e em [42), toma-se 

Então, tem-se que 

if>(zn + Pn) - Pn+l 

onde DPn é a derivada de Fréchet de <P em relação a Pn· 

Fixando 

tal que 

(4.63) 

Seja z = (zo,zl , ··· ,zN) E ~N+l e S = {z: lznl::; <:,0::; n::::; N}, S 

um subconjunto convexo compacto de ~m(N+l). 
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Então, usando ( 4.58) e o lema 2, tem-se 

N 

li UN+l 11 ~ IT (1 + crJ'T) e -ó (N+l)-r li uo 11 
1= 0 
N N 

+ L IT (1 + cpfo) e-ó(N-k+l)-r 11 hk- tll + 11 hN 11 - (4.64) 
k=l l=k 

Mas (1 + Ct vfi) ~ e c, ..ft, ou seja, 

N N rr (1 + Ct JT) ~ II e c' ..;r = eCL t"::k c,) ..;r 
l=k l=k 

de forma que 

11 UN+l 11 < e <L:I"=oc,)..ft-ó(N+l)-r li uo 11 
N 

+ L e<L:I"=kc,)..ft-ó(N-k+l)-r 11 hk- 1 1! + 11 hN 11 . (4.65) 
k=l 

Define-se T : S <---t JRm(N+l) como a seqüência obtida de ( 4.58) (propa­

gação para frente) usando (z0 , ... , ZN ): 

Observando a construção de T , é fácil ver que a aplicação é contínua. Aplicando a 

estimativa (4.64) à seqüência (z0 , ... , ziv) em (4.58) obtém-se que 

11 T(z)o li - li (Dpo</>)(zo) + 9o(zo) 11 
N 

11 T(z)N 11 < IT (1 + CtVT) e-ó(N+l) -rli zo 11 
l=O 
N N 

+ L IT (1 + CtVT) e-ó(N-k+l)' 11 9k-1 (zk-1) 11 + li 9N(zN) 11 
k= l l=k 

e, novamente, 

11 T(z )N li < e<I:I"=oc,) ..ft- ó(N+ l )-rll zo 11 
N 

+ L e<L:{~k ct)..ft-ó(N-k+l)-r 11 9k- 1 (zk- d li+ 11 9N(ZN) 11· 
k=l 

(4.66) 
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Agora observa-se que 

11 9n(Zn) 11 < 11 </>(Pn)- Pn+III + 11 </>(zn + Pn)- <f>(Pn)- (Dpn</>) (zn) li 

< .JY >:;,,_2 +li </>(zn + Pn)- </>(Pn) - (Dpn</>) (zn) li (4.67) 

Do teorema de Taylor [15], 

</> (zn + Pn) - </> (zn)- (DPn </>) (zn) = ~ 11 

(D;n+Ozn </>) (z~) dO (4.68) 

e usando o lema 3 chega-se à conclusão que 

li</> (zn + Pn) - </> (zn)- (Dpn</>) (zn) li < ~ 11 

CVT li Zn 11 2 d B 

< cllznll 2 (4.69) 

De (4.67) e de (4.69) obtém-se que 

já que, por hipótese, li Zn li < E. De (4.66) conclui-se que 

N+l 

11 T(z)N 11 < eC2:f':oci)Vr-ó(N+l)-r E+ L e(L:f::kcl)-ft-c5(N-k+l)-r c (Ã~2 + t2) 
k=l 

N e ('L:{~I CJ) VT 
< e(Í:l .. oCI)Vr-c5(N+l)-r € +C Ó T (À~2 + €2) (4.70) 

De acordo com a hipótese, 

que conduz a 

Como T = ~ , a estimativa ( 4. 71) fica 
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Novamente, de acordo com a hipótese tem-se que 

Escolhendo 

5 2ceE 2 

II T (z)N 11 :s; eo.- ré+ ÓT 

4ect 
T= -Ó-, 

e T suficientemente grande tal que eQ-ó r :s; ~, pode ser estabelecido que 

li T(z)N li :s; E. 

Portanto T: S Y Se o teorema do ponto fixo de Brouwer [17] assegura 

a existência dez E S tal que T(z) = z. Examinando a construção, isto significa que 

quando se toma fi = Po + zo, tem-se 

11 ifP(p)- Pn 11 :s; E, 

o que completa a demonstração. O 

Examina-se agora um exemplo, 

ou 

Sabe-se que em três dimensões Àm :::::::: m~ [58], [37] (essencialmente um 

resultado de Weyl sobre distribuições assintóticas de autovalores) e então 

Fixando, por exemplo, 

então 

4ecE 
T=--

Ó 

e 

é um tipo de condição de C F L (relação entre as discretizações espacial e temporal). 
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Acredita-se que as estimativas obtidas aqui podem ser melhoradas se 

uma metodologia um pouco diferente for utilizada. Em geral, os trabalhos encon­

trados na literatura, como o de Ostermann e Palencia [40], assumem um tipo de 

condição de hiperbolicidade, ou seja, existência de clara separação entre as compo­

nentes estável e instável do problema (o que é crucial para qualquer análise baseada 

em "shadowing"). Não obstante somente soluções mais regulares de muitos dos pro­

blemas práticos, como as equações de Navier-Stokes, por exemplo, satisfazem esta 

condição. Conseqüentemente, ao invés de propagar a solução apenas para frente 

como é feito aqui, é necessário propagá-la para frente (sobre a direção estável) e 

para trás (sobre a direção instável). 

Por esta razão, algum tipo de estimativa a posteriori precisa estar en­

volvida, mostrando a separação do espectro pelo menos para a solução calculada 

numericamente (já que muitas vezes não é possível assegurar que esta condição seja 

satisfeita para a solução analítica- estimativas a priori). De fato, estas estimati­

vas a posteriori podem ser obtidas para algumas soluções da equação de Burgers 

(com condições de fronteira regulares, por exemplo, como é feito aqui), conforme 

estudos realizados computacionalmente e mostrados nas figuras 4.3 a 4.6, onde 

L = minRe(>.)>O - maxRe(>.)~o (diferença entre a parte real do menor autovalor posi­

tivo e a parte real do maior autovalor negativo) . 

Alguns testes foram efetuados para a equação de Burgers com diversas 

condições de contorno (figuras 4.3 e 4.4). A solução numérica foi obtida com o mesmo 

método simplificado de Runge-Kutta descrito no capítulo anterior. Através das 

rotinas SGEHRD e SHSEQR da biblioteca LAPACK e de um código implementado 

em FORTRAN 90, os autovalores para uma linearização da equação de Burgers 

foram calculados. 
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Fig. 4.3: Evolução de L para a linearização da equação de Burgers com condição 
inicial u0 = 1 ao longo do tempo. 
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Fig. 4.4: Evolução de L para a linearização da equação de Burgers ao longo do tempo 
com condição inicial variável. 

Os gráficos mostram que existe uma clara separação do espectro, já 

que os cálculos foram efetuados em dupla precisão. Neste caso, o e da máquina é 

da ordem de 10- 15 e para que um valor possa ser considerado diferente de zero, ele 

deve ser maior do que Vf.. De fato, pode ser observado (especialmente nas figuras 

4.5 e 4.6) que esta condição é satisfeita para os testes realizados. 
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS 

O objetivo central deste trabalho é aliar a aplicação de sofisticados 

métodos numéricos à sua análise do ponto de vista da teoria matemática. Escolheu­

se problemas físicos que possuíssem boas propriedades analíticas (no caso do tubo 

de choque, este possui solução exata e no caso da equação de Burgers, esta pos­

sui soluções globais suaves) e que ao mesmo tempo apresentassem, em uma escala 

menor, é claro, as mesmas características dos problemas sofisticados que são alvo 

do interesse não só de pesquisadores, mas de indústrias e de órgãos de segurança 

internacionais. 

O método numérico escolhido para simular o escoamento no interior 

do tubo de choque e para calcular a solução da equação de Burgers (neste caso, 

como a dissipação natural está presente, não se fez necessária a adição de termos 

de dissipação artificial) é basicamente o mesmo que começou a ser desenvolvido há 

aproximadamente vinte anos [26], que veio sendo aperfeiçoado e que hoje em dia é 

empregado para calcular as propriedades aerodinâmicas de aeronaves [44]. 

Para o problema do tubo de choque, este método não se mostrou tão 

eficiente como para os casos em duas e em três dimensões divulgados na literatura 

especializada [24], [25]. Isto acontece provavelmente devido à malha, pois sabe-se que 

esta também introduz dissipação em um esquema. Com a malha em uma dimensão 

apenas, o efeito dissipativo inerente à malha não é tão efetivo. Conseqüentemente, 

apenas a introdução de termos de dissipação artificial e o método de marcha no 

tempo com propriedades de relaxação (amortecimento das altas freqüências) não 

são suficientes para amortecer as oscilações causadas principalmente por fenômenos 

não lineares, como as ondas de choque. 

Sabe-se que esquemas do tipo TVD forneceriam melhores resultados 

[18) (praticamente livres de oscilações) se aplicados ao tubo de choque, mas estes 

tornam-se caros em três dimensões. Testes casos, esquemas semelhantes ao que é 
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estudado neste trabalho ( otimizados) apresentam resultados excelentes - em termos 

de qualidade e de custo - mesmo para geometrias tridimensionais complexas. 

Entretanto, a dificuldade em encontrar trabalhos que analisem rigorosa­

mente estes esquemas é grande. A maior parte dos trabalhos existentes volta-se para 

a análise de esquemas numéricos que satisfaçam as propriedades TVD, as quais em 

geral não se aplicam aos esquemas que exigem a adição explícita de termos dissipa­

tivos, principalmente quando estes termos são tratados na forma escalar (dissipação 

artificial). 

A últ ima parte deste trabalho é uma tentativa de iniciar um estudo 

analítico-numérico destes esquemas sofisticados. O resultado apresentado aqui para 

o método de Runge-Kutta é restrito, pois considera-se apenas a semi-discretização 

de um problema linear evolutivo em dimensão infinita baseado em estimativas a 

posteriori. Para analisar matematicamente o problema, conforme ele é implemen­

tado no computador, serão necessárias ainda algumas etapas envolvendo a aplicação 

das idéias da teoria de "shadowing" , especialmente de "shadowing" finito, em uma 

extensão da análise preliminar que é realizada neste trabalho para a equação de 

Burgers. 

Desta forma, o presente t rabalho reuniu discussões e métodos em dife­

rentes áreas, buscando entrelaçá-las. Analisou-se o fenômeno físico - o escoamento 

em um tubo de choque: um problema unidimensional aparentemente simples, mas 

que pode servir como um modelo bem simples para a reentrada de espaçonaves 

na at mosfera terrestre, por exemplo. A solução para este problema foi estudada 

analítica e numericamente, sendo que foram obtidas a solução exata e aproximações 

para esta (via método numérico). 

Empregou-se um esquema numérico de solução comprovadamente efi­

ciente para escoamentos em duas e em três dimensões. Kroll e Rossow [32] apresen­

tam o resultado para uma simulação do tubo de choque também com este método, 

porém com o acréscimo de técnicas de aceleração da convergência. O resultado 
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deles apresenta menos oscilações do que aqueles apresentados no capítulo 3, o que 

provavelmente se deve às técnicas de aceleração da convergência, que tratam justa­

mente do amortecimento do erro. 

Analisou-se a ordem de convergência para um esquema semelhante ao de 

Runge-Kutta simplificado descrito no capítulo 3. As condições para obtenção deste 

resultado são ainda restritas e, portanto, precisam ser estendidas para situações mais 

gerais, que incluam problemas reais, de interesse técnico. E, finalmente, empregou­

se a teoria de "shadowing" a um protótipo, a equação de Burgers, observando-se 

que as estimat ivas obtidas aqui são apenas o começo de um longo trabalho, que 

sem dúvida renderá anos de pesquisa e trará importantes contribuições ao estudo 

de convergência de métodos numéricos para equações diferenciais parciais. 

Neste sentido, dificuldades maiores serão encontradas em problemas 

de interesse prático, como aqueles em Dinâmica dos Fluidos Computacional. As 

equações de Navier-Stokes não possuem solução analítica, salvo para alguns casos 

particulares, o que sugere a utilização da teoria de "shadowing" a posteriori, mas 

sem deixar de lado algumas estimativas a priori com as desigualdades de Sobolev, 

como é feito para a equação de Burgers no capítulo 4. Além disto, em regimes de 

turbulência, por exemplo, as dificuldades de utilização da teoria de "shadowing" 

crescem, pois a separação no espectro, relacionada com a hiperbolicidade, torna-se 

cada vez mais tênue. Isto implicaria na necessidade de, naquelas regiões onde esta 

separação é (praticamente) inexistente, empregar a teoria da variedade central. 
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