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RESUMO

Neste trabalho faz-se uma andlise de fluxos unidimensionais usando as
equagoes de Burgers e de Euler. Para esta tultima, é obtida a solugao exata e uma
aproximacao desta via método numérico. A obtencao da solugdo exata é baseada na
combinacao de ondas simples (uma onda de choque, uma descontinuidade de contato
e uma onda de expansdo) e na validade das relagdes de salto para as equagdes
de Euler. Os resultados assim obtidos sao utilizados para verificar (certificar) os

resultados numéricos.

As equacoes de Euler sdo integradas no tempo através de um esquema
simplificado de Runge-Kutta; considera-se também a adicao explicita de termos dis-
sipativos ao esquema de discretizagdo espacial. Sdo apresentadas comparacoes entre
as solucoes exata e numérica, além de comparacoes da solucao numeérica para difer-
entes valores dos coeficientes de dissipagdo. Analisa-se também as regites de esta-
bilidade de métodos de Runge-Kutta para uma equagao modelo, cujas propriedades
sao semelhantes as das equacgdes de Burgers e de Euler. Por fim, propde-se o es-
tudo da convergéncia de um esquema semelhante ao de Runge-Kutta; faz-se uma

estimativa de erro a posteriori em espacos de Banach de dimenséao infinita.

Alem disto, sao calculadas algumas estimativas a priori para a equacao
de Burgers que sao usadas, juntamente com idéias da teoria de “shadowing” para
estabelecer estimativas relativas a validade de simula¢Ges numéricas para a equagao
de Burgers. Além disto, sao mostrados alguns estudos computacionais relevantes
sobre a separacao espectral, os quais poderiam ser entendidos como uma forma de

estimativas a posteriori.
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ABSTRACT

In this work we analyze unidimensional flows using Burgers and Euler
equations. We show how to obtain both an exact and an approximate solution to
the Euler equations. The exact solution is obtained by simple waves interaction (a
shock wave, a contact discontinuity and an expansion fan). It is based on the jump
relations for the Euler equations. We use the exact solution thus obtained as a mean

of comparison to the approximate (numerical) solution.

A simplified Runge-Kutta method is used to integrate the Euler equa-
tions in time. Dissipation terms are added to the spatial discretized equations. We
study the effect of these terms by plotting the exact versus the approximate solution
considering different dissipation coefficients. We choose a model equation, which has
similar properties to the Burgers and Euler equations, in order to study the stability
regions of the Runge-Kutta scheme. Finally, we propose a convergence analysis of
a Runge-Kutta-like scheme and make a posteriori error estimates in infinite dimen-

sional Banach spaces.

Furthermore, we perform some a priori estimates for the Burgers’ equa-
tion and use them together with ideas of the Shadowing Theory in order to establish
estimates concerning the validity of numerical simulations for Burgers’ equation. As
well we show a few relevant computer studies on the spectral separation which could

be regarded as a form of a posterior: estimates.



1 INTRODUCAO

A literatura em Dinamica de Fluidos Computacional é repleta e vasta
quando se trata de métodos numéricos. Os primeiros métodos, como os de Euler e
de Newton, sofreram e vém sofrendo modificagbes com o passar dos anos, no sentido
de torna-los mais eficientes. Eficiéncia, hoje em dia, é sinonimo de conceitos como
rapidez, economia e precisao, os quais serdo, oportunamente, detalhados. E Justa-
mente a necessidade de eficiéncia que justifica a diversidade de métodos numéricos

existentes.

Como nao existe unanimidade, cada pesquisador, muitas vezes, adapta
os esquemas existentes a sua realidade criando, assim, novos métodos. Isto suge-
re, naturalmente, um questionamento sobre o mérito de um determinado método
numérico: em que casos ele é valido, quais as suas propriedades de robustez, de

consisténcia, de covergéncia e de estabilidade.

A questdo da escolha de um método numérico se torna ainda mais
delicada quando o problema fisico que se quer solucionar ndo tem, via de regra,
propriedades suavizantes (como a presenca de efeitos viscosos, por exemplo). Este
€ o caso de escoamentos compressiveis a alta velocidade, onde ha presenca de des-
continuidades, como ondas de choque. Nestes casos a determinacao do método, da
malha computacional, das aproximacoes e bem como da sua interacao é fundamental.
Mas a questdo ainda continua em aberto: como se deve fazer a escolha? O que
se sabe, intuitivamente, é que, quanto maior o conhecimento do fenémeno fisico
e das propriedades de um determinado método numérico, maiores as chances de
sucesso. Para tanto, existem os problemas de teste que, geralmente, sdo problemas
simplificados, utilizados para que cada esquema possa ser testado e estudado mais

profundamente.

O tubo de choque é um destes problemas de teste, pois ele possui ca-

racteristicas comuns a muitos outros problemas compressiveis em uma geometria



extremamente simples, que pode, inclusive, ser reduzida ao caso unidimensional,
tornando a simulagdo do escoamento extremamente facilitada e eficaz. Além disso,
ele possui solucao exata, o que confere confiabilidade & comparagio de resultados

obtidos numericamente.

Outra maneira de validar os resultados numéricos é comparando-os com
dados experimentais (obtidos em laboratério). Isto acontece principalmente quando
o problema simulado via computador é complexo, para o qual ainda nao existem
resultados analiticos; em alguns casos até existem informacoes analiticas, mas que

sao obtidas mediante hipdteses simplificadas.

Quando resolvidas numericamente, existem basicamente quatro méto-
dos com os quais as equagoes governantes podem ser discretizadas: diferencas fini-
tas, volumes finitos e elementos finitos. Tradicionalmente, segundo Maliska [36], o
método de elementos finitos foi mais empregado na area estrutural e o de diferencas
finitas, na drea de fluidos, devido as peculiaridades de cada um (os problemas em
fluidos contem termos nao lineares, o que nao acontece com os problemas em elas-

ticidade linear).

Esta situagao motivou o surgimento do método de volumes finitos, no
qual as equagoes sao obtidas através de balangos de conservacdo da propriedade
envolvida (como massa ou quantidade de movimento) no volume elementar. Atual-
mente, muitas das dificuldades que restringiam a aplicabilidade destes métodos a
uma &rea especifica ja foram ou estdo sendo sanadas, o que ndo poderia ser dife-
rente, ja que todos os métodos numéricos podem ser obtidos do método de residuos

ponderados, empregando-se fungdes peso diferentes, préprias a cada um deles [36].

Neste trabalho escolheu-se o método de diferencas finitas, pois com o
uso de coordenadas generalizadas, ele torna-se bastante versatil e atraente, inclusive
por ser de facil implementacdo. Na literatura, alguns trabalhos como o de Sod

(48], Ortega et al. [39], Jin e Xin [27] e Harten [18] apresentam comparagoes entre



diversos esquemas em diferencas finitas utilizados na solugao do problema do tubo

de choque.

O trabalho de Sod [48] discute métodos tradicionalmente conhecidos,
como Lax-Wendroff, Godunov e upwind, aplicados na integracao das equagoes de
Euler unidimensionais em coordenadas cartesianas para um fluido nao viscoso e que

nao conduz calor.

O artigo de Harten [18] apresenta uma nova classe de esquemas de
segunda ordem. Sao esquemas nao lineares obtidos pela combinacao de um esquema
de primeira ordem, nao oscilatério, com uma funcao de fluxo adequadamente mo-
dificada. O esquema de segunda ordem assim produzido é de alta resolucao com

preservacao da robustez do esquema original de primeira ordem nao oscilatério.

Em [39], Azevedo et al. implementam trés algoritmos, fazendo uma
comparacao entre eles: Beam-Warming - baseado no esquema implicito de marcha
no tempo de Euler com adi¢do de termos dissipativos, Fluz Vector Splitting - um
tipo de esquema upwind baseado na decomposicao do vetor fluxo em funcao dos
autovalores da matriz jacobiana - e TVD (Total Variation Diminishing) - baseado
na imposicao de condigoes para que a variagdo total em qualquer tempo seja uni-

formemente limitada pela variacao total dos dados iniciais.

Jin e Xin [27] apresentam uma classe de esquemas de conservac¢do em
varias dimensoes. A idéia é usar relaxacdo local e constituir um sistema linear
hiperbélico com um termo de baixa ordem “stiff” que aproxima o sistema original

com uma pequena correcao dissipativa.

Entretanto, nenhum deles utiliza o método de Runge-Kutta conforme
introduzido por Jameson et al. [26], que combina um mecanismo explicito de dis-
sipagao artificial com um esquema de marcha no tempo do tipo Runge-Kutta. Esse
mecanismo consiste na combinac¢ao de diferencas de segunda e de quarta ordens,
onde a contribuicdo de cada uma é definida pelo raio espectral da matriz jacobiana

e por um sensor de pressao, que identifica as diferentes regides do escoamento. O es-



quema de marcha no tempo é semelhante ao dos esquemas cldssicos de Runge-Kutta,
mas apresenta algumas vantagens em relagdo aquele, como reducdo do custo com-
putacional. Além disso, seus coeficientes podem ser escolhidos de forma a expandir

a regiao de estabilidade [32].

Os proprios idealizadores deste método, além de outros pesquisadores,
sugeriram algumas adaptacoes e modificacées, tendo em vista a necessidade de se
obter solugbes confidveis para problemas cada vez mais complexos, no menor tempo

possivel, sem se esquecer, é claro, da precisao.

Kallinderis e McMorris [30] discutem a dissipagao artificial escalar aco-
plada com o método de Lax-Wendroff e propoem uma maneira de calcular os coe-
ficientes de dissipagdo, ao invés de escolhé-los a priori. Além disso, a quantidade
de dissipacgao fica limitada e valores diferentes sdo empregados para cada uma das

equacoes governantes.

No trabalho de Pulliam [43], vdrios modelos de dissipacdo sdo usados
com diferencas centrais, juntamente com um esquema implicito, como o de Beam e
Warming. Sao analisados seus efeitos referentes a precisao, a estabilidade e a taxas

de convergéncia.

Um esquema semelhante a esse, mas que segue a linha de Jameson et al.
[26] é estudado por Swanson et al. [52]: o esquema SLIP (Symetric Limited Positive).
Neste caso, apenas um dos coeficientes é livre, pois o outro é escolhido em funcao
deste. Neste trabalho também sdo comparados os esquemas CUSP (Convective
Upwind and Split Pressure) e MATD (Matriz Dissipation). No primeiro, os termos
dissipativos de cada equacao discreta sao calculados com os autovalores da matriz
jacobiana do fluxo e ndo com o raio espectral, como é o caso da dissipagao artificial.
Na verdade, ela funciona como uma imitacao de um esquema upwind na vizinhanca
de ondas de choque, evitando oscilagées. O segundo pode ser considerado como
um tipo de viscosidade artificial, pois ele é definido como uma soma da média dos

fluxos centrais com um fluxo dissipativo. Ele pode ser usado com uma variedade



de esquemas de passo de tempo, inclusive com esquemas de multi-estdgios, que ndo
avaliam os fluxos de dissipacéo artificial em cada estagio (visando a redugédo do custo

computacional).

Swanson e Turkel [53] também discutem a dissipa¢do matricial, indi-
cando condi¢bes para que esse esquema apresente caracteristicas TVD. Esse método
também ¢ discutido por Turkel e Vatsa [56] com énfase para escoamentos tridimen-

sionais.

Como ja comentado, o conceito de dissipacao artificial é bastante antigo,
podendo ser abordado e formalizado de diversas maneiras. A necessidade de algum
tipo de mecanismo dissipativo pode ser entendida tanto pelo ponto de vista fisico
como pelo numérico, conforme [45], [14] e [50], por exemplo. Conforme Richtmyer
[45], fisicamente, pode-se associar dissipagdo com viscosidade e conducao de calor,
que tém efeito suavizador sobre os choques: a superficie de descontinuidade é substi-
tuida por uma fina camada de transicdo, na qual as quantidades variam rapidamente,
mas nao descontinuamente. Degrez [14] e Strikwerda [50] também apresentam esta
nogao, mas associam a dissipac@o com os modos de Fourier da solugao e do erro (de
alta ou de baixa freqiiéncia) que, conforme se propagam, podem produzir efeitos

oscilatoérios ou suavizantes sobre a solucao.

Entretanto, ao se buscar, na literatura, uma analise rigorosa do método
de Jameson para escoamentos compressiveis [26], do ponto de vista matematico,
nao se encontra muita coisa. Os esquemas analisados tém, na maioria das vezes,
caracteristicas de monotonicidade (sdo esquemas do tipo TVD). Inclusive, em [52]
¢ apresentado um esquema denominado LED (Local Eztremum Diminishing). Por
isto, estuda-se um pouco mais a fundo o método de Jameson, procurando estabelecer
conclusdes quanto as suas propriedades, como convergéncia, e analisar atentamente

o tipo de Runge-Kutta empregado.

Os métodos numéricos tém, hoje em dia, um papel muito importante

em ciéncia e em tecnologia, especialmente devido ao desenvolvimento impressionante



dos recursos computacionais nos ultimos anos. Mas é justamente neste ponto que
se pode perceber uma desvantagem: da maneira com que estes recursos tém sido
empregados, muitas vezes nao se sabe se os resultados fornecidos pelo computador,
sozinhos, sao confidveis. Isto €, quando se trabalha com equagoes diferenciais nao
lineares, nao existe resultado como o Teorema de Equivaléncia de Lax [45] (resultado
que refere-se a equagdes lineares aproximadas por métodos discretos lineares) com

o qual se possa contar.

Quando em um processo iterativo, o computador realiza cédlculos que
envolvem muitas iteracoes de uma determinada aplicagdo. Conseqiientemente, seria
valido perguntar: os cédlculos realizados por um computador sdo confidveis? De-
vido & aritmética de maquina, os computadores tém um grau finito de precisao e,
portanto, essencialmente a cada operacao realizada pela maquina, sdo cometidos
pequenos erros. Desta forma, seria prudente acreditar nas figuras geradas por deter-
minados “softwares” e nas conclusdes a que se chega tendo por base os célculos deste

computador? Esta é sem divida uma questdo profunda e sem resposta definitiva.

A verdade é que muitas das técnicas numéricas (como a viscosidade
artificial) usadas para resolver problemas importantes em dreas como Aerodinamica,
Meteorologia, Biologia Matemadtica, dentre muitas outras, ainda precisam de uma
andlise matematica rigorosa para que se possa confiar inteiramente nelas, por si

proprias.

Existem, na literatura, diversos trabalhos analisando aproximacoes para

leis de conservagao escalares da forma

vu+V-flv) = 0 em (0,T) x R,
'U(O) = em Rd
e para sistemas de leis de conservagao (como as equagoes de Burgers e de Euler - ver

capitulo 2), mas os esquemas analisados ndo sao semelhantes ao de Jameson, que se

quer estudar.



Cockburn e Gau [8] e Cockburn e Gremaud [9] obtém estimativas para
métodos numéricos para leis de conservagdo. Em [8], obtém-se uma estimativa a
posteriori que é independente da dimensao do espago, do tipo de nao linearidade da
funcdo f e do método numérico. Em [9], a estimativa obtida é @ priori, com base
na modificacao de uma teoria de aproximacao ja existente na literatura. Mostra-se
que estas estimativas podem ser obtidas sem necessidade de usar explicitamente

quaisquer propriedades de regularidade da solucao aproximada.

Para sistemas de leis de conservagao em uma dimensao espacial, John-
son e Szepessy [28] provam estimativas a posteriori para um método em elemen-
tos finitos, baseando-se fortemente em uma estimativa de estabilidade forte para o
problema dual associado e na ortogonalidade do método de Galerkin. Embora os
resultados apresentados restrinjam-se a uma dimensao no que concerne a justificacao
matemadtica, a metodologia de controle adaptativo do erro é de natureza geral e pode

ser aplicada também em mais de uma dimensao.

Entretanto, nenhum destes trabalhos trata do método de Runge-Kutta,
peca fundamental no esquema de Jameson utilizado neste trabalho. Por isso, o
objetivo é proceder a andlise da aproximacao das equacoes de Burgers e de Euler
pelo método de Jameson, levando em consideracdo a nao linearidade destas equacoes,
a influéncia dos termos dissipativos e o esquema de integracdo temporal; enfim, que
englobe todas as caracteristicas de um problema real, de interesse técnico. Desta
forma, tendo em vista a complexidade de tal andlise, dé-se, neste trabalho, apenas

uma introducao a este estudo.

Em uma primeira instancia, considera-se um problema modelo simpli-
ficado: uma equagéo diferencial linear ordinaria ndo auténoma (com dependéncia
explicita na varidvel temporal). Através do método de Tanabe e Sobolevski, [61],
[33], constréi-se uma solugdo exata para o problema. Esta é comparada com uma
solucao numérica obtida pelo citado método de Runge-Kutta, de onde conclusoes,

para a situacao analisada, relativas a convergéncia do método, podem ser auferi-



das. Esta anélise depende de conceitos oriundos da andlise funcional e da teoria de

semigrupos, principalmente.

Além disto, independente da andlise deste método de Runge-Kutta em
dimensao infinita e apesar de que o principal objetivo deste trabalho fosse desen-
volver estimativas para as equagdes de Euler, inicialmente estuda-se um protétipo
mais simples: a equacao de Burgers. Esta equagdo tem uma caracteristica desejavel:
gracas a um principio de méximo, Heywood e Xie [20] mostram que ela possui
solugdes globais suaves (as solugGes locais podem ser continuadas indefinidamente
no tempo). Portanto, conforme Heywood e Rannacher [19] ji haviam observado,
o erro para o método de Galerkin é melhorado de O(A;}) para O()A?), onde A, é
autovalor do operador de Dirichlet. Este fato, associado ao conceito de “shadowing”
finito como apresentado por Chow e Palmer (7] permite que se mostre que 6rbitas
numéricas para a equagao de Burgers comecando em um determinado dado inicial
permanecam perto de uma drbita verdadeira (comegando em um dado inicial que é

na verdade uma perturbacdo deste) por um certo periodo de tempo.

O passado recente e os tultimos tempos tém sido marcados pelo uso do
computador como uma ferramenta de multi-propdsitos. Muitas pesquisas cientificas
acabaram se tornando possiveis gracas ao seu advento. Mesmo assim, a maioria dos
seus usuarios nao costuma parar para refletir como ele opera ou quais poderiam ser

as implicagoes da utilizacao do computador como ferramenta de trabalho.

Suponha que se esteja usando o computador para simular as iteracoes
de uma aplicacao com dependéncia sensitiva das condigoes iniciais. Um computador
digital comete pequenos erros em operacgdes de ponto flutuante porque a sua meméria
representa cada nimero por um numero finito de digitos. Quando um pequeno
erro de arredondamento é feito pelo computador, ele se move da érbita verdadeira,
que ele deveria seguir, para uma outra oOrbita vizinha. Entretanto, se a aplicacdo
em questao é cadtica, a o6rbita vizinha podera divergir exponencialmente rdapido
da orbita verdadeira. Entretanto, é possivel que a 6rbita gerada pelo computador

seja uma aproximag¢ao muito boa da orbita verdadeira, mas iniciando de uma outra



condigao inicial, bem préxima da condic@o inicial dada. Fregientemente, ela é
proxima o suficiente para que a 6rbita calculada pelo computador seja aceitavel

para aquilo que se estd analisando.

Entretanto, verificar que, em um dado caso, o fenémeno de “shadowing”
realmente acontece pode ser muito dificil, requerendo, entre outras coisas, o uso de
aritmética intervalar para limitar o erro de arredondamento gerado, e programas
suficientemente complicados para permitir um elemento de divida quanto a validade
do processo como um todo. Além disto, conforme cresce a dimensdao do problema,

cresce também a dificuldade de verificagdo do fenémeno de “shadowing” [11].

Estes problemas sao motivados por questoes relativas a validade da
solugdo numérica de equagdes diferenciais. Pode ser mostrado [11] que, para al-
guns sistemas dinadmicos, métodos numéricos suficientemente (localmente) precisos
produzem uma solugao numérica que esta sempre préxima de alguma solu¢éao real,

possivelmente com condicoes iniciais diferentes daquelas especificadas.

Desde Anosov e Bowen, com seu resultado cldssico de “shadowing”
(sombreamento) - o Lema de “Shadowing”, esta teoria tem sido analisada por muitos
especialistas, como pode ser visto pelo livro de Stuart e Humphreys [51], pelo tra-
balho de Pilyugin [42] e pelo artigo de Ostermann e Palencia [40]. Esta teoria é ao
mesmo tempo muito atraente e interessante: ela reune idéias simples com sofisti-
cados conceitos matematicos. Ela tem se desenvolvido intensamente nos tltimos
anos e acabou por se tornar uma parte significativa da teoria qualitativa de sistemas

dinamicos, contendo muitos resultados interessantes e profundos.

As estimativas de erro apresentadas neste trabalho sdao do tipo existente
na literatura [42], [7]. Resultados mais abrangentes em sua aplicabilidade requerem
estimativas “forward” (para frente) e “backward” (para trds) usando propagadores
de perturbacao locais, que serdao objeto de estudos futuros. Também foram realizados

alguns experimentos computacionais que indicam existir uma separacao no espectro
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da linearizacao dependente do tempo (ou seja, Re (A) > 0 ou Re (A) < 0, onde Re())

é a parte real do autovalor A).

Desta forma, discute-se alguns tépicos com maior atenciao. Enfatiza-se
algumas particularidades do problema fisico, o método de diferencas finitas, algumas
nocoes basicas em andlise numérica, o conceito de dissipagao e a forma como ele pode

ser empregado, esquemas de passo de tempo e o método de Runge-Kutta.

No capitulo 2, define-se o problema fisico que é objeto da investigagao
numérica, cuja teoria é desenvolvida nos capitulos subseqiientes. Este problema é
um tubo de choque, escolhido por possuir solugao exata, facilitando a validagao
dos resultados obtidos. Mostra-se como obter as equacgoes de Euler, utilizadas para
modelar o problema fisico, e a maneira com que estas equacbes sao transformadas
em condicoes de salto (validas nas descontinuidades - ondas de choque e descon-
tinuidades de contato). A partir destas condigbes, desenvolve-se expressdes para
pressao, velocidade e massa especifica em cada regido deste. Elas sdo empregadas
na obtencao da solucao exata das equacgoes de Euler para este tubo e os resultados

sao mostrados graficamente.

No capitulo 3, apresenta-se brevemente o método de diferencas finitas,
associando-o com expansoes de Taylor e mostrando algumas fungoes de interpolagio
para derivadas de primeira e segunda ordens em relagao a uma varidvel independente.
Depois, define-se consisténcia, estabilidade e convergéncia, entre outros conceitos,
para que possa ser enunciado o teorema da equivaléncia de Lax, que é um resul-
tado de grande importancia, principalmente para equagoes lineares. Em seguida,
apresenta-se a andlise de Fourier e de von Neumann para equagoes lineares a co-
eficientes constantes, pois nos préoximos capitulos é importante que se tenha claro
o entendimento de algumas nogoes relativas a propagacao de ondas. Finalmente,

indica-se como é feita a aproximacao espacial das equacgoes do escoamento.

Discute-se também a questao da dissipacao. Primeiramente, faz-se uma

revisao conceitual de dissipacao e de dispersao, com maior énfase para a primeira.
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Depois, mostra-se a razao porque é necessario fazer a introdugao explicita dos termos
de dissipacdo natural ou artificial no esquema numeérico escolhido. Apresenta-se
também, como nao poderia deixar de ser, a forma com que isto é feito, juntamente

com os resultados obtidos.

Na seqiiéncia, estuda-se algumas vantagens dos métodos de integracao
temporal, especialmente o de Runge-Kutta. E principalmente neste momento que
sao necessarias algumas nogoes de estabilidade, conforme apresentadas no capitulo 3.
Estuda-se brevemente o método classico de Runge-Kutta e, através de uma equacao
modelo com propriedades semelhantes as equagoes de Burgers e de Euler, analisa-se

algumas propriedades de estabilidade dos esquemas de Runge-Kutta.

No capitulo 4, analisa-se mais detalhadamente a convergéncia do mé-
todo de multi-estdgios. Para tanto, considera-se uma equacao diferencial linear nao
auténoma. Através do método de Tanabe e Sobolevski, escreve-se a sua solugao
analitica que, comparada a solucio do método numérico, fornece estimativas de
erro para o esquema de integracdo temporal considerado. Além disto, emprega-se
técnicas da teoria de “shadowing” na andlise da existéncia de solugoes numeéricas

para a equagao de Burgers.

Finalmente, no capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes sobre a me-
todologia empregada, tanto numérica quanto analitica. Avalia-se a importancia de
resultados analiticos que permitam a realizacdo de testes por computador para pro-
blemas reais reduzindo a necessidade de realizagao de iniimeros testes em laboratério,
0 que invariavelmente aumenta o or¢amento de um projeto. Enfatiza-se, também, a
importancia destes resultados analiticos como fator de apoio ao analista numérico, na
medida em que eles possam servir de indicativo referente a confiabilidade dos dados
fornecidos pelo computador. Além disso, quer-se mostrar a importancia de buscar
um ponto de convergéncia entre o embasamento analitico-tedrico e a habilidade no

tratamento com métodos numéricos.
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2 O PROBLEMA FISICO

Um dos problemas fisicos que se quer estudar neste trabalho é o tubo
de choque, também conhecido como problema de Riemann (Smoller, [47]). Ele é
um dispositivo em que ondas de choque do tipo normal sao geradas pela ruptura
de um diafragma que separa um gas a alta pressao (estado L) de outro, a baixa
pressdo (estado R), conforme mostra a figura 2.1. Segundo James [23], ele é uma
ferramenta 1til ndo s6 para investigar fendmenos de choque, mas também auxilia
no entendimento do comportamento de materiais e de objetos quando submetidos
a condicoes extremas de pressao e de temperatura, importantes no escoamento do
géas atras da onda (regido que fica perturbada apds a passagem desta). Portanto,
nao s6 a cinética de uma reacido quimica que acontece a altas temperaturas pode
ser estudada, mas também, por exemplo, o desempenho de um corpo durante a

reentrada na atmosfera terrestre.

diafragma
7

estado L estado R

Fig. 2.1: Estado inicial (em ¢t = 0) [21]

Este caso teste nada mais é do que um tubo cheio de gds em repouso,
inicialmente dividido por uma membrana (ou diafragma) em duas se¢des. Em uma
das metades, o gas tem massa especifica e pressao maiores do que na outra. No tempo
t=0, a membrana é repentinamente removida e o gas fica livre para movimentar-
se no interior do tubo. Apéds a ruptura do diafragma, o sistema acaba, depois de
decorrido um certo tempo, por atingir o equilibrio termodinamico; o estado final, na
extremidade fechada do tubo, é determinado pela primeira lei da termodinamica.

Sem transferéncia de calor, a energia interna total dos gases no estado final é igual



13

a soma das energias internas dos gases inicialmente presentes em cada um dos lados

do diafragma.

Entretanto, o principal objetivo ao se estudar o tubo de choque nao
é o estado final de equilibrio dos gases, mas sim o fenémeno de choque transiente
que ocorre logo apés a ruptura do diafragma. Espera-se, entdo, que uma onda
de choque normal se movimente na direcao do gds de menor pressao, com uma
série de ondas de expansao se propagando em direcdo a regiao do gds de mais alta
pressao. Na regiao posterior a onda de choque normal a direcdo do escoamento
existe uma descontinuidade de contato, que separa o gas comprimido pelo choque

daquele resfriado pela expansao.

Para a modelagem do fendémeno fisico podem ser aplicadas as equacoes
de Euler em uma dimensao, pois, assumindo-se que o escoamento € uniforme ao
longo do tubo, existe variagdo em uma direcao apenas. Em um tubo de choque
experimental real as varidveis de estado nao seriam descontinuas, nem na onda de
choque, nem na descontinuidade de contato, devido a efeitos tais como viscosidade
e condugao de calor, os quais sao ignorados nas equacgoes de Euler (nimero de

Reynolds - forcas inerciais/forgas viscosas - elevado).

Se as equacoes utilizadas fossem as de Navier-Stokes, que levam em
conta estes efeitos, a solucao das equacoes parciais também seria suave, apesar de
quase descontinua. Isto se deveria ao fato de que o aumento na massa especifica
acontece em uma distancia que é microscopica se comparada a escala natural de
comprimento do tubo de choque. De acordo com LeVeque [35], o resultado de
uma simulagdo numeérica é praticamente o mesmo com cada qual dos conjuntos de

equacoes escolhido.

Apresenta-se, inicialmente, as equagoes de Burgers unidimensionais por
serem mais simples que as de Euler e de Navier-Stokes e por admitirem procedi-
mentos de andlise que até o momento nao podem ser estendidos completamente

para aquelas equagoes. Além disto, as equagoes de Burgers servem como base para
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o entendimento de andlise das equagdes de Euler. Estas apresentam o termo de

pressao, dificultando tal andlise.

2.1 A equacao de Burgers

Considere a equacao escalar nao linear
up + f(u)z =0 (2.1)

onde f(u) é uma funcdo nao linear de u. O problema modelo mais importante deste

tipo é a equacao de Burgers, para a qual f(u) = %, de forma que (2.1) torna-se
g + uug = 0. (2.2)

Esta é na verdade a equagao de Burgers nao viscosa, ja que a equagao originalmente

estudada por Burgers também inclui um termo de viscosidade (v):
U + U Uy = VUgy. (2.3)

Este é um modelo simples que inclui efeitos nao lineares e viscosos em dinamica
dos fluidos. Pode-se mostrar [60] que a equagdo (2.3), mediante a transformagao de
Cole-Hopf, possui solucao exata, ja que esta transformacao reduz a equacgao (2.3),
ndo linear, a equagao linear do calor. Observe também que a equagao (2.2) pode ser
entendida como de convecgao, caracteristica que a torna semelhante as equacoes de

Euler.

Na préxima se¢ao, 2.2, discute-se a obtencao das equagdes de Euler, e
na secao seguinte, 2.3, mostra-se como elas sao empregadas no tubo de choque, ja

que este problema, sob determinadas condicoes, possui solucao exata.



2.2 As equacoes de Euler

Seja p a massa especifica, u a velocidade, F a energia total e p a pressao

do gds. A equacao da continuidade é

pe + (pu)z =0, (2.4)

onde o fluxo de massa é dado por pu. Mais geralmente, para qualquer quantidade z
que é “acelerada” com o fluxo, existird uma contribuicdao do fluxo para z da forma
zu. Assim, a equagao da quantidade de movimento tem uma contribuicao da forma

(pu)u = pu? e a equagdo da energia tem contribuicao do fluxo Eu.

Além da convecgao, existem forgas no fluido que causam aceleragao de-
vido as leis de Newton; conseqiientemente, mudancas na quantidade de movimento.
Se nao existem forgas externas, entao a tunica forga é devido a variagbes no préprio
fluido, e esta é proporcional ao gradiente de pressdo, o qual é simplesmente p,,
em uma dimensao. Combinando este com o fluxo convectivo, resulta a equacgao da

quantidade de movimento

(pu), + (pu®+p),_ = 0. (2.5)

A energia total E' é decomposta como

X
B= §pu2 + pe. (2.6)

onde o primeiro termo é a energia cinética, enquanto que o segundo termo é a
energia interna. A varidvel e, energia interna por unidade de massa, é chamada
energia interna especifica (em geral, especifica significa por unidade de massa). A
energia interna inclui as energias rotacionais e vibracionais e, possivelmente, outras
formas de energia em situacoes mais complexas. Nas equagdes de Euler assume-se
que o gas esta em equilibrio quimico e termodinamico e que a energia interna é uma

funcao conhecida da pressao e da massa especifica, conforme

S
=1
S—

e = e(p, p). (
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Esta é a equacao de estado; ela depende da natureza do géds que se quer estudar.

A energia total varia com o fluxo, mas é também modificada devido
ao trabalho realizado pelo sistema. Na auséncia de forgas externas, o trabalho é
realizado somente pelas forcas de pressdo e é proporcional ao gradiente de up. A lei

de conservagao para a energia total toma a forma:
Ei+u(E+p),=0 (2.8)
em uma dimensao.

Colocando estas equagoes juntas tem-se o conjunto completo de equacgoes
de Euler em uma dimensao
P pu
pu | + | pui+p =0, (2.9)
E . u(E+p)
que também pode ser escrito de forma mais compacta como

ow 80

T + o =0, (2.10)

onde

W= pu (2.11)

pu
u(E+p)

Agora, busca-se ainda relacionar a energia interna com a pressao e a
temperatura, o que € feito por meio da relacao de estado para um gas ideal. Neste
caso, a energia interna é fun¢ao apenas da temperatura, e = e(7T), e a relacao entre

temperatura, pressao e massa especifica é dada pela lei de gas ideal:

p = pRT, (2.13)
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onde R é uma constante. Logo, a energia interna é proporcional & temperatura,
e =0T, (2.14)

onde ¢, é o calor especifico a volume constante. Tais gases sdo denominados poli-
trépicos'. Se a uma quantidade fixa de gas adiciona-se energia e o volume é mantido

constante, entao as variacoes de energia e de temperatura relacionam-se via
de=c¢, dT. (2.15)
Por outro lado, se hd expansido do gds com aumento de energia, mas
a pressao ¢ mantida constante, nem toda a energia colabora para o acréscimo da

energia interna. O trabalho realizado para expandir o volume 1/p por d(1/p) é

pd(1/p), o que fornece a relagao
1
de-i-pd(;) = ¢ dT, (2.16)
ou
d(e+Z)= 7
(84‘;) =cpdT, (2.17)
onde ¢, é o calor especifico a pressdo constante. A quantidade

h=e+

o I3
—_
0
=t
)
S

é denominada entalpia, que é devida a energia interna e a pressao. Para um gas

politrépico, assume-se que ¢, é constante, tal que (2.17) resulta
=0T, ' (2.19)
Ainda, pela lei de gés ideal,

¢p — ¢ = R. (2.20)

'Para um gs ideal a energia interna é uma fun¢io apenas da temperatura. Se, em particular,
a energia interna é simplesmente proporcional a temperatura, o gas ¢ chamado politrépico.
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Assim, a equagao de estado para um gas politrépico depende apenas da

taxa de calores especificos, denotada usualmente por

y=15/y: (2.21)
Como T = p/Rp, tem-se
g W e [ SUY B
e=gd = (R) = (2.22)

Agora, usando (2.20) e (2.21), obtém-se

__>p
o~ L)p

Usando isto em (2.6) tem-se a forma da equacdo de estado comumente utilizada

e (2.23)

para um gas politrépico:

p=(y-1) (E - %ﬁmz) : (2:24)

As equacoes de Euler, utilizadas na modelagem de problemas fisicos nos
quais o efeito da viscosidade pode ser desconsiderado, possuem algumas propriedades

especiais, as quais sao discutidas a seguir.
2.2.1 Propriedades das equagoes de Euler

Examinando as equactes de Euler (2.10), percebe-se que as derivadas
de ordem mais alta (ordem 1, neste caso) ocorrem linearmente. Por esta razdo,
diz-se que estas equagdes formam um sistema quasi-linear [1], que pode ser escrito

como

oW oW z

onde A é a matriz jacobiana do vetor fluxo @, ou seja,

_ 59

A=—.
ow

(2.26)
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As equacgoes de Euler tém uma propriedade especial que muitas vezes
é 1til na construgao de métodos numéricos. O vetor () é uma fun¢do homogénea de

grau 1 em relagiio ao vetor das varidveis conservativas W, ou seja
QaW) =aQ(W) (2.27)

para qualquer a. Conseqiientemente a sua matriz jacobiana A é uma fungio ho-
mogénea de grau zero. Chama-se atencao aqui para o fato de que isto depende da
forma da relagdo de estado. As equacGes de Euler sdo homogéneas se esta relacdo
pode ser escrita na forma p = p f(e), onde e é a energia interna por unidade de

massa.

Usando a regra da cadeia tem-se que, para qualquer vetor I'-V,

aq _ [aé] oW oW

oz oW | oz . oz (2:28)

Para a fun¢do @ homogénea de grau 1, diferenciando a equagdo (2.27) em relacdo a

o e fazendo a = 1, tem-se que
G = AW (2.29)
e que

AL
oz

= 4
5 -~ w. (2.30)

Portanto, comparando as equagoes (2.28) e (2.30), percebe-se que

[%‘%l W =0 (2.31)

apesar de que, individualmente, %ﬁ- e W nao sejam necessariamente iguais a zero.

Com as observacoes acima, pode parecer que nao faz diferenca se a
matriz jacobiana estd dentro ou fora da derivada, ja que
ow
Or
Entretanto, do ponto de vista numérico, as duas formulacces
ow oW
=T
ot oz

" [
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%p—f— + ;-xAW =0,
denominadas ndo conservativa e conservativa, respectivamente, nao conduzem a
discretizacoes idénticas. Na simulacao de escoamentos com ocorréncia de descon-
tinuidades como choques, por exemplo, prefere-se usualmente a segunda alternativa,

conforme Anderson, Jr. [1].

Entretanto, é mais facil obter os autovalores do sistema de equagdes
de Euler quando estas estdo escritas na forma nao conservativa, como funcdo das
varidveis primitivas p, u,p, pois a estrutura da matriz jacobiana neste caso é mais
simples. Pode-se mostrar [31] que as matrizes jacobianas das varidveis conservativas,
A, e das varidveis ndo conservativas, A, estao relacionadas por uma transformacao
de similaridade, ou seja, elas tém os mesmos autovalores. Isto permite que as pro-
priedades das equacoes de Euler sejam analisadas na forma ndo conservativa (caso

mais simples). Sabe-se entdo [21] que os autovalores de A, dada por

0

2 ©

u
A=10 : (2.32)
0

£ Ti=

2

]

P

sao puramente reais e distintos. Isto significa que a matriz A pode ser diagonalizada

localmente como
A=X"T1AX, (2.33)

onde A é uma matriz diagonal que contém os autovalores de A e X é a matriz dos

autovetores. Pré-multiplicando a equacdo (2.25) por X!, tem-se

oW oW
o U b . b — g
X T + X AB:r 0 (2.34)

Pés multiplicando A pelo produto X X ~! e considerando uma aproximacao constante

1

para X e X' em uma dada vizinhanca, obtém-se

0 o B g .
a(X-‘ﬂ--) + a—I(X‘lAX)X“W = (2.35)
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Definindo U = X~'W, a equagdo (2.35) acima pode ser escrita como

U  8U
- bl =1, (2.36)

o que implica que as equagoes podem ser desacopladas em trés equacdes escalares

da forma

Ou; ou; .
Ef+&5§=o i=1,2.4 (2.37)
Os elementos u; sao chamados de variaveis caracteristicas. Cada variavel
caracteristica satisfaz a equagao linear da convec¢do com velocidade dada pelo au-
tovalor correspondente. Assim, tem-se que um sistema hiperbdlico na forma da
equagao (2.25) tem solucdo dada pela superposigao de ondas que viajam na direcao

positiva ou negativa com velocidades variaveis.

Os autovalores da matriz jacobiana sdo u — ¢, u, e u + ¢, onde u é a
velocidade local do fluido e ¢, a velocidade local do som; a matriz dos autovetores

correspondentes ¢é

B g 8

c
X=[1 01
—pc 0 pec

Portanto, em um escoamento supersénico, onde |u| > ¢, todas as ve-
locidades de onda tém o mesmo sinal. Em um escoamento subsonico, onde |u | < ¢,
estdo presentes velocidades de onda tanto com sinal positivo quanto negativo. Isto
mostra que os métodos numeéricos empregados para as equagoes de Euler devem
ser apropriados para velocidades de onda de sinais arbitrarios e de magnitudes que

podem ser extremamente diferentes.

Na verdade, isto pode conduzir inclusive a problemas de condiciona-
mento, o que tem gerado extensivas investigagOes na literatura em busca de um
método robusto, que fornega bons resultados para intervalos cada vez maiores do

nimero de Mach (relacao entre a velocidade do fluido e a velocidade do som no
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meio). Alguns trabalhos nesta area sdo os de Turkel et al. [55], de Choi e Merkle
[6] e de De Bortoli [12].

Além disso, os sinais dos autovalores também sdo importantes na de-
terminacao de condicoes de contorno apropriadas. Cada varidvel caracteristica sa-
tisfaz a equagdo linear da convecgdo com a velocidade da onda dada pelo autovalor
correspondente. Portanto, as condigbes de contorno podem ser especificadas de
acordo, isto é, variaveis caracteristicas associadas a autovalores positivos podem ser
especificadas na fronteira esquerda, que corresponde & entrada para estas varidveis.
Variaveis caracteristicas associadas a autovalores negativos podem ser especificadas

na fronteira direita, que é a entrada para estas variaveis.

Estas idéias sao usadas, por exemplo, na determinagdo das férmulas
que definem o conjunto de condigoes de contorno denominado far field, descrito por
Whitfield [59] e que é muito utilizado na simulagdo de escoamentos externos [3] como
uma forma de diminuir o dominio computacional necessario para levar um esquema

numérico a convergeéncia.

Todas estas caracteristicas das equagoes de Euler sao importantes quan-
do se resolve utiliza-las para resolver um determinado problema. Neste trabalho
esta-se interessado na aplicagao destas equagoes para o problema do tubo de choque,
discutido a seguir, pois ele possui solu¢do exata e por isto é utilizado como um caso

teste para a validagdo de esquemas unidimensionais.

2.3 Tubo de choque

O movimento de um fluido ideal é freqiientemente caracterizado por
linhas ou curvas no plano (z,t) (ou, mais geralmente, superficies no espago (X, 1))
nas quais certas quantidades dependentes sao descontinuas. Nestas descontinuidades

as equagoes diferenciais, que nao fazem mais sentido, devem ser substituidas por
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condicoes de salto [47] que, para as equacoes de Euler, sio:

olp) = [py] (2.38)
olpu] = [p+ pu?] (2.39)
[pu-}-pu (u;-i—e)] ; (2.40)

&

Q
 — |
w
A
| &,
§
o™
LS
| S
Il

onde ¢ é a velocidade de propagagdo da descontinuidade e, para uma determinada
quantidade @, [®] = ® — &y, onde Py e ¢ correspondem aos estados anterior e

posterior a descontinuidade, respectivamente.

E conveniente realizar uma mudanca de varidveis nas equagoes (2.38) a

(2.40). Para tanto, define-se

i = pu. (2.41)
Estas relacoes sdo usadas primeiramente para eliminar v da equacédo
(2.38), o que resulta

o(p—po) = pu— pouo

= m—mg+0(p— po), (2.42)
ou seja, a equacao (2.38) reduz-se a

[m] = 0. (2.43)

Para a segunda equagao (2.39), tem-se

a(pu — poto) = p + pu® — po — potg. (2.44)

Usando (2.42), o lado esquerdo de (2.44) fica
o(pu — potg) = o (m — my) + 0*(p — po) (2.45)
e desenvolvendo o lado direito de (2.44), obtém-se

p—po+put—poui = p—po+p(v+0)?— po(vo+0)? (2.46)

= p'—P0+mU"-mgvg+20(m-mg)+0'2(p—p0)_
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Igualando (2.45) e (2.46), resulta
a(mg — m) + movy — mv = p — py. (2.47)
Como [m] = 0, a equagdo (2.47) fornece a nova forma de (2.39), ou seja,

[mv + p] = 0. (2.48)

Para a terceira equagao, (2.40), tem-se

2 2
mg (% 4 en) —m (% + e) = pu — Pol, (2.49)

que é 0 mesmo que

2
m ?+e + pu| =0. (2.50)
Mas, sabendo que a velocidade do som é ¢ = , /22, pode-se escrever

2
v mc
pv = 7—5% S (2.51)

e conforme (2.23), lembrando também que m = pv, tem-se

3
e=———o. 2.52
v(y—1) (252)
Usando estas duas equacdes, (2.51) e (2.52), juntamente com (2.43) e (2.48), chega-se

a

m [’Y E 1c2 + vz] =l (2.53)

pois m € constante.
Assim, as condicoes de salto (2.38) a (2.40) ficam:
[m] = 0 (2.54)
[mv+p] = 0 (2.55)

m [T—ETCQ-!-UQ] = 0. (2.56)



Agora podem ser discutidas as condigdes que, a partir das relacoes de
salto (2.54) a (2.56), dao origem a solucao exata das equagdes de Euler para o tubo
de choque, que contém ao mesmo tempo uma onda de choque, uma descontinuidade

de contato e ondas de expansdo, conforme mostra a figura 2.2.

Este problema é produzido experimentalmente pela sibita ruptura de
um diafragma em um longo tubo unidimensional. Este diafragma separa dois estados
iniciais de um gas, com pressao e massa especifica diferentes (assume-se que o gds é

o mesmo nas duas regioes). As condigOes iniciais sdo as seguintes:

U = ur, P =prL, P =pL, T < %o t=0

U = UR, P = PR, P = PR, T > Iy t=10 (25?)

com pr < pr e localizagao do diafragma z = z, (lembrando que sempre é possivel,
mediante uma translagio, considerar zo = 0). A partir de agora, usa-se ug e uy,

genericamente, mas se esta particularmente interessado no caso em que up = uy = 0.

Se os efeitos da viscosidade podem ser negligenciados ao longo das pare-
des do tubo e se um tubo infinitamente longo é considerado, evitando reflexées nas
suas extremidades, a solugao exata das equagoes de Euler pode ser obtida com base

em ondas simples, separando as regides com condigdes uniformes (Hirsch [21]).

Quando o diafragma se rompe, no instante inicial, uma descontinuidade
na pressao se propaga a direita (regido R), na diregdo de menor pressdo. Simulta-
neamente, ondas de expansao se propagam a esquerda (regido L), na regiao de alta
pressao. Além disto, uma descontinuidade de contato, que separa as duas regioes

do gés, se propaga a direita no tubo. Esta situacao é ilustrada nas figuras 2.2 e 2.3.

Como o choque e a descontinuidade de contato movem-se em regides de
condic¢oes uniformes, eles tém velocidade constante e a expansao estd centrada na

posicao inicial do diafragma (t = 0).
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Considera-se, no interior do tubo, as seguintes regides’: a regidio R
contém o gds ndo perturbado, a baixa pressdo, pg. Ela é separada da regido 2, que
contém o gas perturbado, a baixa pressao, por uma onda de choque. A descontinui-
dade de contato separa a regiao 2 da regido do gas perturbado, a alta pressao (regido
3). O géas na regiao 3 sofre influéncia das ondas de expansao que se propagam para
a esquerda, em direcao a regido L, onde o gas a alta pressdo nao esta perturbado.
A regido 5 é a das ondas de expansao, onde as quantidades do escoamento variam
continuamente. Como cada regiao tem caracteristicas distintas, suas propriedades

sao discutidas detalhadamente.

posicao micial do diafragma
N
© @ @ ®
L.,] —> %
Ondas de Descontinuidade Ondade
expansdo de contato chnqua

Fig. 2.2: Estado do escoamento em ¢t > 0 [21]

tempo
F 3 g

posigéo o diafragma

" descontinuidade
i de contato

®

eque de expansio, ONG@dE

I

|

|

| chogue .*
| .

I

[

I

A P pOSig&o

Fig. 2.3: Evolugdo no tempo da solugao exata do tubo de choque [2]

2A nomenclatura para as regioes segue a literatura [21], [2]
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O choque é gerado entre as regides R e 2 e as relagdes de salto (2.54)
a (2.56) sao validas (Smoller [47]). Primeiro, para facilitar os calculos, define-se as

seguintes constantes

plE G B g F¥L (2.58)

Pr PR A= ]

A relacao entre as velocidades do som nos meios R e 2 é:

(2) -G G)-

Similarmente, como [m] = 0, prvr = pov, fornece

—_

v2_pr_1 (2.60)
VR P2 % =

A equagao (2.56) é escrita como

2
G+ vh= G +of (2.61)

¥=—1 G

Dividindo (2.61) por c% e usando (2.59), tem-se

('v,q)z 2 (P ) vg
== ) S| = Jap
CRr ¥y=1 %% Ch

De acordo com (2.60), sabe-se que

w:% (2.62)
de onde conclui-se que
(Egz= i (2.63)
CrR ¥y—1 1-22
Agora, a equagao (2.55) fornece
PR + MUR = P2 + Mo, (2.64)

ecomom=pvep= %p, tem-se
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Dividindo (2.65) por c3, usando (2.59) e (2.62), tem-se que
1 w3 ;i v3
m(5+3) - 7h):
Y Cf vz zcE
Usando ainda (2.60) para eliminar pg e p, a equagdo (2.65) fica

(&) -3%=5 -

Cr

Igualando (2.63) e (2.66) e equacionando, chega-se a

1+ 8P
B+ P

. (2.67)

Para a obtencgao da equagao para a variacdo da velocidade no choque,
o primeiro passo ¢ isolar P em (2.67) e substituir a expressao encontrada em (2.63),

o que resulta em

2
VR 2z 1
=y = . 2.68
(cR) 7vy—18-2z (2.68)
Depois, verificando que
2
S —d 1
——3=8-1
tem-se
L
ve _ , [2(6=1)] :
Cﬂ_i[ﬁ—Zjl . (2.69)

Deve-se escolher o sinal negativo na equagao (2.69) poiscg > 0 e vg < 0
(j4 que se estd interessado no caso particular em que ug = 0). Depois, lembrando
que v = u — 0, obtém-se a seguinte férmula para a velocidade do choque:

z<_ﬁ-_1)]%

- (2.70)

J=HR+CR[

A equacao (2.60) implica em

Up — 0
Up — O =

“~
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e portanto,
= 1]
Uy —UR = < = (0 —ug)
= Bl -
= cgr(z—-1) =4 (2.72)
Usando (2.67) novamente, chega-se as expressoes
o B =AY (P = 1)
=] = w3 (2.73)
e
2 _
(B—2)z= Wit R (2.74)

(B8+P)?
que, usadas (juntamente com a definicdo de 3 em (2.58)) para eliminar z na equagao

(2.72), resultam finalmente na equagao desejada,

Us — UR = CR 2 et 3 (275)
Wy — 1)1+ 6P
que representa a variacao da velocidade no choque.
Para o numero de Mach, M, tem-se
=242 (2.76)
CR
Usa-se (2.70) para substituir o valor de o na equagédo (2.76), de forma que
B-1)]°
M= [z;fz)] _ (2.77)
Com a equacgao (2.67), conclui-se que
z 1+8P
- 2.7
B—z BT-1 e
que pode ser substituida em (2.77), resultando
1+BP]?
M= X
]
Isolando /1 + BP em (2.75) e usando novamente a defini¢ao de 3, tem-se que
= = Lei (2.79)

"r(ue = UR)'



30

Igualando (2.76) e (2.79) chega-se a uma equacao para a velocidade do

choque,

(2.80)

A descontinuidade de contato ocorre na massa especifica, ao passo que
a pressdo e a velocidade normal a esta sao continuas (Hirsch, [21]). Portanto, a
descontinuidade de contato se propaga com velocidade V', com V = u,y. Por isto, as

seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas:

Ps = P2
uz = up = V. (2.81)

A regiao das ondas de expansao é formada pelas caracteristicas de tan-
gentes u — ¢ e as informacoes entre as regides L e 3 sdo transmitidas ao longo das

caracteristicas de tangentes u e u + ¢ (conforme andlise da figura 2.3).

Ao longo das caracteristicas com tangente u a entropia (representada

por s) é constante,

83 = SL, (2.82)
ou seja,

Ps _ PL

=== (2.83)

py Pl

e ao longo das caracteristicas cuja tangente é u+c, a varidvel de Riemman é constante

(Hirsch, [21]), da forma,

it | =1
72 UL-FCL:’Y

ug + Cs. (284)

Utilizando u3 = V, a equagdo (2.84) fica

- 2 . . 2 C3
V—UL—‘?_I(CL 63)—7_161, (l—a) (285)



31

e sabendo que ¢* = vp/p,

(_) Y (2.86)

CL i PL P3

que, com (2.83) resulta

. =1k =
e _ 23_(&) _ (P_a) . (2.87)
CL Pr \PL PL

Com isto, obtém-se

9 =

P3 L
V—-—u;= cp |1 —|— ; 2.88
-1 L[ (PL) ] L)

As relagbes acima, equagoes (2.65), (2.71), (2.81) e (2.86), permitem

a determinagdo de todos os estados que sdo constantes nas regioes 2, 3 e L. Em
particular, usando a equacao (2.81) em (2.75), estabelece-se uma relacéo entre u, =

V e a razdo P:

V—up 9 P-1
Cr v(y—1)/1+BP’

Uma outra relacao entre V' e P ¢é obtida quando se introduz a condi¢ao de con-

(2.89)

tinuidade da pressdo na superficie de contato (p3 = p;) em (2.88):

> <oy [1 - (;’-—i) L} . (2.90)

Estas duas equagoes, (2.89) e (2.90), sdo empregadas para eliminar V.

V—'U.L-:

Assim,

Y —0)VI+BP 7y-1lcg L cr

é uma equacao implicita para P e pode ser resolvida por algum esquema iterativo,

3=1
e 2 2 —
¢ il o [1 - (?3) ] T D ) (2.91)

como o método de Newton. Conhecido o valor de P, todas as outras varidveis sao

determinadas com as relagoes descritas acima.
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A evolugao continua das varidveis através da regidao 5, que separa as
regioes L e 3, também deve ser determinada. O estado do gds na regido 5 é deter-
minado pelas condigoes (2.83) e (2.84), que expressam as informacées (constantes)

transportadas pelas caracteristicas de tangentes u e u + ¢. Portanto,

Ps _ DL
< e 2.92)
i Pl (
e
y—1 =
{2 u5+c5=72 ug + Cr. (2.93)

A regiao de expansao ¢é formada pelas caracteristicas de tangente u — ¢,
ao longo das quais

-1 d
i us — ¢ = constante ao longo de d—f = Uz — Cs. (2.94)

Cada caracteristica da regiao de expansao é definida por

d_I_’}'-Fl v-—1
dt =~ 2

ur, (295)

de acordo com (2.93). Combinando as equagoes (2.93) e (2.94), percebe-se que us e
cs sao ambas constantes ao longo desta caracteristica, o que significa que elas podem

ser definidas por

T=u-a (2.96)

Desta forma, como ug varia entre u; e V', segue que

z
—Cs<?<1’f'—65.

Agora, considerando a posicao inicial do diafragma como z = 0 (caso contrério.

faz-se uma translagdo (z — zp)) tem-se, na regido de expansao,

2 =1

para

T
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onde
_= ; up +cy (2.98)
e
v+ 1 v—1
u+——TV—CL— 5 Ur,
Além disto,
-1 7
s = cL—— (u5-u;,)=u5—? (2.99)
29
s G\
Ps = Pr (CL)
2 y—1lu -1 =z =
= fpd e =, , 2.1
pL['}f—Fl( Ty a2 th)] 2100}
2
2 y—1luy =1 2\
= 1 — — S = : 2.1
£ p"[q«+1(+ 5 o 2 cbt)] 2-H01)

E importante observar que a solucio completa do tubo de choque de-
pende apenas de z/t e das condigdes iniciais (estados L e R). Um algoritmo pode
ser desenvolvido para que a solugdo exata do tubo de choque seja obtida através das
equagbes apresentadas nesta se¢cdo. A maneira com que isto € realizado é descrita a

seguir.

2.3.1 Descrigao do algoritmo

Conforme descri¢dao acima, a solugao exata do tubo de choque baseia-se
na combinac¢do de ondas. Logo, o primeiro passo quando se constréi o algoritmo é
definir estados principais (relacionados a estas ondas), a partir dos quais os estados

intermedidrios serdo localizados (no espago-tempo).

Primeiro, aplica-se um algoritmo de quebra (neste caso, bissecgio) 4 e-
quacao (2.91) para definir o valor da pressdo ap6s o choque, p,. Com esta informacao
define-se a massa especifica ps a esquerda da descontinuidade de contato através da

equacio (2.83). Conhecendo-se ps, ¢y, e pr pode-se determinar a velocidade do fluido
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apés o choque (v7) (isto é, a velocidade da descontinuidade de contato) com uy = 0,

ups = ug = V e p3 = ps. Com este dado estabelece-se a massa especifica apds o

choque, p», com a equagdo (2.67). A velocidade do choque é calculada igualando-se

as equagoes (2.76) e (2.79). Do resultado, isola-se ¢ e considera-se ur = 0. Agora,

a velocidade da cauda do leque de expansdo é obtida com a equagao (2.95), fazendo

’.‘.LLZO.

Conhecendo-se as varidveis citadas anteriormente, é possivel definir

regioes do tubo nas quais cada variavel assume um determinado valor. Este proce-

dimento de solucado fica mais claro quando colocado na forma de algoritmo.

& £ g 9 M M

=~

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17,
18.
19.

20.

Define-se pg, pr,Pr, PL. UR, UL, CR € CL.
Determina-se p, com o algoritmo da bissec¢do na equagao (2.91).
Calcula-se p; através de (2.83).
Calcula-se up = V' através de (2.88).
Calcula-se p, através de (2.67).
Calcula-se o através de (2.80).
Calcula-se us através de (2.97).
Calcula-se p; através de (2.100).
Calcula-se ps através de (2.101).
Parai=0atén
Sez; < —u_t p=pL,p=pL, u=1ugL
Se nao
Sex; Sust p=ps, p=Dps U= Us
Se nao
Sez; Vit p=ps,p=p,u=w
Se nao
Sexz; <ot p=py,p=p2,u=1us
Se ndo  p= pr, p=PR, U = UR
Fim Se

Fim Para



35

Este algoritmo fornece a solucao do problema do tubo de choque para

dados iniciais como:

ur =0, or: =1 P =1, T < Tp t=10

up =10, PR = 0,1, PR = 0, 125, T > Ty =0 (2102)

Agora que se tem uma descricao do problema fisico e a sua solucao
exata, pode-se discutir o método numérico empregado para aproximar as solucgées.
No capitulo 3 sdo apresentados alguns conceitos, como diferencas finitas, dissipacao
(natural e artificial) e esquema de Runge-Kutta, que sao empregados na aproximacao

numérica propriamente dita.
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3 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO
NUMERICA EM DIFERENCAS FINITAS

O método de diferencas finitas é um dos mais antigos aplicados na
obtencao de solugdoes numéricas de equagdes diferenciais e a literatura existente é
bastante vasta. Em livros como os de Richtmyer [45], de Hirsch [22] e de Strikwerda
[50], além de outros tantos, encontra-se material bem amplo e acessivel sobre as
férmulas de diferengas finitas e suas aplicagoes. A idéia deste método de aproximagao

é bastante simples.

Como exemplo, toma-se a derivada de uma fun¢do u(z) no ponto z,
que é definida por

v, = }‘in% u(z + h;)z = u(:r)

(3.1)

Se h é suficientemente pequeno, a expressao do lado direito é uma
aproximacao para o valor exato de u,. Esta aproximacao pode ser melhorada com
a reducdo de h. Entretanto, para qualquer valor finito de A, um erro, que tende a
zero para h tendendo a zero, € introduzido. Este é o chamado erro de truncamento.
A poténcia de h com a qual ele tende a zero é chamada de ordem da aprozimacdo a
diferencas e pode ser obtida através de um desenvolvimento em série de Taylor de

u(z + h) em torno do ponto z. Desenvolvendo u(z + k), obtém-se
2

h
u(z + h) = u(z) + huy(z) + ?um(x) +... (3.2)
e portanto,

u(z + h) — u(z)
h

= u.(z) + gun(x) + s (3.3)

Entao

uw(z + h) — u(z)
h

= uz(z) + O(h), (3.4)

¢ uma aproximagao de primeira ordem para u,(z) em h, indicando que o erro de

truncamento é de O(h).



Para entender como estas férmulas sdo aplicadas na aproximacao das
equagoes diferenciais considera-se, no espago unidimensional, o eixo z. Faz-se uma
discretizacao do eixo, tal que o continuo é substituido por um conjunto discreto de
N pontos z;, j = 1,..., N, com espacamento constante e igual a h entre os pontos,
conforme representacdo na figura 3.1. Denota-se por u; os valores da funcdo u(z)

nos pontos z; = jh (ou seja, u; é igual a u(z;)).

j-1 1 1+l

x-‘h X x+h
Fig. 3.1: Representacao esquematica dos pontos no eixo das abcissas

As seguintes aproximagbes em diferencas finitas podem ser definidas

para a primeira derivada no ponto = z;, (uz);:

u . — u -
(ug); = _&1?1__; + O(h), (3-5)
Us — Uy
(u3); = ===+ O(h). (3.6)
A primeira férmula é denominada diferenca ascendente e a segunda,
diferenca descendente. Ambas sdao aproximagOes de primeira ordem para (ug);.
Outras férmulas, com diferentes ordens de aproximacgao, podem ser obtidas. A mais

comum ¢ a de segunda ordem, obtida conforme descri¢ao abaixo.

Fazendo duas expansoes diferentes em série de Taylor para a primeira

derivada,

u(z + h) = u(z) + hu,(z) + ;um(x) +... (3.7)

h2
u(z — h) = u(z) — hug(z) + ?um(x) + .., (3.8)
e diminuindo (3.8) de (3.7), obtém-se

u(z + h) —u(z — h)
2h

+ O(h?), (3.9)

UI(I) =
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que é uma aproximacao de segunda ordem para u.(z). Na notacdo de diferencas
finitas, esta expressao fica

(ug); = “H =1 L O(h?), (3.10)
2h
cuja ordem de precisdo é maior do que em (3.5) e (3.6).

Uma ilustragao grafica para os trés tipos de aproximacao para a derivada

de primeira ordem, dados em (3.5), (3.6) e (3.10), é fornecida pela figura 3.2.

Diferenga Diferenca
para tras para frente

N

Ui '\

vy = ufx)

Diferenga central

P X

Fig. 3.2: Tlustragao para as derivadas de primeira ordem [22]

Ainda, para exemplificar outras férmulas de diferengas finitas, siao apre-
sentadas as aproximacoes centrais de segunda ordem (geralmente, as mais utilizadas
em problemas de fluidos [12]) para as derivadas abaixo:

T .
i)y = 2 ;ﬂ'*”ﬂ' L+ oY), (3.11)

: = ; 6u; — duw;_ 1 + u._
(‘U.zzx:r)j u3+2 4u}+1+ }:;J uJ d s = +O(h2), (312)

I

Antes de apresentar a discretizagao das equacoes com as férmulas acima,
acredita-se necessario discutir algumas nogoes e propriedades basicas dos esquemas

numeéricos.
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3.1 Algumas Definicoes Basicas

No momento de discretizar as equagoes que se quer resolver, algumas
decisoes precisam ser tomadas, como por exemplo: qual o tipo de diferencas que deve
ser empregado e qual a precisdo necessaria. Naturalmente que cada escolha pode
acarretar diferentes conseqiiéncias: a solucdo numérica pode apresentar melhoras,
pode manter-se inalterada, ou ainda, pode deteriorar-se completamente. Para car-
acterizar as propriedades dos diversos esquemas numeéricos que podetﬁ levar a varios
tipos de comportamento, existem trés nogoes bdsicas: consisténcia, estabilidade e
convergéncia. Elas sao condigoes sobre os aspectos das relagbes entre as equagdes
discretizadas, a solugdo numérica e a solugdo exata (analitica) das equacoes difer-
enciais. Elas podem ser definidas de maneiras distintas, seguindo a nomenclatura e

a notagao de cada autor. As defini¢oes utilizadas nesta se¢ao seguem o modelo de
Sod [49].

Considere um problema de valor inicial

dv = P(d,)v (3.13)
v(z,0) = f(z) (3.14)

onde P(8;) é um polindmio em 8,. Por exemplo, se P(z) = z? + 5z + 1, entdo

P(8;) =82+508,+1 e (3.13) fica v = d?v + 58,v + v.

Definicao 1 (Problema Bem Posto) O problema de valor inicial acima € bem
posto, em uma norma || - ||, se uma solug¢do tnica e que depende continuamente da

condicdo inicial ! eziste, no sequinte sentido: se existem constantes C e a tais que

[|v(-,8) || € Ce*||v(-,0)]l.

Sejam u™ = u} fungdes da malha no tempo ¢ = nk, onde n € o niimero

de intervalos de tempo e k é o seu tamanho. Seja u? = f(z;) = f(jh) a condicao

! Na verdade, é importante que a desigualdade seja vdlida para estados iniciais v(-,0) arbitrdrios.
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inicial discreta. De acordo com [49], o problema (3.13)-(3.14) pode ser aproximado

por diferengas finitas da seguinte forma:
W = Qu”, n >0, (3.15)

onde @ é um polinémio, fun¢@o dos operadores para frente S, e para trds S_, onde

S.{.,Uj =Ujy1 € S_u_.,- = Uj—1-

Definicao 2 (Estabilidade) O método de diferengas finitas (3.15) € estdvel em

uma dada norma ? || - || se ezistem constantes K e 3 tal que
|u™||n < Ke||u®||n, (3.16)

ondet =nk e K e B sdo independentes de h e de k.

A esséncia da estabilidade é que deve haver um limite para o nivel a
que cada componente de uma funcdo inicial pode ser ampliado no procedimento
numérico. Observa-se ainda, seguindo Sod [49], que a definicdo de um problema

estavel é equivalente & definicdo de um problema bem posto, para o caso continuo.

Definigcao 3 (Cohsisténcia) Um esquema de diferencas finitas é consistente até
o tempo T em uma norma || - || » se a solu¢@o verdadeira v do problema (3.13)-(3.14)

é tal que
"t = Qv + kT, (3.17)

onde || 7" ||n < T(h), nk < T e 7(h) — 0 quando h — 0. Agqui, assume-se que k é
definido em termos de h e tende a zero com h. Além disso, v} denota v(jh,nk), a
solugdo ezata calculada no ponto (jh,nk) da malha, e ™" € 0 erro de truncamento

local no tempo nk.

Em outras palavras, um esquema € consistente se o erro de truncamento

tende a zero para h e k tendendo a zero. Ou seja, consisténcia significa que as

2A notagdo || - || n destaca que esta é uma norma no espago (discreto) das fungées da malha,
jd que h refere-se a medida do espagcamento da malha.
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equagoes discretizadas devem tender as equagoes diferenciais com as quais elas estdo

relacionadas, quando h e k tendem a zero.

Definicao 4 (Ordem de Preciséo) O método de diferencas finitas (3.15) € de
ordem (p,q) se

10" = Qv [|» = K(O(RP) + O (k7). (3.18)

Neste caso, o erro de truncamento € O(h?) + O(k?).

A solucao numérica u] deve aproximar a solucdo exata da equagao
diferencial em qualquer ponto z; = jh e tempo 7 = nk quando A e k tendem a zero.

Esta nocao é o que motiva o conceito de convergéncia.

Definicao 5 (Convergéncia) O método de diferencas finitas (3.15) é convergente

na norma || - ||n em um intervalo [0,T] se
[|v(-,t") —u™||n — 0 quando h,k—0 (3.19)

uniformemente em n > 0 tal que nk < T ®. Ele é convergente de ordem (p,q) em

uma norma || - || se

lo(:,£%) = u™ || = O(hP) + O(K?). (3.20)

Convergéncia implica que uma solucao do esquema em diferencgas finitas

aproxima a solucao da equacgao diferencial parcial.

Todas estas defini¢des estao interligadas (o esquema 3.3 a seguir sinte-
tiza o significado de cada uma delas); a relagdo precisa entre elas estd contida no
seguinte teorema fundamental, cuja demonstragao pode ser encontrada no livro de

Richtmyer [45].

® Aqui v(-,t™) denota a solugdo exata vista como funcio dos pontos de malha, ou seja, projetada
sobre o espago discreto.
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Teorema 1 (Teorema da Equivaléncia de Lax) Dado um problema de valor ini-
cial linear bem posto e uma aprozimagdo em diferencas finitas linear que satisfaz

a condigdo de consisténcia, estabilidade é a condi¢do necessdria e suficiente para

convergéncia.
Consisténcia
> Condigao sobre a estrutura da formulag3o numénca
Equagdes discretizadas  €— Equagdo diferencial
Estabilidade
» Condiggio sobre a solugdo do esquema numeénco
Selugio numénica <4—p  Solugdo exata da
equacio discretizada
Convergéncia

Y

Condigio sobre a solugdo do esquema numénco

Selugio numérica «—p  Solugdo exatada
equagdo diferencial

Fig. 3.3: Relagdes entre consisténcia, estabilidade e convergéncia [22]

A investigacao completa da andlise de estabilidade pode ser extrema-
mente complicada, particularmente na presenca das condicdes de contorno e de sua
representacao numeérica. Hoje em dia, o método de von Neumann, conforme Hirsch
[22], é a técnica mais utilizada para analise de estabilidade porque, mais do que isto,

ele permite uma extensiva investigagao do comportamento do erro como fun¢do da

freqiiéncia dos dados iniciais e da solugao.
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3.2 A analise de von Neumann e o Método de Fourier

A questdao da estabilidade para um problema linear com coeficientes
constantes é atualmente bem entendida quando a influéncia das fronteiras pode
ser desconsiderada [22]. Este é o caso tanto para um dominio infinito como para
condi¢oes periddicas em um dominio finito. Neste tltimo, considera-se que o dominio
computacional no eixo z, de comprimento L, é repetido periodicamente. Portanto,
todas as quantidades, como a solugao e os erros, podem ser desenvolvidas em séries
de Fourier finitas sobre o dominio 2L. Este desenvolvimento forma a base do método

de von Neumann para a analise de estabilidade.

Quando é preciso trabalhar com coeficientes variaveis e (ou) com termos
nao lineares nas equacoes bdsicas as informacoes sobre a estabilidade se tornam
bastante restritas. Neste caso, € necessario recorrer a analise de estabilidade local,
com valores fixos para os coeficientes ndo lineares e varidveis, no intuito de tornar a

formulacao linear.

Muitos fendmenos em escoamento de fluidos mostram um tipo de movi-
mento similar ao de uma onda. Portanto, é 0til considerar a solugao exata como se
ela fosse composta por seus componentes de Fourier separados. Na seccao 3.3.2 isto
motivard o questionamento sobre se o processo de discretizac¢do representa ondas de

diferentes comprimentos com a mesma precisao.

Pode-se representar a transformada discreta de Fourier da funcao u =

U por
we) =) ujeiit (3.21)
i
com —mT<ELS T

A regiao perto de £ = 0 corresponde as baixas freqiiéncias do espectro
e a regiao perto de £ = m, as altas. Em particular, o valor £ = 7 corresponde a
frequéncia mais alta que € possivel representar na malha, ou seja, a freqgiiéncia cujo

comprimento de onda é 2h.
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Observa-se agora a acdo da transformada discreta de Fourier sobre o

operador para frente, Sy, onde Siu = u;j4;:
(S+u)(€) = Zuj+1 g
J
J
= eta(f). (3.22)

Portanto, a acao de S. nos espacos da transformada discreta de Fourier corresponde

a uma multiplicacdo por e'¢. Analogamente, @(6) = e *%0(€) e segue-se que se
u™* = Q(S., S_)u", (3.23)

como em (3.15), entdo,
4™ = Q (&%, e7¢) 4™ (3.24)

Isto mostra que aplicar o operador Q(S+,S_) a u" e tomar a transformada discreta
de Fourier é o mesmo que multiplicar a transformada discreta de Fourier @™ por

Q(e*¢, e~*¢). Isto motiva a seguinte defini¢do (para o caso escalar) [50]:

Definicao 6 (Fator de Amplificagdo) A férmula (3.24) mostra que avangar a
solugao do esquema em um passo de tempo € equivalente a multiplicar a transfor-
mada discreta de Fourier da solugdo por um fator g(€) = Q (€'$, e7*¢), denominado
fator de amplificacdo. Ele recebe esta denomina¢do porque sua magnitude € a quan-
tia que a amplitude de cada fregiéncia na solucdo, dada por 4"(£), € aumentada

(amplificada) quando se avanca a solu¢do em um passo de tempo.

Para entender melhor esta defini¢do, considera-se a equacao unidimen-

sional do calor,
dv=020%v, —-co<z<00, t>0 (3.25)
com condicdo inicial

v(z,0) = f(),
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onde f(z) € uniformemente limitada por uma constante M, ou seja, |f(z)| < M

para todo z. Sua aproximacao em diferencas finitas é dada por

n+1
L

Il

pujyy + (1= 2p) uf + puj
= (uS++(Q—-2p)I+pS-)uj
Q (S, S-)u,

com p = a’ £.

O fator de amplificagdo g(£) é obtido via aplicacdo da transformada

discreta de Fourier a equacgao anterior, de forma que

a1 (€) = g(&) a™(&)

Q(e,e7¥)

= pe 4 (1—2u)+ pe*

L=
~
I

= 1-2u(1—cosé),
para —m < < 7.

Através da definicao de fator de amplificagdo e por meio da transfor-
mada discreta de Fourier, percebe-se que todo esquema de passo unico pode ser

colocado na forma

a"(€) = g"(€) 2°(8), (3.26)

o que motiva o teorema a seguir, vélido para o caso escalar *.

4 importante destacar também que a norma || - ||, refere-se sempre & norma Is:

z

lu™[la = (Zhiu?lg)
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Teorema 2 Um esquema de diferencas finitas de passo unico, com coeficientes cons-
tantes, € estavel se e somente se existe uma constante K (independente de &, de k

e de h) e espagamentos positivos ko e hg tais que
|9(&,k,h)| <1+ Kh (3.27)

para todo €, 0 < k < ko, 0 < h < hy. Se g(&,k,h) € independente de h e de k, a
condi¢do de estabilidade (3.27) pode ser substituida por

lg(&k,h)| < 1. (3.28)

Um procedimento simples para obter uma expressao para g(£) é subs-
tituir u} no esquema de diferengas finitas por g" €*7¢ para cada valorde j e de n. A

equacao resultante pode entdo ser resolvida para o fator de amplificacao.

Uma maneira interessante e sobretudo pratica de analisar a estabilidade
de um determinado esquema € a representagao do fator de amplificagdo no plano
complexo. Escrevendo g(£) como a soma das partes real e imagindria, ou seja,
g(&) = = + 1y, obtém-se a sua representacao paramétrica em funcdo do parametro
£. No plano complexo, a condigdo de estabilidade (3.28), por exemplo, exige que a
curva que representa g(£) para todos os valores de £ deve pertencer ao interior do

circulo unitario.

Uma ilustragao deste fato é encontrada na figura 3.4, para o seguinte

esquema upwind de primeira ordem:

uith - uf = -2 (0 - )

onde \ = %

Observe que o circulo maior, de raio unitario, delimita a fronteira entre
as regioes de estabilidade e de instabilidade e o circulo menor representa o fator de

amplificacao, g.



Regido de T
Instabilidade

/ 1

{
|

Fig. 3.4: Representacgao do fator de amplificagao para o esquema upwind. [22]

Até este momento, algumas informagdes importantes quanto ao método
de diferencas finitas foram discutidas. Entretanto, elas possuem limita¢oes. Embora,
em alguns casos, estas informacbes possam ser entendidas em um contexto mais
amplo (equacdes ndo lineares ou coeficientes variaveis, por exemplo), isto néo é, em
geral, vdlido. Mesmo assim, este tipo de analise é importante, pois ela faculta um

pouco de “insight” (percepg¢do) nos problemas mais complexos.

Conforme o Capitulo 2, um dos problemas escolhidos para simulacao é
o tubo de choque, que representa um fenémeno nao linear, com presenca de ondas
de choque. Certamente este é um caso que exige um método de solugao poderoso,
capaz de representar com precisao o fenomeno fisico e eficiente também quanto &
economia computacional. O método escolhido para realizar as simulagoes é um
esquema simplificado de Runge-Kutta [24] para avangar a solugdo no tempo. Para a
discretizacao espacial utiliza-se diferengas centrais com a adi¢io de alguns termos de
dissipagédo artificial. Esta nomenclatura serd oportunamente discutida nas paginas
que se seguem. Agora, em vista do que ja foi discutido, apresenta-se as férmulas
da discretizacao espacial. Desta forma, o sistema (2.10) pode ser reduzido a um

conjunto de equagoes diferenciais ordindrias,

dW -
- +P=0, 2
o - ; (3.29)

conforme seccao 3.4. O vetor 15, tal que P = Lo —Lp, é o vetor residuo, que envolve

apenas as discretizagoes dos termos convectivos (Lg) e dos termos dissipativos (Lp).
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Os termos convectivos sdo aproximados com diferencas centrais ® (de
segunda ordem, conforme (3.10)), de forma que

_ S.Q; - S—Qj_

Le 2h

(3.30)

A escolba deste tipo de func@o de interpolac@o causa o aparecimento
de oscilagbes espurias na solucdo. E por isto que se inclui os termos de dissipacao
artificial, representados por Lp. A natureza e a aproximacao destes termos, assim
como outros conceitos a eles relacionados, serao discutidos mais detalhadamente na

proxima sec¢ao.

3.3 Dissipacao

Tradicionalmente, a dissipacdo pode ser classificada como dissipacao
natural - inerente ao problema fisico - e dissipagdo numérica - somada explicita ou

implicitamente ao método numérico com fins de estabilizagdo da solucao.

3.3.1 Dissipagao Natural - Equacoes de Burgers

Na secao 2.1, observa-se que a equacao originalmente estudada por

Burgers,
Ut +UU = V Ugpy,

contém um termo de dissipagao. Neste caso, ele é a prépria viscosidade natural, v.
Esta viscosidade inerente ao problema fisico também pode ser vista como um fator
de estabilizacdo da solugao numérica (controlando oscilagoes). Ela pode inclusive
ser comparada ao conceito de dissipacao artificial introduzido na préxima secao: ao
invés de um mecanismo “inteligente”, que seleciona as regides de maior gradiente
para aplicar maior dissipacdo, a dissipacao natural da equacdo de Burgers poderia

ser entendida como uma dissipagao uniforme para o dominio inteiro.

5Convém observar que o método em questdo é conservativo, o que decorre do fato de se ter
usado sempre as equacoes de Euler na forma conservativa - ver (2.9) ou (2.10).
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Sao varias as formas encontradas na literatura para justificar a uti-
lizacdo da dissipagao, explicar o seu efeito e entender o seu funcionamento. A
maneira mais simples de comecar é entendendo o que ela é, ou seja, através da sua

definicéo.

3.3.2 Definigao de Dissipacao Numeérica

Uma equacao diferencial parcial envolve pontos no espaco e no tempo.
Logo, suas propriedades lineares podem ser descritas pela acao de uma onda no
espaco e no tempo. Observa-se como uma equacao diferencial parcial age em uma
tinica onda no tempo e no espago, chamada de modo de Fourier (conforme trabalho

de Degrez em [14]),
v(z,t) = 0 eWthe), (3.31)

onde w é a freqiiéncia da onda e 8 é o numero de onda (que estd relacionado ao

comprimento de onda, A, por 8 = 27 /)\).
Inicialmente, considera-se a seguinte equacao de difusao:
U = Qg (3.32)
Substituindo (3.31) na equagao de difuséo, (3.32), tem-se
iwdelWithe) = _g B2 j eiwt+hz) (3.33)
que fornece,
w = iaf>. (3.34)

Como w é imagindrio, o modo de Fourier decai com o tempo, pois, substituindo

(3.34) em (3.31), obtém-se
v(z,t) = D e P tibz, (3.35)

onde et é um fator que decai exponencialmente conforme # cresce.
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Agora, considera-se a equagao de conveccao dada por
v +cv, =0, (3.36)

que descreve o transporte de uma quantidade v com velocidade c¢. Sua solugéo geral

é v= f(zr—ct).
Substituindo (3.31) em (3.36), chega-se a
iw D @) o je B elWthe) =, (3.37)
que fornece a relacao
w = —cp. (3.38)

Substituindo (3.38) em (3.31), obtém-se o modo de Fourier para a equagao da con-

vecgao:
v(z,t) = 0P, (3.39)

que representa a propagacgdo de uma onda de comprimento 27 /8 com velocidade c

e sem amortecimento.

Conforme Sod [49], pode-se dizer que dissipagdo (ou difusdo) ocorre
quando os diferentes modos de Fourier decaem com o tempo e dispersao, quando os
modos de Fourier de comprimentos (ou nimeros) de onda diferentes se propagam

com velocidades diferentes.

Comparando (3.35) e (3.39), percebe-se que a equacdo da conveccao
descreve a propagacao de uma onda sem amortecimento, ao passo que a solucao da
equacao de difusao apresenta amortecimento com o passar do tempo. E por esta
razdo que a dissipacdo numérica, definida mais detalhadamente a seguir, é muitas

vezes associada ao fenomeno da difusao viscosa.

Para caracterizar estes conceitos do ponto de vista numérico, pode-se

utilizar o fator de amplificagao, definido na secao 3.2. Considerando (3.39) uma
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solugdo particular periédica para a equacao (3.36), o fator de amplificagdo para a
solucao exata é

v(z,t+k) _ J—~

v(z,1) B (3.40)
= gk (3.41)
com
ck
A = —= :
2 (3.42)
n = Bh, (3.43)

onde k e h sao as distancias entre dois pontos no tempo e no espago, respectivamente;

A é chamado de niimero de Courant e 7, de niimero de onda adimensional [1].

Uma solugao numérica resultaria

7{1+l

~— = g(1, A).

mn
uj

U

Quando se quer obter uma reproducdo satisfatéria de um fenémeno
transiente real, deve-se ter g(n, ) o mais préximo possivel de e”™. Para que o
esquema seja estdvel é preciso que | g(n, A) | < 1 para todo 5. Segundo Degrez [14],
a diferenca entre | g(n, A) | e a unidade é chamada de dissipagao (ou erro dissipativo)
e a diferenca entre arg(g(n, A)), o argumento de g(n, A), e n, de dispersao (ou erro

dispersivo).

Nao apenas termos difusivos de segunda ordem tais como os consi-
derados acima podem produzir atenuacido. Termos de quarta ordem e, em geral,
todas as derivadas pares em relacdo a varidvel espacial produzem este efeito [35].
A dissipacdo de um esquema numérico €, em geral, amortecimento produzido pela
unido de alguns (ou de todos) estes termos de ordem par. A natureza desta unido
depende do esquema considerado e pode ser determinada pela técnica da equagao
modificada, descrita por Warming e Hyett em [57]. Segundo esta anélise, termos de
ordem par no resto do erro de truncamento produzem dissipagao e termos de ordem

impar, dispersao.



Esclarece-se, assim, a razao pela qual foi mencionado anteriormente que
se deve ter alguns critérios quando se escolhe as fungoes de interpolacao: um esquema
de segunda ordem produz oscilacoes indesejaveis, que um esquema de primeira or-
dem ndo produz; por outro lado, o esquema de primeira ordem é menos preciso do
que o outro, podendo, por isso, ndo representar a solu¢do corretamente. Em outras
palavras: um pouco de dissipacao é necessaria para amortecer algumas oscilacaes,
mas se ela passar de um certo limite, pode deixar de ser benéfica e passar a in-
fluenciar negativamente. Entretanto, ndo é apenas a funcdo de interpolagdo que
pode interferir na estabilizacdo do método numérico. Existem outros fatores igual-
mente importantes, relacionados a necessidade de converter um problema continuo

em discreto: a limitagao natural dos métodos numeéricos e a malha.

Uma maneira de resolver uma equacao diferencial em um dominio in-
finito é recorrer a transformada de Fourier, se as condigOes necessarias para isto sao
satisfeitas. A solugdo pode entao ser expressa como a soma de funcgoes espaciais
periédicas. Como o dominio é infinito, a soma pode ser transformada em uma inte-
gral tal que a solugao envolva todos os nimeros de onda 0 < S < oco. A limitacao
de qualquer solu¢dao numérica é que ela ndo pode representar nimeros de onda 3
maiores do que 7/h. Uma onda é chamada de modo numérico extremo (Degrez,
em [14]) quando apresenta niumero de onda 7/h e exibe um padrao de oscilagio nos

pontos da malha da forma +1,—-1,+1,....

A malha geralmente é escolhida tal que os nimeros de onda presentes
na solugdo néo se estendam ao modo numérico extremo, ou seja, os numeros de
onda de interesse sio tais que Sh é pequeno se comparado a 1 [14]. Mesmo assim,
existem casos em que numeros de onda altos estao naturalmente presentes, como
acontece quando hé presenca de ondas de choque ou de descontinuidades de contato.
Mesmo comecando com condigdes suaves, descontinuidades podem ser produzidas
pela interagdo ndo linear entre as ondas. Numericamente, essas interagdes geram
altas freqiiéncias que acabam por atingir o limite de resolu¢do da malha. Quando

isso acontece, duas possibilidades existem: as altas freqliéncias sao rebatidas para
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o interior como baixas freqiiéncias e alteram a precisao da solu¢do numérica ou elas

se acumulam. Além disso, ambos os efeitos juntos podem causar instabilidades.

Para ilustrar uma importante fonte de altas freqiiéncias, considera-se o

seguinte problema de convecgao-difusao, descrito por Degrez [14]:

CUy = 6'”::
v(0) = 0
v(l) = 1, (3.44)
cuja solugao analitica €
ef® — 1
= 3.45
es —1 )

Quando 8 — 0 (o que é andlogo a Re — 0o em mecénica dos fluidos,
onde Re é o numero de Reynolds), a maior parte das variacoes da solugdo ocorre
em uma estreita camada de espessura /c (e diz-se que a solu¢do é do tipo camada
limite). Quando este problema é resolvido numericamente com diferencas centrais
aparecem oscilacoes indesejadas se R = %, o nimero de Reynolds da malha, é maior

do que 2 [14].

Para contornar o problema, uma alternativa seria melhorar a malha,
ou seja, refind-la, ja que a manutencao do termo v,, na equacao indica que se
tem interesse na estrutura da camada limite em z = 1. Entretanto, em alguns
problemas em dindmica dos fluidos, é aconselhdvel manter os termos viscosos, mesmo
que nao se esteja interessado nos seus efeitos. Este é o caso de escoamentos com

ondas de choque, por exemplo. A espessura relativa de uma onda de choque é

=0(%) = O(vcfb) out= O(%), que é uma expressao similar & encontrada para

¥
L
a espessura da camada limite no problema modelo anterior. Assim, para captar
adequadamente uma onda de choque, seria necessario usar A igual a uma fracao de
ui. Isso nao é pratico, ja que % ¢ da ordem de uns poucos livres caminhos médios
entre as moléculas (uma distancia extremamente pequena em escoamentos densos,

para mimeros de Reynolds elevados). Além disto, na maioria dos casos, nio se estd

interessado na estrutura detalhada de uma onda de choque.



Em contraste a isso, as camadas limites que ocorrem em problemas
de escoamentos laminares em duas ou em trés dimensdes tém espessura relativa
% — O(ﬁ) Essas camadas sao importantes e devem, em situacdes de interesse,
ser captadas pela malha. Em escoamentos com altos nimeros de Reynolds, tem-se
uma coexisténcia de fenémenos viscosos, alguns dos quais sdo de interesse (camadas
limite de parede, camadas de cisalhamento: fenémenos difusivos transversais) e

outros que, na maior parte dos casos (estrutura de ondas de choque: fendmenos

difusivos na direcdo do fluxo), ndo sdo.

Nestes casos, quando ha presenca de ambos os fenémenos, se um algo-
ritmo sem dissipacdo é utilizado, haverd presenca de oscilagOes inaceitdveis, pois a
malha é inadequada para representar os fendmenos difusivos na dire¢ao do fluxo. Por
outro lado, se um esquema com algum mecanismo que produza dissipa¢ao artificial-
mente for empregado, esta pode mascarar a dissipagao fisica, fornecendo resultados
irreais (especialmente para escoamentos com nimero de Reynolds alto). Isto sugere
que, nestes casos, deve-se tomar cuidado para produzir uma dissipagao adequada,
que deve ser necessariamente anisotrépica, isto é, mais forte na direcao do fluxo do

que na diregdo transversal, na qual seria ideal que ela se anulasse.

3.3.3 Dissipacao Artificial

A discretizagdo das equagoes governantes com férmulas centrais ndo
é dissipativa. Para problemas nos quais a convec¢do ¢ dominante, estas férmulas
conduzem a sérios problemas de oscilagbes espirias, devido a falta de dissipacao
numérica (para func¢des de interpolagéo de ordem 2 ou superior). Em outras palavras,
isto significa que as oscilagoes de alta freqiiéncia na solu¢ao nao sao amortecidas. A
dissipacao artificial é necessdria para evitar a ocorréncia de oscilagoes desta natureza,

especialmente na presenca de ondas de choque.

Ela também é necessaria para escoamentos viscosos, pois 0s compri-

mentos de onda presentes na situagao real (que sdo limitados pela viscosidade),
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geralmente nao sao bem resolvidos com o uso de malhas praticas (elas deveriam ser

mais refinadas, o que implicaria em maior custo computacional).

A dissipacao artificial é considerada um recurso comum para estabi-
lizar solugbes numéricas. Mas ela também pode causar a deteriora¢do da precisdo
numeérica, especialmente em escoamentos viscosos (no cilculo da camada limite la-
minar e do arrasto). Este problema pode ser minimizado através do emprego de
esquemas “upwind” ou de dissipagdo matricial. Contudo, a dissipagdo escalar é
mais barata e ficil de implementar. Ela consiste basicamente de uma combinacao
de diferencas de segunda ordem (que devem atuar na captura do choque) e de quarta

ordem (que devem atuar no amortecimento das oscilagoes numéricas da solugao).

Esta estruturacao foi concebida com o intuito de criar um esquema de
alta precisao em regioes suaves e, a0 mesmo tempo, capaz de captar ondas de choque
e descontinuidades de contado com boa resolugcao. Entretanto, em escoamentos com
presenga de atrito (camada limite, célculo do coeficiente de arrasto), a dissipagao
artificial pode ser uma importante fonte de erro numeérico. Este fato levou alguns
pesquisadores a propor mecanismos para reducao deste erro, ou seja, mecanismos
de dosagem da dissipag@o baseados no nimero de Mach local e na vorticidade [16],

ja que a dissipagao escalar é uma técnica de facil implementac@o e de baixo custo.

A dissipagao escalar utilizada é baseada no modelo introduzido em [26].

O operador dissipacao Lp ¢ definido como:
LpW; = 8*W; — §*W;,
onde

(SQWJ.- = ¥ [(AJ+1‘E§?%) Ay WJ] y

2

#W; = v [()‘j+%€g%) Ay A Wj] )
que, portanto, também pode ser escrita como
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onde o indice j indica um né da malha e os operadores 7 e A representam diferencas

tais que VW’} e Wj o I’Vj_l e AI‘VJ‘ == Wj—i—l — VVJ

O fator de escala anisotrdpico, A, +1 é definido como

[(Ae)s + Ae)j] »
onde A¢ € o raio espectral da matriz jacobiana associada as equagtes de Euler. Em
duas dimensées, com (&, 7) correspondendo a coordenadas curvilineares generaliza-

das, o fator de escala geralmente é definido como

Pik = Dk(r)(Ae)sks

Gik(r) = 14715,

eT;r = Ap/A¢ (onde A, e A¢ sdo os raios espectrais das matrizes jacobianas associadas
as equacoes de Euler nas diregoes 7 e &, respectivamente). Usualmente tem-se 0 <
(= % Procura-se empregar valores de { mais préximos de %, especialmente onde
héa grandes diferencas entre A€ e A7, porque entao menos dissipacao é introduzida.

Para o caso unidimensional ¢;x(r) = 1.

O fator de escala é escolhido de forma que seja possivel dar aos ter-
mos dissipativos o seu peso adequado. Entretanto, ele nem sempre foi definido nos
moldes acima. Nos primeiros modelos deste tipo de dissipagéo ele era isotrépico [24]
e, em geral, satisfatério para escoamentos nao viscosos, quando malhas tipicas para
este tipo de situagdo eram empregadas, isto é, quando a razdo de aspecto (An/AE)
¢ O(1). Em casos de malhas com razao de aspecto alta, como para escoamentos vis-
cosos com alto nimero de Reynolds (algumas malhas tém razao de aspecto O(10?)),
a dissipagao introduzida pode ser excessiva [53]. E por esta razio que atualmente o

fator de escala é empregado na forma descrita anteriormente.

Os coeficientes € e ¢/*) sdo escolhidos para colocar a quantidade sufi-

ciente de dissipagao nos pontos em que ela é necessaria. Eles usam a pressao como
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sensor para detectar a presenca de gradientes mais significativos e sdo definidos como

2
Gg_g,;_ = k(Z) max(yj—li ngvj+1gvj+2),
v = |PiHL= 2pj + Pj-1
# Pij+1 + 2p; + pj-1
4 (4) _ (2)
Sy = max(0, k ej_i_%),

onde valores caracteristicos para ¢ e ¢} empregados por Swanson et al. em [52]

sao:
}. < k@ < 1
4~ —%
1ol
64 — =

Essas faixas de valores para os coeficientes k() e k*) podem apresentar
variagoes. Jameson, em um de seus primeiros trabalhos [24], sugere £?) = 1 e k(%) =
1/32. Pulliam [43] diz que os valores mais indicados sido k® = 1/4 e k¥ = 1/100.
Para o tubo de choque, especificamente, Kroll e Rossow [32] apresentam resultados

para 0,8 < k® < 10 com
e SR R (3.46)

O sensor v pode ser interpretado como um limitador, pois ele maximiza a con-
tribuicao da diferenca de segunda ordem nos picos (variagoes de maior magnitude)
e elimina a influéncia do termo de quarta ordem. Além disso, na presenca de ondas
de choque, a dissipagdo é de primeira ordem e o0 esquema torna-se um upwind de

primeira ordem. Nas regides suaves do escoamento a dissipagao é de terceira ordem.

Assim, percebe-se a existéncia da a¢ao de dois mecanismos de dissipagdo
diferentes. Quem determina qual deles deve agir em cada regiao é o sensor de
pressdo. Para regides suaves, v é pequeno e o termo de dissipacao consiste de
uma diferenca linear de quarta ordem (a palavra ordem, aqui, refere-se ao tipo de
diferenca empregada e nao a dissipacdo, especificamente), que amortece as altas

freqiiéncias (que ndo sdo amortecidas pelo esquema de diferencas centrais).



Isto é aconselhdvel para que o estado estacionario seja atingido com
maior facilidade. Perto de gradientes significativos na pressdo, v torna-se grande
e ativa os termos de dissipacao de segunda ordem, simultaneamente reduzindo os
termos de dissipagao de quarta ordem. Isto acontece para que seja introduzida uma
condigdo como a de entropia (conforme Swanson e Turkel em [53]), fazendo com que
as relacoes de choque sejam corretamente satisfeitas e com que as oscilagtes perto

das descontinuidades sejam reduzidas.

Existem alternativas para a escolha do sensor de pressao, pois deve-se
tomar cuidado na escolha da varidvel na qual ele é baseado. Neste caso, 0 uso da
pressao para identificar as descontinuidades nao é casual; em particular, o trata-
mento numeérico para ondas de choque introduz mais dissipagdo do que no caso de
descontinuidades lineares, como as de contato. Em geral, se uma quantidade com a
mesma dependéncia funcional que a entropia (isto é, p/p?) é escolhida, consegue-se
melhor resolu¢ao na determinagao de choques em escoamentos transonicos viscosos,
por exemplo. Entretanto, esta mesma escolha pode causar efeito contrario para
a tensao de cisalhamento na superficie, devido a variacao significativa da varidvel

escolhida na camada limite [53].

Os resultados obtidos com a implementacao do modelo descrito acima
sao apresentados a seguir. Analisa-se o comportamento da solugdo em funcao da
variacdo do parametro de dissipacdo k), tendo a malha considerada quinhentos
pontos. Em cada um dos graficos, linha cheia representa a solucdo exata, obtida
conforme descrigdao no capitulo 2, e linha pontilhada representa a solugao obtida

numericamente.

Os resultados mostrados a seguir sao, na verdade, uma comparagao
entre as solucdes obtidas para alguns valores de k®. Nada é mostrado a respeito do
coeficiente k) porque nos diversos testes realizados, concluiu-se que se ele estiver
dentro da faixa estabelecida (como (3.46)), ele praticamente ndo causa alteragoes

na solucao.
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Nas figuras 3.5 a 3.7 observa-se que as oscilagbes préximas ao choque
nio sao bem amortecidas. Com o coeficiente k(?) menor, a posicio do choque obtido
é mais préxima da solugio exata do que para o maior valor de k(). No entanto,

como é de se esperar, os maiores valores de k() amortecem melhor as oscilacoes

indesejadas.
I __ solucao exata
L 1‘2 ++ solucan numerica |
g
g
Q
2
.
0 L
-1 0 1

Fig. 3.5: Comparacdo das solugdes exata e numérica para a pressao com k(* = 1.

__ solucac exata

++ solucao numerica

pressao

Fig. 3.6: Comparacao das solugdes exata e numérica para a pressio com k(*) = 10.
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__ solucao exata

++ solucac numernca

pressao

Fig. 3.7: Comparacio das solucdes exata e numeérica para a pressao com k(® = 25.

Nas figuras 3.8 a 3.10 observa-se também a dificuldade entre conciliar
um bom resultado para a posi¢ao do choque e para o amortecimento das oscilagoes.
Novamente, o resultado que parece ser mais satisfatério (um meio termo entre pre-
cisao na posi¢ao do choque e amortecimento das oscilagGes) esta na figura 3.9, para
k®3) = 10, o que est4 de acordo com a faixa indicada na literatura por Kroll e Rossow

[32] em volumes finitos.

++  __ solucao exata

Fra —
++ solucao numernca

velocidade
s
¥

Fig. 3.8: Comparacao das solucdes exata e numérica para a velocidade com k) = 1.
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T
— solucao exata
1k o 2 b
+ ++solucao numerica
H
54-
@ F :
B ;
8 i
] s
I:-t
H
[
T+
0 i s
-1 0 1
e

Fig. 3.9: Comparacio das solugdes exata e numérica para a velocidade com k® =
10.

__ solucao exata

++ solucao numerica

velocidade

-1 [+] 1

Fig. 3.10: Comparacio das solucdes exata e numérica para a velocidade com k® =
25.
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O comportamento observado nas figuras 3.11 a 3.13 tem as mesmas
caracteristicas ja discutidas nas figuras 3.5 a 3.10, ja que as trés varidveis, p,u, p
estao relacionadas entre si. No entanto, as figuras para a massa especifica mostram a
distingdo entre as regides 3 e 2, que é caracteristica desta varidvel, pois é apenas ela
que apresenta a descontinuidade de contato. Novamente, a tentativa de diminui-las,

aumentando k(®, descaracteriza (suaviza) a descontinuidade.

__ solucao exata

++ 50lUCa0 nuMetica

massa espacilica
b

i

-‘..‘.9_

Fig. 3.11: Comparacao das solugOes exata e numérica para a massa especifica com
KA =1,

— solucap exata J
1

++ 50lUCa0 numenca

massa especifica

[.nt.‘.
s

Fig. 3.12: Comparagao das solugoes exata e numérica para a massa especifica com
§'® =10,
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— Solucao exala

++ solucao numerica

massa especifica

rt_..
sy

xe

Fig. 3.13: Comparagao das solucoes exata e numérica para a massa especifica com
k2 = 25.

Foi também verificado que se o espagamento h for diminuido, o choque é
captado bem mais préximo & posicao correta. Entretanto, as oscilagdes que aparecem
antes do choque nao sao amortecidas devidamente, conforme figuras 3.14 a 3.16, nas
quais o numero de pontos é 1000. Com esta malha refinada é mais dificil apropriar
a variacio do coeficiente de dissipacdo k?), pois embora nas regides suaves a solugio
numérica fique mais proxima da exata, nas proximidades do choque as oscilagdes

aumentam, tornando a solugdo numeérica mais instavel.

_ solucao exala

++ solucao numenca

pressao

¥

Fig. 3.14: Comparagao das solugoes exata e numérica para a pressao com k% = 10
para a malha refinada.
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- — Solucao exata

++ Solucao numarica

velocidada

Fig. 3.15: Comparacao das solucdes exata e numérica para a velocidade com £ =
10 para a malha refinada.

__ solucap exata

++ solucao numenca

massa espacifica

i

-1 o 1
we

Fig. 3.16: Comparacao das solucoes exata e numérica para a massa especifica com
k) = 10 para a malha refinada.

Estes resultados sdao obtidos com aproximacoes centrais e adi¢ao de
fluxos dissipativos para os termos espaciais. O esquema de evolugao temporal é o
de Runge-Kutta proposto por Jameson et al. [26]. Como este ainda nao foi aqui

discutido mais atentamente, reserva-se as segoes 3.4 e 4.1 para faze-lo.
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3.4 Esquema de evolugao temporal

Conforme visto nas segbes anteriores, depois da obtencdo da malha,
as equagoes diferenciais sao transformadas em equagdes algébricas que envolvem
os valores das incognitas nos pontos da malha. Segundo Hirsch [22], a base de
todos os métodos numéricos consiste na transformacao das equagées fisicas em um
sistema algébrico, linear ou nao-linear. Uma estratégia para se obter aproximacoes
em diferencas finitas é aproximar apenas as derivadas espaciais, sem aproximar
a derivada temporal. Este processo converte a equacgao diferencial béasica em um
conjunto de equacoes diferenciais ordindrias acopladas. De uma forma geral, estas

equagoes seriam expressas na forma

di =
— = F(4,t 3.47
e, depois, integradas no tempo através de um esquema de marcha para obter uma

solu¢ao para um problema transiente.

Para o problema em questao, o sistema de equagdes de Euler, a semi-
discretizacao (ou seja, discretizagdo no tempo) da equacao
oW 8Q
L.
ot oz

da origem a um sistema de equagbes diferenciais ordindrias de primeira ordem no

0 (3.48)

tempo,
LBt (3.49)
dt B '
onde
P=Lo-Lp (3.50)

e o vetor P é chamado de residuo do sistema (3.49), com Lq e Lp as discretizagdes

espaciais dos termos convectivos e dissipativos, respectivamente.

O sistema resultante (3.49) é resolvido através da utilizacao de um
esquema de multi-estagios explicito de marcha no tempo do tipo Runge-Kutta, o

qual tem diversas vantagens, entre elas [31]:
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1. Propriedades bem investigadas na literatura de equagoes diferencias

ordinérias (livros como os de Butcher [4] e de Lambert [34]).

2. Os estagios extras podem ser usados para obter alta ordem de precisao

temporal ou para estender a regido de estabilidade.

Antes de estudar os esquemas do tipo Runge-Kutta, escolhe-se um pro-
blema modelo. Esta é uma situa¢ao mais simples do que aquela que se resolve de
fato (solugc@o das equacoes de Euler com os termos de dissipagao artificial através
do método simplificado de Runge-Kutta) e que se gostaria de analisar, mas contém
propriedades semelhantes. Por esta razao toma-se uma determinada equacao modelo

24],
Uy + Uz + ph3 Ugezy =0, (3.51)
e se estuda suas caracteristicas de estabilidade, principalmente.

Esta é uma equacéo linear com uma variavel dependente e p uma cons-
tante. Para p = 0 ela descreve a propaga¢do de uma perturbacdo com velocidade
unitaria sem distorcdo. O termo p h® u..., corresponde a dissipacdo. Aproximando
as derivadas espaciais com diferengas centrais obtém-se um sistema de equacoes

diferenciais de primeira ordem com rela¢ao ao tempo do tipo

% +P;=0 (3.52)
onde
A i@
kPj = -2- (uj+1 = ’U,j_]_) + )\p! ('u,j+2 = 4?,Lj+1 + GUj - 4Uj_1 + ’U.j_g) (303)

eA= ﬁ é 0 numero de Courant.
Introduzindo
ﬁ(f) = Z‘U,jt?ijf,
%
onde u; é definido em (3.52) e em (3.53), ou seja,

du; A
k _d_ij + 5 (’U-j+1 = Uj—l) = /\,u (uj+2 — 4!1._';_4_; + 6‘U,j — 41&3‘_1 + uj_.z) = 0, (354)
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obtém-se, multiplicando (3.54) por €¢ e somando em j,
di A

k = " 5 (€% —e™) i+ A (¥ —4e +6 — e +e ) a =0, (3.55)

de onde se conclui que o simbolo de Fourier do operador da discretiza¢do espacial,

z=—kP,é
z = —4 p(cos€ —1)% — i sen€. (3.56)

Portanto, o crescimento da amplitude do modo de Fourier é governado por

di . "
k 5 = 2 (3.57)
O simbolo de Fourier varia com o angulo de fase &, ou seja, z = z(£). A

parte imagindria corresponde a aproximacao dos termos convectivos com diferengas

centrais e a parte real, a aproximacgédo dos termos dissipativos.

Um tnico passo de um dado esquema no tempo com muiltiplos estdgios

para (3.57) resulta
4"t = g(2) 4® (3.58)

onde g(z) é o fator de amplificacdo do esquema, conforme definicao 6, na seccao 3.2.

A regiao de estabilidade é definida por
H={z€C:|g(z)| <1} (3.59)
onde C denota o plano complexo.

A regiao de estabilidade nao depende da equacao diferencial; depende
apenas do esquema temporal. Para que a integracdo da equagéo (3.57) satisfaca as
condicoes necessarias para estabilidade, o simbolo de Fourier deve pertencer a regiao
de estabilidade do esquema em questdo para —7 < £ < 7, conforme ilustragao feita

para o esquema upwind na figura 3.4.

A seguir sdao mostradas algumas férmulas explicitas para o fator de

amplificagdo g(z) (também conhecido como funcao de estabilidade). Estas férmulas
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sao especificas para cada esquema de integragao temporal e dependem inclusive do
numero de estdgios. Também serdo mostrados graficos do fator de amplificacao,
indicando a regiao que ele representa no plano complexo, além do seu maddulo.
Por isso, antes de dar seguimento, é interessante explicar a maneira com que serao

oportunamente esbocados os graficos de g(z).

Os contornos da regido de estabilidade (conforme definida acima - equa-

¢ao (3.59)) podem ser desenhados através do seguinte procedimento:

1. observa-se que, pelo principio do médulo maximo, a fronteira de cada
regiao é dada por |g(z)| = 1 (ver (3.71) para a forma de g(z)). Por
isto, admite-se que g(z) = €% , onde 0 < £ < 2mrm e que z =z + iy (m

é o nimero de estagios).

2. resolve-se € = Y 7 £ através do método de Newton-Raphson para

r=0

sistemas, conforme (para m = 3)

Il

Y(@y) = 1+o+3E—y) + 3 - 30p?) — cos(é)

s@y) = y+oy+ (3 — ) - sen(d) (3.60)

com determinante da matriz jacobiana

J =1, Sy — '!;by Sz (361)
e esquema iterativo
Py —S Y,
Tl = Tn — Lj——y
‘;wz - ‘d)cz
Yost = Yo = T (3.62)

onde & é constante para cada iteracao.

Assim, o simbolo de Fourier do operador central, equagao (3.56), pode
ser descrito calculando-se z = z(€) e y = y() para cada valor do angulo de fase &.

Logo, para obter o grifico de z = z(z, y), basta “plotar” z por y.
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Outra ferramenta grafica util na analise da aproximacao dos operadores
¢ o moédulo do fator de amplificacdo, que mostra a variacao deste com o angulo £.

O objetivo é observar como ocorre o amortecimento das altas freqiiéncias do erro.

Agora, pode-se estudar os esquemas de Runge-Kutta. Primeiro discute-
se os esquemas cldssicos, ou seja, aqueles que surgiram na era pré-computador.
Depois discute-se outros, que surgem das necessidades atuais de se obter solucoes

precisas com a maior economia computacional possivel.

3.4.1 Meétodos classicos de Runge-Kutta

Seja o problema de valor inicial

f(t.y)
y(0) = %o (3.63)

@
Il

Existem diversos métodos para obter a solu¢ao numérica deste proble-

ma. Um deles é o de Euler,
y"t =yt =k ftn,y") = K f7, (3.64)

que é explicito, de um passo apenas e permite facilmente a mudancga do passo k
durante os cdlculos. Entretanto, ele é de primeira ordem, o que torna, na pratica, o

seu uso restrito.

Esquemas lineares de passo miiltiplo tém ordem mais alta, mas nao
tém a vantagem do passo tinico, embora mantenham a linearidade [34]. Pode-se
obter ordem mais alta com perda de linearidade, mas mantendo a natureza do passo
unico. Ainda segundo Lambert, esta é a idéia dos métodos propostos por Runge e,
subseqiientemente, por Kutta e Heun. Assim, os métodos de Runge-Kutta tém as
vantagens dos métodos de passo tnico, mas, devido a nao linearidade, a andlise do
erro é consideravelmente mais dificil do que no caso dos métodos lineares de passo

multiplo.
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O método classico de r estagios de Runge-Kutta é definido, de forma

geral, para um problema de valor inicial (3.63) como

Yt o= P+ ko(ta, ¥, k)

¢(t: Y, k) = E Ci kf
=1

kl = f(t*y)
-1
kl - f(t+kaiuy+kzblsks)} £=2131---:T
s=1
=1
G = ¥ by E=58..n (3.65)
s=1

Observa-se que um método de r estagios envolve r calculos da funcao
f por passo de tempo. Cada uma das funcgoes &;(t,y,k), l = 1,2,...,r (lembrando
que as fungdes k; ndao devem ser confundidas com k, o passo de tempo) pode ser
interpretada como uma aproximacio da derivada y (¢) e a funcdo é(t,y, k), como
uma média ponderada destas aproximacdes. Em [4], sdo encontradas as maneiras

adequadas para que os coeficientes de um determinado método sejam escolhidos.

Estes coeficientes podem ser determinados de tal maneira que ordem
elevada seja obtida. Pode-se mostrar [4] que a relagdo entre o nimero de estigios r

e a maxima ordem temporal possivel é dada conforme a tabela 3.1.

Tabela 3.1: Relagdo entre o niimero de estdgios e a maxima ordem possivel

estagios |12 |3 [4|5|6|7 r>8
ordem |[1]2|3|4|4|5|6|r<r—2

O método classico de quarta ordem, dado pelos coeficientes

bay = b3a “-:%1 byt = by = by =0, byz3=1

\ (3.66)

3|

y C2=C3=

(=1

Cl =C4 =
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quando aplicado a equagao (3.49), é escrito conforme

70 _ )
7 7
v _ @ _ K50
i = W55 (3.67)
(2 (0 k =101
W = W— B (3.68)
3 (0 =2
WP = W - kB? (3.69)
24 _ w0 _ k(50 ., 580 , o582 , 5O
WO = WP -2 [BO 4280 + 252 + B
Wit = W (3.70)

onde P®) ¢ dado pela equagio (3.50).

Este esquema nao é muito eficiente, pois requer o calculo dos quatro
fluxos convectivos LQ{” e dos quatro termos dissipativos Lp. Além disso, os
termos intermediérios PO (I =1,2,3,4) precisam ser armazenados. Isto pode causar

problemas de armazenamento em trés dimensdes [31].

Para esquemas de r estdgios de ordem 7 (r = 1, 2, 3, 4, conforme tabela

3.1), o fator de amplificacdo ¢ dado por

iD= = (3.71)

Os detalhes da obtencao desta férmula podem ser encontrados em livros como os
de Butcher [4] e de Lambert [34] e as regides de estabilidade correspondentes sao

mostradas na figura 3.17.

Aplicando estes esquemas ao problema modelo sem dissipacdo (u = 0),
o simbolo de Fourier é puramente imaginario (ver procedimento para obtencao da
equacao (3.56)), ou seja, ele estd exatamente sobre o eixo das ordenadas. Logo,
interseccdo da regido de estabilidade com este eixo determina o valor maximo do
nimero de Courant. Assim, os métodos de Runge-Kutta de primeira e de segunda
ordem ndo sao estaveis, conforme figura 3.18 (j4 que nestes casos o simbolo de
Fourier apenas tangencia a regido de estabilidade e ndo pertence a ela). Entretanto,

os de terceira e de quarta ordem o sdo até nimero de Courant igual a 1,72 e a
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2+/2, respectivamente (que sdo os valores onde o simbolo de Fourier tem interseccio
com a regido de estabilidade), conforme figura 3.19. Usando-se um Runge-Kutta
explicito de r estagios, o valor computado em um ponto (z;,?") da malha depende
dos valores calculados em (z;4;, ") para —r <1 < 7, 0 que permite a possibilidade

de estabilidade com numeros de Courant maiores do que 1.

x

Fig. 3.18: Interseccdo da regido de estabilidade para o método de Runge-Kutta,
r=1,2, com o simbolo de Fourier para p =0

A regiao de estabilidade, especialmente para o esquema de quarta or-
dem, estende-se bastante para o lado esquerdo do eixo imagindrio, o que é importante

para a introducdo de termos dissipativos (lembrando que para que o esquema seja
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considerado estdvel o simbolo de Fourier deve pertencer a regidao de estabilidade

quando —7 < £ < 7).

fa
T

X

Fig. 3.19: Intersec¢do da regido de estabilidade para o método de Runge-Kutta,
r=3,4, com o simbolo de Fourier para p =0

Agora, pode-se estudar os esquemas de multi-estdgios simplificados em-
pregados primeiramente por Jameson et al. [26] e que, subseqiientemente, tornaram-
se bastante populares, sendo empregados também por Kroll e Jain [31], Kroll e

Radespiel [32] e De Bortoli [13], entre outros.

3.4.2 Esquemas simplificados de multi-estagios

Uma classe de esquemas simplificados empregada em [24], que requer
capacidade de armazenamento computacional minima quando aplicada ao sistema

(3.49), é dado por

w© wm

J i J
Tr(1) 77(0) 5(0)
Wj = Wj « kP;
7r(r) 77(0) S(r—1)
Wj = W)’ — a,LPj

7
Trin+l)  _ 7r(r)
1 = W (3.72)
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Como os fluxos convectivos e dissipativos sao computados o mesmo
niimero de vezes, estes sio denominados (r, ) esquemas. Sua aplicagdo ao problema

modelo resulta no seguinte fator de amplificagao [32],

g(z) =1+az+ Q122+ Opyp—y ... 002 (3.73)

Um esquema eficiente de quatro estagios é dado pelos coeficientes
1 1 1

Gy W= MG, WS L. (3.74)

Ele é de segunda ordem para problemas nao lineares e de quarta ordem
para problemas lineares [31], correspondendo entdo ao método classico de Runge-
Kutta de quarta ordem. A interseccdo da regido de estabilidade com o eixo ima-

gindrio neste caso acontece em 2V/2 e, portanto, este é o maximo valor admissivel

do nimero de Courant.

Para que esquemas de multi-estdgios com fator de amplificacdo da forma
9(2) =1+ z+m2"+ -+ 72 (3.75)

sejam de segunda ordem a condi¢ao vy, = % deve ser satisfeita [31]. Para um esquema
de r-estagios, onde r é impar, 0 maximo intervalo possivel ¥imq, N0 eixo imagindrio
dentro da regiao de estabilidade é r — 1. Os coeficientes do fator de amplificagdo sdo

listados na tabela 3.2.

Para que esquemas com o méaximo numero de Courant possivel sejam
construidos os coeficientes do esquema de multi-estagios devem ser determinados de
tal maneira que os coeficientes do fator de amplificacdo correspondente tenham os
valores dados na tabela acima. A comparagao entre as funcoes de estabilidade (3.73)

e (3.75) indica que [32]

o; = 1
Qrlr_1 = 72
By = LB Bego.. 58 (3.76)



Tabela 3.2: Relagao entre os coeficientes v e o nimero de estégios [31]

T Yimeg Y3 74 s
1
2 g
¥ 1
3 1 1
i 3 8 1 1
2 16 32 128

Esquemas eficientes de trés e de cinco estagios, respectivamente, sio

dados pelos coeficientes

=

o = y Qg = —, s =1 (377)

| = | =

Esquemas com mais de cinco estdgios parecem ndo ser muito eficientes,

pois o trabalho computacional envolvido é muito grande.

A apresentacao e discussao destes resultados sobre o esquema de passo
de tempo utilizado, 0 método simplificado de Runge-Kutta, finaliza este capitulo
sobre o procedimento de solu¢do numérica. Conforme o que ja foi observado na
introducao, dedica-se o préximo capitulo a algumas consideragoes analiticas sobre

os esquemas de Runge-Kutta e sobre a equacao de Burgers.
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4 CONSIDERACOES ANAL{TICAS: TAXAS
DE CONVERGENCIA E SHADOWING
FINITO

Neste capitulo, sdo feitas algumas consideragdes analiticas: analisa-se
semi-discretiza¢oes de problemas lineares evolutivos formulados em espagos de Ba-
nach e depois, independentemente, introduz-se a teoria de “shadowing” com algumas

consideracgoes sobre a equacao de Burgers.

A primeira seccdo deste capitulo é dedicada a apresentacdo de algu-
mas defini¢oes importantes da teoria de semigrupos e a sua aplica¢gdo na andlise de

convergéncia de um método de Runge-Kutta em dimensdo infinita.

4.1 Estimativas a posteriori de erro para o método de

Runge-Kutta em dimensao infinita

Para analisar a convergéncia de métodos andlogos aos de Runge-Kutta
empregado na obtencdo dos resultados apresentados no capitulo 3, sdo necessarios

alguns conhecimentos da teoria de semigrupos.

4.1.1 Definigoes importantes

Definicao 7 (Semigrupos de Operadores Lineares Limitados) Seja X um
espaco de Banach. Uma familia T(t), 0 < t < oo, de operadores lineares limi-

tados de X em X € um semigrupo de operadores lineares limitados em X se (Pazy,

41])

1. T(0) = I (I é o operador identidade em X ).

2. T(t+s)=T(t)T(s) para todo t, s > 0 (propriedade de semigrupo).
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Um semigrupo de operadores lineares limitados, T(t), € uniformemente continuo se

lim |T()—1|=0. (4.1)

t—0t

Um operador linear L definido por

D(L) = {3; €X: lim i e:z:z'ste} (4.2)
[+
. T@Mz-z _ d*T(t)s
Lo = tip T2 - ER0E @3

para x € D(L), é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t), onde D(L) é o dominio
de L.

Definicao 8 (Semigrupo Fortemente Continuo) Um semigrupo T'(t), 0 <t <
o0, de operadores lineares limitados em X € um semigrupo fortemente continuo se

(Pazy, [41])
lim T(t)z ==z (4.4)

t—0+

para todo x € X .

Introduz-se agora uma classe importante de semigrupos, aqueles que
podem, como funcio do parametro ¢, ser continuados analiticamente em um setor
do plano complexo C que contenha o eixo ¢ positivo. O simbolo S, denotara o setor

S,={teC:|argt|<w, t#0}.

Definicao 9 (Semigrupo analitico) Um semigrupo fortemente continuo {e~**},
é chamado de semigrupo analitico se as sequintes condi¢ies sdo satisfeitas (Ladas e

Lakshmikantham [33]):

1. e * pode ser continuado analiticamente como um semigrupo fortemente

continuo em um setor S, para algum w € (0, 5);
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2. para cada t € S, os operadores Le~'L ¢ d";:L sao operadores limitados
e
de;m = —Le g, (4.5)
onder € X;

3. para qualquer 0 < € < w os operadores e~ e t Le™** sdo uniforme-

mente limitados no setor S,_., isto €, existe uma constante C = C(g)

tal que
e <C (4.6)
e
| B2 £ % (4.7)
ondet € S,_..

4.1.2 Andlise da convergéncia de um método de Runge-Kutta
simplificado

Importante: Nesta se¢@o o operador L(t) € o inverso do que era con-

siderado na se¢do anterior, ou seja, ele é —L(t).

Tendo em mente estas defini¢coes, analisa-se a convergéncia de um método
de Runge-Kutta para a solugao do problema de valor inicial
dy
— = L[t 4.8
Y = Lt (48)
y(0) = wo
em um intervalo de tempo finito [0,7]. Para isto observa-se a maneira com que os

erros numeéricos cometidos em cada passo se propagam ao longo de n passos.

Define-se o erro global, €,, no tempo ¢t = ¢, como:

€n = y(tﬂ) = §(tn),

onde y(t,) e §(t,) sdo as solucoes exata e aproximada, respectivamente, calculadas
no tempo t = t,. Observa-se ainda que quando t = 0, y(0) = yo = §(0), o que

implica que ¢ = 0.
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Para simplificar a notagao, adota-se

v = 0%,
L, = L{nr),
Un = y(nfr) .

A solugdo aproximada para (4.8) é calculada pelo método de Runge-

Kutta de trés estagios’,
Ins1 = (I L 2La+ *LY) 4
Une1 = (I +a3s7Lp + o3 L + 0y a3 7 L) §n
com coeficientes o =a, =3 e a3=1.

A solug@o exata para (4.8) é construida com o método de Tanabe e
Sobolevski [61, p.431], onde se considera que, para cada t, L(t) é o gerador infinite-
simal de um semigrupo analitico. Diz-se também que (4.8) é uma equacao parabdlica

(ou seja, a informacao em um determinado ponto P influencia toda a regido a partir
de P).

Empregando este método, a equacao de evolugao para a solugao de (4.8)

é dada por
t
y(t) = e(t_!")L“yn +f e[t_S)L(S)R(3= tn)ynds
tn
onde
o
R(s,t,) = Z R (s, tn),
m=1

Ri(s,ta) = (L(s) = La)e® ",
B.le.t:) = /s Ry (5,0)Rm-1(0,tp)do =23
tn

com t, < s <t < tp41. Agora algumas hipdéteses sao necessdrias para que seja

possivel provar a convergéncia do método numérico.

'Ver equacdo (3.73), lembrando que z é o simbolo de Fourier da discretizagao espacial e, neste
caso, z = —7 L.
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Hipdétese 1 O espectro o(L(t)) do operador L(t) € discreto, o(L(t)) = {);(t)};2;,

€
]eaL(s) l < Oe—Re[AI(s))B
com

Ce ReMbNz = \(s) < ) < 1.
A partir de agora C serd utilizada como uma constante genérica.
Hipétese 2 O dominio D(L(t)) = D nao depende de t, de modo que o operador

L(t)L(r)~" € de variagdo limitada e existe uma constante positiva K tal que

| (L(s) = L(t))L(r)™' | < K |s — t], para s,t,r € [0,7].

Hipétese 3 (Estimativa a posteriori) Supée-se que 4, € D(L3) e que
| Ladn | < M,

com M uma constante positiva que pode depender do intervalo de tempo (ver Oster-

mann e Palencia [40]).

Para demonstrar o principal resultado desta secao, o Teorema 3, é
necessario mostrar antes que o resultado é valido para o primeiro nivel de tempo,

ou seja, quando n =1 et = 7. Isto é feito através do lema a seguir.

Lema 1 Se y, € D(L}), entdo | €| < C12, com €, = y(7) — §1 e C uma constante

positiva que depende de M e de K.

Demonstracao

Utilizando o método de Tanabe e Sobolevski [61, p.431], tem-se

T oo
y(r) = 67L°yu+/ el N " Ryn(s, 0)yods,
0

m=1

T g o0
y(r) = 67L°’£a'0+/ efr_s}L(S)Rl(S,O)QDdS'F/ G(T_S)L(S)ZRm(SgU)yodS-
0 Jo

m=2
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Por outro lado, o método de Runge-Kutta escrito para o problema

modelo quando t = T é:

7 = (I+0331'L0+a2a3'r2 Lg-!—al O.’gaa‘i'aLg)yg

Desta forma, o erro global para o primeiro passo de tempo, €;, pode ser

escrito como

5 Lo

Yo — (I+C¥3TL[}+an3T2Lg+alaza3Tng)y{}

e
f elTILEIR, (s, U)UDds-i-/ e{f_s}L(”ZRm(s,{))ygds.
m=2

0
Seja

I, = TLoyo_(I+a3,Lg+aga37 L0+ala2a37 Lo)yo»

Ig = / e(T_S}L(s)Rl(s,O)ygds,

0

T oo
I, = /e(T“S)L[S)ZRm(s,O)ygds,
0

m=2

de forma que

€1 = Il+12+f3.

Para analisar I, faz-se uma expansdao em termos das poténcias do ge-
rador infinitesimal. Logo,

o0

Z Oyg— I+a37'Lg+ozga3T L% + ay o as ™ L) vo.

Definindo [5]

-
T k
Bl = —r ( E L‘ L )
I, pode ser escrita como

Pl
I} = o + Lg’yo’f' + B?.ygi‘)— = (f + (3 TL{) + ¥o (¥3 1”2 Lg + Q) (ko (¥ T3 Lg) Yo-
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Entretanto, como para o método de trés estdgios considerado,

1
oy =0y = — e a3 =1,

2

tem-se

o |
T

2 3
T . T
I, =;nyo- 5 Liyo — —

4 Lg yO'

De acordo com [5, proposicao 2.2.2), como yo € D(L3), s—lim, ¢+ B2y, =

L3yo, 0 que resulta

lim |Blyo| = |Ligol.
70+

Logo,
|B2| < C|Liuol.
para 7 suficientemente pequeno.
Além disto, de acordo com a hipdtese a posteriori, sabe-se que

|L§ 'y | < C| Liyol, para k=1,2,3.

Desta forma,

L] < Cr (4.9)

Para I, é preciso multiplicar o integrando por I = Lj' L, e utilizar a
propriedade de comutatividade do semigrupo com o seu gerador infinitesimal (ja que

yo € D(Lg)). Desta forma,

IL, = /e(T_‘}L[‘)(L(S)—LO)LEISSLULOygds. (4.10)
0

Usando a hipétese 2 com ¢t = r = 0, tem-se

|(L(s) — Lo)Lg"| < Ks. (4.11)
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Por outro lado, utilizando a Hipdiese 1 e a desigualdade (4.11), fica-se

com

Bl < K% [ s|Lalds
0

IA

>
-
KX 5 | Loyo |
a7, (4.12)

IA

Para I3 escreve-se, usando novamente a hipétese 1,

| I3] < /\/
0 m=2

> Run(s,0)%0 (4.13)

Observando que
Ryi(s,0) = (L(s) — Lo)Lg ' Loe*™

e sabendo que Lge’® < C/s (conseqiiéncia da definigdo 9), tem-se que |R;(s,0)| <

K C. Ainda, aplicando o principio de inducao e lembrando que

Rl 0) = /31(8,§)Rm_1(§,0)dq m=23,...
0

conclui-se que

Sm—l

| Rm(s,0)| < (KC)"“(m—_l—)!.

(4.14)

Com isto chega-se a

|| < )\/ ZKO )|’9'0|d3

m=2
Agora,

A (KO o]

m=2

MeKC -1 -KC7)|yl,

[ 13 ]

I A

IA

IA

L (4.15)
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Juntando (4.9), (4.12) e (4.15), tem-se

le| < |[L|+|L]|+]1],
a < 07, (4.16)

que é o resultado esperado.

Agora, pode-se passar ao enunciado e a demonstracao do Teorema 3.

Teorema 3 Considera-se que as hipoteses 1, 2 e 3 sdo vdlidas e que (4.8) é uma

equacdo parabdlica, com L(t) o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

Entao se 7 < 7F, onde
A(1+KC7ef) =1,
o erro global satisfaz
|€nsr | < CT2

com C uma constante gque depende de M (hipdtese 3) e de K (hipdtese 2) e A como

na hipotese 1.

Demonstragao
Para a solugao exata em ¢ = £,.,, tem-se

Ly
Yn+1 = e“"“—tn]bnyn'}_f egnﬂ_s}L(s}R(Sa tn)yndsa
tn

tnt1
emln Yn + [ e(t“"fl's)"‘(s)R(S, tn)Ynds.
tn

Como

€nt1 = Ynt1 — Unt1,
tem-se

eT’Ln

€nt+1 = yn—(I+C!3TL,—,+G!20!3’F2L$‘+C!1&2&‘373Li)'§!n+

tn-i—l
/ eltns1=3)L(s) R(s,tn)ynds.
tn
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Rearranjando os termos,
eyt = € en ey — (I + 037y +pas 7 L} + o1 a3 7° L) 9 +

tn+1
| eI R (s ) — ) +
tn

tnt1
/ elnt1=L) R (s, £, )i, ds.
tﬂ

Para facilitar, escreve-se
enp1 =T + 15+ T3+ T,
onde

Ty = €lng,,
o = €t —(I+a37L, + 212 + 3L3) 4
S = e a3 Tl + 037 L, + 0y asaz 7° L)) U

tn+1
I3 = f e{t"“_s}L{s)R(S: tn)(yn = jn)ds,
tn

tn+1
Ty = / eltnt1=9LE) R(s ¢ Vi ds.
tn

A estimativa para 7 é obtida com o auxilio da Hipdtese 1, ou seja,

| Ty | < Aenl. (4.17)

Para analisar T3, escreve-se

|Ty| < €™ gn— (I +a37Ly)fn| + 2037 L29n + 0y an a3 7° L2 §,.(4.18)

Como a3 = 1, tem-se
|Ta| < |€™§n— (I +7Lp)in |+ C7? (4.19)
para uma constante C' > 0, pois, de acordo com a hipétese a posteriori, sabe-se que

| L5 ga | < C| Ly b=1,98 (4.20)

Ainda, conforme [5, p.95],

1"2
Bangn = (I = TLn)ﬁn = TBE?;}R (421)

-
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onde
B2, = — f (r = W)ty 2 du,

ou seja,

lBﬁJ<*ffﬁmHﬂMH%%Mw

Usando novamente a Hipotese 1, tem-se

|B%a| < wd]'r—u
=

Assim, observa-se que a equagdo (4.21) fica

2

. o b 2
Jeﬂmyn = (I+TLn)yn i < C?-

Agora, a estimativa para (4.18) é

]TngCTz.

Para T3, é preciso antes estimar R(s,t,).

(4.22)

Para tanto, emprega-se o

mesmo procedimento utilizado na obtencao da equagdo (4.14), observando que, neste

caso, chega-se a

| Rls, )] < (K O™y

Usando a definicao de R(s,t,), ou seja,

R(s,ta) = Y Rm(s,tn)

o I n)m—l

m (8
Y (xC) S e

IA

m=1

< K CeK C'(s—tn).

m (5 = tn)m_l

(4.23)

(4.24)
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Agora, para T3, escreve-se

tu-i—l
| T3] < f elnt1=0E)]| R(s, 1) || €n | ds,
tn

IA

tnt1
f XK Cef0etl|¢, | ds,
tn

£ ARCr &%%gl (4.25)

No caso de T é conveniente escrever

lnt1
Ty = / e“"“'s)“s)Rl(s,tn) U ds
&

tns1 it
& f etrr1 =L S R (s, 4,) G ds, (4.26)
tn

m=2
para que se possa utilizar o mesmo procedimento adotado na demonstracao do Lema

1 para obter (4.12) e (4.15), que, para T}, resulta

Reunindo (4.17), (4.22), (4.25) e (4.27), obtém-se para €,.;:
|€ns1| S ML+ K CTeX%7)| e, | +CT2

Observando a seqiiéncia dos erros, obtém-se, indutivamente, que

1-A*(1+KCrelkCm)n
1-XM1+KCrekCr) ] - (A3

|€ns1 | S A1+ K C7eXC7) e | +CT? [

De acordo com o Lema 1, sabe-se que |€; | < C7* e a expressdo (4.28)

pode ser escrita como

' ’<C 3 ,:1—)\n+1(1+KCT€KCT)n+I:l
€nty1| S OT )

1- A1+ KCreKcCr)

ou seja,

|€n+l | < CTQZAi(l + I{CTBKCT)E.
1=0
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Esta série converge se
M1+ KCreff) <1,
ou seja, se 7 < 7*, onde

14 KCre* ) =1.

Logo, a série é convergente e, finalmente, segue-se o resultado,
2
16‘-’1+1 ] .<— CT 1

para n suficientemente grande.

Agora, independentemente das estimativas para o problema evolutivo
apresentado anteriormente, descreve-se a teoria de “shadowing”, bem como algumas
estimativas obtidas no sentido de empregar esta teoria no estudo de convergéncia

de equagoes diferenciais parciais.

4.2 O que é shadowing

A idéia principal envolvida na teoria de “shadowing” é a comparacao da
solugao numérica com uma trajetoria verdadeira que obedece uma condic¢ao inicial
um pouco diferente. As estimativas existentes na literatura sdo, em sua maioria,
véalidas para curtos periodos de tempo, ja que as constantes envolvidas podem crescer
exponencialmente com o tamanho do intervalo de tempo. E neste contexto que a
teoria de “shadowing” surge como uma alternativa para a obtencao de estimativas
para tempo longo, principalmente quando hé presenca de uma estrutura hiperbdlica,

ou seja, quando as componentes estdvel e instavel do problema podem ser separadas.

Entretanto, para entender o que é shadowing, é interessante examinar
um exemplo simples primeiro. Considere o operador shift, que é uma aplica¢ao nao

inversivel do intervalo [0,1) nele mesmo. Ele é dado por

Trr1 = 2z, mod(1), para k=01, ..
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e apresenta dependéncia sensivel as condigoes iniciais. Com efeito, na medida em
que, a cada iteragao, as distancias sao multiplicadas por dois, dadas duas distancias
infinitesimalmente préximas, a diferenca entre elas cresce geometricamente com a
aplicacao de sucessivas iteracdes. Dado um ponto inicial zy e a sua correspon-
dente érbita exata (gerada pela equagdo acima), admite-se erros em cada passo dos
calculos que sao efetuados (os quais ndo devem ser confundidos com os erros acumu-
lados das iteragdes anteriores). Primeiro, o dado inicial pode nao estar representado

exatamente. Se y, é a aproximagcao de zg e €, 0 erro desta aproximacao, entao

To = Yo + €o-

Baseado neste valor de yp, uma 6rbita yo, 41,92, ... é calculada. Entre-
tanto, esta ndao é uma orbita para yg, pois em cada iteracao haverd um erro. Mais

precisamente,
Yr = 2yp—1 mod(1) + €,

onde € € o erro na k-ésima iteragao. Dai, observa-se que qualquer erro introduzido
pode aumentar a cada iteragao. Depois de apenas alguns passos, ndo hd absolu-
tamente nenhuma correlacao entre o que é calculado e qualquer uma das érbitas
verdadeiras comecadas em z ou em y. Mas ainda assim, é possivel mostrar que
existe alguma Orbita exata iniciada em algum ponto zg, perto de zy e de y,. Esta

situacdo é esbocada nas figuras 4.1 e 4.2 .

A tinica hipdtese necessaria para provar este fato e determinar o ponto

inicial zg é que os erros sejam limitados por uma constante € > 0,
lex| < € =012 .

A conclusao é que, para qualquer iteracao, a 6rbita exata gerada a partir de z; estara

a uma distancia € da 6rbita computada. Na k-ésima iteracao tem-se

|z —yk| L e

A demonstracao para esta versdo do lema de “shadowing” pode ser

encontrada em [29].
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Orbita calculada Yo Y12 Yo o
----------- Orbita exata Xg, Xy, Xy o

Fig. 4.1: Orbitas para zg e o [29]

Orbita calculada Yo Y15 ¥p o
----------- Orbita exata  Zg, 2 , »Zp am

Fig. 4.2: Orbitas para o e 2o [29]
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As idéias apresentadas anteriormente podem ser formalizadas na seguinte

definicao:

Definicdo 10 Uma d-pseudotrajetéria ® é uma seqiiéncia de pontos T = {zx € X :

ke€Z}ouZ={zx€X:keclZ.} tal que

|| 6(zx) — Tr41 || < d.

Desta forma, diz-se que “shadowing” acentece para um determinado

ponto z se as desigualdades

|¢5(z) — zi || < €

sdo satisfeitas para uma pseudotrajetoria T = {zy}. Isto significa que T estd prozima

de uma trajetoria real de ¢.

Antes de entender como a idéia de “shadowing” é aplicada ao estudo de
convergeéncia, sao feitas algumas consideragoes analiticas sobre a equagao de Burgers

através do método de Galerkin.

4.3 Algumas consideracgoes analiticas sobre a equacao de

Burgers

Considere a equacao de Burgers com u € R*

%:-——uﬁu+u-V’u,=0 y € >0 (4.29)

u(0)=uy t=0

’u]aQ =0

2Em geral uma pseudotrajetéria é considerada como um resultado da aplicacio de wm método
numérico a um sistema dinamico ¢. Neste caso, o valor d mede os erros do método a cada passo
e os erros de arredondamento.
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E possivel demonstrar [20] que para dados iniciais suficientemente re-

gulares
|A%u]] < M (4.30)

onde || - || = | - lez; [| - [lo = - llzes || - [leo = ess supg] - | (norma do supremo

essencial) e M é uma constante genérica que depende de v e de Q.

Alguns trabalhos na literatura, como os de Heywood and Rannacher
[19], de Heywood and Xie [20] e de Constantin [10] mostram que esta equagdo possui
solugoes globais suaves, ou seja, solucoes locais da equagao de Burgers podem ser

continuadas indefinidamente no tempo.

Também é observado em [19] que ambas as aproximacoes, Galerkin e
Galerkin nao linear, podem ser introduzidas exatamente para as equac¢des de Navier-
Stokes e as provas das estimativas relacionadas sao exatamente como antes, exceto
pelo fato que o operador de Dirichlet A para o Laplaciano se reduz ao operador de
Stokes. Se Au|sn = 0 como no caso do problema em questao, o erro serd melhorado
para A% e )&;g, respectivamente (onde A, é o m-ésimo autovalor de —A). Sejam
Uy, ..., Un as primeiras m autofungoes de A (contando as multiplicidades em L?(2))
e P a projecao no subespaco V, gerado por elas. Fixa-se p = Pu, u € H = L*(Q)
eg=Qu=(I-P)u.

A estimativa local para a equagao de Burgers (4.29) é apresentada como
uma proposi¢ao e, no decorrer da sua demonstracao, sio necessarias algumas de-

sigualdades, como as que sao listadas a seguir.

Desigualdade de Poincaré: Suponha 2 aberto limitado. Entédo exis-

te uma constante ¢ (que depende de 2 e de p) tal que
I flle<ellVill,  YFeW,®(Q), 1<p<oo.

. ~ - 1 . .
Em particular, a expressao ||V - ||, é uma norma em W;*(Q) equivalente & norma

I e
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Desigualdade de Hélder generalizada: Sejam fi, fo,. .., fr fungoes

. 1 _ 1 1 1 =
fz-ELP*(Q),1Spiﬁoo,lgzgkcom——g+p—n+---+;;§1. Entao, o

produto f = fi fo ... fr € LP(Q) e

P

A1l S U alledll F2llpa - 11 fi o

Desigualdade de Young: Va,b.e > 0, Vp,1 < p < o0, q =

tem-se

€ 1
ab< —aP + —5 b

Além disto, || Vp|l,||Ve|l < [|Vul],

qer

[Ap|l [l Agll < || Au]|

1A%, 1| A%g]] < || A%u|| desde que p= Pu, g =Queu€ D(A).

Como, em geral, pode-se escrever [19]

gl < AR°[1 A% ] < A5 A%u]|

para todo o >0,

daqui por diante serdao empregadas as seguintes desigualdades:

3
1A%p]| < AmllAp || < A [IVR(| < A% Pl

lgll < M2 [IVall € ARt Agll < A2 11 A%

bem como (caso n = 3) [19]

VA
1 f1ls
IFRIE

IA

cllAfIl;
clI V£l

Vp € P L(Q),
Vg € Q L*(Q) N D(A).

cll FlIZ1IVFI=.

P
P_-

1

e

Proposicao 1 (Estimativa local) Suponha que (4.30) seja vdlida para a equagdo

de Burgers (4.29). Entdo pode ser estabelecida uma estimativa de erro da forma

llp =Bl € VAAE

onde p € uma aprorimagao para p.
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Demonstracao:

A equagao de Burgers é equivalente a [19]

X —vAp+Pl(p+a)-V(p+a)] =0

(4.31)
%— vAg+Qlp+4q)-V(p+4q)]=0

e as aproximacoes simples de Galerkin p sdo dadas pela solucao do sistema de apro-

ximacao:

6—-
5 —VAP+Pp- V=0

(4.32)

Fazendo w = p — p, a equagao (4.31) fica

o 0
3_1;’— g—yAﬁ+vAw+P[(;a_w+q)'V(p—w+q)]=0. (4.33)

Subtraindo (4.33) de (4.32), tem-se

%l;{ — vAw=-Plw-Vu]+Pp-Vu]-Plp- Vg +Plw-V5] (4.34)

+ Plw-Vg|-Plg-Vp]+Plg-Vw]—Plg-Vg]=0.

Como u = p + ¢, faz-se p = u — ¢ + w em (4.34), de forma que
ow

= = vAw— Plw-Vw]+ P[(u— ¢+ w) - Vw]
— Pllu—g¢+w)-Vg+Pw-V(u—g+w)]+Plw-Vgqg] (4.35)
— Plg-V(u—-g+w)+Plg-Vu]-Plg-Vg] =0,
ou seja,
%% — vAw+Plu-Vw+w-Vu]-Plg-Vw+w- V] (4.36)

— Plg-Vu+u-Vg|+ Plw-Vw]-Plg-Vgq]=0.
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Tomando agora o produto interno de (4.36) com w, obtém-se

Il

—(wy,u-Vw+w-Vu)
+ (w,q-Vw+w-Vgq)
+ (w,g-Vu+u-Vgq) (4.37)

- (w,w-Vw)+(w,qg-Vyg).

Calculando os dois primeiros termos do lado esquerdo de (4.37) sepa-

radamente, chega-se a

(w,i—t:) = wc;—isdﬂ
2
= %% w?dQ
- %%Hw“? (4.38)

e, via integrac¢do por partes,
(w,Aw) = /wiaia,-widﬂ
= —/6iwi6iwfdQ ja que w|ga = 0.
= - f (Vw)*dQ

= —||Vuw]? (4.39)

Substituindo (4.38) e (4.39) no lado esquerdo de (4.37), chega-se a

d
%anll2 + v||Vuw|?=—(w,u-Vu+w- -Vu)+ (w,g- Vwu+w-Vgq)
+ (w,¢-Vu+u-Vg) —(w,w-Vw)+(w,q-Vq). (4.40)
Como

(wy,u-Vq) = (w,V(u-q)) — (w,q-Vu)
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a equacao (4.40) fica

1d

§E€||w”2+V||Vw||2 = —(w,u-Vw+w-Vu)+ (w,¢g-Vw+w-Vgq)

+ (w,V(u-q)— (w,w-Vw)+(w,qg-Vgq). (4.41)

Agora, faz-se, separadamente, as estimativas para cada termo do lado

direito da equacéo (4.41). Como (u,v+2) = (u,v)+ (u, z) genericamente, escreve-se

A = —(w,u-Vw)
B = —(w,w-Vu)
C = (w,q-Vw)
D = (w,w-Vygq)
E = (w,V(u-g)
F = —(w,w-Vw)
G = (w,q-Vyq)
de forma que a equagao (4.41) fica
1 d 5 %
5"&”“}” + v||Vw|f=A+B+C+D+E+F+G (4.42)

Analisando o primeiro termo, A, da equagao (4.42) tem-se

A=—-(w,u-Vw) = —fuia,;ijjdﬂ

IA

‘—ju,-@,- ijde)

f|u||Vw-w|dQ
< lulleollwl| || V]|

IA

IA

vl Vw2 + X lullZ v (4.43)

onde ¢, = c(€).
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Os demais termos da equagdo (4.42) sdo estimados de forma semelhante,

resultando:

B = —(w,w - Vu)

IA

Hwll[lwllall Vuls
cllwl[|| V][] Aull,

c
ev||Vw|*+ >l Aul?||w]|®

IA

IN

C=—(w,q-Vw)

IA

llallsllwlls]l Vel
el Vallllwll? || Ve || % || Vo |

IA

=
cAm® || A% ||| Vo ||?

IA

D = (w,w - Vq)

IA

|wl|e||wllz]l Vgl
c|| Vul|llwll? || V|2 A1 || Al

IA

o}
cAm® || A%|]]] Voo |®

IA

E = (w,V(u-q))

(V- w,(u-q))
lullosll gl Vel

Ce -
ev||Vull*+ =X 1A% [1* [ u ]S

IA

IA

F=—-(wuw-Vw) < |lw|ls|lwl|e] Vel
cllwl||z|| V|| % || Vw||?

IA

< cl|vul?

G=(w,q Vg < [lwlsllalls]lVall
< cllVullllqll || Vell* || Vel
< el Vol A [|Ag]|?
e

Cig:p
ev ||Vl + 258 | A%

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Como [|Agq]|] £ ||Aul| e ||A%q]|| < ||A%u]] € M (estimativas a

priori - equagao (4.30)), pode-se estimar os termos de (4.43) a (4.49).
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Os termos
Ce 2 2 Ce 2 2
V]Iuilmilwll e I/,IIA’MII [|w]]

presentes em (4.43) e em (4.44) causam crescimento exponencial na estimativa de

erro se a solucdo u cresce muito.
Em (4.45) e (4.46), o termo
-2 11 A2 2
X2 1 a%q ||V |
pode se desprezado, ja que ele se torna muito pequeno quando m — oo.
De forma semelhante, em (4.49),
C
_EA-S A? 4
1l A%
também pode ser desprezado, pois ele fica pequeno quando comparado a
% 1A% )2
7 m oo q ]
presente em (4.47).

Além disso, todos os termos do tipo ev || Vw ||? podem ser absorvidos

no lado esquerdo de (4.42).

Assim, pode-se obter como em [46] ou em [54], modificando um pouco

a formulacdo em [19], uma estimativa da forma

¢ &

v
S ZlwlP+ 2 IVwl® < allwll®+clVwlP+a)z, (450

w(0) = 0
onde a; e ap sao constantes que dependem de ¢, v, M.

Agora, para obter a estimativa desejada, para w, esbog¢a-se informal-
mente a argumentacao. Da teoria de equagoes diferenciais ordindrias, para cada m

existe um intervalo de tempo [0, 7] no qual

v _
| Vw]| < T (4.51)
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Entdo o termo néo linear em (4.50), em [0, 7], pode ser absorvido pelo lado esquerdo

de (4.50) tal que

d "
Elliﬂll2 < 2a|wl]®+2a2 7" (4.52)

Pela desigualdade de Gronwall [51] tem-se que
lwl]? <725

com

_32_ 2017_
7—% (e 1).

Agora, escolhendo m > m. suficientemente grande tal que

)\"%<v
ﬁm =

e argumentando por contradicdo, chega-se & conclusdao que (4.51) continua valida

para [0,T], com T < 7.

Segue-se entao que

lwll < VA (4.53)

que é, de fato, o resultado previsto por Heywood e Rannacher [19], j& que a equagao
de Burgers possui solugoes globais suaves, o que foi demonstrado por Heywood e

Xie [20] via um principio de méximo. O

4.4 Shadowing finito para a equagao de Burgers

Nos dltimos anos o impacto da teoria de sistemas dinamicos em analise
numérica tem sido consideravel, como pode ser visto no trabalho de Pilyugin [42] e
também pelo livro de Stuart e Humphreys [51]. Chow and Palmer em [7] concentram-
se em estimativas de erro para tempo finito que podem ser consideradas apropriadas

para simulagoes numéricas.
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Para 7 e m como na sec¢ao anterior, introduz-se as aplicages ® (solucio

exata) e ¢ (solugdo numeérica):
®(pn) =pas1 =p((n+1)7)
onde ¢ (p) é a solugdo de (4.32) com p(0) = p calculada no tempo 7.

Desta forma, o que foi mostrado acima é equivalente a

|| ®(Pn) — Prt1 || £ VAN
(4.54)
| #(Pn) — Pas1 |l £ VAN

e 0 que se quer mostrar é que existe um p # p (0) tal que || 6™ (p) — pn || é pequeno.
Supoe-se que podem ser estabelecidos limites
|A%¢|] < M  conforme (4.30) (4.55)
de onde também se observa que
1A~26- V|| <c|| Vo]l (4.56)
uma estimativa padrao de operadores singulares [38], assim como
|| A2 "9 < ch 2 e, (4.57)

um resultado de interpolacdo ou de um célculo espectral [61], [41], onde 6 e § sao

constantes positivas.
Genericamente considera-se
Un+1 — (Dpn¢) Un="h, 0<n<N-1
com solucao
ur = ho+ (Dpy®) uo

N
unsr = (Dpyé...Dpd) o+ > (Dpy®...Dpd) himy+hy  (4.58)
k=1
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Como ¢ é solugao da equacao diferencial (4.32), esta aplicagdo satisfaz

() (D) = &7p [ " AP . Ve)(s) ds,

0

da mesma forma que as derivadas de Fréchet D, ¢ satisfazem a equacgao evolutiva

D,¢ = e’°7 — / Te"‘“"“s)P[Dp (¢-V)](s)ds (4.59)

0

Antes de prosseguir sdo estabelecidos dois lemas técnicos.
Lema 2 Assuma que a aplicagdo ¢ satisfaga (4.55) tal que (4.56) e (4.57) sio
ambas vdlidas. Se a condicdo ¢ (7+/T) < % for satisfeita, pode ser estabelecido que

| Dy (B)(7) || £ (1 + cav/T) €77,

com a constante ¢, identificando explicitamente a dependéncia de n.

Demonstragao:
Para estimar || D, ¢ ||, fixa-se
w(t) = maXp<s<t | (D 8)(s) || 62,
et =7 tal que w(7) = || (D,,8)(7) || €°".

Agora, pode-se estimar w(7) empregando as desigualdades (4.56) e

(4.57), de forma que
w(T BJT vAT i evA(‘r-‘s} . (s s
@ < e fiesi+ [ Dy (6 98)6)] 1 ds

< b7 {6—6r+/T]]A% F2- K2 D, (@-Vé)(s)[ldS}
0

1

Liae® -/o (r — s)"t e~ ||(D,.6)(s) || d s

< 1+cevTw(n). (4.60)

|/

Conseqiientemente,

w(r) < (4.61)

1—cy7
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e se a condicdo ¢ (7 + /7T) < % é satisfeita, pode ser estabelecido que

w(t) <1+ /7.
De fato, tem-se
|| Dy, (9) () || = w(r) €™ < (1 +cav/T) €77 (4.62)
com w(7) € 1 + ¢p+/7 identificando explicitamente a dependéncia de n. O

Deve ser observado aqui que, como a constante ¢ vem sendo empregada

genericamente, a sua dependéncia de n serd explicitada apenas quando necessario.

Lema 3 Se o Lema 2 vale, entdo a derivada de seqgunda ordem de Fréchet de ¢ pode

ser estimada como

| D2 ¢|| < cv/7.

Demonstragao:

Para estimar a derivada de segunda ordem de Fréchet de ¢ é preciso

voltar mais uma vez a (4.59). Primeiro calcula-se VD, ¢.
VD, ¢ = Ve’ - [ Ve'2=9P (D, 6-Vo+¢-VD,o)ds.
0

Fixa-se V(t) = maxo<s<t ||V D,,9(s) ||. Entao escolhendo novamente

o valor de 7 e usando o Lema 2, observa-se que
1 -6 " ik 1
Vi < erdetre [t - oI 0, 00 s
0

+ o [[etr9r - 4| VD, 6(6) | s
0

IA

cr“ée“67+cf (T—S)_%(I'}-C\/;)ds
0
+ c/ ('r—s)'%lf'(s)ds

0

et 2e T 4 e /TV(T) +eT +e VT

IA
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Segue-se que

IA

Vi(r) c(1+o(vT) {77277 + 1+ /7}

cCT

b=

IA

Voltando & equagdo (4.59) percebe-se que
D}¢ = =2 /; e A=) P (Dp, ¢ -V Dy, ) d s

- f " eraes (P(D; ¢-Vé)+P(¢-VD. ¢))ds.
0

Portanto, pode-se escolher 7, usar o Lema 2 e estimar como antes

102,61l < 2¢ [ (+avs)sids
0
+ ¢ [1Dklids+e [ —sHIDE ellds,
0

de onde se conclui que

T+ C\/T
1D 6]l < STEEVT
— T — T
£ ey,
o que completa o resultado. a

Teorema 4 Seja € > 0. Assuma que tanto o Lema 2 como o Lema 3 sejam vdlidos

e que

|| 6(@n) —Potr || S VAN para  0<n< N-1.

Suponha também que uma hipétese da forma *

%]

O<a<l,

3 Em determinados problemas onde eziste boa separagdo do especiro e lenta variagdo da solucao
no tempo, € plausivel que uma hipdtese como esta acima possa ser assumida (ver trabalho de
Ostermann e Palencia [40]). No entanto, mais ezperimentacio numérica € necessdria.
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seja satisfeita. Entdo existe um ponto p € R™ tal que se para m suficientemente

grande,

tem-se que

|¢™ (@) —pnll|<e para 0<n<N.

Demonstracao:
Seguindo a discussdo em [7] e em [42], toma-se
Zn = ¢"(P) — Pa-
Entao, tem-se que

Zns1 = ¢("(P)) — Pnnr
= ¢(2n +Pn) — Pt

= ¢(Pn) = Prs1 + (Dpa(9))(2n) + ¢(2n + Pr) — ¢(Pn) = (Dp, (9))(2n)
onde D,, ¢ a derivada de Fréchet de ¢ em relacdo a pj.
Fixando
gn(zn) = {0(pr) — Prs1} + {6(2n + pn) — &(pn) — (Dp, ())(2n)}
tal que

Zn+1 = (Dpnﬁb)(zn) + gn(zn):n =il sV —1s (4-63)

Seja Z = (20,21,...,28) ERM1 e §={2:]|2,| <, 0<n <N} S

um subconjunto convexo compacto de R™N+1),
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Entéo, usando (4.58) e o lema 2, tem-se

AF

unsrl] < H(1+Ciﬁ)e_§('w+l)7””0”

=0

N
g H(1+q\/?] e SWN=kDT 1 py 3 [+ [ B |- (4.64)

1. =k

M=

o
Il

Mas (14 ¢ /7) < e%V7, ou seja,

N N
H(l +¢ 7)< Heq V7 — Ttk ) VT
I=k 1=k

de forma que
Nuwas | < e('z:ﬁ‘;oq)ﬁ—awmr]]%”

N
N P
+ Z eZimp ) VT-SINZREDNT W B 1 || B |- (4.65)
k=1

Define-se T : S < R™¥+1) como a seqiiéncia obtida de (4.58) (propa-

gacdo para frente) usando (zy,...,2x5):

T(2)n = (Dp,0)(zn) + gn(2n)-

Observando a construcao de T', é facil ver que a aplicagao é continua. Aplicando a

estimativa (4.64) a seqiiéncia (%, ..., zZy) em (4.58) obtém-se que
ITE)oll = Il (Dpe®)(20) + go(20) |
N
NTENI < [JA+avm) e ™75 ||
=0

hf

N
+ 3 TIa+eavm) e @407 || gy () Il + [l gn(aw) |

k=1 l=k

e, novamente,
ITE) x| < eEmoadVT-S(N+107|| 4 || (4.66)

N
+ 3 eTRVFSNRDT | g (1) ||+ ] gn(an) I
k=1



106

Agora observa-se que

192(Z2) Il < |1 (pn) = Prtr || + | 6(zn + pr) — é(pn) — (Dp. ) (20) ||
< \ﬁ/\;z 3 ” ﬁb(zn +pn) - ¢(pn) - (Dpn¢) (zn) ” (4-67)

Do teorema de Taylor [15],

6nt ) =9 ()~ (D) () = 5 [ (Dhsonn®) () a0 (469

e usando o lema 3 chega-se a conclusao que

qu(zn +pn) - ¢(zn) i (-D n¢) (zn) ”

IA

1 ! y
5/ /7| 20 ||2d 06

0

c|| zn || (4.69)

IA

De (4.67) e de (4.69) obtém-se que

[ gn(z0) | < VA2 + €,

ja que, por hipétese, || z, || < e. De (4.66) conclui-se que

N+1

NT(E) ] < C(Z;“;Dc;)\/?—é(N+1)re % ZB(E,N__.;,::;)\/-F—J(N—I:HJTC (A;f re E2)
k=1
T a)VT
< e(ZiloedVT-8(N+1)7 ciia—:_—)-— (A2 + 62) (4.70)
De acordo com a hipétese,
-
5 _cz-
2% =T

que conduz a

o
ITG)n || < W74 ¢ ;—_ (322447

Como 7 = L, a estimativa (4.71) fica

=

HT(Z)Nng“'”e-i- (/\_2-!-6 ) -

0T
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Novamente, de acordo com a hipétese tem-se que

2 2
IT@Ew || < e Te+ ===
Escolhendo
T_4ece
=

e T suficientemente grande tal que e*=97 < %, pode ser estabelecido que
TGNl <€
Portanto T : S < S e o teorema do ponto fixo de Brouwer [17] assegura

a existéncia de z € S tal que T'(Z) = z. Examinando a construcao, isto significa que

quando se toma p = pg + 2y, tem-se
1¢"(@) —pnll <
o que completa a demonstragao. a
Examina-se agora um exemplo,

e — -1
Ay =€ ou e=A,

Sabe-se que em trés dimensdes A\, ~ m3 [58], [37] (essencialmente um

resultado de Weyl sobre distribui¢des assintéticas de autovalores) e entdao

Fixando, por exemplo,

entao

4]
3
-.*
2
B

é um tipo de condicao de CF'L (relagdo entre as discretizagées espacial e temporal).
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Acredita-se que as estimativas obtidas aqui podem ser melhoradas se
uma metodologia um pouco diferente for utilizada. Em geral, os trabalhos encon-
trados na literatura, como o de Ostermann e Palencia [40], assumem um tipo de
condigao de hiperbolicidade, ou seja, existéncia de clara separagdo entre as compo-
nentes estavel e instdvel do problema (o que é crucial para qualquer andlise baseada
em “shadowing”). Nao obstante somente solugdes mais regulares de muitos dos pro-
blemas praticos, como as equacoes de Navier-Stokes, por exemplo, satisfazem esta
condicdo. Conseqiientemente, ao invés de propagar a solucdo apenas para frente
como ¢é feito aqui, é necessario propagé-la para frente (sobre a direcdo estdvel) e

para tras (sobre a diregdo instével).

Por esta razao, algum tipo de estimativa a posteriori precisa estar en-
volvida, mostrando a separagdo do espectro pelo menos para a solugao calculada
numericamente (ja que muitas vezes nao ¢é possivel assegurar que esta condicdo seja
satisfeita para a solucao analitica- estimativas a priori). De fato, estas estimati-
vas a posteriori podem ser obtidas para algumas soluces da equacdo de Burgers
(com condigbes de fronteira regulares, por exemplo, como ¢é feito aqui), conforme
estudos realizados computacionalmente e mostrados nas figuras 4.3 a 4.6, onde
L = minpe(x)>0 — MaXpge(x)<o (diferenga entre a parte real do menor autovalor posi-

tivo e a parte real do maior autovalor negativo).

Alguns testes foram efetuados para a equacao de Burgers com diversas
condicoes de contorno (figuras 4.3 e 4.4). A solugdo numérica foi obtida com o mesmo
método simplificado de Runge-Kutta descrito no capitulo anterior. Através das
rotinas SGEHRD e SHSEQR da biblioteca LAPACK e de um cédigo implementado
em FORTRAN 90, os autovalores para uma linearizacao da equagdo de Burgers

foram calculados.
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s+ -

Fig. 4.3: Evolugao de L para a linearizagao da equagao de Burgers com condigio
inicial ug = 1 ao longo do tempo.

350 T T T T T == T T T

250 + B

150 -

o 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 60000 80000 100000

Fig. 4.4: Evolucao de L para a linearizacao da equagao de Burgers ao longo do tempo
com condic¢do inicial varidvel.

Os gréficos mostram que existe uma clara separa¢ao do espectro, ja
que os calculos foram efetuados em dupla precisao. Neste caso, o € da maquina é
da ordem de 107" e para que um valor possa ser considerado diferente de zero, ele
deve ser maior do que y/e. De fato, pode ser observado (especialmente nas figuras

4.5 e 4.6) que esta condigao ¢ satisfeita para os testes realizados.
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0.025

Fig. 4.6: Ampliagao da figura 4.4 perto de L
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O objetivo central deste trabalho é aliar a aplicagido de sofisticados
métodos numéricos a sua analise do ponto de vista da teoria matematica. Escolheu-
se problemas fisicos que possuissem boas propriedades analiticas (no caso do tubo
de choque, este possui solugdo exata e no caso da equacao de Burgers, esta pos-
sui solucgdes globais suaves) e que ao mesmo tempo apresentassem, em uma escala
menor, é claro, as mesmas caracteristicas dos problemas sofisticados que sao alvo
do interesse nao s6 de pesquisadores, mas de industrias e de 6rgaos de seguranca

internacionais.

O método numérico escolhido para simular o escoamento no interior
do tubo de choque e para calcular a solugao da equacdo de Burgers (neste caso,
como a dissipacao natural estd presente, nao se fez necessdria a adi¢do de termos
de dissipagao artificial) ¢ basicamente 0 mesmo que comecou a ser desenvolvido ha
aproximadamente vinte anos [26], que veio sendo aperfeicoado e que hoje em dia é

empregado para calcular as propriedades aerodinamicas de aeronaves [44].

Para o problema do tubo de choque, este método nao se mostrou tao
eficiente como para os casos em duas e em trés dimensoes divulgados na literatura
especializada [24], [25]. Isto acontece provavelmente devido 4 malha, pois sabe-se que
esta também introduz dissipacdao em um esquema. Com a malha em uma dimenséo
apenas, o efeito dissipativo inerente a malha nédo é tao efetivo. Conseqiientemente,
apenas a introducdo de termos de dissipagao artificial e o0 método de marcha no
tempo com propriedades de relaxacdao (amortecimento das altas freqiiéncias) nao
sao suficientes para amortecer as oscilagoes causadas principalmente por fenémenos

nao lineares, como as ondas de choque.

Sabe-se que esquemas do tipo TVD forneceriam melhores resultados
[18] (praticamente livres de oscilagdes) se aplicados ao tubo de choque, mas estes

tornam-se caros em trés dimensoes. Nestes casos. esquemas semelhantes ao que é
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estudado neste trabalho (otimizados) apresentam resultados excelentes - em termos

de qualidade e de custo - mesmo para geometrias tridimensionais complexas.

Entretanto, a dificuldade em encontrar trabalhos que analisem rigorosa-
mente estes esquemas é grande. A maior parte dos trabalhos existentes volta-se para
a analise de esquemas numéricos que satisfacam as propriedades TVD, as quais em
geral ndo se aplicam aos esquemas que exigem a adigao explicita de termos dissipa-
tivos, principalmente quando estes termos sao tratados na forma escalar (dissipacao

artificial).

A 1ltima parte deste trabalho é uma tentativa de iniciar um estudo
analitico-numérico destes esquemas sofisticados. O resultado apresentado aqui para
o método de Runge-Kutta é restrito, pois considera-se apenas a semi-discretizagio
de um problema linear evolutivo em dimensao infinita baseado em estimativas a
posteriori. Para analisar matematicamente o problema, conforme ele é implemen-
tado no computador, serdo necessérias ainda algumas etapas envolvendo a aplicacio
das idéias da teoria de “shadowing”, especialmente de “shadowing” finito, em uma
extens@o da andlise preliminar que é realizada neste trabalho para a equacao de

Burgers.

Desta forma, o presente trabalho reuniu discussoes e métodos em dife-
rentes areas, buscando entrelacd-las. Analisou-se o fendmeno fisico - o escoamento
em um tubo de choque: um problema unidimensional aparentemente simples, mas
que pode servir como um modelo bem simples para a reentrada de espagonaves
na atmosfera terrestre, por exemplo. A solugdo para este problema foi estudada
analitica e numericamente, sendo que foram obtidas a solu¢do exata e aproximagoes

para esta (via método numérico).

Empregou-se um esquema numeérico de solugao comprovadamente efi-
ciente para escoamentos em duas e em trés dimensdes. Kroll e Rossow [32] apresen-
tam o resultado para uma simulacao do tubo de choque também com este método.

porém com o acréscimo de técnicas de acelera¢do da convergéncia. O resultado
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deles apresenta menos oscilacoes do que aqueles apresentados no capitulo 3, o que
provavelmente se deve as técnicas de aceleracao da convergéncia, que tratam justa-

mente do amortecimento do erro.

Analisou-se a ordem de convergéncia para um esquema semelhante ao de
Runge-Kutta simplificado descrito no capitulo 3. As condig¢des para obtencao deste
resultado sao ainda restritas e, portanto, precisam ser estendidas para situagoes mais
gerais, que incluam problemas reais, de interesse técnico. E, finalmente, empregou-
se a teoria de “shadowing” a um protétipo, a equacao de Burgers, observando-se
que as estimativas obtidas aqui sao apenas o comego de um longo trabalho, que
sem divida renderd anos de pesquisa e trard importantes contribuigGes ao estudo

de convergéncia de métodos numéricos para equagoes diferenciais parciais.

Neste sentido, dificuldades maiores serao encontradas em problemas
de interesse pratico, como aqueles em Dindmica dos Fluidos Computacional. As
equagoes de Navier-Stokes nao possuem solugao analitica, salvo para alguns casos
particulares, o que sugere a utilizacao da teoria de “shadowing” a posteriori, mas
sem deixar de lado algumas estimativas a priori com as desigualdades de Sobolev,
como é feito para a equagdo de Burgers no capitulo 4. Além disto, em regimes de
turbuléncia, por exemplo, as dificuldades de utilizacdo da teoria de “shadowing”
crescem, pois a separac¢io no espectro, relacionada com a hiperbolicidade, torna-se
cada vez mais ténue. Isto implicaria na necessidade de, naquelas regices onde esta

separacdo é (praticamente) inexistente, empregar a teoria da variedade central.
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