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RESUMO

-

A hroposta principal desta.dissertacdo € provar
a existéncia de medidas invariante absolutamente continuas
para uma classe de fungGes mondtonas por partes com um ndme
ro finito de descontinuidade mas o resultado pﬁde ser esten
dido para’fungﬁes monétonas por partes com um ndmero infini
to de descontinuidades. | '

0 método de prdva explora a existéncia de pon-
tos fixos para o operador de Perron-Frobenius e utiliza 0

Teorema de Helly e o Teorema Ergddico de Kakutani-Yosida.



ABSTRACT

The main purpose of this dissertation is to
prove the existence of invariant absolutely continuous
measures for a class of piecewise monotonic functions
with a finite number of descontinuities but it can be
extended to piecewise monotonic functions withlinfinite_
numbers of descontinuities.

The method of the proof explores the existencé
of fixed points to Perron-Frobenius operator and employs

the Helly's Theorem and the Kakutani-Yosida ergodic Theorem.



A relagdo entre o problema proposto e o operador
de Perron-fFrobenius é a seguinte: se f € L1[0,1], f*_ é um
. - * *
ponto fixo de PT , OU seja, PTF =f , entdo a medida defi-
nida por

u(A) = L £ dm

€ invariante poi T . Por outro lado, se u € uma medida in
variante para <t , absolutamente continua em relagdo a Lebes
gue, entd@o, pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe f*€L1[UJ1,

tal que para todo conjunto mensurdvel Ac[0,1] ,

pu(A) = Ll £  dm ;

*

neste caso PTF* ™ &

AR seguir, definimos a classe de fungles com a

gual trabalhamos.

Definigéo: Uma aplicagdo +t:[0,1]-[0,1] €& dita de classe
C2 por partes se existe uma partigdo 0::aox 87< ... < ap: 1

do intervalo [0,1], tal que a restrigdo T; de 1t ao inter

valo (ai;1,ai) € uma fungdo de.classe Cz que pode ser es

tendida ao intervalo [ai-l’ai] como uma fungédo de classe C2.

Ndo exigimos que <t seja continua nos pontos agr@q,- .,ap.

0 teorema principal desta monografia estabelece
a existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas

em relagdoc a medida de Lebesgue para a classe das aplicagdes

:2

T € por partes tais que inf|t'| >1 e tem por enunciado:

Teorema A

2

Seja w%l0,1]+[a,1] € por partes e tal que inf|t'| >1.



0) Ent3dg para qualquer fE€ L1[D,1] a sequéncia
n-1 :

1 Z K

— P T

n k:U fz 1

converge na norma do L1[D,1] para uma fungdo £ € L1[0,1].
A fungdo f* tem as seguintes propriedades:

1) se f>0 entéo f*_zo
2) j1 dm = j1 fdm

, 0 0

*

3) P f = f
T _

4) A funcgdo £ & de variagéb limitada e existe uma constan.

te -C , independente da escolha da f inicial tal que:

1.
vV o< c|f
0
1
Por V designamos a variagdo de uma fung3@o do intervalo [0,1].
0 : .

0 Teorema serd generalizado para uma classe . de
fungBes mais ampla (Teorema B). Primeiramente, ndo precisa-
mos ter necessariamente inf|t'| >1 , pois podemos substituir

esta condigéo-pela'existéncia de um natural Ny tal que

ihf|t1n0);| >1 . Neste caso, continuam vélidos os mesmos re-
sultados do Teorema 3.

o Em segundo lugar, estendemos o resultado parauma
classe de fung®es com um conjunto enumerédvel de descontinui-

dades.

Definigdo: Uma aplicagdo <t: [0,1]-+[0,1] ¢é dita contavel-

2

mente C por partes se existe uma sequéncia de intervalos

fechados b; i=1,2,..., dois a dois disjuntos, tal que



),

m(a;) =1, isto &, m([0,11\\D 4;) =0 e a restrigdio =

& l=1 i
de 1t ao interior do intervalo ai é 02 » podendo ser es
tendida como fungao c2 ao 4A; . No conjunto [0,1]\uai 0S

valores de <t s&d@o arbitrdrios.

Modificando a prova do Teorema A estabelecemos o

Teorema C

Se t:[0,1]-[0,1] for contavelmente C2 por partes ,

inf|t'| >2 , sup|t"| <= e Ti(ai) =[b,1] , exceto para um

nimero finito de intervalos .ﬂi , entdo temos 0), 1), 2), 3)
e 4).

Como veremos ao longo do Erabalho, caso tenhamos
Ti(&i)=:[0,1] para todos os intervalos da partigd@o, podemos
substituir a restri;éa. inf|t'| >2 por inf|z'|>1 no Teo
rema C. Obteremos o Teorema D.

Além destes teoremas estabelecemos, através de
um exemplo (exemplo 1), a necessidgde da hipétese no Teore-
ma A que inf|t'|>1 . Existe T c? por partes sem medida
invarian@e absolutamente continua em relagdo a Lebesgue quan

do abandonamos a restrig#o inf|t'| >1 , ou a existéncia de
No. .
n, - natural tal gue- infl(t 7)'|>1
Através de um outro exemplo (exemplo 2), estabe

lecemos a necessidade no Teorema C da restrigdo que exige a

imagem de T pelo intervalo ag "da partigdo igual ao [0,1],

exceto num conjunto finito de intervalos A; . Novamente, a

presentamos aplicagdes contavelmente C2

por partes ndo res
tritas a condigdo acima que ndo possuem medida absolutamen-

te continua invariante.



Na segdo 2 estudamos a definicd@o do operador de
Perron-Frobenius e analisamos algumas propriedades deste ope
rador. Alguns resultados necessdrios posteriormente s&o apre
sentados e demonstrados.

Na secdo 3 provamos o Teorema A: A seguir, apre
sentamos o exemplo 1.

Na ‘segdo 4, demonstramos as generalizagdes ex-

pressas pelos Teoremas B e C e apresentamos o exemplo 2.



SEGAD 1

0 priméiro grande resultado em Teoria Ergddica
foli apresentado em 1931 por G.D. Birkoff, que mostrou que
se T:(X,B,m)~ (X,B,m) €& uma aplicagdo que.preserva a me

dida m , onde (X,B,m) € um espago de medida p-finito e

n-1

fe€ LI(X) entédo- % [ F(TH(x)) converge quase sempre (g.s)
L=0 _ I

para uma fungdo £ € L1(X) . Se m(X)<ew entdo I Fdm =

X
:.k fdm . Para obter um fesultado agﬁardado pela Mecéanica
Estatistica, Birkoff teve quelcolocar uma restrigdo a mais
sobre T . Seja (X,B,m) um espago de_probabilidade, isto
é, m(X)=1 . T ¢ dita ergédica se os Unicos . subconjuntos
invariantes por T em. X s#o0 os conjuntos de medida nula
ou de medida um, isto é, se T_1(B) =B , para B subcon-
junto mensurdvel de X , ent3o- m(B) =0 ou m(B) =1 . Ca-
so T seja ergédica entdo f* & constante quase semﬁre
e f%::j fdm (q,s).'Se (X,B,m) é um espago de probabili-
X _ . ;

dade entdo lim % -z f(Ti(x)):=j fdm q.s.
' nse  i=0 X '

Um exemplo ou aplicacdo simples da Teoria Ergg

diga & Teoria dos NUmeros é dada pela aplicagdo 1 :[0,1]»

- [0,1] B por partes:
2x% se 0«< x}-l
- 2
2x-1 se -lc x < 1
oSS

0 nosso Teorema A assegura a existéncia de uma

medida invariante para =t ; aqul n&do é dificil ver que a

@RS A
\j‘flﬁs m\_\ﬁ N
arTEA Bﬁcl-_-qoa\h\- pe M



prépria medida de Lebesgue é invariante por <t . Além disto,
Tt € ergddica. -

Se A € o conjunto dos pontos do intervalo [0,1]
que tém uma representag8o bindria Gnica entZio m(A) =1, m &

a medida de Lebesgue.
a a

Seja XEA , e X='—Ql+'-%+—;+...+—2+... sua
2 2 2
a, ag i
representagdo bindria. Entdo t(x) S i R AR e i
: ' 2 2

Pelo Teorema de Birkoff, se X[3,1] € a fungdo caracteristi
, ' »

ca do intervalo [l,1] entdo

n-1
lim % z X (tl(x))=J-1.X clm:-% (q.s)
N-+o i=0 [%,1] ‘0 [%,1]
n-1
1 Z X (t*(x)) representa a proporgdo de 1's que apare

" i=0 "[%,1]
cem nos H primeiros digitos do ndmero X . A conclusdo é
que a frequéncia de 1's na expressdo bindria de X é- %. By
e ;esultado ¢ conhecido como Teorema de Borel sobre nlmeros
normais. '

A classe de fungﬁeslpara a qual estabelecemos a

existéncia de medidas invariantes n3@o contém apenas aplica-

¢Bes ergddicas como podemos ver neste exemplo simples:

2X 05_x5i%
) 1 1 -
T(x) = =-2x+1 7iX%%
z 2x-1 -l< X < 1
i Sa ks



Uma outra aplicagd@o que se adapta ao conjunto das
fungdes estudadas por nés € a aplicagdo de Gauss ¢ : [0,1] »

+ [0,1] definida por

NN W
{P(X) = -)-(- - l:;il
1 1

onde &J represénta a parte inteira de <
A aplicagédo ¢‘ ¢ contavelmente c2 j& que em cada interva-

: 11 .
lo (k+1’k] para k= 1,244 Lemos

p(x) =

x| =

9
-k ] Cp'()() = =
: xz

Quando x se aproxima de 1 a derivada em mddu
lo se aproxima de 1 , mas jé @2(x) tem derivada em mdédulo
maior que 2

, portanto ¢(x) =%-1 < % ,

N W

2 = =1
Se '3"3"51 , .entdo 1i§<

Como |¢’(x)|=-%§ , entdo  |e'(e(x))] = L >4 , logo

X (¢(x))2
1(2)" (x)] = |9' (9(x)) .0 (x)]| >4 >2
: 2 " 9 ' . . ; 9
Se x<3, entdo [ (x)]| 27 , logo [¢'(e(x)).e"(x)]| >7>2.
Podemos computar o operador de Perron - Frobenius
para esta aplicacgdo '
P,F(x) =g | © £(s)ds
@ T odx _'1
® [0,x]

‘ i -1 .
B f(x) 'dd—xz [o () ¢(s)ds = ), Flo™ T (x)). (™) (x) q.s.
¢ k=1 ‘0 k=1

Pf(x)zz LS .
(p k=1 . X.+k (x+k)2

isto para toda feL_([0,1]). Lm([0,1])ng([0,1]) € 0 sub-



espago das fungBes f cujo supremo essencial |f|_ é fini
to.
Nao é dificil lembrar-se gque:

" o

) 1 I
e (x+k+1) * (x+k) 7 x+1
1

3 g p *
A idéia € que a fungdo f (x) =3—

€ ponto fixo-de 'F’(\0
Como veremos sendo £ ponto fixo de P¢ entdo a medida

definida por
u(A) = j T}Y dx
A

é invariante por o

Colocamos, na verdade, “(“)==1§Lz I le dx , para gue
. " A

U([Oy‘]]) = 1
A aplicagdo ¢ € ergddica (ver ref.[4]).

-

A aplicagdo de Gauss é importante pois aparece

na expansdo em fragdo continua do qdmero' x com O<x<1
_ =] _ 1
r_l‘l + glx) N; #———m——5— ;

etc

1 1
onde n, = %J , n2:_kﬂ75] ete,

Se x & irracional entZio ¢"(x) ¢+0 , pode-se as

sociar a sequéncia NisNoyev. @O ndmero x , e provar que:
x = 1lim L 3
k- Ny + 7
i
% +
—
k-1 n,
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Uma pergunta que se pode fazer: com qual frequén
cia um ndmero k aparece na expansdo continua de x?

Em outras palavras qual o

N-=co

n-1
1im 1 Z X
N 40
- [k+1’k

i .
1 1](cp (x}) =9

Pelo Teorema de Birkoff, podemos responder, que
em relacdo a medida u , para quase todo xE€ [U,i]

n-1
1
w L ¥ i M (K 1 1

i g L X[1 1:](cp cx))_Lx[1_1](x)dx_j ox

N-+co o B i 1 log2 * 1+x
E-l-‘l’k ' k+17K k_
+1

1 (k1) =
~log2 k(k+2)

Como a medida u e a medida m de Lebesgue sdo
equivalentes, o resultado vale quase sempre em relagdo a me-

dida de Lebesgue.
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SECAO 2

Notaremos o operador T. por PT,‘onde v+ [0, 1]
-+ [0,1] € uma fungdo ndo singular, mesurdvel a Lebesgue. O
indice 1t em B € para frisar a dependéncia do operador
em relacdo a fungdo 1 . P é definido como:

Pt La[0,1] + L [0,1]

, .
PJ:aJ'~1 Fdm
v [0,x]

A seguir analisamos esta definig&o.

Lema 1

Seja t:[0,1]1-[0,1] mensurdvel. S3o equivalentes as pro-
posigles:

i) se m(A)=0 entdo m(t”'(A)) =0

ii) ve >O', 3§ >0 tal que se' m(A) <8 entdo m(r'i(ni)< €

para todo o mensurdvel A

Prova: Provemos que i) implica ii).
Suponhamos que a proposicdo ii) n#o seja vélida entZo exis-
te Ed >0 tal que qualquer que seja nEN ,ryi1 , existe

conjunto mensurdvel A~ com m(nn)<-J- e m(T"1(An))_3e

on o’
Seja A=1lim sup A_ = Ry A | » como
n=1 |k=n
U Ak55[0’1]' entdo m( A ) <1 . Além disso,
k=1 k=1
L:)1 A kLé A »--- etc é uma sequéncia decres

te de mensurédveis entéao

: S o
g;.\cﬁ-&& WS
6% o P
Y wWh SEQOQ*
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m(A) = lim m(U P«k)

N-+eo k:!‘]
mas m(\J A, )< —+ %
U _k —-2n 2n+1 2

5 1
lOgO m(ﬁ) =1im -n—_1

N-+oo 2

=0 , ou seja, m(A)Y =0

Por outro lado, T"1(A) = N
n=1 K

-1
T (ﬁk)}

g LED

Como t:[0,1]-»[0,1] entdo U TF1(Hk)Ei[U,1] portanto
k=1 . ' '

m( U r'1(Ak))5_1 . Da mesma maneira, ent#o,
k=1

n

lim m( U T-'I(Hk).')-

m(t™ 1 (A))
: N-rco k=n

m(t™1(a)) > lim sup m(r"1(nn))

N—+c

m(t"1(A) > e,

Ora isto contradiz i) pois m(A) =0 e m(r_1(ﬂ))_2€0 >0

Concluimos, portanto, que i) implica ii).

Provemos que ii) implica i).

Para todo A mensurdvel, dado "e>0 , por ii), existe §>0
tal que se m(A)< § entdo m(r"(n))< € . Ora, se m(A)=0
entdo m(T'T(A))< ¢ para todo € >0 portanto mtfq(n))=0.

Se fE&E L1[0,1] entdo expressamos f = Fro¥

onde

f(x) se f(x)>0 -f(x) se f(x)< 0
fH(x) = : e f(x)=

€] se f(x)<O 0 se f(x)>0
Lema 2

Seja -t :[0,1]-»[0,1] hensurével. Séo'equivalentes:
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i) se m(A)=0 entdo m(t"'(A))=0
ii) para toda fE|_1[0,1] entdo a éplicagéo
T : [0,1] » [0,1]

TR i J fdm
1[0,x]

€ absolutamente continua.
1) = ii)
Suponhamos f >0 . Dado € >0 , sabemos que exis

te n>0 tal que se Bc[0,1] com m(B)<n entdo

J.B fdm< €

Pelo lema 1 existe 6 >0 tal que se m(A)< & entédo

n . n
j£1 (tj-sj)< § entdo m(j:ﬂ (sj,tj])< § logo
n 1 '
m(U 17 '(s;,t.])<n de onde temos f Edin< .
J=1 J J n
s
JLj](SJ 'J]
Em outros termos, i
' n N
| fan= 2| fdm= 3 |J _ fdm_J' fdm|<e
n j:1 _1 ju=1 =4 i
) (s.,t,] T (sj,tj] T [U,tj] T [U,Sj]
3= JJ .

ou seja, T & absolutamente cpntinua.
Para uma fungdo fE|_1[0,1] que ndo seja necessariamente
positiva ou nula nos utilizamos de f* e f~ pois, pelo
resultado acima

& Ay B, . _
x€[0,1] — J f dm e x€[0,1] ——-+J‘ f dm

| t'0,x] " '[0,x]

s@o absolutamente continuas e disto concluimos que
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T(x) =T, (x)=T_(x) = fdm - Fdm = Fdm
T_1[0,x3 T—T[U,X] T-T[U,X]

também é absolutamente continua.

Provemos agora que ii) '» i)
Supondo ii) temos que se f=1 entdo a aplica
ca8o T(x) :m(tf1[0,x)), x€[0,1] ¢é absolutamente continua
Dado € >0 existe &§>0 tal que se '{(xi,xi)}  JEE e
n

é uma colegdo de intervalos com z Tl wa)oe®  aokls

. : i
=1

n

) 1T - T(x) | <€

i=1 :

Seja Ac[0,1] tal que m(A) =0 . Podemos es-

colher uma colegdo de intervalos In =(anJ%9 com N=0,1,2;..
con AcU (a,,b) e ) (b -a)<s
n=1 n=1
N
Neste caso z (Dn-an)< § para todo N=1,2,... eﬁtﬁo
n=1 '

Im(z7'[0,b_ 1) -m(x"'[0,a )| <€ , ou seja,

e )

N =rE ==

=Y

m(T'1[an,bn])< € , UNEN

=
——b

[==]

I ‘ '
Logo, m(#ﬂ T (an,bn)) ; X T (a

1 n=1

Podemos concluir que 1_1(LJ (an,bn))g_a e como
Nn=1

n,bn) entdo T-1(A)5_e , 1sto acontece para qual

quer € >0 logo Ay =0
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Os lemas 1 e 2 permitem esclarecer e justificar

a definig¢do do operador PT . Sendo T(x) =j fdm ab-
T—][O,X]

solUtamente_contihua pelo Teorema de Lebesgue, T' existe

quase sempre no intervalo [0,1] e é integré@el no mesmo. Po

demos, portanto, definir o operador: P. do L,[0,1] no
2y s ; i _d _
L,[0,1] como P _f=T', isto €, P f=5= j~4 fdm
v~ [0,x]

A seguir apresentamos uma série de propriedades
do operador PT essenciais na seqﬂéﬁcia do trabalho. Nota-
remos estas propriedades pelas letras maidsculas A,B,C,....
através das quais citaremos as correspondentes propriedades

quando necessdrio.

A) para todo x€[0,1] , Ix p_fdm= fdm
' 0 1"1[0,x]
Sendo TCx)z.[ fdm absolutamente continua e T(0) =0
1_1[U,x] -
entdo Jx PTf(s)ds=.Ix TY(s)ds = T(x)-'T(D):'T(x)z-[ :Hs)ds
| 0 0 _ 110, x3
Particularizamos este resultado observando que
-lrne ' 1 y i P
t71[0,1]=100,1] 1logo J' P_fdm = fdm=[1 fdm

0 1_1[0,1] 0
B) PT € um operadof linear.
Se f1,f2€|_1£0,1] e P%f1= Ty e PTf2==Té
onde T1(x) =J- f,dm 2 Tz(k) =J. fzdm entdo

= -1
T  LO;%] T Lhs]
d
PT(cf‘1+f‘2)(x)=aI 1 (cf, + f,)dm
' v [0,%x] _
I J
=dx |© f1¢m+f fdm

©'00,x] “t7[0,x]



(x) + Tp(x)]

_cT"(x)+T’(x)

= cP_f (x)+P Fz(x) (g.s)
Portanto, Pchf14-F2)= cPTF1+-PTF2
C) P,f>0 se f>0
Se x<y , x,y€[0,1] entdo T"1[O,x]ET_1[D,y];
como f >0 , temos T(x) = fdm < it = TEY) 5
okl o,k

ou seja, T € ndo decrescente.

T'(x) =P_f(x) >0 onde existe.

D) se feL'[0,1] entdo [P f]<|f]

norma do L'[0,1] .

IP_fll = j1 P f|dm—j1

= !

0

.3J"'

0

<[

0

<!

0
ou seja, |IP Il <|f]

E) Do item D, concluimos: P_ 6 um

L.|[0,1].

F) Qualquer que seja A

lo [a1] temos I P fdm:tf
‘ ‘ 8 ¥ ail
T (A)

zagdo da propriedade (A).

fdm

Concluimos disto que

onde denota a

|PT(f+—f_)|dm
+ —_—
|Ptf -P_f"|dm , por B.

(PTF++PTF')dm , por C.

i m-\u'[‘I f"dm -, por A.
o

|f]dm' ;

continuo

operador no

subconjunto mensurdvel do interva

Esta € uma generali



17

Dada f€L1[0,1] , T >0 temos Pszo e
PTfEI_1[O,1] portanto para todo o €>0 existe § >0 tal
que se Bc[0,1] mensurdvel e m(B) < 3§ entio I P_fdm <e

B8

e j fdm< e . Pelo lema 1, podemos escolher &' >0 ‘tal
B

que se B ¢é mensurdvel contido no [0,1] com m(B)< &' en
tao m(1_1(8))< § . Se A ¢é um mensurdvel do [0,1] existe
uma familia de intervalos In y A= 1,2;..., disjuntos dois

a dois, tal que Ac U I e m(U INA)<min(8,8).
n=1 n=1

n
1 L==]
Destas consideragfes derivamos m(t™ (U INA))<S$
- Nn=1

e portanto - fdm< ¢
: -1
¥ (éi1 In\g)

Todavia, ~1(U INM=( 1t (I)0N\r (A

E disto concluimos que

_oiJ’m fdm -j_dem< e . (1)
Th - S I
n=1

Repetindo a argumentacfo para P.f novamente, como

m(rt,ll1 I\A) <68 entdo J'm Pofee
U I-\A
n=1
ou seja,
0 < jm P fdm - '[n P fdm<e . (2)
L) I
Nn=1 nm
PoTém J' fdm = J' P fdm:J’ P_fdm
" - o .
n=1 n=1

Reunindo (1) e (2) obtemos:
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< Z2€e .

IJ Prfdm-f fdm
A vy

qualquer que seja o € >0 . SO podemos ter, entdo,

LxPdem =.£_1(H) fdm

Se f & qualquer funcéo do L'[0,1] entdo

fom ftam - J £~ dm
= 1(a) = LLAs T V(a)

f P fYdm - j P £ dm
n T A A T

.
LPT(f - f7)dm

n

[ P fam
T
0 resultado é vdlido em geral.

G) Se P_f=f entdo a medida u(n)zzj fdm , definida sobre
A
os mensurdveis do intervalo [0,1] , é invariante por =t |,

pois u(n):j prdm=J' fdm = u(t™1(A))

A ()

'Assim, o problema de provaf a existéncia de me-
didas invariantes absolutamente continuas pode ser substi-

tuido pelo problema de mostrar a existéncia de pontos fixos

para o operador de Perron-Frobenius.

H) Digamos que I tenha uma medida invariante u absoluta
mente continua em relagdo a Lebesgue, pelo teorema de Radon-

Nikodym, existe f*EI_1[D,1] tal que u(n):;j £ dm para
A

todo o conjunto mensurdvel A contido no intervale [0,1].

: w1 ; « X
Como wu(x” "(A)) =u(A) , ou seja, j f dm = f dm , e
t(n) . )
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j f*dm:j PTf*dm entdo J' f*dm;J' p £ dm . Disto conclui
T—1(A) A A At | -

: X # X * * s - §
mos que J f dm::J PTf dm , entdo P_f =f (g.s), isto §
. 0 . s P,

Fré ponto‘fixo do operador PT . Caso proevemos que PT
ndo possue pontos fixos além das fupgﬁes quase sempre nulas
€ porque 1t N30 possui medida invariante absoluﬁamente con
tinua em relagdo a Lebesgue. |
| Vamos nos deter sobre a composigdo de fungdes
mensurdveis ndo singulares. A'composigéo-de fungBes mensurd
veis ndo é necessariamente mensurdvel como podemos Ver no se -
guinte exemplo: seja Y(x)=x+ (x) para x€I=[0,1] , on
de (x) ¢€é a fungdo de Cantor. Se C. é o conjunto de Can-
tor, ent3io a fungdo de Cantor € constante sobre cada um dos
intervalos que formam o conjunto I\C . Concluimos, entZo,
que ¢ tfansforma cada um dos intervalos que constituem o
INC num intervalo de igual comprimento contido no interva-
lo [0,2]. Portanto, temos m(Y(I\C)) :nﬂi\p) =1 . € disto re
sulfa que m(yY(C)) =1 . Tomando ‘D um conjunto ndo mensurd
vel contido em ¢(C) entdo E :w“i(D)ggc- g€ um‘conjunﬁo de
medida'zero pois m(C) =0 . Seja Xg é fungdo caracteristi
.ca do conjunto E . Tanto xg é mensurdvel guanto w'1 ]
por ser continua, todavia' Xg e¢“1 = Xp néo_é mensurdvel por
ser a funcdo caracteristica do conjunto nédo mensurével D
No entanto, se temos t e u fungdes mensuré-
veis a composigdo Tty € mensurdvel desde que u sejando
singular. Sendo 1 mensqrével temos, para todo o a€R , O
conjunto n:;{x[[(x) >a} mensurdvel, logo ‘A=BuN onde B

é um boreliano e ‘N um conjunto de medida zero. Sendo u
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mensurdvel ndo singular entédo p—1(B) é mensurdvel e

'1(N) um conjunto de medida nuia, portanto u'1(A) =2
t(u(x)) >a} ¢é mensurédvel pois u_1(ﬂ) =u-1(B)lJu—1(N) . BEm
outras palavras "{x|(t s u)(x) >a} é mensurével, ou seja,

(t eu) € uma funcdo mensurdvel.

I) Se v e 4y sdo mensurédveis nao singulares entdo T e p
é mensurdvel n#o singular pois se Ac[0,11 e m(A)=0 en
-tdo m[1'1(n)] =0 o0 que implica m(u-1(1_1(ﬂ))=:0 ; 1s5tp
6, m((ten)""(A))=0 . E claro que P .., estd definido.

Podemos expressar o operador Prou através dos operadores

P e P ’, pois

T H

, |

jo P oy F(S)DS = J’ s
(Ton) [0,x]

j P oy f (808 =j F(s)ds
w0, x1)

X

jo Peropyfis)as =" P, F(s)ds
T [U x]

"

f P i f(s)ds J P (P f(s))ds

portanto' P(Tou)f::PT(Pu(f)) £qS.)

F:zPT(Pu(f)) , ou seja, P,“u:PT °Pu

0 que vamos utilizar particularmente & que se definimos

de onde P(Tou)

t"=tetTe...oT onde T aparece n vezes nesta composi

) n '
cao enFéo PTn:zPT:=Pr oPT S A ..pT

Neste trabalho notaremos as fungfes de varia-

¢do limitada de um certo intervalo [a,b] por BV[a,b] . A

variagd@o de uma fungd@o g definida em [a,b] serd notada
b

por V g . Se g € de variag#do limitada em [a,b] e
s :
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_P: {a= 20< Xq< een <X = b} wuma partig&o do intervalo defi
nimos K | |
+ , -
P=z [g(xi) -g(xi_1):| , N-= Z [g(xi) -g(xi_])} e
'j.=1 i=1
b k
v(g,P) = E: la(x;) -g(x;_,)| neste caso ainda definimos
& 3=1
b b b P
Py=sup P, Na==sup N e Vg = sup V (g,P)
P = a P a
Lema 3

seja g:[a,blc[0,1) > R e seja §:[0,1]1+R definida de
tal maneira que @g(x)=g(x) se x¢€[a,b] e g(x)=0 se
x¢ [a,b] . Se g € de variacgdo limitada em [a,b] entdo §

1 b
é de variacdo limitada em [0,1] e VG < Vg+ |[g(a)| + |g(b)]|.
; 0 a

Prova: Suponhamos O<ac<b< 1 e seja P uma partig3o gqual
quer do [0,1]. Se tomamos Q=Pu{a,b} esta é uma parti-

¢cdo mais fina que P logo:

1 a b 1
v(g§,Q) = v(g,Q) +Vv(g,Q) +Vv(g,b)
0 0 a © b

5 .
[g(a)| + v(§,Q) + |g(b)]
a ;

| A

b
lg(a)| + vg + |g(b)]|
a

; 1 2
mas V(§,P)<V(g§,Q) qualquer que seja P partigéo de [0,1]
0 0 E

1 b
logo V§ < |g(a)| + Vg + |g(b)| . E claro que se a=0 ou
0 a '

b=0 um ou os dois dos termos |g(a)| e |g(b)| estdo sen
do acrescentados em excesso a direita da Gltima desigualda
de porém isto a conserva.

Um resultado bdsico para o presente trabalho é
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o chamado Principio da Escolha de Helly publicado em ' 1921
(ver referéncia [2]), aqui o apresentamos numa versao adap
tada ao uso presente.

Lema 4 (Teorema de Helly)

1
Seja anBV[O,H tal que V f_ < K , UnEN e f,(0) = 0.

0
Ent3o, existe uma subsequéncia (f, ) de (f,) e existe
: ” '
‘I 4
f €BV[0,1] com Vf<K tal que f, ~ converge pontualmen-
0 K
te para f em [0,1] , isto é, fn (x)=> f(x) , vxe[0,1].
. : i k - )

. Provamos o teorema primeiramente para fungGes ndo decres-

centes. Seja (f

n) uma sequéncia de fungdes ndo decrescen-
'i L

tes de variag#o limitada tal "que V f,<K , Yn€EN , e ainda
_ 0 -

f.(0) =0 para todo né€N . Seja {r,|n=0,1,...} uma or-
denacdo do racionais do intervalo [0,1] . Temos

3
|, 00| = [ (x) - fn(O)lg_E fo<K

portanto (fn(x)) ¢ uma sequéncia limitada para tode

x€[0,1] , isto implica, se consideramos (fn(r15) ,  que
esta segiéncia tem uma subseqiiéncia cbnvergepte gue notare
mos bor f;(r1) . Tomando (ﬁ;(réj) novamente esta sequén
cia é limitada e podemos extrair dela uma subsequéncia

(fﬁ(rz)) convergente: Continuando e aplicando o processo
diagonal de Cantor encontrémos uma subsequUéncia de fungdes
fg(r) retirada de fn' tal que fg(r)' converge para todo

racional do intervalo [0,1].

Sejam  f(x) = lim inf f7(x) = sup inf {F7(x),...}
N-+co n
e T(x)=1lim sup fg(x) = inf sup {fﬂ(x),...} . Estas fungdes
N-co n
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sdo mondtonas ndo decrescentes em [0,1]. Por exemplo, veri
fiquemos isto para f

se inf{fr(x),...}=a e inf{f0(y),...} =8

n n
com x<y , temos fg(x)g_fg(y) , isto implica a;<By

azf_Bz s» « +8LC. Portante, sup o, < sup Bk ou seja
. k>n k>n

f(x) < f(y)

De maneira andloga se verifica que T ¢é n3o decrescente.
se f(x)=T(x) , ou seja, se (fﬂ(x)) convergir notamos es
te l1imite por f(x) =f(x)=T(x) . E 6pvio que para r ra-
cional dor intervalo [0,1] temos f(r) =Tf(r) = f(r)

Como f e T sdo fungBes mondétonas ndo decrescentes defi
nidas no intervalo [0,1], o conjunto de descontinuidadesde
f e T ¢é finito ou enumerdvel.

Seja y€[0,1] um ponto de continuidade de f e T e (s)
uma sequéncia de racionais convergindo para vy . Entéol
'j(sn)-+£(y) e T(s )»T(y) , mas f(s )=T(s,) 1logo

fly) =T(y) .

Ora, isto naos diz que o conjunté

{yel[0,1]]|f(y) + T(y)}

é finito ocu enumerdvel.
Seja {tn|nEIQ} uma ordenagdo deste conjunto.

Repetimos sobre a sequéncia (fﬂ) 0 mesmo Pro
cedimento inicial, isto é, retiramps uma subsequéncia (FE);
tal que (fﬂ);(tT) converge e desta retiramos (fg)i tal

’ n,2
que (Fn)m(tz) converge, gtc.
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0 procedimento exposto nos conduz a uma subsequéncia (T 3
* k

de (fn) convergente pontualmente em [0,1] para uma funcgéo

f:[0,1]-R . J& gue cada fn ¢ ndo decrescente isto acar
: o 3

reta que também f é ndo decrescente.

Por fim podemos concluir que tendo f(0) =1lim f (0)=0 |,
) Koo MK

1
F(1) =1lim f_ (1) e (=7, (-7, (0)=V £ <K en-
Kro K "k K K 0 K
1
tdo f(1)<K e disto Vv f=f(1)-f(0)<K . Em outras pala
5 = 2
1 -
vras f€EBV[0,1] e V f<K
o =

Se consideramos as fungBes de variagdo limitada em geral do
intervalo [0,1] temos

Fa(x) = (P = (NDJ = F i (x) = fo ()

n‘o
f1n e f2n sdo ndo decrescentes e
1 1 1
Vf,,=sup(P)g<cV Ff <K,
0 0
1 e
Y B = SOpEN_J= @ ¥ F_ ¢ K+ ,
0 2n n‘0 = g N -
Como temos (f1n)'e (fzn) sequéncias de fungles ndo decres
1 1
centes e - V F1n « ¥ T < K , pademos, por exemplo, de
0 0 2n
(f1n) , retirar uma subseguéncia (f.ln)K convergindo pon-

tualmente no [0,1] para uma fungdo g de variagdo limita-
1 ; :
da tal que V g<K . Passando para a subsequéncia (f_),
; 0

de (fn) e considerando (f2n)K ; desta Gltima retiramos

((sz)K)L convergindo pontualmente no [0,1] para uma fun-
1

Ggdo h de variagd@o limitada tal que V h<K . Em resumo:
- ' 0

temos ((f1n)K)L convergindo pontualmente para g e

N o
m\.\“' hg l\\ﬂw

265 ¢
\S.Qdﬂ’h} W "Qq“\
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((fzn)K)L , convergindo pontualmente para h . Para ndo tor
nar a notag#do dificil suponhamos, sem perda de generalidade,

(f1n) e (fzn) convergindo pontualmente para 'g e h res-
L . ‘I
pectivamente no intervalo [0,1]. Todavia, V f_= (P )1+(N)1=
0 n n’0 n

= Fp(M) + 5 (1) <K entdo jé que f, (1)-g(1) e
fzn(i)—rh(1) , temos g(1) +h(1) <K

Ora isto implica, primeiramente que

Fo(x)=[f, (x)-f, (x)] =+ g(x)~-h(x) . Pondo g(x)-h(x)=f(x)

temos fn(x)-+f(x) ¢ yx € [0;7] « Coma f sdo fun-

n1 & fon
¢Oes ndo decrescentes entdc g e h também o s&o e ainda.

f1n(U)= f2n(0)==0 . Portanto, g(0) =h(0) =0 . Temos
1 1 1 1
VIf=V(g-h)<Vg+Vh=[g(1)-g(0)]+[h(1)-h(0)].
0 0 0 8]

1 s
Logo V f < g(1) +h(1) < K
0

Se tomarmos uma classe de fungdes no espago
L1[D,1] , Pode ou ndo existir nesta classe uma fungdo de va
riacéo limitada. Como os seguintes- exemplos indicam.

. 1
Se f(x)=x , para x€[0,1] entdo V f=1

0
Considerando _
X , se x€ [0,1]\{1,%,...}
g{x) =
' T |
n , se X _1,2,3,...

naturalmente g=f (g.s), mas g n#o é de variagdo limita-

da. Por outro lado, considerando:

/n , se n11<xi% se n=1,2,...
f(X):

0, se x=0

' 0
i 1 yn
f€L1[O,1] y pcus_ J-O Ifl = Z RGYED] L

n=1
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porém f ndo é de variagdo limiﬁada. Na classe a qual T
pertence em L1[0,1] nenhuma fungédo é limifada, portanto,
nesta classe, nenhuma fungdo é de variagfdo limitada.

Nés diremos que uma classe do L,[0,11 € de
variagdo limitada quando nela existir uma f;ngéo de varia-
cdo limitada. Em outras palavras, para feL,[0,1] dire-
mos que fe€BV[0,1] , se existir g=f(g.s.) e g € BV[O,1].
.Definiremos a variagdo de f como o infimo do conjunto das
variagBes das fungOes de variagdo limitada que est&o na clas

se de f , isto é,

1 1
vV f =K = inf{vg|g BV[0,1] e g=f(g.s.)}

0 0 _

A proposicdo a seguir mostra que este infimo K

€ a variagdo de alguma. fungdo h tal que f=h(g.s.)

Corolério 1

Seja fEl_1[O,1] . Seja
1
K.= inf{vg|g BV[0,1] e g=f(g.s.)}
0 _

' ‘ 1
Entdo, existe he€eBV[O,1] tal que h=f(g.s.) e V h=K
0
T . 1 R
Prova: Seja g, €BV[0,1] tal que g_=f(g.s.) e Vg, < K=
—_ n n g n— N
Como |lg |l =[[f]] , entdo existe x_€([0,1] tal que

1
; 1
la (x| < |If]| . Como Ign(xn)-gn(D)Iig g iKsmsK+1 4

entdo g (0)| <K+ 1+ [g (x))]
Como (g,(0)) ¢€ limitada, existe g, (0) convergindo, di-
K

gamos que g (0) - a,
K

Se definimos [gnK - gnK(O)] =hnK , temos



27

iK+-1—5K+1

n n

1
h =0 & Vnh
0 n

K K K
Pelo teorema de Helly existe uma subsequéncia (hn ) de
(hn ) convergindb pontualmente para uma fungdo g em
K ) «

1
[0,1] e V g < K+1

0 : v
Tomando K_€N adequado temos V h_ < K+-l para todo

m . 0 nK_ m )
KKy 3 onde m € um natural arbitrdrio fixado. Novamente,
aplicando o Teorema de Helly, obteremes de (h_ ) uma

K
%

subsequéncia convergindo pontualmente, no intervalo [0,1],

para uma fungdo, que no caso, € a prdpria fungdo g e
1 N
Vgc< K-r% . Como o nimero m€N foi escolhido arbitraria
U .

1
mente, entdo V g < K..
0

Finalmente, temos:

o 0)] - y tod € (0,1
[gnK(x) gnK( )] g(x) para todo x F_ ]

e gnK(O)a-ad , entdo gnK(x)—rh(x)= [Q&X)f ao] , mas

g, = f(qg.s.). , logo hs f(g.s.) .
K
i ) 1
Como V g < K , temos, também, V h<K
0 0

Podemos .tirar uma consequéncia que usamos a S8
guir.

Se dada feL,[0,1] , existe g€EiBV[O,1] tal que

1 :
g, = f(g.s.) e g g < Kre , entdo existe heBV[0,1] tal

que hs= f(g.s.) e h < K

O <<=
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Coroléario 2

Seja (fn) uma sequéncia em L1[b,1J tal que f_ — f

(indicamos assim a co?vergéncia em L1[0,1}).A

Seja KER tal que V f,<K , para todo n€N . Entd@o exis
. O E | 3=

1
te g=f(g.s.) tag que V g 2 K
’ 0

Prova: Primeiramente, suponhamos, que fn(D)= D., para todo

NEN . Pelo Teorema de Helly, existe uma subsequéncia (fn)
K
2
de (fn) e existe geBv[0,1] , com V g < K-, tal que

0
L
f_ (x)->g({x) , para todo x€[0,1] . Comec f Iy , en-
Mk %
tdo existe uma subsequéncia (¥ ) convergindo pontual;
' Kﬂ. .
mente para f quase-sempre, mas f_ (x) > g(x) para todo
K
L

x € [0,1]-. Entdo, f=g(qg.s.)
No caso geral, ndo temos a restrigdo: f_(0)=0 para todo

neN
Ly . :
Como f —— f , entdo existe n, €N tal que para todo

neEN , n>n,, temos |[f - f|l<1 , ou seja, |[f |l<1+][f].

1
Para cada uma destas fungdes f, » existe um ponto x€[0,1]
1
ta; que [f (x )| < 1+]|f|| . Por outro lado, como g f, 2 K
1- - -
entdo |f_(0) - Fn(xn)lig f,<K , o que 1mpvllca

| F,00)] < K+ [ Fo(x )] < (K 1+ F]D - Sendo (f,(0)) wuma se
quéncia limitada, podemos determinar uma subsequéncia

(%n (0)) convergindo para um ponto CTR
K

Reunindo, temos

o< =
 —
-
3
PN
1
o
3
r
i ;
o
L —_
—_

1]
o< -—=
-

o
|A
-

f =
I @] 72 16
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e [fn - (U)](O): 0 . Pela primeira parte da demonstracso,
K K '
existe hs=(f-a )(g.s.) tal que V h<K . Pondo g=h=+a

0 0

1
gntdc gsflg.5:) & Vg g K
: 0

Uma fungdo escada é definida por uma combinacgéo

'linear finita de'fungﬁes caracteristicas de intervalos limi
-t )

tado Ii da reta, ou seja, V= 2, CiXI . Estas fungBes sdo
=1 ik

de variagdo limitada.
Tomando . FE|_1[0,1] , para todo e >0 , existe uma fung3o
escada V{,, nula fora do intervalo [0,1], tal que -

j1 |f -¢|]dm<e . Isto nos diz que o conjunto das fungles de
0 _

variacgdo limitada do intervalo (0,1] é denso no espago

L,l0,11.

Corolédrio 3

Seja P :L1[D,1]-+L][U,1] um operador linear continuo. Su-
ponhamos que para toda feBvV[0,1] , temos PfeBV[0,1] ,
1 i , _

com V Pf<cl|f| , para alguma cohstante c€R . Entéo,
g hreel :

1 .
P(L1[O,1])EEBV[D,1] e UfEEL1[U,1] , temos V Pf<c|f] .

Prova: Dada f¢€ L1[U;1] , existe FniEBV[O,1] tal que
L1 ’

fn — f . Dado € >0 , existe N€ tal que para todo nzNe,

entdo |[|[f - f| <e , portanto, N ll< e+ Il -
a _

Como Pf_€BV[O,1] e g Pf <c|f [l , entdo

‘l a

V Pf_<c(e+ ||f]]) , para n >N

0 n— =

Por hipdtese, P & um operador continuo, enféo ana-PF ,

logo pelo corolario 2, existe 9 > tal que 9. =Pf(q.s.)
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(e +||f]]) . Pelo coroldrio 1, existe g=f(q.s.)

Lema 5
Seja F={f‘€L1[0,1]|existe g=f(g.s.) , g € ndo decres-

cente e 0<g<3} F € relativamente compacto em L1[0,‘l].

" Prova: Seja f:[0,1]~-[0,3] ndo decrescente.

Dividimos o retédngulo [0,1] x [0,3] em quadrados de lado %

e construimos fungBes escadas ¢ e ¢ como definimecs abai

X0.
v il 1 2. '
3 ~ Se Q'|= [U!ﬁ] ) sz(ﬁs'ﬁja-'-s
@ n-1 .
5, R J Qn.z (-—-—-ﬁ-—,T)
, &\\\T\k\ el tomamos «, = inf f(y) e
% NN K= y
BN YEQK
x\% |
% 5 \ BK'z sup f(y) e definimos
~~ NN 9 ]
" _ﬁmiﬁ@ p(x) .=02.13:3n 5 - tal que Z<oay
2~ RN Y. == :
, N e Y(x)= min ?31— tal que
of. % ¥ ip 3Kk A - 0<J<3n
%2 BK para xEQK e K=1,...,n . Em vista disto temos
p<f<y e ¢ e YeEF , ”‘P-@l“ =z drea dos quadrados hachu
rados

Se entendemos por uma diagonal secunddria a figura dada por

1 J-1J 1. 2 J-2 J-1]., J-1J 1
([G’HJX[T’H]) v ([ﬁ’ﬁ}x[_n“’T]) ¥ aas Y ([T’ﬁ]x[c’ﬁ])

¥
n como no desenho, tem por diago-
et o nal secunddria no méximo um
T2 . mon ‘ L
1 A %'ﬂ.l« l
4 o Y drado hachurado por ser f  ndo
n 2 t: - _ -
o —> : decrescente.
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Como temos 4n -1 diagonais secunddrias segue que

H$-—¢H1 < an51 , pois tomamos no méximo por diagonal um qua
n : :
drado de d&rea ;% ;
n
Dado € >0 escolhemos n tal que 4”51 <€
n
Seja ¢ o conjunto de fungBes definido por:
n-1
a, Z 'Ei :
o= {p=— X(0,1]1 * . Sk [aj EN e aj+a,+...4a ;< 3n}
J=1 (ﬁ"]]

Este conjunto é finito e tal que pafa UfEF. existe

@ €9 (aquela, por ex., que foi definida anteriormente) tal

4n-1
que [If-oll, < [[v-9ll; < —5—<c¢
n?

Ora, isto mostra que F € um conjunto totalmente limitado
do LT[O,T] e em espagos métricos completos esta € uma con

dicdo equivalente a compacticidade relativa.

Lema 6

1 .
E={feL [0,1]][fl<1 e gfgﬂ

3] felativamente compacto.

_ ] 1 .
Prova: Dada f€E temos UE_R;< P;E;V f=1 -e
0

:
0<N <Nl<V f<1 . Também f(x) - f(0) =P* -N* de onde
e e = []_U — . 0 o]

X X . X X
f(x) = f(0) + Py - Ny . Pondo f,(x)=f(0)+P, e f,(x)=Ng,

segue. que f(x) = f (x) - f(x) , x€[0,1]
4 ;
Sendo |f(x)-f(0)|<Vvf<1 , para todo x€[0,1] , entdo
0

|f(0)] -1 < |f(x)] . Se tivéssemos f(0) >2 entéo
|f(x)| >1 ; para todo x€[0,1] , o que implicaria

Ifll = j‘ |fldm>1 . Como |f|[<1 , entdo f(0)<?2
0 ' -



32

% X X
Temos, entéo, f,l(x) =f(0) +Poi3 . fz(x) =Noi1

Logo, como f1 e'Fz sdo n3do decrescentes, temos que

f1,f2€ F -onde F € o conjunto definido no lema 4.
Dado e>0 , existe ¢,,9,€¢ , onde ¢ , também, é o con

junto de fungbes definido no lema 4, tal que

Ify =04l <5 e l-fo+o,ll<3
Considerando o conjunto Finito ¢* definido por
¢'={:p.‘-cp2|:p1,(p2€®} temos que dado e>fJ. existe @€ ¢
tal que |f-g¢| <e . Isto mostra que E € relativamente
- compacto.
0 conjunto E' definido por

:
E' = {feL,[0,1]||fl<A e ;fia}

. também é relativamente compacto como podeﬁos provar pelo

uso do lema anterior.

1
T f

Tomando C positivo tal que A,B<C entéo
1
g %vfi 1, para toda a fungéo_pertencente ap conjunto E'

Pele lema 5, dado € >0 existe ¢€®' tal que
”%f-—@ <-% al ||f-Cg|l<e onde a fungdo Cg¢ pertence ao
conjunto finito {Co|e€d'} . Isto assegura que E' ¢é to-

% 1 e

talmente limitado.

Enunciamos,‘sem demonstragdo, dois Teoremas que
podem ser encontrados em Sﬁhwartz (referéncia [11]).

A envoltéria convexa, CO(A) de um subconjunto
AcL'[0,1] & definida como

co(A) = N K
AcK,K convexo

e o fecho convexo é definido como
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tom) = N«
A<K,K convexo e fechado

‘Faciﬁmente, podemos concluir que o fecho ' convexo
de A € igual ao fecho convexo de A , onde A & o fecho
de A , ou seja, |

CO(A) = TO(A)

Se K €& convexo e Xg1Xqs+--sX, 4 €R., por indu-
X_ o+ X4 4+ «0a +X .
¢do podemos provar que g 1 = nf1 € K
Disto concluimos- que .se Xgr++=2Xy_1 €A entdo
X + see ¥ X
@ 0-l¢ Toa)

Teorema de Mazur (referéncia [1])

Num espago de Banach X se AcX € compacto en-

.- tdo CO(A) & compacto.

Aplicando o teorema para o nosso caso temos que se A ére
lativamente compacto entdo A & compacto. Logo, CO(A) é
.compacto, mas CO(A) =TO(A)., ou seja, CO(A) ¢é compacto.

No espago vetorial B(x) das aplicagﬁés lineares
continuas T : X=X , ohde X & espaco de‘Banach, comumen-
te femos trés topologias: a‘uniforme, a topologia forte dos
operadores e a topologia fraca dos operadores.

A topologia uniforme é induzida pela norma

TII- = max TX I
Il [IXﬁg _II I

Nesta topologia temos Tn-+T' se e sd se Tn converge uni
formemente para T na bola unitéria.
A topologia forte é definida pelo sistema de vizi

nhangas fundamentais
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V(T,A,e) = {REB(X)|||[T(x) -R(X)|| <€ , para todo .xEA}

onde A ¢é uq.schonjunto finito arbitrdrio de X e € &
um real positivo qualquer. Nesta topologia T,»T see sé
se Tn convérge pontualmente para T em X , ou seja,
T,(X)» T(X) para todo o ponto x€X

A topologia fraca € definida pelas vizinhangas fun
damentais -

V(T,A,B,e) = {REB(X)|||f(TX -RX)| < €, para todo x€A
fe

e para todo B}

onﬁe A é um conjunto finito arbitréfio‘de X, B € um
conjunto arbitrdrio também finito no espago vetorial dos
funcionais lineares continuos de X em R , e é € um re
al positivo qualquer.
- Nesta topologia Tn converge para T se e sd se
f(TnX)->f(TX) , para todo x€X e todo f funcional line
ar de X em R |

Uma sequéncia (xn)‘ em X € dita fracamente con
vergente se existe XEX tal que F(Xn)-+f{X) para todo .
funcional linear continuo de X em R . O ponto x W cha

mado o limite fraco de (X_).. Um conjunto KecX €& dito

n

fracamente sequencialmente compacto se toda a sequéncia

(X,) €A contém uma subsequéncia fracamente convergente.
Se T:X-»X entdo definimos as médias das itera-

das do operador T porT

A(n). = L i X
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. Teorema 1 (ver referéncia [1]) . ;

Se a sequéncia (A(n)) € limitada entdo ela converge na
. - n
topologia forte dos operadores se e somente se lﬁﬁ con-

verge para zero num conjunto denso de X e o0 conjunto
{A(n)X} ¢é relativamente sequencialmente compacto na topo

logia fraca, para x num conjunto denso de X .
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"SECAO 3
Antes de demonstrarmos o teorema. principal apre
sentamos um exemplo do operador de Perron-Frobenius com ob

jetivo de tornar mais facilmente compreensivel os cédlculos

no interior da demonstracdo.
2x Dixi%
Seja 1t(x) =
7> 1
gt U
P F(x)..dx[ J f(s)ds + J f(s)ds

'lo,x1)nl0,3] (x7'10,x1)nlz, 1]
1
has

1
i

se 05_x<-% entdo 1'1[0,x] =[0,%] e se entdo

1'1[0,%]= [0,%]1; {1} e dai temos se 0<x<

d 1 X
PT'F(X) =&J' f)((s)ds : £ '*2-' f(f) .
[ng]n[ogf]
Se %< X< 1 entdo
X
d[(2 1
P_f(x) = [ F(s)ds + - f(s)ds]
(00 = Elf v [ 1
1 % 2. 2. 7
= vl f(—z-) + -3-f(-3x +g)

Concluindo, o opefador computado para esta aplicagdo Tt é:

1 X 1
P.¥(%X) =
* %f()q— f(—%x+2), %ixg‘l
Teorema A
Seja Tt:[0,1]1->[0,1] c? por partes tal que
inf|r'| -

0) Entdo, para qualquer f e L1[U,1] a sequéncia

ZPF
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converge na norma do L1[0,1] para uma fungdo ¥ € L1[0,1l
A fungdo £ tem as seguintes propriedades:
1) Se f>0 entdo f >0
2) j’ f dm = j1 fdm
0 0

*

*
3) Pf = f
T

4) A fungdo £ & de variagdo limitada e existe uma cons-

tante c¢ independente da escolha da f inicial tal que

v < c||f]| -
& B _
Demonstracdo:
Se escrevemos s 3 inf|t"| , que por hipdtese &
maior que 1, podemos escolher N , natural, tal que sN:>2
E fdcil ver que o ql oy °...’°T , onde N in

dica a composigdo N vezes, é uma funcgdo C2 por partes.

Se denotamos por 0= h0< b1< s & bq==1 a par-

tigdo correspondente a % e por Géi as restrigdes .de

aos_ intervalos [bi-1’bi] temos que:

¢i(x) g 00 » wes o TITEX)

= 20 cunT o (X))ot (0 cuw 9 T(X) o os T (%)

para xE€ [bi—i’bi} , .onde a derivada +t' aparece N vezes
logo | i(x)[-zsN 52

Vamos, agora, computar o operador de Perron-fFro
benius para o caso particular destas fungdes

Ao-ser |Q&[ >2 nos intervalos [b; ,,b;] temos Séi cres

cente ou decrescente em cada intervalo destes.

PO =gy [ fs)es
o [0,x]
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) %U f(s)ds + ... + [  f(s)ds ]

= -1
$70,xInlby,b,] BT [0,xInlby _4,b,]

Se designarmos por J‘-=[Ci-1’ci]= i[b

i bi] a imagem

i-1

de [bi-i’bi] pela restricao i © tomarmos um intervalo

[0,x]c[0,1] a guestdo que primeiramente surge é a quais

dos intervalos J « g x pertence. Isto € o que nos per

-I’.. q
" guntamos inicialmente no exemplo anterior.

Digamos que xE.Ji , neste caso

¢;1(x)
f(s)ds = f f(s)ds
-1 :
Jos} [0,x]nlb; _4,b;] By
caso ; seja crescente no intervalo [bi—1’bi]
Se por outro lado, . for decrescente no inter
valo [bi-1’bi] entdo
. b.
f(s)ds % = J h f(s)ds
%-100,xInlb;_,b;1 %7 (x)

Se x n3o pertence a Ji temos duas situaglBes possiveis:

¢E1[D,x] = {vazio) ou ¢£1[D,x] = [b.

;_1:b3] . Para obter o

operador de Perron-Frobenius devemos derivar o que resulta

acima.

Egi ,[ f(s)ds . = f(¢£1(x))(¢;1)'(x) (g.s.)

#-To,xInlb, .,b;]

i-1771
para $; decrescente,

5 [ fisrs = -f@71(0)) . @B () (g.s.)
% '00,x] [b, ,,b;]

5 Ll )
para ¢i decrescente, no caso x ndo pertence a Ji te-

mos
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é% f 1 f(s)ds . = 0
¢'_ [U;X]n[bi;1sbij
Pondo ¢515=¢i y Iy =|(¢E?)'| = |v;| e indicando por X4

a fungd@o caracteristica do intervalo Ji podemos resumir

0s resultados acima numa Unica integral

E%E f : f(s)ds = f(¢51(x)).l(¢£])'(x)|ki(x)
@ '[0,x] [bi_1’bi}
= Flh i (x)) .o (x).x; (%)

Apenas devemos notar que se x¢ Ji a integral a esquerda
€ nula e a expressdo a direita desprovida de sentido por

ndo significar nada f(wi(x)) e Ji(x) . Neste caso

Ki(x)=éo , indica, para ndés, gue a integral a esquerda é
nula.
Por fim podemos escrever o operador de Perron-

Frobenius que neste caso particular adquire a expressio

q
P f(x) = 121 f(wi(ﬁ)).ai(x)xi(x) : _ (1)
observemos gue como |¢i(x)]_zsN e Jigx):=|(¢11)'(x)|
temos si(x)g_s_N para xE€ Ji‘ € leelisess

Obtido o operador na expressdo acima vamos mostrar que se
f(x) & fung#io de variagdo limitada sobre [0,1] entZio P f
¢ também de variagZo limitada e obter uma limitag&o para es

ta variacgdo.

q
(fopy) o5 + _Z1|f(¢i<ci_1))|.ai(cm)
11 1%

[ Fl(ei)) ] a5 (e})
_\eﬂ(‘?g t;\hﬁﬂ‘

) B
ortE, ot Yot



40

como 9, (x)<S" N podemos concluir que
q c:
< & _ 3
z Vo (Few).ageST) ([fby D+ [FBOD  (2)
1=1 %4 1=1
Vamos agora avaliar as duas parcelas da soma acima. Primei
o
i
ramente avaliamos V- (fet.).o., . Seja P uma
1-1
partigcdo do intervalo J; >
P_{c:_,L 1_t‘,0< ...<tki=ci} . Entdo:
Y.

\ ((fl‘ \Ui).:)'i,P) =Z |(f 2 wi)(tj)-ai(tj) o (f°¢i)(tj_1)3i(tj_1jl=

“Hiei) ’ j

= ) TP e w) (B wg () = (F = w5) (5 0] ctJ Dl o=
k
= ) LCF o ) (e ) i (E))=(Foppd (). 1(Es DalFepp)(E)uws(ts )
3
= (Fowy ) (85 ity )] =

=) [P (£ [0 (=03 (b5 T+ (Pt D(Fop)(Ey_ DIt )]
| . - ‘
segue que

Ci .

v ((Foby).ag,PY <) [(Fowp) (e[ W5 (E) = wi(E; )] +

: j

-N
S RICHICR IR GBI

1|
cJ!- . ; v bi
Vo ((Fewg).ag,PY <) [(Fou) (b | g (t)-wi(ty )] +s7 voof
€i-1 3 - i1
=y
-N
<) 1P (E) WS ED(Egts D]+ sV F
J i-1
“ méx | Y |

onde ?j estd entre t

j-1 e t.] .. SE K:W para

i=1,...,q entio
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e el ) 1Pyt )03 Y ey
v oP:).3.,P) <K Fe J(t DVI(EI(E =t ) g ¥ F
! JARare - A s e Lt i (L g B

i-1 s O

Para todo e€>0 | podemos escolher uma partigdo de J;

" i
tal que
[ 1Pewg L luglon=) [(Fopp (Ep et gty i< £ -
Log; | : '
Z [(Fowg) (£5) 0 (E) byt D] < F + L |Fevy|. |9} ]dm
J i

~de onde concluimcs que

it B

i ' i
v ((fotlJ.).:J.,P)<e+KJ‘ |Fos | [0i]dm + sNV  F yesO
B & s 4 " .

i-1 i i-1
e portanto que ‘ b

bi - N i

Vo (Fep:).3 <+xj |fldm + sN v f (3)
J 1= o

b | 4 i-1 i-1

Vamos avaliar a segunda parcela da soma. Considerando um

intervalo qualquer [bi-1’bi]

b ) "

i :
g f > |flby)-F(g) |+ |F(E;) = flby_4)]

i-1 ’

onde -giE [bi_1’bi] . Entdo

i
\% : :

b, , f > |f(bi)| + |f(bi_})| = @ FlE Y] (4)
Se d;= inf|f]| e b=min (b, -b. .) entdo

1' [bi-1’bi] i 1 i-1

wo ‘b.
di(by-by )< [ |fldm . Logo  d; < b™' [T ||
34 i-1” = b i-= b
) i-1 i-1
Voltando a expressd@o (4) acima temos

. g
| fCo)| + |[f(by_4)] S‘E f+ 2|f(g;)] vg; €lb;_,,b;]

i-1

logo
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b
|f(by)| + |f(bs_ ]| < g f + 2d;

portanto

[FCb;) |+ by

| A

v b
by F+ 207" [ |f|dn
= b

i-1
i-1
e dai
q | q by o Q b,
- i
LR IRI LTI Voofe2 ) L) | £ | dm
i=1 faed e =
ou
q
; i 19
Y Ifb |+ [flby )] <V f+ 20 j | £ | dm (5)
. s =g 0
i=1

Reunindo os resultados (2),(3) e (5) acima:

1 1
V Ryt < K j‘|r|dm s s Ny easNy F+2b"1s"NJ1[f[mn
0 0 .0 0 0
1 -1 =N\ (1 -N ]
V Rg < (kv 207 lis )j |fldm + 2s™N v f - (6)
0 0 . 0
Se a::(K-+s'N2b'1) e B::Qs'Nc 1 entdo-
1 . 1 '
VEgfca [ |f] +BVF
0 - 0 -0
ou 1 1
VRsT < a||f]] + BV F ' : (7)
0 0
Escrevendo sz:Pﬁf temos
Nk N, N N
ka = P_ f =.PT(PT(...(PT(f))--f)

onde -P§ aparece Kk, vezes, mas PT =P N::P_ pelo resul-
- T
tado (I). Logo,

PNk

faic = Pp = Rg (R (oo (Rg (F)).00)

'ka

k k-1

Usando a expressdo (7) temos:
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1 1
g Fak < @l fye-nyll + 8 g FN(k=-1)

Como ”PTfHE_”f” , pelo resultado (D) , obtemos
fll < ||f|| -de onde
1 ' 1 -
Fak < ollfll + 8 VofNk-1) (8)

1PN (k-1)
%
0
Fagamos alguns cdlculos:

1 - 1
v fy<alfl v BV P
0 0

1 ? 1
fag < allfll + 8V fy < off]| + BCa|f| +8 V f)
0 0

O<- O<-=

’ 1
sz < affl].[1+8] + 32 g f

Na verdade, se supusermos VYK >1 que

1 1
¥ fNK < affl.01+8 +82-+... +Bk"1] + Bk vV f
¢ 0
vamos obfer
! 1
V fNcay < Ol s BV fy
0 _ 0
v i . e k
g fN(k+1) < offl| + Blal|fllC1+..% +8 ) +B g £]
T K ki1 )
X fN(k+1)iallfll‘[1+8+...+8 ] + B v f
g 0
Ou seja podemos afirmar que para todo k>1 temos
1 ’ 1
V fe < efIfff.[1+8+... +Bk"1] +3k vV f
Nk = :
. 0
Como B< 1
1 1 1
o e < ellfllgg + 4 f (9)

Se definirmos o conjunto

E = [PPP|ka0, %000}
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-0 gue temos é que

"Pkf” < |If|l pelo resultado (D) .

1 K = !
VPf<al(l-B)"|f] +Vf
0 0
O lema 6 nos assegura que C ¢é relativamente compacto
em L1[0,1]
C={T,P NP Npfreed
T T

como P_ € um operador continuo entdo os conjuntos

Fi = T o 0P s )
T 5
P o€ = (P of,P ,2TsP Noyofseve}
T T T T
P. .C={P . .f,P FoP oa yent}
N-1 N-1TP NP 50y

sdo todos relativamente compactos em L1[O,1] . E disto de
duzimos que

2 3

~ N-1 y ;
A={f,P f,P° f,P° f,...} =.£:U P C . (10)

T
também é relativamente compactq.

Utilizando o teorema de Mazur e os coment&rios que fizemos
com relacdo . a este teorema podemos afirmar que

orfqsfosesc} € compacto, mas

n=1,...} estd contido em CO(A) logo

{l Z fk|n==2,...} é relativamente compacto isto é

Z Pfflﬂ: ,++.} €& relativamente compac-
0 ;

to para toda feBv[0,1] . (10)
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Como a topologia de L1[D,1] ¢ metrizavel, enﬁﬁo
K(f) ¢é relativamente sequencialmente compacto paré toda
fungdo f-'de'variagéo limitada. Em L1[0,1], cnmo- em
qualquer espago de Banach, a convergéncia em relagdo a
norma impiica a convergéncia fraca, portanto K(f) ¢€ re
lativamente sequencialmente compacto em relagdo a topolo

gia fraca, para qualquer f€BV[0,1]

Pela propriedade (D) sabemos que HP%FH5_HF” 0
pfip ph
gue implica ”—%; < ﬂ%ﬂ e portanto. —%ﬁ - 0 em 'L1.
n-1
Se A(n)F::% Z P?f entdo pela mesma propriedade c te

k=U : »
mos AP < 2+ e+ IFD =2LEL - ey e se

|Ifll< 1 entdo |JA(n)f||<1 ou seja (A(n)) € uma sequién
cia limitada.

Estamos em _condigdo de usar o teorema 1 e concluir que

n-1
A(n) = kX PL: converge na topologia forte dos operadores
=0 ; .

I|—=

para.um operador P :L1[0,1]—*L1[O,1]..

0 1 n-1
- PT-rPT-+... +PT ’fort? "
n
2 n
P.+P" % 0. +P
epkin T T T fortg P .p
n T
2 n
P.+P_+ ..is #P
n+1 s T T forte
entdo o FE| > PT o P
entdo
o 0 ' n
_ El , Dl PetPet oo +P torte P P
n n - N+ 1 .
0 n
wae D1 PT-FPT'+°" +PT forte P
8 n n+1 L
PT forte
E-ﬁ'"—*"—"*U
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logo Po # Pra P
Entdo para toda funcgdo fEl_1[U,1] temos, se Pf = £

* Lt *
Pelf’) = PL(PP) = PF = f

ou seja f* ¢ ponto fixo do operador de Perron-Frobenius
P
§ 5
Como ||A(n)f| < ||f|| para toda feL'[0,1] ent&o
IPf|l < |||l para toda feL'[0,1] o que implica ser P um

operador continuo.

Se f>0 (g.s.). pela propriedade (c) temos Prﬁgl(q.s.x

portanto A(n)f >0 (q.s.) . ﬁ(n)f_il £ , entdo existe sub
sequéncia ﬁ(nk)f convergindo pontualmente qﬁase sempre
para £ , isto implica que ?*_30 (0<8.)

Na propriedade (a) mostramos que f1 P fdm==J1 fdm ,

isto implica que para todo neEN j1 A(n)fdm..f1 dm . Coma

L,
A(n)f 1 pr e como gE€L, J1 dm é um funcional linear

continuo em L

1 » entdo J1 A(n)fdm - I1 Pfdm . Como
: 0 0 _

L; A(n)fdm = L: fdm , segue que para toda f€|_1[0,1] te-
[! fom = j’ Pfdm
0

Novamente utilizamos expressédo (9):

a
1k o k1 :
VPF < alfll + 87 vV f, isto &,
o T . 0
1kM o k1
LR T 2opgltl » & LT s
para toda fe€BvV[0,1] e todo kE€EN
Quanto as fungles P OF,P 1F,..-.,P N-1f podemos ob
T T T

‘ter uma limitagdo de suas variagdes da mesma maneira que
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obtivemos anteriormente para P f . Se 1< j<N-1, note-
mos por b. o menor comprimento dos intervalos da parti-

J .
; j -] -Tqm
¢do referente a e por k= max | [ ()" 1"]

I min|[ (<Y )"1]'|

Como inf|t'| = s > 0 , ent&o
1

1
VP S f < (kj+2b] Ts=dy|If|| « 287 v f
0 tJ J 0

Podemos, portanto, escolher constantes cC, € Cy tais.que:
1 1
g Prjf < p1ﬂfu + C, E f 4
para j=0,1,...,N=1
Dado n€EN , dividindo n por N , teﬁos. n = kN + j,
onde 0< j<N-1. Empregandb a expressdo (9) e a desigual

dade anterior, temos:

1 1 1 !
v P f=V PNk+JF =V P kepdey
0 0 0 %
1 )
< *——HPJfH + B~ 0 %f
& K - 1 3
< 735Gl + B Ceqlifl vy ¥ 0
; 1
lr2es 0 BIF + 2,8V 7,
T—p T &y 2 5
1 . 1
. n Q k k
ou seja, g P.P2 lqop # BB MITN + co8 g L

para todo fe€BV[0,1] e todo natural n=Nk+ j onde
1 =05 1 5=

Entdo,

1
Lin sup V PRf < 3357 (11)
g ¥ T

N-+co

portanto,

lim sup %[v P f+...+VP N_1f] < 125lI7l
0

nN->co
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1 <) k . [ o
se A(n)f=— Z P<f entdio lim sup V A(n)f<22|f| ,
- 0
k=0

N-+co T—B

para toda feBvV[0,1]. Fazemos T%E = C

Fixando uma fungdo .fe€BV[O0,1] , dado € >0 , existe NE
1

tal que se n>N_ , entdo V A(n)f<c|f|+e . Mas,
0

L

A(n)f -t ¥ , pélo Coroléario 2, existe f: , tal que
1
f: ;f* (g.5.) & ¥ f: < c||f|| +e . Pelo coroldrio 1, exis-
0
* % * % * L * % -
te, f tal gue“ T «=F (g.8:.) & N T <efif] -

Em relagdo ao operador P :L1[0,1J->[0,1] temos que P €&
continuo, pois ||Pf[| < [/f]| para toda feL,[0,1]°. Além dis
to, para toda feBV[0,1] , temos que PfeBV[O,1] e

1
vV Pf<c|f] .
s+, 8

Pelo coroladrio 3, concluimos que
T
P(L,[0,1]) cBV[0,1] e V Pf< c|f|, para toda feL,[0,1].
0 ; s
Este Gltimo resultado, ou seja, que para todo f€ L1[D,1]

temaos

1
v £ o< cllf]
0

onde c¢ é uma constante que depende apenas de Tt , permi-
te concluir que

Vo= {f*'IPTf* s ¥ig L,[0,1]

€ um subespago vetorial de dimensdo finita.
Considerando

B,(0) = {f ev[[f <1} ,

1 * * —_
temos VvV f <c e |[[f|<1, pelo lema 6 B,(0) € compac-
0 = = :
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. to em L1[U,1]
Num espago normado E , se- B,(0)={x€E|[x]|<1} €& compac

to entdo dim E<« . Entdo, dim V< o

Exemplo 1

Mostramos atravéé de um exemplo a existéncia de uma
aplicagdo r , 82 por partes, para a qual n3do é valida a
hipétese inf|r'| >1 e n3o possue medida invariante abso-
lutamente continua em relagdo a Lebesgue. Temos r{D) = B
e r'(0)=1 . Provamos qué P?f converge em medida para

ZETO.

Digamos que existe uma medida u invariante por r
absolutamente continua em relagdo a medida de Lebesgue. En
tdo, pelo Teorema de Radon-Nikodym existe £ tal que
vAc [0,1] mensurdvel temos u(ﬂ)::j fdm .

A
X * _1 *
Neste caso u([U,X])=-f f dm=u(r [U,x])::j f dm de
Y | r7'[0,x]
‘onde temos é% j fXdm = £ ou seja. Prf*= £
' r'1[0,x]
Vamos provar que qualquer que seja f¢€ t1[0,x] a sequén-
cia ng converge na norma do L1 para zero. Ora isto nos
diz que F*é_U quase sempre e portanto ndo existe, exces-

sdo a trivial nula, medida como a 1y acima.

Primeiramente vamos definir r

=Rt

| A
N —=

r(x) =

) s £ X%

N =

Para esta aplicagdo r o operador de Perron-Frobenius com

putado resulta:
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X - X+ 1
d X+ 1 2 '
Prf(x) = 9% UD f(s)ds + L f(s)dsJ
- :
| X 1 x 1
= f( ) +5 (5 +5) (1)
(1+x)2 X+ 1 2 2 2 .
Seja f =1 e definimos g (x)=xf_(x) onde Frgq =PR
Neste caso g, (x)=x .
1 1 % . 05
(%) = f (Z22) + 5 F (5+5) (2)
1 (1+x)2 n*x+1 ZA o7 )
1 X X X X
n+1(X) +X 1+x N x+1)+1+><(2 )F (2 2)
X X X :
1(x) =,XFn (x) = 1+x 9n (3% * T2x 9n (2+32) (3)

Lema 1
Para todo n>0 9, ¢ fungdo ndo decrescente e

gn(x)io vx € [0,1]

Prova:

A verificag@io da afirmacgfio acima é facilmente realizada por
indugdo. Vamos de fato provar que gﬁ(x)zﬂ_ vx € [0, 1]
Trivialmente o resultado é védlido para go(x)'=x . Suponha-

mos que o resultado seja védlido para todo n>0 . Entdo,

; i ] 1. %
gn+1(X)=“+x)2 [gn(§+§) 9pn ! 1+x)il ¥
1 v X 1 X s I <
ey = G el Ay

Como por hipdtese gr'](x)zl] entdo e ndo decresce e co-

X X 1 g
mo =i < 5 + 3 para todo x€[(0,1] entdo
A [gn(%—-r% - gn(%x)] >0 e disto deduzimos que
gf'1+'!(x) 4

Temos que gO(U) =0 . Se supomos gn(O) =0 para todo n>0

entdo gn”(ﬂ) =1.9,(0) =0 pela equagéo (3). Em resumo,
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gn(U) =0 para todo n>0 . A conclusdo é que 95 é nao
decrescente e gn(x)_zﬂ vx € [0,1]

Observemos que usando a equagdo (3)

1 1 1
9n.1(1) = 20, (50 + 7 0,(1)

| A

Ao 1) « Lg 11

| A

g,(1)
- logo a sequéncia (g,(1)) converge. Digamos que gn(1)+Cd
z

k
1 +zk

Pondo z_=1 e Zk+1=

; _ 1 .
D y OU Se;Ja Z.l—'?" 22—3 * sy

1

Z =T 0 © usando a equagdo (3) novamente concluimos que:
’ Z z '
1 k 1 k
gn+1(zk) = 1+zk gn(zk+1) ¥ 1+zk gnci'kff)
Lema 2

Rs fungdes g, convergem uniformemente para C, em

158,1) s ¥850

Prova:

Novamente vamos nos valer de uma argumentagfo por indugdo.

Vamos provar que - ¥k >0 , lim gn(x)zcD se z <x<1. 0
M=o

resultado é trivialmente vdlido se k=0 . Suponhamos pois

o resultado védlido para um certo k>0 . Jéd que
O e N P T ST
In+1' %K’ T Tz, It Pk Tvz, In'2%72

1o is
e desd_e que Zz <5+%2Z, entdo

. z
1 . k
c. = 1lim g (z,) = =—— 1lim g _(z ) +——— C ou
0 Cric n+1"* 7k 1+zk A K+1 1+zk 0
Co = 3 1 1lim gn(zk 1) + 1Zk c ou
o " T+2y - Ck+ *z, O

00(1'*Zk)‘= lim gn(zk+1) + zpCo

N’
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de onde &1};2 gn(zk+1) = C,

Todavia 2z, ,<2z e se Z,,1<x<z, entdo temos
gn(zk+1)§;gn(x)§_gn(zk) Bemo g, (Ziq] gn(zk)'*co e
tao iii g,(x) =c, -para todo x , z, ,<x<1

De fato, a convergéncia € uniforme e isto decorre facilmen

te dos argumentos acima, pois 1lim gn(1) =c, ®
n

—+Co

lim gn(zk) =

N3

0

Dado € >0 existe NQEN tal que VYn€EN se n>N_

entdo Cq- €< gn(1)< B +E 8 B ,-%% gn(zk)< Co*+ € - Se

z, <x<1 entdo gn(zk)g_gn(x)g_gn(1) e disto concluimos

Loy = €€ gn(x)< Co+ € - Portanto temos a convergéncia unifor

me em [Zk’1] das fungbes g, e como z +0 se ko=
na verdade a convergéncia é uniforme sobre um intervalo

[§,1] se 6>0

Lema 3

As fungdes fn sdo ndo crescentes Yx€ [0,1] -

fF(x)>0 e |f ll=1".

Novamente um argumento por indugfio. Vamos provar gque fn

s#@o nd@o crescentes. O resultado é dbvio para f0= 1 . Supo

nhamos f_ ndo crescentes para n>0

X o X 1.%x .1
Se O<x<y<.1 entéo ke T+y € H+5 < 7+5 logo

1 1

Também temos 5
(1+x) (1+y)
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Usando a equac@o (2) obtemos Fn+1<x)-3fn+ﬁ(y) . E claro
usando a equagda (2) e um argumento de indugdo também ob-
temos que fn}zo

Jé& que cada f_ >0 entdo P_.f >0, como observa-

mos na propriedade (c). Temos fy=1 entdo, pela mesma

n

> 1 1 .
propriedade (c) ,_L PTfozzj ou seja- [[f, ]l =1

Este aegumento repetido nos diz que
1 1
f P_f, .[ ou |f, ] =1
Por indugZo novamente obteriamos que V¥n >0 (RN

Como temos a convergéncia uniforme das g9, Para c

. g,(x) ®
em [8,1] se 48>0 entdo jéa que f_ (x)=—F se x40
c
" temos a convergéncia uniforme das f, para 7? em " [8,1h

Supondo coi 0 , podemos escolher um & >0 tal que

6
j1 7? dm > .1 mas
¢ ;
11m J1 f dm = I1 7? dm > 1
N->co )

e isto é absurdo pois, acabamos de ver, ”fn”= 1 . Disto sé
podemos concluir que cé::U

Temos na verdade a convergéncia uniforme das fn em [&,1]

se §>0 para O . Escrito de outra maneira:

P?1 + 0 uniformemente em [§,1] se §&§>0 . Fixemaos

8]
§ > p

seja feL'[0,1] entdo dado € >0 existe ¢ cp=z ey X,

i=1 1
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onde J. s#o intervalos contidos no [0,1] tal que

i
1 3
J’U |f-gldm < 5 . |
Se escolhemos k positivo tal que |c1|,...,|cp|< k

podemos determinar um’ N€ tal que para todo ryiNE temos
1 5N €
J’ PRIdm < »op
& 1 n
Avaliemos J |P_f|dm
s T
J1 |P;f‘|dm = J1 |P?(f‘—cp+cp)|dm
8 $ ‘

< J“' [Pg(f—-cp”dm + J“I [chb]dm
i 8

j01|p2(f-<p)dm + j; 1P| dm

| A

1 1 n
|f-o|dm + |P_¢|dm

A

3 1 n

= + J- |P Lo |dm
$

Avaliando ]P2¢|

0 ) cixg,)|

i=

I

=
|Prel

| A

rXJ I

<

rXJ

£
L

.
1 n 1 n
[V 1PRelam < ) K [T 1Pxy ldm
S iz $ i

Como P_F(x)>0 se f(x)>0 , entdo se f(x) < g(x) entdo
Prf(x) iPrg(x}

De onde conclui-se que (x) < P

P
r Ji
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P
1 n 1 N
f [PRoldm < ) K J’s P 1dm
i=1
=]
€ = E
< z (m) =%

e
—_—

se n>N
=~ e

Concluimos entdo

J1 |[P7f|dm < ¢ para todo n>N
5 T >
para § >0 fixado.

*

* 1 *
se f =P_f entéo j |f | <e Ve
8

de onde temos f*=:0 quase sempre em [0,1].
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SECAO 4

No iniﬁio da demonstragdo do Teorema A a composi
gdo da aplicagdo Tt n vezes, obtendo 56::1N y foOl feita
de modo a ter |t"| >2 . A condig&o imposta, de maneira que
|t'| >2 , se expressou exigindo que inf|t'| >1 . Substi-
tuindo a condigdo inf|t'| >1 pela existéncia de um N EN

n
tal que inf|(t ®)'| >1 se seguird o Teorema.

Teorema B
Seja t:[0,1)->[0,1] C2 por partes. Existe

, n
n, €N tal que inf|(t 0)'| >1 entdo para toda f€L1[U,1]
n-1 -

a sequéncia % Z P: converge em L1[0,1] para uma fun-
k=0 '
*
cdo f EI_1[0,1] e

1) Se f>0 entfio f >0
2) [! "am=[! fam .
S 0

*

) PF = Fows
E

4) Vv £ < c“f” g
0 )

A quarta conclusédo do Teorema A dependeu ainda

da variagdo limitada de PTf,P 2f’,...,etc e estas n3o po-
T

dem ser obtidas a menos que tenhamos inf|t'| > 0. Como exis-
S .
te n €N tal que inf| (1 D)'| >1 entdo inf|t'| >0

No contra-exemplo

r(x) =

T r"0)=1 e portanto fora do conjunto -de aplicagBes, ago

ra mais amplo, para o0s quais nossos resultados s3o vdlidos.
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Seja Q‘:[O,l]—»[o,l] contavelmente 02 por partes, sejam
AysBy,...,etc os intervalos da.partigéo relativa a aplica-
cdo . Para demonstrar o Teorema C exigiremos que (ai) =
= [0,1], exceto, possivelmente, para um ndmero finito de in
tervalos by - Entretanto, esta condigédo pﬁde ser valida pa
ra ¢ e ndo ser vdlida para e ,' como o seguinte exemplo
mostra.

. A aplicacgdo : [0,1]~»[0,1] ¢é definida por:

#(0) =0 . o .
@F(x) =n(n+1)(x -

1 1
), para s it

n+1 n+1

e N=2,3;::.;ete

?(x) = 2(x —%) , para

N
x
|
§8 AWV

P(x) = 2(x —%) , para

ral

x
A

—

Blw N=

o
, : W%
Ndo é dificil observar que

ndo estd submetida a condigdo

acima. A imagem dos intervalos

1 e 3 1 | ¢2 LA
(2n(n+1)'*n+1’4n(n+1)'*n+1] = ' ?

3 1 14-
(l'.n(nn) * n+‘1!ﬁ] y para n=2,3,...

3 . 4 O = 4
por "2 & o intervalo (Uy% ‘ " T

T

Para conduzir a demonstrac@o do Teorema C como a demonstra
¢do do Teorema A, a condigdo acima recairia sobre alguma
iterada qﬁN de ¢ e ndo basta exigi-la de @ apenas.

No Teorema A, as iteradas foram nécessérias para obter uma
aplicagdo, no caso ¢hh com o infimo da derivada maior que

2. No Teorema C como n8o vamos iterar exigimos inf|g'| >2
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Teorema C

Seja : [0,1]-[0,1] contavelmente c? por par
tes tal que "inf|g@' | >2 e sup|g'|<w . |
Suponhamoé que ‘¢i(&i) =[0,1] exceto para um nimero finito

de intervalos Ay . Entdo para toda fE|_1{0,1] a seqguén-
n-1

cia % Z pKe . converge em L1[0,?] para uma funcio
k=0 ‘ )

*

freL,[0,1] e

1) Se f>0

2) [! f%am = [7 fdm

0 0

* *

) PT =7

4) A funcdo £% & de variacdo limitada e existe uma cons-

tante c¢ independente da f inicial, tal que

*

o< cllf]

O< -

Demonstragdo:

IDevemos fazer algumas modificagaes na demdnstragéo do Teore

ma hm De fato, as hipdteses acima foram propostas de manei;
ra que a demonstragdo do Teorema- A possa ser empregada.

A exigéncia que shp|¢"|<:m nasce da necessidade

K:=SUD|(¢-1)“i

infl (@~ |

A exigéncia que apenas um nimero finito de intervalos

[by 4

de ter < o como na pagina 40.

b;] tenhamos ¢i[bi-1!bi] + [0,1] surge da necessida

de, para o caso finito, de tomarmos b~ , onde

b =min (bi 'bi-1

Computando o operador de Perron-Frobenius para ¢ vamos

) na equacgdo (4).

ot

oy
S haer

R
ﬁ(’{; N‘{f‘p
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inicialmente supor felL_[0,1] e f>0:

Pgf (x) = %j 1 f(s)ds
¢ '[0,x]

P&(x):%U f(s)ds G g 18 _]' f(s)ds + ]
¢"1[0,><]n[b0,b1] ¢ o, xInlb; ,,b

Se ¢3£bi-1’bi}= [ci_1,ci] e y; a funcdo caracteristica

de [ci_1,ci] entdo

L;|(¢E1)(x)|xi(x)dx =bi entdo Z £:|(¢E1)%x)lkﬁx)dx=1
; =1 .

" ou seja, J1 E |(¢ '(x)|x;(x)dx =1, pelo Teorema da Con

vergénc1a Mondtona. >

Se definimos por M o supremo essencial de uma funcio

-~ feL [D 1] entdo

-]

j‘ X F(¢"1(x))|(¢' )" (x)lx (x)dx = }: j‘ f(¢“(x))|(¢") (x) | X; (x)dlx
6 o< :

i=
£ Z M F '|<¢;1)'(x)|xi(x>dx_
i 0 .

< M,

Portanto, G(x) = z f(¢“1(x))|(¢";)'(x)|xi(x) pertence ao
i=1 '
espago L,[0, 13 -
f(s)ds e
1@ 'to, xJnlb;_;,b;]

Se definirmos F (x) =

I =19

i

F(x_):J‘ f(s)ds temos F_(x)=F(x) e F(x)<|f] .
¢‘1[D,x]
_ n ;

se Fi(x)= ) FBT )DL (@] () |x;(x)  entdo

=1
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Frx) > G(x) .

L;_FatS)ds = [F (x) -F_(0)] » [F(x) - F(0)]

Pelo Teorema da convergéncia dominada

jx Fa(s)ds - Jx G(sjds entdo F(x) -F(D)::jX G(s)ds ,
0 0 0

logo F'(x) =0G(x) (g.s.).

Portanto, . _
3 | fs)ds = ) @7 GO g7 () [x (0 (g.s.)
¢ 1[0,x] i=1 :

s¢ TeL [0,1] & Fr0 .

Por outro lado se fEELm[0,1] escrevemos f=f' - f" e te

Ll

mos ' >

Pgf(x) = P¢f+_‘(x) - Pgf7(x)  ou,

} P¢;‘”(x) = Z

i=1

] (0@ 0 [0 = ) @7 000 @] (0 x; (0
i i=1
logo para toda fe€L_[0,1] temos

=2}

Py f(x) = ) Fl@] (x)). (@7 ) (XD [x;(x) (a.s.)
11 '
Vamos usar a expressdo acima_pafé 0 caso de‘uma fungdo i
de variacdo limitada.
Seja 0==t6< t1< ...<‘g5=1 uma partigdo do

[B,1] -
Notando f(¢51(x))|(¢51)'(x)|xi(x) por H;(x) temos

. e ; _
Z Py f(ty) - Rgflt, )] = Z I Z Hy k) < Z Hy(t, o)
i21 | k=1 i=1 i=1
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==}

‘ z (Hy () = Hy (E o)

]
ne~1a

k=1 3=
n ™

D N M LA CR L]
k=1 i=1 ’
® N

DI N LGN
i=1 k=1 i

< ove,
i=1

1 o 1
Portanto, g aﬁf & Z g H

Digamos que o0s n's para o0s quais ¢&[bi_1,bi] =[ci_1,ci] +
+ [0,1] sejam NisNoyeeeyNy

Como na expressdo (2) do Teorema temos:
c

1 : i |
-1 -1y, =
‘\ca]'P¢fi z \é (Fei D[(@] )] + Z s (|F(bi_1)l+|f(lbi)| P

NyseeesNg i-1 Nyseeesny

1
-1 -1y,
) V(P g7 17|

nn n

; ) { B
-1 "
Tomando - K:=SUD|(¢_1) ! , cbtemos

inf|(@™ )" |
C. b.

i , - b, i
v (fn¢51).|,(¢;1)-|ij1 [fldm + s~V f
Cs b b

i-1 i-1 i-1
como na expressd3o (3) do Teorema A.

Nesta expressd@o ndo importa se [Ci-1’ci]* [0,1] ou n3o.

Servindo para majorar tanto

Ci-

v il oy
i Z (fo‘g)i )I(t;)i )'| quanto

-1 -1y,
qr+7+3MCy 4 Z.J&(f°¢i ”(¢ﬁ )|

NN, .
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Quanto as parcelas E 3_1(|f(b )+ [ f(b )

i1

tomando b::min(bn ~b ) para j.:1,...,2 obtemos

1
4 -1 1,21 (1
z sTUI Ry D]+ 17b)O]) < s v e 2sTl L | £]dm

Nyyeeesly

~Como na expressdc (5) do Teorema A.

Reunindo estes resultados temos

1 i b. o '
V Pyl < Z [K (Y Jfldn+s™t v f 4 20776 J’1 | £ |dm
0 21" Py 0 &

! At A 1]
ou V ﬁ¢f < (K+2b" 's™ ') J | f]dm + 257" v f .
0 0 0.

1

Se a::(K-p2b"1s"1) e B=2s" entdo obtemos a expressdo

1
VPTf<ualf]|] + 8V f, ouseja, a expressdo (7) do Teorema
0 _

A. Desta expressdo podemos obter que, para qgualguer -k?z?,
1 ; ' 1
y F’in allfIL1+B+ ... +8% 11+ g% v £
0 d 0

Como B< 1 , entdo

1

VPF < off(1-8)"" 4V F, isto &,
0 P -

O < -

a éxpressﬁo (9).60 feorema A.
Se definirmos o conjuntag

A = {nglk =0,1,2,...}
como _

1 1
k k a
IPxfll < [Ifll e Vv Pgf < If]| + v T
¢ 0 ? 0

1-8

para toda a fungdo de variagdo limitada e todo KEN , en-

tdo A ¢é relativamente compacto, pelo léma 6.
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Estamos na afirmagdo (10) do Teorema A.
A partir deste ponto, para obter as conclu%ﬁes 1), 2) e 3)
basta seguir a demonstragdo do Teorema A.
Em relagdo-a coﬁblusﬁo 4), a argumentacgao do Teorema A é
desnecessdria na sua etapa inicial.
retornando a deéigualdade

v P;% & G # 0o # B85 1] wrpk v

0 0
da pédgina anterior temos ]
\E;P;f g%||f|}+8k g f , para toda fe€BV[0,1] e kEﬂ
Ent&o, lim sup & P;f < T%g”f“ , para toda fe€BV[O,1] e

K-reo 0 :

todo k>1 . Estamos na express@o (11) do Teorema A. O res
to prossegue como naquele Teorema.

Se exigirmos que ¢(ai)= [0,1] , para i=1,2,...

N tal que inf|(¢N)‘| >2 . Nes

podemos iterar para obter
" te caso reunindo a argumentacgdo dos Teoremas A,B e C obte-

mos o Teorema D.

Teorema D | '

'Seja ¢ s [0:11% [0,1] contavelmente.c2 por partes.
Existe n,€N tal que inf|(¢PD)'| >1 e suplg"|<eo . Su
ponhamos que para todo intervalo Ay da partigdo relativa
4 temos (85) = [B9] . Ent&o, valem as mesmas conclu-
sdes dos Teoremas A,B e C.

E neste caso que se enquadra a aplicacdo de Gauss, pois

ICRNEY:

Exemplo 2

Como anteriormente comentamos ndo podemos abrir
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m&o da condigdo que assegura, exceto num ndmero finito de

intervalos da partigdo, ser a imagem por T do intervalo

A; igual ao intervalo [(01].
De fato, existem aplicagdes <t :[0,1]-[0,1] contavelmen-

te C2

que ndo possuem medida invariante absolutamente con-
tinua em rela;éo a medida de Lebeséue.

Como observamos antes em (H) se T passue uma me
- dida invariante absolutamente continua em relagdo a Lebes-

gue entdo PT possue um ponto fixo f %0

; 1 1
‘Seja T(x)=2x+§ . O<x<g
1 1 1 1
T(x)=2(X—3) -l~-§ y z( 5
para nz= 1,2, e
1 1 1 3
T(x) =2(x-1+—) + 1 - —— 1 ke |-
on 2n+1 : N - 2n+2
_ 1 3 1
T(X)—2(X—1+2n2)+1 F.]—,1I—-2—r1_"_—'§<)<i1—2n+1
T(T) =
De maneira geral‘temos
1-—1-ﬁi'Tn(x) <1 Lt
2
Portanto, PTnf(x)=:0 se (4@% >
1
DSxST—E;.Se f € um % &
ponto fixo de PT entdo
P'nf= f(g.s.), para todo
T
0 i 4, ‘, E Y
néEN , logo f=0(g.s.). R G‘zﬁ‘) (1"1/2’“'9
\\"“G‘ D"‘ .h\k gi
AR ﬁﬂ

m%
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Podemos mostrar algo mais geral.

Seja h: [0,1]-»[0,1j crescente continua e tal
que com excegio do 0 e do 1 temos h(x) >x
Seja x € (0,1) , entfo h(x)<h?(x)<h>(x)<...<1 , onde
h™(x) = h(h(...(h(x))...)) representa a composigdio de h
com ela mesma n vezes.

Naturalmente h™(x) - a€ (0,1]. 0 limite « tem
que ser 1 pois hn+1(x)—»h(a) entdo h(a) =a , logo |

a=1 . Disto se conclui que se 1>e¢>0 e §>0, entdo

n _
existe N, tal que h OiE8Y 8 1 g , logo para todo x>§

n
temos h %(x)>1-¢
Teorema 2

Seja 1:[0,1]-[0,1] contavelmente c2 por partes

tal que 1t(x) >h(x) vxe€[0,1] . Entdo, para toda F€L1[U,‘I],

P:fmuﬂ em medida.

‘Demonstracgdo:

Seja - f€|_1[0,1] e f>0 . Definindo
?%(x) = j f(s)ds entdo Q% é absolutamente con
-n :
T L0.%]
tinua e n3o.decrescente, logo 5_30 k885 )%

- .
Na verdade P f(x) = anf(x) =g (x)

Sejam n>0 e €>0 . Como fE€ L1[O,1] existe
§ >0 tal que se m(E)< & entdo j f <n. Sendo
: E

1(x) >h(x) entdo 1"(x) >h"(x) e portanto existe n, tal

que se n>ng ,.Tn(x)_31 -€¢ , para todo x€[68,1] , isto &
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t'n([0,1-e])55[0,6] , qualqguer que seja n>ng

Segue que

| ,j01-5¢[‘1(x)dx= $(1-¢€)- $(0) = -nm_e)ij’oé f < n

para todo n >N,
Se fE¢€ L1[D,1] escrevemos f=f"-f" e como

n * - ne+ nge- . R S |
|Ptf|"|PTf s R P e P.f" + P_f" aplicando o raciocinio
anterior para f* e f~ concluimos gue qualqguer que seja
fe L1[U,1] para‘todq e>0 e n>0 existe n, tal que

JT-E|P:f(x)|dx< n , qualguer que seja n’>n0
0 oy

Dados n>0 e >0 arbitrdrios existe N, tal

1-5 ;
gue se n>ng L} ‘ |P?f|dm < n2 , logo

m({x € [0,1-51|[PDf(x)]| >2n}) < J

portanto

m({x € [G,1][|P?f(x)|-32n}) < %~+%
ILogo, tomando n=%-, concluimos que péra.todu €>0 . exis
te ‘nOEN tal que se n>ng entdo | |
m({XEE[0,1]|lP?f(x)]_zs}) <e , ou seja, ng%-o em medida.
Disto deduzimos a existéncia.de uma subsequéncia
Pnk + 0 (g.s.)

T
n
Se f* & ponto fixo de P_ entdo P_NF =r"=0(q.5.).
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