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RESUMO 

A proposta principal desta . dissertação é ~rovar 

a existência de medidas invariante absolutamente contínuas 

para uma clas$e de funções monótonas por partes com um núm~ 

ro finito de descontinuidade mas o resultado pode ser es~e~ 
' dido para funções monótonas por partes com um número infini 

to de descontinuidades. 

O método de prova explora a existência de pon -

tos fixos para o operador de Perron- Frobenius e utiliza o 

Teorema de Helly e o Teorema Ergódico de Kakutani-Yosid~ . 



ABSTRACT 

The main purpose of this dissertation is to 

prove the existence of invariant absolutely continuo~s 

measures for a c lass of piecewise monotonic functions 

with a finite number of descontinuities but it can be 

extended to piecewise monotonic functions with infinite 

numbers oi descontinuities . 

The method of the 'proof explores the existence 

of fixe·d points to Perron-Frobenius operator and employs 

the Helly's Theorem and the Kakutani - Yosida ergodic Theorem. 
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A relação entre o problema proposto e o operador 

* * de Perron-Frobenius é a seguinte: se f E L 
1 
[o, 1], f _ é um 

ponto fixo de pl ' 

nida· por 

* * ou seja, P f =f 
l 

* f dm 

, então a medida defi -

é invariante por -r • Por outro lado, se ~ é uma medid a in 

variante para T , absolutamente contínua em relação à Lebe~ 

* gue, então, pelo Teorema d~ Radon-Nikodym, existe f EL1[0,11 

tal que para todo conjunto mensurável A.=_ [O, 1] , 

~(A) = f 
A 

* * neste caso P f = f · 
l 

* f dm ' . 

A segu ir , definimos a classe de funç ôes com a 

qual trabalhamos. 

o e f in i ç ã o : U.m a a p 1 i cação T : [ o , 1 ] 4 [ o , 1 ~ é dita de c 1 asse 

c2 por partes se existe uma partição O= a
0

·< a 1 < •• • < ap = 1 

do intervalo J0,1] : tal que a restrição T· de T ao inter 
l 

·2 valo (a. ·
1
,a.) · é uma função de~ classe C que pode ser e_s 

l- 1 . 

tendida ao intervalo [a. 1 , a.] como uma função de classe c2. 
1 - 1 

Não ~xigimos que -r ·seja c~ntínua nos pontos a
0

,a
1

, .. . ,ap. 

O teorema priocipal desta monografia estabelece 

a existência de medidas invariantes· absolutamente contínuas 

em relação à medida de Lebesgue para a classe das aplicaçôes 

... c·2 t t · · f 1 • 1 1 t · d , por par es a1s que 1n T > e em por · enuncla o : 

Teorema A 

Seja T [0,1]4 [OJ1] c2 por partes e tal que infiT'I > 1. 
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O) Então, . para qualquer f E L1 [O, 1 J_ a seqüência 
n-1 

- L ·pkf 
n k=O .T 

converge na norma do L1[0,1] * para uma função f EL 1[0,1]. 

A função r* tem as seguintes propriedades: 

1) se f >o então r* >O 

2) 11 * 11 f dm = fdm 
o o 

3) p 
T 

f * * = f 

4) A função f * é de variação limitada e existe 
I 

uma constan. 

te · C , independente da escolha da f inicial tal que: 

1 

1 . 
v r*< Clifll 
o 

Por V designamos a variação de uma função do intervalo [O, 1] . 
o 

O Teorema será generalizado para uma classe . de 

funções mais ampla (Teorema B). Primeiramente, não precisa­

mos ter necessariamente inf I T ' I ? 1 , pois p.odemos substitu-ir 

esta condiçãa pela existência de um nat~ral n
0 

tal que 
n . 

infl (T .o) 'I > 1 . Neste caso, con.tinuam válidos os mesmos re-

sultados do Teorema A. 

Em segundo luga·r ,· estendemos o resulta do para uma 

classe de funções com um éonjunto enumerável de descontinui-

dades. 

Definição: Uma aplicação T: [0,1]-+ [0,1l é dita contavel­

mente c2 por partes se ~xiste uma seqüência de intervalos 

fechados 6. , i=1,2, ... , dois a dois disjuntos, 
~ 

tal que 



Li m(6i) = 1 ' 
isto é ' m( [O, 1 ]\ U .fl.) =o e a restrição l• 

i::1 1 1 

de l ao interior do intervalo 6. 
1 

é c2 
' 

podendo ser es 

tendida como funç'ão c2 . ao 6. 
1 

. No conjunto [0,1]\uôi os 

valores de -r são arbitrários. 

Modificando a prova do Teorema A estabelecemos · O 

Teorema C 

Se -r : [O, 1]-+ [O , 1] for contavelmente por partes , 

i n f l-r ' I > 2 , · s u P·l-r " I < co e 

número finito de intervalos 

e 4). 

-r ·.(fl.) = [0,1] , exceto para um 
. 1 1 

6i, então temos O), 1), 2), 3) 

Como veremos ao longo do trabalho, caso tenhamos 

1 . ( !!. • ) = [ O , 1 ] par a t o dos os i n te r v a 1 o s da par t i ç ã o , podemos 
1 1 

substituir a restri ção infl-r ' l >2 por infl-r'l >1 no Teo 

rema C. Obteremos o Teorema O. 

Além destes teoremas estabelecemos, através· de 

um exemplo (e~emplo 1), a necessidade d~ hipótese no Teore­

ma A que in f I T' 1.> 1 . Existe T. c 2 por partes sem medida 

invariante absolutamente contín.ua em rel~ção à Lebesgue quan 

do abandonamos a restrição in f I T' I > 1 , ou a existência de 
n 

n
0 

·natural tal que · infi(T 0 );j > 1 . 

Através deu~ outro exemplo (exemplo 2), estab~ 

lecemos a necessidade no Teorema C· da restrição que exige a 

imagem de l• 
1 

pelo intervalo da par t i ç ã o i g u a 1 ao [O, 1] , 

exceto num conjunto finito de intervalos 6i . ~ovamente, ~ 

presentamos aplicações contavelmente c 2 por partes não res 

tritas a condição acima que não possuem medida absolutamen-

te contínua invariante ~ 
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Na seção 2 estudamos a definição do operador de 

Perron-Frobenius e analisamos algumas propriedades deste op~ 

radar. Alguns resultaqos ·necessários posteriormente são apre 

sentados e demonitrados : 

Na seção 3 provamos o Teorema A. A seguir, apr~ 

sentamos o exemplo 1. 

Na ·seção 4, demonstramos as generalizações ex ­

pressas pelos Teoremas 8 e C e apresentamos o exemplo 2 . 
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SEÇÃO 1 

O primeiro grande resultado em Teoria Ergódica 

foi apresentado e~ 1931 por G.D. 8irkoff, que mostrou que 

se T·: (X , B,m)-+ (X,8,m) é uma aplicação que . preserva a me · 

dida m , onde (X,8,m) é um espaço de medida o-finito e 
· n-1 

fEL 1(X) então· ~ [ f(Ti(x)) converge quase s~mpre . (q.s) 

L=O 
para uma função f* E L 

1 
( X ) . Se m (X ) < oo e n t ã o i f* d m = 

X 

=i fdm . . Paia obter um resultado aguardado pela Mecânica 
X 

Estatística, 8irkoff teve que colocar uma restrição a mais 

sobre T Seja (X,8,m) um espaço de probabilidade, isto 

é , m(X) .= 1 • T é dita ergódica se os únicos . subconjuntos 

i nv ar i antes por T em . X são os conjuntos de medi da nu 1 a 

ou de medida um , isto é , se T- 1 (8) = 8 , para 8 subcon­

junto mensurável de X , então · m(8) =O ou m(8) = 1 • Ca ­

so T seja ergódica então f* é constante quase sempre 

e f*= r fdm (q.s) . ·se (X,8,m) é ·Um espaço- de probabili -. Jx 

dade então lim .l n n-+oo 

n- 1 

. ~ f(T 1 (x)) =-J fdm 
i=O X 

q . s. 

Um exemplo ou aplicação simples da Teoria Ergó 

diga à Teor ia dos Números é dada pela aplicação T : [O, 1 ]-+ 

-+ [0,1] c2 por partes: 

2x se o< 1 
X< 2 

2x - 1 se 1 -<X< 2- - 1 

O nosso Teorema A assegura a existência de uma 

medida invariante para T aqui não é difjcil ver que a 
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própria medida de Lebesgue é invariante por t . Além disto , 

T é ergódica. 

Se A ·é o conjunto do s pontos do intervalo [O, 1] 

que têm uma ~epre·sentação binária única então m(A) = 1 , m é 

a medida de Lebesgue . 

Seja . X E A , e 

representação binária. Então 

an 
+-+ 

2n 
. a . 

n 
+ -- + 

2n-1 

s ua 

Pelo Teorema de Birkoff, ~e X[t, 1J é a função característi 
1 ca do intervalo [2 ,1] então 

n-1 

- L 
n i=O 

l im ..! 
n 

n-+oo 

i X (t (x)) 
[ ~, 1] 

n-1 

L 
i=O 

representa a proporção de 1's que apar~ 

cem nos n primeiros dígitos ·do número X • A conclusão é 

que a freq~ência de 1's na expressão binária de X é · ..! Es · 
2 

te resultado é conhecido como Teorema de Borel sob re números 

normais . 

A classe de funçôes · para a qu~l estabelecemos a 

existência de medidas invariantes não contém apenas aplica-

ções ergódicas cómo podemos ver neste exemplo simpl es: 

2x 1 
.0 ~X~ 4 

T(X) -2X+1 1 1 . 
= -<X <_:. 

4- -2 

2x - 1 1 -<X < 2- - 1 
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Uma outra apl icação que se adap ta ao conjunto das 

funçõe s estudadas -por nós é a apli caç ão de Gauss <p : [O , 1] -+ 

-+ [0 , 1] definida ~or 

ond e [~] 

. . 1 ·[1] <p(x) = x -· x 

representa a parte i nteira de l 
X 

A aplicação <p é contavelmente c2 já que em cad a interva -

1 1 
lo (k+1 'k] para k = 1, 2, . . . temos 

1 <p(x) = -- k 
X 

cpi (x) 1 
= - x2 

Quando x se aproxima de a derivada em módu· 

lo se aproxima de 1 , mas já <p 2 ( x) tem derivada em módulo 

maior que 2 . 

Se 

Como 

2 
3 ~ x ~ 1 , .en tão 

. 1 3 
1 < - <­

-X 2 portanto 1 1 
<p(x) =x - 1 < 2 . 

1 l<+>'(x)l = 2 , então 
1 I <p I .( <p (X) ) I = 2 > 4 

(<p(x)) 
logo 

X 

j(<p2 ) •(x) l-lcp'(<p( x)). q> '(x)j >4 >2. 

Se x ~ ~, então _l q>'(x)l2:~, lógo j q> '(q>(x)).<p'(x) l2:~> 2 . 

Podemos computar o operador de Perron- F.rob en i us 

para esta aplicação 

P <p f ( x ) = · ddx J .
1 

f ( s ) d s 

<p - [O,x] 
co 

P. f(x) = dd L (Cfl-
1 
(x)f(s)ds ~-L f(rn- 1 (x)).(m- 1 )•.(x) q.s. 

q> X k;, 1 Jo k: 1 T T 

\ 1 1 
P f(x) = L f(Xk) 2 <p k = 1 . . + (.x+k) 

isto para toda f~ Lc:o( [O, 1]) . L
00

( [O, 1] ) ~ L. 1 ([O , 1]) é o sub -
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espaço da s funções f cujo supremo essencial llfllco é fini 

to. 

Não é difícil lembrar-se ·que: 

co 

~ 1 1 
k= 1 (x+k+1) · (x+k) = X+1. 

A idéia é que a função * 1 f(x)=x+ 1 épontofixo ·de ·pq> 

* Çomo veremos sendo f ponto fixo de P então a 
q> 

medida 

definida por 

é invariante por q> • 

Colocamos, na verdade, ~ (A) = 10
1
92 JA 1 ~x dx para que 

~([0,1]):1. 

A aplicação q> é ergódica (ver ref.[4]). 

A aplicação de Gauss é importante pois aparece 

na expansão em fração contínua do número x com O< x < 1 : 

. 1 
etc X· = n

1 
+ cp(x) = 1 

n1 + . 2 
n.

2
+cp ( x ~ 

onde n1 = [~] n _ [ 1 J . 2- . <PTXT etc. 

n Se . x é irracional então q> (x) :f: O 
' 

pode-se as 

saciar a seqüência n1,n2 , ... ao n~mero x , e provar que : 

x = lim 
k-+co 1 

1 +--

+­· n 
k 

-
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Um a pergunta que se pode fazer: co m qua l freqüên 

cia um número k ap arece na expansão cont ínua de x? 

Em outras palavras qual o 
n-1 

n L x[_,_ lJ (q>i(x))" = ? 
i=O k+1'k 

lim 
n-+oo 

Pelo Teor ema de Bi rko ff, po demos re sponder, que 

em relação a medida 
n-1 

lJ , para quase todo x E [O , 1] 

1 

lim l L 
n-+oo n i=O 

i r1 Jr< 1 1 
X [-1- _l] (q> (x)) = .(J Xj~ _ll (x)dx = log2 . 1+X dx 

k + 1 ' k . . lk+ 1 'kj . k~ 1 

1 (k+1 ) 2 

_= 1og2 k(k +2) 

Como a medida lJ e a medida m· de Lebesgue são 

equivalentes, o result ádo vale quase sempre em relação a me-

dida de Lebesgue. 
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SEÇÃO 2 

Notaremos o operador T por P , onde 
l . 

-r:[0,1] 

~ [0,1] é uma f~ nç ão ~ão singular , ~esurável a Lebesgue. O 

índice -r em P , é para frisar a dependência do operador 
l 

em relação a fun~ão -r . P-r é definido como: 

P -r. : L 
1 

[O , 1 ] ~ L 
1 

[O , 1 ] 

d f . P f = -- fdm -r dx 1 -r- [O , x] 

A seguir analisamos esta definição. 

Lema 1 

Seja -r : [O , 1] ~[O, 1] mensurável. São equ~valentes as pro­

posições: 

i) se m(A) =o então m(-r- 1 (A))= O 

ii ) 'íf €. > O , 3 ó > O ta 1 que se · m ( A ) < ó e n t ã o m ( T -
1 ( A ) ) < €., 

para t odo o mensurável A . 

Prova: Provemo s que i) implica iJ ) . 

Suponhamo s que a proposição ii) não se ja vá l ida então exis-

te (.~ >o tal que qualquer que 
. 
seja n E N 

' 
n > 1 

' 
existe -

conJunto mensurável An com m(An) <-1-
2n 

e m(-r-1 (An)) 2: €.o . 

00 

[ Ü Ak] Se ja A= lim sup An = n como 
n=1 k=n 

00 00 

U Ak~[0 , 1] , então 
k=1 

ni( Ak) ~ 1 . Além disso, 
k=1 

00 00 

V Ak , U Ak , ... etc é uma s eqüência decres 
k=1 k=2 . 

te de mens uráveis então 
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<X> 

m ( A ) = l i m· m ( U A k ) 
n-+oo k = n 

1 1 A)<-+--+ k - 2n 2n+ 1 

1 m(A) = lim --
1 

=o. , ou seja, m(A) =O 
2n-n-+oo 

<X> 

Por outro lado, -r- 1 (A) = n 
n=1 

<X> 

Como -r : [O, 1]-+ [O, 1] então U -r- 1 (Ak) ~[O, 1] portan to 
k=1 

mesma mane~ra, então, 

-1 . <X> 1 . 
m(-r (A)) = lim m( u T- (Ak!) · 

n-+oo k=n 

m(~- 1 (A)) > lim sup m(-r-1(An)) - n-+oo 

O r a i s to c o n t r a d i z i ) p o i s m (-A ) = O e m(T- 1(A)) >e: >0 - o 
Concluímos, . portanto, que i) implica ~i) . 

Provemos que ii) implica i). 

Pa:ra todo A mensurável, dado E >O , por i i), existe c5 >O 

tal que se ~(A)< c5 então m(-r - 1 (A))< e: • Ora, se m(A)=O 

então m(-r-r(A)) <e: para todo E> O portanto m(T- \A)) =0. 

Se f E L 1 [O, 1] então expressamos f = f+- f-

onde 

f(x) se f(x) >O 
f+ (x) = 

G se f(x) <O 

Lema 2 

-f(x) se f(x) < O 
e r(x) = 

o se f( x) > O 

~eja · -r [O, 1]-+ [O, 1] · mens.urável. São equ~valentes: 
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i) se m(A) =O então m(-r- 1(A)) = o 

ii) para toda f E L 1 [O, 1] entãó a aplicação 

T : [0,1]-+ [0,1] 

·r(x) = J. fdm 

-r- 1[0,x] 

é absolutamente c ontínua. 

i) => ii) 

Suponhamos f > O • Dado E: > O , sabemos que exis 

te n>O tal que se 8~{0,1] com m(8)<n então 

i fdm < E: 
8 

Pelo .lema 1 existe ó >O tal que se m(A) < ó então 

m(-r- 1 (P..)) < n . Se 

n 
E 

j=1 
(t.-s.)<ó 

J J 

o_< s 1 < t 1 < 52< t2 < . . ~ <. s < t < 1 - - - n n -

então 
n 

m( U 
j = 1 

(s. , t.]) < ó 
J J . 

logo 

e 

de onde temos J n fdm < E: · • 

Em putros termos , 

f n 
U (s.,t.] 
j=1 J J 

ou seja, T é absolutamente contínua. 

U ( SJ., tJ) 
j = 1 . 

Para uma f unção f E L 1 [ O, 1] que não seja necessariamente 

positiva ou nula nos utilizamos de r+ e f - pois, pelo 

resultado acima 

xE[0, 1] e 
T 

xE [0 ,1 ] ~f f-dm 

-r - 1[0,x] 

são absolutamente contínuas e disto concluimos que 
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T(x) = T+(x)- T_(x) =f f+d~ -f f - dm = 
-1[ ] -1[ "] . T O,x T O,x 

f fdm 
T- 1[0,x] 

também é absolutamente contínua. 

Provemos agàra que ii) · => i) 

Supo!!do i i) temos que se f= 1 então a aplic_§_ 

ção T(x) = m(T- 1[o,x)) , x E [0 ,1] é absolutamente contínua 

Dado e: > o existe o >o tal que se 
n 

é uma coleção de intervalo s com ~ .(x :-x.) <o 
. 1 l. l. 
l.= 

então 

n 

~ jT(xl.) - T(xi) I< e: • 

i=1 

Seja A.=_ [O, 1] ta l que m(A) =O . Podemos es­

colher uma coleção de intervalos In= (an,b~) com n =O, 1 ,2, . . . 

00 00 

com A.=_ U (an ,bn) e ~ (bn-an)<o 

n=1 n=1 
N 

Neste caso ~(on-an)<ô para · todo t-1=1 , 2 , ••. 
n= 1 · 

N 

~ jm(T- 1[0 , bn])· - m(T - 1[0,an]) I< e: , ou seja, 
n=1 

N 

~ m(T- 1[an,bn])<e:, l:iNE N 
n=1 

00 

Logo, m(LJ T- 1<an,bn)) 
n=1 

Podemos concluir que 

00 

00 

e como 

então 

-1 ( então T A)< e: , isto acontece para qual_ 

quer e:> O logo T-l (A)= O 



15 

Os lemas 1 e 2 permit~m esclarecer e justificar 

a definição do operador P . Sendo 
T 

T(x) = J fdm ab-
T-J[O,x] 

solutamente continua pelo Teorema de Lebesgue, T' existe 
. 

quase sempre no intervalo [0,1] e é integrável no mesmo. Po 

demos, portanto, ·definir o operador· P 
T 

do L
1
[0,1] no 

L 1 [ O , 1 ] c o mo P ~ f = T ' , i s to é , P T f = . ddx f f.dm . · 
T- 1 [0,x] 

A seguir apresentamos uma série de propriedades 

do operador PT essenciais na seqGência do trabalho . Nota­

remos estas propriedades pelas letras maiúsculas A,B,C, ... . 

através das quais citaremos as correspondentes propriedades 

quando necessário. 

A ) par a todo x E [ O , 1 ] , J, x P. T f d.m = J 
1 

f d m . 
O T - [O,x] 

Sendo T (" x ) = f f d m a b s o 1 u t ame n te c o n t í nu a e T ( O ) ·= O 
-r- 1[0,x] 

então (x P f(s)ds = (x T' (s)ds = T(x)- T(O) = T(x) =f f(s)ds 
Jo -r · Jo 1 

T - [O , x] 

Particu 1 ar i zamos este r e sul ta do 'observando que 

logo (1 . f . (1 
j, P -r·fdm = . fdm =· j, 
o l - 1[0,1] o 

fdm . 

B) P é um operador linear. 
l 

Se f 1 ,f2 EL 1[0,1] e PTf 1 =r; e P-rf2 =T·2 

onde T 1 ( x) = f f 1 dm e T 2 (X) = f f 2 dm 
-r - 1[0, x] -r- 1 [0,x] 

então 

P -r ( c f 1 + f 2 ) ( x ) . = ddx f ( c f 1 + f 2 ) d m 
· t- 1[0,x] . 

d 
= dx 



. ' 
~ . J 

16 

d = dx [~T 1 <x~ + T2 (x) .J 

= .cT;(x) + T2(x) 

= cPTf 1 (x) + PTf2 (x) ( q. s) 

C) PTf~O se f>O. 

Se x < y , x,y E [O, 1] então -r-1[0,x]c-r-1[o,y]; 

como f > O , temos T .< x) =f fdm .s_ f fdm = T ( y) 
-1[ J -1[ · ] T O,x T O,x 

ou seJa, T é não decrescente. Concluímos dis to que 

T I (X) = p f( X) >o onde existe. 
T -

O) Se fEL 1 [0,1] então IIP ,JII .S.. 11 f li onde 11 li denota a 

norma do 1 L [0 ,1] · . 

IIP fll = 11 IP fldm = 1 1 I P < f+ - f-) 1 dm 
t o T 0 t . 

=.C I P f+ - P f-I dm por 8. 
o T · T 

. .S.. 11 (P f++ P f - )dm 
' 

por c. 
o T T 

.s.. I 1 f+dm+J,
1 f - dm por A. 

o o 

~ 11 jfjdm 
o 

E) Do ítem O, concluímos: P é um operador contínuo no 
T 

F) Qualquer que seja A subconjunto mensurável do interva 

lo [a 1J temos ·· J, PTfdm =f fdm . Esta é uma generali 
A T-1(A) 

zação da propri~dade (A) . 
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Dada f E L 1 [O, 1] , f~ O temos p f> o 
l -

e 

P f E L 
1 
[O, 1] po~tanto para todo o e:> O existe ô >O tal 

L 

que se 8 ~[O, 1] mensurável e m(8) < ô então 

e l fdm < s . Pelo lema 1, podemos escolher 

l P fdm <e: 
8 l 

ô' >0 ·tal 
8 

que se 8 é mensurável' contido no [O, 1] com m(8) < ô' en 

tão m(L- 1(8)) < ô • Se A é um mensurável do [0,1] existe 

uma família de intervalos In , n = 1, 2, ... , disjuntos dois 

a dois, tal que 
00 00 

A cU I - n 
n=1 

e m( U In\A)<min(o,ó ' ). 
n=1 

1 (X) 

Destas considerações derivamos m(L- ( U In\A)) < ô 
n=1 

e portanto I (X) fdm < e: . 

L - 1 ( n~ 1 In \A) . 
(X) (X) 

Todavia, - 1( U In\A) = ( L- 1(In))\L - 1
(A) 

n::1 n= 1 

E disto concluímos que 

O < I (X) fdm 

U L-l (In) 
n=1 

Repetindo a argumentação para 

então 

ou seja, 

I fdm < e: 
L-l(A) 

P f , n~vamente, co~o 
L 

p f< e: 
L 

O < I P L fdm 
(X) 

- r p fdm < e; 
JA L 

Porém 

U In 
n=1 

fdm = 

(X) 

Reunindo (1) e (2) obtemos: 

P fdm 
l 

( 1 ) 

( 2) 
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qualquer que se ja o 

. r p fdm 

~ > O Só podemos ter, então , 

JA T 
= f fdm 

1- 1 (A) 

Se f é qualquer funç ão do L 1 [0, 1] então 

f fdm = f f+ dm - f f- dm 
T - 1 ( A ) T - 1. ( A ) . T - 1 ( A ) 

= r p f+dm - r p f -dm 
JA T. JA :r 

= r p (f+ - f-) dm 
JA T 

= r p fdm 
JA T 

O resultado é v.álido em geral . 

G) Se P f = f então a medida 
T 

os mehsuráv eis do intervalo 

JJ(A) = J fdm , defin ida sob r e 
A 

[O, 1] , é invariante por -r 

Assim , o problema de provar a existêncla de me -

didas invariantes absolutamente contínuas pode ser substi -

tuído pelo problema de mos~rar a existência de pontos fixos 

para o opera~or de Perron-Frobenius. 

H) Digamos que I tenha uma medid a invariante lJ absoluta 

mente contínua em relação à Lebesgue, 

Nikod ym, existe f* EL 1[0,1] tal que 

. . 

pelo teorema de Radon-

JJ(A) = l f*dm para 
A 

todo o çonjuntrr mensuráv el A contido no intervalo [0,1] . 

Como }.l(:r- 1(A)) = JJ(A) , ou seja, f f*dm = l f*dm , e 
T-1 (A) A 
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f * r i(· f dm = j, P 1 f dm então r f*dm.= r P f*dm . Disto concluí 
JA JA T . 1-1(A) A . 

mos que lx r*.dm =LX p T r* dm 
o . o 

é ponto fixo do opejador 

então p r*=r* ·cq.s), isto é, 
1 

p 
1 

Caso prevemos que p 
T 

não possue pontos. fixos além das funçôes quase sempre nulas 

é porque -c n~o possui medida invariante absolutamente con 

tinua em relação à Lebeigue . 

Vamos nos deter sobre a composição de funçôes 

mensur~veis não singulares . A. composição de funçôes mensur~ 

v eis não ~ necessar lamente mensurável como podemos ver no se · 

guinte exemplo: seja ljJ(x) = x .+ (x) para x E I= [O, 1] , on 

de (x) é a função de Cantor . Se C é o conjunto de Can-

tor, então a função de_Cantor é constante sobre cada um dos 

intervalos que formam o conjunto I\C . Concluímos, então 7 

que ljJ transforma cada um dos intervalos que constituem o 

I\C num intervalo de igual comprimento contido no interva­

lo [0,2]. Portanto, temos m(ljJ(I\C)) = m(I\C) = 1 e disto re 

sulta que m(ljJ(C)}= 1 . Tomando O um conjunto não mensurá 

vel contido em .ljJ(C) então E =-ljJ- 1 (O) c C· é um conjunto de 

medida zero pois m(C) =O Seja XE a função característi 

do conjunto E Tanto 
. , 

mensur~vel quanto ljJ - 1 c a . XE e 

contínua, todavia -1 não é mensurável por por ser XE o 1JJ = Xo 

ser a ~unção característica do conjunto não mensurável O . 

No entanto, se temos 1 e ~ funçôes mensurá­

veis a composição 1 o ~ é mensurável desde que ~ seja não 

s i n g u 1 a r . Sendo 1 me n s u r áv e 1 t em o s , par a todo o a E R , o 

conjunto A= {xj[(x) _>a} mensurável, logo A=BuN onde 8 

é um boreliano e ·N um. conjunto de medida· zero . Sendo ~ 
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, 1 . )1- 1(8) mensurave não s1ngular então é mensurável e 

)1 -1(N) -1 um conjunto de medida nula, . portant'o ).1 (A) ={x 

( ( )) } é , . -1( ) -1( ) -1 T)lX >a mensuravelpo1s ).1 A = )1 8 U)l (N).8n 

outras palavras ··{xj(To)l)(x) >a} é mensurável, ou seja, 

( T o ).1) é uma função mensurável. 

I) Se T e ).1 são mensuráveis não singulares então T o ).1 

é mensurável não singular pois se Ac-[0,1] e ni(A)=O en 

· tão m[T- 1(A)] =O o que implica m()l- 1(T - 1(A)) =O , isto 

é, m( (To )1)- 1 (A))= O . É claro que está definido. 

Podemos expressar o operador através dos operadores 

P e P , pois 
T ).1 

portanto 

de onde 

J,x P( )f(s)ds = f f(s)ds 
o TO)l . 

(To)l)- 1[0,xJ 

Jx P( ){(s)ds = f f(s)ds 
o To)l 

)1- 1 (T- 1[0,x]) 

rx p( )f(s)ds = •f p f(s)ds Jo To ).1 1 ).1 
T- [O,x] 

Jx 
o 

P( )f(s)ds = rx P. (P f(s))ds 
To ).1 J0 . T ).1 

P( )f=P(P(f)) To)l T ).1 
( q. s.) 

P( )f=P (P (f)) , ou seja, P =P To)l T ).1 T 0 )1 T 
o p 

).1 

O que vamos utilizar. particularmente é que se definimos 

Tn = T o T o ••• o 1 onde T aparece n vezes nesta composi 

ção então p = pn = p o p o .• . o p 
n T T T T 

T 

Neste trabalho notaremos as funções de varia ­

ção limitada de um certo intervalo [a,b] por BV[a,b] . A 

variação de uma função g definida em [a,b] será notada 
b 

por V g . Se g é de variação limitada em [a,b] e 
a 
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P ={a= x < x 1 < .•. < xk = b} uma partição do intervalo defi . o 
nimos k k 

p =L [g(xi) - ·g(xi-1)]+ 

·i = 1 

N = L [g(xi) :_ g(xi-1 )] - e 

i=1 
b k 

V ( g, P) = L I g ( x i) - g ( x.i _ 1 ) I neste caso ainda definimos 

a i= 1 

P~ = sup P , 
p 

Lema 3 

N~ = sup N 
p 

b b 
e Vg = sup V (g , P) 

a P a 

Se j a g : [ a , b ] ~ [ O , 1 ] -+ R e se j a g : [ O , 1 ] -+ R de f i n i da de 

tal maneira que g(x) = g(x) se x E [a,b] e g(x) = O se 

x ~ [a,b] . Se g é de variação limitada em [a,b] então g 
1 b . . 

é de variação limitada em [O, 1] e Vg < Vg + I g(a) I + I g(b) I· 
O a 

Prova: Suponhamos O< a< b < 1 e sej a P · uma partição· qua..!_ 

quer .do [0, 1]. Se tomamos Q =Pu {a,b} esta é uma parti -

ção mais fina que p logo: 
1 a b. 1 
V(g,Q) = V(g,Q) + V(g,Q) + V(g,b) 
O. o a b 

b 
= lg(a)l + V(g,Q) + lg(b)l 

a 
b. 

< lg(a)l + Vg + lg(b)l - a 
1 : 1 

mas V(g , P) ~ V(g , Q) qualquer que seja p partição de [o' 1] 
o o 

1 b 
logo Vg < lg(a)l + Vg + lgCb) I É claro que se a = O ou -o a 

b =O umouosdoisdostermos jg(a)j e lg(b)l estãosen 

do acrescentados em excesso a direita da última desiguald~ 

de porém isto a conserva. 

Um resultado básico para o presente trabalho é 
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o chamado Princípio da Escolha de Helly publicado em · 1921 

(ver referência [2]), aqui o apresentamos numa versão adaQ 

tada ao uso pfesente. 

Lema 4 (Teorema de Helly) 
1 

Seja fnE BV[0,1) tal que V f n 2.. K , 'tfn E N e 
o 

fn(O) =O. 

Então, ~xiste uma subseqÜência 

1 

(fn ) de (fn) e existe 
K 

f .EBV[0,1) com Vf<K tal que 
o 

fn converge pontualmen-
K 

te para f em [.0,1), isto é, fn (x)-+f(x), 'dxE[0,1). 
k . . 

Provamos o teorema primeiramente para · funções não decres -

centes. Seja (fn) uma seqüência 

tes de variação limitada tal >que 

de funções não decrescen-
1 
V f n 2._ K , 'tfn E N , e ainda 
o 
{rnln =o·, 1, .. . ) uma or-

denação do racionais do intervalo [0,1] ., . Temos 

lfn(x)l = 1fn(x) - fn(O)I2_V 
o 

f < K n -

portanto (fn(x)) é uma seqüência limitad~ para tod~ 

x E [.O , 1 ) , isto i m p 1 i c a , se c o n si de ramos ~ f n ( r 1 )) , que 

esta seqüência tem uma subseqÜência convergente que notare 

mos por f~(r 1 ) . Tomando novamente esta seqüê~ 

cia é limitada e podemos extrair dela uma subseqÜênc~a 

(f~(r 2 )) convergente . Continuando e aplicando o processo 

diagonal de Cantor encontramos uma subseqüência de funções 

f~ ( r) r e t i r a da de f n · ta 1 que f~ ( r ) · c o n v e r g e p a r a t o do 

racional do intervalo [0,1]. 

Sejam _f(x) = lim inf f~(x) = sup inf {f~(x), .. . } 
n-+co n 

e r(x) = lim sup f~(x) = innf sup {f~(x)' ... } 
n-+co 

Estas funções 
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são monótonas não decrescente s em [0,1] . Por exemplo, veri 

fiquemos isto para f : 

se inf {f~(x) , . .. }=an e inf{f~(y), ... }=B n 

com x ~ y , · temos 

a 2 ~ s2 , ... etc. Portanto, sup ak < sup Bk ou seja 
k>n - .k>n 

_!(x) ~_!( y) 

De maneira análoga se ver ific a que r é não decrescente. 

Se _!(x) = T(x) , ou seja, se (f~(x)~ convergir notamos es 

te limite por f(x) = _!(x) = r(x) . É óovio que · para r ra ­

c i o n a 1 do· i n t e r v a 1 o [ O , 1 ] tem o s f ( r ) = r ( r ) = f ( r ) . 

Como f e T são funções monótonas não decre scentes defi 

nidas no intervalo [0,1], ·o conjunto de descontinuidadesde 

f e r é finito ou e numerá~ el : 

Sej a y E [0, 1] um ponto de continuidade de f e r e (sn) 

uma seqüênci a de racionais convergindo para y Então 

_!(s n)-+ _!(y) e r(sn)-+ r(y) ' mas _!(sn~ = f(sn) logo 

_! (y_) = r(y) . 

Ora , isto nus diz· que o conjunto 

{ y E [ O , 1 ] I.! ( y ) :f r ( y) } 

é finito ou e numerável . 

Seja {tnln E N} uma ordenação deste conjunto. 

Repetimos sobre a seqÜ ência ( fn ) 
n o mes mo pro 

cedimehto inicial , isto é , retiramos uma subseqüência 

tal que (fn) 1(t ) converge e desta retiramos (fn) 2 
n m 1 n m 

que (fn) 2(t ) converge, etc. n m 2 

( fn) 1 
n m 

tal 
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O procedimento exposto nos cond uz a uma subseqüência (f ) 
. nk 

de (fn) convergente pontualment~ em [0,1] para uma função 

f: [0, 1]-+ R • Já que cada f n é não decrescente isto acar 
k 

reta que também f é rião decrescente. 

Por fim podemos ~oncluir que tendo f(O) = lim fn (O)= O 
1<-+oo 

1 
K 

f(1)=lim fn (1) 
K-+oo K 

e fn ( 1) = fn ( 1)- fn (O)= V f. < K en -
K I< I< O nK -
1 

f( 1) < K e disto V f = f( 1)- f(O) < K . Em outras pal~ 
o 

v r as fEBV[0 ,1 ] e 
1 
V f< K 
o 

Se considéramos as funções de variação limitada em geraldo 

intervalo [0,1] temos 

fn(x) = (Pn)~ - · (Nn)~ = f 1n(x)- f 2 n(x) 

f 1n e f 2n são não decrescentes e 
1 1 
V f1n = 
o 

1 sup(P n )O <· v fn < K - o -
1 1 
v f2 = o· n 

1 
sup(~n)O < v fn < K . . - o -

Como temos Cf 1n) 
1 

centes. e ·V f 1n, 
o 

e (f2n) seqüências de funções não decres 
1 
V f < K , pOdem OS , . pOr e X em p 1 O , de 
O 2n 

(f
1
n) , retirar ~ma subseqüência (f 1n)K convergindo pon­

g de variação limita-tualmen te no [0 , 1] 
1 

da tal que V g < K o -

para uma função 

. Passan do para a su bseqÜência 

de (fn) e considerando (f2n)K , ~esta dltima retiramos 

((f2n)K)L convergindo pontualmente no [0,1] para uma f un -
1 

ção h de variação limitada tal que V h < K . Em re sumo: 
o 

temos ((f1n)K)L convergindo pontualment~ para g e 
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convergindo pontualmente para h . Para não tor 

nar a notação difícil suponhamos, sem perda de generalidad~ 

(f 10 ) e (f2n) convergindo pontualmente para g 
1 

pectivamente no intervalo [0,1]. Todavia, v f = 
O. n 

= f 1n(1) + f 2 nC1)íK então já que .f 1n(1)-+g(1) 

f 2n(1)-+h(1) , . temos g(1)+h(1)~K. 

Ora isto implica, primeiramente que 

e h res-
1 1 

( P n ) o + C Nn) o= 

e 

Pondo g(x) - h(x) = f(x) 

t em OS fn ( X ) -+ f ( X ) , 'd X E [ 0 , }') Como fnl e f 2n são fun -

ções não 9ecrescentes então g e h também o são e ainda . 

f 1n(O) = f 2n(O) =O . Portanto, g(O) = h(O) =O . Temos 
1 1 1 1 
Vf=V(g - h) < V g +V h= [ g( 1)- g(O)] +[h( 1)- h(O)]. 

- o o o o 
1 

Logo v f < g ( 1) + h ( 1) ~ K . 
o 

Se tomarmos uma classe de funções no espaço 

L
1
[0,1] , pode ou não existir nesta classe uma função deva 

riação limitada . Como os seguintes · exemplos · indicam . 

Considerando 

1 
Se f(x) = x , para x E [0,1] então V f= 1 

o 

x , se 1 
x E [ 0 , 1 ]\ { 1 , 2 , . .. } 

g(x) . = 
n , se· 1 1 

X=1'2 ' 3' . .. 

naturalmente g = f ( q . s), mas g não é de variação 1 imita -

da. Por outro l ado, considerando : 

rn ' se 
f( X) = 

o 
' 

se 

fEL 1[0,1] pois 11 I f I = 
o 

1 1 --<X<­n+ 1 - n 

X= 0 
co 

L rn < n ( n+ 1) 
n=1 

se n=1,2, ••• 

co 
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porém f não é de variação limitada. Na class e à qual f 

pertence em L 1[0,1] nenhuma função é limitada, portanto, 

nesta classe , nenhuma f~nção é de variação li~itada . 

. Nós d1remo~ que uma classe do ~ 1 [0,1] é de 

variação limitada quando nela existir uma função de varia-

ção limita da. Em outras palavras, p·ara f E L 
1 

[O, 1] di r e-

mos que fEBV"[0,1], se existir g::f(q . s.) e g E BV[0 ,1 ] . 

. Definiremos a variação de f como o ínfimo do conjunto das 

variações das funções de variação limitada que estão na elas 

se de f isto é, 
1 1 
v f = 
o 

K = inf{Vgjg BV[0,1] e g::. f(q.s . )} . . 
o 

A proposição a seguir mostra que este ínfimo K 

é a variação de alguma . função h tal que f= h(q.s.) . 

Corolário· 1 

Seja fEL 1[0 ,1 ]. Seja 
1 

K.= inf{Vgjg BV[0,1] e g~ f(q . s.)} 
o 

Então, existe h E"BV[O , 1] tal que h= f(q.s.) e 

Prova: Seja gn E BV[O, 1] tal que gn = f(q . s . ) e 

tal que 

1 
V h= K • 
o 
1 . 1 
6 gn~ K+n. 

Como llgn ll = llfll ; então existe xn E [O, 1] 

1 
jgn(xn)l.s_llfll. Como jgn·(xn)-gn(O)j.s_V 

. o 
1 

gn .S.. K + n .S.. K + 1 ' 

então jgn(O)j.s_K+1+.1gn(xn)1. 

Co~o (gn(O)) é limitada, existe 

gamos que g'!k (O) -+ a 0 • . 

9n (O) 
K 

Se definimos [9nK - gnK (O)] = hnK , temos 

convergindo, di-
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< K+-1-< K+1. 
nK 

Pelo teorema de Helly existe uma subseqüência (hn ) de 
KR. 

(hn ) 
K 

conv~rgindo pontualmente 

1 

para uma função g em 

[o ' 1 ] e Vg<K+1. o -
Tomando K E N adequado temos m . 

1 
V hn < K + .l 
O K m 

para todo 

K > K , onde m é um natural arbitrário fixado. Novamente, . - m 

aplicando o Teorema de Helly, obteremos de (hn ) uma 
KR. 

subseqüência convergindo pontualmente, no intervalo [0,1] , 

para uma função, que no caso , é a própria função g e 
1 
V g < K + ..l . Como o número mE N foi · escolhido arbitrar ia 
O - m 

1 
mente, então V g .s_ K . . 

o 
Finalmente, temos : 

[9nK (x) - 9nK (O)] -+ g(x) , para todo x E [O, 1] 

e gn (O)-+ a~ , ent ão gn (x)-+ h(x_) = [g(x) ~ a
0

] mas 
K K 

g n - f ( q . s • ) . , 1 o g o h =. f ( q • s • ) • 
K 

1 . 1 
Como V g < K , temos, também, V h < K . 

o o 
Podemos .tirar uma tonseqüência que usamos a se 

guir. 

Se dada fEL 1[0,1], existe gEEBV[0,1] tal que 

1 
gE = f(q.s.) e V g < K +E , então existe h E BV[O, 1] tal 

0 E -

1 
que h = f ( q . s. ) e V h < K . 

o 
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Corolário 2 

tal que 

(indicamos assim a convergência em L1[0,1]). 
1 

seja KE R tal que v f < I< 
' 

para todo nE N . Então e xis 
O· n-

1 
te g =. f ( q. s . ) taç que v 

o 
g < - K . 

Prova: Primeiramen te, suponhamos, que · fn(O) = O , para todo 

n E N . Pelo Teorema de Helly, existe uma subse qüênc ia 

1 
de e existe g E BV [O, J] , com V g ~ K · , tal que 

f n ( x) -+ g~ x) , para todo 
K 

o 
x E [O, 1 ] • Come 

L1 
- f , en-

t ão existe uma subseqüência (fn ) convergindo pontual ­
KR. 

mente para f quase - s_empre, ·mas f n ( x) -+ g ( x) para todo 
KR. 

x E [ O , 1 ] · • E n t ã o , f ::_ g ( q . S • ) 

No caso geral , não temos a restrição: f n(O) =O para todo 

n E N 
L1 

Como fn- f · então existe n1 E N tal que para todo 

n E N , n 2: n 
1 

, t em os 11 f n - f 11 < 1 , ou se j a , 11 f n 11 < 1 + 11. f 11 . 

Para cada uma destas funções f n , existe um ponto x E [O, 1] 
1 

tal que lfn(xn)_l ~ 1 + llfll . Po~ outro lado, como V fn ~ K 
o 

1 . 

então lf (O)- f (x )I< V fn< K o que implica n n n - 0 -

lfn(O)·I ~K + lfn(xn)l ~ (K + 1 + llfli) Sendo (fn(O)) uma s e 

qÜência limitada, podemos determinar uma subseqüência 
. 

(fn (O)) convergindo para um ponto a
0 

. 
K 

Reunindo, temos 

1 
V f n < K 
O K 
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existe h:(f-a )(q.s.) . o . . 
1 

então g::f(q.s.)· e v · g 
o 
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Pe 1 a primeira parte da demonstração, 

'l 
tal que V h< K . Pondo g = h + a

0 o 
< K . 

Uma função escada é definida por uma combinação 

·linear finita de funções caracterislicas de intervalos limi 
o. 

ta do I. da reta, ou seja, IV = L c. x1 1 . i=1 J. i 
. Estas funçôes são 

de variação limitada. 

Tomando . f E L
1 

[O, 1] , para todo e:> O , existe uma 

escada ~V,, nula fora do intervalo [0,1], tal que 

função 

J1 I f- IV I dm ~e: . Isto nos diz que o conjunto das funções de 
o 
variação limitada do intervalo [0,1] é denso no espaço 

Corolário· 3 

Seja P: L 1[o, 1]-+ L 1[o, 1] um operador linear contínuo. · Su-

ponhamos que para toda 
1 

com V Pf~cllfli , _para 
o 

P (L 1 [O_, 1 ]) ~ BV [O, 1 ] e 

f E BV[O, 1] ,. temos Pf E BV[O, 1] 

alguma cohstante c E R · • Então, 

1 
temos V _Pf~cllfll 

o 

Pro v a : O a da f E L 1 [ O ·' 1 ] , ex i s te f n E B V [ O , 1 ] t a 1 que 

f n f . Dado e: >o , existe N e: tal que para todo n > N , - e: 

então .llfn - fll <e: , 

Como PfnEBV[0,1] 

1 

portanto, 11 f nll < e: + ll 'fll . 
. 1 . 

e V Pfn~cllfnll , então 
o 

V Pfn~c(e: + llfll) , para 
o 

n > N 
-:- E: 

P o r h i pó t e se , P é u.m o per a do r c o n t í nu o , e n tão P f n -+ P f 

logo pelo corolário 2, ·existe g
8 

, tal que g
8 

= Pf(q . s.) 
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1 
e V ge: ~ c(e: + llfll) . Pelo corolário 1 , exi ste 

o 
g =. f ( q. s. ) 

tal que 

Lema 5 

1 
v g < 
o 

Seja F= {f E L 1[0, 1] I existe g = f(~.s.) , g é não decres-

cente e F é relativamente compacto em 1 L [O, 1 ]. 

Prova: Seja f: [O, 1]-+- [0,3] não decrescente. 

Dividimos o retângulo [o ·, 1] x [O, 3] e·m quadrados de lado 1 
n 

e construímos funções escadas ~ e ~ como defini mos . abai 

xo. 

3 Se Q1 =[o;~] ( 1 2 J Q2 = n'n· '· · · , 
n-1 

~2 
Qn = <-n-, 1) 

tomamos aK = inf f(y) e 
2. yEQK 

~ f3K ·= sup f(y) definimos e 

" 
yEQK 

~(X) = máx J . tal J que -<a 
Y2. . 0<J<3n n n- K 

e ~(x) = min ~ tal que 
0<J<3n n 

~ > f3 para n- K 
e K = 1, .. . ,n . Em vista disto temos 

~~f~~ e ~ e· ~ E·F , 11~ - ~11 1 =L área dos quadrados hachu 

rados. 

Se entendemos por um~ diago~al secundária a ~igura dada por 

<[o,*]x[J~ 1 ,~]) u <[~,~Jx[J~ 2 ,J~ 1 l) u ... ~ <[J~ 1 ,*]x[o,~J) 
como no desenho, tem por diago-

nal secundária 80 máximo um qua -

drado hachurado por ser f não 

decrescente. 
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Como temos 4n- 1 diagon ais secundárias segu e que 

11 11 
4n-1 . 

ljJ - <p 1 .S. --2- ' p o 1 s tomamos no máximo por diagonal um qu~ 
n 

drado de área 1 

n2 

Dado e: > o escolhemos n 4n-1 

7 tal que < e: 

Seja <t> o conjunto de funções definido por: 
n-1 

a \ a. · 
<l>={<p= no X[o 1 ] +.L ·__J_n x J la . EN e a+a1+ ... +a 1 <3n} 

' J = 1 (- ' 1 ] J o n- -
n 

Este cqnjunto é finito e tal que para 'd f E F existe 

<p E <t> (aquela, por ex. , que foi definida anteriormente) · tal , 

que Jlf-<piJ1 IJI)i-<piJ1 
4n-1 

< < --<e: . - 2 n . 

Ora, isto mostra que F é um conjunto totalmente limitado 

do L 1[0,1] e em espaços métricos completos esta é uma con 

dição equivalente à compactic idade relativa . 

Lema 6 
1 

E = {f E L 1 ['O'· 1 ] 111 f IJ .s_ 1 .e Vf<1} 

é relativamente ~ompacto. 

Prova: Dada f E E temos 

X 1 1 
O .s_ N

0 
.s_ N0 .s_ v f< 1 • Também 

o 

o 

1 
O < P.x < P 1 < V f = 1 - o- o-·

0 
· e 

X X f(x) - f(O)=P
0

-N
0 

de onde 

f(x) = f(O) + P~ - N~ . Po_ndo f 1 (x) = f(O) + P_~ e f 2 (x) = N~, 

segue. que f(x) = f1<.x~ - f2(x) ' X E [O, 1] . 

Sendo lf(x)-f(O)I.s_Vf.s_1 , para todo xE[0,1], então 
o 

I f( O) I - 1 < I f(x) I . Se tivéssemos f( O) > 2 então 

lf(x)l>1, para todo ·xE[0 ,1 ], o que implicaria 

Jlfll = J, 1 
I fldm > 1 Como JlfiJ.s_ 1 , então f(O) < 2 

o 
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X X Temos , então, f 1 ( x )=f(O)+P0 ~3, f 2 (x)=N0 ~1. 

Logo, como f 
1 

e · f 
2 

são não decrescentes, temos que 
,. 

f 1 ,f2 EF . ·?nde F é o conjunto definido no lema 4. 

Dado E> O , existe cp 1 , cp 2 E 4> , onde 4> , também, é o con 

junto de funções definido no lema 4, tal que 

11 f 1 - <p 111 < ~ e 11- f 2 + <p211 < ~ 

Considerando o conjunto finito q, · definido por 

4>'={cp 1 - cp 2 lcp 1 , cp 2 E<l>} temos que dado E>O existe cpE<l> 

tal que . li f- cpll < .E . Isto mostra que E é relativamente 

compacto. 

O conju0to E' definido por 

E' = {f E L 1 [O, 1] 111 fn ~ A 
1 

e v f< B} 
o 

. . · tall)bém é relativamente compacto como podemos provar pelo 

uso do lema ·anterior. 

Tomando 
1 1 v -f< o c 

C positivo tal que A·,s ~C então ~~~ fll ~ 1 e 
o 

, para toda a funçã~ pertencente ao ~onjunt~ E' 

Pelo lema 5, dado E >O existe <p E 4>' tal que 

~~~f-:. cpll < ~ aí 11 f- Ccpll < E on de a função Ccp pertence ao 

conjunto finito {Ccp I <p E 4> ' } ~ Isto assegura que E' é to-

talmente limitado . 

Enunciamos, sem demonstração, dois Teor emas que 

podem ser encontrados em Schwart z (referência [ 1]) . 

A envoltória· convexa, CO(A) de um subconjunto 

A,S_L 1[0,1] é definida como 

CO( A) = n K 
A.:=.K,K convexo 

e o fecho convexo é definido como 
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CO (A) = (\ K 
A~K,K convexo e fechado 

Faci1mente, podemos concluir que o fecho convexo 

de A é igual ao fecho convexo de A , onde A é o fecho 

de A , ou seja, 

CO(A) = CO(A) 

Se K é convexb e x
0

, x 1 , ••• , xn_
1 

E R . , por indu-

Xo+X1+ •.. +x 1 . 
~ão podemos provar que n~ E K . n 

Di.s to concluímos· que .se x
0

, •• • , xn-l E A então 

xo + • • • + xn-1 
n E CO(A) 

Teorema de Mazur (refe~ênci~ [1]) 

Num espaço de Banach X se A c X é compacto en -

tão CO(A) é compacto. 

Aplicando a· teorema para o nosso caso · temo s que se A é re 

lativamente compacto -então A é compacto. Logo, CO(A) é 

.compacto, mas CO(A) = CO(A). , ou seja, CO(A) é compacto. 

No espaço vetorial B(x) das aplicações lineares 

contínuas T : X~ X , onde X é espaÇo de Banach , comumen-

te t emos três topologias: a .uni forme, a topologia forte dos 

operadores e a topologia fraca dos operadores. 

A topologia uniforme é induzida pela norma 

Nesta topologia temos T ~ r · se e só se n 

formemente para T na bola unitária. 

converge uni 

A topologia forte é definida pelo sistema de vizi 

nhanças fundamentais 
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V(T , A, E:) = {R E B(X) I I! T(x) - R(X) II <E: , para todo x E A} 

onde A é um subconjun to finito arbitrário de X e E: é ,. 

um real p~sitivo qualquer. Nesta topologia T -+ T n se e só 

se Tn converge po~tualmente para · T em X , ou seja, 

Tn(X)-+ T(X) para todo o ponto x E X . 

A topologia fraca é definida pelas vizinhanças fun 

damentais 

V(T ,A,B, E:) ={R E B(X) l l!f(T X- RX)I! <E:, para todo 
e para tod.o 

X E A 
f E B} 

onde A é um conjunto finito arbitrário de X , B é um 

conjunto arbitrário também finit~ no espaço vetorial dos 

funcionais lineares contínuo~ de X em R , e é um re 

al positivo qualquer . 

Nesta topologia T . n converge para T se e só se 

f(T nX)-+ f(TX) , para todo x E X e todo f funcional line 

ar de X em R . 

Uma seqüência (X ). em X é . dits fracamente con n 

v e r g e n te se ex i s t e x E X t a 1 que f ( X n )_ -+ .f. ( X ) par ·a · todo 

funcional linear contínuo de X em R . O ponto x w cha 

mado o limite fraco de (Xn) .. Um conjunto K c X é dito 

fracamente seqüencialmente compacto se toda a seqüência 

(X ) c A contém uma subseqüênc ia r'racamente convergente . n -
Se ·T : X-+ X então definimos as médias das i tera -

das do operador T pór 

n- 1 

A(n) . = ~ L TK 

K=O 
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·Teorema 1 (ver referência [1]) . 

Se a seqüência ' (A(n)) é limi tada então ela converge na 
TnX 

topologia forte dos operadores se e somente se --n con-

verge para zero num conjunto denso de X e o conjunto 

{A(n)X} é relativamente seqüencialmente compacto na top~ 

logia fraca, para x num conjunto denso de X . 
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· sEÇÃO 3 

Antes .de demonsfrarmos o teorema. principal apr~ 

sentamps um exemplo do operador de Perron-Frobenius com o~ 

jetivo de tornar mais facilmente compreensível os cálculos 

no interior da demonstração. 
1 

2x , O~ x ~ 2 Seja -r(x) = 
7 3 1 - - -X - < X< 1 
4 2 · ' 2- -

P f ( x ) = ddx [ f _ 
1 

f ( s ) d s 
1 

+ f f ( s ) d ~ J 
(-r [O,x])n[0, 2J (-r - 1[0,x]) 0[;,1] 

se 1 
O~ x < 4 então 

d ·s P f(x) = -d f(s)ds 
1" X X 1 

[0,
2

]n[0,
2

] 

Se ~ < x ~ 1 então 
X 

P-rf(x) = Jx[f: f(s)ds 

= .l f(~) 
2 2 

1 f(-~) + 2f( - 2 X+ 2.) 
= 2 2 3 3 6 

e se 1 
X = 4 então 

C~ncluindo, o operador computado para esta aplicação 1" 

Teorema .A 

infl-r' I> 1 

O) 'Então, 

1 f(~) 1 
2 2 ' 

se O~x~ 4 
P. f(x) = 

1 X 2 2 7) ~~x~1 1" f (-) + - f ( - -X + -2 2 3' 3 6 

Seja -r [O, 1] __..[O, 1] c2 por partes tal que 

para C]ualquer 
n-1 

.l \ PKf 
n L -r 

k=O 

fEL 1[0,1] a seqüência 

é: 
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converge na norma do L
1
[0,1] * . para uma função f E L 1 [O, 1 ]. 

·M-
A função f tem as seguintes propriedades : 

.. * 
1) Se f:;> o então f >O 

2) 11. r*dm = 11 fdm 
o o 

3) p 
T f 

* * = f 

4) A fÚnção r* é de variação limitada e existe uma cons-

tante c independente da escolha da f iriicial tal que 
1 * v f < c ll fll . 
o 

Demonstração : 

Se escrevemos s 'i in f I -r 'I , que por hlpótese é 

maior que 1, podemos escolher N , natural, tal que sN > 2. 

É fácil ver que = TN = T o ••• o T , bnde N in 

dica a compôsição N vezes, é uma função c2 por partes. 

Se denotamos por O= b
0 

< o1 < ••• < bq = 1 a par­

.t ição correspondente a ~ e por ~i as ~estrições .de 

aos intervalos [b. · 1,b.] 
1- 1 

temos que: 

Sl>i (X) = ( T o • • • o T) r (X) 

= T r ( T o •• , T O· (X)) . T 1 
( T o .. , 0 T (X)) .. • T 1 (X) 

para 

logo 

x E [bi_ 1 ,bi] , _onde a derivada 

: (X) I > SN > 2 . 
1 -

T aparece N' vezes 

Vamos, agora, computar o ~perador de Perron-Fro 

benius para o caso particular destas funções 

Ao·ser l<fii l > 2 nos intervalos [b. 1'b . ] 1- 1 
temos szS1 cres 

cente ou decrescente em cada intervalo destes. 

P f(x) = d~ J f(s)ds 
,-~..-1 
'f" [O,x ] 
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= ddx [f 
1 

f ( s) d s + + f f ( s) d s J 
P- [ O , x ] n [ b 

0 
, b 1 ] 0- 1 [ O , x ] n_[ b q _ 1 , b q ] 

Se designa~mos por .[b. 1'b.] 
1. 1. - • 1. 

a imagem 

de [b . 1,b . ] 
1. - 1. 

pela restrição i e tomarmo s um intervalo 

[O,x]~[0 , 1] a questão que primeiramente surge é a quais 

dos intervalos J 1 , •• • ,.Jq x pert ence. Isto é o que nos pe.!:_ 

guntamos inicialmente no exemplo anterior. 

caso i 

Digamos que X E J . 
1 

, neste caso 
çb:-1 (X) . f f(s)ds = l 1. f(s)ds 

~- 1 [0 , x]n[bi-l'bi] bi-1 

seja crescente no intervalo [b. 1,b.] . 
1 - 1. 

Se por outro lado., i for decrescente no inter 

valo [b. 1,b.] então 
1 - 1. 

f f (s)ds · = fbi f(s)ds 

~ -1[0 , x]n[bi-1'bi] ~i1(x) 

Se x não pertence a Ji temos duas situaç~es possíveis: 

~:- 1 [o , x] = {vazià) ou <t>: 1[o , x] = [b . 1,b.] . Para obter o 
1 1 1 - 1. 

. . 
operador de Perr on- Frobenius devemos de ri var o que resulta 

acima. 

ddx r 1 {(s)ds = f(<}Si1(x))(9Si,)'(x) (q.s . ) 

9S - [ O , x]n~bi-l'bi] 

para .</>i decrescente , 

ddx f f ( s ) d s = - f (f/> i 1 ( x ) ) . ( C/l i 1 ) ' ( x ) ( q . s . ) 

~- 1[0 , x] [bi - 1 ' bi] 

para ~i decresc ente , ~o caso x não pertence à 

mos 

J . 
1 

te-
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'f'J• :ljJ . 
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e indicando por X· 1 

a função característica do intervalo J. 
1 

podemos resumir 

os resultados acima numa única integral 

ddx J f(s)ds = f(~:\x)).l(9r:- 1 )•(x)IÀ·(x) 
1 1 1 1 

~- [O,x] [bi- 1 ,bi] 

Apenas devemos notar que se x ~ Ji a integral à esquerda 

é nula e a expressão à direita desprovida de sentido por 

não significar nada f(ljJi(x)) e ~i(x) ~ Neste caso 

x.(x),;o 
1 . 

nula. 

indic~, para nós, que a integral à esquerda é 

Por fim podemos escrever o operador de Perron­

Frobenius que neste caso particular adquire a expressão· 
q 

P f(x) = L f(ljJi(x)).~i(x)xi(x) (1) 
i=1 

observemos que como lç6j_ (x) I 2. sN e ~i (_x) =I <!6i 1
) '(x) I 

temos ~ . (x)<S-N 
1 -

para i=1, ... ,q. 

Obtido o operador na expressão acima vamos mostrar que se 

f(x) é função de variação limitada sobre [0,1] então P f 

é também de variação limitada e obter uma limitação para es 

ta variação. 

Pelo 

1 
V Pç5f 
o 

lema 1 
q 

< L 
q 

+ .L lf(ljJi(ci-1))j.~i(ci-1) 
- 1=1 
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como ~i ( x) ~ s -N podemo s concluir que 
1 q c! q . 

V P~f~ ~ V~ (f o IVi).~i+S-N~ Clf(bi_1)1 + lf(bi)l) (2) 
o . 1 c . 1 . 

~ = ~·~ ~=1 

Vamos agora avaliar as 

ramente avaliamos f 
i=1 

duas parcelas da soma acima. Primei 

partição do intervalo 

c: 
~ v .) 

c . 1 
~-

Ji ' 

P = {c . 1 = t < ... < tk = c!} . Então: 
~- o . ~ 

~ 

Seja p uma 

c . 
V~ ((f .o ~V-).~.,P) =\ l<f o ~V-)(t.).~ . (t.) - (fo~V.)(t. 1 )~.(t. 1

)1= 
~ ~ L 1 J 1 J 1 J- ~ J- . 

c. 1 . 
1- J 

= ~ I < f o IV . ) ( t . ) . IV ! < t . ) - < f o IV . )( t . 1·) IV : ( t · 1 ) I = 
~ J ~ J . ~ J- ~ J -

j 

= ~ l (f o IV-)(t.).~V : ( t ·. ) - (fo~V,)(t.) . ! (t. 1 )+(fo~V.)(t . ) . ~V : ( t. 1) 
l J ~ J l J ~ J- ~ J ~ J-

j 

- (fo~V . )(t. 1 )~V!(t. 1 )1 = 
1 J- 1 J-

= ~ l( fo~Vi)(t} .(~Vj_(tj)-IVj_( tj_ 1 )J + ((fo~Vi)(tj)-;(fo~Vi)(tj- 1)]~Vj_Új-1)1 
j 

+ s-N L I (fo~Vi)(tj)(tj) - (fo~Vi)(tj- 1) I 
j 

c! b. 
1 1 

V ((fo~V . ).~ .,P)<\ l(fo~V.)(t.)I.I~V1!(tJ.)-~V1!(tJ. 1)1 +S-N V f 
1 ~ -L . 1 J - · b 

ci-1 j · i-1 
b. 

N 1 
+ s- v f <\ l(fo~V , )(t.).IV'.'(t.)(t.-t. 1)1 -L 1 J ~ J J J-

j b. 1 1 -

máxi~Vil 
onde tj está entre tj_ 1 e tj . Se K = mini~Vj_l 

i = 1, . .. , q . então 

para 
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Cj_ bi 
v (( f o ljJ. ) • :J • 'p) < K \ I ( f o ljJ. ) ( t . ) ljJ ! ( t . ) ( t . - t . 1 ) I + s -N v f 

1 1 - L 1 J 1 J J J- b c . 1 . . 1 1- J 1 -

Para todo ~ >O , podemos escolher uma partição de 

tal que 

I JJ .I f o ljJ i I . II)J i I dm ·_ ~ I <r o ljJ i) < t j) . ljl i<· t j ) < t j- t j -1 ) l i < f 
1 . J 

Logo 

' \ l(foljl.)(t.).ljl ! (t.)(t.-t. 1)1 < Ke: + L 1 J 1 J J J-
j 

L. I f o ljJ i I · II)J i I dm 

e portanto que 

l
b. 

V (folji.) . J.<+K 1 
1 1-

J , b. 1 
1 . 1 -

1 

b. 
lfldm + s-N V 

1 

b . 1 1 -

f 'de: > o 

f 

J. 
1 

(3) 

Vamos avaliar a s egunda parcela da soma. Considerando um 

i n tervalo qualquer [ b . 
1 

, b . ] 
1 - . 1 b . 

1 

v f ~ 1 f c b i > - _f u,; i ) 1 + 1 f < ~ i > ~ f < b i _ 1 > I 
b . 1 1 -

onde · ~ .. E [ b . 
1 

, b . ] . Então 
b i 

1 1 - 1 

v 
b . 1 f > lf(bi) l ' + 1· f< b i - ,.) I - 2j f( t;i) l 

1 - -

Se d.= inflfl e 
1 

[b. 1 ' b.] 
1- 1 b. 

d . (b. -b. 1) < r 1 
1 1 1 - - jb 

i - 1 

b=min (b . - b . 
1

) 
i 1 1-

lfldm. Logo· di 

Vol tando a expr essão (4) acima tem os 
b . . 

1 . 

lfCbi)j + lf'Cb i_ 1 )1 ~ v f+ 2 l f(t; i )l 
b. 1 1 -

logo 

então 

1 rb1. 
< b- 1 

b. 1 1 -

( 4) 

I f I · 

"íft, . E [b. 
1 

, b.] 
1 1 - 1 



jf(bi)l + jf(bi - 1)1 < -

portanto 

lf(bi)j + I f < b i - .1 ) I . ~ 

e daí 
q 

L lf(bi)l + jf(bi - 1)1 < -
i=1 

ou 
q 

b. 
l 

v 
b. 1 1-

b. 
1 

v 
b. 1 1-

q 

L 
i=1 
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f + 2d. 
l 

2b- 1 lb. 
f + 

l . 

b. 1 1-

b . q 
1 

+ .2b- 1 L v f 
b . 1 i:1 1-

L 
1 

<V f+ 2b- 1 11 lfldm 
o o i=1 

Reunindo os resultados (2), (3) e (5) · acima: 

jfjdm 

lb·i 

b. 1 l-

1 1 . 1 
V P n. f ~ K J1 I f I d m + s - N V f .+ s - N V f + 2b-1 s -N 11 I f I dm 
oYJ o . o · o o 

jfjdm 

(5) 

1 1 
V P<)Sf ~ ·(K + 2b- 1 .s- N) 11 I fjdm + 2s - N V f (6) 
o o . o 

ou 

Escrevendo 

onde · PN 
T 

( -N - 1) -N Se a. = K + s 2b e t3 = 2s < 1 
,. 1 
v P...c f ~ CL r 1 I f I + t3 v· f 
o Y Jo · o 

1 1 
v p~ f ~ a. li f li + s v .f 
o o 

k 
fk::;PTf temos 

Nk N N N 
fNk = PT f = P ( P ( ... ( P (f) ) . .. ) . T T T 

aparece k. vezes, mas 

tado (I). Logo, 

f Nk = p~k = Pc; ( p~ ( ... ( ~ (f)) •• . ) 

então · 

(7) 

pelo resul -

. f N k = p ~ ( f) ·= ~ ~ ( p ~- 1 ( f ) ) = p ~ ( f N ( k - 1) ) 

Usando a express~o (7) temos: 
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1 1 

V fNk .S. allfN(k-1)11 + 13 V fN(k -1 ). o o 

Como IIP-rfll.s.llfll , pelo · resultado (O) , obtemos 

IIPN(k- 1 ) fll ~ llfll · · de onde 
1 . 

V f N k .S. a 11 f li + 
o . 

1 

13 V fN(k-1) o 

Façamos algun$ cálculos: 

1 1 
V f N .s_ a !I f li + 13 V f 
o o 

1 1 
v fN2 .S.· allfll + 13 v f N .S. ali f li + 13 (a li f 11 + 13 
o o 
1 ' 1 

2 v fN 2 .S. allfll.[1 + 13] + 8 V f 
o o 

Na verdade, se supusermos · 'úK > 1 que 

1 
v 
o 

1 2 k . 1 
V f NK .s_ a li f 11 . [ 1 + 8 + 8 + ••• + 13 - ] 
o 

1 
+ 13k v f 

o 

vamos obter 
1 1 

. 6 fN(k+1) .S. allfll + 8 6 fNk 

f) 

1 . . 1 

V f N ( k + 1 ) .S. a 11 f li . + 13 [a 11 f 11 ( 1 + •• ·. + 13 k-
1 

) + 13 k V f] 
o o 
1 . 1 
V f N ( ·k + ," ) .S. a 11 f 11 . [ 1 + 13 + . . • + 8 ~ ] + 13 k + 

1 
V f 

o o 

Ou seja podemos · afirmar que para todo k > 1 temos 
1 . k 1 k 1 
6 f Nk .S. ali f li . [ 1 + B + •• • : B - ] + 13 6 f . 

Como B < 1 

Se definirmos o conjunto 

k 
C= {P flk=0,1, ... } 

( 8) 

( 9) 
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· o qu e temos é que 

IIPkf ll < llf ll pelo resultado (D) . 
e 

1 1 
V Pkf::. a(1-8) - 1il fll +V f 
o o 

O le ma 6 nos assegura que C é relativamente compacto 

em L 1[0, 1]. 

C = {f,P N'.P N2f , ... } 
T T 

como P é um operador contínuo então os conjuntos 
T 

p N-1C = {P N- 1f,P 2N - 1f ,P 3n~ 1, . .. } 
T T T T 

são todos +elativamente compactos em L 1[0,1] . E disto de 

duzimos que 
2 3 . N-1 

A = {f , P f, P f , P r, . . . } = . n P kc 
T T T k=O T 

(10) 

também é relativ am~nte compacto . 
• 

Utilizando o teo rema de Mazur e os comentários que fizemos 

com relação . ~ es te teorema podemo s afirmar que 

CO( A)=CO{f
0

, f 1,f2 , ... } é compacto , mas 

f o+·· .+fn-1 
{ n In = 1, ... } está contido em CO(A) logo 

é relativamente compacto isto é 

n- 1 

· K(f)={.l L Pkfln=2, ... } 
n k=O T 

to para toda fEBV[o.,n. (10) 

é relativamente compac -
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Como a topologia de L 1[0,1 ] é metrizável, ent ão 

K(f) é relativamente seqüencialmente compacto para toda .. 
funç ão f· de variação limit ada . Em L 

1 [0~1], como em 

qualq~er espaço de Banach, a convergência e~ relação a 

nor ma implica a convergência fra ca, portanto K(f) é re 

!ativamente seqyencialmente compacto em relação à topolo 

gia fraca, para qualquer fEBV[0,1] 

Pela propriedade (O) sabemos que IIP T f li ~ 11 f li o 

r~ftt ~ ~ 
Pn 

que impl~ca e portanto . ___!_f -+ o em L 1 . n 
n-1 

Se 1 
~ Pkf A(n)f = -n 1 então pela mesma p·ropr i e_dade c te 

k=O 

mos IJA(n)fiJ < i,<IJfll + 

. . . IJf l~~ 1 entã'O IJA(n)fiJ~ 1 ou sej a (A(n)) é uma seqüê~ 

cia limit-ada . 

Estamos em condição de usar o ~eorema e concluir que 
n-1 

A(n) = n L pk converge na topologia fort.e dos operadores 
k=O 1 

para . um operador P : L 1 [O , 1] -+ L 1 [O, 1]. 

Po + P 1 n-1 
T T+ ... +P1 fortep 

Se n 

P + p2 + + Pn 
então T T · · · 1 forte P 

--=----=-----~ o p n 1 

2 
n+1 ~T+PT+ . .. + pf1 

1 forte P então 

então 

--n 

n +. n 
o 

n+1 

pO + p 
1 

+ Pn 
T n+ 1 p T + p T + .. • 

mas -- ----~----n n+1 
Po 

e __!. forte 0 n 

+ + pn 
1 1 
n+1 

forte p 

1 
o p 

forte p o p 
T 
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logo P oP : P . 
T 

Então para toda função f E L 1 [O, 1] 

P <.f*> : P (Pf) = Pf = r* 
1" 1" 

. * temos, se Pf =f 

* ou seja f é pontQ fixo do operador de Perron-Frobenius 

p 
1" 

Como IIA(n)fll ~ llfll para toda fEL 1[0,1] então 

para toda f E. L 1 [O, 1] o que implica· ser P um 

operador contínuo. 

Se f~ o (q.s. ) . pela propriedad~ (c) temos p f<o (q.s.), 
T-

portanto 
l 1 . * 

A(n)f >O (q.s.) . A(n)f_ -l- f . , então existe sub 

seqGênqia A(nk)f convergindo pontualmente quas~ 

* ) * 
para f , isto implica que f ~O (q.s.). 

Na propriedade (a) mostramos que f 1 P fdm = í 1 
Jo T · Jo 

11 
A(n)fdm = 11 

fdm 
o o 

isto implica que para todo n E N 

sempre 

fdm , 

. Como 

L 
A(n)f _J Pf e como g E L 1 1+ Jl gdm 

o 
é um funcional linear 

contínuo em L 1 , então J1 ·A ( n ) f d m 
o 

( 1 . . 
-+ J, P·fdm . ~orno 

o . . 

J1 
A é n ) f d m = 11 

f d m , segue que par a t o da f _ E L 1 [ O , 1 J t e -
o . o 
mos 11 

fdm = 11 
Pfdm • 

o o 
Novamente u ti l .i zamos 
1 
v Pk N f ~ 1 ~8 1 1 f 11 + s ~ 
0 T · 

a expressão ( 9): 
1 
v f , isto é , 
o 

para toda f E BV[O , 1] e todo k E N • 

Quanto as funçôes P 
0
f,P 1f, . ~ . ,P N- 1f podemos o~ 

T T 1" 

·ter uma limi taç ão de sua s variaçôes da mesma maneira que 
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obtivemos anteriormente para P f . Se 1 ~ j ~ N-1 , note-

mos por b. o menor comprimento dos intervalos da par ti­
J ... 

ção referente à e por 
_ má x I [ ( T ~) -l ] " I 

kj- mini[(Tj)-1] , I 

Como infjT' I = s >O, então 

1 1 . 
v P .f~. (k. + 2b-: s -J )IIfll 
0 TJ J J 

1 
+ 2s-j V f 

o 

Podemos, portanto, escolher constantes c 
1 

.e c 2 tais que: 

1 1 

6 pTjf ~ ~111fll. + C2 6 f 
para j=0 ,1, ... ,N - 1 

O a do n E N , dividindo n por N , tem os # n = k N + j , 
:> 

onde O~ j ~ N-1 . Empregando a expressão ( 9) e a desigual:_ 

da de anterior, temos: 
1 1 
V Pnf = V PNk+jf = 
0 T . 0 T 

1 
~ 1 ~8 11 P~ fll + 8k 6 P~f 

1 
~ 1 ~ 811 f 11 + 8 k (c 1 11 rn ~ c 2 ~ f) 

o 

1 n a 
ou seja, V PTf~( 1 _ 8 + 

o 

1 
v f ' 
o 

1 
v f 
o 

para todo f E BV [O, 1-] e todo natural n = Nk + j onde 

j=0 ,1, ... ,N-1. 

Então, 
1 

lim sup v
0 

P~f ~ 1 ~8 11fll· 
n-+oo 

portanto, 

1 i m s u p .:!. [~ P 
0 

f + • • • + V P N _ 1 r] 2._ 1 ~ 8 
11 f 11 

n-+oo n ·O T O T 

( 11) 
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Se então 
1 

lim sup V A(n)f 2_ 1 ~ 8 !1.fll , 
n-roo o 

k=O ,. 

para tod.a' . f E BV[O, 1]. Fazemos ~ - c 1-8 -

Fixando uma 

tal que se 

função . f E BV[O, 1] , dado e:> O , existe 
1 

n>N , então V A(n)f2_cllfll+e: Mas, 
- e: o 

L 1 * * A(n)f-+ f , pelo Corolário 2, existe fe: , ta.l que 

N 
e: 

* * 1 * f = f ( q . s . ) e v f e: ~ c li f 11 + e: . P e 1 o c oro 1 á r i o 1 , ex i s-
e: . o 

te r** ** * tal que · f ·= f ( q. s.) 1 ** e y f 2_c llfll 
o 

Em relação ao ope rador P: L
1
[o, 1]-+ [O, 1] tem.os que P é 

contínu·o, pois IIPfll~llfll p~ra toda fEL 1[0,1J' . Além dis 

to , para toda f E BV[O, l] , temos que Pf E BV[O, 1] e 
1 
V P.f2_cllfll . o 

Pelo corolário 3 , concluímos que ,. 
P ( L 

1 [ 
O , 1 ] ) ~ B V [ O , 1 ] 'e V P f 2_ c 11 f 11 , para toda fEL 

1 
[O, 1]. 

o 

Este último r e sul ta do, ou seja , que para todo f E L 1 [ Q, 1] 

temos 
1 
v r* ~ c li f li , 
o 

onde c é uma constante que depende apenas de T , permi-

te concluir que 

*·I * v = {f p f 
T 

é um subespaço vetorial de dimensão finita. 

Considerando 

temos 

s
1 

(O) = 

1 * v f <c 
o 

* e 11 f li 2_ 1 , p e 1 o 1 e ma 6 s
1

<o) é compac-



to em L1[0,1] . 

Num espaço normado E , se · s
1 
(O)= {x E E I 11~11 2_ 1} é compaE_ 

to então dim E< co • Então, dim V< co • 

Exemplo 1 

Mostramos através de um exemplo a existência de uma 

aplicação r , c2 por partes, para a qual não é válida a 

hipótese in f I r ' I > 1 e não possue medida invariante abso-

lutamente contínua em relação a Lebesgue . Temos r(O) = o 

e r' (O) .= 1 . Provamos que 

zero. 

Pnf converge em medida r para 

Digamos que existe uma medida ~ invariante por r 

absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue . En 

tão, pelo Teorema de Radon-Nikodym existe r* tal que 

'tiA c [O, 1] mensurável temos ~ (A)= J f*dm 
A 

Neste caso ~([O,x]) = rx f*dm = ~(r- 1 [0,x]) =f f *dm de 
Jo · 1 

.r- [O,x ] 

onde temos ddx f r* dm = r* ou seja. p r r*= r* . 
· r - 1 [o,x] 

Vamos provar que qualq uer que ~eja fEL 1[0 , x] a seqüên-

· Pn f d L 1 c1a converge na norma o r para ~era. Ora isto nos 
* : 

diz que f ·=O quase sempre e portanto não existe, exces-

são a trivial nula, medida como a ~ acima . 

r ( x) = 

Primeiramente vamos definir r 

·2x - 1 1 
22_X.s_1 

Para esta aplicação r o operador de Perron- Frobenfus com 

putado resulta: 
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X X+1 

= d~ [J;+
1 

f(s)ds + J~ f( s)d.s] 

Seja f = 1 o -

2 

= ·· 1 f(-x-) 1 (x 1) 
( 1+X)2 · X+1 +2f 2+2 

e d.e f in imo s g n ( x ) = x .f n ( x ) 

N e s te caso g 
0 

( x ) =. x . 

f ( ) 1 f (-X-) 1 (X 1 ) 
n+1 x = (

1
+x)2 n X+1 + 2 fn 2+2 

onde 

() 1 X (X X X 1 . X 1 X f X - -- -- f --) + --(- + -) f (- + - ) 
n+ 1 - 1 +X 1 +X n X+ 1 1 +X 2 2 n 2 2 . 

1 X X X 1 
9n+1(x) =,xfn+1(x) = 1+x 9n (1+X) + 1+x 9n (2+ 2) 

Lema 

Para todo n > O gn é função não decrescente e 

gn(x)~O \1xE[0,1] .· 

Prova: 

( 1 ) 

(2) 

A verificação da afirmação acima é facilmente realizada por 

indução. Vamos de f a to provar que g~ ( x) ~ q \"Jx E [o, 1] . 

Trivialmente o resultado é válido para g
0

(x)" = x . Suponha-

' 
mos que o resultado seja válido para todo n >O . Então, 

9 ~ + 1 ( x ) = 
1 

2 [g n ( ~ + ~ ) - g n ( 1·: x ) ] + 
(1+X) 

Como por hipótese g~(x) ~O então 9n não decresce e co -

mo X X 1 para todo xE[0,1] então --<-+-
1+X 2 2 

[ 1 X - gn( 1:x)] o e disto deduzimos g (- + -) > que n 2 2 -

g~+ 1 (x)~O 

Temos que g
0

(0) =O . Se supomos gn(O) =O para todo n >O 

então 9n+ 1(0) = 1 :gn (O) =O pela equação (3). Em resumo, 
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gn (O) = O para todo n >O . A conclusão é que gn é não 

decrescente e gn ( x) ~O 't;Jx E [O , 1] . 

Observemos que us an do a equação (3) 

. 1 1 1 
= 2 gn ( 2) + 2 gn ( 1) 

~- ~ g n ( 1 ) + ~ g n ( 1 ) 

logo a seqüência (gn(1)) 
zk 

converge . Digamos qu e gn(1)~c~ 

Pondo z = 1 e z - , ou seja 
O k+1-1+Zk 

1 1 
z 1 = 2 ' 2 2 = 3 • · • ' 

1 zk = k+ 1 , e usando a equaçã o (3) novament e concluímos que: 

Lema 2 

[ ó ' 1 ] 

Prova: 

1 
gn+1(zk) = ~ gn( 2 k+1) + 

k 

2
k 1 2 k 

1+Zk gn(2 + 2) 

As funções gn convergem uniformemente para c
0 

em 

't;Jó >o . 

Novamente vamos nos valer de uma argumentação por indução. 

Vamos prova~ que· 't;Jk ~O , lim gn(x) = c
0 

se zk ~ x ~ 1 • O 
n~co 

resultad·o é trivialmente válido se k =O • Sup-onhamo s pois 

o resultado válido para um certo 
"1 

gn+1(zk) = ~ gn( 2 k+1) 
k 

e desde que 1 1 
2 k ~ 2 + 2 2 k então 

lim gn+1(zk) 
1 

co = = 1+Zk 
n~co 

k > O . Já que 
2 k 1 2 k 

+ -1-- gn(-2 + -2 ) +Zk 

lim gn( 2 k+1) 
zk 

+--
n~co 

1+Zk 

,. 

co ou 



52 

de onde lim gn(zk+ 1) = c0 . 
n-+oo 

Todavia z < z k+ l·- k e se então temos . 

gn(zk+ 1) 5: gn(x) < gn(zk) e como gn(zk+ 1) ; gn(zk)-+ c 0 en 

tão lim gn(x) = c
0 

. para todo x , · zk+ 1 ~ x ~ 1 . 
n-+oo 

De fato , a convergência é uniforme e isto decorre facilmen 

te dos argumentos acima, 

1im gn(zk) =co . 
n-+oo 

Dado e: > b existe 

pois lim 
n-+oo 

N e: E N 

gn ( 1) = c
0 

e 

tal. qu~ t/n E N se n > N -· e: 
então c

0
- e:<gn(1)<c

0
+e: e c

0
-e:<gn(zk)<c

0
+e: . Se 

e disto concluímos • ,. 
c

0
- e:< gn(x) < c

0 
+e: . Portanto temos a convergência uni fo_E, 

me em das funções gn e como z. -+ o 
k se k-+oo 

na verdade a convergência é uniforme sobre um intervalo 

[ õ, 1] se õ > O • 

Lema 3 

As funções f n são não crescentes t/x E [O, 1] 

fn(x)2_0 e 11fn11=1. 

Novamente um argumento por i~dução. Vamos provar que fn 

são não crescentes. O resultado é óbvio para 

nhamos f n não cresc-entes para n > O • 

f = 1 . Supo o . 

Se 0 ~X< y ~. 1 então _x_ < _y_ 
1+X 1+y e ~ + ~ < ~ + ~ , logo 

f ( x ) > f (_y_) e n 1+X - n 1+y 

1 X) 1 v f(-+- >f (-+.L) n 2 2 n 2 2 

Também temos logo 
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(1~x)2 fn(1:x) > 1~y fn ("1~y) e 

1 1 X 1 · 1 Y._ 
2 fn(2+ 2).?. 2 fn(2 + 2) 

Usando a equação ( 2) obtemos f n+ 1 (X) .?. f n+ i ( y) É claro 

usando a equação (2) e um argumento de indução também ob-

temos que f >o n·-

Já que cada f n .?_O então P r f n .?_O , como observa-

f = 1 o . então, pela mesma mos na propriedade (c). Temos 

propriedade (c) ' r1 p f = r1 

Jo -r o Jo f = 1 o ou seja · 11 f 
1

11 = 1 . 

Este aegumento 

r1 p f 
Jo -r 1 

repetido nos diz que 

= f1 
f 1 = 1 ou 11 f 211 =. 1 

o 

Por indução novamente obteríamos que \In> O 11 f nll = 1 • 

Como temos a convergência uniforme das gn para 

[ ô ' 1 ] ô >o então já fn(x) = 
gn(x) 

X * 0 em se que se 
X 

co 

temos a convergência uniforme das fn 
co 

em . [ ô' 1 ]. para -
X 

Supondo co* o 

f
, co 

- dm > .1 
Ô X 

' 
podemos escolher 

mas 

lim 
n-+oo J

1 f1 co . f dm = - dm > 
ô n ô x 

um ô >O. tal que 

e isto é absurdo pois, ac·abamos de ver, 11 f nll = 1 • Disto só 

podemos concluir que c~ = O • 

Temos·na verdade a convergência uDiforme das fn em [ô,1] 

se ê >O para O . Esc ri to de outra maneira: 

ô >o 

Pn 1 -+ O uniformemente em [ ê, 1] se ô > O . Fixemos r 

p 

Seja fEL 1[0,1] então dado e: >O existe cp cp =L c i X J 

i=1 i 
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são intervalos contidos no [0,1] tal que 

Se escolhemos k positivo tal que jc 1 1, . .. , lcpl < k 

podemos determinar um 

í 1 n e: 
J. P r 1 dm < 2pk 
g 

N e: tal que para todo 

Avaliemos J1 jP~fjdm . 
ê 

J1 jP~fjdm = J1 IP~(f-<p+<p)jdm 
ê ê 

n > N - e: 

2. J1 IP~( f - <p) jdm + J1 IP~~jdm 
ó ó 

p 

< L 
'i=1 

p 

2. L 
i'=1 

2.1 1
1 P~( f - <p)dm 

o . 

2. 11 I f ._ <~>I dm + 
o 

temos 

Como Prf(x) ~O se f(x) >O , então se f(x) ~ g(x) então 

De onde concluí - se que p 1 • 
r 
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p 

J1 IP~cpldm < L K J1 P~1dm -c c i=1 
p 

L. ( 2~k) < = -
Í=.1 

se n > N - E: 

Concluímos então 

para todo 

para c >O fixado. 

Se * . * f = p f r então J1 I f* I< e: 
ô 

E: 
2 

n > N - e: 

de onde temos * f = o quase sempre em [O, 1]. 
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SEÇÃO 4 

No inicio da demonstração do Teorema A a composi 

ção da aplicação . T n vezes , obtendo rp = TN , foi feita 

de modo a te r I T I I > 2 . A c o n di ç ã o imposta , de maneira que 

I l 1 I > 2 se ex p r e s sou ex i g i n do q u .e i n f I T 1 I > 1 Substi-

tu indo a cond~ção in f I T 1 I > 1 pela existência de um n
0

EN 
n 

tal que infl (T 0
) I I > 1 se seguirá o Teorema. 

Teorema B 

Seja -r : [0,1)-~- [0,1) c2 por partes. Existe 
, no 

n
0 

E N tal que in f I ( T ) I I > 1 então para toda fEL 
1 

[O, 1) 
· n-1 

a seqüência ~L P~ con~erge em L1[0 , 1) para uma fun­

k=O 
* ção f EL

1
[0,1) e 

1) Se 

2) 11 
o 

f >O então 

f*dm = 11 fdm 
o 

* * 3) p f = f . 
1' 

·1 * 
4) V f < ciJfll 

o 

* f >o . 

A quarta conclusão do Teorema A dependeu ainda 

da variação limitada de P f,P 2 f, ... ,etc e estas não po-
T 1' 

dem ser obtidas a menos que tenhamos in f l-r' I >O • Como exis­
n 

te n
0

E N tal que infi(T 0
) 1

1 >1 então infiT ' I >0. 

No contra-exemplo 

. r(x) = 
2x-

ddx rn(O) = 1 e pqrtant,o fora do conjunto ·de aplicações, ago 

ra mais amplo, para os quais nossos resultados são válidos . 
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Seja rp : [0,1]-+ [0,1] contavelmente c2 por partes, sejam 

~1'~2 '"" .,etc os intervalos da par t ição relativa a aplica-

ção . Para demonstrar o Teorema C exigiremos que 

= {0,1], exceto~ · possivelment~, para um ndmero finito de in 

tervalos ~i . Entretanto, esta condição pode ser válida p~ 

r a e não ser válida para 2 como o seguinte exemplo 

mostra. 

A aplicação [0,1]-+ [0,1] é definida por: 

~(o) = o 

cp( x ) = ri ( n + 1 ) ( x - n ~ 1 ) , para 1 1 -<X<­n+1 -n 
e 'n = 2, 3, ... , etc 

r!(x) = 2(x- ~) , para 

sz$(x) = 2(x - ~) , para 

1 3 
2<X .s_ 4 

3 
4 < X~ 1 

2 Não é difícil observar que 
1 r---- ---r---r--.... -1 

não está submetida a condição 

· acima. A imagem dos intervalos 

1 1· 3 1 e 
(2n(n+1) + n+1 '4n(n+ 1) + n+1] 

3 1 1 . 
<4n(n+ 1) + n:;:-;-,n] , para n=2,3, . .. 

por . 2 . ' . t 1 (O 1 ] e o 1n erva o , 2 

Para conduzir a ·demonstração do Teorema C como a demonstra 

ção do Teorema A, a cond.ição acima recairia sobre alguma 

iteraqa ~N de r/; e não basta exigi-la de ~ apenas. 

No Teorema A, as iteradas foram necessárias para obter uma 

aplicação, no caso ~N, com o ínfimo da derivada maior que 

2. No Teorema C como não vamo s iterar exigimos in f 1~· I > 2 
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Teorema C 

Seja : [0,1]-+ [0,1] contavelmente por pa!_ 

tes tal gue '"in f I rjJ' I > 2 e sup I~" I < oo • 

Suponhamos que A-- . (6 . ) = [0,1] 
'P1 1 

exceto para um número finito 

de intervalos ói . Então para toda f E L 1 [O, 1] a seqüên­
n-1 

cia ~ . L Pkf. c onverge em L 1[0,1] para uma fu nção 
k=O 

* f EL
1
[0,1] e 

1) Se f >O 

2) 11 * 11 f 'dm = fdm 
o o 

3) p f * = f * 

4) A função f * é de variaÇão limitada e existe 

tante c independente da f inicial, tal que 

1 
v r* < c li f li 
o 

Demonstração: 

, 

uma cons-

Devemos fazer algumas modificaçôes na demonstração do Teore 

ma A. De fato , as hipóteses acima foram propostas de manei -

r a que a demonstração do Teorema. A possa ser empregada. 

A exigência que sup 156" I < oo nasce da necessidade 

de ter K- sup I <<P- 1) •t i 
-infl(~- 1 )'1 

< 00 como na página 40 . 

A exigência que apenas um número finito de intervalos 

[b 1 _ 1,b1 J tenhamos ~i[bi _ 1 ~bi] :1: [0 , 1] surge da necessida 

de , para o c~so f i nito, de tomarmos b- 1 , onde 

b=min (b. -b . 1) na equação (4). 
. 1 1 -
1 

Computando o operador de Perron-Frobenius para ~ vamos 
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inicialmente supor fEL [0,1] 
()() 

e f> o 

P ~f ( X ) = ddX f ., n S ) d S 

~ ~- [O,x] 
. . 

p ç6 f ( x ! = ddx [f t ( s ) d ? + 

rp- [O,x]n[b
0

,b
1

] 

Se çt>. [b. 1 ,b. J.= [c. 1 ,c! J 
1. . 1.- 1. 1.- + e '/. 

"1. 
a função característica 

de [c. 
1
,c:] 

1- 1 
então 

()() 

. L ~1 I <<Pi 1)' (x) I X i (x.)dx = 1 

1=1 . 

ou seja, 11 (L l<~i 1 )'(x)lxi(x)d.x = 1 , ·pelo Teorema da Con 
o i= 1 

vergência Monótona. 

Se definimos por M o supremo essencial qe uma funç~o 

()() 

~ .L M Jo1 ., <<Pi1) '(x) lxi (x)~~ 
1=1 . . 

< M 
()() 

Portanto, G(x) = L f()b- 1(x))l<sz>-l)'(x)lxi(x) 

i=1 

pertence 

espaço L
1
[0,1] . n 

Se ·definirmos Fn(x.) = L f f(s)ds 
i=1 ~- 1 [0,x]n[b. 

1
,b . ] 

YJ 1- l 

F(x.) =f f(s)ds temos Fn(x) ~ F(x) e F(x) ~ llfll . 

~- 1 [0,x ] 
. n 

Se F~(x)= L. f<<Pi 1 <x)).j(~i 1 )•(x)lxi(x) então 

i=1 

ao 

e 
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F~(x) --~- G(x) 

f
0
x , F~ .( S ) d S = ( F n ( X ) - F n ( O ) ] -+ ( F ( x ) - F ( 0 ) ] 

. . 
Pelo Teorema da convergência dominada 

(x F'(s)ds-+ (x G(s)ds 
Jo n Jo 

então F(x)- F(O) = Jx G(s)ds , 
o 

logo F'(x)=G(.x) (q.s.). 

Portanto , 
00 . . 

ddx J 1 f ( s ) d s 
rp- [O,x] 

= [ f(~i 1 (x)). l<~i 1 )'(x)jxi(x) (q.s.) 

.i= 1 

se fEL [0,1] e f>O · . 
00 

Por outro lado se f E L [O, 1] escrevemos f:::: f+ - f - e te 
00 

mos 

ou 

00 00 

PszSf(x) = ~ f+(~l 1 (x)).j(cfti 1 )'(x)jxi(x)- ~ rc~l1 (x)).!(~l 1 )'(x)lxi(x) 
i=1 Í=1 

logo para toda f E L [O, 1 J · temos 
00 

00 

P~f(x) = -~ f(<t>i 1 <x)).l<<t>i 1 )'(~)1xi(x) (q:s.) 

i=1 

Vamos usar a expressão acima para o caso de uma função f 

de variação limitada . 

Seja o= t~ < t 1 < ••• < tn = 1 uma partição do 

[0,1] . 

Notando f(tpi 1 Cx))l<~i 1 )'(x)lxi(x) p·or Hi(.x) temos 

00 

P r/Jf ( X ) = ~ H i ( X ) • 

i=1 

n n oo co 

IPçbf(tk)-P~f(tk-1)1 =~I~ Hi(tk)- ~ Hi(tk_,), _ 
k=1 i=1 i=1 



Portanto 
1 

O) 

1 
v PÇÍf ~ L v 
o o 

i =1 
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n co 

= L I L. ( Hi ( t k ) - H i ( t k- 1 ) I 
k=1 i=1 

n co 

< L L IHi(tk)-Hi(tk_,)l 
k:1 i=1 

co n 

< L L IHi(tk)-Hi(tk- 1)1 
i=1 k:1 

co 
1 

< L v Hn - o i=1 

Hn 

Digamos que os n 's para os quais ÇZS. [ b . 1 ' b . ] = [ c . 1 ' c . ] * 1 1- 1 1 - 1 

:1: [0,1] sejam n 1 ,n
2

, ... ,n
1 

. . 

Como na expressão (2) do Teorema temos: 

s- 1Cif(b. 1)1 + lf(b.)l + 
l - l 

1 
+ • . \ V( f o9) -:-1) • I ()6-:-1) • I L 0 1 1 

Tomando . K - sup I (<b-
1

) " I 
- in f I <9S- 1 ) • I 

n:tn1, . . . ,n
1 

obtel]los 

c i 
v 1 1 . ~ íb1. 

< f o </>i ) · I .<9' i ) ' I J~ 
c. 1 l-

como na expressão (3). do Teorema A. 

b. 1 1-

b. 
1 

lfldm + s- 1v f 
b. 1 1-

Nesta expressão não importa se [ci_ 1 , ci] :1: [0 , 1] ou não. 

Servindo para majorar tanto 
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Quanto as parcelas 

n 1 , •. .. , n~ 

tomando b = min (bn. - . bn. ) para j = 1, . . . , ~ obtemos 
. J . J -1 

~ s- 1CifCbi-i)l + lfCbi)l) ~ s - 1 
1 

f + 2s- 1b- 1 
11 v I fldm 

n1, ... ,n~ 
o o 

Como na expressão ( 5) do Teorema A. 

Reunindo estes resultados temos 
co 

1 . b. . 1 
2b - 1s - 1 

11 v Pq/ ~ L [ K J 1 I f I dm + s ~ 1 v f + lfldm 
o . 1 b. 1 o o l= 1-

( -1 -1) Se a= K + 2b s e S = 2s- 1 · então obtemos a expressão 
1 1 
V P f ~ allfll + f3 V f , ou seja, a expressão (7) do Teorema 
o o 

A. Desta expressão podemos obter que, para qualquer 
1 1< . k 1 k 6 P~ f ~ a 11 f 11 [ 1 + f3 + •••. + f3 - ] + f3 

Como f3 < 1 então 

1 1 

1 
v f 
o 

6 P~f ~ allfiiC1- f3) -
1 + V f , isto é, 

o 

a expressão (9) do Teorema A. 

Se definirmos o conjunto 

A= {P~flk=·0,1 , 2, .. . } 

como 

IIP~fll ~ 11 f li 

·k ~ 1' 

para toda a função .de variação limitada e todo t< E N , en ­

tão A é relativamente compacto, pelo léma 6. 
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Estamos na afirmação (10) do Te~rema A. 

A partir deste ponto, para obter as conclusões 1), 2) e 3) 

basta seguir a demonstração do Teorema A. 

Em r elação ·à conclusão 4), a argumentação do Teorema A é 

desnecessária na sua etapa inicial. 

re tornando 
1 
v 
o 

à desigualdade 
k ' 

P$?Sf :s_ aJI f li [ 1 + 

da página anterior 
1 

k a k 6 P~f <· 1-sllfll + 13 

temos 
1 
V f , para toda 
o 

fEBV[O,i] e k E N • 

1 
Então, lim sup v

0 
P~f < 1 ~e ll fl l , para toda f E BV[O , 1] e 

k -+oo 'f' 

todo k > 1 Estamos na expressão (11) do .Teorema A. O res 

to prossegue como naquele Teorema. 

Se exigirmos que sz'Côi) =[0,1] , para i= 1,2, ... 

podemos iterar para obter N tal que in f I ((j>N) ' I > 2 _. Nes 

te caso reunindo a argumentação dos Teoremas A,B e C obte-

mos o Teorema O. 

Teorema O 

Seja 

n
0 

E N 

. . 2 f; : [O, 1] -+ [O, 1] contavelmente C por partes . 
n 

Existe tal qu e infl <rp 0
) ' I> 1 e supl sz'" I< oo • s~ 

ponhamos que para todo intervalo 6. 
1 

da partição relativa 

à temos (ôi) =[O, i] . Então, valem as mesmas conclu-

sões dos Teoremas A, B e C. 

É. neste caso que se enquadra a aplicação de Gauss, pois 

l<cp2) '1 >2 . 

Exemplo 2 

Como an ter i or·mente comentamos não podemos abrir 
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mão da condição que assegura, exceto num número fin i to de 

intervalos da partição, ser a imagem por Ti do intervalo 

~i - igual ao in~ervalo [0,1]. 

De fato, existem aplicações T : [O , 1]-+ [O, J] contavelmen­

te c2 que não possuem medida inv ariante absolutamente con-

tínua em relação à medida de Lebesgue . 

Como observamos antes em (H) se T possue uma me 

dida invariante absolutamente contínua em relação a Lebes-

gue então p 
l 

possue um ponto fixo f :j: o 

Seja 1 T(X):2X+2 

para n = 1, 2, . .. 

1 1 T(x) = 2(x-1 + 
2

n) + 1-
2

n+ 1 , 

t ( X ) = 2 ( X - 1 + 2 ;~ 2 ) + 1 - 2 n 1+ 1 ' 

T(1)=1 

De maneira ge ral temos 

1 - -1- . < 'T n ( X ) <. 1 
2n- -

Portanto, P nf(x) = O se 
l 

0 < X< 1 
1 - n . Se 

2 

ponto fixo de p 
l 

f é um 

então 

p· nf= f(q.s.), para todo 
l 

n E N , 1 o g o· f =. O ( q . s . ) : 

1 
O~x~ 4 

1 1 
4<X~2 
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Podemos mostrar algo mais gera~. 

Seja h: [O, 1]-+ [O, 1] crescente contínua e tal 

que com exceção do O e do temos h ( x) > x . 

Seja x E (O, 1) , então h(x) < h 2 (x) < h 3 (x) < ••• < 1 , onde 

n h (x) = h(h( ... (h(x)) .. ·.)) representa a composição de h 

com ela mesma n vezes. 

n 
Naturalmente h (x)-+ a Ç (O, 1]. O limite a tem 

que ser pois hn+ 1 (x)-+ h(a) então h(a) =a , logo 

a= 1 • Disto se conclui que se 1 >e: >O e ó >O , então 

n 
existe n

0 
tal que h 0 (ó) > 1- e: , logo para todo x > ó 

n 
temos h 0 (x) > 1 - e: 

Teorema 2 

Seja T: [0,1]-+ [0,1] contavelmente c2 por partes 

ta 1 qUe T ( X ) > h ( X ) 'd X E [ 0 , 1 ] . E n t ã O , par a t O da fEL 
1 
[ 0 , 1 ] , 

Pnf-+ O em . medida . 
"[' 

·Demonstração: 

Seja · fEL 1[0,1] e f>O. Definindo 

~(x) = J f(s)ds 
-r-n[O,x] 

então é absolutamente con 

tínua e não . decrescente, logo ' >O ( q. s . ). n-

ó >o 

Na verdade P~f(x) = P nf(x) =ÍJ~(x) . 
"[' 

Sejam n >o e e: > o . Como fEL 1[0,1] 

tal que se m(E) < ô então l f < n . Sendo 
E 

-r(x') > h(x) então n n T (x) >h (x) e portanto existe 

existe 

n 
o tal 

que se n > n , . Tn(x) > 1- e: , para todo x E [ó , 1] , ·isto é, - o 



Segue que 

para 'todo n > n
0 
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qualquer que seja n > n - o 

Se f E L 1 [O, 1] e s crevemos f = f+ - f - e como 

I P~f I = I P -r f+ - P n f - I ~ P~f+ + P~f- aplicando o raciocínio 
'( 

anterior para f+ e f - concluímos que quaiquer que seja 

f E L 1 [ O , 1 ] par a_ t o d ~ e: > O 

11- e:l n . I P f(x) dx < n , qualquer o '( 

e n > o 

que seja 

existe 

n > n o 

tal que 

Dados e e: >O arbitrários existe tal 

que se 

portanto 

n > n - o 

, 

m( {xE [0 ,1 JfiP~f(x)l ~2n}) < ~+~ 

Logo, tomando n = ~ · , concluímos que para todo ·e: >O ., exis 

te n
0 

E N tal que se n > n então · - o 

m({x E [O, 1] IIP~f(x) I~ e:})< e: , ou seja, P~f~ O em medida . 

Disto deduzimos a existência de uma subseqüência 

nk 
o (q.s . ) p -+ . 

'T 

* é Se .f ponto fixo de p 
'( 

então nk * * 
PT f = f =O(q .s.). 
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