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Resumo

Nesta tese caracterizamos completamente ideais primos, primitivos e maximais
em certos subanéis graduados de anéis de polindmios, que chamamos de subanéis
admissiveis. Obtivemos uma correspondéncia biunivoca, via contracao, entre certas
subfamilias de ideais primos, primitivos e maximais de R[z]| e certas subfamilias
de ideais primos, primitivos e maximais de subanéis admissiveis, respectivamente.
Também caracterizamos ideais primos e maximais em subanéis admissiveis com
varias variaveis. Ainda, estendemos alguns resultados sobre anéis de Jacobson para
anéis admissiveis e generalizamos alguns resultados obtidos em subanéis admissiveis

para certos subanéis de skew anéis de polinomios.
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Abstract

In this thesis we completely characterize prime, primitive and maximal ideals in
certain graded subrings of polynomial rings, that we call of admissible subrings.
We obtain via contraction a one-to-one correspondence between certain subfamily
of prime, primitive and maximal ideals of R[x] and certain subfamily of prime,
primitive and maximal ideals of admissible subrings, respectively. We also characte-
rize prime and maximal ideals in admissible subrings with several variables. We also
extend some results about Jacobson rings for admissible rings and we generalize some

results obtained in admissible subrings for certain subrings of skew polynomial rings.
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Introducao

Nesta tese estudamos ideais primos, primitivos e maximais em certos subanéis

de anéis de polinomios.

No Capitulo 1, introduzimos pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento
do trabalho. H4 uma secao sobre conceitos béasicos na teoria de anéis e outra secao

sobre anéis de quocientes de Martindale.

Os ideais primos em anéis de polinomios sobre anéis nao necessariamente co-
mutativos foram completamente caracterizados por Ferrero em [6]. Posteriormente,
Cisneros, Ferrero e Conzdles em [3], estenderam os resultados de Ferrero obtidos em

anéis de polinomios para skew anéis de polinomios.

O estudo de ideais maximais em anéis de polinémios foram iniciados por Ferrero
em [7]. Neste trabalho sdo obtidas condi¢oes para a existéncia de ideais maximais

de anéis de polinomios.

Em [19], Puczylowski e Smoktunowicz completaram a caracterizagao de Ferrero

sobre ideais maximais em anéis de polinomios.
No Capitulo 2, dado um anel R, definimos subanéis admissiveis de R[z], como
anéis T da seguinte forma

T = So + Sll’ + ...+ Sn_lxnil + R[Q?]LL’”,

onde Sy é um subanel de R e S, ..., S,,_1 sao subgrupos aditivos de R. Estudamos
ideais primos, primitivos e maximais em subanéis admissiveis. Obtivemos resultados

similares aos resultados obtidos para anéis de polinomios usuais.

Na primeira secao, descrevemos completamente os ideais primos de T. Obtivemos
que P é um ideal primo de T com R[z]z™ € P se, e somente se, existe um ideal
primo L de R[z] com R[z]x € L tal que LNT = P.

Se R[z]z™ C P, entdao P = (PNSy)+ S1x + ...+ S,_12" 1 + R[z]2", onde PN Sy

¢ um ideal primo de Sy. Estes resultados sao fundamentais nas provas dos princi-



pais resultados deste trabalho. Esta correspondéncia define uma correspondéncia
biunivoca, via contracao, entre os ideais primos de R[z| nao contendo R|z]z e os

ideais primos de T nao contendo R[z]z".

Na segunda segao, caracterizamos completamente os ideais maximais de T'. Estes
resultados generalizam vérios resultados em [7], [9] e [19]. Obtivemos uma corres-
pondéncia biunivoca, via contragao, entre o conjunto de todos os ideais L de R[x]
tal que R[z]x € L e R[z]/L é simples com identidade e o conjunto de todos ideais

M de T tal que R[z]z™ ¢ M e T/M é simples com identidade.

Na tltima secao, estudamos ideais primitivos a direita (a esquerda) de T'. Como
nas segoes anteriores obtivemos uma correspondéncia biunivoca, via contragao, entre
o conjunto de todos os ideais primitivos de R[z] ndo contendo R[z]x e o conjunto

de todos ideais primitivos de 7" nao contendo R[x]z".

Watters em [21], mostrou que se cada ideal primo de um anel R é uma intersecgao
de ideais primitivos, entao cada ideal primo de R[x] é uma interseccao de ideais

primitivos de R[z].

Posteriormente, Ferrero e Parmenter em [8], estenderam o resultado de Watters

para uma classe mais geral de ideais primos no lugar de ideais primitivos.

No Capitulo 3, generalizamos o resultado de Ferrero e Parmenter em anéis de

polindmios. Além disso, estendemos o resultado para anéis admissiveis.

Na Capitulo 4, caracterizamos ideais primos e maximais em subanéis admissiveis
de anéis de polinomios com vérias variaveis. Estes resultados generalizam alguns

resultados em [9].

No Capitulo 5, estendemos alguns resultados obtidos nas duas primeiras secoes
do Capitulo 2, para certos subanéis de skew anéis de polinomios. Estes resultados

generalizam alguns resultados em [4].



Capitulo 1

Pré-Requisitos

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados basicos que precisaremos
nos capitulos posteriores. Mais detalhes podem ser obtidos na bibliografia deste

trabalho.

1.1 Nocoes Gerais

Seja R um anel associativo, mas nao necessariamente com identidade. Quando
um ideal I de R for bilateral, diremos simplesmente que I é um ideal de R. Um

anel R é chamado simples se seus unicos ideais sao os triviais, ou seja, (0) e R.

Seja N o conjunto dos nimeros naturais, incluindo o zero. Um anel R ¢é dito
N-graduado se R = @, .y R;, a soma direta de subgrupos aditivos R; de R, com

R,R; C R;; para cada ¢, j € N. Claramente Ry ¢ um subanel de R.

Um ideal P de R é dito um ideal primo de R, se para quaisquer ideais I, J de
R com IJ C P,entao I C P ouJ C P. Um anel R é dito primo se (0) é um ideal

primo de R.

A préxima proposicao estabelece as equivaléncias mais usuais de ideais primos e

a sua demonstracao pode ser encontrada em ([14], Proposi¢ao 10.2).
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Proposicao 1.1 Seja P um ideal de R. As sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) P é um ideal primo de R.
(ii)) Sea, b€ R e aRb C P, entdo a € P oub € P.

(iii) Se I e J sao ideais de R tais que I O P, J O P elJ C P, entdo I = P ou
J=P.

(iv) Se I e J sao ideais a direita de R tais que IJ C P, entao I C P ou J C P.

(v) Se I e J sao ideais a esquerda de R tais que IJ C P, entao I C P ou J C P.

Consideremos R[z] o anel de polinomios sobre R. Um ideal L de R[z]| é chamado

R-disjuntose L#0e LN R =0.

O seguinte lema é bem conhecido e sua prova pode ser encontrada em varios

trabalhos, por exemplo ver ([18], Corolério 2.13).

Lema 1.2 Sejam R um anel primo e L um ideal R-disjunto de R[x]. Entdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) L € um ideal primo.

(i1) L € mazimal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[z].

Um anel R é chamado von Neumann regular se para cada a € R existe um r € R

tal que ara = a.

Dado um subconjunto S de um anel R, o anulador a direita de S em R é, por
definigao, o ideal a direita de R, A,,.(S) = {r € R | Sr = 0}. O anulador a

esquerda de S em R ¢é definido analogamente.

Um anel R ¢ dito fortemente primo a direita se todo ideal nao nulo de R contém
um subconjunto finito cujo anulador a direita é igual a zero. Um ideal I de R é
fortemente primo & direita se R/I é um anel fortemente primo a direita. De forma

andloga ¢ definido um anel e um ideal fortemente primo a esquerda. Nao ¢ dificil
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mostrar que cada ideal fortemente primo a direita (esquerda) de um anel R é um

ideal primo de R.

Um anel R satisfaz a condigao de cadeia ascendente (ACC) sobre ideais a direita
(esquerda), se dada uma cadeia qualquer de ideais a direita (esquerda) I C I C ...,

existe um inteiro positivo k tal que Iy = I = ....

A condigao de cadeia descendente (DCC) sobre ideais a direita (esquerda) pode ser

definida de maneira andloga, apenas invertendo o sentido das inclusoes.

Um anel R é dito Noetheriano a direita se R satisfaz a condicao de cadeia as-
cendente sobre ideais a direita de R. Um anel R é dito Artiniano a direita se R
satisfaz a condicao de cadeia descendente sobre ideais a direita de R. De maneira

semelhante é definido um anel Noetheriano (Artiniano) a esquerda.

Um ideal & direita (esquerda) I de R é dito essencial se I N.J # 0 para qualquer

ideal a direita (esquerda) nao nulo J de R.

Seja Z,.(R) o conjunto consistindo de todos os elementos a de R tais que A, (a)
é um ideal & direita essencial de R. E facil ver que Z.(R) é um ideal de R, que serd

chamado ideal singular a direita de R.

Um anel R é dito nao singular a direita se Z,(R) = 0. De maneira andloga é

definido um anel nao singular a esquerda.

Uma familia F de ideais a direita (esquerda) de um anel R é chamada indepen-

dente se Iy N (I + ... + I,,) = 0 para todos elementos distintos Iy, ..., [, € F.

Um anel R tem dimensao de Goldie & direita finita se R nao contém uma familia
independente infinita de ideais a direita. Caso contrario R tem dimensao de Goldie

a direita infinita. De modo similar é definido a dimensao de Goldie a esquerda finita.

Um anulador a direita (esquerda) de um anel R é qualquer ideal a direita (es-

querda) que é igual a um anulador a direita (esquerda) de algum subconjunto de

R.
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Um anel R é dito um anel de Goldie a direita se R tem dimensao de Goldie a
direita finita e se R satisfaz ACC sobre anuladores a direita de R. De forma analoga

¢ definido um anel de Goldie a esquerda.

Conforme ([10], Coroldrio 3.32), um anel R ¢ primo de Goldie a direita se, e

somente se, R é nao singular a direita e tem dimensao de Goldie a direita finita.

Um ideal a direita (esquerda) M de um anel R é dito um ideal modular a direita
(esquerda) em R, se existe um elemento b € R tal que a —ba € M (a —ab € M)

para cada a € R.

Um ideal P de um anel R é dito um ideal primitivo a direita (esquerda) em R,
se existe um ideal a direita (esquerda) modular maximal M tal que P = (M : R) =
{reR|RrC M} ({r € R|rR C M}). Pode-se mostrar facilmente que (M : R) é
o maior ideal de R contido em M. Um anel R é dito primitivo a direita (esquerda)

se (0) é um ideal primitivo a direita (esquerda) de R.

Conforme ([5], Lema 81), um ideal primitivo a direita (esquerda) de um anel R

¢ um ideal primo de R.

1.2  Anéis de Quocientes de Martindale

Esta segdo contém a construgao do anel de quocientes (a direita) de Martindale

de um anel primo. Mais detalhes podem ser obtidos em [2].

Sejam R um anel primo nao necessariamente com identidade e U a colecao de
todos os ideais nao nulos de R. Note que, se I, J € U, entao IJ elUU e INJ € U.
Se [ é um ideal de R diremos que uma aplicacao f : I — R é um R-homomorfismo
a direita se f é aditiva e f(ar) = f(a)r, para cada a € I, r € R. No que segue,

consideraremos ideais I € U e R-homomorfismos a direita f : I — R.

Denotamos por €2 o conjunto de todos os pares (I, f),onde [ €U e f: ] — Ré
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um R-homomorfismo a direita.

Em €, definimos a relacao de equivaléncia como segue: Se (I, f), (J,g) € Q,
dizemos que (I, f) é equivalente a (J,g) ((I, f) ~ (J,g)), se existir um ideal nao
nulo H C I'NJ tal que f |g= g |uz. Podemos verificar facilmente que esta relagao
é uma relacao de equivaléncia e que pode ser definida de maneira equivalente como

segue: (I, f) ~ (J,g) se, e somente se f |ns=¢ |ins-

Denotemos por Q(R) o conjunto quociente 2/ ~ e por [I, f] a classe de equiva-
léncia de (I, f), onde (I, f) € Q. No que segue, dotaremos Q(R) de uma estrutura
de anel de modo a podermos a considerar R C Q(R). Sejam [I, f], [J,g] € Q(R).

Definimos a soma e o produto em @Q(R) por:

() [, fl+1[,9] =[INJ, f+g],onde f+g:INJ — R édefinida de modo natural:

(f+9)(a) = f(a)+ g(a), para todo a € I N J.

(id) [I, f1.1J,g) = [J1, f o g, onde fog: JT — R é definida por (f og)(a) = f(g(a))
para cada a € JI. (Note que fog estd bem definida, pois g(JI) C I e assim f(g(a))

estd bem definida)

E f4cil verificar que estas operagoes estao bem definidas em Q(R), e mostrar o

seguinte.
Teorema 1.3 (Q(R),+,.) € um anel com identidade.

O anel definido acima é denominado anel de quocientes a direita de Martindale

de R . De forma andloga ¢ definido o anel de quocientes a esquerda de Martindale

de R.

Vejamos como R pode ser mergulhado em Q(R). Se a € R, denotamos por g
a multiplicacao a esquerda por a, ou seja, a; : R — R é definida por a;(x) = ax
para cada x € R. Claramente [R,q;| é um elemento de Q(R), o qual denotaremos
simplesmente por ¢;. A aplicagdo ¥ : R — Q(R) definida por ¥(a) = a; para cada

a € R, é um homomorfismo injetor de anéis. Isto permite identificar R com sua
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imagem W(R) em Q(R). Utilizando esta identificagdo, podemos supor R C Q(R) e

para cada a € R, escrever a; = a.

Os préximos lemas contém as propriedades mais importantes do anel Q(R).

Lema 1.4 Sejam R um anel primo e Q(R) o anel de quocientes a direita de Mar-

tindale de R. Entao:

(i) R C Q(R).
(it) Sel eU e f: I — R éum R-homomorfismo a direita, entdo existe ¢ € Q(R)

tal que f(a) = qa, para todo a € I.

(111) Dados n elementos qi,...,q, € Q(R), existe um ideal I € U tal que ¢;1 C R,

para cada 1 =1,...,n.
(iv) Se g € Q(R) e Jg =0 ou qJ =0, para algum ideal J € U, entio q = 0.
(v) Seja g € Q(R). Se qR = Rq, entdo q € invertivel em Q(R).
O centro de Q(R) é chamado o centréide estendido de R, e é denotado por C(R).
Pelo lema anterior, ¢ € C(R) se, e somente se, qgr = rq para cada r € R.

O anel gerado por R e C(R) é igual a RC(R). Este subanel é particularmente

importante, e é chamado o fecho central de R .

Um subanel de Q(R) que contém R é chamado de anel de quocientes a direita

de R. Claramente RC(R) ¢ um anel de quocientes a direita de R.
Lema 1.5 Sejam R um anel primo e Q(R) o anel de quocientes a direita de Mar-
tindale de R. Entao:

(i) Todo anel de quocientes a direita de R é um anel primo. Em particular, Q(R) e

RC(R) sao anéis primos.

(ii) g € C(R) se, e somente se, existe um ideal ndo nulo I de R e um homomorfismo

de R-bimddulos f : I — R tal que f(r) = qr, para todo r € I.

(i1i) C(R) € um corpo.
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A seguinte proposigao caracteriza os ideais primos R;-disjuntos de R;[z], onde
Ry é um anel de quocientes a direita de um anel primo R. Em particular caracteriza

ideais primos R-disjuntos de R[z].

Proposicao 1.6 ([6], Corolario 2.7) Sejam R um anel primo e Ry um anel de quo-
cientes a direita de R. Um ideal Ri-disjunto P de Ry[x] € primo se, e somente se,

P = Q(R)[z]fo N Ri[z], para algum polinémio ménico irredutivel fo € C(R)[z].



Capitulo 2

Ideais Primos em Certos Subanéis
Graduados de Anéis de Polinomios

Seja R anel associativo, mas nao necessariamente com identidade. A finalidade
deste capitulo é estudar ideais primos, primitivos e maximais em certos subanéis
graduados de anéis de polinomios. Isso foi estudado para anéis de polinomios usuais

em [6], [7], [9], [19] e [20].

E fécil verificar que todo subanel de R[z] contendo R[z]z é da forma S + R|z]z,

onde S ¢é um subanel de R. Isso motiva a seguinte definigao.

Definicao 2.1 Seja R um anel qualquer. Um subconjunto T de R[x] é chamado

admissivel em x (ou simplesmente admissivel) se existe n € N tal que
T =S+ S1z+ ...+ S, 12" ' + Rz]z",
onde cada S; é um subgrupo aditivo de R com S;S; C Sy, para todo

i,7€40,1,....,n—1} e com S, = R se m > n.

Claramente, T é um subanel de R[z], Sy é um subanel de R e cada S; é um Sy

sub-bimodulo de R.

O préximo teorema caracteriza os subanéis admissiveis de R[z].

10
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Teorema 2.2 Sejam R um anel qualquer e T um subanel de R[z]. Entio T é

admissivel se, e somente se, T' é N-graduado contendo R[z|x™, para algum n € N.

Prova. Suponhamos que T = Sy + Siz + ... + S,_12" ' + R[z]2", onde Sy, ..., S,
sao subgrupos aditivos de R e S;5; C S;y; para cada i, j € {0,1,...,n — 1}.
Conseqiientemente, T = @,y Rk, onde R; = S;z’ para cada i € {0,...,n — 1} e
R; = Ra? se j > n. Segue que cada R; é um subgrupo aditivo de R[z] e R;R; C R;;

para todo 7, j € N. Portanto T' é N-graduado contendo R|[x]z".

Reciprocamente, suponhamos que 7' é um subanel N-graduado de R|x] contendo
R[z]z"™ para algum n € N. Sejam S; = {r € R | ra* € T}, onde 7 € {0,....,n — 1}.

Logo, Sy, ..., Sp_1 sao subgrupos aditivos de R e So+Syx+...+S, 12" '+ R[z]a" C T.
Seja f = ag+a; + ... +apr® € T. Como T é um subanel graduado de R[z], entdo
a;x' € T para cada i € {0,1,...,k}. Assim T C So + Siz + ... + S, 12" + R[z]a™.
Conseqiientemente T' = Sy + S12 + ... + S,_12" ! + R[z]z™ e S;S; C S;4; para cada
i, j €{0,1,....,n — 1}. Portanto T' é um subanel de R[z] admissivel. [ |

Em todo este trabalho denotaremos por 7" um anel admissivel da forma,

Sy + S1x 4 ... 4+ Sp_12" "t + Rlx)a".

2.1 Ideais Primos em Subanéis Admissiveis

Seja f = ag + ayz + ... + apx® € R[x]. Denotaremos por fx o polindmio
apr 4+ a1 + ... + apx™t € Rlz].

Note que = ¢ R[z] se R nao tem identidade. Logo, fx nao é o produto de f por x em

Rz]. Mais geralmente, se H é um subconjunto de R[x| entao Hx = {fx | f € H}.
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Lema 2.3 Sejam L um ideal primo de R[z| e P um ideal primo de T'. Entdo
(i) Rlz]lx € L se, e somente se, R[z]Ja™ € LNT.

(ii) Lv C L e Px C P se j > n.

Prova. (i) Suponhamos por contradigdo que Rlz]r € L e R[z]a™ C L. Entao
(R[z]x)" C R[z]a™ C L. Como L é primo, entdo a Proposi¢ao 1.1 implica que

R[x]z C L, absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que R[z]z™ ¢ L. Como R[z]z™ C R[z]x, entdo
Rlz]x € L.
(17) Como Lz R[z] C LR[z] C L, entao a Proposi¢ao 1.1 implica que Lx C L.
Temos que P2/T C P e Px/ C T se j > n. Utilizando Proposicao 1.1, Pz/ C P

para cada j > n. [ |

Observagao 2.4 Se R é um anel com elemento identidade e L é um ideal primo de

Rlx], entdo x € L se, e somente se 2™ € LNT.

O exemplo a seguir mostra que a contracao de um ideal primo de R[z] em

S + R[z]x nem sempre é um ideal primo de S + R[x]z.

Exemplo 2.5 Sejam R o anel de matrizes n X n sobre um corpo K e S o anel de
matrizes triangulares inferiores sobre K. Temos que P = R[z|z ¢ um ideal primo
de R[z], pois (R[z]/P) ~ R e R é um anel primo. Por outro lado, P N (S + R[z]z)
nao é um ideal primo de S + R|z]z, pois (S + R[z]z)/P ~ S e S nao é um anel

primo.

Este exemplo mostra que o caso P O R[z]z é especial. Veremos que no caso
contrario a contracao e extensao de ideais primos estabelece uma correspondéncia

biunivoca.
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Para o caso do exemplo anterior a proxima proposicao mostra que os ideais

primos de T contendo R[z|x" sao determinados pelos ideais primos de Sj.

Proposicao 2.6 Seja P um ideal de T com R[x]z™ C P. Entdo P € primo se, e
somente se, P = (PN Sy)+ Six+...+ S, 12" '+ R[z]z" e PNSy € um ideal primo
de S(].

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de T com R[z]z" C P. Como
S;S; C Siy; para cada i, j € {0,1,...,n — 1}, entdao S,,_12" ' + R[z]z™ é um ideal
de T e (S,_12" ' + R[z]z")* C R[x]z™ C P. Logo, S,_12"' + R[z]z" C P assim
S,_12"~1 C P. Continuando com o mesmo raciocinio chegaremos a que S;z* C P
para cada i € {1,...,n — 1}. Entao P = (PN Sy) + S1z + ... + Sp12™ ' + R[z]z".
Logo, (T/P) ~ (Sy/(PNSy)) é um anel primo e segue que P NSy é um ideal primo
de Sp.

Reciprocamente, suponhamos que P = (PN Sy) + S1z + ... + S,_12" ! + R[x]z"
e PN.Sy é um ideal primo de Sy. Como (T/P) ~ (Sy/(PNSpy)), entdo P é um ideal

primo de T |

A préxima proposicao descreve completamente quando existe um ideal primo
de T nao contendo R[z]z". Além disso, ela é fundamental na prova dos principais

resultados deste trabalho.

Proposicao 2.7 Seja P um ideal de T com Rlz|z" ¢ P. Entao P € primo se, e

somente se, existe um ideal primo L de R[z] com Rlz]x € L tal que LNT = P.

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de 7' com R[z|z" € P. Se T é um
anel primo , entdo R[z] é um anel primo. De fato, sejam U, V ideais de R]x] tais
que UV = 0. Logo, Uz™ e Va" sao ideais de T' com Uz"Vz" = 0. Entao Uz" = 0

ou Vz" =0dai U = 0ouV = 0. Portanto R[z] é um anel primo. Isso mostra o
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caso P =0. Se P # 0, entdo A = P + R[z|P + PR[z| + R[z|PR|x] é um ideal nao
nulo de R[z]. Como R[z|z"(ANT)R[z|x" C R[z|x"AR[z]z™ C P, a hipétese sobre
P implica que ANT = P. Pelo lema de Zorn, existe um ideal L de R[z]| contendo

P e maximal com respeito a condicao LNT = P.

Vamos mostrar que L é um ideal primo de R[z] que ndo contém R[z|z. De
fato, sejam U, V ideais de R[x] tais que U O L, V O L e UV C L. Entao
UNT)YVNT)CLNT =P. Logo, UNT = P ouVNT = P. Da maximalidade
de L seque que U = L ou V = L assim L é um ideal primo de R[z]. Se R[z]x C L,
entdao R[z]z" C LNT = P, absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que L seja um ideal primo de R[z] com R[z]x € L.
Sejam U, V ideais de T tal que UV C L NT. Temos que R[x]z"U e R[z]z"V sao

ideais a esquerda de R|x] contidos em U e V, respectivamente. Logo,
Rlz)z"UR[z]z"V C UV C L

e pela Proposigao 1.1 temos que R[z]z"U C L ou Rz]z"V C L. Novamente a
Proposigao 1.1 implica que U C L ou V C L. Segue que L NT é um ideal primo de
T. |

Coroldrio 2.8 Seja P um ideal de T com Rlz]z™ € P. Se P € primo, entdo existe
um unico ideal primo L de R[x] com R|x SZ L tal que LNT = P.

Prova. Pela Proposigao 2.7, existe um ideal primo L de R[z] com R[z]z € L tal que
LNT = P. Para mostrar a unicidade, suponhamos que existe um ideal primo L; de
R[z] com R[z|x € Ly tal que Ly NT = P. Entdao LiR[z]a" CLyNT =P=LNT
assim L; C L. Por outro lado, LR[z]z" C LNT = P = Ly NT, entdao L C L.
Portanto, L; = L. [ |



secao2.1 15

Coroléario 2.9 (Going up) Sejam Py C P ideais primos de T ndo contendo R[x]z".
Se Ly € um ideal primo de Rx] tal que Lo N'T = Py, entao existe um ideal primo

Ly D Ly de R[x] tal que Ly NT = Py.

Prova. Pela Proposigao 2.7, existe um ideal primo L; de R|x] tal que Ly N T = P;.
Como LoR[z]a" C LyNT =Py C P, =L NT e R[z]a" € Ly, entao Ly C L;. W

Corolario 2.10 Eziste uma correspondéncia biunivoca, via contracao, preservando

ordem entre :
(1) O congunto de todos os ideais primos de R[x] nao contendo R[x]x.

(17) O conjunto de todos os ideais primos de T nao contendo R[z|x™.

Prova. Consideremos a correspondéncia que associa cada ideal primo L de R[x]
nao contendo R[z]z com o ideal primo LN T de T. Claramente R[z]z™ ¢ LNT.
A sobrejetividade e a injetividade da correspondéncia seguem respectivamente da
Proposicao 2.7 e do Corolario 2.8. Além disso, os Corolarios 2.8 e 2.9 implicam que

a correspondencia preserva ordem. [ |

O radical primo Nil,(R) de um anel R é definido como a intersec¢ao de todos

os ideais primos de R. Conforme ([14], Teorema 10.19), Nil.(R[z]) = Nil.(R)[z].

A seguinte proposigao estabelece relagoes entre os radicais primos de T' e R[x].
Proposicao 2.11 Para o anel T, Nil,(T') = Nil.(R[z]) N T.

Prova. Seja I um ideal primo de R. Se I = 0, entdo R[z] e T sdo anéis primos.

Logo, Nil,(T) =0 = Nil.(R[z])NT.

Suponhamos que I # 0. Assim I[z] é um ideal primo de R[z] ndo contendo
R|x]z. Utilizando a Proposigao 2.7 obtemos, /[x] T é um ideal primo de T". Logo,
Nil,(T) C I[z]NT. Portanto Nil.(T) C Nil.(R)[x]NT = Nil.(R[z]) N T.
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Para a outra inclusdo, seja f € Nil.(R[z])NT. Se f ¢ Nil.(T), entao existe
um ideal P primo de T tal que f ¢ P. Pelo Corolario 10.4 em [14], H = T\P
¢ um m-sistema de T, isto é, para cada f;, fo € H existe um g € T tal que
figfo € H. Claramente H é um m-sistema de Rz], pois H C T' C R[z]. Como
f € H N Nil,(R[z]), entdo a Proposi¢ao 4.20 em [17] implica que 0 € H, absurdo.

Portanto Nil,(R[z]) N T C Nil.(T'), o que completa a prova. |

Um ideal P de T é chamado Sy-disjunto se P # 0 e P N .Sy = 0.

Seja P um ideal primo de T tal que R[z]z" € P. Pela Proposicao 2.7, existe
um ideal primo L de R[z] tal que L NT = P. Podemos fatorar R como anel primo

R=R/(LNR).

Sejam VU, : S; — R a aplicacao inclusdo e ® : R — R a projecdo canonica.
Entdo ® o ¥; : S; — R é um homomorfismo com Ker(® o ¥;) = L N S;. Portanto
Si = S;/(L N S;) pode ser considerado como um subgrupo aditivo de R para cada
i € {0,...,n —1}. Nio ¢é dificil ver que S;S; C S,,; para cada i, j € {0,...,n — 1}
com S,, = R se m > n. Portanto T = So + ... +S,_12""! + R[z]z" é um subanel
admissfvel de R[z].

Seja W : T — T a projecdo candnica. Claramente ¥ é um homomorfismo

sobrejetor com Ker(¥) = (LN R)[z]NT. Conseqiientemente T ~ T'/((LNR)[z]NT).

Assim podemos fatorar P como
P = P/((LNR)[z]NT) = P/((PNSy)+(LNSy)x+...4+(LNS,_1)a" +(LNR)[z]z"™).

Entdo T/P ~T/P e PN Sy, = 0. Além disso, ndo é dificil verificar que P = LNT

onde L = L/(L N R)[z] é um ideal primo R-disjunto de R[z].
Portanto o estudo de ideais primos P de T com R[z]a" ¢ P, pode ser reduzido

ao caso em que R é primo, PN .Sy = 0 e que existe um ideal primo R-disjunto L de

R[z] com R[z]x € L tal que LNT = P.
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Definicao 2.12 Um subanel S de R € dito um subanel essencial se I NS # 0 para

cada ideal nao nulo I de R.

Exemplo 2.13 S + R[z]x € um subanel essencial de R[z], onde R é um anel com
identidade e S é um subanel de R. De fato, seja L um ideal nao nulo de R[z]. Entao

LN (S+ R[z]x) # 0, pois 0 # Lz C LN (S + R[x]z).

Observacao 2.14 Se S é um subanel primo e essencial de R, entao R é um anel
primo. De fato, sejam [ e J ideais nao nulos de R. Como S é essencial, entao I N.S
e J NS sao ideais nao nulos de S. Logo, (INS)(JNS) # 0, pois S ¢é primo e entao

1J # 0. Portanto R é um anel primo.

Corolario 2.15 Assuma que Sy € um subanel essencial de R. Se P um ideal primo
So-disjunto de T com R[z]z™ ¢ P, entao existe um ideal primo L R-disjunto de
R[x] com R[z]x € L tal que LNT = P.

Prova. Pela Proposicao 2.7, existe um ideal primo L de R[z] tal que LNT = P.

Portanto L N R =0, pois LN Sy = 0 e Sy é um subanel essencial de R. ]

Lema 2.16 Sejam R um anel primo e Sy um subanel essencial de R. Se P é um

ideal primo Sy-disjunto de T e R[z]a™ & P, entdo P ¢ Siz+...4+S,_12" '+ Rlx]a".

Prova. Suponhamos por contradi¢io que P C Sz + ... + S,_12" ! + R[z]z". Pelo
Corolério 2.15, existe um ideal primo L R-disjunto de R[z| tal que LNT = P. Seja
s € (L + R[z]z") N Sp. Entdo s = fi1 + fo, onde fi1 € L e fo € R[x]a". Logo,
s—fo=fie LNT = P dai s = 0. Portanto (L + R[z]z") NSy = 0 assim
(L+ Rlz]z")N R = 0, pois Sy ¢ essencial em R. Utilizando o Lema 1.2 obtemos que
R[z]a™ C LNT = P, absurdo. Portanto P € Siz + ... + S,_12™ ' + R[z]z". W
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Corolario 2.17 Assuma que Sy € um subanel primo e essencial de R. Entao existe

uma correspondencia biunivoca, via contracao, preservando ordem entre:
(1) O congunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R|x].

(i7) O conjunto de todos os ideais primos Sy-disjuntos de T.

Prova. Consideremos a correspondéncia que associa cada ideal primo R-disjunto L
de R[z] com o ideal primo Sy-disjunto LNT de T'. Se L é um ideal primo R-disjunto
de R[z] com R[z]z C L, entdo L = R[z]z. Assim LNT = Six+...+S,_ 12" '+ R[x|z"

¢ um ideal primo de T

Por outro lado, se P é um ideal primo Sp-disjunto de T' contendo R[x]z", entdo
a Proposicao 2.6 implica que P = Sjz+ ...+ S,,_12" ' + R[z]z™. O outro caso segue
dos Corolarios 2.10, 2.15 e do Lema 2.16. [ |

A seguinte proposicao estende a Proposicao 1.6.

Proposicao 2.18 Sejam R um anel primo e Sy um subanel essencial de R. Se P €
um ideal primo So-disjunto de T com R[z]z" ¢ P, entao P = Q(R)[z]fo NT, para

algum polinémio ménico irredutivel fy em C(R) [z].

Prova. Suponhamos que P é um ideal primo Sp-disjunto de 7' com R[z]z" ¢ P.
Pelo Corolario 2.15, existe um ideal primo R-disjunto L de R[x] tal que LNT = P.
Utilizando a Proposicao 1.6, L = Q(R)[z]fo N R[z|, para algum polinomio moénico
irredutivel fy € C'(R)[z]. Portanto, P =LNT = Q(R)[z]foNT. |

O exemplo a seguir mostra que existem ideais primos Sy-disjuntos de 7" que nao

sao maximais no conjunto dos ideais Sy-disjuntos de T.

Exemplo 2.19 Seja A = K + R[z]z, onde K um corpo e R = Klx1, 9, ..., x,].
Temos que I; = (x;, ..., x,) o ideal gerado por x;, ..., x, em R é um ideal primo de R

para cada ¢ € {1,...,n}. Logo, L; = [;[z] é um ideal primo de R[z| com R[z|z € L;.
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Pela Proposigao 2.7, P, = L; N A é um ideal primo K-disjunto de A para cada
i € {1,2,....,n}. Além disso, se P, = P,;; para algum ¢ € {1,2,...,n — 1}, entdo
LiR[x]xr C LN A =P, = Py1 C Liyy. Logo, L; C Ly, absurdo. Portanto

P, C P, C..C P, é uma cadeia de ideais primos K-disjuntos de A.

Lema 2.20 Sejam Sy um subanel primo de R e P um ideal deT'. Se P é mazximal

no conjunto dos ideais Sy-disjuntos de T', entao P € um ideal primo de T

Prova. Sejam U, V ideais em T tais que U O P, V O P e UV C P. Entao
(UNSy)(VNSy) CPNSy=01ogoUNSy=0o0uVnSy=0. Pela maximalidade
de P, U= PouV = P assim P é um ideal primo de T'. |

Teorema 2.21 Assuma que Sy € um subanel primo essencial de R. Entao P € um
ideal primo Sy-disjunto de T se, e somente se, P € maximal no conjunto dos ideais

So-disjuntos de T

Prova. Uma parte segue do Lema 2.20. Agora vamos mostrar a reciproca.

Suponhamos que P é um ideal primo Sy-disjunto de 7. Se R[z]z™ C P a Pro-
posi¢do 2.6 implica que P = Six + ... + S,_12""! + R[z]z" assim P ¢ maximal no

conjunto dos ideais Sy-disjuntos de 7T'.

Se R[z]z™ € P o Coroldrio 2.15 implica que existe um ideal primo R-disjunto L
de R[z] tal que LNT = P. Considere um ideal Sy-disjunto P’ de T' com P C P’.

Podemos assumir que P’ é maximal no conjunto dos ideais Sy-disjuntos de 7'

Utilizando o lema anterior, P’ é um ideal primo de 7. Entao a Proposicao 2.6 e
o Lema 2.16 implicam que R[z|z" ¢ P’. Pelo Coroldrio 2.9, existe um ideal primo
L' O Lde R[x] tal que L'NT = P’. Como Sy é um subanel essencial de R, o Corolédrio
2.15 implica que L' N R = 0. Portanto L = L', pois L é maximal no conjunto dos

ideais R-disjuntos de R|[x]. Conseqlientemente P = LNT =L'NT = P'. |
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2.2 Ideais Maximais em Subanéis Admissiveis

Os principais resultados desta secao caracterizam os ideais maximais de T' e

generalizam alguns resultados em [1] e [19].

Observacao 2.22 T nao é um anel simples. De fato, se T' é um anel simples, entao

R[z]z" = T = (R[z]z")?, absurdo.

Proposicao 2.23 Seja M wm ideal primo de T com R[z|z™ € M. Se M é mazimal,
entio existe wm ideal L de R[x] com Rlzlx ¢ L tal que (T/M) ~ (R[z]/L) e
LNT =M. Em particular L é mazimal em R[z].

Prova. Pela Proposigao 2.7, existe um ideal primo L de R[z| com R[z]x ¢ L tal
que LNT = M. Temos que M + R[z]z™ =T e M N R[z]a" = L N R[z]z". Assim

(T/M) = (M + Rlz]a")/M) =~ (Rlz]z" /(M 0 Rlz]2")) = (R[z]2" /(L 0 R[z]z")).

Entao Lz™ é um ideal maximal de R[z]x™, pois Lz" = L N R[x]z". Vamos mostrar

que L é maximal em R[z].

Seja U um ideal de R[z] com L C U. Entao Lz™ C Uz"™ assim Uz" = La™ ou

Uz"™ = R[z]z™. Logo, U = L ou U = R[x] dai L é maximal em R[z]. Além disso,

(R[z]/L) = (L + Rla]z")/L) = (Rlz]a" /(L O Rlaja")) =~ (T/M).

O Exemplo 2.5 mostra que a contra¢ao de um ideal maximal de R[z]| contendo
R[z]z em T nem sempre é um ideal maximal de 7. Como R nao tem necessariamente
identidade, entao pode existir um ideal maximal de R[x] que n&o é primo, neste caso

o ideal contém (R[z])?.
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Proposicao 2.24 Seja L um ideal mazimal de R|x]. Entdo,
(i) Se L nao € primo, entdo LNT é um ideal mazimal de T'.

(i) Se L € primo e Rlx]lx € L, entio (R[z]/L) ~ (T/LNT). Em particular LNT

é um tdeal mazximal de T.

Prova. (i) Suponhamos que L nao seja primo. Seja U um ideal de T' com LNT C U.
Logo, U + L é um ideal de R[z], pois (R[z])> C L C L + U. A maximalidade de L
implica que U C LNT ou L + U = R|x].

Se L+U = R[z],entao T'= (L+U)NT = (LNT)+U C U. Portanto U = LNT

oulU =T. Segue que L N'T é maximal em T

(ii) Suponhamos que L seja primo e R[z]e € L. Pelo Lema 2.3, R[z]z" € L e assim
L + R[z]z™ = R[x]. Temos que R[z]z"/(L N R[z]a™) ~ (L + R[m]x”)/L = Rlx]/L.
Como R[z|z™ C T, entdao (LNT)+ R[z|a™ = (L + Rlz]z")NT = (R[z]NT) =T.
Portanto

T/(LNT) = ((LNT)+ Rz]z"))/(LNT) ~ Rlz]a"/(L N Rlz]z") ~ (R[z]/L).

Conseqiientemente L N7 é um ideal maximal de 7. [ ]

O préximo corolario é uma conseqiiéncia imediata das Proposigoes 2.23 e 2.24.

Coroldrio 2.25 Seja M wm ideal de T com R[z]a™ ¢ M. Entao T/M ¢ simples
com identidade se, e somente se, existe um ideal L de R[] com Rlx]x € L tal que

Rlz]/L é simples com identidade e LNT = M.

A demonstragao do seguinte corolario é andloga a demonstracao do Corolario

2.10.
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Corolario 2.26 FEziste uma correspondéncia biunivoca, via contracao, preservando

ordem entre:

(1) O congunto de todos os ideais L de Rlx] tal que R[x]x € L e R[z]/L é simples

com identidade.

(ii) O conjunto de todos os ideais P de T tal que R[z]a™ € P e T/P ¢ simples com

identidade.

Seja f = apx™ + ... + ax™ € T com m < n tal que a,, e a, sao elementos nao
nulos de R. Entéo o comprimento [(f) de f é definido por [(f) =n—m+1, onde n é
usualmente chamado o grau de f. Seja H um ideal Sy-disjunto de T". Denotamos por
7(H) o conjunto consistindo de zero e de todos os coeficientes lideres de polinémios

de comprimento minimal em H.

O seguinte lema é inspirado no Lema 3 em [8].

Lema 2.27 Sejam H um ideal Sy-disjunto de T e I um ideal primo nao nulo de R.

Se 7(H) € I, entao (H + (I[z]NT)) NSy =1NS.

Prova. Suponhamos por absurdo que existe s € Sp\I tal que s = hy + hg, onde
hi=co+cx+..+cqrt € Hehy=dy+ ...+ dix* € Ilx]NT. Logo, hy #0, ¢ & I

e c; € I paracadai € {1,...,t}.

Seja g = biz' + ... + bja? € H de comprimento minimal em H com respeito
as condigoes b; ¢ I e by € I para cada | € {i + 1,...,5}. Por hipétese, existe
f=apz* + ... +a,z™ € H de comprimento minimal em H tal que a,, ¢ I. Como I
¢ um ideal primo de R, existem ry, ro € R tais que mb; ¢ I e rea,, ¢ 1. Se j < m,
entdo os polindmios riz" ™™g e 1oz f sao de graus n + m e satisfazem as mesmas
condigoes de g e f, respectivamente. Analogamente, obtemos a mesma conclusao se
J > m. Entao podemos supor que m = j. Temos que existe r € R tal que b;ra,, ¢ I,

pois I é primo. Seja hs = gra,z™ — bra”™ f € H dai

hs = (birama™™ + .+ bjraga™) = (brae™™ + ...+ bjrag)a" ).
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Como I(f) <I(g), ousejam —k < j—1i, entao i < k.

Sei=k,entaol(hs) <n+j—1—(k+n)+1l=j—k=m—k<m—k+1=1(f).
Pela minimalidade do comprimento de f em H segue que hgy = 0, assim b;ra,, =
bjray € I, absurdo.

Sei < k,entdo l(hs) < n+j—-1—-(n+i)+1=j—i<j—i+1=
[(g). Portanto hs contradiz a minimalidade do comprimento de g. Concluimos

que (H+ (I[z)NT)) NSy =1NS. |

Dado um anel R o pseudo radical ps(R) de R é, por definicdo, a interseccao de

todos os ideais primos nao nulos de R.

Conforme ([7], Corolario 2.2), se existe um ideal maximal R-disjunto de R[z],

entao ps(R) # 0. O préximo exemplo mostra que o mesmo nao acontece em 7.

Exemplo 2.28 Sejam K um corpo e A = S + R[z|x, onde S = K x {0} e R =
K x K. Temos que M = R[x]r é um ideal maximal S-disjunto de A e p,(R) = 0,
pois K x {0} e {0} x K sao ideais primos nao nulos de R e (K x{0})N({0} x K) = 0.

Corolario 2.29 Seja Sy um subanel essencial de R. Se existe um ideal M mazximal

e So-disjunto de T, entao ps(R) # 0.

Prova. Seja I um ideal primo nao nulo de R. Se M nao é um ideal primo, entao
T? C M. Logo, R*z?" = Ra"Ra™ C T? C M. Portanto todos os elementos de R?

sao coeficientes lideres de polinomios de comprimento minimal em M.

Entao R* C 7(M) assim 7(M) ¢ I, pois R* ¢ I. Utilizando o Lema 2.27
obtemos que (M + (I[z]NT)) NSy =1NSy. Como I NSy # 0 a maximalidade de
M implica que M + (I[x] NT) = T. Logo, So = I NSy assim Sy C I e segue que
0 # So C ps(R).

Agora suponhamos que M é um ideal primo de T. Se R[z]z" C M entao a
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Proposigao 2.6 implica que Sy é um anel simples. Por hipétese, para cada ideal

primo nao nulo I de R segue que I NSy # 0. Logo, I NSy = Sy assim Sy C ps(R).

Se R[z]a™ € M, entdao a Proposi¢ao 2.23 implica que existe um ideal maximal L
de R[z] tal que LNT = M. Como Sy é essencial em R, entdao LN R = 0. Utilizando

o Corolario 4.3 em [9], otemos que ps(R) # 0. |

Um anel R é dito um anel com centro grande se para cada ideal nao nulo I de
R, INZ(R) # 0, onde Z(R) é o centro de R. Seja p a classe dos anéis primos nao

nulos com centro grande.

Teorema 2.30 Para o anel T as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) Eziste um ideal So-disjunto M de T com Rlz]a™ € M tal que T/M é simples

com identidade .

(ii) Eziste um ideal primo I de R com I NSy =0 tal que ps(R) # 0 e R € p, onde
R=R/I.

Prova. (i) = (it) Seja M um ideal Sp-disjunto de T' com R[z]a™ ¢ M tal que
T/M é simples com identidade. Pelo Corolario 2.25, existe um ideal L de R[x]
com R[z]x € L tal que R[z]/L é simples com identidade e LNT = M. Daf o
Corolério 4.8 em [9] implica que R/(LNR) € p e ps(R/(LNR)) # 0. Além disso,
(LNR)NSy=MnNSy=0.

(1) = (i) Suponhamos que vale (ii) e seja R = R/I. Pelo Corolério 4.8 em [9]
existe um ideal R-disjunto L de R[r] com R[z]z ¢ L tal que R[z]/L é simples
com identidade. Como R[z] = (R/I)[z] ~ (R[w]/[[x]), entao existe um ideal L de
R[x] contendo I[z] tal que L = L/I[z]. Entdo R[z]/L é simples com identidade,

lt € Le LNR =1, pois (Rz]/L) ~ (R[z]/L) e LN R = 0. Pelo Coroldrio
2.25, T/(LNT) é um anel simples com identidade e Rlz|z" € L NT. Além disso,
(LNT)YNSy CINSy=0. |
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Observacao 2.31 O teorema anterior permite descrever completamente quando
existe um ideal Sp-disjunto M de T tal que T/M é um anel simples com identidade.
De fato, se isso acontece ou temos ps(R/I) # 0 e (R/I) € p, para algum ideal primo
I de R com I NSy =0 ouentdo M contém R[z|z™. Neste tltimo caso a Proposicao
2.6 implica que

M = Sll' + ...+ Sn_ll‘n_l + R[l’]l’n

e segue que Sy deve ser um anel simples com identidade. A reciproca também é

verdadeira.

O seguinte resultado generaliza ([9], Teorema 4.8).

Corolario 2.32 Seja Sy um subanel essencial de R. Entdo as sequintes condigoes
sao equivalentes:

(i) Eziste um ideal So-disjunto M de T com Rlx]a™ € M tal que T/M ¢é simples
com identidade.

(ii)) R € p e ps(R) # 0.

(111) R € primo e ps(R) N Z(R) # 0.

Prova. O Teorema 2.30 implica que (i) e (i) sdo equivalentes. Pelo Teorema 4.8

em [9] segue que (77) e (iii) sao equivalentes. Dali segue o resultado. [

O radical de Brown-McCoy U(R) de um anel R, é definido como a intersegao de
todos os ideais I de R tal que R/I é simples com identidade. Em particular um anel
R é um anel radical de Brown-McCoy se U(R) = R, ou equivalentemente, se R nao

pode ser aplicado homomorficamente sobre um anel simples com identidade.
Em [13], Krempa provou que U(R[z]|) = (U(R[z]) N R)|x].

A seguinte proposicao estabelece relagoes entre os radicais de Brown-McCoy de

T e R[z].
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Proposicao 2.33 Para o anel T' vale a sequinte igualdade.

U(T) =U(T)N Sy + (U(R[z]) N S1)x + ... + (U(R[z]) N Sp_y)x" ' + U(R[z])z".

Prova. Seja M um ideal de T tal que T/M é um anel simples com identidade. Se
Rlz]a™ ¢ M, entao pelo Coroldrio 2.25 temos que existe um ideal L de R[z] com
LNT = M tal que R[z|/L é simples com identidade. Logo, U(R[z|)NT C LNT = M.
Se Rlx]z™ C M, entao M = (M NSy) + S1x+ ...+ S, 12" + R[z]z". Em ambos os
casos U(R[z])z™ e (U(R[x])NS;)x" estao contidos em M para cadai € {1,...,n—1}.

Portanto

(U(T)NSy)+(U(R[z])NSy)z4...+(U(R[z])NSp_1)x" + U (R[z])z"™ C U(T). (2.1)

Para a outra inclusdo, sejam f = ag + a1z + ... + qxz* € U(T) e L um ideal
de R[z] tal que R[z]/L é um anel simples com identidade. Se R[z]x ¢ L, entdo
o Corolario 2.25 implica que T'/(L N'T) é um anel simples com identidade. Logo,
U(T) € LNT assim o Lema 2.3 implica que U(T)z C L. Se R[z]x C L, entao
L=LNR+ R[z]x dai U(T)z C R[z]x C L. Pelos casos acima, U(T)z C U(R|x]).
Logo, fx € U(T)x C U(R[z]) = (U(R[z]) N R)[x].

Entao a; € U(R[z]) N S; para cada i € {0,...,n — 1} e a; € U(R[z]) N R, j > n.
Utilizando (2.1) obtemos que f —ag € U(T') dai ag € U(T'). Portanto

U(T) C (U(T)NSo)+(U(R[2))NS))z+...+(U(R[2])NS, 1)z +U(R[z])2™. (2.2)

De (2.1) e (2.2) obtemos a igualdade desejada. |

Conforme ([19], Corolario 3), se R é um anel nil ou simples sem identidade, entao

R[z] é um anel radical de Brown-McCoy.

Corolario 2.34 Se R é um anel nil, entao T'" € um anel radical de Brown-Meccoy.

Prova. Suponhamos por contradigdo que existe um ideal M de T tal que T/M

é simples com identidade. Se R[z|z™ C M, entdo a Proposicao 2.6 implica que
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M=MnNSy+S1z+ ...+ S,_12" 1 + R[z]z", assim Sy/(M N Sy) = T/M é simples
com identidade, o que contradiz a nilidade de Sy.
Se R[z]a™ ¢ M, entao a Coroldrio 2.25 implica que existe um ideal L de R[x]

talque R|x]/L é simples com identidade e LNT = M. O que contradiz o Corolario
3 em [19]. |

A demonstracao da préxima proposicao é andloga a prova do corolario anterior.

Proposicao 2.35 Seja R um anel simples sem identidade. Se Sy € um subanel nil

ou simples sem identidade, entdo T € um anel radical Brown-McCoy.

Os préximos exemplos mostram que em geral T' nao é um anel radical de Brown-

McCoy se ocorre apenas uma das seguintes possibilidades:
(i) Sp ¢é simples sem identidade

(ii) R ¢ simples sem identidade.

Exemplo 2.36 Sejam R um anel simples com identidade e S um subanel qualquer
de R. Nao é dificil verificar que L = (x + 1) R[z] é um ideal maximal R-disjunto de
R[z] com R[z]x € L. Pelo Coroléario 2.25, (S + R[z|z)/(L N (S + Rlz]z)) é um anel

simples com identidade. Assim S + R[z|z nao é um anel radical de Brown-McCoy.

Exemplo 2.37 Sejam R um anel qualquer e S um subanel simples com identidade
de R. Temos que (S + R[z|z)/R[x]z ~ S é um anel simples com identidade. Assim

S + R[z]x ndo é um anel radical de Brown-McCoy.

Um anel R é chamado um anel radical de Beherens, se R nao pode ser homo-

morficamente aplicado sobre um anel com um idempotente nao nulo.

Lema 2.38 ([1], Proposi¢ao 3.1) Um anel R € radical de Beherens se, e somente

se cada ideal a esquerda de R é um anel radical de Brown-Meccoy.



secao2.2 28

Conforme ([1], Corolario 3.6), se R é um anel nil, entdo R[z]| é um anel radical

de Beherens.

Teorema 2.39 Se R ¢ um anel nil, entao T é um anel radical de Beherens.

Prova. Utilizando o Lema 2.38, basta mostrar que cada ideal a esquerda de T" é um
anel radical de Brown-MCcoy. Suponhamos por contradicao que existe um ideal a
esquerda U de T tal que U nao é um anel radical de Brown-MCcoy. Logo, existe

um ideal I de U tal que U/I é simples com identidade.

Temos que V = U + R[z]U é um ideal a esquerda de R[z]. Além disso, R[x]z"V
¢ um ideal de U, pois R[z|z"V C R[z]z"U + R[z]2"R[z]U C U. A maximalidade de
I em U implica que I + R[z]z"V = U ou R[z|z™V C I. Primeiramente suponhamos

que R[z]z™V C I. Entao
(U N R[z]z")(U N R[x]z") C Rlz]z"U C Rlz]z"V C I

assim U N R[z]z™ C I, pois I é um ideal primo de U.

Seja f = f+1 o elemento identidade de U/I, onde f = ag+az+ ... +ax’ € U.
Pela nilidade de R, existe j € N tal que a)) = 0 assim f/ € U N R[z]z. Continuando
com o mesmo raciocinio chegaremos a que existe k € N tal que f* € UNR[z]z" C I.

Portanto f = ?k = fF¥ 4+ 1T e f¥ € I, absurdo.

Agora consideremos a outra possiblidade ou seja, I + R[z|x™V = U. Neste caso,
Rlz|z"V/(INR[x]a"V) ~ (I + R[z]z"V)/I) = (U/I). Como U/I é um anel simples
com identidade, entdao R[x]z™V é um ideal a esquerda de R[x] o qual ndo é um anel
radical de Brown-Mccoy. Pelo Lema 2.38, R[z]| ndo é um anel radical de Beherens,

o que contradiz o Corolario 3.6 de [1]. |
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2.3 Ideais Primitivos em Subanéis Admissiveis

Os principais resultados desta se¢ao caracterizam os ideais primitivos a direita de
T e generalizam alguns resultados em [20]. Analogamente podemos obter os mesmos

resultados para ideais primitivos a esquerda de T

Lema 2.40 Seja U um ideal a direita de T com Rlz]z™ € U. Entao U € modular
maximal em T se, e somente se, existe um ideal a direita V modular mazimal de

R[x] com R[z]x €V tal que VNT =U.

Prova. Suponhamos que U seja um ideal modular maximal a direita de T' com
Rlz]a™ ¢ U. Logo existe g € T tal que f — gf € U, para cada f € T. Pela
maximalidade de U, U + R[z]z" = T. Assim podemos escrever g = g1 + go com
g1 €U e gy € Rlz|a™. Temos, f —gf = f—qf —gof € U, para cada f € T. Logo,

f—g2f €U, pois g1 f € U. Assim podemos assumir que g € R[z|z"™.

Vamos mostrar que (R[z]z")? € U. De fato, suponhamos por absurdo que
(R[x]z™)* C U. Logo, gR[z]z" C U assim R[z|z™ C U, absurdo.

Se (U+ UR[z])NT =T, entao (R[z]z")* C (U + UR[z])R[z]z™ C U, absurdo.
Pela maximalidade de U, (U + UR[z])NT = U.

Seja V um ideal a direita de R[x] contendo U e maximal com respeito VNT = U.

Primeiramente, vamos mostrar que V' é um ideal a direita modular de R[z].
Sejam f € R[x] e H o ideal a direita de R|x] gerado por f — gf, isto é

H=Z(f—gf)+ (f —gf)R[z]. Se (V+ H)NT =T, entao

(R[z]z™)?* C TR[z]z" C (V + H)R[z]z"™ C VR[z]z" + HR[x]z" C U.

Isso contradiz o que mostramos acima. Logo, U C (V+H)NT # T. A maximalidade
de U implica que (V + H)NT = U. Pela maximalidade de V temos, V + H =V

assim H C V. Portanto f — gf € V, dai V' é um ideal a direita modular de R[z].
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Agora vamos mostrar que V' é um ideal & direita maximal de R[z]. De fato,
suponhamos que J é um ideal a direita de R[x] tal que V' C J. Se JNT = U,
entao J =V, pois V' é maximal no conjunto dos ideais com respeito VNT = U. Se
JNT # U, entdo a maximalidade de U implica que JNT = T. Portanto R[z| = J,
pois gR[z] CT C Je f—gf € V C J para cada f € R[z]. Concluimos que V é um

ideal a direita modular maximal de R[z].

Reciprocamente, seja V' um ideal a direita modular maximal de R[z| tal que
Rlz]z ¢ V. Temos que existe g € R[z] tal que f — gf € V, para cada f € R[xz].

Agora vamos mostrar que Rlz]z" ¢ V.

Suponhamos por contradi¢cao que R[z]z™ C V. Como V + R[z]x = R|x], entdo

com o mesmo raciocinio do inicio da demonstra¢ao podemos assumir que g € R[z|z.

Se h € R[z]z"! entdao h — gh € V. Logo h € V, pois gh € R[z]z" C V.
Portanto R[z]z"~! C V. Continuando com o mesmo raciocinio chegaremos a que
R[z]x C V, absurdo. Logo, Rlz]z™ € V assim V + R[z]a™ = R[z] e (R[z]z")* € V.
Entao podemos supor que g € R[z|z™ C T, dai V NT é um ideal a direita modular
de T. Vamos mostrar que V N7 é um ideal a direita maximal de T. De fato,
suponhamos que J é um ideal & direita de T' tal que VNT C J. Se J+ JR[zx] CV,
entdo J = V NT. Suponhamos que J + JR[z] € V. Pela maximalidade de V/,
J+ JR[x]+V = R[z]. Logo, R[z|R[z]z" C JR[z|x" + JR[z]R[x]z" + V R[x]z" C J.
Portanto ' = R[z] N T = (V + Rlz]R[z]z")NT = (V NT) + Rlz]R[z]z" C J.

Concluimos que V N7 é um ideal a direita modular maximal de 7. [ ]

O Exemplo 2.5 mostra que a contragao de um ideal primitivo a direita de R[z]

em 7T nem sempre é um ideal primitivo a direita de T'.

Proposicao 2.41 Seja P um ideal de T com R[z|z" ¢ P. Entio P é um ideal
primitivo a direita de T se, e somente se, existe um ideal L de R[x] primitivo a

direita com Rlz]lx € L tal que LNT = P.
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Prova. Suponhamos que P seja um ideal primitivo a direita de 7' com R[z]z" € P.
Pelo Lema 2.7, existe um ideal primo L de R[z] com R[z]x € L tal que LNT = P.
Por hipdtese, existe um ideal a direita modular maximal U de T tal que P é o maior

ideal contido em U ou seja, P= (U :T)={feT|Tf CU}.

Se R[x]z" C U, entao R[z]z" C P, pois P + R[x]x" ¢ um ideal de T contido
em U, isto contradiz o fato de que R[z]z" € P assim R[z|z™ € U. Pela Proposicao

2.40, existe um ideal a direita maximal modular V' de R[ ] com Rlz]z € V tal que

VNT=U. Portanto LNT =P CU =V NT. Se V+ L = Rx] entao,
R[z]R[z]z" C VR[z|a" + LR[z]a" C (VNT)+(LNT)CVNT =U.

Portanto T R[z]z™ C U e assim R[z]z" C P, absurdo. A maximalidade de V' implica

que L C V. Além disso, L C (V : R[z]|) = {f € R[z] | R[z]f C V}.

Seja f € (V : R[z]). Por definicio R[z]f C V com isso Tfz" C V NT = U.
Logo, fx" € (U : T) = P C L. A Proposigao 1.1 implica que f € L. Portanto

L = (V : R[z]) assim L é um ideal primitivo a direita de R[z].

Reciprocamente, suponhamos que L seja um ideal primitivo a direita de R[z]
com R[z]x € L. Temos que existe um ideal a direita modular maximal V de R[z]
tal que L ¢é o maior ideal contido em V. Se R[z]x C V, entdo R[z]x C L, pois
L + R[z]z é um ideal de R[z] contido em V. Como R[z]x € L, entdao R[z|z € V.
Pela Proposicao 2.40, V N'T é um ideal a direita maximal modular de 7. Além
disso, a Proposicao 2.7 implica que P = L NT é um ideal primo de 7. E claro que
LNT=(V:R[z])NT.

Vamos verificar que (V : R[z]) N T = (V. NT : T). De fato, seja f € T tal
que R[x]f C V,assim Tf CVNT dal (V:Rz))NT C(VNT:T). Paraa
outra inclusao, considere f € T tal que Tf C V N T, assim R[x]z"f C V logo
fa™ € (V : Rlz]) = L. Como L é primo e R[z]z" € L, segue que da Proposi¢ao 1.1
que f € Lassim f e LNT = (V : R[JJ])QT. Portanto (VNT :T) = (V : Rlz])NT

Conseqiientemente L N1 é um ideal primitivo a direita de 7T'. [ |
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Utilizando o Corolario 2.10 e a proposicao anterior, obtemos o seguinte.

Corolario 2.42 FEziste uma correspondéncia biunivoca, via contracao, preservando

ordem entre :
(1) O conjunto de todos os ideais primitivos & direita L de R[z] com Rlz|z € L.

(it) O conjunto de todos os ideais primitivos a direita P de T tais que Rlx]a™ ¢ P.

Conforme ([20], Corolario 1), se R é um anel nil, entao R[z] ndo pode ser homo-

morficamente aplicado sobre um anel primitivo a direita simples.

Proposicao 2.43 Seja R um anel nil. Entao T nao pode ser homomorficamente

aplicado sobre um anel primitivo a direita simples.

Prova. Suponhamos por contradi¢ao que existe um ideal P de T tal que T/P é
um anel primitivo a direita simples. A nilidade do anel Sy/(P N Sy) implica que
R[z]z™ ¢ P. Pela Proposicao 2.23, existe um ideal L de R[z] com LNT = P tal
que (R[z]/L) ~ (T/M). Entao L ¢é um ideal primitivo 4 direita simples de R[z].

Isso contradiz o Corolario 1 em [20]. |

O radical de Jacobson J(R) de um anel R é definido como a intersecgao de todos

os ideais primitivos a direita de R. Um anel R é chamado anel radical de Jacobson
se J(R) = R.

Conforme ([14], Teorema 5.10), J(R[x]) = (J(R[x]) N R)[z].
Observagao 2.44 Sejam R o anel de matrizes n X n sobre um corpo K e S o anel de
matrizes triangulares inferiores sobre K. Segue que J(R[z]) = (J(R[z]) N R)[z] = 0,

pois R é um anel simples com identidade. Se A = S + R[x]z, entdo J(A) = 0. De

fato, pelo Teorema 6.14 de [17] obtemos que
0 = J(R[z]) N R[z]z = J(R[z]z) = J(A) N R[z]x

Logo, J(A)z C J(A) N R[z]x = 0. Assim J(A) = 0.
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A seguinte proposicao estabelece relagoes entre os radicais de Jacobson de T e

Rlx].

Proposicao 2.45 Para o anel T temos, J(T') = J(R[z])NT.

Prova. Seja P um ideal primitivo a direita de T'. Se R[z]z" € P, entao a Proposi¢ao
2.41 implica que existe um ideal primitivo a direita L de R[z] com LNT = P. Logo,
JRz))NT CLNT =P,

Se R[z]z™ C P, entao P = PN Sy + Siz + ... + Sp_12"" ! + R[z|z". Pelo Lema
5.10 em [14], J(R[z]) NSy é um ideal nil de Sy. Logo, o Corolario 6.8 em [17] implica
que J(R[z]) NSy C J(Sp). Portanto J(R[x]) NSy C J(Sg) € P NSy, pois PN Sy é
um ideal primitivo a direita de Sy. Em ambos os casos J(R[z])z" e (J(R[x]) N S;)x’
estao em P para cada i € {0,...,n — 1}. Entao J(R[z])NT C J(T).

Para a outra inclusao sejam f = ag+ayz+...+apx® € J(T) e L um ideal primitivo
a direita de R[z]. Se R[z]z ¢ L, entdo a Proposi¢ao 2.41 implica que L NT é um
ideal primitivo a direita de T'. Logo, J(T) C LNT. Pelo Lema 2.3 J(T')x C Lz C L.
Se R[z]x C L, entdao L = L N R+ R[z]z assim J(T)x C R[z]x C L. Pelos casos
acima, J(T)z C J(R|z]). Logo, fx € J(T)x C J(R[z]) = (J(R[z]) N R)[z]. Entao
a; € J(R[z]) N S; para cada i € {0,....,n — 1} ea; € J(R[z]) N R, j > n.

Portanto f € (J(R[z]) N R)[z] NT = J(R[z]) N T assim J(T) C J(R[x]) N T.

Entao obtemos a igualdade desejada. [

Corolério 2.46 O ideal J(T) N Sy € um ideal nil.

Prova. Pelo Teorema 5.10 em [14], J(R[z]) N R é um ideal nil de R. Entdo a

proposicao anterior implica que J(7T) NSy é um ideal nil de Sp. [ ]

Um anel R é chamado J-semisimples se J(R) =0
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Proposicao 2.47 Seja P um ideal primo de T com R[z|z™ € P. Entao T/P ¢ um
anel J-semisimples se, e somente se, existe um ideal primo L de R[zx] com R[z Q L

tal que R[x]/L é um anel J-semisimples e LNT = P.

Prova. Suponhamos que R[z Q P e J(T/P) = 0. Pela Proposigao 2.7, existe
um ideal primo L de R[z] com R[z]x € L tal que LNT = P.

Por hipétese, existe uma familia (F;);cq de ideais primitivos a direita de T
contendo P tal que P = MieqP;. Seja (Pj)jea a subfamilia de (P);cq tais que

z" ¢ P;, para cada j € A. Temos que
(Njeals)(Nica-aPi) € (Njeals) N (Nica-aFi) = Njealj = P.
Como R[z|z" C NMieq-aP; e Rlz]a™ € P, entdao a Proposi¢ao 1.1 implica que
P = (NjeaFy).
Pela Proposicao 2.41, para cada j € A, existe um ideal primitivo a direita L; de
R[z] contendo L tal que L; N T = P;. Temos,
(ﬂjeALj)R[:L‘]a:" Q ﬂjeA(Lj N T) =P g L.

Pela Proposicao 1.1, (NjeaL;) = L assim J(R[z]/L)) =

Reciprocamente, suponhamos que exista um ideal primo L de R[z] tal que
Jlv & L e J(R[z]/L) = 0. Logo, existe uma familia (L;);er de ideais primiti-
vos a direita de R[:c] contendo L tal que L = MierL;. Seja (L;)jea a subfamilia de

(L;)ier tal que R[z|z ¢ L; para cada j € A. Temos,
(MjeaL;)(Nier—aLi) € (Njeal;) N (Nier—aLi) = NierL; = L.

Como R[z]x C Mier—alL; ¢ Rlz]lz ¢ L, entdo a Proposi¢ao 1.1 implica que
L = Njeal;. Utilizando a Proposicao 2.41, L; NT" é um ideal primitivo a direita de
T contendo L NT', para cada j € A. Logo, Njea(L; NT) = (Njeal;) NT =LNT,
assim J(T/(LNT)))=0. |
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Teorema 2.48 Seja R um anel nil. Entao T é um anel radical de Jacobson se, e

somente se, R[x] é um anel radical de Jacobson.

Prova. Suponhamos por contradicao que T' seja um anel radical de Jacobson e que
R[x] nao seja um anel radical de Jacobson. Logo, existe um ideal primitivo a direita
L de R[z]. A nilidade do anel R/(L N R) implica que R[z|x € L. Dai a Proposi¢ao
2.41 implica que L NT ¢ um ideal primitivo a direita de 7. Portanto 7" nao é um

anel radical de Jacobson, absurdo.

Reciprocamente, suponhamos por contradi¢do que R[z| seja um anel radical de
Jacobson e que T nao seja um anel radical de Jacobson. Logo, existe um ideal
primitivo & direita P de T'. A nilidade do anel Sy/(PNSp) implica que Rlz]z" ¢ P.
Pela Proposicao 2.41, existe um ideal primitivo a direita L de R[z] tal que LNT = P.

Assim R[z| ndo é um anel radical de Jacobson, absurdo. |

Existe uma famosa conjectura na teoria de anéis nil, que atualmente é deno-
minada como problema de Kothe. Este problema foi introduzido por G. Kdthe em

1930 e até presente momento continua em aberto.

O problema de Kothe pode ser formulado de varias maneiras elementares equi-
valentes. Sabemos que se I e J sao ideais bilaterais nil de um anel R, entao [ 4 J é

um ideal nil de R. Porém nao é conhecida a resposta da seguinte questao:

Problema de Kothe: A soma de dois ideais a direita nil é também um ideal a

direita nil?

Na tentativa de solucionar este problema foram resolvidas varias questoes na
teoria de anéis relacionadas com nilidade. Além disso foram encontradas varias
reformulagoes para este problema. Por exemplo, Krempa em [12] mostrou que o
problema de Kothe tem solucao positiva se, e somente se, para cada anel nil R, o

anel de polinomios R[x] é um anel radical de Jacobson.
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Utilizando este resultado de Krempa e o Teorema 2.48, obtemos a seguinte for-

mulacao equivalente do problema de Kothe.

Corolario 2.49 A conjectura de Kothe tem solucao positiva se, e somente se, para

cada anel nil R o anel T' € um anel radical de Jacobson.

Conforme ([20], Corolario 2) o problema de Kéthe tem solugao positiva se, e
somente se, para cada anel nil R o anel de polindémios R[z] ndo é um anel primitivo a
direita (esquerda). Deste resultado e a Proposi¢ao 2.41 temos a seguinte formulagao

equivalente do problema de Kothe.

Corolario 2.50 O problema de Kothe tem solugao positiva se, e somente se, para

cada anel mil R, T' nao é um anel primitivo a direita.



Capitulo 3

Anéis de Jacobson e Anéis de
Polinomios

Neste capitulo todos os anéis sdo associativos com elemento identidade. A finali-
dade principal é estender alguns resultados obtidos para anéis de polinomios usuais

em [8] e [11], para o anel T'.

3.1 Anéis de Jacobson e Anéis de Polinomios

Um anel R ¢é dito um anel de Jacobson se cada ideal primo de R é uma interseccao

de ideais primitivos a direita (ou a esquerda) de R.

Watters em [21] mostrou que R é um anel de Jacobson se, e somente se, o anel

de polinomios R[z] é um anel de Jacobson.

Seja F uma classe de anéis primos. Um ideal P de R ¢é dito um F-ideal se

R/P € F. Denotemos por F(R) a intersecgao de todos os F-ideais de R.

Conforme [8], um anel R é dito F-Jacobson quando cada ideal primo de R é uma

interseccao de F-ideais de R.

Uma classe de anéis primos F ¢ dita satisfazer a condi¢ao (A) se F satisfaz a

seguinte propriedade:

37
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(A) Se R € F, entao R[x]/L € F, para cada ideal primo R-disjunto L de R[z].

Em ([8], Teorema 5), Ferrero e Parmenter mostraram que se F é uma classe
de aneis primos satisfazendo (A) e R é um anel F-Jacobson, entdo R[z] ¢ um anel

F-Jacobson. Além disso eles mostraram a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1 As sequintes classes de anéis satisfazem a condigao (A).
(i) Anéis simples (Corpos).

(i1) Anéis simples Artinianos a direita.

(111) Anéis fortemente primos a direita.

(1v) Anéis primos nao singulares a direita.

(v) Anéis primitivos a direita.

(vi) Anéis primos com dimensao de Goldie a direita finita.

(vii) Anéis primos de Goldie a direita.

Na Proposigao 3.1 podemos substituir direita por esquerda.

Um anel primo R é dito fortemente primo unitério se RC(R) é um anel simples.

Claramente um anel simples é fortemente primo unitario.

Proposicao 3.2 As sequintes classes de anéis satisfazem a condigdo (A).
(i) A classe dos anéis fortemente primos unitdrios.

(ii) A classe dos anéis fortemente primos unitdrios com pseudo radical nulo.

Prova. (i) e (ii) seguem respectivamente dos Lemas 2.6(i7) e 4.2 em [9)]. |

Conforme [11], um anel R é chamado um anel de Hilbert, se cada ideal fortemente

primo unitario de R é uma intersecao de ideais maximais de R.

Em ([11], Teorema 3.1), Kaucikas e Wisbauer mostraram que R é um anel de

Hilbert se, e somente se, o anel de polinémios R[z] ¢ um anel de Hilbert.
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O nosso objetivo é generalizar ([8], Teorema 5) e ([11], Teorema 3.1).

Definicao 3.3 Sejam G uma classe de anéis primos e F uma subclasse de G. Um
anel R ¢ dito (G, F)-Jacobson se cada G-ideal de R € uma interseccao de F-ideais

de R.

Observagao 3.4 A definigao de anéis de Jacobson (Hilbert) é um caso particular
da defini¢ao acima. Pois, basta tomar G a classe dos anéis primos (fortemente primos
unitarios ) e F a classe dos anéis primitivos a direita (simples). Além disso, muitas
outras classes podem ser mencionadas com G a classe dos anéis primos, de acordo

as Proposigoes 3.1 e 3.2.

Lema 3.5 Sejam G uma classe de anéis primos e F uma subclasse de G. FEntao

imagens homomorfas de anéis (G, F)-Jacobson sao anéis (G, F)-Jacobson.

Prova. Sejam R um anel (G, F)-Jacobson e I um ideal de R. Seja J um G-ideal
de R = R/I. Entdo existe um ideal J de R contendo I tal que J = J/I. Como
(R/J) ~ (R/J), entdao J é um G-ideal de R.

Por hipdtese existe uma familia de F-ideais (J;);eq de R tal que J = Nieq ;.
Temos que (R/I)/(J;/I) ~ R/J; € Fe J = (J/I) = (Nicati/I) = Nica(Ji/I).
Assim J é uma interseccdo de todos os J;/I que sdao F-ideais. Logo, R/I é um anel

(G, F)-Jacobson. |

Corolério 3.6 Se R[z]| € um anel (G, F)-Jacobson, entio R é (G, F)-Jacobson.

Uma classe de anéis primos G é dita satisfazer a condigao (B) se G satisfaz a

seguinte propriedade:

(B) Se R[z]/L € G, entao R/(LN R) € G, para cada ideal L de R]x].
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Um anel R é chamado um dominio se para quaisquer elementos a, b em R temos
que ab = 0 implica que a = 0 ou b = 0. Claramente a classe dos dominios e a classe

dos anéis primos satisfazem a condigao (B).

Proposicao 3.7 As seguintes classes de aneis satisfazem a condi¢do (B).
(1) Anéis fortemente primos a direita.

(11) Anéis primos ndao singulares a direita.

(7i1) Anéis fortemente primos unitdrios.

(1v) Anéis fortemente primos unitarios com pseudo radical nao nulo.

Prova. (i) e (ii) seguem dos Corolarios 4.3 e 4.6 em [6], respectivamente. Os itens

(171) e (iv) seguem dos Lemas 2.6(i) e 4.2 de [9], respectivamente. [

Conforme ([8], Lema 4), se uma classe de anéis primos F satisfaz a condigao (A)

e R € F, entao F(R[x]) = 0.

O préximo teorema generaliza ([8], Teorema 5) e ([11], Teorema 3.1). Sua de-

monstragao ¢ a mesma a prova do Teorema 5 em [8].

Teorema 3.8 Assuma que G € uma classe de anéis primos satisfazendo a condi¢ao
(B) e que F € uma subclasse de G satisfazendo a condi¢io (A). Entao R é um anel

(G, F)-Jacobson se, e somente se, R[x] é um anel (G, F)-Jacobson.

Prova. Suponhamos que R seja um anel (G, F)-Jacobson. Seja L um ideal de R[z]
tal que R[z]/L € G. Pela condigao (B) obtemos que R/(L N R) € G. Podemos
assumir que L N R = 0, caso contrdrio podemos fatorar R como R = R/(L N R) e
L como L = L/(LN R)[x]. Entdo R € G, isto ¢ 0 é um G-ideal de R. Por hipdtese
existe uma familia (Q;);er de F-ideais de R tal que N;er@; = 0. Utilizando o Lema
4 em [8] obtemos, F((R/Q;)[z]) = 0.
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Temos que (R/Q;)[z] ~ (R[z]/Q:[z]), dal Q;[z] é uma interse¢ao de F-ideais de R[x]

para todo i € I". Como N;er@;[z] = 0, entdo F(R[z]) = 0, isto mostra o caso L = 0.

Se L ¢ um ideal nao nulo podemos supor que L é maximal com respeito a condi¢ao

LNR=0.

Seja p(L) o ideal de R consistindo de zero e de todos os coeficientes lideres de

polinomios de grau minimal em L.

Sejam Q={i el | p(L) £ Q;} e A={i el | p(L) C Q;}. Temos que

(Mica@:) (Niea®s) € (Nica@s) N (NieaQi) = Nier@; = 0.

Como R é primo e 0 # p(L) C NMiea®;, entdo a Proposigao 1.1 implica que

Nica®@; = 0. Logo, o Lema 3 em [8] implica que (L + Q;[z]) N R = Q;, i € Q.

Pelo Lema de Zorn para cada i € Q, existe um ideal L; de R[z] contendo L+Q;[z]
e maximal com respeito a condi¢ao L;NR = @;. Logo, R; = R/(LiNR) = R/Q; € F.
Como L; = L;/((L; N R)[x]) é um ideal R;-disjunto de R;[z], entdo a condigio (A)
implica que R;[z]/L; € F. Entdo R[z]/L; € F, pois R[z]/L; ~ R;[z]/L;. Além
disso, (Nieali) N R = Nieq®i = 0, entdo a maximalidade de L no conjunto dos
ideais R-disjuntos de R[x] implica que L = MieqL;. Segue que L é uma intersecc¢ao

de F-ideais, entao R[x] é um anel (G, F)-Jacobson.

Reciprocamente, suponhamos que R[z] é um anel (G, F)-Jacobson. Entao o

Coroléario 3.6 implica que R é um anel (G, F)-Jacobson. |

Lema 3.9 (i) Se R é um anel fortemente primo unitdrio, entio R € fortemente

primo a direita.

(i) Se R é um anel primo de Goldie a direita, entio R € nao singular a direita.

Prova. (i) Seja I um ideal nao nulo de R. Como R é fortemente primo unitdrio,

entdo o Proposigao 2.4 em [9] implica que existe H = {aj,...,a,} C I tal que
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aicy + ... + apc, = 1, onde ¢4, ...,¢, € C(R). Sejaa € A, (H) ={r € R| Hr = 0}.
Logo, a = (ajc1 + ... + ancp)a = ayacy + ... + azac, = 0, pois a;a = 0 para cada

i €{1,...,n}. Portanto A,,, (H) =0 assim R é um anel fortemente primo a direita.

(77) Segue do Corolario 3.32 em [10]. |

Segue das Proposicoes 3.1, 3.2, 3.7 e do Lema 3.9. que as seguintes classes de
aneis F e G com F C G satisfazem as hipdteses e a conclusao do Teorema 3.8. Isto

é, F satisfaz a condigao (A) e G satisfaz a condigao (B).
a) G a classe dos anéis primos e F a classe dos anéis das Proposicoes 3.1 e 3.2.
b) G a classe dos anéis fortemente primos a direita e F a classe dos anéis simples.

¢) G a classe dos anéis fortemente primos a direita e F a classe dos anéis fortemente

primos unitarios.

d) G a classe dos anéis fortemente primos a direita e F a classe dos anéis simples

Artinianos a direita.
e) G a classe dos anéis fortemente primos unitarios e F a classe dos anéis simples.

f) G a classe dos anéis fortemente primos unitarios e F a classe dos anéis fortemente

primos unitarios com pseudo radical nulo.

g) G a classe dos anéis fortemente primos unitarios e F a classe dos anéis simples

Artinianos a direita.

h) G a classe dos anéis primos nao singulares a direita e F a classe dos anéis primos

de Goldie a direita.
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3.2 Aneis de Jacobson e Subanéis Admissiveis de
Anéis de Polinémios

Nesta secao generalizamos os resultados obtidos para o anel de polinomios usuais

na se¢ao anterior, para o anel 7.

Observacgao 3.10 R é uma imagem homomorfa de 7. Pois, ¥ : T' — R dada por

U(ag + a1z + ... + apz®) = ag + ay + ... + ax € R é um homomorfismo sobrejetor.

Primeiramente vamos generalizar o resultado de Watters obtido em [21] para

anéis de polinomios usuais.

Proposicao 3.11 Sy e R sao anéis de Jacobson se, e somente se, T € um anel de

Jacobson.

Prova. Suponhamos que Sy e R sao anéis de Jacobson. Seja P um anel primo de
T. Se Rlz]z™ C P, segue que Sy/(PNSy) = T/P assim PN Sy é um ideal primo de
So. Por hipétese PN .Sy = Nicqd;, onde J; é um ideal primitivo a direita de Sy para
cadai € Q. Seja P, = J;+S1x+...+ S, 12" ' + R[x]a™ para cada i € Q. Temos que
P =nNcqP; e (T/P;) ~ (Sy/J;). Segue que P é uma interseccao de ideais primitivos
a direita de 7T'.

Se R[z]a™ € P, segue da Proposi¢ao 2.7 que existe um ideal primo L de R[z] tal
que LNT = P. Como R é um anel de Jacobson, entdao R[z| também é um anel de
Jacobson. Portanto existe uma familia (L;);er de ideais primitivos a direita de R[z]
tal que L = MierL;. Sejam Q ={i € I' | R[z]x € L;} e A = {i € ' | R[z]x C L;}.

Temos que

(Njeal;)(Njeal;) € (Njeal;) N (Njealy) = NjerL; = L.
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Como R[z]x € L e R[z]xz C NjeaL;, entdo a Proposigao 1.1 implica que L = NjeqL;.
Pela Proposicao 2.41, L; N'T" é um ideal primitivo & direita de T para cada j € €.
Além disso P = LNT = (Njeal;) NT = Njea(L; NT). Segue que P é uma

interseccao de ideais primitivos a direita de T, dai 7' é um anel de Jacobson.

Reciprocamente suponhamos que 7' seja um anel de Jacobson. Temos que Sy é
uma imagem homomorfa de T'. Além disso, a Observagao 3.10 implica que R é uma
imagem homeomorfa de T. Como imagens homeomorfas de anéis de Jacobson sao

anéis de Jacobson, entao Sy e R sao anéis de Jacobson. [

Uma classe de anéis primos F ¢é dita satisfazer a condigao (C') se F satisfaz a

seguinte propriedade:

(C) Se R[z]/L € F,entdao T/(LNT) € F, para cada ideal L de R[z] com R[z|z € L.

Segue do segundo capitulo que as classes dos anéis primos, primitivos e simples

satisfazem a condigao (C).

Proposicao 3.12 As sequintes classes de aneis satisfazem a condi¢ao (C).
(1) Dominios.

(i) Anéis primos von Neumann regulares.

(1i1) Anéis simples Artinianos a direita.

(1v) Anéis fortemente primos a direita.

Prova. (i) segue do fato que 7//(L NT) é um subanel primo de R[x|/L.

(i) Suponhamos que L é um ideal de R[z] com R[z]x € L tal que R[z]/L é um
anel primo von Neumann regular. Sejam P = LNT eg =g+ P € T/P, onde
g € T é qualquer. Logo, gz + L € R[x]/L. Por hipdtese existe f € R[z| tal que
gz™ — gz" fgz™ € L. Como L é primo e R[z]z € L, entdao g — gz"fge LNT = P.

Portanto 7'/ P é von Neumann regular, pois 2" f € T..
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(¢ii) Suponhamos que L é um ideal de R[z] com R[z|z € L e tal que R[z]/L é um
anel simples Artiniano a direita. Pela Proposigao 2.24(i7), (R[z]/L) ~ (T'/(LNT)).

Segue que L N'T é um anel simples Artiniano a direita.

(17v) Suponhamos que L é um ideal fortemente primo a direita de R|[x] tal que
Rlz]x € L. Seja U um ideal nao nulo de T//(L N T). Entdo existe um ideal U de T
contendo L NT tal que U = U/(LNT). Logo, V = (L + R[z|z"UR|[x]z")/L é um
ideal nao nulo de R[z|/L.

Por hipétese existe um conjunto finito H = {h1, ..., h,} C V tal que o anulador
a direita de H em R[z]/L, denotado por A, (H), é zero.
Temos que h; = h; + L, onde h; € L + R[z]a"UR|z]2", i € {1,...,n}. Logo, para
cada i € {1,...,n} existem f; € L, g; € R[z]z"UR[z|z™ C U tais que h; = f; + g;.

Seja J = {g1 +(LNT),....9, +(LNT)} CU/(LNT). Vamos mostrar que o
anulador & direita de J em T/(L N T), denotado por A, (J), é zero.

Seja f = f+(LNT) € App, (J), onde f € T. Entdo J f =0, isto é g;f € LNT

para cada i € {1,...,n}. Logo,
(hi+ L)(f+L)=hif+L=(fi+g)[+L=(fif+gf)+LCL

para cada i € {1,...,n}. Entdao H(f + L) = 0, ou seja f + L € A,, (H). Como

Apn,.(H) =0, entao f € LNT. Portanto A,,,(J) =0 e assim T/(LNT) é um anel

fortemente primo a direita. [

Uma classe de anéis primos F ¢é especial se para cada ideal nao nulo I de R,
I € F se, e somente se, R € F. Ver ([5], pagina 138). E conhecido que a classe de

todos os anéis primos é especial.

Teorema 3.13 Se F ¢ uma classe de anéis primos especial, entdo F satisfaz a

condicao (C).

Prova. Suponhamos que F ¢é uma classe de anéis primos especial. Seja L um ideal
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de R[z] com Rlz|z ¢ L tal que R[z]/L € F. Pela Proposigao 2.7, LNT é um ideal
primo de T e R[z|z" € LNT. Como (L+ R[z]a™)/L é um ideal nao nulo de R[z]/L,
entao ((L + R[z]az™)/L) € F. Além disso,

(LNT)+ R[z]=")/(LNT) ~ Rlx]z" /(L N R[x]z") ~ (L + R[z]z")/L) € F.

Como ((LNT)+ Rlz]z™)/(LNT) é um ideal ndo nulo do anel primo 7/(L NT),

entdao T/(LNT) € F. Isso mostra que F satisfaz a condi¢ao (C). |

Proposicao 3.14 As sequintes classes de anéis sao especiais, em particular satis-

fazem a condicao (C).

(1) Anéis primos nao singulares a direita.

(1i) Anéis primos com dimensdao de Goldie a direita finita.

(1ii) Anéis primos de Goldie a direita.

(1v) Anéis fortemente primos unitdrios.

(v) Anéis fortemente primos unitdrios com pseudo radical nulo (ou ndao nulo).
(vi) Anéis primitivos a direita.

(vit) Anéis simples.

Prova.

(1) Sejam R um anel primo e I um ideal ndo nulo R. Primeiramente vamos mostrar
que Z,(I)=Z.(R)N 1. Sejaa € Z,(I). Entao a € I e Ay, (a) ={r el |ar=0}é
um ideal a direita essencial de I. Seja J um ideal a direita de R.

Se{re R|ar=0}NJ =0, entao A,,.(a) N (I NJ)=0. Logo, I NJ = 0.
Portanto JI C I NJ = 0 assim a Proposigao 1.1 implica que J = 0. Concluimos

que {r € R| ar =0} é um ideal & direita essencial de R. Segue que a € Z,(R) dai
Z.(I) C Z.(R)N 1.
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Para a outra inclusdo, seja b € Z.(R) N I. Entao A, (b)) ={r € R|br =0} ¢

um ideal a direita essencial de R. Seja H um ideal a direita de I.

Se{rel|br=0}nH=0,entao A, (b)NHIC{rel|br=0}NH=0.
Logo, HI = 0 pois HI é um ideal a direita de R. Pela Proposicao 1.1, H = 0.
Concluimos que {r € I | br = 0} é um ideal a direita essencial de I. Segue que

be Z.(I)dal Z.(R)NI C Z.(I). Portanto Z,.(I) = Z.(R) N I.

Entao Z,.(R) = 0 se, e somente se, Z.(I) = 0, pois R é um anel primo. Logo, a

classe dos anéis de (i) é especial. Em particular satisfaz a condigao (C)

(77) Considere R um anel primo e I um ideal ndo nulo de R. Suponhamos que [
tem dimensao de Goldie & direita finita. Seja (C;);cq uma familia independente de
ideais a direita de R. Se I N C; =0, entao C;1 C I N C; = 0. Pela Proposigao 1.1,
C; = 0, absurdo. Logo, (I N C})ieq é uma familia independente de ideais a direita

de I. Portanto R tem dimensao de Goldie a direita finita.

Suponhamos que R tem dimensao de Goldie a direita finita. Seja (B;);er uma
familia independente de ideais a direita de I. Utilizando a Proposicao 1.1 obtemos
que B;I = 0 se, e somente se, B; = 0. Logo, (B;I);er é uma familia independente
de ideais a direita de R com B;I C B; para cada ¢ € I'. Portanto I tem dimensao
de Goldie a direita finita. Logo, a classe dos anéis primos de dimensao de Goldie a

direita finita é especial. Em particular satisfaz a condigao (C')
(7i1) Segue do Coroldrio 3.32 em [10] e dos itens anteriores.
(iv) e (v) seguem da Proposigao 2.2 em [9] e do Lema 4.4 em [9], respectivamente.

(vi) e (vii) seguem dos Teoremas 60 e 62 em [5], respectivamente. |

Observacao 3.15 As condic¢oes (A) e (C) ndo s@o equivalentes. De fato, pela
Observagao 2 em [8], a classe de todos os anéis de divisdo (dominios) nao satisfaz
a condi¢ao (A). E claramente a classe dos anéis de divisdo (dominios) satisfaz a

condigao (C). Por outro lado, sendo R o anel primo dos numeros inteiros segue
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que R[z] é um anel primo com identidade e A = 2R + R[z|x ndo tem identidade.
Portanto a classe dos anéis primos com identidade nao satisfaz a condigao (C) e

satisfaz a condicao (A).

Do Lema 3.5 e da Observagao 3.10, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.16 Se T é um anel (G,F)-Jacobson, entio Sy e R sdo anéis (G, F)-

Jacobson.

O préximo teorema estende ([8], Teorema 5).

Teorema 3.17 Assuma que F € uma classe de anéis primos satisfazendo as con-
digoes (A) e (C). Entao Sy e R sao anéis F-Jacobson se, e somente se, T é um

anel F-Jacobson.

Prova. Suponhamos que Sy e R sejam anéis F-Jacobson. Seja P um ideal primo
de T. Se R[z|z™ C P, segue que Sy/(PNSy) = T/P assim PN .Sy é um ideal primo
de Sy. Por hipotese P NSy = NiecqJ;, onde J; é F-ideal de Sy para todo i € €. Seja
P,=Ji+ Sz + ..+ 8, 12" + R[x]2" para cada i € 2. Temos que P = NicaP; e
(T'/P;) ~ (So/J;). Segue que P é uma intersec¢ao de F-ideais de T'.

Se R[z]a™ ¢ P a Proposi¢ao 2.7 implica que existe um ideal primo L de R[x]
com R[z]x ¢ L tal que LNT = P. Como R é um anel F-Jacobson e F satisfaz
a propriedade (A), entdo do Teorema 5 em [8] implica que R[z] também é um

anel F-Jacobson. Portanto existe uma familia (L;);er de F-ideais de R[z] tal que

L =NjerL;. Sejam Q={i €' | Rlz]Jx € L;} e A={i € I'| R[z]x C L;}. Logo,
(NjeaLl;)(Njeal;) € (Njeal;) N (Njeal;) = NjerL; = L.

Como R[z]x € L e R[z]x C NjeaL;, entdo a Proposigao 1.1 implica que L = NjeqL;.

Como F satisfaz a propriedade (C), segue que L; NT" é um F-ideal de T para cada
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Jj€ Q. Além disso P=LNT = (Njeal;) NT = Njea(L; NT). Segue que P é uma
interseccao de F-ideais de T', dai T' é um anel F-Jacobson.

Reciprocamente, suponhamos que 7" seja um anel F-Jacobson. Entao o Corolario

3.16 implica que Sy e R sao anéis F-Jacobson. [ |

Observacao 3.18 Utilizando as Proposicoes 3.12 e 3.14 obtemos que as classes de

aneis das Proposi¢oes 3.1 e 3.2 satisfazem a condigoes (A) e (C).

Agora vamos estabelecer condigoes necessarias e suficientes para que o anel T seja

um anel (G, F)-Jacobson.

Uma classe de anéis primos G é dita satisfazer a condi¢ao (D) se G satisfaz a

seguinte propriedade:

(D) Se T/P € G com R[z]a™ ¢ P, entdo existe um ideal L de R[z] com LNT = P
tal que R[z|/L € G, para cada ideal P de T.

Segue do segundo capitulo que a classe dos anéis primos, primitivos e simples

com identidade satisfazem a condicao (D).

Proposicao 3.19 As sequintes classes de anéis satisfazem a condi¢ao (D).
(i) Dominios

(ii) Anéis fortemente primos a direita.

Prova. (i) Suponhamos que exista um ideal P de T com R[z]z" € P tal que T/P
seja um dominio. Como P é primo, entao a Proposicao 2.7 implica que existe um
ideal primo L de R[z] com R[z]x € L tal que LNT = P. Sejam f, g € R[z]/L tais
que fg=0. Temosque f = f+Leg=g+L,onde f, g € R[z]. Logo fg € L assim
o Lema 2.3 implica que fx"gz" € Lz** C LNT = P. Como T/P é um dominio

entdo fa" € P C L ou ga™ € P C L. Portanto fR[z]z™ C L ou gR[z]z" C L.
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Entao o Lema 2.3 e a Proposicao 1.1 implicam que f € L ou g € L. Isso mostra

que R[z]/L é um dominio. Concluimos que os dominios satisfazem a condigao (D).

(4i) Suponhamos que P seja um ideal fortemente primo a direita de T' com R[z|z" ¢
P. Pela Proposigao 2.7, existe um ideal primo L de R[z| com R[z]xz € L tal que

LNT = P. Vamos mostrar que L é um ideal fortemente primo a direita de R[z].

Seja V um ideal niao nulo de R[x]/L. Entao existe um ideal V de R|[x] contendo
Ltalque V=V/L SeVNT CLNT = P, entdo VR[z]z" C L. Pela Proposi¢io
1.1, V C L, absurdo. Portanto U = (V NT)/(LNT) é um ideal ndo nulo de T/ P.

Por hipétese existe um conjunto finito H = {El, ...,En} C U tal que o anulador
a direita de H em T/P é zero. Temos que h; = h; + P, onde h; € T para cada
ie{l,..,n}.

Seja J = {h1+L,...,h, + L} C V/L. Vamos mostrar que o anulador & direita de
Jem R[x]/L, é zero. Seja f = f + L € A,,,(J), onde f € R[z]. Conseqiientemente
J f=0,istoé (h;+L)(f+ L) =0assim h;f € L para cada i € {1,...,n}. Portanto

hifz"™ € Lz C LNT = P para cada i € {1,...,n}. Entao fa" + P € A,,, (H).

Como A,,.(H) = 0, entdao fz" € LNT = P. Pela Proposigao 1.1, f € L assim

Apn, (J) = 0. Segue que R[z]/L é um anel fortemente primo a direita. Isso completa

a prova. [ |

Teorema 3.20 Se G ¢é uma classe de anéis primos especial entdo G satisfaz a

condig¢ao (D).

Prova. Suponhamos que G seja uma classe de anéis primos especial. Seja P um
ideal de T' com R[z]z™ ¢ P tal que T/P € G. Pela Proposicao 2.7, existe um ideal
primo L de R[z] com Rlz]x € L tal que LNT = P. Logo, R[z]z™ ¢ L assim
H = ((LNT)+ R[z]z™)/(LNT) € G, pois H é um ideal ndo nulo de 7'/ P. Também,

(L + R[x]z")/L ~ Rlz]z" /(LN R[z]z") ~ (LNT) + Rlz]z")/(LNT) € G.
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Como (L+ R[z]z™)/L é um ideal nao nulo do anel primo R[z]/L, entao R[z|/L € G.

Isso mostra que G satisfaz a condigao (D). [

O préximo teorema estende o Teorema 3.17

Teorema 3.21 Sejam G € uma classe de anéis primos satisfazendo as propriedades
(B) e (D) e que F € uma subclasse de G satisfazendo as propriedades (A) e (C).
Entao Sy e R sao anéis (G, F)-Jacobson se, e somente se, T € um anel (G,F)-

Jacobson.

Prova. Suponhamos que Sy e R sejam anéis (G, F)-Jacobson. Seja P um ideal de T
tal que T/P € G. Se R[x]z" C P, entao Sy/(PNSy) = T/ P e assim Sy/(PNSy) € G.
Por hipétese P N Sy = Nieqd;, onde J; é um F-ideal de S, para todo i € 2. Seja
P, =J,+ Six+ ... + Sp_12" ' + R[z]z", para cada i € Q. Temos que P = NicqP; e
(T/P;) ~ (So/J;). Segue que P é uma intersecgao de F-ideais de 7.

Se Rlz]z"™ ¢ P, segue da condi¢ao (D) que existe um ideal L de R[x] com
LNT = P etal que R[z]/L € G. Pelo Teorema 3.8, R[x] é um anel (G, F)-Jacobson.
Portanto existe uma familia (L;);er de F-ideais de R[x] tal que L = NerL;. Sejam

Q={ieT|Rfz]Jx € L;} e A={i € T'| R[z]x C L;}. Temos que
(Njeal;)(Njeal;) € (Njeal;) N (Njeal;) = NjerL; = L.

Como R[z]x € L e R[z]z C NjeaLj, entdo a Proposigao 1.1 implica que L = NjeqL;.
Como F satisfaz a propriedade (C') entao L;NT é um F-ideal de T para cada j € €.
Além disso P = LNT = (NjeaL;)NT = Njeq(L;NT’). Segue que P é uma interseccao
de F-ideais de T, dai T' é um anel (G, F)-Jacobson.

Reciprocamente, suponhamos que T é um anel (G, F)-Jacobson. O Corolério

3.16 implica que Sy e R sado anéis (G, F)-Jacobson. [
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Corolario 3.22 S, ¢ R sdo anéis de Hilbert se, e somente se'T' ¢ um anel de Hilbert.

Prova. Pelas Proposicoes 3.1 e 3.14 a classe dos anéis simples satisfaz as condigoes
(A) e (C). As Proposigoes 3.7, 3.14 e 3.20 implicam que a classe dos anéis fortemente
primos unitérios satisfaz as condigoes (B) e (D). Utilizando o Teorema 3.21 obtemos

o resultado. [}

Utilizando as Proposicoes 3.1, 3.2, 3.12, 3.14, 3.19 e 3.20, obtemos que as se-
guintes classes de aneis F e G com F C G satisfazem as hipdteses e a conclusao do

Teorema 3.21. Isto é, F satisfaz as condigdes (A), (C) e G satisfaz as condigoes (B)
e (D).

a) G a classe dos anéis primos e F a classe dos anéis das Proposicoes 3.1 e 3.2.
b) G a classe dos anéis fortemente primos a direita e F a classe dos anéis simples.

¢) G a classe dos anéis fortemente primos a direita e F a classe dos anéis fortemente

primos unitarios.

d) G a classe dos anéis fortemente primos a direita e F a classe dos anéis simples

Artinianos a direita.
e) G a classe dos anéis fortemente primos unitarios e F a classe dos anéis simples.

f) G a classe dos anéis fortemente primos unitarios e F a classe dos anéis fortemente

primos unitarios com pseudo radical nulo.

g) G a classe dos anéis fortemente primos unitarios e F a classe dos anéis simples

Artinianos a direita.

h) G a classe dos anéis primos nao singulares a direita e F a classe dos anéis primos

de Goldie a direita.



Capitulo 4

Ideais Primos em Subanéis
Admissiveis de Anéis de
Polinomios com Varias Variaveis

Nesta se¢do denotaremos por R[zy,...,x,] o anel de polinénios sobre R em n

indeterminadas {1, ..., x,}.

O objetivo desta secao é estudar ideais primos, primitivos e maximais em cer-
tos subaneis de anéis de polinomios com véarias variaveis. Isso foi feito nas se¢oes

anteriores para o anel 7.

Utilizando a Definigao 2.1, um subanel A de R|xy, 25| é admissivel em {x2} se

A= RO + Rlill'z + ...+ kall";il -+ R[l’l, l’g]l’lg,

onde Ry, ..., Ry_1 sao subgrupos aditivos de R[z1] com R;R; C R;;; para cada

j€40,..,k—1} e com R,, = R[x] se m > k.

Temos que Ry é um subanel de R[z;], mas ndo necessariamente admissivel em
{z1}. Se Ry é um subanel admissivel em {z;}, dizemos que A é admissivel em
{1, x2}. Com este raciocinio obtemos por inducao a seguinte defini¢ao, que estende

a Definigao 2.1.

23
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Defini¢ao 4.1 Um subanel A de Rz, ..., x,| € admissivel em {xy,...,x,} se

A=Ry+ Rz, + ...+ Rp_1a" ' + Rlay, ..., z,)ak

n’

onde Ry, ..., R_1 sao subgrupos aditivos de Rz, ...,x,_1] com R;R; C Ri; para
cada j € {0,...k — 1} e com Ry = Rlxy,....,xn_1] se s > k. Além disso, Ry ¢

admissivel em {xy, ..., T 1}

Exemplo 4.2 Seja S um subanel qualquer de R. Claramente S + R[zq]z; é um
subanel de R[z;] admissivel em {z;}. Logo, S + R[z1|x; + R|xy, z2]xs é admissivel

em {zs}. Continuando com o mesmo raciocinio obtemos que
S + R[.Tl].l?l + R[Z’l, 33'2].172 + ...+ R[,Cl?l, ceey an]xn

é um subanel de R[zq,x, ..., x,] admissivel em {z1,...,x,}.

Observagao 4.3 Seja Ty, = S0 + Sp1Tn + oo + Sng, 1287 + Rlzq, ..., 2p]2F um

subanel admissivel em {xy,...,z,}. Por defini¢do, S, ¢ ¢ um subanel admissivel em

{x1,...,x,_1}. Portanto

k(n-1—1 kn—1
Sno = Sn—1,0 + Sn-1,1Tp—1 + ... + Snfl,k(n,l)flmn_l + Ry, .. Tna]T,

e Sy_10 ¢ um subanel admissivel em {zi,...,2,_2}. Continuando com o mesmo

raciocinio, obtemos que

Tn = 5170 + Z(Si,l-ri —+ ...+ Siyki_ll',’;iil + R[.Tl, ceey ZUZ].CE?) (41)

i=1
onde S;, ..., Sik;—1 s@o subgrupos aditivos de Rz, ..., z;_1] tais que
ki—1—1 ki—1
Si,O - Si—l,o + Si—l,lxi—l + ...+ Si—l,k(i_l)—lxi_l + R[I‘l, ceey xi_l]xi—l ,
SijSik € Sijrr paracadat € {1,...,n} ej, ke {l,...,k — 1}, onde

Sit = Rlx1,...,x;-1] se t > k;. Além disso, Sy ¢ um subanel de R.

)
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Pela observagao anterior temos que todo subanel de Rz, ..., z,]| admissivel em

{z1,...,x,} é da forma (4.1).

Nesta segdo denotaremos por 7,, um subanel de R[zq, ..., z,| admissivel em

{1,...,x,} com as mesmas notagoes em (4.1).

Nao é dificil verificar que

Ty =Tho1+ Sp12n + oo + Sy 1857+ Rlxy, ..., m,)akn

n

Para cada ¢ € {1,...,n}, denotaremos

k;

Ri k. — Slei 4+ ...+ Si,kiflxi -1 + R[iL‘l, ,l‘z]l’fl g R[iL‘l, ,wz]xl

shg

Entao T,, = Sl,O + R17k1 + ...+ Rn,kn-

4.1 Ideais Primos em Subanéis Admissiveis com
Varias Variaveis

Lema 4.4 Assuma que n > 1. Se K ¢ um ideal nao nulo de T, entdo existe um

ideal nao nulo J de R[xy,...,x,] tal que J C K.

Prova. Sejam K um ideal nao nulo de 7}, e

Ji = Rlxy, ..., xn)a K R[xy, ..., zp) 2™,

n

Temos que J; é um ideal de R[zy,...,x,], J;1 C K.

Se J; # 0 entao J; satisfaz a condicao procurada. Se J; = 0, entao Jo =

Rlzy,...,x,)ab K e J3 = KR[xy, ..., z,]2™ sdo ideais de Ry, ...,z,]. Se Jo # 0 ou

n

Js # 0 entao Jy ou J; é o ideal procurado. Se Jo = J3 = 0, entao K é um ideal nao

nulo de Rxy, ..., x,)]. |
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Proposicao 4.5 Assuma quen > 2. Se P ¢ um ideal primo em T,,, entao PNT,_1

€ um ideal primo de T),_.

Prova. Sejam U, U, ideais de T,y com U Uy C PN T, ;. Pelo lema anterior,
existem ideais nao nulos Iy, Iy de R[zy, ..., z, 1] tais que I} C Uy e Iy C Usy. Logo,
H;=U;+ (I;NSp1)Tn + .. + (I; N S g —1)xkn = 4 L]x, )2k é um ideal de T),, para
cada i € {1,2}. Além disso, o Lema 2.3 implica que H;H, C P.

Pela Proposicao 1.1, H; € P ou H, C P. Logo, U; C PNT,,_youlU, C PNT,_;.

Isso mostra que P NT,,_; é um ideal primo de T},_;. |

Proposicao 4.6 Seja P um ideal de T,, contendo R[xy, ...,:cj}xfj, para cada j €
{1,...,n}. Entao P é primo se, e somente se, P = (PN S19)+ Rig, + ... + Rk, €

PN Sio € um ideal primo de Sy p.

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de 7T,,. Como R|xy, ..., x|z C P
entdo a Proposi¢ao 2.6 implica que P = (PN T,_1) + Ryg, € PN T,_; é um
ideal primo de T,_;. Continuando com o mesmo raciocinio chegaremos a que P =
(PN S1g) + Rigy + ... + Ry, € que PN Sy é um ideal primo de Sy .
Reciprocamente, suponhamos que P = (PN S1o) + Ry gy + ... + Ruk, € PNS1p

é um ideal primo de S;9. Como (7,,/P) ~ (S10/(P N Sip)), entdo P é um ideal

primo de T,,. [

Observacgao 4.7 Se R é um anel com identidade entao P é um ideal primo de T,

com Rlxy, ...,xj]xjj ¢ P se, e somente se xfj ¢ P.

Proposicao 4.8 Sejam P um ideal de T,, e j € {1,2,...,n}. Entdo P é um ideal
primo de T,, com R[zq, ..., xj]x;?j ¢ P se, e somente se, existe wm ideal primo L de

Rlx1, ..., 2] com Rlxy, ..., xjlx; € L tal que LNT, = P.
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Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de 7T, com Rz, ...,xj]x?j g P.
Se R[zy,...,xp)zk ¢ P, entao a Proposigao 2.7 implica que existe um ideal primo
L de R[x1,...,x,] com R[xq,...,x5|x, € L tal que LNT, = P. Pelo Lema 2.3,
Rlx1, ..., xjlz; € L.

Se R[xy,...,z,]xk C P, entdao a Proposigao 2.6 implica que
P=PNTy 1+ Spin+ oo+ Sppy 12V 4 Ry, .y wp]ab = POT, 1 + Ry,
Continuando com o mesmo raciocinio chegaremos a que
P=PNTi+ Rit1p, + -+ Rygns

onde i € {1,2,...,n} é o maior inteiro tal que R[xy, ..., ;] ¢ P.
Entao j <ieT;/(PNT;) ~T,/P. Conseqiientemente P N7T; ¢ um ideal primo de
T; com R[zq, ..., xl]a:f ¢ P NT,. Pela proposi¢ao 2.7, existe um ideal primo L; de
Rlzy,...,x;| com R[xy,...,x;|z; € L; tal que L, N T; = PNT;. Seja

L= Lz + R[ZEl, ceesy Ii+1]$i+1 + ...+ R[ZEl, ceesy In]l’n.
Entao LNT,, = P, pois PC LNT, e

(LNT,) C(LinT;) + Riy1pyy + -+ Rpp, ©(PNT;)+ P CP.

Como (R[z1,...,x,|/L) ~ R[x1,...,x;]/L;, entdo L é um ideal primo de R[z1, ..., z,]
com Rz, ..., x;]z; € L.

Se R[xy,...,xjle; € LN Rlxy,...,x;]. Como LN R[zy,...,z;] é um ideal primo

de R[zy,...,z;], o Lema 2.3 implica que R[xl,...,xj]xfj CLNT; CLNT, =P,

absurdo. Portanto L é um ideal primo de R|z1,...,x,] com R[zy,...,z;]x; € L tal

que LNT, = P.

Reciprocamente, suponhamos que L seja um ideal primo de R[xy,...,x,] com

R[ZL‘l, ceey .’L’j]Ij {q L.
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Se R[z1,...,xn|T, € L, entao a Proposi¢ao 2.7 implica que L N 7T, ¢ um ideal

primo de T, com Ry, ..., z,)zk» € LNT,. Assim, Rz, ...,xj]:c?j ¢ LNT,.

Se R[xy,...,x,]z, € L, entdao L = LN R[zy,...,xn_1] + R[z1, ..., z,]x,. Portanto
L=LNR[xy,...,x;]+ Rz, ..., Xip1]|Tit1 + ... + Rlz1, .y zp] 2y,

onde i € {1,2,...,n} o maior inteiro tal que R[zy,...,z;]x; € L.

Como (R[x1,....,x;]/(L N Rlxy,...,x;])) ~ (R[x1,...,x,]/L), entdo L N R[xy, ..., z;]
é um ideal primo de R[x1,...,x;] com Rlzy,...,z)x; € LN Rlzy,...,2z;]. Logo, a
Proposigao 2.7 implica que (L N R[xy,...,x;]) N T; = LN T; é um ideal primo de T;

com Rz, ..., x;]xl ¢ LNT;. Seja
P=LAT+Rijrs,, + o+ R,

Temos que T,,/P ~ T;/(L NT;). Portanto P = L NT, é um ideal primo de T,, com
Rz, ..., zi]a¥ ¢ P.

Se R[x, ...,a:j]x?j C P=LNT,, entao Rz, ...,:L‘j]x?j C LNT;. Logo, o Lema
2.3 implica que R[zy,...,z;|z; € L N R[xy,...,z;], absurdo. Portanto L N7, é um

ideal primo de T, com R|x;, ...,xj]:cfj ¢ LNT,. [ |

Corolério 4.9 Seja P um ideal primo de T, tal que R[xy, ..., )]z} ¢ P para al-
gum |l € {1,2,....,n}. Entdo existe um unico ideal primo L de Rxy,...,x,] com

Rlxy, ...,x)z; € L tal que LNT, = P.

Prova. Pela Proposi¢ao 4.8 obtemos que existe um ideal primo L de R[zy, ..., x,]
com Rzy,...,x)x; € L tal que LNT, = P. Afim de mostrar a unicidade, suponha-
mos que exista um ideal primo L; de R[zy,...,z,] com R[zy,..., x|z, € Ly tal que

LyNT,=P.

Sejam 4, j € {1,2,...,n} maximais tais que R[z1,...,x;Jz; € L e Rlxq,...,xj]z; € Ly.
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Como (R[zy, ..., zj]z;)% C Rz, ...,x]-]x?j e Rz, ...,xjlz; € LN Rz, ..., 2], entao

a Proposi¢ao 1.1 implica que R[xy, ...,xj]xfj ¢ Ly N R[zy, ..., z;]. Logo,
Rlzy,.aj)2y € LiNT,=P=LNT,.

Como R[x, ...,xj]x? C Rz, ...,x;)x; € L, entdo Rlxq,...,xj]z; € L. A maxima-
lidade de 7 implica que j < 7. Analogamente podemos mostrar que ¢ < j assim
1=].

Seja Rs = R[xy, ..., x5z, para cada s € {1,...,n}. Entao
L=LnN R[l‘l, ...,l’j] + Rj-i-l + ...+ Rn (S Ll = Ll N R[Qfl, ...,ZL’j] + Rj-i-l + ...+ Rn-

Temos que H = Rz, ,xn]x? é um ideal de R[zy,...,z,] tal que H ¢ Ly, pois

R[xl,...,xn]x? = R[;z:l,...,:z:j]xjj + Rjﬂx? + ...+ Rn:rfj e R[:cl,...,:cj]x? ¢ L.

Como R, C L, para cada s > j + 1, entao
LH = (LN R[z1, s 2j] + Ryjp1 + oo + R (R, oy 25]2) + Rjral) + oo+ Ryl
C (LN Rla, o 2))Rlor, oo 0y]a + Lo C LAT, + Ly C Ly,

Utilizando a Proposi¢ao 1.1 obtemos que L C L;. Analogamente podemos mostrar

que Ly C L, dai L = L. [ |

Coroldrio 4.10 Sejamn > 1 ei € {1,2,...,n}. Entdo existe uma correspondéncia
biunivoca, via contracao, entre:
(1) O conjunto de todos os ideais primos L de Rlx1, ..., xy,) com Rlxy, ..., x;|x; € L.

(i7) O conjunto de todos os ideais primos P de T, com R[xy, ..., xz]xf’ 7 P.

Prova. Consideremos a correspondéncia que associa o ideal primo L de R[xy, ..., 2]
com R[x1, ..., x;]z; € L para algum i € {1,2,...,n} com o ideal primo LN T, de T,.
A sobrejetividade e a injetividade da correspondéncia seguem respectivamente da

Proposigao 4.8 e do Corolario 4.9. |
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A demonstracao da seguinte proposicao é andloga a prova da Proposicao 4.8.

Proposicao 4.11 Sejam P um ideal de T, ei € {1,2,...,n}. Entao P € primitivo a
direita (esquerda) com R[xq, ..., xz]xfl ¢ P se, e somente se, existe um ideal primitivo

a direita (esquerda) L de R[xq,...,x,] com Rlxq,...,x;]x; € L tal que LNT, = P.
A demonstragao do préximo corolario é andloga a prova do Corolério 4.10.

Corolario 4.12 Sejamn > 1 ei € {1,2,...,n}. Entao existe uma correspondéncia

biunivoca, via contragao, entre:

(i) O congunto de todos os ideais primitivos a direita (esquerda) L de R[zy, ..., x,]

com Rlxy, ..., x;]z; € L.

(i) O conjunto de todos os ideais primitivos a direita (esquerda) P de T, com

Rz, ..., xz]xfl 7 P.

4.2 Ideais Maximais em Subanéis Admissivelis com
Varias Variaveis

Proposicao 4.13 Seja M um ideal primo de T, com R[:I;l,...,:cj]xfj ¢ M para
algum j € {1,2,...,n}. Se M €é mazximal, entao existe um ideal L de R[xq,...,x,]
com Rlxy,..,xjle; € L tal que LNT, = M e (R[x1,...,x,|/L) =~ (T,,/M). Em

particular L € maximal.

Prova. Se R[x1, ..., x,]zf" ¢ M, a Proposigao 2.23 implica que existe um ideal L de

R[x1, ..., xn) com R[z1, ..., ]z, € Ltal que LNT = M e (R|x1, ..., x,] /L) ~ (T/M).

Se Rlxy, ..., z,]x" C M, entdao a Proposi¢ao 2.6 implica que

M=MNT, 1+ SpiTn + oo+ Spp 12+ Ry, .y wp]af = MO Ty + R,
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Continuando com o mesmo raciocinio chegaremos a que
M=MNT;+ Rip1 ey + o+ Ry,

onde i € {1,2,...,n} é o maior nimero tal que R[x1, ..., x;]x" ¢ M.

Entao, T; /(M NT;) ~ T,/M. Pela Proposigao 2.23, existe um ideal L; de R|xy, ..., z;]
com Rz, ...,x)x; € Li tal que L;NT; = M NT; e (R[zy,...,x;)/L;) ~ (T;/ (M NT;).
Seja

L=1L;+ R[xy,...,xip1|vic1 + .. + R[z1, .0y 2] 2.

Com o mesmo raciocinio utilizado na demonstragao do Teorema 4.8, temos que
LAT, = M, (Bltn,. /L) ~ (Rlav, - w:]/L0) ~ (T/(M O T)) ~ (T./M) e
R[xl,...,xj]xj g L. [ |

Teorema 4.14 Seja L um ideal mazimal de R|xy, ..., x,]. Entdo,
(i) Se L nao € primo, entdo L NT,, € mazimal em T,,.

(ii) Se L € primo e Rxy,...,x;]x; € L para algum j € {1,2,...,n}, entdo
(Rlor, s 2]/L) = (To/(L O T,)).

Em particular L NT,, € maximal em T,,.

Prova. (i) Imediato da Proposigao 2.24(7).

(ii) Seja i € {1,...,n} o maior nimero tal que R[z1,...,x;|z; € L. Portanto

L=LnN R[.Tl, 71'1] + R[xl, '-'7wi+l]$i+1 + ...+ R[xl, ,l’n].’l}'n

Temos que (R[x1,...,x,|/L) ~ (R[zy,...,x;]/(L N R[z1, ...,x;])) assim a Proposicao

2.24(i7) implica que

(R[zq,...,x;] /(LN Rlxy, ..., z4))) ~ (T;/(LNT;)).



secao4.2 62

Como R, € R[zy,...,z;] € L para cada j € {i +1,...,n}, entao
LT, =LNAT,+ Risipy,, + o+ R,
Portanto
(Rlzy, .zl /L) = (Rlxy, .. 2] /(LN Rlxy, .oy ai]) ~ (T/(LNOT)) ~ (T, /(LN T)).

Segue que L N T, é maximal em T,,. [ |

O seguinte corolario é uma consequéncia imediata das Proposicoes 4.13 e 4.14.

Corolario 4.15 Sejam M um ideal de T,, ei € {1,2,...,n}. Entao T, /M € simples
com identidade com R[vy,...,x;)vf" ¢ M se, e somente se, existe um ideal L de
R[x1, ..., xp) tal que R[xy,...,x,)/L € simples com identidade, R[xy,...,x;)z; € L e
LNT,=M.

Coroldrio 4.16 Sejamn > 1 ei € {1,2,...,n}. Entao existe uma correspondéncia

biunivoca, via contracdo, entre:

(1) O conjunto de todos os ideais L de R[xy,...,x,] com Rlx1,...,x;lx; € L tal que
R[x1,...,xp|/L é simples com identidade.
(i7) O conjunto de todos os ideais P de T, com R[xy,...,x;]xt ¢ P tal que T,/ P é

simples com identidade.

Prova. Anéloga a demonstracao do Corolario 4.10 |

Corolério 4.17 Sejam S = S1p um subanel essencial de R e M um ideal primo de

T,. Se M € um ideal mazimal S-disjunto de T,,, entdo ps(R) # 0.

Prova. Se R[zy,...,x;]lz% C M para cada i € {1,2,...,n}, entdo aplicando a Pro-
posicao 4.6, obtemos que S é um anel simples. Portanto S C ps(R), pois SNJ =S

para cada ideal primo nao nulo J de R.
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Se Rlzy, ..., z;|z ¢ M para algum i € {1,2,...,n}, entdo a Proposi¢ao 4.13
implica que existe um ideal maximal L de R[z1, ..., z,| tal que LN T, = M. Como
S éessencialem Re LNS=MnNS =0, entao L N R = 0. Utilizando o Corolario

4.3 em [9] obtemos que ps(R) # 0. |

O seguinte corolario estende o Teorema 4.12 em [9)].

Corolario 4.18 Assuma que S = Sy € um subanel essencial de R. Entao sao

equivalentes:

i) Ezristem n > 1 e um ideal S-disjunto M de T, tais que T, /M é simples com

identidade e R[zy, ..., i)zt ¢ M, para algum i € {1,...,n}.
(i1) RC(R) € um anel simples com identidade e ps(R) # 0

(i1i)) R € um anel primo e existem ai,...,ar € ps(R) e c1,...,cx € C(R) tal que

a1C1 + ... + apcr = 1.

Prova. Imediato do Corolario 4.15 e do Teorema 4.12 em [9)]. |



Capitulo 5

Alguns Resultados em Skew Anéis
de Polinomios

Neste capitulo R é um anel associativo, mas nao necessariamente com identi-
dade. Iremos estudar ideais primos e maximais em certos subanéis de skew anéis de
polindmios de tipo automorfismo. Isso foi feito para anéis de polindomios usuais no

segundo capitulo.
Seja o um automorfismo de R. Um ideal I de R é um o-ideal (ideal o-invariante)
seo(l)C I (o(l)=1).

Um ideal o-invariante K de R é chamado fortemente o-primo se para quaisquer
o-ideal A de R e um ideal B de R tais que AB C K tem-se AC K ou BC K. Um

anel R ¢é dito fortemente o-primo se (0) é um ideal fortemente o-primo de R.

O skew anel de polinémios R|z;o] é definido como o conjunto dos polindémios
da forma Y7, a;z’, onde a soma ¢ usual e a multiplicagdo é definida pela férmula

za = o(a)z. Um ideal P de R|x;o] ¢é dito R-disjunto se P #0e PN R = 0.

A prova do préximo lema pode ser encontrada em ([18]), Corolério 2.13).

Lema 5.1 Sejam R um anel fortemente o-primo e L um ideal R-disjunto de R|x;o].

Se L € primo, entao L € mazximal no conjunto dos ideais o-invariantes R-disjuntos

de R[z;0].

64
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A seguinte defini¢ao estende a Definicao 2.1.

Definicao 5.2 Um subconjunto T, de R[x;o] é chamado o-admissivel em Rx;o]
se Ty, =Uy+ Uz + ... + U,_12" ' + Rlx; 0]z", onde U; sao subgrupos aditivos de R

com U;o"(U;) C Uiy, para cada i, j € {0,1,...n—1} e U, = R se m > n.

Claramente, T, é um subanel de R[z; o], Uy é um subanel de R e cada U; é um

Uy-submodulo a esquerda de R.

Neste capitulo denotaremos por T, um anel o-admissivel da forma,

U+ Uz + ... + Up_12" ' + Rlz; o]2™.

5.1 Ideais Primos em Subanéis o-Admissiveis

Seja f = ag + a1z + ... + apr® € R[x;0]. Denotaremos por fx o polindmio
aor + a2 + ...+ ap’t e Rlz; o).

Mais geralmente, se H é um subconjunto de R[z; o] entao Hx = {fx | f € H}.

Lema 5.3 Sejam L um ideal primo de R[z;o] e P um ideal primo de T,. Entdo
(i) Rlz;olz € L se, e somente se, Rlx;ola™ € LNT,.

(ii) Lv C L e Px? C P, se j > n.

Prova. (i) Suponhamos por contradi¢ao que R[z;olz € L e Rlz;ola™ C LNT,.
Entao (R[z;olz)” C Rlz;ola™ C LNT,. Como L é primo, entao a Proposi¢ao 1.1
implica que R[z;o]z C L, absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que R[z;olz" € LNT,. Como R[z;ola™ C Rlz;0]x,
entdo R[z;olx € L.
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(17) Como Lz R[z;0] C LR[x;0] C L, entdo a Proposigao 1.1 implica que Lz C L.

Temos que Pa’T, C P e Px? C T, se j > n. Utilizando Proposicao 1.1, Pz C P

para cada j > n. [ |

A préxima proposigao mostra que os ideais primos de T, contendo R[z;o]z™ sao

determinados pelos ideais primos de Uj.

Proposicao 5.4 Seja P um ideal de T, com R[z;olz™ C P. Entdao P € primo se,
e somente se, P = (PNUy) + Uiz + ...+ U,_12" ' + R[z;0]z™ e PN Uy € um ideal

primo de Uy.

Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de T, com R|x;c]x™ C P. Temos
que U;o'(U;) C Uy, para cada i, j € {0,1,...,n — 1}. Entao U,_12"' + R|[z;o]z"
é um ideal de T, e (U,_12" ' + R[z;0]2")* C R[z;0]z" C P.

Portanto U, 12" ' + R[z;0]z" C P assim U,_;z"~' C P. Continuando com o
mesmo raciocinio chegaremos a que U;x® C P para cada i € {1,...,n — 1}. Entdo
P=(Pnly)+Uzx+..+U, 12" '+ R[z;c]z". Como (T,/P) ~ (Uy/(P NUy)),
segue que P N Uy é um ideal primo de Uj.

Reciprocamente, suponhamos que P = (PNUy)+Ux+...+U,_12" '+ R[z; o|a"
e PN Uy é um ideal primo de Uy. Como (T,/P) ~ (Uy/(P NUy)), entdao P é um

ideal primo de 7. [ |

A préxima proposicao descreve completamente quando existe um ideal primo de
T, nao contendo R[z;o]z™. Além disso, ela é fundamental na prova dos principais

resultados deste capitulo.

Proposicao 5.5 Seja P um ideal de T, com R[z;olz™ ¢ P. Entdo P € primo se, e

somente se, existe um ideal primo L de R[z; 0] com R|z;olx € L tal que LNT, = P.
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Prova. Suponhamos que P seja um ideal primo de T, com R[z;ola™ € P. Se T, é
um anel primo , entao R[z; o] é um anel primo. De fato, sejam A, B ideais de R|[z; 0]
tais que AB = 0. Logo, 0"(A)a™ = 2" A e Bx" sao ideais de T, com 2" ABz" = 0.
Entao 2"A = 0 ou Ba" =0 dai A =0 ou B = 0. Portanto R[z;0] é um anel primo.

Isso mostra o caso P = 0.

Se P # 0, entao V = P + R[z;0]P + PR[z;0] + R[x;0|PR|x; 0] é um ideal nao
nulo de R[z;0]. Como R[z;o]z™(V NT,)R[x;cla™ C Rlx;olz"V R[z;c)z™ C P, a
hipdtese sobre P implica que V NT, = P. Pelo lema de Zorn, existe um ideal L de

R|x; 0] contendo P e maximal com respeito a condigao LN T, = P.

Vamos mostrar que L é um ideal primo de R[z;c]. De fato, sejam A, B ideais
de R[x;o] taisque AD L, B2 Le AB C L. Entao (ANT,)(BNT,) C LNT, = P.
Logo, ANT, = P ou BNT, = P. Da maximalidade de L seque que A= Lou B =L
assim L é um ideal primo de R[z;0]. Se R|x;olx C L, entdao Rlx;olz™ C LNT, = P,

absurdo.

Reciprocamente, seja L ¢ um ideal primo de R[z;0] com R[z;o]r € L. Sejam
A, B ideais de T, tal que AB C L NT,. Temos que R[z;o]z"A e R[z;o]z"B sao
ideais a esquerda de R|x; o] contidos em A e B, respectivamente.

Portanto R[z;o]z"AR[z;0]a"B C AB C L dai a Proposicao 1.1 implica que
Rlz;o]z"A C L ou Rx;o]z"B C L. Novamente a Proposicao 1.1 implica que

AC LouBC L. Segue que LNT, é um ideal primo de T,. |

Coroldrio 5.6 Seja P um ideal de T, com R[z;olz™ € P. Se P € primo, entdo

existe um tnico ideal primo L de R[x; o] com Rlz;olx € L tal que LNT, = P.

Prova. Pela Proposicao 5.5, existe um ideal primo L de R[z;0] com R[z;olx ¢ L
tal que L NT, = P. Para mostrar a unicidade, suponhamos que existe um ideal

primo L; de R[z;0] com Rlz;ole € Ly tal que L NT, = P.
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Entao L R[z;o)a™ C L1 NT, = P = LNT, assim L; C L. Por outro lado,

LR[z;ola" CLNT, =P =L NT,, entdo L C L;. Portanto, L; = L. [ |

Coroldrio 5.7 (Going up) Sejam Py C Py ideais primos de T, com R[x;olz™ € P;.
Se Ly é um ideal primo de R[x] tal que Lo NT, = Py, entdo existe um ideal primo

Ly D Ly de R[x;0]| tal que Ly N T, = P.

Prova. Utilizando a Proposicao 5.5, obtemos que existe um ideal primo L; de
Rlz; o] tal que L1 NT, = P;. Como LoR[z;ola" C LoNT,=F C P =LNT,e
Rlx;olz™ € Ly, entdao Ly C L. [ |

Corolario 5.8 FEriste uma correspondéncia biunivoca, via contracdo, preservando

ordem entre :
(1) O congunto de todos os ideais primos de R[x; o] ndo contendo R[z;o)x

(17) O conjunto de todos os ideais primos de T, ndo contendo R|x;c]|z™

Prova. Consideremos a correspondéncia que associa cada ideal primo L de R]z; 0]
nao contendo R[z;colz com o ideal primo L NT, de T,. Logo, R[z;olz™ € LNT,.

A sobrejetividade e a injetividade da correspondéncia seguem respectivamente da
Proposicao 5.5 e do Corolario 5.6. Além disso, os Corolarios 5.6 e 5.7 implicam que

a correspondéncia preserva ordem. |

Um ideal P de T, é chamado Up-disjunto se P # 0 e PN U, = 0.

Corolario 5.9 Assuma que Uy € um subanel essencial de R. Se P um ideal primo
Up-disjunto de T, com R[z;clz™ € P, entao existe um ideal primo R-disjunto L de
R[x;0] com Rl|z;ole € L tal que LNT, = P.
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Prova. Pela Proposicao 5.5, existe um ideal primo L de R|z; o] tal que LNT, = P.

Portanto L N R =0, pois LN Uy = 0 e Uy é um subanel essencial de R. [ |

Lema 5.10 Sejam R um anel fortemente o-primo e Uy um subanel essencial de R.

Se P um ideal primo Uy-disjunto de T, com R[x;olz™ € P, entdo

PZ Uz + ...+ U, 12" + Rlz;0]a".

Prova. Suponhamos por contradigao que P C Uyz+...+U,_12" ' + R[z; o]z". Pelo
Corolario 5.9, existe um ideal primo R-disjunto L de R[z;o] tal que LNT, = P.
Seja s € (L + R[x;o]z™) NUy. Entdo s = fi + fo, onde f; € L e fo € R[x;o)z™.
Logo, s — fo = f1 € LNT, = P dai s = 0. Portanto (L + R[z;c]|z™) N Uy = 0 assim

(L + R[z;o]z™) N R =0, pois Uy é essencial em R.

Utilizando o Lema 5.1, obtemos que R[z;o]z" C LNT, = P, absurdo. Portanto
P Uiz + ...+ U, 12" ' + R[z; ola". [

Corolario 5.11 Assuma que Uy € um subanel primo e essencial de R. Entao eziste

uma correspondéncia biunivoca, via contragdo, preservando ordem entre:
(i) O congunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R[x;0].

(73) O congunto de todos os ideais primos Uy-disjuntos de T,.

Prova. Consideremos a correspondéncia que associa cada ideal primo R-disjunto L
de R[z; 0] com o ideal primo Up-disjunto L N7, de T,.
Se L é um ideal primo R-disjunto de R[z;o]| com R[z;o)z C L, entdao L = R[z; o]z
assim LNT, = Uz + ... + U,_12" ' + R[z; c]z"™ ¢ um ideal primo de T,.

Por outro lado, se P é um ideal primo Up-disjunto de T, contento R[z;o]z",
entao a Proposicao 5.4 implica que P = Uz + ... + U,_12"* + R[z; o]z™. O outro

caso segue dos Corolarios 5.8, 5.9 e do Lema 5.10. |
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Teorema 5.12 Assuma que Uy é um subanel primo essencial de R. Entao P é um
wdeal primo Uy-disjunto de T, se, e somente se, P é mazximal no conjunto dos ideais

Uy-disjuntos de T,

Prova. Suponhamos que P seja maximal no conjunto dos ideais Uy-disjuntos de T,.

Sejam A, B ideais em T, tais que AD P, BD Pe AB C P.

Entao (AﬂUo)(BﬁU()) - PﬂUg :07 daiAﬂUO :OOUBQUO = 0. Pela

maximalidade de P, A= P ou B = P assim P é um ideal primo de T,.

Reciprocamente, suponhamos que P seja um ideal primo Uy-disjunto de T,. Se
R[z;o]z™ C P a Proposigao 5.4 implica que P = Uz + ... + U,_12" ' + R|x; o]z"

assim P é maximal no conjunto dos ideais Uy-disjuntos de T,.

Suponhamos que R[z;olz" € P. Pelo Coroldrio 5.9, existe um ideal primo R-
disjunto L de R|z;o] tal que L NT, = P. Afim de mostrar que P é maximal no
conjunto dos ideais Uy-disjuntos de T, considere um ideal Uy-disjunto P’ de T, com
P C P'. Podemos supor que P’ é maximal no conjunto dos ideais Uy-disjuntos de 7,.
Pela primeira parte ja demonstrada, P’ é um ideal primo de T,,. Entao a Proposicao
5.4 € o Lema 5.10 implicam que R[x;oz" € P'. Pelo Coroldrio 5.7, existe um ideal
primo L' O L de R[z;0] tal que L' VT = P’. Como Uy é um subanel essencial de R
o Corolario 5.9 implica que L' N R = 0. Utilizando o Lema 5.1 obtemos que L = L’.

Conseqiientemente P = LNT, =L'NT, =P [ |

5.2 Ideais Maximais em Subanéis o-Admissiveis

Os principais resultados desta segao caracterizam os ideais maximais de T}, e

generalizam alguns resultados em [4].
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Proposicao 5.13 Seja M um ideal de T, com Rlz;olz™ ¢ M. Entio T,/M ¢
um anel simples com identidade se, e somente se, existe um ideal L de R[z;o] com

Rlx;0lz € L tal que R[x;0]/L € um anel simples com identidade e LNT, = M.

Prova. Suponhamos que T, /M seja simples com identidade e Rlx;olz™ € M.

Pela Proposigao 5.5, existe um ideal primo L de R[x;0] com Rlz;olz € L tal que
LNT, =M. Como (M + R[x;o]z") =T,, entao

(T, /M) = (Rl; o)e" /(M 1 Rl o)a™)) = (R[w; ola™ /(L O Rla; o]a™)).

Portanto Lz"™ é um ideal maximal de R[z;o]z", pois Lz" = L N R[x;c]xz™. Vamos
mostrar que L é maximal em R[z;0]|. Seja V um ideal de R[z;o] com L C V.
Entao Laz™ C V" assim V™ = Lz" ou Va™ = Rz;o]z". Logo, V = Rlz;0]
ouV = L dal L é maximal em R[x;o| com (L + R[z;ola™) = R|x;o|. Entao
(R[z;0]/L) ~ (R[x;0)z™/(L N R[x;ola™)) ~ (T, /M), ou seja R[z;o]/L é um anel
simples com identidade.

Reciprocamente, seja R[x;0]/L um anel simples com identidade com R[z]x € L.

Entao L ¢ um ideal primo de R[z;o] assim R[z;olz" ¢ L. Conseqiientemente

L + R[x;o)z™ = R|x; 0], dai
R[z;o)z" /(L N R[z;o]z") ~ (L + Rlz;0la")/L = R[x;0]/L.
Como R[z;o]z™ C T,, entao (LNT,) + R[z;o]z" = (L + R[z;olz")NT, =T,.

Portanto T, /(L N'T,) ~ R[x;c|a™/(L N R[z;o]z™) ~ (R[z;0]/L). |

A demonstragao do seguinte corolario é andloga a demonstracao do Corolario

0.8.
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Corolario 5.14 Eziste uma correspondéncia biunivoca, via contracao, preservando

ordem entre:

(1) O conjunto de todos os ideais L de R[z;o] tal que Rlx;olae € L e R[x;0]/L é

simples com identidade.

(ii) O conjunto de todos os ideais P de T, tal que R[z;ola™ € P e T,/P € simples

com identidade.

Conforme ([4], Corolario 1.7), se R é um anel nil ou simples sem identidade,

entdo R[z;o| é um anel radical de Brown-McCoy.

Corolario 5.15 Se R ¢ um anel nil, entao T, é um anel radical de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos por contradi¢ao que existe um ideal M de T, tal que T,/M
¢ simples com identidade. Se R[z;c]a™ C M, entdao a Proposi¢do 5.4 implica que
M= (MnU)+ Uz + ..+ U,_12" ' + Rlz;ola", assim Uy/(M NUy) ~ T,/M é
simples com identidade, o que contradiz a nilidade de Uy. Se R[z;c]z™ € M, entdo a
Proposicao 5.13 implica que existe um ideal L de R|x; o] talque R[z;o]/L é simples

com identidade e LNT, = M. O que contradiz o Coroldrio 1.7 em [4]. [

A demonstragao do seguinte corolario é andloga a demonstracao do Corolario

5.15.

Proposicao 5.16 Seja R um anel simples sem identidade. Se Uy é um subanel nil

ou simples sem identidade, entao T, € um anel radical Brown-McCoy.

Um o-ideal K de R é dito o-primo se para quaisquer ideais o-invariantes A e B
de R temos que AB C K implica que A C K ou B C K. Um anel R é dito o-primo

se o ideal (0) é um ideal o-primo.

O o-pseudo radical p,(R) de R é definido como a intersec¢ao de todos os ideais

o-primos nao nulos de R.
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Um elemento r € R é dito o-invariante se o(r) = r. Um elemento r € R é dito

oM-normalizante se ra = ac™(r), para cada r € R.

Seja T a classe de todos os anéis o-primos nao nulos R tal que cada o-ideal nao
nulo de R contém um elemento o-invariante nao nulo o qual é ¢-normalizante para

algum m > 1.

O seguinte resultado generaliza ([4], Teorema 1.10).

Teorema 5.17 Seja Sy um subanel essencial de R. Entao as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

i) Existe um ideal Sy-disjunto M de T, com R|x;ola™ ¢ M tal que T,/M ¢ simples

com identidade.
(it) R € T e p,(R) #0.

(i1i) R € o-primo e py(R) contém um elemento nao nulo o-invariante e o™ -norma-

lizante, para algum m > 1.

Prova. (i) = (ii) Seja M um ideal Sy-disjunto de T, com R[x;oa™ € M tal que
T, /M é simples com identidade. Pela Proposigao 5.13, existe um ideal L de R|z; 0]
tal que R[x;0]/L é simples com identidade e LN T, = M. Dai o Teorema 1.10 em
[4] implica que R € T e p,(R) # 0, 0 que mostra (i7).
(17) = (i) Seja R € T e p,(R) # 0. Pelo Teorema 1.10 em [4], existe um ideal L
de R[z; 0] com Rlx;olz € L tal que R[x;0]/L é simples com identidade. Utilizando
a Proposicao 5.13 obtemos que M = L NT, é um ideal Sy-disjunto de T, com
Rlx; olz™ € M tal que T, /M é simples com identidade. O que mostra (i).

Pelo Teorema 1.10 em [4] segue que (i7) e (4i7) sdo equivalentes. Isso completa a

prova. [ |
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Observacgao 5.18 Seja U, um subanel essencial de R. O teorema anterior permite
descrever completamente quando existe um ideal Up-disjunto M de T, tal que T, /M
¢ um anel simples com identidade. De fato, se isso acontece ou temos p,(R) # 0 e

R € T ou entdo M contém R[z|z™. Neste tltimo caso a Proposigao 5.4 implica que
M =Uz+ ..+ U, 12" + R[z;0]z"

e segue que Uy deve ser um anel simples com identidade. A reciproca também é

verdadeira.
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