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RESUMO 

O objetivo deste trabalho é apresentar e descrever a teoria e imple­

mentação paralela. em PVM, de dois algoritmos iterativos do tipo quasi-Newton -

Newton-GNIRES e Broyden- para a solução de equações não lineares F= O, onde a 

função F: Rn -t Rn é de classe C 1 e seu Jacobiano J(x) é esparso. Uma ilustração 

e comparação destes métodos com suas versões sequenciais é obtida ao aplicá-los a 

dois probJemas específicos. 

lX 



ABSTRACT 

The objective of this work is to introduce anel describe the theory 

anel implementation on PVM, of two quase-Newton iterative algorithms - Newton­

GA1RES e Broyden - for the resolution of nonlinear equations F = O, where a 

function F : Rn --+ Rn is of class C 1 and its Jacobian J(x) is sparse. An ilustration 

and comparison of these methods with their serial versions is obtained as they apply 

to two especific problems. 
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-1 INTRODUÇAO 

Muitos fenômenos de interesse para os cientistas e engenheiros são ca­

racterizados por modelos matemáticos na forma de equações diferenciais parciais 

simultâneas. Para resolver estes equações por técnicas de computação digital, o 

contínuo espaço/ tempo é representado por pontos espaçados discretamente por di­

ferentes aproximações, tais como diferenças finitas. elementos finitos ou volumes 

finitos, entre outras. Para alcançar precisões desejadas em muitas situações, os mo­

delos de diferenças-finitas podem conter milhares ou milhões de pontos no domínio, 

onde uma equação algébrica deve ser resolvida em cada ponto para cada instante 

de tempo. Particularmente onde as equações diferenciais parciais não são lineares e 

onde os algoritmos implícitos devem ser usados para evitar instabilidade computa­

cional, a solução destes sistemas ele equações algébricas apresenta problemas verda­

deiramente formidáveis. Ainda com os melhores supercomputadores disponíveis, o 

processo de computação pode necessitar horas ou dias de execução. 

Nestes ültimos anos tem sido costume falar dos "grandes desafios" da 

ciência - um comum denominador para a solução destes problemas é a necessidade 

de enorme poder de computação. Por exemplo, a figura (1.1) mostra os recursos de 

computação (em operações de ponto flutuante por segundo (FLOPS)) e os requeri­

mentos de memória ( em palavras de 64 bits) para algumas aplicações. 

1 
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Figura 1.1 Os "Grandes desafios'' 

Uma grande desvantagem dos supercomputadores é que são sistemas 

computacionais de custo m ui to alto e centralizado, atendendo a muitos grupos de 

pesquisa. A crescente disponibilidade de alternativas relativamente de baixo custo, 

se comparadas aos supercomputadores, promete nos próximos anos mudanças signi­

ficativas na maneira através da qual as simulações serão conduzidas. Por exemplo, 

o advento de mini-supercomputadores nos anos 80, permitiu ter um sistema descen­

tralizado e com um custo muito menor . Também a idéia de aproveitar os recursos 

que geralmente se têm, originou a aparição de meios fisicos e lógicos para acoplar 

estes recursos, com a finalidade de obter altos desempenhos computacionais. 

1. 0.1 Apresentação do problema e alternativas de solução 

A maioria das aplicações referidas anteriormente envolvem a solução de 

grandes sistemas de equações não lineares da forma: 

F( x) =O, F = (ft, .... , ./~) (1.1) 
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onde F : R" --t Rn é uma funçã.o nã.o - linear de classe C 1
, e sua matriz Jacobiana. 

J(x) é esparsa [Dennis 83] [Ortega 70]. Ditos sistemas de equações são usualmente 

grandes (milhares ou milhoês de equações) e esparsas, dependendo do modelo ma­

temático do qual eles são derivados. 

Os métodos iterativos sã.o usualmente preferidos para resolver ditos sis­

temas dado que teoricamente pode-se mostrar que o número de FLOPS requerido 

para alcançar uma tolerãncia f. dada é substancialmente menor do que um método di­

reto. Além disso. os métodos diretos são usualmente difíceis de paralelizar, uma vez 

que eles impõem precedência de operações e comunicação global entre os processado­

res , ver [Geist 87], p. 24lj isto é particularmente o caso quando se utiliza máquinas 

de memória distribuída e ainda o uso de algoritmos mais refinados e estruturas de 

dados que não tem capacidade para brindar tantas implementações eficientes como 

aqueles obtidas para. métodos iterativos. Outra dificuldade é o fato que os métodos 

diretos conduzem a "fill-in", destruindo a esparsiclade que pode ser explorada em 

alguns problemas. ele forma a aumentar o paralelismo. 

Os métodos iterativos podem ser expressos em termos de um conjunto 

de operações ele álgebra linear como acumulação de vetores, produtos-internos e 

produtos matriz-vetor. A paralelização de métodos iterativos pode ser assim obtida , 

pelas paralelizaçôes eficientes destas operações de álgebra linear [da Cunha 92] . 

O melhor método para resolver este tipo de problema é o método de 

Newton. Este é um método iterativo, onde as aproximações sucessivas à solução de 

(1.1) são calculados segundo a seguinte fórmula: 

(1.2) 
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PortanLo, em cada iteração do método de Newton, as derivadas ôj;jôxi 

devem ser calculadas, e o sistema linear de ordem n 

( 1.3) 

deve ser resolvido, para obter Xk+l· 

Os métodos quasi-Newton foram introduzidos para tratar com situações 

onde as derivadas analíticas não estão disponíveis , ou são muito custosas para se 

calcular. Elas obedecem à formula 

Xk+l = Xk +S. ( 1.4) 

Em cada iteração de um método quasi-Newton, somente os valores da 

função são calculados e o sistema linear dado acima é resolvido. A nova matriz Bk+I 

é obtida a partir de Bk usando relações de recorrência, as quais in c! uem Xk, Xk+l, 

F(xk) e F(xk+l)· 

O melhor método quasi-Newton conhecido para pequenos problemas 

densos é o método de Broyden [Broyden 65], [Dennis 83]. A situação no caso de 

matrizes esparsas grandes é diferente. Com efeito, se B k é uma matriz esparsa, 

geralmente Bk+I se torna uma matriz densa, a qual pode ter pouca relação com 

as matrizes Jacobianas verdadeiras. Esta situação motivou o desenvolvimento dos 

métodos quasi-Newton. 

Os algoritmos desenvolvidos nesta dissertação são Yol tados para re­

solver sistemas de equações lineares e não lineares derivados de aproximações por 

diferenças finitas de equações diferenciais parciais específicas. Os algoritmos foram 

implementados usando PVNI (Parallel Virtual Machine) sobre estações de trabalho 

SUN. 



1 INTRODUÇÃO 

Um breve panorama dos conteúdos da dissertação segue abaixo. O 

capítulo 1 descreve a introdução da dissertação. O capítulo 2 discute o panorama 

do ambiente paralelo ressaltando aspectos do PVM. O capítulo 3 descreve resultados 

básicos e a notação correspondente. O capítulo 4 apresenta. métodos iterativos para 

sistemas de equações nao simétricos, descrevendo o método dos resíduos generalizado 

( GNIRES). O capítulo 5 apresenta métodos iterativos para a solução de equações não 

lineares. No capítulo 6 descrevemos a implementação paralela dos algoritmos sobre 

PVM. Finalmente, o capítulo 7 apresenta as conclusões e discussões sobre possíveis 

desenvolvimentos futuros. 



2 UM PANORAMA DO AMBIENTE 
PARALELO 

Neste capítulo, daremos um panorama do ambiente paralelo o qual 

usamos para desenvolver as implementações dos algoritmos. 

2.1 PVM 

O PVIvl (Parallel Virtual Machine)[PVM97] é um software que per­

mite que uma rede de computadores Unix heterogêneos seja utilizada como um 

único computador; assim, grandes problemas computacionais podem ser resolvidos 

usando a potência combinada de muitos computadores. Sob PV1'L uma coleção de­

finida de computadores vetoriais, paralelos, seqüenciais aparecem como um grande 

computador com memória distribuída. 

Neste trabalho, o termo máquina virtual será usado para designar este 

com pu tador lógico com memória distribuída, e uhost" será usado para designar cada 

um dos computadores membros. 

O PVM fornece a função para automaticamente começar as tarefas sob 

a máquina virtual e permite que as tarefas se comuniquem e sincronizem com cada 

outra. Uma tarefa é definida como uma unidade de computação em PVM, análoga a 

um processo Unix (é frequentemente um processo Unix, mas não necessariamente). 

As aplicações, as quais podem ser escritas em Fortran ou C (ou ambas em uma 

mesma aplicação), podem ser paralelizadas usando troca de mensagens, mecanismo 

comum à maioria de computadores de memória distribuída. Enviando e recebendo 

mensagens, múltiplas tarefas de uma aplicação podem cooperar para resolver um 

problema em paralelo. 

6 
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PVM suporta heterogeneidade a nível de aplicação, máquina e rede. Em 

outras palavras, PVM permite aplicar tarefas para explorar a arquitetura mais con­

veniente para sua solução . PVlVI trata todas as conversões dos dados que podem ser 

requeridas se dois computadores usam diferentes representações de números inteiros 

ou em ponto flutuante. Permite, ainda, que a máquina virtual seja interconectada 

por uma variedade ele redes diferentes ( incluindo Ethernet e FDDI) . 

O sistema PVM é composto de duas partes. A primeira parte é um 

daemon, chamado pvmd3 e algumas vezes abreviado pvmd, que reside nos computa­

dores que formam a máquina virtual. Multiplos usuários podem configurar inúmeras 

máquinas virtuais , e cada usuário pode executar várias aplicações PVM simultanea­

mente. 

A segunda parte do sistema é uma biblioteca de rotinas de interface 

PVM ( libpvm3.a). Esta biblioteca contém rotinas executáveis por um programa 

para efetuar troca. de mensagens, criar processos, coordenar tarefas , e modificar a. 

máquina. virtual. Os progra.ma,s de aplicações devem ser vinculados ( "linked") com 

esta biblioteca para usar PVM. 

Os programas de aplicação vêem PVM como um recurso de computação 

paralelo flexível e geral que suporta. um modelo de computação de troca. de mensa­

gens. Este recurso poder ser acessado em três níveis diferentes: o modo transparente 

no qual as tarefas são automaticamente executadas sobre os host mais apropriados 

(geralmente os menos carregados) , o modo arquitetura dependente no qual o usuário 

pode indicar arquiteturas específicas sobre as quais tarefas particulares podem ser 

executadas, e o modo baixo-nível no qual um host particular pode ser especificado. 

Ditas camadas permitem maior flexibilidade; entretanto, retêm a habilidade para 

explorar potências particulares de máquinas individuais sob a rede. 

Os programas de aplicação sob PVM podem possuir controle arbitrário 

e dependência de estruturas. Em outras palavras, em qualquer ponto da execução de 

UFRGS OTtCA~ 
SISTEMAS OE BI~~:AL DE MATEMAllCA 
S\BUOTÉCA SE1 



6 UM PANORA.MA DO AMBIENTE PARALELO s 

uma aplicação concorrente. os processos em execução podem ter relações arbitrárias 

entre elas e. além disso, qualquer processo pode comunicar-se e/ou sincronizar-se 

com qualquer outro. Isto leva em conta a forma mais geral da computação para­

lela MIMD (Multiple-lnst1·nctions /Vhtltiple-Data), mas na prática as aplicações mais 

concorrentes são mais estruturadas. Duas estruturas típicas são o modelo spmd 

("single-process multiple-data") no qual todos os processos são idênticos, porém 

cada um opera sobre dados diferentes e o modelo mest1·e-escravo no qual um con­

junto de processos computacionais escravos desempenham trabalho para um ou mais 

processos mestres. 



3 P RELIMINARES 

Apresentamos a.lgumas definições e resultados que serão usados para. 

desenvolver os métodos e implementar os algoritmos. 

3.1 Definições 

Escreveremos as equações lineares como 

Ax =b, (3.1) 

onde A é uma matriz não singular de ordem n x n, b é dado, e 

é a solução de (3.1) . 

Definição 3.1.1 A norma m,atriz induzida de uma matriz A de ordem n x n é 

definida por 

IIAII = max IIAxll. 
llxll=l 

Lembra-se que a número de condição de A relativo à norma 11·11 é 

onde ~(A) é infinito se A é singular. 

9 



3 PRELIMINARES 10 

A maioria dos métodos iterativos terminam quando o resíduo 

7' = b- Ax 

é suficientemente pequeno. Um critério de terminação é 

(3.2) 

o qual pode ser relacionado ao erro 

e = X- X~ 

em termos do número de condição . 

Lema 3.1.1 Seja b, x,x0 ~ Rn. Seja A não sing1Liar e seja x· = A-1b. Então, 

H< ~i:(A)H 
ll eoll - llroll 

Ver a clemostração em [Kelley 95]. 

(3.3) 

O criterio de terminação (3.2) depende da iteração inicial e pode resultar 

em trabalho desnecessário quando a iteração inicial é boa e num pobre resultado 

quando a iteração inicial está longe da solução . Por esta razão, preferimos terminar 

a iteração quando 

(3.4) 

As duas condições (3.2) e (3.4) são iguais quando x0 = O, o qual é 

usualmente utilizado como estimativa inicial, particularmente quando a iteração 

linear esta sendo usada como parte de um resolvedor não linear. 

"' .......... , -::L.··;.· 
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A matriz A é dita definida simétt·ica positiva(SPD) se, além de ser 

simétrica, os autovalores de A são reais e positivos. Se A é SPD podemos definir a 

norma de um vetor u por 

(3.5) 

Dada uma matriz A é Rnxn e um vetor z, o subespaço gerado pelos k 

vetores 

(3.6) 

para k 2:: 1, é chamado um Subespaço de lí.·1·ylov e é denotado por JC(z, A, k) ou JCk . 

3 .2 Convergência 

Os métodos iterativos podem ser classificados pela razão de convergência 

D efinição 3. 2.1 Seja { Xn} C Rn e x· é Rn . Então 

• Xn ---+ x· q-quadraticamente se Xn -+ x· e existe f{ > O tal que 

• Xn ---+ x* q-superlineat·mente com q-01·dem a: > 1 se Xn -+ x"' e existe 

J( >O tal que 
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• Xn ----t x* q-supedinearmente se 

• Xn ----t x· q-linearmenle com q-.fato1' a é (0, 1) se 

pam n suficientemente gmnde. 

• Xn ----t x· ?'- ( quadraticamente1 Sttperlinearmente1 linea1·mente) se existe 

uma seqnência {Çn}C R conveTgindo q-(quadraticamente1 superlinear­

mente1 linearmente) a zero tal que llxn - x"'ll ::; Çn. 

Dizemos que { Xn} converge r-supe1·linemwente com r-ordem a: > 1 se 

Çn ----t O q-superlinearmente com q-ordem a 

Definição 3.2.2 Um mélodo iterativo pam calcular' x· diz-se ser localmente (q­

quadraticamente 1 q-superlinearmente1 etc.) convergente se as iter'ações convergem 

a x "' (q -quadmticamente 1 q-super'linearmente1 etc.) considerando que o dado inicial 

para a iteração é suficientemente bom. 

3.3 Hipóteses padrão 

Seja 

F(x)=O, (3.7) 
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Se as componentes de F são diferenciáveis em x E Rn, definimos a matriz 

J acobiana J ( x) por 

Ôfi 
J(x )ii = -

8 
(x ). 

Xj 

Estabelecemos as hipóteses padrão sobre F : 

• A equação (3.7) tem uma solução x~. 

• J : n -7 Rn n é Rn é Lipschiz contínua com constante de Lipschitz f. 

• J(x"') é não singular. 

Estas hipóteses podem ser enfraquecidas [Keller 70] sem sacrificar as 

condições de convergência dos métodos que consideramos aqui; porém, o resultado 

clássico de convergência quadrática do método de Newton as requer. 

3 .4 Problemas 

Nesta. seção apresentamos os problemas que serão usados nos capítulos 

seguintes, como "objetos testes~' para os algorítmos estudados. 

3.4 .1 A equação H de Chandrasekhar 

A equação H de Chandrasekhar [Busbrigde 60], 

( 
C t ~-LH(v)d~t) -l 

F(H)(~-L) = H(~-L ) - 1 - 2 Jo P +v =O, (3.8) 

é usada para resolver problemas de distribuição de saída em transferência radioativa. 

Ela é uma equação não linear quadrática onde a incógnita é a função H é C[O, 1], e 
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C é um parâmetro. Fisicamente. valores razoáveis dos parâmetros são O < C :::; 1. 

Discretizaremos a equação com a regra do ponto médio composto ("composite mid­

point rule"). Aproximamos a integral presente em (3.8) por 

onde /-Li = (i - 1/2)/n para 1 :::; i :::; n. O problema discreto resultante é 

( 

n ) -1 c wx· 
F (x); = X i - 1 - -. ~ '' 1 

2n ~ /-Li + 11 • 
J= l r-J 

(3.9) 

Devido a singularidade apresentada por H em IL = O, a solução do 

problema discreto não é ainda uma aproximação com precisão de primeira ordem 

do problema contínuo. 

3.4. 2 Equação de convecção - difusão 

Consideramos a equação diferencial parcial 

(3.10) 

com condições de contorno de Dirichlet homogêneas sobre o quadrado unitário 

(0, 1) x (0, 1). A função f é construída considerando a discretizaçâo da solução 

exata 

4 .5 
10xy(1 - x )(1 - y) expx . 

A equação é discretizada usando uma malha de l x l pontos internos e 

o sistema de equações de ordem n = l 2 é derivado da discretização da equação por 

diferenças finitas de cinco pontos, onde h = 1/(l + 1). Os termos difusivos são dis-
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cretizados usando diferenças centrais originando uma matriz simétrica e tridiagonal 

em blocos da forma 

l\1! -I 4 -1 

- 1 M - I -1 4 - 1 

A= 'M = 

-I A1 - I -1 4 -1 

- I N! -1 4 
nxn 

(3.11) 

onde I é a matriz identidade de ordem 1. 

Os termos convectivos são discretizados usando diferenças frontais ori­

ginando uma matriz banda superior não simétrica da forma 

N I 

N I 

B= 

N I 

N 

onde I é a matriz identidade de ordem l. 

- 2 1 

-2 1 

, N = 

-2 

nxn 

lxl 
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4 METODOS ITERAT. PARA SISTEMAS - , 

NAO SIMETRICOS 

Existem diferentes métodos para resolver sistemas não simétricos. Aque­

les métodos os quais estão relacionados ao método dos Gradientes-Conjugados ( CG) 

pertencem em geral a três classes} a saber resolvedo1·es de equações normais (ex: 

CGNR [Hestenes 52] e CGNE [Craig 55]) , minimizad01·es de normas sobre um su­

bespaço de Jú·ylov (ex: ORTHOMIN [Young 80], ORTHODIR [Young 80], GCR 

[Elman 82], GMRES [Saad 86], CGS [Sonneveld 89] e Bi-CGSTAB [Van der Vorst 92]) 

e Processos-Galerkin G1·adientes-Conjugados genemlizados(ex : GCG [Concus 76], 

Full Orthogonalization [Saad 86], ORTHORES [Young 80]). Para uma taxonomia 

destes métodos, remetemos o leitor aos trabalhos de Ashby [Ashby 90]. 

Desafortunadamente, nenhum destes métodos (ou suas variantes) re­

solvem com êxito todos, ou ainda uma grande classe de sistemas não simétricos. 

Métodos que trabalham bem sobre um sistema em particular podem falhar com­

pletamente sobre outro. Neste trabalho usaremos para nossas implementações o 

método Mínimo Residual Generalizado (GMRES), cujas características descrevere-

mos a segu1r. 

4.1 Mínimo Residual Generalizado 

O Mínimo Residual Generalizado ou GMRES é um método iterativo 

para resolver sistemas lineares não simétricos, o qual tem a propriedade de minimizar 

em cada passo a norma do vetor residual sobre um subespaço de Krylov. O algoritmo 

é derivado do processo de Arnoldi para a construção de uma base /2-ortogonal dos 

subespaços de Krylov. GMRES pode ser considerado como uma generalização do 

algoritmo MINRES de Paige e Saunders (para matrizes simétricas) e é teoricamente 

equivalente ao método ((Residual Conjugado Generalizado" (GCR) e a ORTHODIR. 

16 
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No entanto, GMRES apresenta várias vantagens sobre GCR e ORTHO­

DIR.. A principal motivação para o desenvolvimento elo GMRES foi a necessidade 

de resolver sistemas onde a matriz de coeficientes não é positiva real(PR), posto que 

os outros dois métodos equivalentes ao GMRES, o ( GCR) e ORTHODIR não são 

satisfatórios. Particularmente, o método CCR pode parar ( "break-down'') para uma 

matriz nã.o PR (i .e. , algumas variáveis lornasen-se indefinidas e o processo iterativo 

não pode continuar) e o ORTHODIR é menos estável que o GCR (ver [Saad 86]) . O 

GMRES é considerado como um dos métodos mais robustos para resolver sistemas 

não simétricos. 

4.1.1 Teoria 

A k-iteracão do GMRES para a solução do sistema linear Ax = b, dada 

uma estimativa inicial para a solução, x0 , é a soluçã.o do problema de mínimos 

quadrados 

( 4.1) 

O GMRES usa o processo de Arnoldi para calcular uma base ortonormal 

v1 , v 2 , ..• , Vk elo subespaço de Krylov Kk(A, v1, k). A solução Xk é tomada como 

x 0 + Vkyk, onde Vk é a matriz cujas colunas são os vetores Vk calculados pelo processo 

de Arnoldi. O processo de Arnoldi determina uma matriz superior de Hessenberg 

Hk. 

No GMRES, Yk é o minimizador do problema de mínimos quadrados 

(4.2) 

onde lh é uma (k+ 1) x k matriz gerada depois de k passos do processo de Arnoldi, e 

e1 é o vetor canônico de dimensão k + 1. O problema de mínimos quadrados pode ser 
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resolvido usando uma fatorizaçào Qll de Bk usando rotações de Givens [Golub 89]; 

o minimizador YJ.· é obtido como a solução do sistema triangular 

onde R é uma matriz triangular k x k, Q é uma matriz (k + 1) x (k + 1) e g é um 

vetor cujos componentes são os primeiros k componentes de QJJr0 JJ2eJ . 

Uma característica importante exibida pelo GMRES é que a norma 

residual da solução aproximada pode ser obtida sem explicitamente calcular Xk. 

Devido à forma de como Yk é construído. a norma residual é igual ao valor absoluto 

da (k +!)-componente de QJiroJI 2 eJ. 

A convergência deste método é boa, pois qualquer curva não crescente 

de convergência é possível para ele [Greenbaum 96]. 

4 .1. 2 Irnplementação 

Uma implementação comum do GMRES é sugerida em [Saad 86] na 

qual basea-se no uso da ortogonolização modificada de Gram-Schmidt (método de 

Arnoldi). As transformações de Householder, as quais são relativamente custosas 

mas estáveis, também tem sido propostas. A aproximação de Householder resulta em 

um aumento considerável do custo computacional; porém, a convergência pode ser 

melhor, especialmente para sistemas mal-condicionados [Walker 88] . Do ponto de 

vista de paralelismo, a ortogonalização de Gram-Schmidt pode ser preferida, melho­

rando estabilidade e as propriedades de paralelização [Demmel 93]. Aqui adotamos 

a ortogonalização modificada de Gram-Schmidt. 

O seguinte algoritmo descreve os principais passos do algoritmo 

GMRES: 

1. Escolher x0 e calcular ro = b - Axo e V,1 = ro/llroll-
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2. Para k = 1, 2, .. .. 

Para j = 1, 2, .... k 

flj,k = (A\ ;,i ?V,k, 
' k -

V ,k+• = AV.k- I:j=• Hi,k V,i, 
- k ' 

Hk+l.k = IIV.k+l ll 
V.k+ • = '>k+ d flk+ l ,k 

Calcular uma fatorização QR de fh 

Calcular uma norma residual como g = II(QII7'olle!)k+•ll 
3. Resolver o sistema triangular Ry = g 

Calcular a solução aproximada Xk = xo + VnxkYk 

onde a expressão :,j denota a j-ésima coluna. 

O número de operações do GMRES pode ser resumido como 

p + 3k k 2 + k 
OaMRES = 

2 
OAu + 

2 
Ou7'11 (n) + n0ur 11(k) + 

nk2 + nk 
kOIIulb + 

2 
O., + nkO.,. + kOQR + O RS 

19 

(4.3) 

onde 0Qn é o numero das operaçoes da fatorização de uma matri?. superior de 

Hessenberg e Ons é o número de operações para resolver um sistema triangular 

superior de ordem k usando substitução por retrocesso ( Ons = kO.,. + HP-k)O. ) . 

As expressões Our11(n) e Our11 (k) representam o produto interno sobre os vetores de 

tamanho n e k. O termo Hk2 + k)O* é o número de multiplicações envolvidos na 

expressão I:~=l ffj,k V,j, devido à estrutura de Hk · 

O exame do algoritmo GMRES acima mostra que a área de armazena­

gem cresce com o número de iterações requerido para a convergência. Considerando 

a estrutura das matrizes fh e R e com algum código conveniente para minimizar 

o número de vetores necessários (i.e. um único vetor pode conter x 0 e Xk c V(:, 1) 
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pode armazenar 1·0 c logo ser normalizado), a. área de armazenagem requerido pelo 

GMRES pode ser dada como 

SaMRES = (2 + k)n + 2k2 + 5k + 3 ( 4.4) 

O fato que OaMRES e SaMRES cresce quadraticamente com o número 

de iterações (para k grande) é a razão para o uso de um algoritmo reinicialisado 

GMRES(m), onde a base ortonormal é calculada sobre um espaço de m dimensões 

fixas , em é usualmente pequeno (10 ::; m ::; 50) se comparado a n [Saa.d 86] . 

f1.3 Descrição do GMRES(m) 

Em vez de gerar uma base ortonormal de dimensão k, como em GM­

RES, escolhe-se um valor m < k, usualmente pequeno (10 ::; m ::; 50), e gera-se 

uma aproximação da solução usando uma base ortonormal de dimensão m. Cla­

ramente, então, a quantidade de armazenagem necessária pode ser estimada com 

antecedência, e mantendo-o dentro dos limites disponíveis. 

O GMRES(m) não para ("break-down") ([Saad 86],pp. 865) . Porém, 

dependendo do sistema e do valor de m, pode produzir uma sequência estacionária 

de resíduos, e assim não alcançar convergência. Um resultado dado por [Saad 86], 

pp. 867, mostra que se A é real positiva, o GMRES(m) converge para qualquer x0 

se m é mais grande que um certo valor mínimo. Este limite sobre m não é definido, 

porém, o GMRES(m) pode convergir ainda sem é menor que esse mínimo. 

As duas principais operações em GMRES(m) são o processo de Arnoldi e a solução 

do problema de mínimos quadrados 

(4.5) 

UFF:r.S 
.. HS OJ: BIBLIOTtCAS 

.. BL.OT , 4 .1~1!. D. MATEMAm~ 
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O primeiro é ri co em operações vetor-vetor e as implicações desta pro­

priedade para a para.lelizaçà.o do método será discutida no capítulo 6. A solução de 

( 4.5) é obtida usando a. fatorização QR de fim . No final de cada j-passo do processo 

de Arnoldi uma nova coluna de Em tem sido produzida (note que fie é armazenado 

na forma fatorada R) e é adicionado a R. Então R é atualizado aplicando a rotação 

anterior de Givens à primeiras (j- 1 )-linhas da nova coluna e uma nova rotação de 

Givens é aplicado para fazer zero o (j + 1, j)-elemento. Assim, depois de m passos do 

processo de Arnold i temos Q fim = R, onde Q é o produto das matrizes de rotação 

de Givens. 

O minimizador Ym em ( 4.5) é a solução do sistema triangular 

( 4.6) 

Note que g é o vetor ob tido multiplicando Q pelo vetor canônico e1 = 
(1, O, ... , O)Y de dimensão m . Esta formulação nos permite evitar calcular Q explicita­

mente, com a correspondente poupança em operações e armazenagem. As matrizes 

rotações usadas são da forma 

1 

1 

17; -f.; 

f.; 1]j 

1 

1 

onde rJ; e Ç; são os parâmetros rotação e Q = P;(P;-1 (P;-z · · · P3(PzPI))) é uma 

matriz triangular inferior. Posto que Q é multiplicado por e1 estamos interessados 
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somente nos elementos da. primeira coluna ele Q. O vetor g é assim ela forma 

Os elementos ele g podem ser expressos por 

j -l 

9j = ,B(IT Çi)ryj , j = 1, 2, .. , rn 
i=l 

Porém dado que 1]j e Çj são gerados durante as iterações elo processo 

ele Arnoldi, podemos usar o seguinte procedimento para atualizar g . Antes que o 

processo de Arnoldi inicie, g é o vetor (,Bk , ,Bk, O, .. , O)T de dimensão m + 1. Em cada 

j -passo, g é atualizado por 

9J+2 9j+l 

Apresentamos abaixo uma formulação algébrica do GMRES(m). 

GMRES(m): 

1. Escolher xo e calcular ro = b - Axo e V,1 = ro/llroll· 
2. Para k = 1, 2, ... 

Paraj = 1,2, ... ,m 
- k T 
Hj,k=(AV,j) V,k, 

A k -
V,k+l = AV,k- Lj=l Hj,k V,j , 

UFR13S 
~ISTEMAS DE BIBLIOTECAS 
>l!BUOrECA SETORIAL DE MAfeMÃT'Ka 
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- k A 

Hk.+l ,k = IIV.kHII 

Y.k+ l = \:'k+ l(flk+I ,k 

Calcular uma fatorização QR de lh 

Calcular uma norma residual como 11 ( Q ll,.o ll e1 )k+III 

3. Resolver o sistema triangular Ry = g 

Calcular a solução aproximada Xm = Xo + VnxmYm 

4. Reinicializar: 

Calcular Tm = b- Axm; 

Se é satisfeito PARE 

en caso contrario 

i r ao passo 2. 

onde a expressão :,j denota a j -coluna. 

23 
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5 METODOS ITERATIVOS PARA A - -

SOLUÇAO DE SISTEMAS DE EQUAÇOES 
NA O-LINEARES 

A solução de problemas lineares tem sido substancialmente estudada 

nestes tempos. Estes métodos têm sido amplamente aplicados, porém se tem sem­

pre procurado melhores modelos do mundo real; tais modelos, mais refinados, pas­

sam a incluir termos não-lineares. Como conseqüência, tem se desenvolvido muitos 

métodos para resolver problemas não lineares. 

Neste trabalho estamos interessados na computação de uma solução x· 

do sistema de equações 

F = (ft,h, ... ,fn) (5.1) 

Exemplos do problema (5.1) originam-se em uma variedade de contex­

tos e algumas vezes como resultados de métodos matemáticos ou formulações de 

problemas, tais como em problemas com restrições , no qual (5.1) determina uma 

superficie restrita, e na solução de equações diferenciais não lineares por métodos 

implícitos [Walker 90] . 

Nas seguintes secções, desenvolveremos alguns métodos iterativos para resolver o 

problema (5.1), os quais foram objeto de estudo nesta dissertação. 

24 
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5.1 Método de Newton 

5.1 .1 Teoria 

Um método muito importante para a solução de (5.1) é o método de 

Ne .. vton (Ortega 70] . Este é um método iterat ivo para equações não lineares em 

termos da transição de uma iteração atual Xk a uma nova iteração xk+t · Nestes 

termos, o método de Newton pode ser expresso como: para uma solução estimativa 

inicial x 0 , geramos uma sequência de iterações x 1, x 2 , ..... por 

(5.2) 

onde s é a solução do sis tema 

J(x)s = - F(xk)· (5.3) 

Considerando as hipóteses padrão estabelecidas no capítulo (3), a sequência é bem 

definida e converge quadraticamente a x·, ver [Kelley 95] ou [Dennis 83]. i.e. 

A hipotése que a iteração inicial seja "suficientemente próxima,' à solução 

(x0 e:B(ó)) pode parecer artificial , porém existem muitas situações na qual a iteração 

inicial é muito próxima da raiz. Dois exemplos são a integração implícita de equações 

diferenciais ordinárias e equações diferenciais algébricas ((Brenan 89] e [Gear 71]), 

onde a iteração inicial é derivada da solução no passo anterior ele tempo e, a solução 

de discretização de equações parciais onde a iteração inicial é uma interpolação de 

uma solução da malha computacional mais grossa [McCormick 89]. Além disso, 

quando a iteração inicial está longe da raiz é possível, mediante alguns métodos , 

transformá-la em uma iteração com convergência local, como veremos mais adiante. 
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5.1 .2 Implementação 

Nesta seção assumimos que os métodos diretos serão usados para re­

solver a equação linear (5.3). Nossos exemplos e contagens de operações assumem 

implicitamente que o Jacobiano é denso, porém, as considerações para J acobianos 

esparsos quando métodos diretos são usados para resolver sistemas lineares são simi­

lares. Na próxima seção consideraremos algoritmos nos quais os métodos iterativos 

são usados para resolver a equação (5.3). 

Para calcular a iteração Xk+l de um ponto atual Xk, deve-se avaliar 

primeiro F(xk) e decidir se é necessário continuar a iteração. Decidindo-se continuar, 

o Jacobiano J(xk) deve ser calculado e fatorizado. Logo a seguir, o passo é calculado 

com a solução de J(xk)s = -F(xk) e a iteração é atualizada por Xk+ l = Xk + s. 

Destes passos, a avaliação e a fatorização de J são os mais custosos. A fatorização 

de J no caso denso custa O( n3) operações de ponto-fi utuante. A avaliação de J ( x) 

por diferenças finitas deve ser esperada custar n vezes o custo de uma avaliação de 

F, pois cada coluna em J requer uma avaliação de F para formar a aproximação por 

diferenças. Portanto, o custo de um passo de Newton pode ser rapidamente estimado 

como n+ 1 avaliações de F e O(n3 ) operações de ponto-flut uante. Em muitos casos, 

J pode ser calculado mais eficientemente, com mais precisão e diretamente, com 

diferenças tais que a análise acima para o custo de uma iteração de Newton seria 

muito pessimista. 

O algoritmo de Newton, descrito a seguir , considera o uso de uma fato­

rização LU de J, mas qualquer outra fatorização apropriada como Q R ou Cholesky 

pode ser utilizada. 

Algoritmo de Newton: 

l. Escolher x0 e calcular F(xo) e 1·o = IIF (xo)ll· 

2. Enquanto IIF(x)ll > T fazer 

(a) Calcular J(x) 
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(b) Factorar J(x) =LU 

(c) Resolver LUs = -F(x) 

(d) :r=x+s 

(e) Avaliar F(x) 

Uma aproximação para reduzir o custo de (2.a) e (2.b) na iteração de 

Newton é movêr-los para fora do laço principal. Isto significa que a aproximação 

linear de F( x) = O, resolvida em cada iteração fica determinada pela iteração inicial 

Xk+l = x~.:- J(x0) - 1 F(xk)· Este método é chamado o método da corda: 

1. Escolher xo e calcular F(xo) e ro = IIF(xo)ll. 

2. Calcular J ( x) 

3. Factorar J ( x) = LU 

4. Enquanto IIF(x )li > T (vetor de tolerância) 

(c) Resolver LUs = - F(x) 

(d) Calcular x = x + s 

(e) A vali ar F ( x) 

A única diferença na implementação do método de Newton é que o 

cálculo e a fatorização do Jacobiano são feitas antes do início da iteração. A diferença 

na iteração é que uma aproximação a J(xk) é usada. Diferenças similares surgem se 

J(xk) é numericamente aproximado por diferenças. 

5.2 Aproximação de J por diferenças finitas 

O elemento na linha i e coluna j de J(x) é 8fi(x)j8xj , e é natural 

aproximá-lo por diferenças finitas , isto é, 

(5.4) 
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onde hj e R e ei e Rn é a coluna j da matriz identidade n x n. O tamanho de hj 

determina a precisão da aproximação; cujas diretrizes para a sua seleção podem ser 

obtidas em [Dennis 83] . Aqui notamos imediatamente que toda a coluna j de J (x) 

pode ser aproximada pela diferença 

(5.5) 

se utilizamos o mesmo hi para cada função componente fi ( em caso contrário, 

consideramos hi,i ). A forma (5.5) pode ser mais conveniente que (5.4), em situações 

nas quais diferentes funções componentes têm subexpressões comuns, ou quando as 

funções componentes não são rapidamente acessáveis de forma individual. Usando 

(5.5), vemos que n + 1 avaliações de F são suficientes para aproximar toda a matriz 

J (x). 

Para uma iteração quasi-Newton uma aproximação da matriz J (x) é 

necessária, e nesse caso o valor de F( xk) requerido por (5.5) já é conhecido. Isto 

mostra que, examinando aproximações por diferenças finitas, dentro do contexto 

da iteração quasi-Newton, é possível reduzir o número de avaliações de F requeri­

das para calcular uma aproximação Bk de J(xk)· Em particular, é freqüentemente 

possível explorar valores conhecidos de F das iterações anteriores para obter uma 

aproximação com menor custo. Outras diferenças, que não são da forma (5.4), são 

freqüentemente úteis para ditos propósitos. Numerosos destes esquemas no qual 

o número de avaliações de F por iteração pode ser consideravelmente menor que 

n, mas que não tomam em conta alguma esparsidade que possa existir, tem sido 

propostos em [Ortega 70], onde são dadas razões por quê ditos esquemas não são 

úteis. 

Além disso, assume-se que ao calcular F (x), temos um erro numérico­

i.e., calculamos na verdade F(x)+t(x)- e tentamos aproximar a ação de F'(x) sobre 

um vetor por diferenças frontais, por exemplo, quando construímos um J acobiano 
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aproximado. Uma aproximação por diferenças frontais para J(x)w seria 

F(x + hw) + <:(x +h)- F(x)- <:(x) 

h 

Assuma que ll<::(x )li ::; f.. Então 

J(x)w _ F(x + hw) + ~:(x + H)- F(x) - t:(x) = O(h +l/h) 
h 

A quantidade dentro elo O-termo é minimizacla quando h = V(.. Isto 

significa, por exemplo, que passos h muito pequenos podem conduzir a resul tados 

imprecisos. No caso especial onde e:(x) é um resultado do arredondamento de ponto­

flutuante com precisão total, por ex. (l ~ 10-15 ) , esta análise indica que h ~ 10- 7 

é uma escolha razoável; a escolha h ~ 10-15 pode conduzir a um desastre numérico. 

Aqui temos feito a asserção implícita que x e w são aproximadamente do mesmo 

tamanho. Em caso contrário, h deve ser tratado para refletir isto. A escolha 

reflete a discusão acima. 

Uma conseqüência importante desta análise é que a escolha do tamanho 

do passo, em uma aproximação por diferenças frontais para a ação do Jacobiano 

sobre um vetor, deve levar em conta o erro na avaliação de F. Isto podese tornar 

muito importante se parte de F é calculada com base em dados estimados. 

Se F(x) já foi calculado, o custo da aproximação frontal de J(x )w é uma 

avaliação adicional de F(x + hw ). Portanto, a avaliação do Jacobiano completo por 

diferenças finitas custaria n avaliações da função, uma por cada coluna do Jacobiano. 

Explorando a estrutura especial que o Jacobiano porventura ofereça, se pode reduzir 

o custo. 
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A aproximação por diferenças frontais para a derivada não é um opera­

dor linear em w. A razão para isto é que a derivada tem sido aproximada, e assim a 

linearidade é perdida. Por isto devemos cuidadosamente especificar o que tomamos 

por aproximação do J acobiano. 

Definição 5.2.1 Seja F definida em tt?na vizinhança de x € Rn. (\h)(x) é a matriz 

n x n cuja coluna j é dada por 

(\h)(x); = { 
F(x+hJix lle1 )-F(x) 

hllxll 
F(he1 )-F( x ) 

h 

Fazemos uma definição similar da aproximação por diferenças da deri­

vada direcional. 

D efinição 5.2.2 Seja F definida em uma vizinhança de x € Rn e w é Rn. Temos 

o, W = 0, 

llw ll F(x+hllxJiw/llwii)-F(x) -/.. 0 
hllxll W, X I 1 

llwll F(hw/11~11)- F(x) O -/.. O X= , tu/ . 

Para problemas nos quais a constante de Lipschitz de J(x) é grande, o 

erro na aproximação por diferenças será também grande. Além disso, DhF(x : w) 

não é, em geral, uma função linear de tu e é usualmente o caso em que 

Se J(x•) é mal-condicionado ou a constante de Lipschitz de J(x) é 

grande, a diferença entre eles pode ser significante e uma aproximação por diferenças 

para uma derivada direcional, o qual usa o tamanho de tu, provavelmente seja mais 
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precisa do que \litF(x)w. Resumindo, podemos dizer que as aproximações numéricas 

a J acobianos devem ser utilizados com cautela. 

5 .3 Métodos quasi-N ewton 

Um número de modificações têm sido propostas para reduzir o custo 

do método de Newton, tais como o método da corda ou o método simplificado 

de Newton e ainda uma variedade de métodos iterat ivos quasi-Newton [Ortega 70]. 

Para certos problemas estes métodos requerem menos armazenagem ou trabalho que 

o método de Newton. Porém, dificuldades computacionais são típicas na solução 

de sistemas não-lineares, e cada um destes métodos tem suas desvantagens. A 

escolha do método para um sistema não linear específico ( 5.1) depende enormemente 

das propriedades de F , da armazenagem e das restrições de tempo impostas pelo 

ambiente computacional. 

O método simplificado de Newton substitui J (xk) com J (x0) em (5.3). 

Isto evita o cálculo de J(xk) em cada passo c reduz o custo resolvendo (5.3) para 

k > 1, dado que, se J(x0) é fatorado no produto UT DU no primeiro passo, cada. 

passo seguinte requer a solução de um sistema diagonal e dois sistemas triangulares. 

Porém, este método somente converge q-linearmente e requer a mesma quantidade 

de armazenagem que o método de Newton. 

Os métodos quasi-Newton mantem aproximações da solução e o Jaco­

biano quando a iteração progride. Se Xk e Bk são as aproximações atuais da solução 

e o J acobiano respectivamente, então 

(5.6) 

Após do cálculo de Xk, Bk. a solução aproximada é atualizada para 

formar Bk+l· A construção de Bk+l determina o método quasi-Newton . 
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As vant agens destes métodos é que as soluções das equações com uma 

aproximação quasi-Newton do Jacobiano sã.o freqüentemente menos custosas do que 

usar J(xk) como matriz de coeficientes [Kelley 95] . O método que apresentamos 

nesta seção tem convergência superlinear localmente e, por tanto, é uma alternativa 

poderosa para o método de Newton. 

Em comparação com os métodos Newton-iterativos é que os métodos 

quasi-Newton requerem somente uma avaliaçã.o da função para cada iteração não 

linear; não existe custo na avaliação da funções associadas com uma iteração interna. 

Portanto, se um bom precondicionador (aproximação inicial para J (x*) ) pode ser 

obtido, estes métodos poderiam ter uma. vantagem em termos do custo da avaliação 

da funcão sobre os métodos Newton-iterativos. 

O problema com os métodos iterativos quasi-Newton é que a razão total 

da convergência é essencialmente determinada pela razão de convergência do método 

iterativo linear aplicado no problema linearizado (5.3). Assim, eles encontram to­

das as dificuldades usuais dos métodos iterativos lineares relativos a estimação dos 

parâmetros , estimativas iniciais das soluções e critérios de parada. 

Os erros no cálculo da função e de sua derivada afetam também o 

progresso na iteração de Newton (Kelley 95). Outra forma de vermos isto é perguntar 

como uma solução aproximada de (5.3) afeta a iteração. Isto foi visto em [Dembo 82) 

onde os métodos quasi-Newton que satisfazem 

(5.7) 

são considerados. Qualquer aproximação é aceita contanto que o resíduo relativo da 

equação linear (5.3) seja pequeno. Isto é bastante útil, pois condições como (5. 7) 

são precisamente condições de terminação de resíduos lineares pequenos na solução 

iterativa do sistema linear para o passo de Newton. 
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O termo 17k do lado direito de (5.7) é chamado te1·mo joTça. P ara 

mostrar como um passo que satisfaz (5.7) afeta a convergência destes métodos, 

seguimos [Kelley 95] para apresentar dois teoremas a respei to 

Teorema 5.3.1 Sejam as hipóteses pad1·âo válidas. Então existem ó e l\.J tal que 

s e Xk c: B(ó) , s satisfaz (5. 7), e Xk+l = X k + s então 

As implicações deste resul tado para métodos iterativos são resumidos 

no seguinte teorema: 

Teorema 5.3.2 Sejam as hipóteses padTão válidas. Então existem ó e ij tal que se 

xo E B ( ó) J { 1Jn} C [O; 7]], então a itemção de Newton inexata 

onde 

converge q-lineaTmente a x· . Além disso, 

• Se 1]n ~ O a conver·gência é q-supeTlinea?'} e 

• Se T]n :::; f(11 1!F(:cn)IIP para algum /(11 > O a conve1·gência é q-superlinear 

com q-ordem 1 + p. 

Os requerimentos dos resultados anteriores podem ser mudados para 

admitir uma escolha mais agressiva do parâmetro 17 [Kelley 95]; assím, não exigimos 

que {17} seja menor de 1 por uma quantidade suficiente grande, senão que 1 não seja 
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um ponto de acumulação. A importância deste resultado para aimplementação é que 

aescolhadasequênciados termosforça{7Jn} (tal como17n = 0.5 paraqualquern), os 

quais tentam minimizar o número de iterações internas, são completamente justifi­

cadas por este resultado, se a iteração inicial for suficien temente próxima da solução. 

Também se obtém convergência q-linear com a norma ponderada se a iteração é sufi­

cientemente próxima de x"'. Esta convergência é equivalente a convergência q-linear 

da sequência dos resíduos não-lineares {llF(xn)ll} (Kelley 95]. 

5. 3.1 Métodos Newton-iterativos 

Um método Newton-iterativo realiza (5.7) com um método iterativo 

para o sistema linear (5.3) do passo de Newton, terminando quando o resíduo linear 

relativo é menor do que 7]k ( i.e. quando (5.7) é satisfeita) . O nome do método in­

dica qual método iterativo linear é usado, por exemplo, Newton-SOR (aproximação 

usando método semi iterativo), Newton-CG (se J é SPD), Newton-GMRES (siste­

mas não simétricos), Newton-Mul tigrid (uma aproximação usando um método ite­

rativo estacionário). Tipicamente, a iteração não-linear que gera a sequência { xn} é 

chamada de iteração externa e a iteração linear que gera as aproximações aos passos 

é chamada de iteração interna. 

5.3.1.1 Newton-GMRES 

Proporcionamos uma análise detalhada da iteração Newton-GMRES, 

por ser uma parte importante em nossas implementações . Começamos discutindo 

os efeitos de uma aproximação por diferenças frontais à ação do Jacobiano sobre um 

vetor. 

Se o método iterativo linear é algum dos métodos de subespaço de 

Krylov (ex. GMRES) então cada iteração interna requer ao menos uma avaliação 
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da ação de F'(xk) sobre um vetor. Em muitas implementações [Brown 89), a ação 

sobre um vetor w é aproximada por uma diferença frontal (5 .2.2), DhF(J.· : w) 

para algum h. É importante notar que isto é inteiramente diferente ele formar o 

Jacobiano (\7hF(x)) por diferenças finitas e aplicar essa matriz a w. Com efeito, 

como é indicado em [Brown 87], a aplicação de Newton-GMRES à equação (5.3) 

com produtos matriz-vetor aproximados por diferenças-finitas é a mesma aplicação 

de GMRES à matriz GhF(x) cujas primeiras (k - 1)-colunas são os vetores 

A sequência { vk} é formada no curso da iteração GMRES diferenças frontais. Para 

ilustrar isto, mostramos abaixo o algoritmo GMRES diferenças-frontais para o cálculo 

do passo de Newton, s = -J(x)-1 F(x). Note que os produtos matriz-vetor são 

substitu ídos por aproximações em diferenças-frontais a J(x). A sequência de passos 

aproximados{ sk} é produzida, b = - F(x), e a it.eração inicial para o problema linear 

é o vetor zero. 

Algoritmo 5.3.1 n-gmres (s,x,F ,h, 17 ,kmax, p) 

1. s =O, r= -F(x) ,v1 = rfllrll 2 ,p = llrii2 ,;J = p,k =O 

2. Enquanto p > 17iiF(x )11 2 e k < kmax fazer 

a) k = k + 1 

b) Vk+ l = DhF( x : vk) 

Para j = 1, ... k 

i) hjk = Vk+IVj 

i i) Vk+l = Vk+l - h jkVj 

c) hk+t = llvk+III2 

d) Vk+I = Vk+dllvk+1 il2 
e) e 1 = (1, O, .. , Of ç Rk+1 

Minimizar llfJex - HkYkll ~+l para obter Yk c Rk 
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f) p = II,Be1 - HkYkii~+ 1 • 

3. Xk = Xo + \lkyk 

És claro do algoritmo anterior, que a diferença entre 'hF e GhF é 

que as colunas são calculadas tomando derivadas direcionais baseadas sob duas 

bases diferentes ortonormais . 'hF usa a base de vetores unitários nas direções 

coordenadas, e GhF a base para o espaço de 1\:rylov JCk construído pelo algoritmo 

newtmres. 

Assumindo que não existe erro na aval iação de F, podemos dizer que se 

17 € (0, 1) então existe h e ó tal que se XEB(ó), h ~ h , e o algoritmo newtmres termina 

com k < kmax se existe um s que satisfaz IIJ(x)s + F(x)ll 2 < (77 + 41h) II F(x) ll 2 . 

Isto implica que a implementação por diferenças-finitas não afetará o desempenho 

de Newton-GMRES se os passos na aproximação por diferenças finitas das derivadas 

são suficientemente pequenos [Kelley 95]. Por conseguinte, em uma implementação, 

devemos especificar não somente a sequência { 77n} como também os passos { hn} 

usados para calcular as diferenças frontais . 

O método para formar a sequência dos le1·mos força é como segue. 

Ajustamos 77 quando a iteração progride; para isto seguimos o critério dado em 

(Eisenstat 94]. Esta escolha é motivada pelo desejo ele evitar "ove1· solving" ( i.e. a 

equação linear para o passo de Newton é resolvida com precisão muito maior do que 

é preciso para corrigir a iteração não-linear); assim. consideramos 

77max, n =O, 

7]~ = min(1Jmax,1J~), 1] > 0 ,177~-1 < 0.1 , 

min(1Jmax,max(ry~,I1J~_t)), n > 0,11];_1 > 0.1 

onde a constante 0.1 é arbitrária e 1]~ = 1 II F(xn)II 2/IIF(xn- t) ll 2
, onde 1 € (0, 1]. 

O parâmetro 77max é um limite superior da sequência { 7Jn} . Em nossa implementação 

são usados os valores 1 = 0.9 e 7]max = 0.9999, como é recomendado em [Eisenstat 94]. 

UFRGS 

SISTEMAS DE BIBLIOTECAS 
BIBL10Tt"C4 SETORIIII nc ............. __ . 



5 MET. ITER. PARA A SOLUÇAO DE SIST. DE EQUAÇÕES NÃO-LINEARES 37 

Existe uma possibilidade que a iteração final reduza IIFII muito longe 

do nível de precisão desejado e a solução da equação linear para o último passo seja 

mais precisa do que realmente necessitamos. Este '·over-solving" sobre o passo final 

pode ser controlado comparando a norma do resíduo não-linear atual IIF(xn)ll com 

a norma do resíduo não linear Tt =Ta+ T,.IIF(xo) li e limitando "7n anterior por uma 

constante mültipla de Tt/IIF(xn)ll, com o qual a iteração terminaria. Usamos então, 

1]n = min (r7max,max(1J~,0.5Tt/IIF(xn)li)) . (5.8) 

Além disso, como o GMRES forma as iterações internas e faz decisões 

de terminação baseadas sobre produtos escalares e !2-normas, também terminamos a 

iteração exterior sobre pequenas l 2-normas dos resíduos não lineares. Porém, devido 

a nossas aplicações em equações diferenciais, multiplicamos a !2-norma do resíduo 

não linear por um fator de 1/ fo, tal que as funções constantes tenham normas que 

sejam independentes da malha computacional. 

Com tudo isto, podemos descrever o seguinte algoritmo: 

Algoritmo 5.3.2 newgm(x, F, T , 17) 

1. r·c =To= IIF(x)ll2/vn 

2. Enquanto IIF(x )11 2 / Vn > TrTo +Ta 

a) Selecionar 17 

b) n-gmres(s,x, F',77) 

c) X= X + S 

d) AvaliaT F(x) 

e) r+= II F(x)ll2/yn, u = r+fTc, rc = T+ 

f) Se IIF(x )11 2 :::; T,.To +Ta ler·minar 
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5.4 O Método de Broyden 

O método de Broyden [Broyden 65] calcula Bk+J por 

(5.9) 

O método de Broyden é um exemplo de uma secanle atualizada, isto é, 

a aproximação a F'(x*) satisfaz a eq1wçâo secante Bk+Is = y. Os métodos secantes 

que localmente têm convergência superlinear podem ser escritos de tal maneira a 

manter o modelo esparso, simétrico, ou definido positivo do Jacobiano aproximado 

(ver [Dennis 83] para maiores detalhes) . 

O método de Broyden é também aplicado a equações lineares, tal como 

A:c = b, onde B ~A é atualizado. Um resultado importante para problemas lineares 

é a convergência em 2n iterações [Gerber 81]. 

Se os dados x0 e B0 são suficientemente bons, a iteração convergirá 

superlinearmente à raiz [I<elley 95]. 

5.4 .1 Problemas não lineares 

Para problemas não lineares a análise de convergência é local. Se as 

hipóteses padrão são válidas e x0 e B0 são suficientemente boas aproximações a x* 

e J(x*), então a sequência de Broyden (xn, Bn) existe para os dados (F, Xo, Bo) e 

as iterações de Broyden convergem q-superlinearmente a x· [Kelley 95] . No caso 

não linear, os erros na aproximação do Jacobiano podem crescer quando a iteração 

progride. Mas, se os dados iniciais são suficientemente bons, este crescimento pode 

ser limitado e, por conseguinte, a seqi.iência de Broyden existe e a iteração converge 

para x"' pelo menos q-linearmente [Kelley 95] 
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5.4.2 Implementação 

Nossa implementação do método de Broyden é relativa a um problema 

usado em mecânica de fluidos computacional [Engelman 81]. Assim, depois que a 

armazenagem disponível para a iteração é esgotada, deve-se reinicializar as iterações. 

Isto é similar à iteração GMRES reinicializada. A base para isto é a fórmula de 

Sherman-Nfo1-rinson [Sherman 49] 

(B T)-1 = (J- (B-ltt)vT ) B-1 
+ uv 1 TB- t +v u 

(5.10) 

onde B é não-singular, u, v C:: Rn e 1 + v1' B- 1u =J O. 

No contexto de uma sequência de atualizações de Broyden {Bn} temos, 

para n ~ O , 

onde 

Estabelecendo 

vemos que, se Bo = I , 

n- ! 

B; 1 = (I- Wn-1 v~- 1 )(I - Wn-2V~-2) ... (!- WovJ') = rr (I - WjVJ) 
j=O 

(5.11) 
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Dado que o produto da matriz vazia é a matriz identidade, ( 5.11) é 

válido para n 2 O. Portanto. a ação de B;;1 sobre F(xn) (i.e. o cálculo do passo 

de Broyden) pode ser calculado a partir ele 2n vetores {wj, Vj}j,:-6 com um custo 

de O(k. n) (k. indica o número de iterações ) operações de ponto-flutuante. Além 

disso. o passo de Broyden para a operação sequinte é 

n-1 

Sn = - B;;1 F(xn) =- TI (f - WjvJ)F(xn) (5.12) 
j =O 

Dado que o produto 

n;,:;(I- WjvJ)F(xn) 

deve ser calculado como parte do cálculo de W71 _ 1 , podemos combinar o cálculo de 

Wn-1 e Sn como segue 

n-2 
w TI (1- WjvJ)F(xn) 

.i=O 

Wn-l (5.13) 

Podemos, ainda, eliminar a necessidade de armazenar o vetor Wn-l. 

Note que (5.12) implica que, para n 2 1 

Sn - W- Cww(v~_ 1 w) = w(l- Cw(C~ 1 - llsn- 111 2)) 

-Cwwllsn- dl2 = -11sn-di2Wn- 1 
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assim, para n ~O, 

(5.15) 

Por conseguinte, necessita-se armazenar somente os passos { sn} e suas 

normas para construir a sequência {wn}· Realmente, podemos escrever (5.11) como 

(5.16) 

Podemos usar {5.16) e (5.12) diretamente para calcular Sn+1 , pois sn+l 

aparece em ambos membros da equação 

Sn+l 

(5.17) 

Em vez disso, resolvemos (5.17) para sn+l obtendo 

(5.18) 

O requerimento de armazenagem é da mesma ordem como o GMRES, 

fazendo o método de Broyden competitivo em armazenagem com GMRES como 

resolvedor linear [Deufihard 90]. 
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Algoritmo 5.4.1 Broyden: 

1. 1'0 = IIF(x)ll2 , n = -1 

s0 = - F(x) , itc =O. 

2. Enquanto itc < maxit jaze1· 

a} n = n + 1, i te = i te+ 1 

b) :1: = X+ S, 

c} Avaliar F (x) 

d) Se IIF(x)ll 2 ~ Trro + Ta sair 

e} Se n < nmax então 

i) z = -F(x) 

ii) Pam j = O, n - l 

:; = z + Sj+t sJ z /llsj-dl~ 

ííi) Sn+l = z/(1 + s~z/llsnll ~) 
f) se n = nmax então 

n = -1 ; so = - F(x); 

5.5 Convergência Global 

Por um algo1·itmo globalmente convergente entendemos um algoritmo 

com a seguinte propriedade: para qualquer estimativa inicial, a iteração converge 

à raiz de F , ou falha, para fazê-lo em um número pequeno de caminhos. Dos 

muitos de tais algoritmos, enfocaremos a classe dos métodos "line-search" c a regra 

de Armijo implement ado inexatamente [Brown 94]. Selecionamos o modelo ulíne­

search " devido a sua simplicidade, e porque é trivial adicionar um uline-search" 

a uma existente implementação localmente convergente do método de Newton já 

existente. 
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O algoritmo para uma função de uma variável consiste em calcular uma 

direção de busca d~ o qual será a di?·eçào de Newton, 

e, então, testar passos da forma s 

f( x + s) satisfaça 

>.d, com À = 2-j para algum j > O até que 

I f(xk + Àd) I< (1 - a>.) l.f(xk) I 

Esta desigualdade é chamada redução suficiente de I f 1. O parâmetro 

a é (0, 1) é pequeno porém positivo, tentando fazer a desigualdade anterior tão fácil 

quanto possível de satifazer. Uma vez que uma redução suficiente tenha sido obtida, 

aceitamos o passo s = Àd. Esta estratégia é chamada de Tegra de ATmijo. 

Estendemos este algoritmo em duas formas. Primeiro, aceitamos qual­

quer direção que satisfaça (5.7). Escrevemos isto para a sequência de Armijo como 

(.5. 19) 

Outra extensão é permitir mais flexibilidade na redução de À. Permiti­

mos qualquer escolha que produza uma redução que satisfaça 

onde O < a0 < a 1 < 1 . O perigo aqui é que o mínimo pode estar perto do zero 

para ser de muito uso e, realmente , a iteração pode estagnar-se. O parâmetro a 0 é 

empregado para se proteger contra isto. 
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Algoritmo de Armijo: 

1. 1·o = IIF(x)ll 

2. Enquanto 11 F( x) 11 > rro + Ta fazer 

a) Achar d 1-al que IIF'(x)d + F(x)ll ::; 77IIF(x)ll 

Se nenhum d pode ser achado. terminar com falha 

b) À = l 

i) Xt =X+ Àd 

ii) Se IIF(xt)ll < (1- aÀ)IIF(x) ll então :r= Xt 

else 

Escolher o-e[u0 , ui] 

À= O"À 

goto (2.b) i 

Note que o passo (2a) deve permitir a possibilidade que J seja mal­

condicionado e que nehuma direção pode ser achada que satisfaça (5.19). 

Seja { xn} a iteração produzida com iteração inicial xo. O algoritmo 

pode falhar em alguns caminhos óbvios: 

1. J(xn) é singular para algum n. A iteração interna poderia terminar com uma 

falha. 

2. Xn -7 x, um mínimo local de IIFII o qual não é uma raiz. 
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6 IMPLEMENTAÇAO PARALELA 

A importância dos algoritmos paralelos - i.e. , aqueles que permitem 

execução simultânea, terminando mais rapidamente do que um algoritmo seqüência} 

equivalente- é que utilizando computadores com arquitetura paralela a convergência 

pode ser obtida em um tempo mais curto que sob computadores seqüênciais. 

6.1 Aspectos gerais 

A parte central desta dissertação é o desenvolvimento e paralelização 

dos algoritmos que podem ser usados para aproximar a solução da equação não 

linear (5.1). 

Como ressaltamos anteriormente, o principal método para aproximar 

uma solução de (5.1) é o método de Newton, sendo a parte mais complexa deste 

algoritmo (pela presença do Jacobiano) o sistema de equações (5.3). 

Neste trabalho implementamos dois algoritmos paralelos para resolver 

(5.1), especificamente o algoritmo Newton-GMRES e o algoritmo de Broyden. Es­

tes algoritmos foram implementados de maneira a permitir ao usuário completa 

liberdade com respeito ao armazenamento, acesso e particionamento das matrizes. 

Começamos este capítulo descrevendo os aspectos gerais de nossas im­

plementações paralelas. 

6.1.1 Modelo de programação 

Nossos algoritmos foram implementados usando o modelo "Single Pro­

gram, Multiple Data" (SPMD) , o qual escreve um único código que roda sobre todos 

45 
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os processadores cooperando sob uma tarefa. Os dados são particionados entre os 

processadores os quais conhecem sobre que porções dos dados irão trabalhar. 

6.1. 2 Particionamento de dados 

Em nosso trabalho tratamos com três tipos diferentes de dados; va­

lores escalares, vetores e matrizes. Somente estes dois últimos são possíveis de 

particionamento de dados; os valores escalares devem estar presentes em todos os 

processadores. Se um valor escalar é derivado de alguma computação sobre dados 

distribuídos entre os processadores, o uso do modelo SPi'v!D pode resultar em uma 

alta faixa ele comunicação e o resultado deverá ser enviado a todos os processadores. 

Por exemplo, dita comunicação é necessária quando calcula-se produtos internos e 

vetores 2-normas. Porém, ainda é possível alcançar bom desempenho [da Cunha 92]. 

O particionamento de dados que usamos é o pa1·ticionamento de dados 

po1· contigüidade, definido como segue. Para particionar os dados (vetores e ma­

trizes) entre os processadores, dividimos o conjunto de variáveis V = { i}f:1 em p 

subconjuntos {vVi}f=t de m = nfp elementos cada um; definindo cada subconjunto 

por Wp = {(p -l)m + j}j~ 1 . 

Cada processador pé responsável pela execução das computações sobre 

as variáveis contidas em Wp. No caso de operações vetoriais, cada processador 

manterá segmentos de m variáveis. 

Para o produto matriz-vetor, v = Au, cada processador p manterá um 

conjunto Vll p de m elementos dos vetores tL e v. Com relação às matrizes utilizadas, 

consideramos sua estrutura esparsa (ver, (3.11) e (3.12)); para armazená-las. A 

matriz A (pentacliagonal), é armazenada. em uma matriz com 5 colunas; a matriz 

B (tridiagonal superior), em uma matriz com três colunas e similarmente a matriz 

resultante (pentadiagonal) da função que governa a equação diferencial parcial não 

linear; logo eles são particionados por blocos, onde cada bloco tem nfp linhas. Por 
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exemplo, se consideramos uma malha com 4 colunas e 2 linhas , teriamos a matriz 

Esta matriz é particionada por colunas (para dois processadores), tal como indica a 

linha pontilhada. Seu armazenamento é feito como uma matriz da seguinte forma 

onde as diagonais da matriz (6 .1 ) foram armazenadas como colunas na matriz (6.2); 

esta matriz é particionada como indica a linha pontilhada. 
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6.1. 3 B alanço de carga 

O particionamento de dados usado em nossas implementações designa a 

mesma quantidade de dados para. um sistema denso a cada processador (assumindo 

que n é um inteiro múltiplo de p) , alcançando assim um balanço de carga entre os 

processadores. 

Quando n não é um múltiplo de p, minimizamos os efeitos do inevitável 

desequilíbrio de carga usando a seguinte estratégia. Seja r· = n mod p o número de 

variáveis que ficam de sobra. Posto que T < p, designamos uma variável mais para 

cada um dos T primeiros processadores (p = O, 1, 2, .... , r·- 1). Cada um destes 

processadores então terá a mesma quantidade de dados ((n - 1)/p + 1 variáveis) 

designadas a eles; os restantes p- T processadores armazeram (n- r)fp variáveis. 

Como um exemplo, considere n = 23 e p = 5. Os três primeiros processadores 

armazenaram 5 variáveis e os últimos processadores 4. 

Os vetores são armazenados localmente começando da posição 1; as­

sim tem-se uma enumeração local das variáveis o qual pode ser deslocado a uma 

enumeração global se for requerido. Por exemplo, se um vetor de 10 elementos é 

particionado entre dois processadores, usando blocos de comprimento 1, então o pri­

meiro processador armazena os elementos 1, 2, 3, 4, 5 nas primeras cinco posições 

de um arreglo; o segundo processador então armazena os elementos 6, 7, 8, 9, 10 em 

posiçoes 1 a 5 sobre seu arregro. 

' 6.1.4 Subrotinas Básicas de Algebra Linear 

O termo "Basic linear Algebra Subroutines" (BLAS) foi introduzido 

em [Dongarra 88] e refere-se a um conjunto de subrotinas que implementam várias 

operações de álgebra linear (OAL) . 
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O BLAS foi implementado em três níveis; o nível 1 envolve operações 

vetor-'vetor, o nível 2, operações matriz-vetor e o nível 3. operações matriz-matriz. 

Estes subrotinas sào codificadas em Fortran e estão disponíveis em simples e dupla 

precisão, usando dados reais e complexos. 

Como mencionamos anteriormente, a maioria. dos métodos iterativos 

podem ser expressos em termos das OAL operações. Quatro operações ocorrem 

freqüentemente: produtos internos, vetores 2-normas, acumulação de vetores (adição 

f substração de vetores ou "saxpys") e produtos matriz-vetor. Estas rotinas per­

tencem ao nível! ou 2 do BLAS. Na continuação definimos as principais rotinas do 

BLAS que usamos em nossa implementação; cada operação com seu custo associado 

em termos de operações aritméticas: 

Sejam u, v e w são n-vetores; a um escalar real e A é uma n x n-matriz. 

PRODUTO INTERNO: a = llull2 

PSNRM(loclen, u): 

SSCAL : v = au 

SSCAL(loclen,a,u,su): 

Ui O'Ui; i = 1, ... , n 
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SCOPY: v= tl 

SCOPY(loclen, u.su.v.sv) : 

v; - u;; i= l, ... ,n 

Ou=v = n t ransferências de palavras de precisão simples. 

SINIT: u = a Inicialização de um vetor. 

SINIT(loclen,a, u.su) : 

u; a; i= l, ... ,n 

n atribuções 

SDOT: w = vT * u 

SDOT(loclen, v , sv.u, s u) : 

nO.+ (n - 1)0 + 

SAXPY: w = u + av 

SAXPY(loclen,o:,v, sv.u,su): 

W i = Ui + O:Vi j i = 1 , .. , n 
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PRODUTO MATRIZ-VETOR: v= Au 

Subrotinas MATVEC e PSMVPDE: 

VI. = A?'u· .; - 1 n I I o - I •• , 

onde Ai é a i-linha de A. Note que o produto matriz-vetor é a única operaçã.o cujo 

custo é de ordem n 2
• 

Uma rotina especial que usamos em nossa implematação é a rot ina, 

SLAA1CH do LAPACI< (Linear Algebra Package) cujo propósito é determinar 

parâmetros da máquina de precisâ.o simples. Esta rotina é usada para considerar 

um cri tério de parada no algori tmo de Broyden. 

6.1.4.1 Saxpy 

A operação saxpy tem a caraterística que seu cálculo é disjunto elemento 

a elemento com respeito dos vetores u, v e w. Isto significa que podemos calcular 

um saxpy sem comunicação entre processadores; o vetor resultante não precisa ser 

distribuído entre os processadores. Paralelismo é explorado no saxpy pelo fato que 

p processadores calcularam a mesma operação com uma quantidade mais pequena 

de dados. O saxpy é calculado como Wi =Ui + cwi, \:fi E {l1Vj}j=1 . 

6.1.4.2 Produto interno 

O produto interno é uma operação que envolve acumulação de dados, 

implicando um alto nível de comunicação entre todos os processadores. A topolo­

gia da rede e a arquitetura dos processos usados permitem uso mais eficiente dos 
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processadores. O uso do modelo SPMD também implica na difusão global do valor 

final calculado para todos os processadores. 

O produto interno é calculado em três fases. A fase 1 é o cálculo das 

somas parciais da forma a = I>v'i<{Wm} Ui x v;. m = 1, ... ,p. A fase 2 é a 

acumulação destes somas parciais através da rede dos processadores. Esta operação 

realiza-se até que a redução total dos valores a é realizada através de comandos 

especiais proporcionadas pelo PVM, armazenando o resultado final, em nosso caso, 

no processador O. A terceira fase é a difusão do valor do produto interno em todos os 

processadores. Uma vez que o valor do produto interno é recebido pelo processador 

O, este calcula a raiz quadrada deste valor obtendo-se, assim, o valor da 2-norma 

requerida. 

6.1.4.3 Produto Matriz-vetor 

Em nossas aplicações aparecem produtos matriz-vetor onde a matriz é 

densa e esparsa. Para o caso denso usamos uma subrotina do BLAS - sgemv.f ­

sobre cada partição da matriz e o vetor e calcula o produto matriz-vetor por linhas. 

No caso da matriz esparsa, a matriz é particionada como se indicou em 

(6.1) e logo cada processador armazena uma porção da matriz, usando uma estrutura 

de dados, o qual é composto de 5 arreglos em um caso e 3 em outro (ver 6.2). Para 

realizar o produt o matriz-vetor Au, fazemos uma subrotina que considere a posição 

dos elementos da matriz A como no caso denso e usamos subrotinas do PVM para 

enviar e receber, entre processadores vizinhos, os elementos correspondentes do vetor 

'l.t necessários para o produto. 
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6.2 Newton-GMRES paralelo 

Neste caso implementamos um algoritmo paralelo denominado newtar 

cuja lista de argumentos é como segue 

SUBROUTINE NEWTAR(U,WRK,IPAR,SPAR,MATVEC,FEVAL,JACOBIAN,PRECONL, 

+ PRECONR,PSSUM,PSNRM,PROGRESS) 

onde os parâmetros são como segue 

Parâmet1·o Descrição 

u Um vetor de comprimento IPAR(4) 

Na entrada, contém o valor estimado inicial 

Na saída, contém o último valor estimado calculado 

WRI< Um vetor de trabalho usado internamente, com comprimento 

igual a 9*IPAR(4) + (4+BASE)*IPAR(4) 

IPAR Um vetor inteiro contendo parâmetros de entrada-saída 

SPAR Um vetor real com precisão simples contendo parâmetros de entrada-saída 

MATVEC Subrotina externa para o produto matriz-vetor 

FEVAL Subrotina externa para calcular o valor da função em um ponto 

JACOBIAN Subrotina externa para calcular a matriz jacobiana da função 

PRECONL Subrotina externa par precondicionamento pela ezquerda 

PRECONR Subrotina externa par precondicionamento pela direita 

PSSUM Funçã.o externa (redução) soma global 

PSNRM Função externa para calcular o vetor norma 

PROGRESS Rotina de monitorar 

Ver o manual de referência para a descrição dos parâmetros e a sinopse das rotinas 

externas. 

Uma das características de nossa implementaçã.o é que nem todas as 

rotinas externas precisam ser fornecidas, pois os parâmetros "dummy" podem ser 
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sustituidos por aqueles que não sà.o usados. Em nosso caso, acontece com as subroti­

nas PRECONL, PRECOND e no caso sequencial com P SSUM. As rotinas externas 

têm uma lista de parâmetros fixos, às quais o usuário deve seguir. Também é bom 

ressaltar que as matrizes de coeficientes e o cálculo do valor da função não apare­

cem na lista de parâmetros das rotinas , já que consideramos estes como operador-es 

retornando somente o vetor resultanLe apropriado. Assim nossas rotinas principais 

não tem conhecimento da forma na qual as matrizes são armazenadas. Isto permite, 

segundo o caso, aproveitar a estrutura definida das matrizes e funções. As rotinas 

externas accesam as matrizes, vetores e algumas constantes declaradas no programa 

principal via blocos COMMON. 

Quando as rotinas externas precisam calcular um produto interno, cha­

mam SDOT para calcular os valores parciais dos produtos internos. Logo, a rotina 

PSSUM é usada para calcular a soma global destas somas parciais. Quando exe­

cutamos nossas rotinas sobre um computador sequencial, estas rotinas são vazias 

i.e. , o conteúdo do vetor U não deve ser alterado de forma alguma posto que seus 

elementos já são os valores do produto interno. 

Temos incluído também na lista de parâmetros, uma subrotina externa 

(chamada PROGRESS) a qual recebe da rotina o número dos vetores armazenados 

localmente, o número da iteração atual, a norma do resíduo, o vetor de iteração 

atual, o vetor resíduo e o vetor resíduo ver·dadeim rk = b - Axk. Note que no caso 

de problemas de grandes dimensões esta rotina produzirá uma quantidade grande 

de saída. No caso que não seja necéssario ter esta informação, uma rotina "dummy" 

tem que ser provista. 

A rotina newtar· permite o uso de precondicionadores, o usuário pode 

escolher um precondicionamento pela esquerda, direita ou simétrico. Considerando 

esta lista de argumentos e as subrotinas do BLAS paralelizamos o algoritmo. Sele­

cionamos 1] segundo o estabelecido em (5.8). Logo determinamos um valor estimado 

para a solução de (5.1) e usamos a regra de Armijo para convergência global, a 
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qual através de uma interpolação polinomial permite escolher o À adequado para a 

convergência. 

6.2.1 Par·alelização de GMRES(m) 

A solução do sistema (5.3) no método Newton-GMRES é obtida através 

da rotina {PIMSRGMRES} presente no pacote Parallel Iterative Methods (PIM) 

([da Cunha 95]), detalhado a seguir. 

Uma versão paralela do GMRES(m) foi obtida pelo uso das versões 

paralelas das operações que formam o algoritmo GMRES(m) dado no capítulo 3. 

Para isto seguimos os delineamentos dados em [da Cunha 94]. 

Examinando o algoritmo de GMRES(m) no capítulo 3, subseção (4.1.3) 

notamos que este contém operações básicas corno acumulação de vetores (subtração 

e soma de vetores), produtos escalar de vetores, soma de vetores, produtos inter­

nos , vetores 2-normas, produtos matriz-vetor e um resolvedor triangular. As im­

plementações destas operações proporcionam diferentes, mas aceitáveis, níveis de 

eficiência dependendo da dimensão do problema e o número de processadores. Note 

que, resolvedores triangulares são conhecidos por oferecer menor eficiência que ou­

tras operações de álgebra linear [da Cunha 92]. Optou-se, então, por fazer com 

que cada processador tenha sua própria cópia de R, ym e g para resolver o sis­

tema triangular Rym = g localmente. As atualizações de x podem ser consideradas 

como uma sequência de sornas e produtos escalares, reescrevendo Xk+t = Xk + Vym 

quando Xk+l = Xk + yTVj,j = 1, 2, .. , m . Estas operações podem ser executadas 

independentemente em cada processador. 

O processo de ortonormalização de Arnoldi faz substancial uso de operações 

produto vetor-vetor com urna baixa granularidade, requerendo (m2 +m)/2 produtos 

internos e m vetores 2-normas. Existe um número de operações que é executado 

localmente, sem alguma comunicação. 
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6 .3 Broyden Parale lo 

Para o método de Broyden implementamos um algoritmo paralelo de­

nominado broyden cuja lista ele argumentos é como segue. 

SUBROUTINE BROYDEN(U,FEVAL,IPAR,SPAR,WRK,PSSUM,PSSUM,PSNRM) 

onde os parâmetros são como segue 

Parâmetro Desc1·içào 

u Um vetor de comprimento IPAR(4) 

Na entrada, contém o valor estimado inicial 

Na saída, contém o último valor estimado calculado 

WRI< Um vetor de trabalho usado internamente, com comprimento 

igual a 9*IPAR(4) + (4+BASE)*IPAR(4) 

IPAR Um vetor inteiro contendo parâmetros de entrada-saída 

SPAR Um vetor real com precisão simples contendo parâmetros de entrada-saída 

FEVAL Subrotina externa para calcular o valor da função em um ponto 

PSSUM Função externa (redução) soma global 

PSNRM Função externa para calcular o vetor norma 

Ver o manual de referência para a descriçào dos parâmetros e a sinopse das rotinas 

externas. 

Considerando esta lista de argumentos e as subrotinas do BLAS, para­

lelizamos o algoritmo de Broyden (5.4.1). Nesta implementação usamos uma apro­

ximação reinicializada do algoritmo, adicionando aos argumentos de entrada (como 

no algoritmo Newton-GMRES) um inteiro nmax sobre o número de iterações de 

Broyden antes de reinicializar e um limite maxit sobre o número de iterações não 

lineares. Notemos também que B0 = I (matriz identidade) está implícito no algo­

ritmo. 
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Se n < nmax, nossa implementação calcula Xn e Sn+ 1, e requer O(nN) 

operações de ponto-flutuante e armazenagem de n+3 vetores (os passos { S j }j=0 , x, z, F(x ) 

onde z e F(x) podem ocupar a mesma área de armazengem). Se n = nmax, a 

iteração se reinicializará com Xnmax, nào calcula Snmax+l e, por conseguinte, neces-

sita armazenar nmax +2 vetores. 

No passo 2.( e)ii (pag. 43) temos uma operação álgébrica a qual é muito 

importante para nossa implementação paralela: Sj+1s] z. Esta operação é imple­

mentada assim. O produto s] z é armazenado em um vetor , o qual é multiplicado 

com o vetor Sj+l produzido no passo 2.(e)iii da iteração anterior. Estes resultados 

são atualizadas em cada iteração. 

6.4 Critério de Parada 

A seleção do critério de parada tem um efeito substancial sobre o tempo 

de execução. Evidentemente , existe um ''trade-off" entre o tempo esgotado sobre 

cada iteração e o número de iterações requeridas para a convergência. 

O método GMRES(m) usa seu proprio critério de parada o qual é equi­

valente à 2-n01·ma do resíduo. Em todos os códigos e algoritmos desenvolvidos em 

nossa implementação paralela, os critérios de terminação são: 

• número inteiro maxil (máximo número de iterações permitidos); ou 

• se IIF(x)ll::; Tri!F(xoll +Ta, onde Tr é a tolerância do erro relativo e 

Ta é a tolerância do erro absoluto, são satisfeitos. 

Todos estes parâmetros são ingressados no algoritmo. 
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6.5 R esultados numéricos 

Para ilustrar<-' comparar os algoritmos mencionados nestt- Lrabalho con-

sideramos os .. objP-Los t.estes·· descritos no capítulo dos preliminares. 

6. 5.1 Equação da Convecção - Dijúsào 

A P-qua.çào (:3.1 O) . f> discretizada usando uma, malha dl" I x L pontos 

internos. O sist.ema df' equações que governam (3.10) é derivado da discretízação 

da equação por diferenças-finitas de cinco pontos. Considerando as matrizes A e 8 

obt.idõ. em (:3.10). a função que governa toda a equação é 

Vn = Au+ C(Bu)u- f 

Esta função i> nao linear c é descrita por um sistema d<-' equaçoes 

também não li uear. Para t ransformar o sistema em um sistema linear calculamos o 

.Jacobiano desta fun ção e. assim. obtemos um sistema de equações linear pentadia­

gonal. cuja matriz dE' coeficientes J i> particionada e a rmazenada segundo indicado 

uos aspectos gerais da implementação paralela. 

Sequencialmente se verifica que na aproximação da solução desta equação 

não se ten1 convêrgencia para C =f:. O [I\elley 95]. sendo crucial o precondicionamento 

para obter boa perfomance. Neste caso, quando se faz uso do "rápido resolver dr 

Poísson" (.fast Poisson solver) como precondícionador se obtém convêrgencía para. 

C= 20. Considerando tudo isto. fazemos só o análise por iteração. 

As tabelas (6.1): (6.2) e as figuras (6.1) , (6.2) correspondente:; mos­

tram o tempo em segundos por iteração do a lgoritmo Newton-GMRES e Broyden 

respectivamente, o número de proces!;adores usados e a dimensão do problema. 
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Tabela. 6.1 Rrsultado,c.; do algo1·it.mo Newfon-C!V!RES: lter. (GMRES) = 10. (' = 0.1. 
Ba.s<" = 10 

Tcmpo(s} 
Malha. ll p=l p=2 p=3 
10 X 20 200 0.!5:3000 2.9:3000 2.98500 
20 X 40 800 2.05000 :3.68400 3. 71500 
40 X 80 :3200 7 .. 58000 6Jí7100 fi.67880 

80 X 160 12800 :30.78:300 1x. 1 s:~oo 14.!)6840 
Ioo x :310 .)1200 1:35.24800 6!).94500 48.80840 

Tabela 6.2 Resultados do algo·ritmo Broyden: C = 0.1, Base = 10 

Tempo(s) 
Malha n p=l p=2 p=3 

10 X 20 200 0.1 8600 0.221000 0.232500 
20 X 40 800 0.25200 0.26:300 0.24000 
40 x ~o :3200 0.27:30290 0.27760 0.24630 

80 X 160 12800 0.67830 0 . .52990 0.49040 
160 X :120 fil200 1.45800 1.02080 0.9:3940 

Est<"s resultc1.dos mostram para o algoritmo Ne.wton-GMRES , que a 

partir de um sistema df' equaçÕPs com dimensão 40 x 80 é> menor o tempo por 

iteração quando são usados mais de um processador. Entretanto para u algoritmo 

Broyden. é menor o tempo por ite ração para um sistema de equações com dimensão 

20 x 40 quando f> usado :3 processadores. 

6.5.1.1 "Spe<~d-up" como uma função de paralelismo e número de processadores 

As figuras (6. :3), (6.4) e a tabela (6.3) mostram a aceleração do algoritmo 

NPwt.on-GMRES paralelo em relação ao algoritmo Newton-GMRES sequencial. 
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Tabela. ().:3 "Sp<"ed-up .. : :\f'wton-GMRES 

Malha 11 p = '2 p = :3 
10 X '1.0 '200 0. 18090 0.17760 
'J.Q X 40 800 0.5.1650 0.!)5180 
40 X 80 :3200 l. 1.1360 1 1.:3:3480 
80 X J 60 i 12800 1.69300 :2.1 1300 
160 X :320 I !) 1200 2.0.1090 :L77100 

A tabela ((5.-1) f' as figu ras (6.5).(6.6) mostram a aceleração do algoritmo 

Brovden-pa.ralelo em rdação ao algoritmo Broyd("n-sequencial. 

Tabela 6.4 "Speed-up'' : Broyden 

Malha 11 p=2 p = :1 
10x:.W 200 0.84160 0.80000 
20 X 40 800 0.9.~820 1.05000 
40 X 80 :3200 1.0912:3 1.2:3000 

80 X I()Q 1:2800 1.2180 I I.:3fnJO 
160 X :320 !>1'200 1.428:30 1.5520 

6. 5. 2 Equaçàu H de Chandra.sekhar 

A equação (:3.8). f> discretizada sob uma malha de n-pontos. A iteração 

inicial é a função identicamente um. 

As tabelas (6.5), (6.6) c as figuras (6.7). (6.8) mostram o tempo em 

segundos por iteração do algoritmo Newton-GMRES <" Broyden respectivamente, o 

número dt· processadores usados e a dimensão do problema. 
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Tabela. G . .1 Resultados do algoritmo Nfwton-GMRES: lter.(G MRES) = 10, Cl = 
0.9. Basf:' = 10. 

Tcm.po(s) 

n p= l p=2 p=:3 
100 l.G2666 2.10:300 2. 8~)500 

500 14.67400 14.80880 1.1.12940 
1000 20.45270 18.57100 17.28:~00 

1 2ooo :34.!') 1600 :3o. 71 x:3o 27.87400 

Tab<"la 6.6 Rf'.s1tltados do algoritmo Bmydcn: Cl = 0.9. BasE=>= 10. 

Tcmpo(s) 
l) p=1 p= 2 p=3 

100 0.02200 0.09:300 0.21815 
I soa o.:noss 0.58400 0.!587Hí 

1000 1.24500 1.23.510 1.1:3060 
2000 4.t$Hil1 4.18:300 :) .909:30 

A tabela (6.!)) <" a figu ra. (6 .7) most ram para o a lgoritmo Newton­

G:i\tiRES. qla~ a partir d<-' 11 = 500 f> menor o tempo por iteração quando f. usado tres 

proc<"ssador<"s. Entretanto para o algoritmo Broyden, a. tabela (6.6) e a figura (6.8) 

monst ram qn<" para. um s i st<~ma. d<> 11. = 1000 é menor o tempo por iteração quando 

f. usado mais de um prorf'ssa.dor. 
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6.:5.~.1 "SpPed-up'' como uma fun ção <k paralelismo f' número dP proct-'ssadores 

A ta bela (6.7) f' as figuras (().9). (6.10) mostram <I <~celera(~O do algo­

ri tmo . <"Wton-Ci'viRES paralelo em relaç.ào ao alp;orit.mo :'\ewt.on-GMRES sPquell­

c i ai. 

Ta.b<'la. 6.7 "Speed-up'': Newton-GMRES 

n p=L. p = :3 
100 o. 77:3.50 0 .. )6190 
!)00 0.99090 0.96990 
1000 1. 10130 L Hn40 
2000 1.12:360 1.2:38:30 

A tabela. ( ().~) e as figuras ( G.ll ) . ( 6.12) seguintes mostram a aceleraçã.o 

do a lgoritmo l:ho_vdt>n-paralf'lo f'lll relação ao a lgori tmo Broyden-sequencial. 

ll p = 2 p = :3 
100 0.2:366 0.10080 
.')00 0.5:31 8 0.5289 
1000 I.:300t) l.l o 120 
:2000 1.1.514 1.2:3197 

!:JFRG::j 
~.~JTEMAS P!; !3161.10T~CAS 
.'f:l !Qii'' 'll ~[TOI'IIAL DE MATEMA~ 
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6.6 Análise de complexidade da implementação 
paralela 

Segundo os r(-'sul tado::; obtidos t~m nossa implementaçào, Ulll(l soluçào 

eficientf' dependf' dos valon~:s qtw tenham n,p t' c ( dimensà.o da. malha. número 

de proct>ssadores f' bas<-' respectivamentl" ). Para descn~ver esta. situaçào temos de­

s€'nvolvido a.nalíticament<, o tempo uP.cP.ssário T11r,1, para f~xecuta.r as opera,çõ<"s ele 

ponto-flutuantt-'. t> a comunicação em <~ad a. a lgori tmo paralelo implementado. 

Devido ao particionamento de dados. o número de operações d iff're <"nt. re 

os processadores. e dependf' das posições relativas na malha. dos processadores. A 

expre:;sâo para. Tfiop na implementaçã.o pa.ralela f. obtida para o processador com o 

maior número dP operações. e determinado por T 11op 

O,. indicam o número d<-> operações d<:> ponto flut uante E' o tempo por cada operação 

flutuante~ respectiva.m<->ntf'. O lllJmero d<~ opPraçôes para cada. um dos algoritmos 

implementados é: 

Algoritmo N ewton-GMRES: 

Oparab( n. p) + O,qold( n, p) + O.iac( n, p) ] 

OaMRES :3(njp) + Omv(n,p) + J(l [ c(Omv(n,p) + (njp) ] 
2 

2 ) n - n 
(c + c)(n/J> + 2 + c log2p Oc:(l) + ( 

2 
) + 

(c+ l)n/p + Ouw(n,p)) 
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Algoritmo Broyden: 

. 2n + I . ÍH + 1 
(!\ + h'/ c + 1 ) O F( 11 , p) + ( ) + I\ [ ( ) + 

p p 

(c;!+ c)n/71 + lomp Oc(2)] + [1\jc]nfp 

Aqui. Odw) = 0 + d H' é> o t~mpu de cumunicaç:ãu entn· doi s processa­

dores. oude 0 indica a latf>ncia( em UT) e (J é o tempo de comunicação por palavra 

[da Cunha. 94] . Estes parâmetros são dependentf's do sofiware de-> comun icaç~o e da 

máquina. Para. o caso do Fortran 11/ PVM, o-= 2.70 x I0-4s.p = 8.66 x l0-6 s. e 

O~= l.i x 10-6 (valores típic.os de rede' Ethernet f' estações SUN). 

A::; figuras (6.16). (6 .1:3), (6 .14), (6.1!)) mostram os gráfi cos do ··speed-

up para d iff'rf'ntf's valor<"'S df' n, c e p usando as equações correspondentes para 

os modelos das implementações. Pod<~ ser visto que quando o tamanho do pro­

blema aumt>n l.a é- possívf'l rf'solvf'r o sistema eficientf'mente para. um increm<>nto de 

procc->ssadorf's com um valor maior df' c (note que c é semprf' escolh ido para ser con­

sidera.velnwntf' mf'nor qu<' n ). Isto pode permitir uma redução no tempo total de 

t~xf'cuçào df'vido ao nünwro menor df' iterações requerido para c.onvergência quando 

sf' usa dimf'nsões maiores na base. 
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Fig. 6.1 Eq. da Convecção-Difusão: tter.(GMRES)=10, C=0.1, Base 
NEWTON-GMRES 
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Fíg. 6.2 Eq. da Convecçio-Oifusão C=0.1, Base=10 
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FIG. 6.3 "SPEED-UP" (1): Eq. da Convecção- Difusão 
Newton..OMRES 
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FIG. 6.4 "SPEED-UP" (2): Eq. da Convecção- Difusão 
Newton-GMRES 
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FIG. 6.6 "SPEED-UP" (1) : Eq. da Convecção-Difusão 
BROYDEN 
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FIG. 6.6 "SPEED-UP'' (2) : Eq. da Convecção-Difusão 
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Fig. 6.7 Eq. Chandrasekhar : tter(GMRES) = 10, c 1 = 0.9, base =10 
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Fig. 6.8 Eq. Chandrasekhar : lter(GMRES) =10, c1 =0.9, base =10 
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Fig. 6.9 "SPEED-UP"(1) : Eq. de Chandrasekhar Newton· 
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Fig. 6.1 O "SPEED-UP'"(2) : Eq. de Chandrasekhar 
Newton-GMRES 
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Fig. 6.11 "SPEED-UP''(1) : Eq. de Chandrasekhar 
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Fig. 6.12 "SPEED-UP"'(2) : Eq. de Chandrasekhar 
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Fig. 6.13 Análise de Complexidade: Newton-GMRES 
n = 1000 
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Fig. 6.14 Analise de complexidade · Newton..OMRES 
n =4000 
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Fig. 6.15 Analise de complexidade : BROYDEN 
n = 1000, 4000 
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FIG. 6.16 Implementação Fortran 77/PVM 
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7 CONCLUSAO E FUTUROS 

D ESEN VOLVIMENTOS 

t\~~la diserta.çào estudamos a. solução de equações não-linearc~s usando 

dois a lgoritmos iterativos do tipo quasi-N~wton - N cwlon-GMRES f" 8 Toydcn - em 

PVM. • 
' 

T<?mos ct>ntrado nossos E'sforços em obter soluções mais ra.pidament,e de 

ditas equaçõe~ . Isto foi realizado através da paralelização destes algoritmos paralelos 

iterat ivos do tipo quasi-Nf'wton para tirar vantagem das capacidades oferf'cidas pelo 

PVM E' da particular estrutura que a função e seu .)acobiano podem apresentar. 

As im pl ementaçÕ<;"~ mostraram ser escaláveis com r~speito ao número 

de processadore~, especia lmente para problemas grandes . A pri ncipal implicação 

de tudo isto f. qu~. para os algoritmos apresentados aqui, é possível usar r~d<~s de 

c>stações df' t rabalho aindii com altas latências de comunicação em '~harchva.rc". 

Ambos os mc~todos estudados trabalham com a noção de ·'base". i. e . . 

const,rói-s<' um a aproximação para a solução envolvendo um mínimo de vet,ores ( 

s<:> comparado à. dimensão do problema). Se a base:> f. grande. a convergência é 

acelerada, exigindo no entanto, mais área. d~ armazenagem. O custo re lativo nas 

ava.l iaçõt>s de funções para. o método de Broyden é um para rada iteração não linear 

e para o :\ewton-GMRES. um para cada iteração externa e um para. cada iteração 

interna. Em consequên cia, se a avaliação ele função é mui to custosa. o custo de 

uma soluç.ão pelo método de Broyden poderá ser muito menor do que o do método 

Newton-GMRES. Porém , se a memória disponível é em grande quantidade, e o 

número dC' ite rações é grande. o método de Broyclen poderá estar em desvantagem, 

pois precisará ser reinicializado muitas vezes. lossa recomendação geral é tentar 

ambos. 
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7 C'ONCL\ISÃO F: F'UTtrHOS DESENVOLVIMENTOS ~·) 
U -

Esperamos expandir estP trabalho tanto em sua g<·neralida.de como na 

t>scolha d<· outros algori t mos altemativos para. outros casos. Quanto a gem~ralidade 

do código desenvolvido podemos fau· r com quP a rotina PIMSRGMRES seja consic!Prada 

um argumento mais. o qual pt>rmi t irá usar ou t ras rotinas para resolver o sistema 

(.1.:~) . esp<·cialmente em casos específicos- por exemplo. se a função for quadrát ica. 

<->ntào a rotina PIMSCG (que implementao método dos Gradien tc->s-Conjup:ados) St>rá 

mais indicada. Além disso. no:-;sa.mt>todologia de> implementação permit<' a ut il ização 

de pré-condicionadorc:>s como argumentos. o qual pode permitir a mais rápida con-

vergência dos mé-todos. 

Finalmente. a inda qut- os métodos iterativos ten ham t ido g rande pro-

g resso uos últimos anos . t>stes ainda estão em sua infância, pois ainda não existe:> 

um método capaz dP resolver efic.i<"ntemente qua lquer s istema linear. Métodos que 

convergem eficientenwute para um sistema. podem falhar miseravelment<~ em ou­

t ro. Os n·•stdtados aprc:>sentados neste:> trabalho de monstram qu<" o mesmo é verdade 

no âmbito dos problemas não lineares c. portanto. gostaríamos de:> enfatizar que:> 

os métodos aqui estudados podnào vir a. apresentar comportanwnto~ diferenLcs ao 

s<"rem utiliza.dos na solução de:> outros problemas. 



" 8 MANUAL DE REFERENCIA 

i pst<' capít.ulo proporrionan~mos d<~talhes de cada :,;ubrotina. individual 

de nossa implementaçào. C:ada P-Htrada. descrP.v<~ o propósit.o, o nome E> a. li sta. de 

parâmf'tros. rt>qut>rimentos de armazenagem, dep<'ndÊ·ncias d t" funções e restrições da 

própria rotina .. Vetores e <-'scalares sào df'notados com letras mimísrulas <' matrizes 

por INras maiúsculas. 

A.l Descrição de parâmet ros 

Os parâmetros usados em uma rot ina dos métodos iterativos são 

Elt>men to 

:3 

4 

6 

8 

IPAR (entrada) 

Descri ção 

:'I úmero de colunas da Mat riz A 

iúmero df' linhas da {atriz A 

Tam a nho do bloco de particionamento 

Número de f'lement.os armazenados localmente 

Parâmetro df' reinicialização ( BASE) 

:\l únwro de processadores 

Identificador do processo 

Pr~-COJJdicioJlamento 

U: Pr~-condicionamento nenhum 

I: Pr~-condicionamento pela esque rda 

~: Pr~-condi c ionamento pela direita 

:~: Pr~-condirionamento simét rico 
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8 \ ·IANL\ L DE H EFEllE~C I A 

IPAR (ent rada) 

~) ( 'ritério dt· parada 

10 :\'umero máximo de itPrações p<'rmitido 

11 Número de it<"raçõ~s 

l :2 Estado df' saído 

1:3 Sf' IPAR( 12) é -:2 on -:3. dá o uúme ro do passo 

no algoritmo ondf' um ''hreak-down" tem ocorrido 

Elf'nH-'nto 

:3 

4 

SPAR (t>nt.rada) 

( 'onsta.nk de Lipschi tz ( 1) 

Valor máximo da constante ( 11) 

Tolerância relativa (r,.) 

Tolerância absoluta (r11 ) 

A.2 Rotinas Externa s 

Propós ito: Para calc:ular o !Jroduto matriz-vetor. o valor elo segundo 

mPmbro do sistenHt df' t->quações . soma global de um vetor, o valor da funçào a matriz 

dos coeficientPs dos LPrmus ronvPctivos e d ifusivos. a matriz .J acobiana P moni torar 

u progr~ssu das itt->ra(Ôf's. 

N o ta: A matriz dos coeficientes A. B e .J ; a constante C da equação diferencial e o 

segundo nwmbro do sistf'm<l. podem s<~r dis ponív~is para FEVAL, MATVE(' usando 

blocos COMMO N. 

Sinops~ : 

Produto mal. ri::-vcl.o1· v=A u 

SUBROTINA MATVEC(U,V,IPAR) 

prrrisâo l1 ( *). V ("') 

INTEG ER IPA R( *) 
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Parâmf't ro T ipo 

E~TH.-\DA 

SAlDA 

El'\TRAD.-\ 

\/afor da função o=f(n) 

SUBROTINA FEVAL(U,V,IPAR) 

pucisào {'("') . V (*) 

I:--JTCGER I PAR("' ) 

Parânwtro 

r 
\ ' 

JPAR 

Tipo 

ENTRADA 

SAÍDA 

ENTRADA 

Segundo mrmbro do sist.rma: F 

SUBROTINA F2MEM(INÍCIO,M,N,H1,H2,C,F) 

precisão F( "') 

I TTEGER M ,l'\ .INÍC 'IO 

REAL C: ,HJ,H2 

Parâmf'tro Tipo 

~ . :'-J .l IJC'lO E~TRADA 

C.HJ.H:2 

F 

ENTRADA 

Si\ IDA 

Mal7'i:; Jacobiann L 

SUBROTINA JACPA(U,IPAR) 

precisão O(*) 

JNTEGER JPAR(*) 
UFftGS 
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8 MA:'-Jt l AL DE llf:PERENCIA 

Parâm<"tro 

t• 

IPAR 

So·ma Pamlclo 

Tipo 

E:-JTRADA 

EI\TRADA 

SUBROTINA PSSUM(ISIZE,X) 

precisão X ( *) 

l~TEGER lSIZE("'l 

ParâmE>tro 

ISIZE 

X 

Tipo 

ENTRADA 

ENTRADA/SAÍDA 

Vetor Nor·ma pamlelo 

SUBROTINA PNRM(LOCLEN,U) 

pt·ecisào l.l ( *) 

Parâmetro 

LOCLEN 
{; 

Tipo 

ENT RADA 

ENTRADA 

Rotina dr mondommcnto 

SUBROTINA PROGRESS(LOCLEN,ITNO,NORM, 

X,RES,TRUERES) 

precisão NO RM ,X(*) ,RES("'), TRUERES(*) 

INTEGER LOCLEN JTN O 
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O i 

Parânwtro T ipo 

LOCLEI\ ENTKADA 

ITNO ENTRADA 

f\ORM ENTRADA 

X ENTH.A DA 

RES ENTK.ADA 

TRL"ER.ES E ITK.ADA 

Notas: 

L Substi t uir prrcisào por REAL. DOUBLE PR.ECISION, COMPLEX. DOUBLE 

COMPLEX. 

2. Na rotina. d<" monitoramento PROGR.ESS. o arrango TR.UERES contém o valor 

do resíduo verdadeiro r~.:= b - A.z:~. S<:' e somente se IPAR(9) é i, 2 ou :3. 

A.3 Newtar 

Propósito: Resolver o sistema AX b usando o tn<~Lodo NewLon-

GMRES 

Sinopse: 

NEWTAH.(l J.\VR.l\.lPAR,SPAR.MATVEC,FEVAL,.JACPA,PRECON, 

('OI\ .PSSt fM.PSN Rl\111. PR.OGRESS) 

Requerimento d e armazenagem: 

Pa.râmet;ro No. Palavras 

l ' IPA R( 4) 

WRI\ 9"'1PAR(4) +(4 + IPAR(5))*IPAR(4)) 

IPAR I :3 

SPAR 6 

PRE-
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Dependência de funções : 

BLAS: SAXP'{. SCOPY. SI lfT . SSCAL 

LIBP IM : PIMSRC;MRES 

LIBNPIM: COLDE ·. PAHAB3P 

A.4 BROYDEN 

Propósito: R.Psol vf'r o sistema. .4X = b usando o método ele Bro.vden 

para aproximar o .Jacohiano 

Sinopse: 

BH.OYD E. (l! .FEVAL.IPAR.SPAR.WfU\ ,PSS UM .PSNRM2) 

Requerimento de armazenagem: 

No. Palavras 
r IPAR(4) 

\tVR.h :1"'1PA H.(4) + NMAXXIPAR(4) 

IPAR 1:1 

SPAR G 

Dependência de fu nções: 

BLAS: SAX PY. SCO PY. SSCAL. SDOT 

LAPA <:h: SLAM < 'H 
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