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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar e descrever a teoria e imple-
mentacgao paralela em PVM, de dois algoritmos iterativos do tipo quasi-Newton -
Newton-GMRES e Broyden - para a solugao de equagoes nao lineares I = (, onde a
funcio F': R — R" é de classe C'' e seu Jacobiano J(z) é esparso. Uma ilustracao
e comparacgao destes métodos com suas versoes sequenciais é obtida ao aplicd-los a

dois problemas especificos.
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ABSTRACT

The objective of this work is to introduce and describe the theory
and implementation on PVM, of two quase-Newton iterative algorithms - Newton-
GMRES e Broyden - for the resolution of nonlinear equations F' = 0, where a
function I : R* — R" is of class C'! and its Jacobian J(x) is sparse. An ilustration
and comparison of these methods with their serial versions is obtained as they apply

to two especific problems.



1 INTRODUCAO

Muitos fenomenos de interesse para os cientistas e engenheiros sao ca-
racterizados por modelos matematicos na forma de equagoes diferenciais parciais
simultaneas. Para resolver estes equagoes por técnicas de computacao digital, o
continuo espago/tempo ¢é representado por pontos espacados discretamente por di-
ferentes aproximacgoes, tais como diferengas finitas, elementos finitos ou volumes
finitos, entre outras. Para alcancar precisoes desejadas em muitas situagoes, os mo-
delos de diferencas-finitas podem conter milhares ou milhoes de pontos no dominio,
onde uma equagao algébrica deve ser resolvida em cada ponto para cada instante
de tempo. Particularmente onde as equagoes diferenciais parciais nao sao lineares e
onde os algoritmos implicitos devem ser usados para evitar instabilidade computa-
cional, a solucdo destes sistemas de equagoes algébricas apresenta problemas verda-
deiramente formidaveis. Ainda com os melhores supercomputadores disponiveis, o

processo de computagao pode necessitar horas ou dias de execucao.

Nestes tltimos anos tem sido costume falar dos “grandes desafios” da
ciéncia - um comum denominador para a solucao destes problemas é a necessidade
de enorme poder de computagao. Por exemplo, a figura (1.1) mostra os recursos de
computacao ( em operacoes de ponto flutuante por segundo (FLOPS)) e os requeri-

mentos de memoria ( em palavras de 64 bits) para algumas aplicagoes.
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Figura 1.1 Os “Grandes desafios”

Uma grande desvantagem dos supercomputadores é que sao sistemas
computacionais de custo muito alto e centralizado, atendendo a muitos grupos de
pesquisa. A crescente disponibilidade de alternativas relativamente de baixo custo,
se comparadas aos supercomputadores, promete nos préximos anos mudangas signi-
ficativas na maneira através da qual as simulagdes serao conduzidas. Por exemplo,
o advento de mini-supercomputadores nos anos 80, permitiu ter um sistema descen-
tralizado e com um custo muito menor. Também a idéia de aproveitar os recursos
que geralmente se tém, originou a aparicao de meios fisicos e légicos para acoplar

estes recursos, com a finalidade de obter altos desempenhos computacionais.

1.0.1 Apresentagao do problema e alternativas de solugao

A maioria das aplicagdes referidas anteriormente envolvem a solucao de

grandes sistemas de equagdes nao lineares da forma:

F(z) =0, F = (fiyeens fn) (1.1)
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onde F': R* — R"™ é uma funcao nao - linear de classe ("', e sua matriz Jacobiana
J(x) é esparsa [Dennis 83] [Ortega 70]. Ditos sistemas de equagoes sao usualmente
grandes (milhares ou milhoés de equagoes) e esparsas, dependendo do modelo ma-

tematico do qual eles sao derivados.

Os métodos iterativos sao usualmente preferidos para resolver ditos sis-
temas dado que teoricamente pode-se mostrar que o niumero de FLOPS requerido
para alcancar uma tolerancia e dada ¢é substancialmente menor do que um método di-
reto. Além disso. os métodos diretos sao usualmente dificeis de paralelizar, uma vez
que eles impoem precedéncia de operagoes e comunicagao global entre os processado-
res, ver [Geist 87], p. 241; isto é particularmente o caso quando se utiliza maquinas
de memoédria distribuida e ainda o uso de algoritmos mais refinados e estruturas de
dados que nao tem capacidade para brindar tantas implementacoes eficientes como
aqueles obtidas para métodos iterativos. Outra dificuldade é o fato que os métodos
diretos conduzem a “fill-in”, destruindo a esparsidade que pode ser explorada em

alguns problemas. de forma a aumentar o paralelismo.

Os métodos iterativos podem ser expressos em termos de um conjunto
de operagoes de dlgebra linear como acumulacao de vetores, produtos-internos e
produtos matriz-vetor. A paralelizacao de métodos iterativos pode ser assim obtida,

pelas paralelizagoes eficientes destas operagoes de algebra linear [da Cunha 92].

O melhor método para resolver este tipo de problema é o método de
Newton. Este é um método iterativo, onde as aproximagoes sucessivas a solucao de

(1.1) s@o calculados segundo a seguinte férmula:

T 41 =$k—J_l($k)F($kJ (1.2)
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Portanto, em cada iteragao do método de Newton, as derivadas df;/dz;

devem ser calculadas. e o sistema linear de ordem n
J(.’L‘A-)S = —F(-'Ck) (13)

deve ser resolvido, para obter x;y;.

Os métodos quasi-Newton foram introduzidos para tratar com situacoes
onde as derivadas analiticas nao estao disponiveis, ou sao muito custosas para se

calcular. Elas obedecem a formula

Bis = =F(zr), T =ap+s. (1.4)

Em cada iteracdo de um método quasi-Newton, somente os valores da
fungao sao calculados e o sistema linear dado acima é resolvido. A nova matriz By,

é obtida a partir de Bj usando relagoes de recorréncia, as quais incluem zx, Tzy1,

F(ax) e Feis)-

O melhor método quasi-Newton conhecido para pequenos problemas
densos é o método de Broyden [Broyden 65], [Dennis 83]. A situa¢ao no caso de
matrizes esparsas grandes é diferente. Com efeito, se By é uma matriz esparsa,
geralmente By, se torna uma matriz densa, a qual pode ter pouca relagdo com
as matrizes Jacobianas verdadeiras. Esta situagao motivou o desenvolvimento dos

métodos quasi-Newton.

Os algoritmos desenvolvidos nesta dissertacdao sido voltados para re-
solver sistemas de equagoes lineares e nao lineares derivados de aproximagoes por
diferencas finitas de equagoes diferenciais parciais especificas. Os algoritmos foram

implementados usando PVM (Parallel Virtual Machine) sobre estagoes de trabalho

SUN.

MATEMATICN
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Um breve panorama dos conteudos da dissertagao segue abaixo. O
capitulo 1 descreve a introducao da dissertagao. O capitulo 2 discute o panorama
do ambiente paralelo ressaltando aspectos do PVM. O capitulo 3 descreve resultados
basicos e a notagao correspondente. O capitulo 4 apresenta métodos iterativos para
sistemas de equagoes nao simétricos, descrevendo o método dos residuos generalizado
(GMRES). O capitulo 5 apresenta métodos iterativos para a solugao de equagdes nao
lineares. No capitulo 6 descrevemos a implementacao paralela dos algoritmos sobre
PVM. Finalmente, o capitulo 7 apresenta as conclusoes e discussdes sobre possiveis

desenvolvimentos futuros.



2 UM PANORAMA DO AMBIENTE
PARALELO

Neste capitulo, daremos um panorama do ambiente paralelo o qual

usamos para desenvolver as implementagoes dos algoritmos.

2.1 PVM

O PVM (Parallel Virtual Machine)[PVM97] é um software que per-
mite que uma rede de computadores Unix heterogéneos seja utilizada como um
unico computador; assim, grandes problemas computacionais podem ser resolvidos
usando a poténcia combinada de muitos computadores. Sob PVM. uma colegao de-
finida de computadores vetoriais, paralelos, sequienciais aparecem como um grande

computador com memoria distribuida.

Neste trabalho, o termo mdquina virtual sera usado para designar este
computador 16gico com memoria distribuida, e “host” serd usado para designar cada

um dos computadores membros.

O PVM fornece a fungao para automaticamente comegar as tarefas sob
a maquina virtual e permite que as tarefas se comuniquem e sincronizem com cada
outra. Uma tarefa é definida como uma unidade de computagao em PVM, andloga a
um processo Unix (é frequentemente um processo Unix, mas nao necessariamente).
As aplicacdes, as quais podem ser escritas em Forfran ou C (ou ambas em uma
mesma aplicagdo), podem ser paralelizadas usando troca de mensagens, mecanismo
comum a maioria de computadores de memdria distribuida. Enviando e recebendo
mensagens, multiplas tarefas de uma aplicagao podem cooperar para resolver um

problema em paralelo.
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PVM suporta heterogeneidade a nivel de aplicacao, mdquina e rede. Em
outras palavras, PVM permite aplicar tarefas para explorar a arquitetura mais con-
veniente para sua solucao . PVM trata todas as conversoes dos dados que podem ser
requeridas se dois computadores usam diferentes representacoes de niimeros inteiros
ou em ponto flutuante. Permite, ainda, que a maquina virtual seja interconectada

por uma variedade de redes diferentes ( incluindo Ethernet e FDDI).

O sistema PVM ¢é composto de duas partes. A primeira parte é um
daemon, chamado pvmd3 e algumas vezes abreviado pvmd, que reside nos computa-
dores que formam a méaquina virtual. Multiplos usuarios podem configurar iniimeras
maquinas virtuais, e cada usuario pode executar varias aplicagdes PVM simultanea-

mente.

A segunda parte do sistema é uma biblioteca de rotinas de interface
PVM (libpvm3.a). Esta biblioteca contém rotinas executdveis por um programa
para efetuar troca de mensagens, criar processos, coordenar tarefas, e modificar a
maquina virtual. Os programas de aplicagoes devem ser vinculados (“linked”) com

esta biblioteca para usar PVM.

Os programas de aplicagao véem PVM como um recurso de computacao
paralelo flexivel e geral que suporta um modelo de computacao de troca de mensa-
gens. Este recurso poder ser acessado em trés niveis diferentes: o modo transparente
no qual as tarefas sdo automaticamente executadas sobre os host mais apropriados
(geralmente os menos carregados), o modo arquitetura dependente no qual o usudrio
pode indicar arquiteturas especificas sobre as quais tarefas particulares podem ser
executadas, e o modo baizo-nivel no qual um host particular pode ser especificado.
Ditas camadas permitem maior flexibilidade; entretanto, retém a habilidade para

explorar poténcias particulares de maquinas individuais sob a rede.

Os programas de aplicacdo sob PVM podem possuir controle arbitrario

e dependéncia de estruturas. Em outras palavras, em qualquer ponto da execugao de

UFRGS . *CAS
LIOTECA
SISTEMAS DE BIBRmL O MATEMATICA

aiBLIOTECA SETO
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uma aplicagao concorrente, os processos em execugao podem ter relagoes arbitrarias
entre elas e. além disso, qualquer processo pode comunicar-se e/ou sincronizar-se
com qualquer outro. Isto leva em conta a forma mais geral da computagdo para-
lela MIMD ( Multiple-Instructions Multiple-Data), mas na pratica as aplicagoes mais
concorrentes sdo mais estruturadas. Duas estruturas tipicas sdo o modelo spmd
(“single-process multiple-data”™) no qual todos os processos sao idénticos, porém
cada um opera sobre dados diferentes e o modelo mestre-escravo no qual um con-
junto de processos computacionais escravos desempenham trabalho para um ou mais

processos mestres.



3 PRELIMINARES

Apresentamos algumas defini¢oes e resultados que serao usados para

desenvolver os métodos e implementar os algoritmos.

3.1 Definicoes

Escreveremos as equagoes lineares como

Ax=b; (3.1)
onde A é uma matriz nao singular de ordem n x n, bé dado, e

=A% ¢ R"
é a solugao de (3.1).

Definigao 3.1.1 A norma matriz induzida de uma matriz A de ordem n x n €

definida por

All = max ||Az]|.
41l = max [l As]

Lembra-se que a nimero de condigio de A relativo a norma ||-|| é
K(A) = [|A[[lAH],

onde k(A) é infinito se A é singular.
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A maioria dos métodos iterativos terminam quando o residuo
r=b— Az

é suficientemente pequeno. Um critério de terminagao é

em termos do numero de condicao .

Lema 3.1.1 Seja b,x,x0 € R*. Seja A ndo singular e seja 2™ = A™'b . Entdo ,

lel ol
leoll = iral (3.3)

Ver a demostragao em [KKelley 95].

O criterio de terminacao (3.2) depende da iteragao inicial e pode resultar
em trabalho desnecessario quando a iteragao inicial é boa e num pobre resultado
quando a iteragao inicial estd longe da solugao . Por esta razao, preferimos terminar

a iteragao quando

——— LT (3.4)

As duas condigoes (3.2) e (3.4) sdo iguais quando zg = 0, o qual é
usualmente utilizado como estimativa inicial, particularmente quando a iteragio

linear esta sendo usada como parte de um resolvedor néao linear.
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A matriz A é dita definida simélrica positiva(SPD) se, além de ser
simétrica, os autovalores de A sao reais e positivos. Se A é SPD podemos definir a

norma de um vetor u por

lull4 = VT Au. (3.5)

Dada uma matriz Ae ™" e um vetor z, o subespago gerado pelos k

vetores
2z, Az, A%z, ... AF12 (3.6)

para k > 1, é chamado um Subespaco de Krylov e é denotado por K(z, A, k) ou Ky.

3.2 Convergéncia
Os métodos iterativos podem ser classificados pela razdo de convergéncia
Definigao 3.2.1 Seja {z,} C R" ¢ z"e¢R". Entdo
e 7, = 2" g-quadraticamente se T, — x* e existe ' > 0 tal que

ents = 2°|| < K|z — 2"

e v, — =" g-superlinearmente com g-ordem a > 1 se v, — x~ e existe

K >0 tal que

zn41 — 27|l £ Kllzn — 271"



3 PRELIMINARES 12

e 1, — a* g-superlinearmente se

Ii “:Uﬂ+1 = -"L"“ Py
m =
woee [fan — 2]

0.

e z, — a" ¢-linearmente com g-fator o€ (0,1) se

enss — 27| < ollzn — =

para n suficientemente grande.

e z, — a" r-(quadraticamente, superlinearmente, linearmente) se existe
uma sequéncia {£,}C R convergindo g-(quadraticamente, superlinear-
mente, linearmente) a zero tal que ||z, — z*|| < &,.

Dizemos que {x,} converge r-superlinearmente com r-ordem o > 1 se

&n — 0 g-superlinearmente com g-ordem

Definigao 3.2.2 Um método iterativo para calcular =™ diz-se ser localmente (g-
quadraticamente , g-superlinearmente, etc.) convergenle se as ilerag¢ées convergem

a ™ (q-quadraticamente , q-superlinearmente, etc.) considerando que o dado inicial

para a iterag¢do € suficientemente bom.

3.3 Hipbteses padrao
Seja

F()=0, F=(fi...fu) (3.7)

UFRE'S"?F DE BEBUMECA?;“_ il

. 1:".0?1”-"_ DE W
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Se as componentes de I sao diferenciaveis em z € 2", definimos a matriz

Jacobiana J(zx) por

.}(.’L‘},'J.' = % 1)

Z;
Estabelecemos as hipoteses padrao sobre [ :
e A equacao (3.7) tem uma solucao x~.

e J:Q — R" QeR" é Lipschiz continua com constante de Lipschitz .

e J(z™) é nao singular.

Estas hipéteses podem ser enfraquecidas [Keller 70] sem sacrificar as
condigoes de convergéncia dos métodos que consideramos aqui; porém, o resultado

cléssico de convergéncia quadratica do método de Newton as requer.

3.4 Problemas

Nesta se¢ao apresentamos os problemas que serao usados nos capitulos

seguintes, como “objetos testes” para os algoritmos estudados.

3.4.1 A equag¢ao H de Chandrasekhar

A equacao H de Chandrasekhar [Busbrigde 60],

C [ pH(w)dp\ ™
R = ) - (1-5 [ HE4) g, (3.8)

¢ usada para resolver problemas de distribuigao de saida em transferéncia radioativa.

Ela é uma equagdo nao linear quadrética onde a incégnita é a fungao H ¢ C[0,1], e

gIBLIO VS Sl
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(' é um parametro. Fisicamente. valores razodveis dos parametros sao 0 < €' < 1.
Discretizaremos a equagao com a regra do ponto médio composto ( “composite mid-

point rule”). Aproximamos a integral presente em (3.8) por

[ s 23 s,

onde y; = (i —1/2)/n para 1 <i < n. O problema discreto resultante é

=
C' = i3

F(z)i=z; — (l = #—‘F) ' (3.9)
in =t Hi + 1

Devido a singularidade apresentada por H em g = 0, a solucao do

problema discreto ndao é ainda uma aproximagao com precisao de primeira ordem

do problema continuo.

3.4.2 Equagao de convecgao - difusao
Consideramos a equagao diferencial parcial

— 2 u+ Culus +uy) = f (3.10)

com condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas sobre o quadrado unitario

(0,1) x (0,1). A fungéo f é construida considerando a discretizacao da solugao

exata

10zy(1 — z)(1 —y) exp‘”"5 3

A equacdo é discretizada usando uma malha de [ x [ pontos internos e
o sistema de equagdes de ordem n = [? é derivado da discretizagio da equagao por

diferencas finitas de cinco pontos, onde h = 1/(l + 1). Os termos difusivos sao dis-
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cretizados usando diferencas centrais originando uma matriz simétrica e tridiagonal

em blocos da forma

A=

B,

-1 M

—1

-1 M
-1

-1
M

onde [ é a matriz identidade de ordem 1.

, M=

nrn

e
(3.11)

Os termos convectivos sao discretizados usando diferencas frontais ori-

ginando uma matriz banda superior nao simétrica da forma

JJ\.F

/
N I

N

N

onde [ é a matriz identidade de ordem [.

-2 1

4 1zl
(3.12)



4 M@TODOS ITERAT. PARA SISTEMAS
NAO SIMETRICOS

Existem diferentes métodos para resolver sistemas nao simétricos. Aque-
les métodos os quais estao relacionados ao método dos Gradientes-Conjugados (CG)
pertencem em geral a trés classes, a saber resolvedores de equagées normais (ex:
CGNR [Hestenes 52] e CGNE [Craig 55]), minimizadores de normas sobre um su-
bespago de Krylov (ex: ORTHOMIN [Young 80], ORTHODIR [Young 80], GCR
[Elman 82]. GMRES [Saad 86], CGS [Sonneveld 89] e Bi-CGSTAB [Van der Vorst 92])
e Processos-Galerkin Gradientes-Conjugados generalizados(ex: GCG [Concus 76],
Full Orthogonalization [Saad 86], ORTHORES [Young 80]). Para uma taxonomia

destes métodos, remetemos o leitor aos trabalhos de Ashby [Ashby 90].

Desafortunadamente, nenhum destes métodos (ou suas variantes) re-
solvem com éxito todos, ou ainda uma grande classe de sistemas nao simétricos.
Métodos que trabalham bem sobre um sistema em particular podem falhar com-
pletamente sobre outro. Neste trabalho usaremos para nossas implementagoes o
método Minimo Residual Generalizado (GMRES), cujas caracteristicas descrevere-

Mmos a Seguir.

4.1 Minimo Residual Generalizado

O Minimo Residual Generalizado ou GMRES é um método iterativo
para resolver sistemas lineares nao simétricos, o qual tem a propriedade de minimizar
em cada passo a norma do vetor residual sobre um subespacgo de Krylov. O algoritmo
¢ derivado do processo de Arnoldi para a constru¢ao de uma base [,-ortogonal dos
subespagos de Krylov. GMRES pode ser considerado como uma generaliza¢ao do
algoritmo MINRES de Paige e Saunders (para matrizes simétricas) e é teoricamente

equivalente ao método “Residual Conjugado Generalizado” (GCR) e a ORTHODIR.

16
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No entanto, GMRES apresenta vérias vantagens sobre GCR e ORTHO-
DIR. A principal motivacao para o desenvolvimento do GMRES foi a necessidade
de resolver sistemas onde a matriz de coeficientes nao € positiva real( PR), posto que
os outros dois métodos equivalentes ao GMRES, o (GCR) e ORTHODIR, nao sao
satisfatérios. Particularmente, o método (CR pode parar (“break-down™) para uma
matriz nao PR (i.e., algumas variaveis tornasen-se indefinidas e o processo iterativo
nao pode continuar) e o ORTHODIR ¢é menos estavel que o GCR ( ver [Saad 86]). O
GMRES é considerado como um dos métodos mais robustos para resolver sistemas

nao simetricos.

4.1.1 Teoria

A k-iteracao do GMRES para a solucao do sistema linear Az = b, dada

uma estimativa inicial para a solucao, wg, ¢ a solugao do problema de minimos

quadrados

Mgz b — Az, (4.1)

O GMRES usa o processo de Arnoldi para calcular uma base ortonormal
V1, Vg, ..., Vp do subespaco de Krylov Kp(A,vi,k). A solugao z, é tomada como
zo+ Viyk, onde Vi é a matriz cujas colunas sao os vetores vy, calculados pelo processo

de Arnoldi. O processo de Arnoldi determina uma matriz superior de Hessenberg

H.

No GMRES, y; é o minimizador do problema de minimos quadrados
Hyyr = |Iroll e (4.2)

onde Hj. é uma (k+1) x k matriz gerada depois de k passos do processo de Arnoldi, e

e; € o vetor canonico de dimensao k+1. O problema de minimos quadrados pode ser
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resolvido usando uma fatorizacao QR de Hj, usando rotagdes de Givens [Golub 89];

o minimizador y; é obtido como a solugao do sistema triangular
Ry =g

onde R é uma matriz triangular k£ x k, @) ¢ uma matriz (k+1) x (k+ 1) e g é um

vetor cujos componentes sao os primeiros k componentes de Q||7o||,€:.

Uma caracteristica importante exibida pelo GMRES é que a norma
residual da solugao aproximada pode ser obtida sem explicitamente calcular z.
Devido a forma de como y; é construido. a norma residual é igual ao valor absoluto

da (k + 1)-componente de Q||ro|,e;.

A convergéncia deste método é boa, pois qualquer curva nao crescente

de convergéncia é possivel para ele [Greenbaum 96].

4.1.2 Implementagao

Uma implementagao comum do GMRES é sugerida em [Saad 86] na
qual basea-se no uso da ortogonolizagao modificada de Gram-Schmidt (método de
Arnoldi). As transformagbes de Householder, as quais sdo relativamente custosas
mas estdveis, também tem sido propostas. A aproximacgao de Householder resulta em
um aumento consideravel do custo computacional; porém, a convergéncia pode ser
melhor, especialmente para sistemas mal-condicionados [Walker 88]. Do ponto de
vista de paralelismo, a ortogonalizagao de Gram-Schmidt pode ser preferida, melho-
rando estabilidade e as propriedades de paralelizagao [Demmel 93]. Aqui adotamos

a ortogonalizacdo modificada de Gram-Schmidt.

O seguinte algoritmo descreve os principais passos do algoritmo

GMRES:

1. Escolher g e calcular ro = b— Az e V.3 = ro/||roll.

. ‘ .
i B\Buu'iECA

ST = M
Sf:l.:j;;%ch stl QRIAL DE

ATEMATIGE
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2. Parg & =12,

Para § =1,2... k0

HY, = (AV.;) Vi,

Ve = AVp — Ej;l H;V.;,

H§+l‘k = ||f’:.k+1H

Viket = Vewr/ Hisr

Calcular uma fatorizacao QR de H;

Calcular uma norma residual como ¢ = ||(Q||rol|€1)k+1 |
3. Resolver o sistema triangular Ry = ¢

Calcular a solugao aproximada z; = g + Vzrys

onde a expressao :, 7 denota a j-ésima coluna.

O nimero de operagoes do GMRES pode ser resumido como

k* + 3k K+ k
OAu + 2

k* + nk
kO”u||2 + ﬁ-@,. +nkO+ + kOgr + Opgs

OcMmRES = O,ry(n) + nOyr (k) + (4.3)

onde Ogpr é o numero das operacoes da fatorizacdo de uma matriz superior de
Hessenberg ¢ Ors € o numero de operagoes para resolver um sistema triangular
superior de ordem k usando substitucéo por retrocesso ( Ors = kO + 3(k*—k)O.).
As expressoes O,r,(n) e O,r,(k) representam o produto interno sobre os vetores de
tamanho n e k. O termo 1(k* 4+ k)O. é o nimero de multiplicagoes envolvidos na

eXpressao Z§:1 HELV.,;, devido a estrutura de Hy.

O exame do algoritmo GMRES acima mostra que a area de armazena-
gem cresce com o numero de iteragdes requerido para a convergéncia. Considerando
a estrutura das matrizes Hy e R e com algum cédigo conveniente para minimizar

o nimero de vetores necessdrios (i.e., um tunico vetor pode conter zg e zx e V(:,1)
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pode armazenar g ¢ logo ser normalizado), a area de armazenagem requerido pelo

GMRES pode ser dada como

Semres = (2+ k)n + 2k* + 5k + 3 (4.4)

O fato que OgamrEs € SemRrEs cresce quadraticamente com o nimero
de iteracbes (para k grande) é a razdo para o uso de um algoritmo reinicialisado
GMRES(m), onde a base ortonormal é calculada sobre um espaco de m dimensoes

fixas, e m é usualmente pequeno (10 < m < 50) se comparado a n [Saad 86).

4.1.8 Descri¢ao do GMRES(m)

Em vez de gerar uma base ortonormal de dimensao &, como em GM-
RES, escolhe-se um valor m < k, usualmente pequeno (10 < m < 50), e gera-se
uma aproximacao da solugao usando uma base ortonormal de dimensao m. Cla-
ramente, entao, a quantidade de armazenagem necessaria pode ser estimada com

antecedéncia, e mantendo-o dentro dos limites disponiveis.

O GMRES(m) nao para (“break-down”) ([Saad 86],pp. 865). Porém,
dependendo do sistema e do valor de m, pode produzir uma sequéncia estacionaria
de residuos, e assim nao alcangar convergéncia. Um resultado dado por [Saad 86],
pp. 867, mostra que se A é real positiva, 0 GMRES(m) converge para qualquer zq
se m ¢é mais grande que um certo valor minimo. Este limite sobre m néao é definido,
porém, o GMRES(m) pode convergir ainda se m é menor que esse minimo.

As duas principais operagoes em GMRES(m) sdao o processo de Arnoldi e a solucéo

do problema de minimos quadrados

Hmym = ﬁkela ﬁk = ”TkHQ (4.5)
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O primeiro é rico em operagoes vetor-vetor e as implicagoes desta pro-
priedade para a paralelizacdo do método sera discutida no capitulo 6. A solucao de
(4.5) é obtida usando a fatorizacao QR de H,,. No final de cada j-passo do processo
de Arnoldi uma nova coluna de H,, tem sido produzida (note que f. é armazenado
na forma fatorada R) e é adicionado a R. Entao R é atualizado aplicando a rotacao
anterior de Givens a primeiras (j — 1)-linhas da nova coluna e uma nova rotacao de
Givens é aplicado para fazer zero o (j+1, j)-elemento. Assim, depois de m passos do
processo de Arnoldi temos QH,, = R, onde Q é o produto das matrizes de rotacio
de Givens.

O minimizador y,, em (4.5) é a solugao do sistema triangular

Rym =4, g= Qﬂkel (46)

Note que g € o vetor obtido multiplicando @) pelo vetor canénico e; =
(1,0,...,0)" de dimensdo m. Esta formulagdo nos permite evitar calcular () explicita-
mente, com a correspondente poupanga em operagoes e armazenagem. As matrizes

rotacoes usadas sao da forma

1

ni —&;
&

onde n; e £ sdao os parametros rotacdo e Q) = P;(Pj_y(Pj_3 -+ P3(P,P,))) ¢ uma

matriz triangular inferior. Posto que @ ¢ multiplicado por e; estamos interessados
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somente nos elementos da primeira coluna de ). O vetor g é assim da forma

"
T

51 T2
9= & & ns

&L B o Saey Mm |

Os elementos de g podem ser expressos por

7=1

9 = ﬁ(HEf)??ja e Lodcan
1

1=

Porém dado que 7; e £; sao gerados durante as iteragoes do processo
de Arnoldi, podemos usar o seguinte procedimento para atualizar g. Antes que o

P 8 p g q
processo de Arnoldi inicie, g é o vetor (Bk, B, 0,..,0)T de dimensio m + 1. Em cada

j-passo, g é atualizado por

g; = mn;4;
gi+1 = 5j9j+1
gi+z = 4gj+

Apresentamos abaixo uma formulagao algébrica do GMRES(m).
GMRES(m):

1. Escolher g e calcular ro = b— Azq e V.3 = ro/||rof|-
2. Parak =12

Pari 1 =1, 80

HE, = (AV,) Virs
Vibsr = AVop = 30 HinVis,
UFRGS

SISTEMAS DE BIBLIOTECAS
BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICR
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Hip oy = Vsl
Viks1 = f"}c+1fﬁk+1,k
Calcular uma fatorizagao QR de H;
Calcular uma norma residual como ||(Q||ro||l€1)xs1 |
3. Resolver o sistema triangular Ry = g
Calcular a solucdo aproximada z, = o+ Vizm¥m
4. Reinicializar:
Calcular r,, = b — Az,,;
Se é satisfeito PARE
en caso contrario
.
01 =t/
ir ao passo 2.

onde a expressao :,j denota a j-coluna.

23



5 METODOS ITERATIVOS PARA A

SQLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
NAO-LINEARES

A solugao de problemas lineares tem sido substancialmente estudada
nestes tempos. [stes métodos tém sido amplamente aplicados, porém se tem sem-
pre procurado melhores modelos do mundo real; tais modelos, mais refinados, pas-
sam a incluir termos nao-lineares. Como consequéncia, tem se desenvolvido muitos

métodos para resolver problemas nao lineares.

Neste trabalho estamos interessados na computagao de uma solucao z*

do sistema de equagoes

F(:E) — 01 F = (flaf?e -'-;fn) (5.1)

onde F: Q) C B* — R".

Exemplos do problema (5.1) originam-se em uma variedade de contex-
tos e algumas vezes como resultados de métodos matematicos ou formulagoes de
problemas, tais como em problemas com restri¢oes, no qual (5.1) determina uma
superficie restrita, e na solugiao de equagoes diferenciais nao lineares por métodos
implicitos [Walker 90].

Nas seguintes secgdes, desenvolveremos alguns métodos iterativos para resolver o

problema (5.1), os quais foram objeto de estudo nesta dissertagao.

24
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5.1 Meétodo de Newton

5.1.1 Teoria

Um método muito importante para a solugao de (5.1) é o método de
Newton [Ortega 70]. Este ¢ um método iterativo para equagoes nao lineares em
termos da transi¢io de uma iteracdo atual z; a uma nova iteragdo ;. Nestes
termos. o método de Newton pode ser expresso como: para uma solucao estimativa

inicial zg, geramos uma sequéncia de iteragdes zy, s, ..... por
Ty = Th + S, (5.2)

onde s é a solucao do sistema

J(z)s = —F(z4). (5.3)

Considerando as hipoteses padrao estabelecidas no capitulo (3), a sequéncia é bem

definida e converge quadraticamente a z*, ver [Kelley 95] ou [Dennis 83], i.e.

3 C <1 tal que ||zrs1 — 27| < Cllzi — 2*||°.

A hipotése que a iteracio inicial seja “suficientemente proxima” a solugao
(z0eB(4)) pode parecer artificial, porém existem muitas situagoes na qual a iteragao
inicial € muito proxima da raiz. Dois exemplos sao a integragao implicita de equagoes
diferenciais ordinarias e equagoes diferenciais algébricas ([Brenan 89] e [Gear 71]),
onde a iteracao inicial é derivada da solu¢ao no passo anterior de tempo e, a solugao
de discretizacao de equagdes parciais onde a iteracdo inicial é uma interpolagdo de
uma solu¢ao da malha computacional mais grossa [McCormick 89]. Além disso,
quando a iteragao inicial estd longe da raiz é possivel, mediante alguns métodos,

transforma-la em uma iteragao com convergéncia local, como veremos mais adiante.
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5.1.2 Implementacao

Nesta se¢ao assumimos que os métodos diretos serao usados para re-
solver a equacgao linear (5.3). Nossos exemplos e contagens de operagoes assumem
implicitamente que o Jacobiano é denso, porém, as consideracoes para Jacobianos
esparsos quando métodos diretos sao usados para resolver sistemas lineares sao simi-
lares. Na proxima segao consideraremos algoritmos nos quais os métodos iterativos

sao usados para resolver a equagao (5.3).

Para calcular a iteragao zi4) de um ponto atual zj, deve-se avaliar
primeiro F'(z}) e decidir se € necessario continuar a iteragao. Decidindo-se continuar,
o Jacobiano J(z}) deve ser calculado e fatorizado. Logo a seguir, o passo é calculado
com a solugao de J(zi)s = —F(x;) e a iteracdo é atualizada por zp41 = 2 + s.
Destes passos, a avaliacao e a fatorizagao de J sao os mais custosos. A fatorizacao
de J no caso denso custa O(n?) operagdes de ponto-flutuante. A avaliagio de J(z)
por diferencas finitas deve ser esperada custar n vezes o custo de uma avaliagao de
I, pois cada coluna em J requer uma avaliagdo de F' para formar a aproximacao por
diferencas. Portanto, o custo de um passo de Newton pode ser rapidamente estimado
como n + 1 avaliacoes de I e O(n®) operagoes de ponto-flutuante. Em muitos casos,
J pode ser calculado mais eficientemente, com mais precisdo e diretamente, com
diferencas tais que a analise acima para o custo de uma iteracao de Newton seria

muito pessimista.

O algoritmo de Newton, descrito a seguir, considera o uso de uma fato-
rizacao LU de J, mas qualquer outra fatorizagao apropriada como QR ou Cholesky
pode ser utilizada.

Algoritmo de Newton:
1. Escolher z¢ e calcular F(zg) e ro = | F(zo)].
2. Enquanto ||F(z)|| > 7 fazer
(a) Calcular J(z)

UFRGS

i ‘._,_’ .f:. C= BIBLIOTECAS
-HILL] SE7 :;h'AL DE MATEMAM
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|

(b) Factorar J(z) = LU
(¢) Resolver LUs = —F(x)
(d)yz=x+s

(e) Avaliar F(z)

Uma aproximagao para reduzir o custo de (2.a) e (2.b) na iteragdo de
Newton € moveér-los para fora do laco principal. Isto significa que a aproximacao
linear de F'(z) = 0, resolvida em cada iteracao fica determinada pela iteragao inicial
Tper = x — J(20) "L F(z1). Este método é chamado o métedo da corda:

1. Escolher zq e calcular Fi(zg) e ro=||F(xzo)]-
. Calcular J(z)
. Factorar J(z) = LU

o

. Enquanto ||F(z)|| > 7 (vetor de tolerancia)
(c) Resolver LUs = —F(z)
(d) Calcular ¢ = z + s
(e) Avaliar F'(z)

A tnica diferen¢a na implementacio do método de Newton é que o
calculo e a fatorizagao do Jacobiano sdo feitas antes do inicio da iteragdo. A diferenca
na iteragao é que uma aproximacao a J(z,) € usada. Diferencas similares surgem se

J(zx) é numericamente aproximado por diferengas.

5.2 Aproximacao de J por diferencas finitas

O elemento na linha 7 e coluna j de J(x) é dfi(z)/0z; , € é natural

aproximé-lo por diferengas finitas, isto é,

dfi(z)
8:1':3'

] h;l[f,{‘r + hj@j) = fg('r)] (54)
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onde hj ¢ R e ej ¢ R* é a coluna j da matriz identidade n x n. O tamanho de h;
determina a precisao da aproximagao; cujas diretrizes para a sua selecao podem ser
obtidas em [Dennis 83]. Aqui notamos imediatamente que toda a coluna j de J(z)

pode ser aproximada pela diferenga

B3 F (2 + hie;) = F(z) (

(]
a1 ]
—

se utilizamos o mesmo h; para cada funcdo componente f; ( em caso contrario,
consideramos h; ; ). A forma (5.5) pode ser mais conveniente que (5.4), em situacoes
nas quais diferentes fung¢oes componentes tém subexpressoes comuns, ou quando as
funcoes componentes nao sao rapidamente acessaveis de forma individual. Usando

(5.5), vemos que n + 1 avaliagoes de F' sdo suficientes para aproximar toda a matriz

J(z).

Para uma iteragao quasi-Newton uma aproximaciao da matriz J(z) é
necessaria, e nesse caso o valor de F(z) requerido por (5.5) ja é conhecido. Isto
mostra que, examinando aproximagoes por diferencgas finitas, dentro do contexto
da iteragdo quasi-Newton, ¢ possivel reduzir o nimero de avaliagoes de F' requeri-
das para calcular uma aproximacao By de J(zx). Em particular, é freqiientemente
possivel explorar valores conhecidos de F' das iteragOes anteriores para obter uma
aproximagcao com menor custo. Outras diferencas, que nao sao da forma (5.4), sao
freqiilentemente tuteis para ditos propositos. Numerosos destes esquemas no qual
o numero de avaliagoes de F' por iteracao pode ser consideravelmente menor que
n, mas que nao tomam em conta alguma esparsidade que possa existir, tem sido
propostos em [Ortega 70], onde sdo dadas razées por qué ditos esquemas nao sao

uteis.

Além disso, assume-se que ao calcular F'(z), temos um erro numérico -
i.e., calculamos na verdade F'(x)+¢€(z) - e tentamos aproximar a agao de F’(z) sobre

um vetor por diferengas frontais, por exemplo, quando construimos um Jacobiano



5 MET. ITER. PARA A SOLUCAO DE SIST. DE EQUACOES NAO-LINEARES 29

aproximado. Uma aproximagao por diferencas frontais para J(z)w seria

F(z + hw) + e(z + h) — F(z) — ¢(2)
h

Assuma que ||¢(a2)|| < €& Entao

F(z + hw)+e(x + H) — F(x) — €(z)

J(z)w — :

=O(h+¢/h)

A quantidade dentro do O-termo é minimizada quando h = /. Isto
significa, por exemplo, que passos h muito pequenos podem conduzir a resultados
imprecisos. No caso especial onde ¢(z) é um resultado do arredondamento de ponto-
flutuante com precisdo total, por ex. (€ &~ 107'°), esta andlise indica que h ~ 1077
¢ uma escolha razoavel; a escolha h &~ 107" pode conduzir a um desastre numérico.
Aqui temos feito a assercdo implicita que z e w sdo aproximadamente do mesmo

tamanho. Em caso contrario, h deve ser tratado para refletir isto. A escolha
h = &2ja]l/uw].

reflete a discusao acima.

Uma conseqiiéncia importante desta analise € que a escolha do tamanho
do passo, em uma aproximacao por diferencas frontais para a agao do Jacobiano
sobre um vetor, deve levar em conta o erro na avaliacao de F'. Isto podese tornar

muito importante se parte de F ¢é calculada com base em dados estimados.

Se F'(z) ja foi calculado, o custo da aproximagao frontal de J(z)w é uma
avaliacao adicional de F'(z + hw). Portanto, a avaliacao do Jacobiano completo por
diferencas finitas custaria n avaliagoes da fun¢ao, uma por cada coluna do Jacobiano.
Explorando a estrutura especial que o Jacobiano porventura oferega, se pode reduzir

o custo.
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A aproximacao por diferengas frontais para a derivada nao é um opera-
dor linear em w. A razao para isto é que a derivada tem sido aproximada, e assim a
linearidade é perdida. Por isto devemos cuidadosamente especificar o que tomamos

por aproximacao do Jacobiano.

Definigao 5.2.1 Seja I' definida em uma vizinhanga de x ¢ R*. (V},)(x) € a matriz

n X n cuja coluna 3 € dada por

Flathlzlie)=F@) o 4 g

- Alle]
(Vh)(x)_‘,r = M r =10
K t

Fazemos uma defini¢ao similar da aproximagao por diferencas da deri-

vada direcional.

Definigao 5.2.2 Seja F' definida em uma vizinhanga de x ¢ R" e w e R". Temos

0! w = U,
. - Fla4h||z||)w/]|w||)=F(«
DyF(z:w) = q |w]|/Elethl IL”;:’CIiII D-F@ 4 420,
||u,i|ﬂlﬂﬂﬂhﬂ'l;ﬂ.ﬂ z=0,w#0.

Para problemas nos quais a constante de Lipschitz de J(x) é grande, o
erro na aproximacao por diferencas sera também grande. Além disso, Dy F(z : w)

nao é, em geral, uma fungao linear de w e é usualmente o caso em que

(ViF(z))w # DnF(z : w).

Se J(z*) é mal-condicionado ou a constante de Lipschitz de J(z) é
grande, a diferenga entre eles pode ser significante e uma aproximacao por diferencas

para uma derivada direcional, o qual usa o tamanho de w, provavelmente seja mais
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precisa do que V;, F'(z)w. Resumindo. podemos dizer que as aproximagdes numéricas

a Jacobianos devem ser utilizados com cautela.

5.3 Meétodos quasi-Newton

Um numero de modificagoes tém sido propostas para reduzir o custo
do método de Newton, tais como o método da corda ou o método simplificado
de Newton e ainda uma variedade de métodos iterativos quasi-Newton [Ortega 70].
Para certos problemas estes métodos requerem menos armazenagem ou trabalho que
o método de Newton. Porém, dificuldades computacionais siao tipicas na solucao
de sistemas nao-lineares, e cada um destes métodos tem suas desvantagens. A
escolha do método para um sistema nao linear especifico (5.1) depende enormemente
das propriedades de F', da armazenagem e das restricoes de tempo impostas pelo

ambiente computacional.

O método simplificado de Newton substitui J(zx) com J(z¢) em (5.3).
Isto evita o calculo de J(x) em cada passo e reduz o custo resolvendo (5.3) para
k > 1, dado que, se J(zq) é fatorado no produto U7 DU no primeiro passo, cada
passo seguinte requer a solugao de um sistema diagonal e dois sistemas triangulares.
Porém, este método somente converge g-linearmente e requer a mesma quantidade

de armazenagem que o método de Newton.

Os métodos quasi-Newton mantem aproximacoes da solugao e o Jaco-
biano quando a iteragdo progride. Se zj e By sao as aproximagoes atuais da solugao

e o Jacobiano respectivamente, entao

Tpy1 = T — BA_IF(QTR-) (5.6)

Apods do céalculo de zj., By, a solucao aproximada é atualizada para

formar Bjyq. A construcao de Biy; determina o método quasi-Newton.
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As vantagens destes métodos é que as solugoes das equagdes com uma
aproximacao quasi-Newton do Jacobiano sao freqiientemente menos custosas do que
usar J(z,) como matriz de coeficientes [Kelley 95]. O método que apresentamos
nesta secao tem convergéncia superlinear localmente e, por tanto, é uma alternativa

poderosa para o método de Newton.

Em comparagao com os métodos Newton-iterativos é que os métodos
quasi-Newton requerem somente uma avaliacao da fungao para cada iteragdo nio
linear; nao existe custo na avaliagao da fungoes associadas com uma iteracao interna.
Portanto, se um bom precondicionador (aproximacao inicial para J(z*)) pode ser
obtido, estes métodos poderiam ter uma vantagem em termos do custo da avaliagao

da funcao sobre os métodos Newton-iterativos.

O problema com os métodos iterativos quasi-Newton é que a razao total
da convergeéncia € essencialmente determinada pela razao de convergéncia do método
iterativo linear aplicado no problema linearizado (5.3). Assim, eles encontram to-
das as dificuldades usuais dos métodos iterativos lineares relativos a estimacgao dos

parametros, estimativas iniciais das solugoes e critérios de parada.

Os erros no calculo da funcao e de sua derivada afetam também o
progresso na iteragao de Newton [Kelley 95]. Outra forma de vermos isto é perguntar
como uma solugio aproximada de (5.3) afeta a iteracao. Isto foi visto em [Dembo 82]

onde os métodos quasi-Newton que satisfazem
17 (zx)s + Flai)l| < mell F ()l (5.7)

sao considerados. Qualquer aproximacao é aceita contanto que o residuo relativo da
equacao linear (5.3) seja pequeno. Isto é bastante 1til, pois condigdes como (5.7)
sao precisamente condigdes de terminagao de residuos lineares pequenos na solugao

iterativa do sistema linear para o passo de Newton.
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O termo 7 do lado direito de (5.7) é chamado termo for¢a. Para
mostrar como um passo que satisfaz (5.7) afeta a convergéncia destes métodos,

seguimos [Kelley 95] para apresentar dois teoremas a respeito

Teorema 5.3.1 Sejam as hipoteses padrao validas. Entao existem § e Ky tal que

se o € B(d), s satisfaz (5.7), € xp4y = @1 + s enldo

lexs1ll < Kr(llexl] + m)llexl-

As implicagoes deste resultado para métodos iterativos sio resumidos

no seguinte teorema:

Teorema 5.3.2 Sejam as hipdteses padrao vdalidas. Entao existem § e 77 tal que se

zg € B(8), {n} C [0,7], entdo a iteragio de Newton inezata
Tpt1 = Tn + Sp,

onde
[/ (zn)sn + F(zn)]| < 7l F (20

converge g-linearmente a ™. Além disso,

e Sen, = 0 a convergéncia € g-superlinear, e

o Sen, < I,||F(za)||” para algum K, > 0 a convergéncia € g-superlinear

com g-ordem 1 + p.

Os requerimentos dos resultados anteriores podem ser mudados para
admitir uma escolha mais agressiva do parametro n [Kelley 95]; assim, ndo exigimos

que {n} seja menor de 1 por uma quantidade suficiente grande, sendo que 1 nao seja
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um ponto de acumulagao. A importancia deste resultado para aimplementacgao é que
a escolha da sequéncia dos termos for¢a {7, } (tal como 1, = 0.5 para qualquer n), os
quais tentam minimizar o numero de iteragoes internas, sao completamente justifi-
cadas por este resultado, se a iteragao inicial for suficientemente préxima da solugao.
- , ; o . ) . .. L

I'ambém se obtém convergéncia g-linear com a norma ponderada se a iteracao ¢ sufi-
cientemente proxima de z*. Esta convergéncia é equivalente a convergéncia g-linear

da sequéncia dos residuos nao-lineares {||F'(z,)|} [Kelley 95].

5.3.1 Métodos Newton-iterativos

Um método Newton-iterativo realiza (5.7) com um método iterativo
para o sistema linear (5.3) do passo de Newton, terminando quando o residuo linear
relativo é menor do que 7 ( i.e. quando (5.7) é satisfeita). O nome do método in-
dica qual método iterativo linear é usado, por exemplo, Newton-SOR (aproximacao
usando método semi iterativo), Newton-CG ( se J é SPD), Newton-GMRES (siste-
mas nao simétricos), Newton-Multigrid (uma aproximagao usando um método ite-
rativo estacionario). Tipicamente, a iteragao nao-linear que gera a sequéncia {z,} é
chamada de iteracao externa e a iteragao linear que gera as aproximagoes aos passos

é chamada de ileragdo interna.

5.3.1.1 Newton-GMRES

Proporcionamos uma analise detalhada da iteragao Newton-GMRES,
por ser uma parte importante em nossas implementacoes . Comegamos discutindo
os efeitos de uma aproximagao por diferengas frontais a acao do Jacobiano sobre um

vetor.

Se o método iterativo linear é algum dos métodos de subespaco de

Krylov (ex. GMRES) entéo cada iteracao interna requer ao menos uma avaliagao
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da acdao de F'(z}) sobre um vetor. Em muitas implementacoes [Brown 89], a acao
sobre um vetor w ¢é aproximada por uma diferen¢a frontal (5.2.2), Dy F(x : w)
para algum h. [ importante notar que isto é inteiramente diferente de formar o
Jacobiano (V,F(z)) por diferencas finitas e aplicar essa matriz a w. Com efeito,
como é indicado em [Brown 87], a aplicagao de Newton-GMRES a equacao (5.3)
com produtos matriz-vetor aproximados por diferencas-finitas é a mesma aplicagao

de GMRES a matriz G ['(z) cujas primeiras (k — 1)-colunas sio os vetores
v = DhF(:L‘ 7 Uk—l)

A sequéncia {v;} é formada no curso da iteragio GMRES diferencas frontais. Para
ilustrar isto, mostramos abaixo o algoritmo GMRES diferenc¢as-frontais para o calculo
do passo de Newton, s = —J(z)"'F(z). Note que os produtos matriz-vetor sao
substituidos por aproximacées em diferencas-frontais a J(z). A sequéncia de passos
aproximados{s;} € produzida, b = —F'(z), e a iteracao inicial para o problema linear

é o vetor zero.

Algoritmo 5.3.1 n-gmres(s.x,F.h, 7 ,kmax, p)
1. s=0,r =—F(z),vs =r/||rlly,p=lIrll8=p, k=0
2. Enquanto p > n||F(z)||, e k < kmaz fazer

a)k=k+1
b) vkt1 = DpF(x : vg)
Pata g =1,k

i) Bie = vl

1) Vkg1 = Vg1 — hjivj
c) hisr = [|[vrsally
d) vit1 = Vigr/||or4a |l
e} er = (1,0,..,0)T e RF#

Minimizar ||Ge; — Hyye|/5" para obter yi ¢ R
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f) p=|1Ber — Hryill

3. 1 = 20+ Vats

Es claro do algoritmo anterior. que a diferenga entre V,F' e G, F é
que as colunas sao calculadas tomando derivadas direcionais baseadas sob duas
bases diferentes ortonormais. V[ usa a base de vetores unitarios nas direcoes
coordenadas, e (G, ' a base para o espago de Krylov K. construido pelo algoritmo

newltmres.

Assumindo que nao existe erro na avaliagao de F', podemos dizer que se
n € (0,1) entdo existe h e § tal que se zeB(5), h < h, e o algoritmo newtmres termina
com k < kmaz se existe um s que satisfaz ||J(z)s + F(z)|, < (n + 4vh)|| F(z)]|, .
Isto implica que a implementacao por diferencas-finitas nao afetara o desempenho
de Newton-GMRES se os passos na aproximacao por diferencas finitas das derivadas
sao suficientemente pequenos [Kelley 95]. Por conseguinte, em uma implementacéo,
devemos especificar ndo somente a sequéncia {7,} como também os passos {h,}

usados para calcular as diferencas frontais.

O método para formar a sequeéncia dos termos for¢a é como segue.
Ajustamos n quando a iteragdao progride; para isto seguimos o critério dado em
[Eisenstat 94]. Esta escolha é motivada pelo desejo de evitar “over solving” ( i.e. a
equacao linear para o passo de Newton € resolvida com precisao muito maior do que

é preciso para corrigir a iteracdo nao-linear); assim, consideramos

Nmazs n= 0,
C 5
T = 'nuﬂ(?}‘mcx; n;?)a ) > 0} 'an%——l < 011

m'in(nmammax(n;f: 7”3—1))1 n > Da ’)’7?3;-1 > 0.1

onde a constante 0.1 é arbitrdria e 5 = v|| F(zn)||*/I| F (za-1)||?, onde 5 € (0,1].
O parametro 7.z ¢ um limite superior da sequéncia {7,}. Em nossa implementagao

sao usados os valores v = 0.9 € 7m0, = 0.9999, como é recomendado em [Eisenstat 94].
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Existe uma possibilidade que a iteracao final reduza ||F|| muito longe
do nivel de precisao desejado e a solucao da equacao linear para o ultimo passo seja
mais precisa do que realmente necessitamos. Este “over-solving™ sobre o passo final
pode ser controlado comparando a norma do residuo nao-linear atual |[F'(z,)|| com

a norma do residuo nao linear 7 = 7, + 7| F'(20)]

e limitando 7, anterior por uma

constante miltipla de /|| F(z,)||, com o qual a iteragdo terminaria. Usamos entao,

N = MiN (?;mw,?‘n,a:r:(?}f. 0.57¢ /|| F(za)]l)) - (5.8)

Além disso, como o GMRES forma as iteragoes internas e faz decisoes
de terminacao baseadas sobre produtos escalares e [2-normas, também terminamos a
iteracao exterior sobre pequenas [*-normas dos residuos nao lineares. Porém, devido
a nossas aplicagdes em equagoes diferenciais, multiplicamos a {*-norma do residuo
nao linear por um fator de 1/y/n, tal que as fungdes constantes tenham normas que

sejam independentes da malha computacional.

Com tudo isto, podemos descrever o seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.3.2 newgm(z, I, 7,7)
L re=ro= |F(@)l,/v/a
2. Enquanto ||F(z)||,/v/n > 7rro+ 7a
a) Selecionar 7
b) n-gmres(s,z, I',n)
c)z=x+$
d) Avaliar F(z)
gl vy = [F{e)llsfs/m, g =rilre Te=rs
f) Se ||F(z)||, £ wro+ 7. terminar



5 MET. ITER. PARA A SOLUCAO DE SIST. DE EQUACOES NAO-LINEARES 38

5.4 O Método de Broyden

O método de Broyden [Broyden 65] calcula By, por

(y — Brs)s” B F(zpy)sT

sTs sTs

Bryy = By +

onde y = F(xp41) — F(ak) e s = 2p41 — T

O método de Broyden é um exemplo de uma secante atualizada, isto é,
a aproximacao a F'(z*) satisfaz a equagdo secante Byiys = y. Os métodos secantes
que localmente tém convergéncia superlinear podem ser escritos de tal maneira a
manter o modelo esparso, simétrico, ou definido positivo do Jacobiano aproximado

(ver [Dennis 83] para maiores detalhes).

O método de Broyden é também aplicado a equagdes lineares, tal como
Ax = b,onde B ~ A é atualizado. Um resultado importante para problemas lineares

é a convergéncia em 2n iteragoes [Gerber 81].

Se os dados zp e By sao suficientemente bons, a iteragio convergird

superlinearmente a raiz [Kelley 95].

5.4.1 Problemas nao lineares

Para problemas nao lineares a analise de convergéncia é local. Se as
hipéteses padrao sao validas e x¢ e By sao suficientemente boas aproximagoes a z*
e J(z*), entao a sequéncia de Broyden (z,, B,) existe para os dados (F,zo, By) e
as iteracoes de Broyden convergem g-superlinearmente a @ [Kelley 95]. No caso
nao linear, os erros na aproximacao do Jacobiano podem crescer quando a iteragao
progride. Mas, se os dados iniciais sdao suficientemente bons, este crescimento pode
ser limitado e, por conseguinte, a seqiiéncia de Broyden existe e a itera¢io converge

para = pelo menos g-linearmente [Kelley 95]



5 MET. ITER. PARA A SOLUCAO DE SIST. DE EQUACOES NAO-LINEARES 39

5.4.2 Implementagao

Nossa implementagao do método de Broyden é relativa a um problema
usado em mecanica de fluidos computacional [Engelman 81]. Assim, depois que a
armazenagem disponivel para a iteragao é esgotada, deve-se reinicializar as iteragoes.
Isto é similar a iteragao GMRES reinicializada. A base para isto é a férmula de

Sherman-Morrinson [Sherman 49]

- B~ tu)o”
. N1 3 (- ( -1
(B+uv") ( T2 7By +UTB_1U) B (5.10)

onde B é nao-singular, u,v ¢ R* e 1+vTB~'u#0.

No contexto de uma sequéncia de atualiza¢oes de Broyden { B, } temos,

para n > 0,
Bﬂ+l =2 Bn + H,;U;{',

onde

Un = F("Bﬂ+l)/“3n“a € Uy = Sn/||3u||-

Estabelecendo
wn = (B un)/(1 + vp By uy)

vemos que, se By = [,

n-1
B7' = (I = waoyvl_))(I = wagvl_,)...(1 = wovg ) = [J(I — wjv])

=0

(5.11)
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Dado que o produto da matriz vazia é a matriz identidade, (5.11) é
valido para n > 0. Portanto, a agao de B! sobre F(z,) (i.e. o célculo do passo
de Broyden) pode ser calculado a partir de 2n vetores {w;,v;}}Z; com um custo
de O(k.n) (k. indica o numero de iteragoes ) operagoes de ponto-flutuante. Além

disso, o passo de Broyden para a operacao sequinte é

n—1
sn=—B'F(z,) = - H(! - wjv;r)F(:cn) (5.12)

=0

Dado que o produto
T2 (I = wjo] ) F ()

deve ser calculado como parte do calculo de w,_;, podemos combinar o calculo de

Wn—1 € S, COMO segue

n—2
w = [J(-wjo])F(z,)
j=0
Wp-1 = wa Onde Cu’ = (”‘Sﬂ—l ”2 o Ur'{‘—lw)_l (5'13)
Sp = ___(1 - wn—]v;{'—l ]?.U

Podemos, ainda, eliminar a necessidade de armazenar o vetor w,_,.

Note que (5.12) implica que, para n > 1

Sp = wW-— C‘ww(vz_,w) = w(l — CW(C‘J;l - IISn—lnz))

—Cullsn-illy = =llsnmillwans (5.14)

Il
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assim, para n > 0,

Wy = —Snt1/|[$nll,- (5.15)

Por conseguinte, necessita-se armazenar somente os passos {s,} e suas

normas para construir a sequéncia {w, }. Realmente, podemos escrever (5.11) como

] n—1 S'j_}.ls.’{
B =] |1+=H (5.16)
53112

1=0

Podemos usar (5.16) e (5.12) diretamente para calcular s,41, pois sp41

aparece em ambos membros da equagao

T n—1 ) o
Sn+18, Sj4155

s = —(I 4= ]H (I+ B ;) e
llsxll3 [ [bs

i=0

5n+133 —1
= —|I+ 7 | Br F(@n41) (5.17)
llsxll5

Em vez disso, resolvemos (5.17) para s,4; obtendo

B,:lF(:rn-!-l]
1+ T B F (2ng1)/ |5l

Sptl = —

(5.18)

O requerimento de armazenagem é da mesma ordem como o GMRES,

fazendo o método de Broyden competitivo em armazenagem com GMRES como

resolvedor linear [Deuflhard 90].
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Algoritmo 5.4.1 Broyden:
1. ro = ||F(z)|l;, n=-1
8o = —F(z), itc=0.
2. Enquanto itc < maxit fazer
a)n=n+1. tte=1tc+1
bl p= 245,
c) Avaliar F(z)
d) Se ||F(z)||, £ 7vro + 7a sair
e) Se n < nmaxr entdo
i) z=—F(a)
it) Para 3 =0,n—1
z=z+si418] 2 [|lsj-ll;
i1i) sn1 = z/(1 + s52/||sall3)
f) s¢ n=nmazx entao

n=-1; so=-F(z);

5.5 Convergéncia Global

Por um algoritmo globalmente convergente entendemos um algoritmo
com a seguinte propriedade: para qualquer estimativa inicial, a iteragao converge
a raiz de F', ou falha, para fazé-lo em um nimero pequeno de caminhos. Dos
muitos de tais algoritmos, enfocaremos a classe dos métodos “line-search” e a regra
de Armijo implementado inexatamente [Brown 94]. Selecionamos o modelo “line-
search” devido a sua simplicidade, e porque é trivial adicionar um “line-search”
a uma existente implementacao localmente convergente do método de Newton ja

existente.
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O algoritmo para uma fun¢ao de uma variavel consiste em calcular uma

direcao de busca d, o qual sera a dire¢ao de Newton,
d = —f(zx)/ f'(zx)

e, entdo, testar passos da forma s = Ad, com A = 277 para algum j > 0 até que

f(a + s) satisfaca

| flzr +Ad) |< (1 —ad) | fak) |

Esta desigualdade é chamada redugdo suficiente de | f |. O parametro
a € (0,1) é pequeno porém positivo, tentando fazer a desigualdade anterior tao facil
quanto possivel de satifazer. Uma vez que uma redugao suficiente tenha sido obtida,

aceitamos o passo s = Ad. Esta estratégia é chamada de regra de Armijo.

Estendemos este algoritmo em duas formas. Primeiro, aceitamos qual-

quer diregao que satisfaca (5.7). Escrevemos isto para a sequéncia de Armijo como

[F(@n)dn + F(zn)]| < nall F(n)] (5.19)

Outra extensao é permitir mais flexibilidade na reducao de A. Permiti-

mos qualquer escolha que produza uma redugao que satisfaca
O0Avelho < Anove < T1 Avelho

onde 0 < 0g < 01 < 1. O perigo aqui ¢ que o minimo pode estar perto do zero
para ser de muito uso e, realmente, a iteragao pode estagnar-se. O parametro oo €

empregado para se proteger contra isto.
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Algoritmo de Armijo:
L 7o = |F()l
2. Enquanto ||F(z)|| > Tro + 7, fazer
a) Achar d tal que ||[F/(2)d + F(2)] < | F(x)]
Se nenhum d pode ser achado. terminar com falha
by A= 1
Dar=z+ Ad
ii) Se || F'(xy)|| < (1 — a@A)||F(2)|| entao x = a,
else
Escolher o¢|og, 0]
A=uoX
goto (2.b) 1

Note que o passo (2a) deve permitir a possibilidade que J seja mal-

condicionado e que nehuma dire¢ao pode ser achada que satisfaga (5.19).

Seja { x,} a iteragao produzida com iteragao inicial zg. O algoritmo
pode falhar em alguns caminhos obvios:
1. J(z,) é singular para algum n. A iteragao interna poderia terminar com uma
falha.
2. , — &, um minimo local de || F'|| o qual néo é uma raiz.
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A importancia dos algoritmos paralelos - i.e., aqueles que permitem
execugao simultanea, terminando mais rapidamente do que um algoritmo seqiiéncial
equivalente - é que utilizando computadores com arquitetura paralela a convergéncia

pode ser obtida em um tempo mais curto que sob computadores seqiiénciais.

6.1 Aspectos gerais

A parte central desta dissertagdo é o desenvolvimento e paralelizacao
dos algoritmos que podem ser usados para aproximar a solugdo da equac¢dao nao

linear (5.1).

Como ressaltamos anteriormente, o principal método para aproximar
uma solugao de (5.1) é o método de Newton, sendo a parte mais complexa deste

algoritmo (pela presenga do Jacobiano) o sistema de equagoes (5.3).

Neste trabalho implementamos dois algoritmos paralelos para resolver
(5.1), especificamente o algoritmo Newton-GMRES e o algoritmo de Broyden. Es-
tes algoritmos foram implementados de maneira a permitir ao usudrio completa

liberdade com respeito ao armazenamento, acesso e particionamento das matrizes.

Comecgamos este capitulo descrevendo os aspectos gerais de nossas im-

plementagoes paralelas.

6.1.1 Modelo de programagao

Nossos algoritmos foram implementados usando o modelo “Single Pro-

gram, Multiple Data” (SPMD), o qual escreve um unico cédigo que roda sobre todos
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os processadores cooperando sob uma tarefa. Os dados sdo particionados entre os

processadores os quals conhecem sobre que por¢oes dos dados irao trabalhar.

6.1.2 Particionamento de dados

Em nosso trabalho tratamos com trés tipos diferentes de dados; va-
lores escalares, vetores e matrizes. Somente estes dois dltimos sao possiveis de
particionamento de dados; os valores escalares devem estar presentes em todos os
processadores. Se um valor escalar é derivado de alguma computacao sobre dados
distribuidos entre os processadores, o uso do modelo SPMD pode resultar em uma
alta faixa de comunicagao e o resultado devera ser enviado a todos os processadores.
Por exemplo, dita comunicacdo é necessaria quando calcula-se produtos internos e

vetores 2-normas. Porém, ainda é possivel alcangar bom desempenho [da Cunha 92].

O particionamento de dados que usamos é o particionamento de dados
por conligiidade, definido como segue. Para particionar os dados (vetores e ma-
trizes) entre os processadores, dividimos o conjunto de variaveis V' = {i}", em p
subconjuntos {W;}/_, de m = n/p elementos cada um; definindo cada subconjunto

por Wy, = {(p — 1)m + j}L,.

Cada processador p é responsavel pela execugao das computagoes sobre
as variaveis contidas em W,. No caso de operagoes vetoriais, cada processador

mantera segmentos de m variaveis.

Para o produto matriz-vetor, v = Au, cada processador p manterd um
conjunto W, de m elementos dos vetores u e v. Com relagao as matrizes utilizadas,
consideramos sua estrutura esparsa (ver, (3.11) e (3.12)); para armazena-las. A
matriz A (pentadiagonal), é armazenada em uma matriz com 5 colunas; a matriz
B (tridiagonal superior), em uma matriz com trés colunas e similarmente a matriz
resultante (pentadiagonal) da funcdo que governa a equacao diferencial parcial ndo

linear; logo eles sao particionados por blocos, onde cada bloco tem n/p linhas. Por
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exemplo, se consideramos uma malha com 4 colunas e 2 linhas, teriamos a matriz

e o o ( 0 0 00
e o () o 0 0 0 0
e ) o o e 0 0 O
0 ¢ o @ 0 «¢ 0 O
(6.1)
0 0 ¢ O e o o (
000 e : @« © 0 o
0000 : e 0 e e
i 0000 :0 e o @
< 2x4

Esta matriz é particionada por colunas (para dois processadores), tal como indica a

linha pontilhada. Seu armazenamento ¢é feito como uma matriz da seguinte forma

° ° 0 °* o
e 0 e o o

(6.2)
e o (0 e o

- Bx5

onde as diagonais da matriz (6.1) foram armazenadas como colunas na matriz (6.2);

esta matriz é particionada como indica a linha pontilhada.
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6.1.8 Balango de carga

O particionamento de dados usado em nossas implementagoes designa a
mesma quantidade de dados para um sistema denso a cada processador (assumindo
que n € um inteiro multiplo de p), alcancando assim um balango de carga entre os

processadores.

Quando n nao é um multiplo de p, minimizamos os efeitos do inevitavel
desequilibrio de carga usando a seguinte estratégia. Seja r = n mod p o nimero de
variaveis que ficam de sobra. Posto que r < p. designamos uma variavel mais para
cada um dos r primeiros processadores (p = 0.1,2,.....7 — 1). Cada um destes
processadores entdo terd a mesma quantidade de dados ((n — 1)/p + 1 variaveis)
designadas a eles; os restantes p — r processadores armazeram (n — r)/p variaveis.
Como um exemplo, considere n = 23 e p = 5. Os trés primeiros processadores

armazenaram 5 variavels e os ultimos processadores 4.

Os vetores sao armazenados localmente comegando da posigao 1; as-
sim tem-se uma enumeracao local das varidaveis o qual pode ser deslocado a uma
enumeracao global se for requerido. Por exemplo, se um vetor de 10 elementos é
particionado entre dois processadores, usando blocos de comprimento 1, entao o pri-
meiro processador armazena os elementos 1, 2. 3, 4, 5 nas primeras cinco posigoes
de um arreglo; o segundo processador entdao armazena os elementos 6, 7, 8, 9, 10 em

posicoes 1 a 5 sobre seu arregro.

6.1.4 Subrotinas Basicas de Algebra Linear

O termo “Basic linear Algebra Subroutines” (BLAS) foi introduzido
em [Dongarra 88| e refere-se a um conjunto de subrotinas que implementam varias

operagoes de dlgebra linear (OAL) .
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O BLAS foi implementado em trés niveis; o nivel 1 envolve operacoes
vetor-vetor. o nivel 2, operagoes matriz-vetor e o nivel 3. operagdes matriz-matriz.
Estes subrotinas sao codificadas em Fortran e estao disponiveis em simples e dupla

precisao, usando dados reais e complexos.

Como mencionamos anteriormente, a maioria dos métodos iterativos
podem ser expressos em termos das OAL operagoes. Quatro operagbes ocorrem
freqiientemente: produtos internos, vetores 2-normas, acumulagéo de vetores (adicdo
/ substracao de vetores ou “saxpys”) e produtos matriz-vetor. Estas rotinas per-
tencem ao nivel 1 ou 2 do BLAS. Na continuacdo definimos as principais rotinas do
BLAS que usamos em nossa implementacao; cada operacao com seu custo associado
em termos de operacoes aritméticas:

Sejam u,v e w sdo n-vetores; a um escalar real e A é uma n X n-matriz.

PRODUTO INTERNO: o = ||ul|,
PSNRM(loclen,u):
a = Vv HT'U
Opg = nO-+(n—1)04+ + 0,

SSCAL: v = au

SSCAL(loclen, a,u,su):
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SCOPY: v =u

SCOPY(loclen,u.su.v.sv):
= fg = ligan

Ou=, = n transferéncias de palavras de precisao simples.

SINIT: u = a Inicializacao de um vetor.

SINIT(loclen,a,u.su):
U = B Y=Ll

Ou=a = n atribucoes

SDOT: w = vl xu

SDOT(loclen,v,sv.u,su):
mn
v

w . F UL

Il

Oyrey = nO0.+(n—1)04
SAXPY: w=u-+ av

SAXPY(loclen, a,Vv,sv.u,su):
w, = u+avy; t=1,..n

Outar = n(O.+04)
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PRODUTO MATRIZ-VETOR: v = Au

Subrotinas MATVEC e PSMVPDE :
v; = A?u; S PR

OAu nzo- + (nz = TL)O.,_

Il

onde A; é a i-linha de A. Note que o produto matriz-vetor é a 1inica operacao cujo

custo é de ordem n?.

Uma rotina especial que usamos em nossa implematacio é a rotina
SLAMCH do LAPACK (Linear Algebra Package) cujo propdsito é determinar
parametros da maquina de precisao simples. Esta rotina é usada para considerar

um critério de parada no algoritmo de Broyden.

6.1.4.1 Saxpy

A operagao saxpy tem a carateristica que seu céalculo é disjunto elemento
a elemento com respeito dos vetores u,v e w. Isto significa que podemos calcular
um saxpy sem comunicagao entre processadores; o vetor resultante nao precisa ser
distribuido entre os processadores. Paralelismo é explorado no saxpy pelo fato que
p processadores calcularam a mesma operagao com uma quantidade mais pequena

de dados. O saxpy é calculado como w; = u; + av;, Vie{W;}_,.

6.1.4.2 Produto interno

O produto interno é uma operagao que envolve acumulagao de dados,
implicando um alto nivel de comunicagao entre todos os processadores. A topolo-

gia da rede e a arquitetura dos processos usados permitem uso mais eficiente dos

UFRGS
SISTEMAS DE BIBLIOTECAS
BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATIGS



6 IMPLEMENTACAO PARALELA 59

processadores. O uso do modelo SPMD também implica na difusao global do valor

final calculado para todos os processadores.

O produto interno € calculado em trés fases. A fase 1 é o calculo das
somas parciais da forma a = Ewc{wm} W ¥ Uy m = 1,..,p. Afase2 ea
acumulagao destes somas parciais através da rede dos processadores. Esta operagao
realiza-se até que a redugdo total dos valores a ¢é realizada através de comandos
especials proporcionadas pelo PVM, armazenando o resultado final, em nosso caso,
no processador 0. A terceira fase ¢ a difusao do valor do produto interno em todos os
processadores. Uma vez que o valor do produto interno é recebido pelo processador
0, este calcula a raiz quadrada deste valor obtendo-se, assim, o valor da 2-norma

requerida.

6.1.4.3 Produto Matriz-vetor

Em nossas aplicagoes aparecem produtos matriz-vetor onde a matriz é
densa e esparsa. Para o caso denso usamos uma subrotina do BLAS - sgemuv.f -

sobre cada particao da matriz e o vetor e calcula o produto matriz-vetor por linhas.

No caso da matriz esparsa, a matriz é particionada como se indicou em
(6.1) e logo cada processador armazena uma porgao da matriz, usando uma estrutura
de dados, o qual é composto de 5 arreglos em um caso e 3 em outro (ver 6.2). Para
realizar o produto matriz-vetor Au, fazemos uma subrotina que considere a posicao
dos elementos da matriz A como no caso denso e usamos subrotinas do PVM para
enviar e receber, entre processadores vizinhos, os elementos correspondentes do vetor

u necessarios para o produto.
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6.2 Newton-GMRES paralelo

Neste caso implementamos um algoritmo paralelo denominado newtar

cuja lista de argumentos é como segue

SUBROUTINE NEWTAR(U,WRK,IPAR,SPAR,MATVEC,FEVAL,JACOBIAN,PRECONL,

+

PRECONR ,PSSUM, PSNRM, PROGRESS)

onde os parametros sao como segue

Parametro Descrigao
U Um vetor de comprimento IPAR(4)
Na entrada, contém o valor estimado inicial
Na safda, contém o ultimo valor estimado calculado
WRK Um vetor de trabalho usado internamente, com comprimento
igual a 9*IPAR(4) + (4+BASE)*IPAR(4)
IPAR Um vetor inteiro contendo parametros de entrada-saida
SPAR Um vetor real com precisao simples contendo parametros de entrada-saida
MATVEC Subrotina externa para o produto matriz-vetor
FEVAL Subrotina externa para calcular o valor da funcao em um ponto
JACOBIAN | Subrotina externa para calcular a matriz jacobiana da fungao
PRECONL [ Subrotina externa par precondicionamento pela ezquerda
PRECONR | Subrotina externa par precondicionamento pela direita
PSSUM Funcdo externa (redugao) soma global
PSNRM Funcao externa para calcular o vetor norma
PROGRESS | Rotina de monitorar

Ver o manual de referéncia para a descrigdo dos parametros e a sinopse das rotinas

externas.

Uma das caracteristicas de nossa implementacao é que nem todas as

rotinas externas precisam ser fornecidas, pois os parametros “dummy” podem ser




6 IMPLEMENTACAO PARALELA 54

sustituidos por aqueles que nao sao usados. Em nosso caso, acontece com as subroti-
nas PRECONL, PRECOND e no caso sequencial com PSSUM. As rotinas externas
tém uma lista de parametros fixos, as quais o usudario deve seguir. Também é bom
ressaltar que as matrizes de coeficientes e o calculo do valor da funcao nao apare-
cem na lista de parametros das rotinas, ja que consideramos estes como operadores
retornando somente o vetor resultante apropriado. Assim nossas rotinas principais
nao tem conhecimento da forma na qual as matrizes sdo armazenadas. Isto permite,
segundo o caso, aproveitar a estrutura definida das matrizes e fungdes. As rotinas

externas accesam as matrizes, vetores e algumas constantes declaradas no programa

principal via blocos COMMON.

Quando as rotinas externas precisam calcular um produto interno, cha-
mam SDOT para calcular os valores parciais dos produtos internos. Logo, a rotina
PSSUM é usada para calcular a soma global destas somas parciais. Quando exe-
cutamos nossas rotinas sobre um computador sequencial, estas rotinas sao vazias
i.e., o conteido do vetor U ndo deve ser alterado de forma alguma posto que seus

elementos ja sao os valores do produto interno.

Temos incluido também na lista de parametros, uma subrotina externa
(chamada PROGRESS) a qual recebe da rotina o niimero dos vetores armazenados
localmente, o numero da iteracao atual. a norma do residuo, o vetor de iteragao
atual, o vetor residuo e o vetor residuo verdadeiro r. = b — Az;. Note que no caso
de problemas de grandes dimensoes esta rotina produzird uma quantidade grande
de saida. No caso que nao seja necéssario ter esta informacao, uma rotina “dummy”

tem que ser provista.

A rotina newtar permite o uso de precondicionadores, o usuario pode
escolher um precondicionamento pela esquerda, direita ou simétrico. Considerando
esta lista de argumentos e as subrotinas do BLAS paralelizamos o algoritmo. Sele-
cionamos 7 segundo o estabelecido em (5.8). Logo determinamos um valor estimado

para a solugao de (5.1) e usamos a regra de Armijo para convergéncia global, a
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qual através de uma interpolacao polinomial permite escolher o A adequado para a

convergencia.

6.2.1 Paralelizagio de GMRES(m)

A solucao do sistema (5.3) no método Newton-GMRES ¢é obtida através
da rotina { PIMSRGMRES} presente no pacote Parallel Iterative Methods (PIM)
([da Cunha 95]), detalhado a seguir.

Uma versao paralela do GMRES(m) foi obtida pelo uso das versdes
paralelas das operagoes que formam o algoritmo GMRES(m) dado no capitulo 3.

Para isto seguimos os delineamentos dados em [da Cunha 94].

Examinando o algoritmo de GMRES(m) no capitulo 3, subsecao (4.1.3)
notamos que este contém operagoes basicas como acumulagao de vetores (subtragao
e soma de vetores), produtos escalar de vetores, soma de vetores, produtos inter-
nos, vetores 2-normas, produtos matriz-vetor e um resolvedor triangular. As im-
plementagoes destas operagdes proporcionam diferentes, mas aceitaveis, niveis de
eficiéncia dependendo da dimensao do problema e o nimero de processadores. Note
que, resolvedores triangulares sao conhecidos por oferecer menor eficiéncia que ou-
tras operacoes de algebra linear [da Cunha 92]. Optou-se, entdo, por fazer com
que cada processador tenha sua propria copia de R, y™ e g para resolver o sis-
tema triangular Ry™ = g localmente. As atualiza¢des de © podem ser consideradas
como uma sequeéncia de somas e produtos escalares, reescrevendo zx4+y = x5 + Vyn,
quando T4 = zx +y'V;,j = 1,2,..,m . Estas operagoes podem ser executadas

independentemente em cada processador.

O processo de ortonormalizagiao de Arnoldi faz substancial uso de operagoes
produto vetor-vetor com uma baixa granularidade, requerendo (m*+m)/2 produtos
internos e m vetores 2-normas. Existe um numero de operagdes que é executado

localmente, sem alguma comunicacao.
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6.3 Broyden Paralelo

Para o método de Broyden implementamos um algoritmo paralelo de-
nominado broyden cuja lista de argumentos é como segue.
SUBROUTINE BROYDEN(U,FEVAL,IPAR,SPAR,WRK,PSSUM,PSSUM,PSNRM)

onde os parametros sao como segue

Parametro Deserigio

U Um vetor de comprimento IPAR(4)
Na entrada, contém o valor estimado inicial

Na saida, contém o ultimo valor estimado calculado

WRK Um vetor de trabalho usado internamente, com comprimento
igual a 9*IPAR(4) + (4+BASE)*IPAR(4)
IPAR Um vetor inteiro contendo parametros de entrada-saida
SPAR Um vetor real com precisao simples contendo parametros de entrada-saida
FEVAL Subrotina externa para calcular o valor da fun¢ao em um ponto

PSSUM [Fungao externa (redugao) soma global

PSNRM Funcao externa para calcular o vetor norma

Ver o manual de referéncia para a descricdo dos parametros e a sinopse das rotinas

externas.

Considerando esta lista de argumentos e as subrotinas do BLAS, para-
lelizamos o algoritmo de Broyden (5.4.1). Nesta implementagao usamos uma apro-
ximacao reinicializada do algoritmo, adicionando aos argumentos de entrada (como
no algoritmo Newton-GMRES) um inteiro nmaz sobre o nimero de iteragoes de
Broyden antes de reinicializar e um limite mazit sobre o numero de iteragées nao
lineares. Notemos também que By = [ (matriz identidade) estd implicito no algo-

ritmo.
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o
=1

Se n < nmaz, nossa implementacao calcula z,, € s,4. € requer O(nN)
operagoes de ponto-flutuante e armazenagem de n+3 vetores (os passos {s;}7_g. z., z, F(x)
onde z e F(z) podem ocupar a mesma area de armazengem). Se n = nmaz, a
iteracdo se reinicializara com Zpper, Nao calcula spmaz41 €, por conseguinte, neces-

sita armazenar nmar +2 vetores.

No passo 2.(e)ii (pag. 43) temos uma operacao algébrica a qual é muito
importante para nossa implementacao paralela: s_?-ﬂs}"z. Iista operagao é imple-
mentada assim. O produto S?Z ¢ armazenado em um vetor, o qual é multiplicado
com o vetor s;4; produzido no passo 2.(e)iii da iteragao anterior. Estes resultados

sao atualizadas em cada iteragao.

6.4 Critério de Parada

A selecao do critério de parada tem um efeito substancial sobre o tempo
de execugao. Evidentemente, existe um “trade-off” entre o tempo esgotado sobre

cada iteracdo e o nimero de iteragdes requeridas para a convergéncia.

0O método GMRES(m) usa seu proprio critério de parada o qual é equi-
valente a 2-norma do residuo. Em todos os cddigos e algoritmos desenvolvidos em
nossa implementacao paralela, os critérios de terminagao sao:

e nimero inteiro mazil (mdximo nimero de iteragdes permitidos); ou
o se || F(z)|]| £ 7||F(zo|]| + 72, onde 7. é a tolerancia do erro relativo e

7, ¢ a tolerancia do erro absoluto, sao satisfeitos.

Todos estes parametros sao ingressados no algoritmo.
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6.5 Resultados numéricos

Para ilustrar e comparar os algoritmos mencionados neste trabalho con-

sideramos os “objetos testes” descritos no capitulo dos preliminares.

6.5.1 Equacao da Convecgao - Difusao

A equacao (3.10). é discretizada usando uma malha de | x [ pontos
internos. O sistema de equacoes que governam (3.10) é derivado da discretizacao
da equagao por diferencas-finitas de cinco pontos. Considerando as matrizes A e B

obtida em (3.10). a fungao que governa toda a equagao é

Fu= Au+ C(Bu)u— f

Esta fun¢io ¢ nao linear e é descrita por um sistema de equagoes
também nao linear. Para transformar o sistema em um sistema linear calculamos o
Jacobiano desta fungao e. assim. obtemos um sistema de equagoes linear pentadia-
gonal. cuja matriz de coeficientes .J é particionada e armazenada segundo indicado

nos aspectos gerais da implementagao paralela.

Sequencialmente se verifica que na aproximacao da solugao desta equagao
nao se tem convérgencia para C' # 0 [Kelley 95], sendo crucial o precondicionamento
para obter boa perfomance. Neste caso, quando se faz uso do “rapido resolver de
Poisson” (fast Poisson solver) como precondicionador se obtém convérgencia para

(" = 20. Considerando tudo isto. fazemos so o analise por iteragao.

As tabelas (6.1). (6.2) e as figuras (6.1), (6.2) correspondentes mos-
tram o tempo em segundos por iteracao do algoritmo Newton-GMRES e Broyden

respectivamente, o nimero de processadores usados e a dimensao do problema.
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Tabela 6.1

Resultados do algoritmo Newton-GMRES: Iter.(GMRES) = 10. (' = 0.1,

Base = 10
Tempo(s)
Malha n p= p=2 p=3
10 x 20 200 0.53000  2.93000  2.98500
20 x 40 800 2.05000  3.68400  3.71500
40 x 80 3200 7.58000  6.57100  5.67880
80 x 160 12800 30.78300 18.18300 14.56840
160 x 320 51200 | 135.24800 65.94500 48.80840

Tabela 6.2 Resultados do algoritmo Broyden:

C = 0.1, Base = 10

Tempo(s)
Malha n p=1 p=72 p=3
10 x 20 200 0.18600 0.221000 0.232500
20 x 40 300 0.25200  0.26300  0.24000
40 x 80 3200 | 0.2730290  0.27760  0.24630
30 x 160 12800 0.67830  0.52990  0.49040
160 x 320 51200 1.45800  1.02080  0.93940

Estes resultados mostram para o algoritmo Newton-GMRES, que a
partir de um sistema de equagdes com dimensao 40 x 80 é menor o tempo por
iteracao quando sao usados mais de um processador. Entretanto para o algoritmo
Broyden. ¢ menor o tempo por iteragao para um sistema de equagoes com dimensao

20 % 40 quando é usado 3 processadores.

6.5.1.1 “Speed-up” como uma fungao de paralelismo e nimero de processadores

As figuras (6.3). (6.4) e a tabela (6.3) mostram a aceleragao do algoritmo

Newton-GMRES paralelo em relagao ao algoritmo Newton-GMRES sequencial.



6 IMPLEMENTA('AO PARALELA 60

Tabela 6.3 “Speed-up™: Newton-GMRES

Malha nl p=2 p=3

10 x 20 2000 | 0.18090 | 0.
20 x 40 800 | 0.55650 | 0.5:

40 x 80 3200 | 1.15360 | 1.33480
80 x 160 | 12800 | 1.69300 | 2.11300
| 160 x 320 | 51200 | 2.05090 | 2.77100

A tabela (6.4) e as figuras (6.5).(6.6) mostram a aceleracao do algoritmo

Brovden-paralelo em relacao ao algoritmo Brovden-sequencial.

Tabela 6.4 “Speed-up”: Broyden

Malha n| p=2| p=3
10 x 20 200 | 0.84160 | 0.80000
20 x 40 800 | 0.95820 | 1.05000

40 x 80 3200 [ 1.09123 | 1.23000
80 x 160 | 12800 | 1.21801 | 1.38310
160 x 320 | 51200 | 1.42830 | 1.5520

6.5.2 Egquagao H de Chandrasekhar

A equagao (3.8). ¢ discretizada sob uma malha de n-pontos. A iteracao

inicial ¢ a funcao identicamente um.

As tabelas (6.5), (6.6) e as figuras (6.7), (6.8) mostram o tempo em
segundos por iteracao do algoritmo Newton-GMRES e Brovden respectivamente, o

nimero de processadores nsados e a dimensao do problema.
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Tabela 6.5 Resultados do algoritmo Newton-GMRES: lter.(GMRES) = 10, (1 =
0.9. Base = 10.

‘ Tempo(s)

I

n p=1 p=2 p=+
100 | 1.62666  2.10300  2.89500
500 | 14.67400 14.80830 1

1000 | 20.45270 18.57100 17.28300
2000 | 34.51600 30.71830 27

Tabela 6.6 Resultados do algoritmo Broyden: (1 = 0.9, Base = 10.

Tempo(s)

n p=1 p=2 =
100 | 0.02200 0.09300 0.21815
500 | 0.31055 0.58400 0.58715

1000 | 1.24500 1.23510 1.13060
2000 | 4.81611  4.18300  3.90930

A tabela (6.5) e a figura (6.7) mostram para o algoritmo Newton-
GMRES. que a partir de n = 500 ¢ menor o tempo por iteragao quando é usado tres
processadores. Entretanto para o algoritmo Broyden, a tabela (6.6) e a figura (6.8)
monstram que para um sistema de n = 1000 é menor o tempo por iteragao quando

¢ usado mais de um processador.
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6.5.2.1  “Speed-up” como nma fungao de paralelismo e numero de processadores
A tabela (6.7) e as figuras (6.9). (6.10) mostram a aceleracao do algo-
ritmo Newton-GMRES paralelo em relagao ao algoritmo Newton-GMRES sequen-

cial,

Tabela 6.7 “Speed-up™: Newton-GMRES

n p=2 p=3
100 | 0.77350 | 0.56190
500 | 0.99090 | 0.96990
1000 | 1.10130 | 1.18340
2000 | 1.12360 | 1.23830

A tabela (6.8) e as figuras (6.11), (6.12) seguintes mostram a aceleracao

do algoritmo Brovden-paralelo em relagao ao algoritmo Broyden-sequencial.

Tabela 6.8 “Speed-up™: Brovden

1 =2 p=3
100 | 0.2366 | 0.10080
500 | 0.5318 | 0.5289
1000 | 1.3008 | 1.10120
2000 | 1.1514 | 1.23197
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6.6 Analise de complexidade da implementacao
paralela

Segundo os resultados obtidos em nossa implementagao, uma solugao
eficiente depende dos valores que tenham n.,p e ¢ (dimensao da malha. nimero
de processadores e base respectivamente). Para descrever esta situacao temos de-
senvolvido analiticamente o tempo necessario Ty, para executar as operacoes de

ponto-flutnante. e a comnnicacao em cada algoritmo paralelo implementado.

Devido ao particionamento de dados. o niimero de operagoes difere entre
os processadores. e depende das posicoes relativas na malha dos processadores. A
expressao para 1y, na implementacao paralela ¢ obtida para o processador com o
maior numero de operagoes. e determinado por Ty, = O, O., onde iy &
O. indicam o niumero de operagoes de ponto flutuante e o tempo por cada operagao
flutnante respectivamente. O nmimero de operacoes para cada um dos algoritmos
implementados é:

Algoritmo Newton-GMRES:

Ouep = (1 +3K)Op(n.p)+ (1 +7K)(n/p) + K [ Ogmpes(n,p. K1) +

O;:frrab[”- p)+ Cj_rwiri{n- P) % O_iur‘(“'ﬁp) ]

onde

Ocmres = 3(n/p) + Opy(n,p) + K1 [ ¢(Opo(n, p) + (”/?))]

2 - T
(¢ + ) /p+2) + ¢ logap Oc(1) + (=) +

((_’ — l)?l/}? + Omy(”1 P) ]
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Algoritmo Broyden:

2n + 1 (i |
n -+ )+K[(rn+ jid-
P 7]

(¢* 4+ e)n/p+logp Oc(2) | + [K/cln/p

Orw_r- = ([\ + !\-/f' + 1 }OF‘( N.,p} -+ (

Aqui. Oc(w) = o+ d w é o tempo de comunicacao entre dois processa-
dores, onde o indica a laténcia( em UT) e 4 é o tempo de comunicagao por palavra
[da Cunha 94]. Estes parametros sio dependentes do software de comunicacao e da
maquina. Para o caso do Fortran 77/PVM. o = 2.70 x 107%s,8 = 8.66 x 107%. e

O. = 1.7 x 1079 (valores tipicos de rede Ethernet e estagoes SUN).

As figuras (6.16). (6.13), (6.14), (6.15) mostram os graficos do “speed-
up” para diferentes valores de n, ¢ e p usando as equacgoes correspondentes para
os modelos das implementacoes. Pode ser visto que quando o tamanho do pro-
blema aumenta é possivel resolver o sistema eficientemente para um incremento de
processadores com um valor maior de ¢ (note que ¢ é sempre escolhido para ser con-
sideravelmente menor que n). Isto pode permitir uma redugao no tempo total de
execugao devido ao mumero menor de iteragoes requerido para convergencia quando

se usa dimensoes maiores na base.
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Fig. 6.1 Eq.da Convecg@o-Difus@o : iter.(GMRES)=10, C=0.1, Base
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FIG. 6.3 “"SPEED-UP" (1) : Eq. da Convecgao - Difusao
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FIG. 6.4 "SPEED-UP" (2) : Eq. da Convec¢ao - Difusao
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FIG.6.6 "SPEED-UP"(1): Eq.da Convecgao-Difusdo
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Fig. 6.8 Eq. Chandrasekhar : ter(GMRES) =10, C1=0.9,
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Fig. 6.9 "SPEED-UP"(1): Eq.de Chandrasekhar Newton-
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Fig.6.10 "SPEED-UP"(2):
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Fig. 6.12 "SPEED-UP"(2): Eq. de Chandrasekhar
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Fig. 6.13 Analise de Complexidade: Newton-GMRES
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Fig. 6.14 Analise de complexidade: Newton-GMRES
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Fig. 6.15 Analise de complexidade : BROYDEN
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FIG. 6.16 Implementagao Fortran 77/PVM
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7 CONCLUSAO E FUTUROS
DESENVOLVIMENTOS

Nesta disertacao estudamos a solugao de equagdes nao-lineares usando
dois algoritmos iterativos do tipo quasi-Newton - Newton-GMRES e Broyden - em

PVM.

1
Temos centrado nossos esforcos em obter solugoes mais rapidamente de
ditas equacoes. Isto foi realizado através da paralelizacao destes algoritmos paralelos
iterativos do tipo quasi-Newton para tirar vantagem das capacidades oferecidas pelo

PVM e da particular estrutura que a fungao e seu Jacobiano podem apresentar.

As implementacoes mostraram ser escaldveis com respeito ao mimero
de processadores, especialmente para problemas grandes. A principal implicacao
de tudo isto ¢ que, para os algoritmos apresentados aqui, é possivel usar redes de

estacoes de trabalho ainda com altas laténcias de comunicacao em “hardware”.

Ambos os métodos estudados trabalham com a nocao de “base™. i.e..
constroi-se uma aproximacao para a solugao envolvendo um minimo de vetores (
se comparado & dimensao do problema). Se a base é grande. a convergéncia é
acelerada. exigindo no entanto. mais drea de armazenagem. O custo relativo nas
avaliacoes de funcgoes para o método de Broyden é um para cada iteragao nao linear
e para o Newton-GMRES. um para cada iteracao externa e um para cada iteragao
interna. Em consequéncia, se a avaliagio de funcao é muito custosa. o custo de
uma solugao pelo método de Broyden poderd ser muito menor do que o do método
Newton-GMRES. Porém, se a memdria disponivel é em grande quantidade, e o
namero de iteracoes é grande. o método de Broyden poderd estar em desvantagem,
pois precisara ser reinicializado muitas vezes. Nossa recomendacao geral ¢ tentar

ambos.
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I

Esperamos expandir este trabalho tanto em sua generalidade como na
escolha de outros algoritmos alternativos para outros casos. Quanto a generalidade
do codigo desenvolvido podemos fazer com que a rotina PIMSRGMRES seja considerada
um argumento mais. o qual permitira usar outras rotinas para resolver o sistema
(5.3). especialmente em casos especificos - por exemplo. se a funcao for quadratica.
entao a rotina PIMSCG (que implementa o método dos Gradientes-Conjugados) sera
mais indicada. Além disso. nossa metodologia de implementacao permite a utilizacao
de pré-condicionadores como argumentos. o qual pode permitir a mais rapida con-

vergencia dos métodos.

Finalmente. ainda que os métodos iterativos tenham tido grande pro-
gresso nos ultimos anos. estes ainda estao em sua infancia, pois ainda nao existe
um método capaz de resolver eficientemente qualquer sistema linear. Métodos que
convergem eficientemente para um sistema, podem falhar miseravelmente em ou-
tro. Os resultados apresentados neste trabalho demonstram que o mesmo ¢é verdade
no ambito dos problemas nao lineares e, portanto. gostariamos de enfatizar que
os métodos aqui estudados poderao vir a apresentar comportamentos diferentes ao

serem utilizados na solucao de outros problemas.
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Neste capitulo proporcionaremos detalhes de cada subrotina individual
de nossa implementagao. Cada entrada descreve o proposito. o nome e a lista de
parametros. requerimentos de armazenagem, dependéncias de fungoes e restrigoes da
propria rotina. Vetores e escalares sao denotados com letras mimisculas ¢ matrizes

por letras maiusculas.

A.1 Descrigao de parametros

Os parametros usados em uma rotina dos métodos iterativos sao

IPAR (entrada)

Elemento Descricao

1 Numero de colunas da Matriz A

2 Numero de linhas da Matriz A

3 Tamanho do bloco de particionamento

4 Numero de elementos armazenados localmente

un

Parametro de reinicializagao (BASE)

6 Niumero de processadores

[dentificador do processo

Pré-condicionamento

oL

(): Pré-condicionamento nenhum

l: Pré-condicionamento pela esquerda

2: Pré-condicionamento pela direita

3: Pré-condicionamento simétrico

UFRGS
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IPAR (entrada)

9 Critério de parada

10 N'umero maximo de iteragoes permitido

11 Numero de iteracoes

12 Bstado de saida

13 Se IPAR(12) é -2 on -3. dd o mimero do passo

no algoritmo onde um “break-down”™ tem ocorrido

SPAR (entrada)

Elemento Descricao

1 (‘onstante de Lipschitz ()

2 Valor maximo da constante (7))
3 Tolerancia relativa (7,.)

4 Tolerancia absoluta (7,)

A.2 Rotinas Externas

Propésito: Para calcular o produto matriz-vetor. o valor do segundo
membro do sistema de equagoes. soma global de um vetor, o valor da funcio a matriz
dos coeficientes dos termos convectivos e difusivos. a matriz Jacobiana e monitorar
o progresso das iteracoes.

Nota: A matriz dos coeficientes A. B e J; a constante C da equacao diferencial e o
segundo membro do sistema podem ser disponiveis para FEVAL, MATVE(' usando

blocos COMMON.
Sinopse:

Produto matriz-vetor v=Au
SUBROTINA MATVEC(U,V,IPAR)
precisao U(*), V(™)

INTEGER IPAR(™)
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Parametro Tipo

U ENTRADA
% SAIDA
IPAR ENTRADA

Valor da fun¢ao v=f(u)
SUBROTINA FEVAL(U,V,IPAR)
precisao U(™ ). V(™)

INTEGER IPAR(™)

Parametro Tipo
& ENTRADA
V SAIDA
IPAR ENTRADA

Sequndo membro do sistema: F

SUBROTINA F2MEM(INICIO,M,N,H1,H2,C,F)
precisao F(™)

INTEGER M.N.INICIO

REAL C.H1,H2

Parametro Tipo
M.NLINICIO ENTRADA
(C.H1.H2 ENTRADA
F SAIDA

Matriz Jacobiana L
SUBROTINA JACPA(U ,IPAR)
precisao (%)

INTEGER TPAR(*) _—
SISTEMAS DE BIBLIOTECAS
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Parametro Tipo
U ENTRADA
IPAR ENTRADA

Soma Paralela
SUBROTINA PSSUM(ISIZE,X)
precisao X(*)

INTEGER ISIZE(™)

Parametro Tipo
ISIZE ENTRADA
X ENTRADA/SAIDA

Vetor Norma paralelo
SUBROTINA PNRM(LOCLEN,U)
precisao U(™)

INTEGER LOCLEN(™)

Parametro Tipo
LOCLEN ENTRADA
U ENTRADA

Rotina de monitoramento

SUBROTINA PROGRESS(LOCLEN, ITNO,NORM,

X,RES, TRUERES)

precisio NORM,X(*).RES(*).TRUERES(*)

INTEGER LOCLEN.ITNO

86
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Parametro Tipo
LOCLEN ENTRADA
ITNO ENTRADA
NORM ENTRADA
X ENTRADA
RES ENTRADA

TRUERES ENTRADA

Notas:

I. Substituir precisio por REAL. DOUBLE PRECISION, COMPLEX. DOUBLE
COMPLEX.

2. Na rotina de monitoramento PROGRESS. o arrango TRUERES contém o valor

do residuo verdadeiro r, = b — Axy se e somente se IPAR(9) é 1., 2 ou 3.

A.3 Newtar

Propdésito: Resolver o sistema AX = b usando o método Newton-
GMRES

Sinopse:
NEWTAR(UWRK.IPAR.SPAR.MATVEC,FEVAL,JACPA.PRECON, PRE-

C'ON.PSSUM.PSNRM2.PROGRESS)

Requerimento de armazenagem:

Parametro No. Palavras

§ [PAR(4)

WRK 9*IPAR(4) +(4 + IPAR(5))*IPAR(4))
IPAR 13

SPAR 6
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Dependéncia de fungoes :

BLAS: SAXPY. SCOPY, SINIT, SSCAL
LIBPIM: PIMSRGMRES

LIBNPIM: GOLDEN. PARAB3P

A.4 BROYDEN

Proposito: Resolver o sistema AN = b usando o método de Broyden

para aproximar o Jacobiano

Sinopse:

BROYDEN(U.FEVAL.IPAR.SPAR.WRK,PSSUM.PSNRM2)

Requerimento de armazenagem:

Parametro No. Palavras

U IPAR(4)

WRK 3*IPAR(4) + NMAX*IPAR(4)
[IPAR 13

SPAR 6

Dependéncia de fungoes:
BLAS: SAXPY. SCOPY. SSCAL. SDOT
LAPACK: SLAMCH
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