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R E S U M O 

Um tratamento operacional , para as equações difere~ 

ciais lineares de ordem superior com coef icientes mat riciais, 

é dado em termo s da so lução dinâmica. Tal solução é a ssoc iada 

à função de transferência da eq uação e possui propriedades in­

trínsecas. Os resultados s ão estend idos ao caso de equações em 

diferenças. Para equações de s egunda ordem , em particular, é 

co ns iderado o problema do tles clcoplarnento e apro ximação do s coe 

ficientes . 



/'IBSTRACT 

An operational treatment of higher -order linear 

differential equations with matrix coefficients is given in 

terms of the dynamical soluti on . This latter is associated 

wit h the tra nsfer fun ction enjoys i ntrinsic properties 

The results ar e extended to the case of dif fe rence equations . 

For second-order equations, in particular, it is considered 

the decoupli ng probl e rn anu th e approxilllation of the 

coeffic.ients . 
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CIW i rULO I 

O Mét odo Operacional e m Equações Lineares 

Escalares d e Ordem Superior 

1 . ·1 - I ntro du ção 

Consi de rem os urn s i s tema, ou dispositivo fís i co, 

regid o pela equação diferencial linear 

U (n)(t) + a
1
u(n- 1 )(t) + .. . +a u'(t) +a u( t)- f(t) 

n-1 n - ( 1 ) 

onde os coe fi e i r rt I f' ~~ (} . ' .i .J 
1, ?, ... ,11 , silo CO tl S I' il lli l'~> l~SC8 

lares . A função f( t) é r:ont ínu«1 por partes para t > o . 

lJsunlmente , n U t e ratur a tecnoJógicn rrfr.r P-

s e : à f u n ç ã o f ( t ) c o rn o <'. " t ' I (( do ( i n p u t ) e à u ( t ) c o m o s a ( 

da (output) do sisLema ; às funções . ( n - 1 ) u(t),u (t) , ... , u (t) 

de no m i na n do - a s c orno \ · tl 'L i ll v (' i ~ d (' e'-\ .ta do ( s t a t e v a r i a b 1 e s ) 

aos valores da s vari8veis de es tado 110 tempo t
0 

, co mo o (ló -

t a do do ~~ í.. 6 .te 111 a r w te rn p o r. 
0 

Sabe-se que se f(t) for contínua, a saída 

u(t) pode ser dete rminada de maneira única , conhecendo o es -

tado inic ial do sjs t e rn a ; di ga mos que e m t =O estes valor es 

são 

(o) ' . (0) (n-1) = LJ(n- 1) (0) uo = u ' uo = u ' ... ' uo ( 2 ) 
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Ressalvamos que, se a entrada possuir um sal-

to no instante t = I , então e ntender-se-á como solução de 

(1),(2) a função obtida por um processo que descreveremos a 

seguir. Dete rm i11 a - se éJ saída de ( 1),(2) até o tempo t = I e 

prossegue - se para t > I , es t a belecendo a saída de ( 1) com o 

- (n-1) -) · estado inicial u( I ) , .. . , u ( I . E claro que e s ta solu 

ção t erá sua n-é s ima der .ivada de scontínua em t = T Proce -

de - s e de modo similar, no caso em que a entrada possua mais 

saltos. 

No que seg ue , no s propomos determinar duas fór 

mulas para a saida u(t) . Inicialmente em termos de uma so -

luç ão particular e , apú s , c umu uma inlegral de CO I1torno . JJa-

ra tanto, utiliz a r e mo s u c<Ücu lu OJJeracional da I ran s form a da 

de Laplace . 

1.2- O concei to de Solução Dinâmica 

-Da s equações (1) e ( 2), decorre a equnçao op! 

·'I (t c i o 11 (t .f ' [ 1 5 ] ' 

onde 

ó(s) 

f'l( s)U( s) -= Q(s) + F(s) 

+ a n 

( 3) 

( 4 ) 

é o polinômio caraclerísl i c o da equação homogênea associada 

a ( 1); Q(s) é o polinômio de grau () Q < n- dado por 

Q(s) n-1 n-2 = a
0

s +a 1s + ..• +Ctn_ 2 s+an_ 1 
( 5 ) 



corn co e fici ente s 

(~ . = 
J 

.i ,. 
' .. I k) 

a. u' (U) 
J-k 

( 6 ) 

Aqui U(s) e F(s) denotam as Transformad as de Laplace da 

saída e da entrada r es pectivamente . De fato, s upomos que f(t) 

possui transformada. I al restrição se rá e liminada a pós ot.Jter 

mos a primeira fór mula para a sa íd a . 

Segue de ( 3) qu e 

U(s) = ü( s)Q(s) + D(s)F(s) ( 3) I 

onde 

l)( s) I 
i\ c;;) (7) 

de sc rito 

por (1). Observemos que U(s) é a transformada da saída do 

sistema corn entrada ze ro (f = O) e com estad o inicial de mo-

do que Q(s) = 1 . Mai s pr ec isamente, D(s) é a transfo rmada 

da solução do r;r ob lema inicial homogêneo 

u(n )( t) + a .
1
u (n-l )(t) + .. . ~a u(t) =O 

n . ( 8 ) 
(n - 1) , (n -2 ) 

u (t) = 1 , u(O) = u (O)= ... = u (0)=0 

A solução do proolerna (8) será denominada a 

~oCuçã a cli11âm.i c(1 do sjstema e denotada por O(t) . Em parti-

cular, para a equaçuu de s eyu11d a urdc111 

u" + bu' + au = O 
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que de screve u mo v i 111 t:> n Lu cl e u 111 é:l 111 assa , suje i ta a f orças 1 i-

near e s elásti cas e de atrito , obtemo s que a solução dinâmic a 

corre spond e ao desloca1nenlo da ma s sa de sd e urna posição de e-

quilíbri o (D(Cl) - O) c: c urn e mpu xo uniL;;írio (D I (O) - 1) . 

Decorre de (3) I qu e a saída u( t) é dada por 

u(t ) =1- 1 CD(s)Q(s))+ Jt D(t- -r) f (r)d-r 
o 

( 8) I 

onde o segundo ter mo f 0i ob tido por convolução . Para obter a 

transformada inversa t.le O(s)Q(s) , usaremos o procedimento ilus t ra-

do a segui r. Leva11do em consideração as condições inicia i s 

d a s o 1 u ç ã o d i n 5 m i c ;1 r' <l s p r o p r i e rJ a d e s d a t r a n s f o r rn a d a para 

derivadas, s eg ue qu e 

qu e impli c a n -1 

J - 1 
C D( s) lH s) ) .. l: 

j :-: 0 

j U, I, ... , 11 - I 

!'t . r - 1 ( s n- j - 1 L)( s ) ) = 
J 

n-1 

L 
j =U 

a.o<n-j - 1 )(t) 
J 

Oeste modo, em termo s da so l ução dinâmica, r e 

sul ta 
n-1 

u(t) = L a .o<n-j- 1 )Ct) + rt D(t- -r)f( T) dT 
j =o J Jo 

( 9) 

onde os coeficientes a . 
. I 

s ão dados por (6). A fó r mula , a s sim 

ootida, nos diz que a s aída u(t) do sistema depende exc lu -

do e..õ:tado da óo.(.uçào dil'lâlll .i.ca IHJ le.mpo t . 
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Além disso , a dependência , e m relaç§o à entrada e ao 

inicial (s ub tend ida rws coericlentes 

Observemos que a sa íd a 

u(t) =- lt D(t - ·t)f(1)d1 
o 

corresponde ao e stado inicial 

a .) , é linear. 
J 

, (n - 1) 
u(O) = u (O) = . . . = u (O) = O 

estado 

( 1 o) 

No s r eferi r emos a ( 10) como a lte.~.>po -6 ta U .vlte do sistema ( 1) . 

A verificaç~o da solução (9) pode ser feita por 

s i mples subst ituição na equaç~o ( 1) do s is t em a , conferindo os 

va lo r es iniciai s . É iruportanl e re s saltar qu e a fór mula é vá -

lida para ent radas co r1 tlr1Ua s uu co m saltos , não necess ar i a rn en 

te de ordem exponenci al . ( 1 ) 

1 . 3 - A Determinação da Solução Dinâmica pe lo Método de - - -
Ti tchmarsll 

/~gora no sso propós .ito é obt er a saída como um a 

integral de contorno . Para tanto , faremos uso do métod o devi-

do a Tit chmarsh [6J C]U e utiliza a fó r mu l a i nt e gr a l de .inv e r -

são dada por 

onde y é uma constante maior qu e a parte r eal de todas a s 

s i ngula r idade de C(À) 

(1) Dizemos que (x) é de orde m expo nencial a ( con s tante) 

s e I cf> (x) I < Keax , para O< x < 'O , c om K > O consta nt e . 
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Esta fórmula é válida sobre certas hipóteses, e , decorre do 

I e o r em a de F ou r i e r -!viL• l 1 i n . E 11 t r e t a n t o , nó s s e g u i r e 111 os u 111 c a 111 i 

nho indireto. E" s tab e l.eceremo s que tal integr a l d e J inh a in fi-

n i ta é b e 111 de f i 11 i d n P , ;1 1 (' m d i s s o , pod e se r redu z :i da 8 um ;1 .i 11 

te Q r a 1 de c o n Lu r 110 , ' · 11111 u ; 111 x í I i u d u I c ma d t • • I u r d; 111 • 1\11 t'1 • . , p r~ 

ceder emos a verificar qu e com uma integra l de contorno de fa -

to obtemos a solução do probl~m a (1), (2) . 

Lema de Jordan 

Sejam O < y < R
0 

e c ,k > O constantes . u~no -

~ 

temos,para cada R >R por o rR = BCA, o arco do cí rculo de 

rai o R e c en tro O det erminado por 8 = y + iô , A= y - i6 e 

C= - R , onde t~ = +v' H' - y' ( ve j a figura) . 

l <r( x)j .:_ cR-k 
• (I 

Se para cada À = Re 1
· com 

- TT < Ü < 11 e R > R o e ntão, para t > o 
' 

temo s 

lim ~ · 
À t o e <p(>. )dÀ = 

R '~oo 
R 

) 

'I 

Demo nst r e mos est e le ma. 
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Dado s os <Jfcc s 81.:3 ' e B ' C , i:or..enrGs as inte -. 

g r a i s l 
8 8 

, c 1 
8 

, c d f.: e À L ~r ( À ) sob r e o s me s mo s . 

Co n side r emos a= are cos (y/R) , par a BB ' 

Entãc 

I k I j y t f 11 / 2 - k+ 1 y t r
8 8

, 1 _-::_ c R- ·· e d O= c R e are sen( y/R ) 
a. 

segue que 

As sim, 

l i m lll:lB ' I =o 
R-+oo 

Por outro l ado, par a B ' C, lembrando qu e 

se n o 
li 

IIs·cl < 

= 

•, 

< 

-- 2 
11 

H 
c R-lo l f 

11/ 2 

-k ·t· l fr /2 
c R 

o 

c R-1< + 1 i"/2 
o 

11CR -k 

2t 

Desta forma , 

.1 . .i 111 I I L1 ' c I :: [) 
R - HX> 

O .- n . 11 
'L 

eRt co s o d O 

e -Rt senO d e 

e 
- 2Rt8 /n 

dO 



Sob re os a r cos CA ' e A'A, as integrai s são calcu la 
dos de mo do s in1i l :1r. 

Con s ide remos (B)' e denot e mo s 

Do l e o r e m a da I n v f' r s fi ' 1 p ;1 r < 1 n I r <1 n s f o r ma da rJ e 1 <=~ fl l <1 r; e , ri e v P -

mos t e r, para y Cf..lll S L<mt l.! 111 8 lur qu e a par te r ecd de Lod as as 

si n g u 1 a r idades de D ( \ ) 1,1 ( \ ) , qu e 

u I ( l ) 
~· 11 j 

ry,. i ... 
- y- l "' 

r· À t I) ( ). ) IJ ( À ) d À 

~\ g o r él , s e n cl o tJ ( >. ) e A O ) p o 1 i n ô 111 i o s e 111 À C(l lll 

, t emos que a função me rom orfa 

<p ( À ) o ( À ) (J ( À ) 

s a t.i s r íl 7 ;) s [' ( 111" i 1,' i í I" ; " ( l I I' 111 ; I . I ) I .. ·; l I' lll ll " () ' r; I' I' {• li 111 ('I li 1 h I [' 

no que cont ém 11 0 Sl' tJ il liL• rj, , r l: u rl us o s ?cros de A(>.) , lr! r P­

mos, usan do a notação do enunc i ado do lema , 

À t e 1p(:\) d .\ -
À t e <p ( >. ) d À 

>. t e cp (À) d À 

bast and o para i s l (I lll111 rll' n . ) . no sufi. c.i entement c ÇJ1' 81ldes 

(d e mudo que I' r'• I JtHn uUipil; <J ' ' t\ÍJCI\ 11 0 c o mpleme nL ar du s ze-

ros de 60.)) Segue-se, pelo lema de Jo rdan,que 

f r e >. t Q(À) dÀ l i m 1 

f,\BcA 
e Àtq>(>,) dÀ = 

2ni ISTIT = 2111 
R~ -t m 

1 i 111 J~ B 
). [ I f y ' .i·" e'' l lJ(t\) 

? ii'l e <p(>.)d,\ . ·2 nl 1\TIY tL\ ' 
R-• """ y - 100 

o que mostra LJUL' P~l" i 11 Le~rul de linha é ur(la e xpressão be m de 
finid a . 
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Mos trare 111 os , a segui r , que a função 

. ~ r: , . ' 1 u < ,, > lJ < À h l À 
:; 11 i Jr 

satisfaz 6(d/dt)u 1 = O e as condições inic iais 

. . (n-1) (n-1) u 1(0) = u
0

, ui( O) = u0, ... ,u 1 (O) = u
0 

Temos que u 1(t) é de classe C
00 

com derivadas 

( 1 1 ) 

Portanto, devemos estabel ece r qu e 

para cada m = O, 1, ... , n- 1 . De fato, desenvolvendo em potências 
1 ascendentes de - , vemos que s 

Q(s) 
liTST = I· ••• + - ---n s + o [ s n\1] 

Ut ili zando o contorno r : .>. = R e io 
R , com R s ufici en temente 

grande , o resultado segue de 

2~ i fr À mo O.) Q ( >.) d>. ~, Àm Q(Ã) d.>.. = 2ni Mil 
n-1 R 

= L ~, u~j)À( m -j- 1 )d.>.. 
~ Pr o( 1 }d' 2ni 2ni Àn+ 1-rn 

j=O R R 

( m) 1 
Pr 

1 f r o ( 1 ) dl = uo 2nl I dÃ + 2ni Àn+1- m 
R .R 

(m) f r o[ 1 )dl = uo + 2ni Àn+1- m 
R 
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já qu e , o c;pqttnrlu rr'rlllll ?1- rl i rf'i t:-r t e r1 cle a ?.: e r o, flll ilndo 

R tende ao inf i nit o . 

Por outro lado , temos de (11) 

1\ ( d/ dI ) tt I ( L) 

pelo t eore ma de Cauchy, [ I J. 

Finalrnent e , es tabele c eremos que a funç ão u/ t) 

't 
de ( 10), dada por u

7
C t) - { O( L- 1) f( 1 )d·1 , satisfaz o problema 

·o 

. \~tl , til'll,{l) l {l) 
/ 

() -- U?( I l - 1) (0)=0 u
7 

O = ... 

c om f(t) sPCL' Í tJ t l;l llllt ' tllt ' t'tJill Ílltr<l. 

nua, t erno s : 

Para os va l o r e s de t em que f(t) é cont í-

u2(t ) = O(ü)f(t ) + lt O'(t - T )f( T )dT 
o 

j
., 

- U ' (L - 1)f( t)d ·t 
o 

Em parti c ular, u2(0) =O 

S j rn j I ~~ r 111 P n L e , 

u2 ( t ) = D'(O)f(t) + lt D" (t- t )f( T)dT 
o 
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- [t D" (t - T)f(-r)dT 
- ·tl 

Prosseguind o desta forrn a , obtemos 

com u;n- 1)(0) = 0 

E, como o<n - 1)(0)=1 , decorre 

J
t (n) 

f(t) + 0 (t- T)f(T )d T 
o 

Logo, 

t\(d/dl ) tJ/ L) Jt I ( L ) I 

o 
A(LI/dt)IJ< L- 1) r< 1 )u, 

- r< t ) 

o que demonstra a nossa afjrmação. 

Pe l o principio da s up erposição linear, obtemos 

que a saída de (1) : (/.)é a so ma das s oluçõe s u 1(t) e u2(t). 

Teorema 

Resumiremos a noss a discussão, no seguinte 

A solução do problema (1),(2) é dada por 

+ it 0 ( t -T) f ( T ) dT 
o 

onde O(A) é a função de transferência (7), Q(A) é o poli-

nômio (5) e r um contorno que encerra no seu interior os 
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po l o s de O(>.) . Al ém d isso, te rn os a seguin te r edução al gébrl:_ 

Cél 

n- I 

u ( t) o .. o<n - j-l)( t ) + J· t O(t- T) f (T) d -r 
J o 

on de D(t) =[ - 1( 0 ( >. )) é a so luçã o dinâmi c a (8) e os coef ic i-

entes a . dados por (6) . 
J 
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CAP"iTULO II 

Funções Matriciais 

2 .1 - Introduçã o 

Tendo em vista a discussão de sistemas de equ~ 

ções diferenciais, é conveniente considerar {Ju11çÕe.6 111cc tJr .é­

c ini~, isto é, funçõ es cujos val ores s§o matrizes e cuja va ­

riável independente pode s er escalar ou matr icial. 

O cálculo diferencial e integral para funçõe s 

reais pode ser e s t endido às Funções matriciais de va riável es 

cala r : com proce s sos limites car acterizados pelo auxilio de 

uma norma matd c i a l ou 1.: 111 Lc rmu s uus compone r1 Les. 1\ de s crição 

desta ex t ensão ser<í lllrti L:i. da neste t r a balho; pa r a tal indica­

mos [13 ) e [18]. Para propósitos pr á ticos, convém sali entar a 

especial atenção que deverá ser dada às propr iedades que en­

volvam comutat ividade ou inversão de matrizes. Os asp e ctos al 

gébricos , como a independência linear de funções, por exemplo, 

serão entendidos no sentido vetorial. 

O principal objeti vo deste capitulo é a de fini 

ção e o manuseio de funçõ es mat ri c iai s de variável r eal e ma­

tricial, obtidas a partir de funções escalare s analíticas.Mais 

precisamente, a conveni ê nc i a e m ope r ar com funções f(t , A) 

obtida s de uma função e s c a lar f(t,z) pela simples s ubstitu i 

ç ã o da v a r i á v e 1 z por um a ma t r i z quadrada A . Quando f ( t , z) 

for uma função analitica em cada uma das variáveis, poderemos 

utilizar, conforme conv i er, a expansão em séries de potências 
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ou a integral de co n to rno de Cauch y. 

senvolvimento da teor1a de Funçóe s matri ci ais t e10 sido fe it o , 

por vári os autüres , de man e ira independent e . Pa ra um estudo 

mais detalhado sugerimo s [1 3] ,[18] e [5]. 

2. 2 - Séries Ma trici a is 

Dizemos que urn a suce ssão (k = 

= 0,1, ... ) de matrizes de or dem m converge a uma matri z A 

de me sma ordem s e 

lim tl . . (k) · tl .. 

" · ' ... l .I l .I 
j,j = l, ... ,rn 

onde a . . ( k) e <-t. . dP.no r <1 111 t1s , ·urnpt lllPr 1les da s rn a tri ze s /\ I< e 
1 J I .J 

A respe c tivam ent e . Ne st e ca s o , escreveremos lim Ak =A e di­
k-Hx:> 

zemos qu e A é o valur lillli L e da sucessão 1\ . 
Tal co nce ito de convergência pode ser esta bele 

cido, de maneira equivalent e , em termos de uma norma matriciaL 

A norma de uma matri z quadrada f\ é um núrnero não-neg a tivo 

IIAII , que sati s fa z as seguint es co ndjçõ e s: 

( i ) li A 11 > O s e A i O ll üll = o 

( i i) li A + Bll ~ li A 11 t- 111311 

(i i i) li c A 11 = I c 111 A li 

( i v) 11 A Bll ~ li A li 11 Bll 

É relevant e a última proprieda de , por s ua uti -

lização em processos lirni te s . Citamos, corno exemplos, as segui~ 



te s nor mas mat r ic iais 

IIAII = c 

Aqui, 

máx 
i,j 

la .. j lJ 

111 

2] I /2 
la· -I lJ 

p -~ 1 

e 

é a norma de H61der do vetor x . Pa ra mai ores detalhes, veja 

[ 9 J e [ 1 1 J . 

A gr a nd eza da norma de uma matriz pode s er es -

timada em te r mo s do s elementos dA mat ri z co nsjd e racla, 0 11 sejr:~: 

Lema 1 

Para cada norma ma tr i c i a 1 111·\ll , existem cons -

tante s a e l~, a 111bn s não negativas e independente s da rna -

triz A t ais que 

o. rnáx 
i' j 

rn á x 
i' j 

( 1 ) 

A desigualdade decorr e do i s omorfismo existen -
2 

te en t re o espaço das matrizes quadr ada s de ordem m e em 

no qual todas as normas são eq uival entes . Es t e fato i mp lica o 

r esultado . 

At r avés deste l ema , ob temos a se guint e defini-

ção equivalente de convergência : 

lim 
k-+oo 

se , e so mente se, l irn 
k-~ 00 
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A conv ergênc ia de suces sões matriciai s pre se r -

v a a s r e y r a s u s u a j s tiL : ~. u 111 u tJ p r u J u L ' l 

l im (Ak+Bk)=f~+l::l 
k - HX> 

.l irn '\ek = AB , se 
k HX> 

l irn Bk = B 
k 00 

e a rel aç ão de se mel han ça entre matr iz es 

li m 
k -H 'O 

ordem m 

P A P- l = P.lim ~\ P -l 
k k k )n• 

Di remos que a série 

conv e rge para uma matriz 

00 

p não-s ingular 

00 

L de mat ri zes 
k: O 

A , quando 

ou, equivalent emen t e , a . . (k)=a .. , i, j= 1, 2 , ... ,rn. 
l J lJ 

de 

Em 

tal caso , a mat riz A é dita a s om a da série e e sc r e v e 1110 s 
00 

L Ak = A . Na prá tica util i zaremos freqüentemente o c r i tér io 
k=O 

de convergência ab so luta: 
00 

00 

L 
k=O 

Supa ii. IICl ttiO ~ que c1 6eJtÜ ! .. num én.-ic.a 

\..'e /( g e • E I/ t ã o • (( /~ r. I L( l! til (( (' Jt i (' .i. (l e -~ CO I'IVCU t9 e. H te.. . 
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De lato, alravés do Lema 1, temos qu e 
00 

a la .. (k)l < L IIHkll < = 
lJ k=O 

e , po rtanto , cada uma da s séries de componentes é convergente. 

Para cada matriz quadrada A tal que IIAII < 1 

é válido 
()() 

lim k P. = O ;: Ak = (I-A)- 1 
k-HX> 1< =0 

onde I denota a matriz identidade. 

e, para 

1\ 1Jrimejra r P. lé.lção segue de 

a segunda , observe mo s que 
n 

L: p,l< 
I<= O 

im plica S ( I - A) 
n 

= I - A n+ 1 

As sim, o resultado decorre da primeira re l açgo . 

( 2 ) 



Séries de Potência s - Os polinômios IJ ( t) = C
0 

+ C
1 

t + ... + Cm rm, 

co m c o C' ri c i L' Itlt· ~; ln.,l ri,·i ;ti ·; l'k , LtH ius dt! nll' :;méJ urth.!"'• ~;ju as 

funçõe s m atr i c i ~,i ~. ,,,. v:1 ri :í v•·l. ~~·.r ; ill;,, · n1 u .i ~. ~-.i. mpl cs tJc l'l ' e r · <.~r 

algeoricamente e Bltalitlca ment e . Corno extensão natural do s mes 

mos, consideramos as ~~~[ ~6 rl~ put~nc~a6 e6cnta~e6 

00 

F ( t ) 

com coefic i entes c k = L c . . < k) J 
l j 

de ordem m x 1n 

Se r de11uta o menor dos r a i os de convergênc i a 
, .. 

das s é ries escalares ;: 
k=O 

k c. ( k)t , então , do Le ma 1 , deco r­lJ 

00 

re que a série matriciaJ conv e r ge Abs olutament e pa-

ra !tl < r e div e rge s e l t.l > r . Porta n to, ade r i va ção ein 

t egraçã o,de maneira análoga à de polinômios , ser á f eita Ler-

mo a t e rmu . Mais precisamente , 
00 00 

dj 
F ( t) ~ ck 

djtk I j ! (~)Ckt k - j I tI < r ( 4 ) 
dtj 

= 
cl tj 

= 
k=O k: j 

para cada inteiro j ? 1 . Ern particul ar, t emo s 

( 5 ) 

onde F(j)(t ) de nota a j-ésirna derivada de F(t) . O método 

dos coefi c i entes indeterminados tern por base a pr opri edade do s 

zeros das funções a nalíticas : 
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00 

( t ) 
\' 

= / . Ckl k 
k - 0 

ll I t I · r , <' " r 11 ~' })(I 'I { I 

to cll' k 

É qu ase i me diat o JJOi s , da tü J.H)t ese , seg ue que 

F(j)(O) = O , para Lutlo i11Lelru j >O . A afirmação decorre de 

( 5) . 

A segu ir estabeleceremos um resultado s impl es , 

ma s extremamente ~til no desenvolv im en to de nosso trabalho. 

Lema 2 

14. su .lu t;tlu do prublem a de va l o r inicial 

U ' tl) - 1\Utl) 1\ 11 x n 

U(O) ~ 1 

é da d a pe l a função matri ci al 

ro 

u ( t) I /-\ktk eAt = - k!- -
k =o 

De fato , se 

00 

u ( t) ·- r Ck tk C
0 

= U(O) = I 
k :- o 

e n t ã o , s ub s t i t u i n r1 o n <J P q u rll~ 5o , de c o r r e d él Jl r o p r i e da de do s z e 

r os das fu nç ões anal ítica s 



/ () 

para tod o int e j ro k -.O . l'or indução, t enros que 

Como 

ll~~;k ll < 

00 

a funç~o U(t) é bem definida e o método dos coeficientes in 

determin ados é justificado . 

A série matriciaJ 
00 

= 

onde A é uma ma tr i z quadrada e (ak) uma s uces s§ o de escala 

f e S 1 é d e n 0 ffi i n a d a ~ r '! i (' tf (' jJ (I t ~ 1/ C Í (! •• \ 111 (( ( .'t i ('_ i (1 { ,6 A con 

V e l' U ê I I C j é.l cJr: s L r: l. i pu d r-: <; r~ r i r:•-:> p u d e se r· red u z irlD i"lO r:; t s o es 

calar como segu e : 

Sv R r o ~a i o de conve~gin ci a da .6~~ie e.óea-

li A 11 < R , .te nroh q tt e. a .6 é.td. e 

00 

C-Üt C. c o J·t v e " o e ct b ,j o .e tct ct me vr ,te . . 
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l· ~ t' ' dt ·,·n r r r' irrtt •!li;ll;ull! ' tlh·· do cri tP.ri.o de convergêr2 

c ia abs o lu ta, p c.i s 

Corno uma s érie escala r de potênc i as é infinita 

mente diferenciável no seu intervalo de convergência, temos 

também que as séries matri ciais cor respondentes às derivadas 
00 

j=0,1, . .. ( 7) 

convergem absolutamente, para IIAII < R . 

2 .3 - Funções Ma triciais Analíticas 

Se ja f(z) urna fu nção analíti ca de véHiéÍv e l 

co mplex a defini cla nurn do rn[r lio s implesmente conexo S1 , ao qual 

pertencem todo s os vi'llores pr(q1rios da rnatri7 quadrada A . Oe 

finimos a fun ção matricial f(A) como sendo a integ ral de li 

nha 

f(J\) = 2n i ~· - 1 ( z I - I\ ) f ( z ) d z 

- l_ l J L ( z 1 - I~) - 1 ] .. f ( z ) d zj 
- [2rr i )~. lJ 

( 8) 

onde [' é u rn c (JI) to r r 1 o r e c h a cJ o ( 2 ) e rn ~}. que e ncerra em seu 

interior todo s os valores pró~rios de A 

A integral (8) é bem def ini da, porque as cornpQ 

) - 1 nentes da matriz ( z i - A são dadas pelas funções 

----·- ·- - ---
(2) Na realidade , es tamos co r1si de rando r urn a curva de Jordan. 



rac iona is 

( . I ) i I . i ·I· .. ( I ) 
-I J U l ( Z I - 1\) i I "' - --jlflT ...... _=-- ( 9) 

onde P(z)=det( z J-/\) e cucla 'I' . . ( z ) é o me no r c o ru p l e rn e n -lJ 
ta rde (zl - A) . O valor de f(/\) indepe nde do conto r no cunsi 

rado ,desde que este seja uma curva homotópica a r em ~2- { autovalores de A}. 

~~ definição de rU\) , a través da fórmula in-

tegral de Cauchy, pode se r relacionada , como se espera da Teo 

ria de Funções ~lnn l ft .ica s Comp.l ex as , co m um a formul ação equi-

v a l e n t e e 111 t e r mo s d r· u 111 a c x p ;-u1 sã o e rn sé r i e de p o t ê n c i a s . L e rn-

bremos , por exemplo, que no Le ma 2 definimo s a matriz 1-\ e co 

mo uma sér ie de po t ência s e m A , 
co 

e A I Ak 
= ·kT = 2rr1 f k=O I' 

( ) - 1 z zl -A e dz 

onde r encerra em seu i11L e rior todos os valores próprios de 

A . Em geral, a possibilidade de e xpressar f(A) como uma sé 

rie de potências é conseqG ênc ia do segu i nte : 

Lema 3 

Se ( f k ( z)) é urna sucessão de funções a na 1 í­

ticas em n tais que fk( z ) -~ f( z) unifo r memente e rn Q , en-

tão f(A) = lim 
k-+co 

Na verdad e , a prova decorr e da i nt egrab ilida-

de termo a termo de seqGências uniformement e convergentes: 



l i m 
2 

n i ck [ ( z I - 1\ ) - l ] . . f k ( z ) d z = ~ <~ [ ( z I - A ) -
1 

] . . f ( z ) d z . 
k-+w ~- 1 J 11 1 J~. 1 J 

pansão em série de potências , que con-

verge no dis co aberto I z - z
0 

I < n . En tão, a seqüência f N(z) = 
N 
,- k 

= L ak(z- z
0

) converge a f(z) uniformemente, num disco 
k=o 

menor I z - z I · n ' · H . S P t o do s o s v a 1 o r e s p r ó p r i o s cl e 1\ e s 
() 

tão contidos no interior deste disco, então 

onde r , dig amos , é o contorno I z - z I = R " c o 111 R ' ·: R " < R . o 

Seg ue do Lema 3 so bre convergência uniforme que 
co 

f U\ ) = L a I< ( I\ - 1 l ) k = -
2 

1...,.. <~ ( z I - A ) -
1 

f ( z ) d z 
k=O o lll Jr· ( 1 o) 

Desta igualdade, decorre facilmente um crité-

rio de convergência em termos do 't((i u <'ópec(Jwf 

rU\) = máx{ I À I : À é valor prú1:1rio de A} 

para o qual s5o v~lidas as seyuintes propriedades: 

(i) r(A + B) < r(A) + r (B) 

( i i ) r ( a A ) = I ct I r ( I\ ) , a e s c a 1 a r 

(ii i) r( P- 1AP) = r(A) 

(iv) r(A) ~ II AII 

( 1 1 ) 



COILVe'tg l' , ~<! 

3ll 

Seja R o :wiu dC!. C'Oilvc>ttgé:Jic(a da ~~Jt .. iC!. e~cet -

Elttão , 

r(J.\-z l) < R. 
o 

k a (A- z I) 
k o 

Observemos que, da propriedade (iv) do r a iu es-

pectral , este critério de convergência é mai s fraco qu e o ob -

tido utilizando a norma matricia l . Contudo, para o primeiro, 

é necessário ter estimativas sobre os valores próprios. 

Poderíamos ter iniciado co m um a de fini ção de 

f(A) em série de potências, ao invé s de estabelecê-la como 

uma conseqÜê11cld, !Jurém L: Laml.Jém vaJllajoso clür ênrase ~ ~ órmu 

la Integral de Cauchy . 1\ f..Jl'lmeira , r equer qu e f ( z) seja an~ 

lítica nurn disco trch<H1o ;1u qual pP.rtencem t odos os valores 

próprios de A ; isto é, si nyularidades isoladas e pontos de 

ramificação não são permitidos no disco. A segunda, formulada 

através da integral , é claramente adaptável a esta nova situa 

ção: simplesmente esco lhemos o contorno r de modo que não 

intercepte ou encerre as singu laridades isoladas e necessá -

ri os cortes de ramifi caç ão . Certamente , r deverá cont e r no 

seu interi or todos os valores próprios de A e pe rten cer a 

um domínio Q simplesmente conexo, no qual f pode ser defi 

ni da como uma fun ção sem valores múltiplos . 

Exemplificando, a função f(z) = /Z possui um 

ponto de ramificação na origem. Fazen do um corte, de raio in-

finito y , na or i ge1n, temos uma função analítica. Cons i deran 

do as funçôes matriciais, ao definirmos IA , devemos atentar 
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para dois aspectos: A n~o deverá possuir nenhum valor próprio 

nulo e o raio y devurá ser escolhido de forma que n ~o in 

tercepte nenhum autovalor de A , l13]. 

1\ l'únnu l o i r1L e yral de Cauchy 

f ( ~\ ) = 2 rr j ~· - 1 (zl- J\) f(z)dz 

é uma expressão fechada para f(A) que requ e r " a prio r i" a 

certeza de que todos os valores próprios de A sejam e n ce r r~ 

dos por um contorno I' cu nt:ido no domínio de anal it icidadede 

f ( z ) . R e s t a , e r 11. n~ t ; 1 n t n , n p r u i , I C' rn <I : c il 1 c u I ; 1 r f ( 1\ ) r • x I' I i r • i 

zero na á.lgebr<l rn ~1t ric i ;ll r1!l :-; rurrw ce urn rc su JLadu irlll'l'l ':,s;Jrl 

te: f(A) é igual ao valor dP um certo polinômio mr1trici <1l . 

Teorema de R e du ~ ã o 

Se f\ é uma matriz quadrada de ordem 

função matr i cial f(f\) é dada por 

111- 1 

f(A) :: )_: b Ak 
k=o k 

rn-1 
-· 

onde coeficientes bk do polinômio R(z) 'L os = 
k=O 

obtidos através da int e rpolaç ão de Hermite 

para À . 
l 

valor própri o de " com multiplicidade 

m ' 

bkz 

m. 
1 

k 

a 

são 

( I 2) 



Prov a : 

1\ f Ulll,'<Ju lll l!J u mu rf <:1 
I Prz r t Oltde J>(z) .;: d~L(Ll - /\) ' 

po ssu l I II II;J lJX fJ; JIJ•,iitJ l' lll f 1 ;ll,'lJf " .• p;1 r• · i < Li ~; d•; L i f1U 

r rnk 

1 
::. j5(z) 

~ ;_: 
k -= I s - I 

f\ 
ks -------

( z- >.k)s 
( I 3 ) 

onde Àk, pa ra k = 1 , 2 , . .. ,r, são os di s tint os autovalores de 

t\ e c a da >. k p o s s u i m u l L j p 1 i c i da de m k , sendo m 
1 

1 m 
2 

~ . . . 

I IJl 
r 

rn 

I l7) 

corn R ( z) urn polinômio em z de grau rn - 1 

r 

dado po r 

R ( z ) = L ~ 1\ k s [ f (À k) I ( z - ,\ k) f I (À k) + . . . + 

k::l S =- 1 

I· 

(z->. k ) s- 1 
I. < s - 1 ) < , ) I 

<s=n ' "~< 
P(z) -----

(' ( z - À ) ,) 
k 

( 111 ) 

( 1 5) 

Por ·.Jutr o lado, de (9) e da definição (8) corn 

i + 1 ) q .. (z) = ( -1 ) -,,,J·i \Z , obtemos lJ 

( 1 5) • 



3.5 

ConseyÜt:r•temente, 

f(l~) = 211l ~~. - 1 ( (zl - 1-\) R z)dz = R(A) , ( I 6) 

onde R(A) é ootido s ubstjtuindo z por A em ( 15). 

1\ regra de l ej!J td z aplicad a a ( 14) e o Fato que 

p 

e 

é o polinômio 
k 

F(k )(z) = ~ 
j ::: O 

característ i co de A , ou seja, 

para j=0 , 1 , ... ,m . . 
1 1 -

implicam él lnl erpulat;ãu L.l e Hermlle ( 12) . 

Observaç~o . lJ l eorP.ma rle l.ayley- Ha miJ ton decorre f r1 c .i l 111 e 11 t e 

de ( 15) '. Po i s , escolhendo f(z) = P(z) nesta exp ressão seg ue 

que q i} :- ) f ( z ) I P ( z ) é a na l í t i c a e , p e 1 o T e o r e 111 a de C a u c h y , a 

integral. é zero . 



CAPÍTULO III 

EquaçDes Dife r enc iais Matr i cia i s 

3.1 - I ntrodução 

O estudo das equações diferenciais linear es 

de ordem superior com coeficientes matriciais de ordem m x m 

u(n)(t) + /\
1
u(n- 1 )(t) + •.• + Anu(t) = f(t) , (1) 

é umi i: i do , em geral, na litera tura, por ser algebri c amente 

equivalente à e quaç ã o diferencial matricial de primeira or-

dem 

7 '( I ) Á 1 < 1· ) , r c L ) ( 2 ) 

Aqui, Á denota a ma triz companheira de orde m nm x nm , 

o I o o 

o o I o 

A = ( 3) 

o o o I 

- 1-\ n - I\ 
fi- 1 -A n-2 - 1-\ 1 

e z(t) e F (t) , as matrizes colu na s de ordem nm x 1 

z(t) =col[u(t) u'(t ) ... u(n-l)(t)] e F(t) :::col[O O f(t)] . 

Cocl<l sol ução de (1) define z(t) como sol u 

ção de (2) e, reci proca me nte, a s m primeiras compon e ntes 



de uma solução de (2) formam uma solução de (1) . Mai s preci-

samente, observamos que 

c o ( t) c, ( t ) cn _ 1 Ct) 

At L c\ i~ 1) c t > J , c ,, > e -· - j-

C ( n - 1) ( t) 
o 

C ( n- 1) ( t) 
I 

c<n - 1)( t) 
n-1 

(i' j = 1 , 2, ... , n) 

cujos elementos matriciais Cj ( t) de ordem rnxm são soluções matri 

·.::iais da equação homogê1 H::a assuciada ( 1) , com as condições iniciais 

c~k>co) = ó .ki 
J .I 

j ,k = O,l, . . . ,n - 1 ( 5) 

o n d e I de no t a a rn a t r i z i d e n t i da d e 111 x m . P o i s , p a r a L =- O , 

essa matriz S P. rt" ciu 7 ?1 ""~tri z i denUdade nrn x nm e cr1da co -

1 una representa um es ta do nt él t r i c ia 1 in i c ia 1 dél equaç ão humo-

gênea as s ociada 

Além disso, como a so lução geral de (2) é dada por 

z ( t ) = e /1. t z ( O ) + f L e A ( t - 1 ) F ( ·1 ) d ·1 

o 

ob temos que a solução geral de ( 1 ) é 

n-1 

dada por 

u(t) = I C.(t)u(j)(O) + Jt cn 1Ct-T) f (-T)d-r 
j =O J o -

1\ s o .1 u t; ~ o 111 a t r i c i a 1 

( 7 ) 



o(t) -: c 
1
Ct) n-

no s ref e riremos com11 a ,,l'r11:1r1• t/i tu'l.ut Í I'rr da equa ç ão ( 1) . f\ rnes 

ma é a solução ma t ri c i ÇJl cll:: , ~.j) L..LIIt é'.:) condições in i ciais 

o<n- 1 )(0) = r , (n-2) 
0(0) = O (O) = ... = O (O)= O ( 8) 

O manuseio da matriz companheira A nãc é 

am eno, para a obtenção de resu lt ado s relativos às equaç ões de 

ordem superior. Porque, feita a re duçã o algébrica (7), a iden 

tificação das soluçõ e s C.(t) , a partir de (4), não é urna ta 
J 

refa simples. Além disso, alguma s características das equa-

ções de ordem supe ri or tornam-se ob s curas ou , s i mplesme nte, 

des conhecidas qu a r1du se ul i ll za a r edu ção a matri z curnp a-

nheira. 

Nes t e ca pítulo, a p re sentamos div e rsos resulta-

dos obtidos por Rui z-Claeys sen , a través do método de Cauchy 

dos coeficientes inde terminados , para um tratamento diretodas 

equações de ordem superior [1 8] , [19] e [ 20 ]. Contudo, nós u-

tilizaremos o caminho operacional da Transformada de Laplace, 

em a n.a l o g i a a o c a s o e s c a 1 a r . I a 1 p r o c e s s o no s p e r rn i t i r á r e p r~ 

se n ta r a s o 1 u ç ã o di n â rn i c a rn a t r i c i a l c orno urna in te g r a l de c o n-

torno ou c orno u rn p o l in ô rn i o ma t r i c i a 1 . 

A mai ori a dos argumentos operacionais, aqui ern 

pregado s ,são intei ramente análogos ao caso es cala r. Portanto , 

verificaremos s om ent e aqueles q~e requerem e s pecial atenç ão. 
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Ut i I i za mlu u método da I ra r1 s rormad a de Lapla ce 

na equação ( 1), decorre a e qu açã o operacional 

1\(:.) U (:;) IH•.) I I (•;) 

na qual U(s) e 1- (s) são as transformadas da saída u(t) e 

entrada f(t) r es pectivame nte . Os polinômios matr iciais Ms) 

e Q(s) s~o dados por 

LH !:) ) 1\ 
11 

1\ I : 
11 

1\ 1\ ( llJ ) s I •• o I s I 
o n - 1 n 

com A = I e 
(l 

11 - I 

(J ( s ) ;: LJ o ( s ) u ( J ) ( U ) ( 1 I ) 
j =O J 

ern qu e 
r1- j- I 

L ( 1 1 ) I 

Q. :: O 

Em particular , 

A ( s ) 0 ( s ) = ( '1 2) 

na qual 

O( s ) o J.: ( O ( L ) ) 

é a flu 11 ç â <'' IH r1 t ., i c 1 t"l (' cl <' f ., <~ 11 ~ íÍ (' 'l<-; 11 c i a a s s o c i a da a ( 6 ) e ( 8 ) o 

Afirm amos que 

( 1 3) 



Corolário 1 

f ,\ I,, 
/ ul 1 ;. c u À U 

1\ sn luc;8o elo pr ohJerna i ni c i al 
li 

A ) n-k )(t ) = f(t) 
k 

A = I 
o 

(n 1) (n -1 ) , u - (0 ) = u
0 

, ... ,u (O) : u0,u(0) 

c om f (t) contínua é dada por 
n-1 n-j- 1 

u(t) = L L: D(lt - j-l-Q,)(t)/\1!-u(j)(O) 

j =O Q. =O 

Prova : 

De ( / ) l' ( 11 ) deco rre que 

u(t) = 2ni T, 
r 

" L r t e (D()..)Q(,\))d,\ + J D(t- T)f(T)dT 
o 

Util izando (11), temos 
n - 1 

J eÀt D 0-)Q(,\)d,\ = ~ (_1_. J e"t 
:t[. j = o l2 n 1 rr 

n-1 n-j-1 

= u ' o 

( 19 ) 

= L: L 
j=O Q. =O I 'I ,h >. n - j - 1 - ,Q, e À t O( À ) d ÀJ A n u ( j ) ( O ) 

_2TtÍ J~, ;v 

Corolário 2 

A conclusão segue de (16) . 

As soluções c. ( t) 
J 

são dadas por 



1-1 '1 

n- j-1 

C.(t) = ~ 
J Q, : o 

D ( n - j - I - Q, ) ( t ) 1\ 
Q, j = O, 1 , ... , n- 1 (20) 

Prova: 

É imediata de ( 7) e ( 19) , pe la unicidade da 

solução . 

Exemplo 

Pa ra a equação de s egunda ordem , 

u" + E:l u ' + Au = O 

temos que 

C
0
(t) = O' ( t ) + O(t) B c1ct)=D<t) (20)' 

Observação : A co l ocação dos coeficientes AQ, à direita, 

e m (20) , dev e - se ao rato do s me s mo s repr esentarem matrizes não 

neces s ariament e cumutativas. 

3 . 3 - Cálculo da Solução Dinâmica 

A i ntegr a l de contorno (13) pode ser a princí-

pio cal cu l ada com o teorema dos resíd uos. Mais precis amente, 
r 

o ( t) = í 
j = l 

R e s ( e s t O ( s ), s . ) 
J 

onde os s. 
J 

são os diferentes ze ros do pol inôm i o caracterís-

tico P(s) , dado por (14) , e com multiplicidade r . 
J 

r espec-

tivamente. As sim, 



r 

L 1 o ( t) = (r . - f)! 
j=1 J 

e , U t Í l Í Z é:! I ) d U ; I L' I ' ~J I ; I 

r rj-1 

r . - 1 
cJ J r. 

O( s)e 5 t 11m ( s- s j) J 
r . - 1 

S-> S . d s J J 

dt • l t: i i iiiÍ / 1 clt'(' U I'I'e 

D ( t) 
L r r .- 1- k s . t 

= ~ kT (r.-~-k) ! t J e J 
dk r. I 

- k( s-s.) JO(s) . . (21) 
j=1 k =O J ds J I S=S. 

J 

Par a pod e rmo s utilizar esta fórmula co m f ins 

co mputaci onai s , devf"'! mo s e nfr e ntar doi s proolema s : o cálculo 

dos ze r os do p(Jli11Ümit1 1'(:·,) r· 11 r~lcu lo !lo~ ~; cl r>r iv ;H I.I r; cf ;1 l't lll 

çã o mêl tri.riéll d P lr:lfJ<;rt~ rf> r wiêl D(s) . 

par a a so luç ü o u.i n i1 ru i c;J qut! s t=' j a mai s amen <r 110 qu e se r P r e r e 

ao s aspectos computacionais . Para tanto, foca lizaremos nossa 

a tenção em derivar uma fórmula para a funç ão exp onencial At e . 

remos que, se A é uma matriz quadrada de or dem N , então 

1-\t 
1 f e"to (>.)d>. e = - - () 

2 rr l r 

onde 

o ( s) = ( s l-A)- 1 
= 

adj(si-A) 
P( s ) 

Escre vemo s 
N-1 

8(s) ad j( sl -J\ ) ;_: Bks 
k 

= = 
1< =0 

pe lo fato que os elementos de B(s) são pol inômios de grau 



'I ., 

N - 1 ern s . Sendo 

obtemos 

k = 1 , 2, ... , N-1 

onde 

P(s) = det L\(s) 

portanto, 
N- 1 

f i rlita, Leruu s 

lj = N-k-1 

que 
k 

L 
i - () 

N j - 1 
\ N-k-1 

B(s) = L BN-k- 1s = 
k=O 

L L 
j= 'I i=O 

?\ssirn , 
N j - 1 j - i-1 

L ). b . s 
1\N -j o ( s) 1 

= --l'(s) 
j=l i =O 

e,decorre 
N j - ·1 

eAt = L (L 
j = 1 \.. Q.= o 

lJ = 1 o 

j-i-1 N-j b.s A 
1 

As integ ra i s de co ntorn o podem ser i dentificadas como 

(22) 

sendo 

as de r i v a da s d ( j - i -
1 ) ( t) déJ soluçãu dinâmica escalar correspondente 



f1 eq u íJçJu esco J í..l r 
N 

.... 

~ úkv(N-k)(t) = 0 
k - 0 

Resulta, portanto , a seguin t e fórmula 

j-1 N 

(L b . d <j-i-l)( t )J' AN - j =L 
li=O 1 j =1 

) N-j 
cN . ( t A -J 

(2 3) 

(24) 

com c k ( t) no s e11tillo do corolário 2, p ara a equ açã o ( 2 3 ) . 

/-\gora c ons i deremos a mat r iz c omp a nh e i r a 1\ 

de f inida po r (3) . Esc r eva mo s as potências 

n a f o r rn a d e u rn a m n 1· r i 1 h I " c n n x 11 c o m e 1 e me n t o s m x m . A 

I\ i 
l ' tJJit· · . r· 1 c~s c ri l a , na fur nt éJ operê JCio-matriz t! xponenci;tl I' 

na l , c om o 

I 

d 
CIT 

LC
0
(t) c

1
<t) c n - l (t)] 

Pe l o fato que a k- ési ma derivada de 

t = O é igual a A k , decorre que 

At e em 



'1 :.> 

( 2 5 )' 

IJI i I i / dlldtJ ( /' '1 ) ,jurll ;JrrH~nt e C lllll ( / Ir) obtf! III OS a 

seguinte repr ese n taç~u da s olução dinâmi c a 

Teorema 3 

mn 

A soluç~o din§mica matricial de (1) é dada por 

j-1 mn 

O( t) = L 
j =1 

C . ( t )D(rnn- j) (O) = L: (I: b.d( j-i-1)(t))o<mn- j)(O) 
mn-J . 

0 
. 

1 
1 

1 = J= 
(2 6 ) 

ond e d ( t ) é a s ol ução di nâ mi ca da equação escalar 1-'(d/dt)v::O, 

com 
mn 

P(s) b mn-l< _ dt ( nl A n-1 A ) k s - e s + 1s + . . . + n 

Prova: 

Se ndo 

o 

O(t) = [ I o ... O] e /\t 
o rnn 

= L 
j= 1 

C .(t)A(mn-j) 
mn-J 1n 

I 

nossa afirmação decorre de ( 25) e ( 24). 

3.4 - Equaç õe s Ma t riciai s e m Diferenças 

O us o da inte gral de contorno , para r e p r e s e~ 

tar a s olução din &mica, no s permitiu inferir diversas pro-



priedades. ~ natural perguntarmo-nos: as outras s oluçõe s 

Cj(t) possuem proj.Jri edade s s e me l hanles? E, também , a s olu­

ção cJin [J urica llléllriciul puue :.; er uiJtiua corno urna fur u; ã u lllül ri 

cial an á l oga ao c aso esca l a r ? Para discutir estas q~e s t ô e s é 

conven i ent e ut i lizarmos a re~resentação das soluções em séries 

de potências , i sto é , 
(X) (X) 

Cj(t) L c. k 
tk 

= kT k=O J ' 
o ( t) 

Por simples subs l.iltJi1; :i" rt <l t'CJllíll;;-jo howogênea (6), 

qui.! o s I 'Ut:ficil •rtl1 ··. 

em diferenças 

u + k+n 

e, com dados iniciajs 

t' . I 
.I' , 

I) 

L 
Q. = l 

/4 u = o 
.R, k 1n-.R, k = o' 1 ' . . . 

k ,j = O, 1, . . . ,n-1 

decorre 

( 2 7) 

( 27 )' 

coeficientes 

A expressão ( 20) s ugere uma relação entre os 

C. k e os Dk da so l ução di nâm i ca . Mais pre­
J' 

cisamente, isto nos é dado a t r a vé s do 

Lema de Recor r ência 

Sejam c. k 
J' 

os coefi c ientes das s é rie s de PQ 

tências correspondentes às soluções Cj(t) . Então, 
j 

cj , k + l~O Dk-j-l + l 1\ n-l = O k > n , j = O , 1 , . .. , n - 1 ( 28) 



' I I 

Prova 

Utilizaremos o mé todo de indução em k . f-Jara 

k = n ' temos que 

j 

C. + ~ 0 n-j-1 +tAn - t = C. + A n-t J , n 
Q;=O J,n 

po i s que D 1 . = 0 para i=1,2, . . . ,n-1. Por outro lado, n- - 1 

de (27) com k = n , temos 

n 

C. + ~ A0 C. 0 = O 
J,n t = l N J-n-N 

i sto é, 

pois 

C. + ~\ . = O 
J,n n - J 

C. k = óJ.kl para j,k = O, 1, ... ,n-1 
J' 

Suponllatnos (28) válida para um in t eiro k > n . 

Então, de (27) vem 

n 

cj,k+1 + l~O A~cj,k+1 - ~ =o 

Através da hipótese de indu~5o, 

Por outro lado, de (27), 

n 

L A· Dk n • • Í=l 1 - N-j+S-1 



~J o rt ~llllt l , 

e, 

c 
j, k ·I 1 

c. k 1 + 
J ' + 

Assim , 

11 j 

L: l ;: 
l1. = 1 S:.: O 

1\ o . )" = o !L k- Q.- j' s n- s 

j 11 

~ - ).~ 
S=0 ( t= ·1 

j 

('. k 1 + L ok . A = o 
j, + S=U - Jt S n-s 

e, decorre o af i rmado . 

Observemos que de (27) e (28) com j = n-1 , is 

to é, Cn_ 1 k = Ok , temo s , 

o + k+n 

e 

D + k+n 

ll-1 

L 
t =O 

A D n-t k+t = o 

n-1 

L ok+.I!.An-.11. = o 
t=O 

ou seja, as derivadas da soluç~o din§mica na origem s§o so lu-

çôes bilaterais da equação matricial em diferenças (2 7 ) . 

Agora utilizando o l eorem a 3 temos 
mn 

D(k)(O) = Dk= L 
j =1 

onde 

mn 

c<k) .( o) o . = 
mn-J rnn-J <I>. ( k) D . 

J mn-J 



1/l . ( k) 
J 

j-1 ,. 
= L 

,, ') 

b d(j-IL-Itk)( O) = 
Q. 

c<k) . <o> 
mn-J (30) 

Sintetizaremos nu ssa discu s são com ú s eguin t e 

Teorema 4 

A soluç~o da equaç§o matricial em diferenças 

n 

é d<1rl<1 fi' 1 r 

n-1 

uk = ~ 
j=O 

c. ku . 
J' J 

1\ lJ -:: o 
Jl, k + ll- JI, 

n- 1 j 

= L L 
j=O C.=Ü 

para os valores iniciais U
0

,u 1 , . . . , un_ 1 . 

Prova: 

I< .. o ' 1' ... 

( 3 1 ) 

T em o s que ~j I k é s o l u ç ã o do p r o b 1 em a de v a -

lar ini c ial rt~ JIIt" .t'lll:t tl" I""( ?'/) ,. ( / 1} ' , p:na j,k·=0 1 1 1 ••• ,n- 1. 

Mu 1 ti J.J .L i c u 11 do 01 1 ·'I' 1; " . " 1 1 111.1 I 1 i ' · i " I ( 'J I ) po r 

corre 
n 

c. ku. + L A~c J.,k-luJ. = o 
J , J l = l 

Somando em j , obtemos que 
n-1 

L c . ku. 
j=O J I J 

IJ. 
J 

b esquercfl1,d~ 



';U 

satisfaz 
n 

uk ·I )_: 
1\ Qy I< - 9, -- r) 

.e_ - I 

o qu e implica que Uk é so luç~o da equaç~o em diferenças . Por 

outro lado, para k=0 ,1, ... ,n-1 

n-1 

u k -: ;: 
j =U 

o qu e satisfaz ( 27) '. 

Corol á rio: 

onde 

Temo s quP 

n - 1 

;: 
J-U 

l) . k lJ . = 
J ' J 

ljl . ( k ) lJ 
J J 

temos 

uk 

I< - n , n 1 I, ... , 

c/> . ( k - j - 1 - Q_ ) O ) A 
J rnn- s- 1 Q. 

c o rn ,,, . ( k ) d a d a p o r ( 3 U ) . 
J 
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C/\I)ÍIULO IV 

Desacoplamento e Aproximação na 
reoria Li nea r das Vibraçõe s 

4.1 -Introdução 

O estudo da eq uação diferenci a l matrici al(3) 

MÜ + Bú + Ku = O ( 1) 

é de particular interes se para a leoria das Vibrações, [ 12] 

e [ 21]. Os coeficientes matriciais r eais M, B e K são refe-

ridos, na literatura, corno a mat:t.i z de. -i.11i!.Jt.c.i.ct , a tua .t:t.i.: de~ 

at/z.c'to e a mccttc': de ~([lide. : respectivamente. 

A equação (1) é dita de6acopt5vef quando , a -

travé s de uma mudança de variáveis 

u = Vz V não-singu l ar , ( 2) 

e adequadas pré - multiplicações com os coefic i entes , chegamos 

a uma equação da forma 

1\z + rz + cJ>z -= o ( 3) 

cu jo s coeficientes 1\,r e ~ são matr i zes diagonais . Em tal 

~ ituaçã o, obtemos fa ci l1n ~nte que a solução dinâmica da equa -

ção (3) é dada por 

( 3) Ne ste cap í tu 1 o, por s e r de uso freqüente na I eoria das Vibrdções, 
.. 

usaremos x e x para denotar as derivadas de primeira e segunda ordem. 
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= e-fl-
1

1' t/ 2 sen l1 /6 t 
D*(t ) I !J =- diagld1( t),d2(t ), ... ,dn(t)J (4) 

sendo 6 = (r 2 
- l11\ til)/ 4/\

2 e as r un ções d j ( t ) as s o 1 u ç õ e s di n â -

mi c as das equa ções q1Je origJnam o desaco plarncnto (3) . /\mbos 

as representações acima devem-se à natureza diagonal dos coe -

ficientes: a primeira , associada à comut~tividade dos mesmos i 

a segu nda , é imediata . 

Porque a solução geral de (3) é escrita na for 

ma (20) ' cap 3 . 

z ( t ) = ( lJ i( ( t ) + fi- I fD* ( t) ) z (O ) + D * ( t ) i ( O ) , ( 5 ) 

decorre de (2) que a solução geral de (1) é dada por 

( 6) 

Assim, 

D(t) = VD*(t)V_., ( 7) 

é a solução dinâmica da equação original. Certamente , a rela -

ção (7) proporciona uma maneira de calcular a soluç ão dinâmi -

ca em termos da matr iz V . 

Neste capítulo, nosso objetivo será o estudo de 

condições para os coeficientes M,B e K, sob as quais esteja 

assegurada a existênc ia da matriz V • Assumir emo s , no que s~ 

gue , que todos os coefic i ent e s são matrizes reais s i métr i cas . 

Em particular, esta é a situ ação que se apresenta, quando ( 1) 

é obtida a part ir das equações de Lagrange 
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ddt e~-~ ()E (lp o + -· + 0u 
::; 

• U ;lú 
( 8 ) 

Aqui 

T 
1 . T M" 1 . 1 8 . 1 r 

=2 u u E =2 u u e · P =2 u Ku ( 9 ) 

são aproximações quadráticas para a energia cinética, dissip~ 

tiva e potencial respectivamente, associadas a um sistema me -

cânico com n graus de liberdade que vibra em torno de urna 

configuraç§o de equilíbri o , [12]. 

4.2 - A Solução D.inâ111ica em Modos Normais Clássicos 

SuporHio C"JUf' (I) po s sua s oluções aa fo rm n 

Àt 
l J - e v v nfío -nulo, ( ., o) 

chegamos ao problema algébrico de autovalore s 

( 'I 1 ) 

que consiste na detern1inação do ve tor não-nulo v e do esca -

lar >. . l al vet or é denominado cudove toJt ou modo e o es calar 

a 1 t 'to v a t <.' :1 • C e r t a rn e n t e , o e s ca l a r À é r a i z do p o 1 i n ô m i o c a -

racterí stico 

( 1 2) 

e pode ser e sc rito na fo rma 

~---

>. = w(- ~ ' i / .l- t: 2 ) , w e~ reais, l t: l .::. 1 (13) 



A literatura e spec í fica refere-se a w e [, como n''l.eqltê.II.c,i.a 

importante observ a r qu e as vibrações acontecem se mpr e que 

lt.:l< 1 e, em pa r ticular , vibraçõe s IICltutr.a-<.6 quando E.:=O . A 

ocorrência das úl t im as equivale à existência de s oluções (10) 

com 

À = iw w real 

A anál i s e das vibraç ões natu r ais , em e quações 

sem atrito 

MÜ + Ku = O ( 14) 

é b á s i c c:t e m u j t o li t i l i 7<'1 do n ;~ s c:t p l i c a ç õ e s . E s t: a e q u a ç ã o p o s -

sui s oluções pe ri ódj ca s da Forma 

l wt u = e 

se, e somente se , 

w real 

i sto é, quando e xistir um w2 real tal que 

2 Kv = w Mv ( 1 5 ) 

tenha solução v não-nula. Aqui o sinal de w é irrelevan-

te , pelo s im p 1 e s f a to que se À = i w é r aiz , seu c o n j u gado ta~ 

bém o é . Portanto, a equaç ão (14) t e rá soluções per i ód i cas 

reais da forma 



u = p c os w t - q se n w t , u- ps e nwt -1 q coswt 

onde v =- p + i q c om p e q vetores r ea is . 

.S e t-1 r J.l<' ~ é t é v a c( <' ,) i rt é da. e. K ~ ~ .{ fll (> t ~ é c a , 

e. JL tão e. x. ,i . .6 ,te ur 
~ . 2 2 2 

n 'ul < ;: t' ,, ft e n < 6 w l' w 2 , • .. , w n da e q tw ç {i u ( ·15) , 

cuju ~ c. 1 • ·r~l'~J.'llffcil'lf(l'~ nutuv<'tP 'r<'~ v 1 ,v 2 , ... ,vn 6rrti~flc1 :.: <' 1f ! rt 

'L(' r a ç êí o 

T 
v o t--1 VI 

.J < 
o par a j 1 k 

i s t o é , s ã o o r L u y u r 1 <J .L s c u 111 r e s 1J e i L u a u 1J r u u u Lu i r 1 L e r 11 u 

T <u,v > = u lvl v 

( I 6) 

( 17) 

O s a u t o v e t o r e s o r t o g o n a i s e m ( 1 6 ) s ã o d e n o m i n a d o s mo cf (J 6 " o :r.-

A demon stração dest e conhecido resultado, [11] 

e [22] , decorre do fa to que a matriz M- 1K é simétrica e m r e 

lação ao produto 

2 autovalores w. 

int e rn o (17) e, portanto, diagon a liz á vel com 

J 
r eais e modos no r ma i s clá ss i c os 

Em conseqüência , a matriz 

V = [v 1 v2 ( 1 8) 

denominada u1 ctt :ci. :: ttlud(c(' é não-singular. Além dis so , de co rr e 

de ( 16) que 

( '19) 



1 
u . :: v .tvl v. 

J J J 

)6 

S imil a rnH ~ rll e, l1t• ( 1'') . ui.J i t' III US 

V I K V = 1\ S~ 2 

onde 

j = 1,2, ... , n 

é r e f e r i da c o mo 111 t1 t '" ::: c .\ p c c t 11(! (' • O e modo a n á 1 o g o , 

K V 
7 

tvl v ~?. 

(2 0 ) 

( 20 )' 

f\ 1111 'd ; 1111~ :1 cl P v n r i ;) v P i s u - v 1 i n ciLJ 1 u 111 ri r> s ;1 r. o 

p.la rne nto em ( 14 ) . De f ato , multiplicando (14) à esquerda por 

v1 e substituindo u por Vz , obtemo s de ( 19 ) e (20) 

z ~ 

pois 1\ é não - si ngular, por s er M positiva 

Oest e modo, 

O* ( t ) = sen S2 t n = di ag 
sen w

1
t 

w, 

é a soluç ão din â mi ca de (21) . 

sen w2 t ' .. . ' sen wntl 
w2 wn 

UtiU zando (19) e (7) , ternos que 

( 2 1 ) 

d e finida. 

(22) 

( 2 3) 

é a s c.;l·Jç ão dinâmica de ( 14) . Ef e tuando os produtos em ( 2 3) , 
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obtemos de ( 22) , que a solução dinâmica( 4 ) é dada por 

D(t)=Vdiagl 1
1 

· v
1
Mv

1 

[

sen w
1

t/w
1 

= T v 1 ' 
v1Mv 1 

n 
T 

L se n w. t v . v . 
= J J M w. T 

j = 1 J v .M v . 
J J 

Port ant o , 6 e M é: pu~étivr< dC!6 ·illi.clct 1.! K é .6 -i.. ru ~Ut -i c.a , a .60 -

,t ução d-ütâ.m-<.ca ela C!i(lletçciu 

MÜ + Ku = 0 

d <!. 6 ,i_ 1'/ .i d (( p u h 

o ( t) sen ~ t 
:: (24) 

)~-=;; 

-
(' dadtl ,.l(' (' t'l I- I' 

1) (I 't 1111 I 1( 

n 
T 

L sen w t v. v. 
o (L) J 

., 
M = ~( 

j=1 w. T 
J v .Mv. 

J J 

(25) 

(4) Aqui a somatória de ve-se à propriedade 

[ a b] [~l =[a oJ[~J +LO o)l~J = ac + bd , para a e b matr i zes 

col una e c e d matr ize s linha . 
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Concluímos, ele s te r esult ado e do parágrafo <H1-

terior, qu e a s oluç8o ger~l da equaç~u s em atr it o é da 

n 

u(t) = l ~ (cos w. t )v\1u (0)+ (.sen w . (t)~v~Mü(O)l - 1vj , 
j = 1 J J l w j J J v . M v . 

J J 

ou, simplesmente, 
n 

u(t) = A. sen(w . t+o.)v . 
J J J J 

para uma apropriada e s colha das amplitudes A . 
J 

e f a s es 

f o rrna 

(26) 

( 26 )' 

o. 
J 

Fis i camen l e , um movime nto desc rito por ( 26) é 

a superpos i ç ão de n des locamentos i ndepend entes atr Dvés de 

modos normai s . Decorre de ( 25) que 

2 w: -
J 

I 
v . I\ v . 
__ j __ ~J 
v .Mv. 

J J 
J = 1, 2 , ... , n ( 27) 

Se K é positiva definida, então os 2 w. 
J 

são e s tr i tamente p~ 

sitivos . Nesta situação , teremos a sup e rpo s i ç ão de vibra ções 

naturais . 

4 . 3 - Desacoplarnent o na presença de a trito 

Consideremos a equação c om atrito ( 1) 

MÜ + Bü + Ku = O M não-singular (28) 

Aqui o de s acoplame nto é um proolema mais com-

plexo : é pos s ível desacoplar dois de s ses três coefici e ntes 

em gera 1 , nã o é p os s [ v e L cl.i él CJ o 11r1l i z a r s i m u 1 t a n e ame n te todos 
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os co e f i c i en t es , exce t o s ob ce rt as hip ó teses adi ci on a i s . Se -

não , vejamos . A equ aç ão 

Ü + Gú + Ku = O ( 28 )' 

com 

e 

é eq ui valente à equaç ão ( 28) . Se K e B sã o matr i ze s si mé-

tric as que com utam, é poss iv e l de sacoplar a Gl tim a equa ção . 

Ma is precisamente, l·'tl 'r ,·< t!ltlt 'rÍ ::- <·~ ~é. llt <7( Jt.éc(( !\ K e B , rx. i~t<' 

Utll({ Hlllcf((ll ÇC! d e V(! 'I Í tl i' CÍ.\ 

LI 

i + U3z + i<z = o (28) 11 

~ao di..agu Jl a.i.-.'1 6<' , <' ~c:11rnrte 6e, K comuta com B , veja Bell rnan 

[3 ], pg . 56 , Teorema 5 . A e xigên c ia de ~ s e r ortogon a l es t á 

s ubordinad a ao des ejo de não acopl a r o term o 
.. 
z enqu anto dia 

go na lizamos K e 13 • 

Em pa rti cu lar, Rayl e igh [ 16] es t abe leceu que , 



6U 

8 = aM + bK , a e h escalar e s , e r K :: K , ( 29) 

De i u l (; . <t e quação (28) ' com 

B = ai + bK 

é equivalent e a (28) com K e B matrize s s imétri c a s que co 

mut a m. 

Uma extensão de resultado de Rayleigh foi out i 

da por Caug he y, [7] e [8], da seguinte man e i ra : 

S upu H II CCIIIU6 ([LI<' K c• )éru(~( ·,cc cc l' .'-<!111 ct llt<•\'cd' (' 't.t') 'l l' /Jl'f édt •.\ . L~ 

r ã o , <1 c· (i u a ç (:; o t ? s J ' r 1 t r ~ .u u P r á \, e e .!> e , <' 6 (1111(.' ,., t C!. 6 (:' , B <· c c m 

~ K . yJ CJ .f_ .i_ IW /11 ( O C! 111 

Cu111 vl c il u , ~ .c 13 é urn pol i nômio em K 
' 

ou 

s e j a , 8::: p(K) , e <~ é a ma tri z o rt ogo nal que diagonaliza K, 

então 

<I> T B <I> = <I> T p ( K) <I> = p ( <I> r K <I>) = p ( l< ) 

onde o<= cp TK<Il é dia gonal por hipótese . Logo <I> também d iag~ 

na liza 6 e, port a nt o , ( 28) ' é desacoplável . 

Heciproca rn e nle, SuiJonhalrlo s qu e (28) · é d esaco-

plável através de <I> • Neste caso , as matriz es 

são diagonais. Por outro lado , o sistema linear 



p . -· 
J 

11- I 

i 
('i. À • 

1 J 

6 1 

j = ·1 , 2 , ... , n 

p os s u i s o 1 u ç ã o. ú n i c a em u = ( u 
0 

a 1 . . . a n _ 1 ) . I s t o ocorre 

porque o determinante do sistema é o determinante de Vander-

monde do s valores À l , À2 , . .. ,Àn , os quais são distintos por 

hipótese e , portanto , não nulo. Assim sendo, podemos escre-

ver 
n- 1 

<I> TB <I> = L a . (<I>TK<I>)i 
i =O 1 

n - 1 

l~ I I K.i I :- ll. . () () 

i =O l 

e decorre que g é um poJl116mio em K . 

Os r esultados de Rayleig h e Caughey impõem se 

veras restri ções para o desacoplame n to da equação (28) ': a6 

111 a tt1. i. z (' ~ K e 13 cf c." c m (' c, 1111 r 't (( •c . 

Fis i can1ente, un1a hipótese desta natureza é ar 

tificial. Contudo, é de uso freqüente na lit eraturaC5), face à 

dificuldade no cômputo da so luç ão dinâmica de uma equação ma 

tricial de co e flc.ie11tes s i.métricu s 

.. 
u + 13ú + Ku = O (30) 

em que tenhamo s KG io BK . Na r ealidade , neste caso , não exis 

te nenhuma semelhança ou analogia com a solução dinâmica do 

caso escalar 

(5) Para o caso de equações com coeficientes singulares veja Campbell[4] 



a qual é dada por 

b 
- 2 t senil ,; i:. t 

d(t) =e 

(•. 

h - b2 - 41< 
u- 4 ( 3 1 ) 

Este fato tem sido estabelecido por Ruiz-Claeyssen, [18] e 

[ 20 J. 

Recentemente, na Engenhari a Estrutural, costu-

ma-se aproximar a equação (30) , em que BK- KB tO , através 

da equaç ão 

.. 
u + Eu + Ku = o (32) 

onde E é s i rn é t r i c a e c o rn u t a c o m K , por t a n to , de s a c o p 1 á v e 1, 

[2]. A construção da matriz E que melhor aproxime o atrito 

B tem sido considerado por Knowles [14] da maneira seguinte: 

Seja ~ uma matriz ortogonal que diagonaliza 

a matriz s imétrica K 

e escrevamos 

T s = ~s~ = [S .. J 
lj 

para matriz simétrica S . Definamos a matriz 

través de 

[ y .. ] 
lJ 

E= [E .. ] , lJ a -

( 33) 



com 

onde 

y 
ij 

63 

= {u s e 
B. . se 

1J 

À . I À . 
1 J 

À. * À . 
1 J 

B = <1> T 6<1> = [ B .. J 
l.J 

O segu i nte re s ultado estabelece que a melhor 

aproximação de (30) por (32) é obtida quando a matriz E é 

definida através de (3 3 ) : 
Teorema 

C( !UH~ ~ C U 11111 t ({ 111 C o 111 J( , ( I' 111- ~ t' <i ll (' 

m in 11 S - 1311 2 = IIE - 13 11 2 

s 
(34 ) 

o1·tde o wcHimo e tour (< Jtdo co m 'Le~~pe .. Lto à Yl.oJturct ma .tJt.Lc.iae Qttctdlt§{ 

· ( 6 ) A l e' rn d · ( .ccct . t.ssu, 

quando 

Prova : 

!Ir. - IJ 11 

õ = min 
À.* À . 

1 J 

o I:Z IIJ< 13 - IJ I< li 

I>.. -À-1 > o 
1 J 

(35) 

Primeiramente, da relação 

~
~\ )1/2 T 

( 6 ) 11 A 11 = L a~ . = p ( A i\ ) lJ , onde p é o r aio espectral 1 e 

quando A é normal. 



<~T(SK - KS)<f> ::: SK - t<S = [(À. - L)s .. ] 
J l lJ 

decorre que S comuta co m rl< se , e soment e se , S comuta com 

K . Equivalentement e , sempre que s .. =O para 
lJ 

À • ~ À • 
1 J 

p a r ti c u 1 a r , de ( 3 3 ) e ( 3 f:> ) , o b t em o s que E c o rn u t a c o rn I< 

Definamos a função 
n n 

l!J( S ) = II S -B II 2 
= L L 

Í = l j=1 

2 (s .. - 8 .. ) 
lj lJ 

Em 

para matrize s si mé t r i cas S que comu t a m com ~ . Pela defi -

nição de E , temos 

pois que 
n 11 

L i 
i =1 j::: 1 

=-L L 
À . :t À . 

1 J 

porquanto 

li 11 

\ ' ;: l) i j - I) i j) 'I' ( I ) I 
I • 

i = 1 j = l 

Por oulro lado, 

n n 

~) ( s ) --: j ~: (s .. -y .. 
lJ lJ i = l j = 1 

II S- F li?. -

(s .. - y . . )(y . . - (5 . . ) 
lj lJ lj lj 

s .. (3 .. = O 
lJ lj 

li'{ l- ) 

2 r r 7 
() . -

À. 4 À -
l j 

1 J 

1-y .. - () .. )2 
lJ lJ 

(s .. - y .. )(y .. - B- .) 
lJ lJ lJ lJ 

S-- = 0 pül'él l J 
À • 1 À . , v i. s L o q u e S I< = J< S . É c J. a 

l J 



ro , então , qu e ~ atinge um mínimo em E . 

a p r o x i 111 a ç ã o de L) pu 1 L . L ~; c r e v o li I u s 

de modo que de ( 511) 

isto é, K<l> = <I>K . Por outro lado, de (34) , obtemos t ambém que 

1 l' = v . -.,v. 
1 .J 

Lo go, 

( ) T T , 
À ; - >. J. B

1
.J. = À . v.sv.- À .v.bv. 

" 1_ 1 J J 1 J 

onde 

R= [r . . ] =<I> T (K6 - GK )<I> = I< B- 8 l< lJ 

é skew-simétri ca . Sendo que 

~(E ) = II<!>T(o -EH, II 2 = L r 
). . :j:).. 

1 J 

co ncluímos 

~(E) < ó12 L ~ 
À . :f: À . 

1 J 

isto é, 

2 r .. 
lj 

2 r .. 
- - :1-_,.JL__= 

2 
(À.-À.) 

1 J 



G6 

IIF - n 11? · , lll< tl - • \f< 11 ( s/) 
ó' 

Observações: 

l - Se K possui um úni1 ~ n C:lU tov:-~ l or ct , então ternos qu e 

quulquer 1.1 1.' 11111111" 1 ' 11111 ' ' ,., uuvlarn en te , a melhor ap r.Q_ 

ximação para lJ é a própri a mat riz B . 

2 - Se K n~o po ssui aut ova lo re s repet idos, temo s que os e-

l e ment os y .. da ma lr.i z E s ão nulos p é1 ra 
lj 

1 1 j . Nes -

t e caso , decorre qu e n 111 a tr .i 1 E é ollt j cfu despr eza nd o c1s 

elementos fl'J'Cl Li <l di<~unnal princiiJOl da m<ltr i z 11 . 

3 - Se K possuir autovalores repet idos , a mat riz E não 

prec i sará se r diagonaJ . Porém, como as matri zes K e C 

são simétrica s e comutam, ambas podem ser s imul tane am en-

te diagonaliz adas através de al guma outra ma t riz ortogo-

nal r . 

4 - O t ipo de proolema de Oti mi zaç~ o que con sis te em apro xi -

mar matrizes numa determinada c l asse, vem sendo conside -

rad o na liter atura atua l , l1 7 ] . 
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