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BRESUMD

Um tratamento operacional, para as equacgtes diferen
ciais lineares de ordem superior com coeficientes matriciais,

€ dado em termos da solugdo dinadmica. Tal solugdo é associada

(453

fungdo de transferéncia da equagdo e possuil propriedades in-
trinsecas. Os resultados sdo estendidos ao caso de equacdes em
diferengas. Para equagdes de segunda ordem, em particular, e

considerado o problema do desacoplamento e aproximagdo dos coe

ficientes.,



ANBSTRACT

An operational treatment of higher-order linear
differential equations with matrix coefficients is given in
terms of the dynamical solution. This latter is associated
with the transfer function enjoys intrinsic properties
The results are extended Lo the case of difference equations.
For second-order equations, in particular, it is considered
the decoupling problem and the approximation of the

coefficients.
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cariruLo 1

0 Método Operacional em Equacgdes Lineares
Escalares de Ordem Superior

1.1 - Introducgéao

Consideremos um sistema, ou dispositivo fisico,

regido pela equacdo diferencial linear

W) w1 4 e vl 0 0E) w3 UCET = TR (1)

onde os coeficientes :1] v J 7 152,:0.50 5 SA0 cohstanies esga
lares. A fungdo f(t) é continua por partes para t >0

Usualmente, a literatura tecnoldgica refere-
se: a fungdoc f(t) como entvrada (input) e a u(t) como 5a£
da (output) do sistema; as fFuncgoes u(t),u'(t),...,u(n_}) (t)
denominando-as como vaucaveds de estado (state variables) ;
aos valores das varidveis de estado no tempo tU , COmMO 0 p4-
tado do si{stema no tempo to

Sabe-se que se f(t) for continua, a saida

u(t) pode ser determinada de maneira Unica, conhecendo o es-

tado inicial do sistema; digamos que em t =0 estes valores

u_=u(0) , ué::u'(O),...,ué”“1) :u(”‘1)(0) (2)



Ressalvamos que, se a entrada possuir um sal-
to no instante t=1 , entdao entender-se-a como solugdo de
(1),(2) a fungdo obtida por um processo que descreveremos a
seguir. Determina-se a saida de (1),(2) até o tempo t=1 e
prossegue-se para Lt >1 , estabelecendo a saida de (1) com o
estado inicial u(l_),...,u(n_})(l_) . E claro que esta solu
cdo terd sua n-ésima derivada descontinua em t=T . Proce-
de-se de modo similar, no caso em que a entrada possua mais
saltos.

No que segue, nos propomos determinar duas for
mulas para a saida wu(t) . Inicialmente em termos de uma so-
lugdo particular e, apds, como uma integral de contorno. Pa-
ra tanto, utilizaremus o cdlculu operacional da Iranstormada

de Laplace.

1.2 - 0 conceito de Solugdo Dinamica

Das equacdes (1) e (2), decorre a e¢quagac ope

fracional ,[15],

A(s)U(s) = Q(s) + F(s) , (3)
onde
n _  n-1
A(s) = s +d]S S +an_15 van (4)
é 0 polinGmio caracleristico da equagdo homugénea assouciada

a (1); Q(s) ¢€é o polindémio de grau 9Q<n-1 dado por

e | n-2

Q(s) = a s +oys taeora SS+Q (5)



D

com coeficientes

Agqui U(s) e F(s) denotam as Transformadas de Laplace da
saida e da entrada respectivamente. De fato, supomos que f(t)
possui transformada. lal restrigédo sera eliminada apds obter
mos a primeira fdrmula para a saida.

Segue de (3) que

U(s) = 0(s)Q(s) +D(s8)F(s) , { &y
onde

D(s) = 7z (7)

€ denominada a Jun¢ac de (wansfencncia do sistema  descrito
por (1). Observemos gque D(s) € a transformada da saida do
sistema com entrada zero (f=0) e com estado inicial de mo-
do gque WQ(s) =1 . Mais precisamente, D(s) €é a transformada

da solugdo do problema inicial homogéneo

U(n—l)

U(n)(t)+a {t)+...+anu(t) :_D

! (8)

U(n'-])(t) = ] . U(D):u'([]):_,,:U(n_2)(0)=o

A solugdo do proolema (8) sera denominada a
solugcao dinamica do sistema e denotada por D(t) . Em parti-

cular, para a equagdo de segunda ordem

u" + bu' +au = 0



que descreve o movimenlo de uma massa, sujeita a forgas 1i-
neares eldsticas e de atrito, obtemos que a solugdo dindmica
corresponde ao deslocamento da massa desde uma posigdo de e-
quilibrio (D(0O) - 0) e com empuxo unitdario (D'(0) = 1)

Decorre de (3)' que a saida wu(t) € dada por

utt) = £~ mes)acs e [P ot - ocode (8)
0

onde o segundo termo foi obtido por convolugdo. Para ovter a
transformada inversa de D(s)Q(s), usaremos o procedimento ilustra-
do a seguir. Levando em consideragdo as condigdes iniciais
da solucdo dinamica e as propriedades da transformada para

derivadas, segue que

Loy sigoocyy L 3 u -1,

que implica no 1 n-1

L-Toes)qes)) - > a . Ns" I Tpes)) = > a.0M=3-1 gy
Jl-'-U J J:U J

Deste modo, em termos da solugdo dinémica, re

n-1
oty = 2 w03 Mgy ft D(t - T)F(r)dt (9)
j=0 J 0
onde os coeficientes @ sdo dados por (6). A fdrmula,assim
obtida, nos diz que a saida wu(t) do sistema depende exclu-
sivamente des vateqes da Solucae denamica ¢ da entnada, "o
(nteavalo 0 <0 < €, bem como do estade fncecal do s0stema ¢

do estado da solucao dinamica ne tempo t
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Além disso, a dependéncia, em relagdo a entrada e ao estado
inicial (subtendida nos coelficienles aj) , & linear.

Observemos que a saida

a(t) = jt D(Et - 1) F(1)dT (10)
9]

corresponde ao estado inicial

HEBY = U" {8Y = 3z s :u(n“1)(0):[3

Nos referiremos a (10) como a hesposta Civiae do sistema (1).

' A verificagdo da solugdo (9) pode ser feita por
simples substituigdo na equagdo (1) do sistema, conferindo os
valores iniciais. E importanle ressaltar que a fdérmula ¢é vé-
lida para entradas continuas ou com saltos, ndo necessariamen

)

te de ordem exponencial.(]

1.3 - A Determinagdo da Solucg@o Dinémica pelo Método de

Titchmarsh

Agora nosso proposito € obter a saida como uma
integral de contorno. Para tanto, faremos uso do método devi-
do a Titchmarsh [6] que utiliza a formula integral de inver-

sdo dada por

g(t)::zli jY*iw ertendr G =ikg) )
y-iw

onde y € uma constante maior que a parte real de todas as

singularidade de G())

(1) Dizemos que (x) ¢ de ordem exponencial o (constante)

se  |¢(x)| <ke®™ , para O<x<=~ , com K>0 constante.



Esta férmula é vdlida sobre certas hipdteses, e, decorre do
leorema de Fourier-Mellin. Entretanto, nds seguiremos um cami
nho indireto. Estabeleceremos que tal integral de linha infi-
nita é bem definida e, além disso, pode ser reduzida a uma in
tegral de contorno, com o auxilio do Lema de Jdordan. Apds, pro
cederemos a verificar que com uma integral de contorno de fa-

to obtemos a solucdo do problema (1), (2).

Lema de Jordan

Sejam 0«< y«< Ro e c,k>0 constantes . u2no-
)

=BCA, o arco do circulo de

temos, para cada R >RO por FR

raio R e centro 0 determinado por B=y+1i8 , A=y -1id8 e

?

C=-R , onde & =4+/R?-y? (veja figura).

3 (1
Se |e(x)] < crRK para cada ) = Rel' com
-n< 6<n e R>R_ entdo, para t>0 , temos

lim J‘ e}\t(p(k)d;\ = 0
R4 ]'R

Demonstremos este lema.



Entac

| I

Dados ©s arccs BB® e B'C , tomemgs as inte-

L
ggr € lg.¢ 4o e? ¢(A) sobre os mesmos.
Consideremos o = arccos (y/R) , para BB'

[

ol 2 %l eYtJm/z do = c R e arc sen(y/R)
Q

Assim,
lim |1,,.| = O
oo | BB

Por outro lado, para B'C, lembrando que

sen 2 1
n el = . -~ {] 3
0 " - 0 /Z

segue que

1
CR-k+1 ethosud

|1 ; l g 0
B = n/2

/2
= CR—kI“I.[
0

6 R—I<+'| '[11/2 eﬂZRtU/n do
8]

- |
X Rtsen[de

ncR™
2t

| A

Desta forma,

1w [Loen] = B
Rk B3rC



Sobre os arcos CA'" e A'A, as integrais sdo calcula
dos de modo similar.

Consideremos (8)' e denotemos
u () =f “hiesracs))

Do Teorema da Inversdo para a lransformada de |aplace, rdeve-
mos ter, para y conslante maior que a parte real de lLodas as
singularidades de D(\)R{Y) | que

() [T e pooeaoa
‘ ) '~".._iru
Agora, sendo Q(A) e A(A) polindmios em A com

8@ < dA -1 , temos que a funcgd@o meromorfa

_)
\)

-..l,,...

p(X) D(AIRCA)

l
AL
satisfaz as condigicos do lema. Desle modo, se 1" 6 um contor
no que contém no seu inlerior todos os zeros de A()) , lere-

mos, usando a notac¢do do enunciado do lema,

J eltw(A)dA = [_"\ ektw(A)dA
r “ABCA

= |___ eAttp(l)d)\ + J,__\ BAtt{:()\)d;\ i
BCA

bastando para isto tomar 0. y. RO suficientemente grandes
(de modo que ' @ homoldopica a ABCA no complementar dous  ze-

ros de A(Xx)) . Segue-se,pelo lema de Jordan,que

ml

1 § At Q(A) . 1 At
— —T-T-dx = lim 55— | _— € “g(X)dx =
2“1 T‘ R-}-lﬂ! 2 -”-Bl:n

Z2nl AY)

Lim ?]{i J__ e m(A)dA lﬂ Jf*i"' e*t U(ﬂ).dm’
Fospem e AB Y""j.m

0 gque mostra que esla integral de linha é uwma expressdo bem de
finida.



Mostraremos, a seguir, que a fungio

Fo
T 4G N JI eV DA YA YA

satisfaz A(d/dt)u1= 0 e as condigdes iniciais
: - (n-1) _.(n=1)
u1(0)=:u0 , u](O)muO,...,u1 (D) =ug

Temos que wu,(t) ¢ de classe c” com derivadas

u(lm)(t) "'.].i‘ﬁ VAt (o) da (11)
i 9,

Portanto, devemos estabelecer que

1 m (m)
TnTﬁgI A"D(V)R)DN = ug

para cada m=0,1,...,n-1 . De fato, desenvolvendo em poténcias
ascendentes de %-, vemos que
t (n“])
Q(S) = E-E) I E‘-J- : 4 'lig-—"— + 0 """*"'—1
A(s) 5 54 g1 5n+1
Utilizando o contorno 1I', : A :Reln , com R suficientemente

R
grande, o resultado segue de

1 m 1 m Q(X)
—_ SEF AP & fl;l A da

2nl ACX)

fe] R
. | (j)y, (m-3j-1) . -
T 2ni Z ﬁ, UU A dx + 271l ﬁ. 0 An+1—m da

j=0 'R R

(m) 1 1 1 1
= Yo o ﬁ, 3 9+ 3 ﬁ. O[kn+1-m]dk
R ‘R
u(m) 1




ja que, o sequndo termo J-direita tende a zero, quando
R tende ao infinito.

Por outro lado, temos de (11)

AL/t )Hl('l.)

5 ﬁ.AuvuLnﬁtu(x)u(ﬁ)dk

! ik .

~pelo teorema de Cauchy, i 6

Finalmente, estabeleceremos que a fungdo u2(t)

de (10), dada por u?(t) =" DL -1)f(1)de , satisfaz o problema

‘0
Al ‘li_.(l} L) ,
~ o n=1) B
u?(U) = .. = U, (0)=0 -
com f(t) seccionalmente conl fnaa.,

Para os valores de t em que f(t) ¢é conti-

nua, temos:

us(t) = D(O)F(L) + Jt D' (t - 1) F(t)dT
0

_j' D' (L= 1)F(1)d1
0

Em particular, ué{D)f 0

Similarmente

us(t) = D'(D)F(L) + ft DY (t - 1) F(T)dT
0



- P DU(t - 1) F(1)dT . ut(0) =0
“11 2

Prosseqguindo desta forma, obltemos

(n=1) A o %
u (t) = D (E-o)f(1)dr
2 j;

com uén'1)(0) =

E, como D(n_])(D): 1 , decorre

u;”)(t) s FLE) + Jt o8 ¢ - 1) Fle)dn
2 0

Logo,
A/ (L) 1CL) j’ NeAdLIB b 1 Y L) dA
! 0

a B ;

0 que demonstra a nossa afirmagéao.
Pelo principio da superposigdo linear, obtemos

que a saida de (1) . (2) é a soma das solugles u1(t) e uz(tl

Resumiremos a nossa discussdo, no seguinte

Teorema 1

A solugdo do problema (1),(2) é dada por

t

1 A ¥ t ,
U(t) = or £1 e’ pOaon)da +-L D(t - t)Fl1)dr .

onde D(A) €& a fungdo de transferéncia (7), Q(A) ¢€é o poli-

ndémio (5) e I' um contorno que encerra no seu interior 0s

Gues Ot
g ot WY

.L ot &l O‘*""L

{4



polos de D(A) . Além disso, temos a seguinte redugdo algébri

cd
=]

utt) = >J nt-lJ{“_‘j_”(t)+J.t D(t - t)f(t)dt
j=0 0
onde D(t) =£_}(D(A)) € a solugdo dinfmica (8) e os coefici-

entes o5 dados por (6).



cAPTTULD 11

Fungdes Malriciais

2.1 - Introdugdo

Tendo em vista a discussfio de sistemas de equa
¢Oes diferenciais, € conveniente considerar Auncoes ma thi-
ccacs, isto €, fungBes cujos valores sdo matrizes e cuja va-
ridvel independente pode ser escalar ou matricial.

0 cdlculo diferencial e integral para fungdes
reais pode ser estendido as fungbes matriciais de varidvel es
qalar: com processos limites caracterizados pelo auxilio de
uma norma matricial ou em Lermos das componentes. N descrigdo
desta extensdo serd omilida neste trabalho; para tal indica-
mos [13] e [18]. Para propésitos prdaticos, convém salientar a
especial atengdo que devera ser dada as propriedades que en-
volvam comutatividade ou inversd@o de matrizes. Os aspectos al
gébricos, como a independéncia linear de funcgles, por exemplo,
serdo entendidos no sentido vetorial.

O principal objetivo deste capitulo € a defini
¢d3o0 e o manuseio de fungdes matriciais de variavel real e ma-
tricial, obtidas a partir de fungdes escalares analiticas.Mais
precisamente, a conveniéncia em operar com fungdes f(t,A) ,
obtidas de uma fungdo escalar f(t,z) pela simples substitui
¢do0 da varidvel z por uma matriz quadrada A . Quando f(t,z)
for uma fungdo analitica em cada uma das varidveis, poderemos

utilizar, conforme convier, a expansdo em séries de poténcias
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ou a integral de contorno de Cauchy.

L ooportano salicnlar que, hisloricamenle, o de
senvolvimento da Leoria de fungoes malriciais tem sido feito,
por varios autores, de maneira independente. Para um estudo

mais detalhado sugerimos [13],[18] e [5].

2.2 - Séries Matriciais

Dizemos que uma sucessdo “k (k =
= 0,1,...) de matrizes de ordem m converge a uma matriz A

de mesma ordem se

}im nij(k)- nij

f. Fenr

onde ai](k) e ”ij denotam as componentes das matrizes N €

A respectivamente. Neste caso, escreveremos lim A, =A e di-
lren

zemos que A € o valor limite da sucessdo nk
Tal conceito de convergéncia pode ser estabele
cido, de maneira equivalente, em termos de uma norma matricial.

A norma de uma matriz quadrada A € um ndmero ndo-negativo

[IA]] , gque satisfaz as sequintes condiges:

(i) ||A|l >0 se A+0 , |JO]=0 ;
(1) [l + 8 < [[All + [I8]]
(111) fleAll = el llAll ;

(iv) [[AB]| < [[AlllB]]

E relevante a Gltima propriedade, por sua uti-

lizagdo em processos limites. Citamos, como exemplos, as seguin



tes normas matriciais

Al ix |a, | Al y | |2"/2
= max |[a.. 5 W= Bz s e
S 15 B L N B
Al = méx [|Aax || . P ;
Polx]l =1 P -
8]
Aqui,
1/
”x”p:(|x1'p+"'+lxmlp) p

é a norma de Holder do vetor x . Para maiores detalhes, veja
(2] & [11)s
A grandeza da norma de uma matriz pode ser es-

timada em termos dos elementos da matriz considerada, ou seja:

Lema 1
Para cada norma matricial ||A|| , existem cons-
tantes « e B , ambas ndo negalivas e independentes da ma-

triz A , tais gue

a max |a; .| < Al < B mdx |a, .| (1)
1,0 gl =

A desigualdade decorre do isomorfismo existen-

2
te entre o espaco das matrizes quadradas de ordem m e g .

no qual todas as normas sdo equivalentes. Este fato implica o
S
resultado.
Atraves deste lema, obtemos a sequinte defini-

¢do equivalente de convergéncia:

lim A, =A se,e somente se, lim [|A, - Al =0
k—H:ﬂ -» 00
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A convergéncia de sucessdes matriciais preser-

va as regras usuvais de soma ¢ produlo
Lim (Hk+-Bk): N+ B g 1lm ﬁkBk::AB , se lim B, =8
koo >0 K o

e a relacdo de semelhanca entre matrizes

lim PDHkP'1::Plim HkP'1 , P ndo-singular

k--)(u I\ iy

oo
Diremos que a série z, A, de matrizes de
k=0

N
ordem m converge para uma matriz A , quando lim|| >J Aklaﬁ”:D
Noeo (k=0 J
ou, equivalentemente, ), BoUlY S8y s ¢ 35T 12wyl Em
k=p J 1]
tal caso, a matriz A ¢ dita a soma da série e escrevemos

= =]
2 Ak:zﬂ . Na prdtica utilizaremos frequentemente o critério
k=0

de convergéncia absoluta:

[es]

Suponhames que a seaie numerica l ANl con
%) k=0

vernge. Entao, a seqdie matrnicdial Z Ay ¢ convexrgente.
s k=0



De fato, alravés do Lema 1, temos que

oo

o Z |a; . (k)| < >_, A Il < « ,
k=0 = k=0 =¥
e, portanto, cada uma das séries de componentes & convergente.
Para cada matriz quadrada A tal que |[A| <1
é vdlido

lim £° =0 , >_ N‘:(I -L\)"1 " (2)
| P k‘-U

onde I denota a matriz identidade.

N primeira relagdo seqgue de
k k
[ATH < A" <
e, para a segunda, observemos que

n

Z k ; ; n+ 1
5. = A implica S (I -A)=I-A
n k=0 n

Assim, o resultado decorre da primeira relagdo.
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Séries de Poténcias - 0Os polindémios P(t) = CD+-C1t-+... # 8,

m
com coeficientes malriciais I'k , Lodos de mesma ordem, sdo as
fungdes matriciais de varidvel escalar mais simples de operar

algepricamente e analiticamente. Como extensdo natural dos mes
mos, consideramos as scaies de potencias escalanes

o

\ k
L. Cpt ;
k-0

FLEY =

com coeficientes Ck :[cij{k)J de ordem mxm

Se r denota o menor dos raios de convergéncia

das séries escalares >, ciJ(k)tk , entdo, do Lema 1, decor-
k=0

Lo b]

o . 5 ik ;
re que a série matricial >, C .t converge ansolutamente pa-
k-v

ra |t|<r e diverge se |t|>r . Portanto, a derivagdo e in
tegragdo,de maneira analoga a de polindomios, serda feita Ler-

mo a termu. Mais precisamente,

8 ey o ) e ddge ). jrdoe tfd ) gty er (4)
dt k=o K dtd kZj T I K
para cada inteiro j>1 . Em particular, temos
ey - e, , (5)
onde F{d)(t) denota a j-ésima derivada de F(t) . 0 método

dos coeficientes indeterminados tem por base a propriedade dos

zeros das fungOes analiticas:
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S Firy= ¢ E t!\ U pasa |t <1 , entao Ck—-lJ pa

tode k

E quase imediato pois, da hipdtese, segue que
F(J}(U) =0 , para Lodo inteiro j>0 . A afirmagdo decorre de

97 18

A seguir estabeleceremos um resultado simples,

mas extremamente Util nu desenvolvimento de nosso trabalho.

Lema 2
A solugau do problema de valor inicial
UrGe) = AUt L) A nxn

uio) = 1

€ dada pela fungdo matricial

o

8
oty = ) BEES L oAt
l(—_[] -

De fato, se

it
—

T, B b5 , €, =U(0)
k-0

entdo, substituindo na equagdo, decorre da propriedade dos ze

ros das fungfes analiticas
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(|<+'l)[4k_i_T = ALk "

para todo inlteiro Ik -0 . P'or indugdo, temos que
o L h
k k! '

Como
) ke ) 5 | kK IAt]
- TRT 2 & g IRt = e
L(:O k:o :

a fungd@o U(t) ¢é bem definida e o método dos coeficientes in
determinados & justificado.

A série matricial

a l+a,A+a A"+ ... = ([ a.A
0 k

onde A €& uma matriz quadrada e (ak) uma sucessio de escala
res, e denominada Sc'te¢ o poteneias matiiclais . A con
verygtneia deste Lipo de sories pode ser reduzida ao casn es
calar como segue:

Se R ¢ ¢ naic de convengencia da serie esca-

o0

E L ac ! Al < R temos que a serie mathi-
Larn a iz, entac pana Al < , temos que : TaL

k=0

oo

cial Z 8kﬂk conveage absolutamente.
k=0
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Isto decorre imedintamente do critério de convergén
cia absoluta, puois que ”aknk“-ﬂ!ak|”n”k

Como uma série escalar de poténcias é infinita
mente diferencidvel no seu intervalo de convergéncia, temos

também que as séries matriciais correspondentes as derivadas

Zj!(‘f)akakﬂ X . (7)
k= J

convergem absolutamente, para |A||<R

2.3 - Fungbes Matriciais Analiticas

Seja f(z) wuma fungdo analitica de varidvel
complexa definida num dominio simplesmente conexo § , ao qual
pertencem todos os valores proprios da matriz quadrada A . De

finimos a fungd@o matricial f(A) como sendo a integral de 1i

nha
FOR) = 5ag ¢ (21-m)7'F(2)dz
T 2wt P
| -1
= I*?j;‘i iﬁ.“:zl-ﬁ) Jijf(Z)dZ : (8)
onde I' € um contorno Fechadn(Z) em £ que encerra em Seu

interior todos os valures prdprios de A
A integral (8) é bem definida, porque as compo

nentes da matriz (zI —A)_1 sdo dadas pelas fungdes

(2) Na realidade, estamos considerando [' wuma curva de Jordan.
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racionais

_I - I_-- 5
% e i i
L Lzl =N} |i|_ e . (9)

onde P(z) =det(zI -N) e cada 4}j(z) € 0 menor complemen-

tar de (zI -A) . O valor de f(A) independe do contorno cons

rado,desde que este seja uma curva homotdpica a I' em §-{autovalores de Al

N delfinicdo de ((A) , através da fdrmula in-
tegral de Cauchy, pode ser relacionada, como se espera da Teo
ria de Fungdes Analiticas Complexas, com uma formulacdo equi-
valente em termos de uma expansdo em série de poténcias. Lem-

T i A
bremos, por exemplo, que no Lema 2 definimos a matriz e co

mo uma série de poténcias em A ,

o]

k
. =12

E dz i

0 I

onde [' encerra em seu interior todos os valores proprios de
A . Em geral, a possibilidade de expressar f(A) como uma sé

rie de poténcias é consequéncia do seguinte:

Lema 3
Se (fk(z)) € uma sucessdao de fungdes anali-
ticas em Q tais que Fk(z)-*F(z) uniformemente em Q , en-
tdao f(A)=1im t"k(HJ
k—+co
Na verdade, a prova decorre da integrabilida-

de termo a termo de sequéncias uniformemente convergentes:

i



2€)

o - ]
lim Ty SE.. e L

ko

1 =1
13 5F(2)02 = 5oy f[} [(z1-m)7"];F(2)dz

Suponhamos, agora, que  f(z)  possui uma  ex-

(s

pansdo em série de poténcias f(z) = z, ak(z -zo)k , que con-
k=0

verge no disco aberto |[z-z, | <R . Entdo, a seqiéncia f(z)=
N

B z ak(z-zﬂ)k converge a f(z) wuniformemente, num disco
k=0

menor lz—z”|- R' R . Se todos os valores préprios de A es

tdo contidos no interior deste disco, entéo
FCAY = aie b (20 - M)~ TE (2)d
N 2ni ﬂr % o s '

onde I , digamos, € o contorno |z -z | =R" com R'<R"<R.

Segue do Lema 3 sobre convergéncia uniforme que

(6]

f(A) = 5 ak(n - 7 l)k = E—I.— (J} {Z1 -ﬂ)_1f(z)dz . (10)
ni
k= 0
Desta igualdade, decorre facilmente um crité-
rio de convergéncia em termos do taio eApee tnal
r(A) =mdx{|\]| : A é valor préprio de A} £17)

para o qual sido validas as seguintes propriedades:

(i) r(A+8B) < r(A) + r(B) ;
(ii) r(aA) = |a|r(AR) , a escalar :
-1 s
(iii) (P "AP) =1(A) ; "’:\p
(iv) £(A) < ||A] e
.:(""(9?_ ~ o :C_;‘.-\Q" »
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Seja R ¢ nade de convergencia da senie esca-

(3] (LA

tax z a (z-2z )k . Entao, a senie matrniclal 2 a, (A-z I)k
k 0 k 0
k=0 k-—.O

convexge, se T(A - ZDI) <R .

Observemos gue, da propriedade (iv) do raiov es-
pectral, este critério de convergéncia é mais fraco que o ob-
tido utilizando a norma matricial. Contudo, para o primeiro,
€ necessario ter estimativas sobre os valores proprios.

Poderiamos ter iniciado com uma definigdo de
f(A) em série de poténcias, ao invés de estabelecé-1la como
uma consequéncia, porém ¢ Lambém vanlajoso dar énfase a Fdrmu
la Integral de Cauchy. A primeira, requer que f(z) seja ana
litica num disco fechado ao qual pertencem todos o0s valores
proprios de A ; isto é, singularidades isoladas e pontos de
ramificacdo ndo sdo permitidos no disco. A segunda, formulada
através da integral, € claramente adaptdvel a esta nova situa
cao: simplesmente escolhemos o contorno I' de modo que nao
intercepte ou encerre as singularidades isoladas e necesséd-
rios cortes de ramificagdo. Certamente, I' deverd conter no
seu interior todos os valores préprios de A e pertencer a
um dominio f simplesmente conexo, no qual f pode ser defi
nida como uma fungdo sem valores mdltiplos.

Exemplificando, a fungdo f(z) =/z possui um
ponto de ramificagdo na origem. Fazendo um corte, de raio in-
finito y , na origem, temos uma fungdo analitica. Consideran

do as fungdes matriciais, ao definirmos A , devemos atentar



para dois aspectos: A ndo deverd possuir nenhum valor proprio
nulo e o raio y deverd ser escolhido de forma que ndo in
tercepte nenhum autovalor de A , [13].

A formula integral de Cauchy

F(A) = mar & (21 -M)7'F(2)dz
i,
é uma expressao fechada para f(A) que requer "a priori" a

certeza de que todos os valores proprios de A sejam encerra
dos por um contorno ' contido no dominio de anmaliticidadede
f(z) . Resta, entretanlto, o problema: calcular Ff(A) oexplici
tamente. Veremos, a <equir, gque o existéonecia de divisores e
zero na algebra matricial nos fornece um resullado interessan

te: f(A) ¢é igual ao valor de um certo polindmio matricial.

Teorema de Redugao

Se A é uma matriz quadrada de ordem m, a

fungdo matricial f(A) é dada por

m=1

fa) = L b, A ;
I{:O
m=1
e W L K =
onde os coeficientes bk do polindmio R(z) = bkz sao
k=0
obtidos através da interpolagdo de Hermite
(J) _ #53) .
R (Ai) - r ()\i] 1 \]=0,1,...,mi—1 (]2)

para X, valor proprio de A com multiplicidade m



Prova:

A Tungao meromorla P(%]’ onde P(z) =det(zl -n) ,
POsSsuUl uma expansdio o emo lragoes parciais do Lipo
m,
LI > >. WH?EE_M* il
P(z) ~ k=1 s=1 (z —Ak)s , -

sdo os distintos autovalores de

onde kk s para K= 01,2550

A e cada M possui mulliplicidade m sendo m., +m, + ...

1 Z
bom_omoe Neg 08 residuos nos zeros de P(z) . ﬂﬂnim,
I' mk . (7_Ak)s_ (S—l)
F(z) > > A LFUN Drtz=d D E Ok Joe . os ey | ) | ok
[?(_Z'j-“ . e .t ol A
k=1 s=1 (&—/\l )
<
onde Pplz) ¢ analilica quando (7)) o &, Decorre
[(7)  R(z) + P(z)i(2) (14)

com R(z) wum polindmio em 2z de grau m- 1 dado por
m

r k
OO ] B PR Y 5 B B P B 5 v 4
k=1 s=1 =

s-1
(2 —Ak) |

s-1) R{2)

(Z - Ak)‘

Por wutruv lado, de (9) e da definigdo (8) com

ied,
qij(z) =(-1) ujltz) , obtemos
qi.(z)ﬂ(z)
J

Pz dZ = €15

| qi.(z)f(z)
[F(n)]i‘j :_2“ﬁ‘i' (J’)F ———“]]-;{-:EJ WS ; |~ ;

J
=|—
s
e,
b
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Conseyuentemente,

F(A) = =t Eﬁ (z1 - A)""R(z)dz = R(A) , (16)
_ .

"1

%

onde R(A) ¢é obntido substituindo =z por A em (15).
N regra de Leibniz aplicada a (14) e o fato que

P € o polinomio caracteristico de A , ou seja,

k
V : r 2
P2y = L etk (2yp ) () 4 R (2)

j=u

e
(Jj) - -
P (Ai) = U para _]__{J,‘l,...,mi__.I ,

implicam a inlerpolagao de Hermite (12).
Observacgdo. 0 leorema de Cayley-Hamilton decorre facilmente

de (15)'. Pois, escolhendo f(z) =P(z) nesta expressdo segue
que qiﬁ:)f(z)/P(z) ¢ analitica e, pelo Teorema de Cauchy, a

integral é zero.
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capituLo 111

EquagOes Diferenciais Malriciais

3.1 - Introdugéao

0 estudo das equagdes diferenciais lineares

de ordem superior com coeficientes matriciais de ordem mxm

uM ey e ™) LA u(t) = F(E) (1)

€ umitido , em geral, na literatura, por ser algebricamente
equivalente a equacgdo diferencial matricial de primeira or-

dem
AL ANZCEY a FLE) (2)

Aqui, A denota a matriz companheira de ordem nmx nm ,

0 I 0 uaen 0 |
0 0 1 G 0
4 = . : . - : , (3)
0 0 0 I
-hnn "nn~1 hnn-? T *A1—

e 2(t) e F(t) , as matrizes colunas de ordem nmx 1 ,
2(t) =eollutt) w'lt) ... o™ Wie)1 & F(E) =eollo 0 ... FEEYD.

Cada solugdo de (1) define z(t) como solu

¢do de (2) e, reciprocamente, as m primeiras componentes



de uma solugdo de (2) formam uma solugdo de (1). Mais preci-

samente, observamos que

Co(t) q(t) S Cn_1(t) -
e"'kt = : ] P : - ICEi;1)(tJ]£ﬂ)
(n=1) (n-1) (n-1)
Co (t) Cl (£) ... Cn-1 (t)

(i,j: 1,2,-..,[’])

cujos elementos matriciais Cj(t) de ordem mxm sdo solugtes matri

ciais da equacgdo homogyénea associada (1), com as condigdes inicials

(‘(ik)[O) s Bal + Flal b amtind | (5)

Jk
onde I denota a matriz identidade wmxm . Pois, para t =0,
essa matriz se reduz d makriz identidade nmxnm e cada co-
luna representa um estado matricial inicial da equagdo houmo-

génea associada

u(n)(t)+ﬂ1u(n_”(t)+...+Anu(t) -0 . (&)

Além disso, como a solugdo geral de (2) € dada por

At

2(t) =e™z(0) & jt BA(t -I)Fil)dw

0

obtemos que a solugdo geral de (1) é dada por

n-1

oty = ) et [V eq it -nf(ndr T
j=0 J 0 =

A solucdo matricial



DCE) = &, k%)

nos referiremos como a Solucao divamiea da equagdo (1). N mes
ma é a solugdo matriciali ue (v, cum @3 condigBes iniciais

o0y =1 . DOGE =0 €00 5w BP0 0 (8)

0 manuseio da matriz companheira A nac 2

ameno, para a obtencdo de resultados relativos as equagdes de
ordem superior. Porque, feita a redugdo algébrica (7), a iden
tificacgdo das solugdes Cj(t) , a partir de (4), ndo é uma ta

refa simples. Além dissu, algumas caracteristicas das equa-

¢0es de ordem superior tornam-se obscuras ou, simplesmente,
desconhecidas quandu se uliliza a redugdo 3 matriz compa-
nheira.

Neste capitulo, apresentamos diversos resulta-
dos obtidos por Ruiz-Claeyssen, através do método de Cauchy
dos coeficientes indeterminados, para um tratamento diretodas
equagOes de ordem superior [18], [19] e [20]. Contudo, nds u-
tilizaremos o caminhu operacional da Transformada de Laplace,
em analogia ao caso escalar. lal processo nos permitird repre
sentar a solugdo dindmica matricial como uma integral de con-
torno ou como um polindémio matricial.

A maioria dos argumentos operacionais, aqui em
pregados,sdo inteiramente analogos ao caso escalar. Portanto,

verificaremos somente aqueles que requerem especial atengdo.



2.2 7= A ‘Solugdo Dinamica como Integral de Contorno
Utilizando o método da Iransformada de Laplace

na equagdo (1), decorre a equagdo operacional
A(sIU(s)  REs)Y T (s) ()

na qual U(s) e f(s) sdo as transformadas da saida wu(t) e
entrada f(t) respectivamente., Os polindmios matriciais A(s)

e RQ(s) s3io dados por

) n K= ”
Als) = Hob i .f\]“ | waa Hn_]o ) “ﬂ 2 )
com A -1 e
2]
n-1
Wis) >. u.{n)u(J)(U) ; (1)
j=0
em que
n-j-1
Q.(s) = 2 nps”‘j‘“l ’ (1)
J L=0
Em particular,
A(s)D(s) = 1 ; (12)

na qual

D(s) - £(D(t))

8 a funcdao matyicial de transjewenecia associada a (6) e (8).

Afirmamos que

DLEY = <L Mpriyaxy (13)
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| M
5ul ﬁ. e daA ]

Corolario 1

A solucio do problema inicial
1

(n-k)
\
Fku

1]
—

L. £E)Y = L)Y A
k=0

U(n-l) {p="1)
0

(0) =u s g WY KDY & ué,u(U) = L]

U H
com f(t) continua é dada por
n-1 n-j-1
u(t) = Z 5 p M= 3=1=0 pyn w3 o) .jt D(t-0)F()dr (19)
j=0 1=0 (0]

Prova:
De (7) e (9) decorre que

i ¢ _ak . L _
u(t):m—iﬁ)P e’ (D(A)Q(A) )dA + '[o D(t - t)F(1)dt

Utilizando (11), temos
N=1

] At (e h 1 At (j)
BTT i1 e D\X)Q(h)dh-—jéu [2”1 ﬁ‘ e D(A)Qj(l) dA)]U (0)

n-1 n-i—l
< b 4
Jj=0 2=0

e Eﬁ AH_J_1_ke'\t0()\)d}xJng(J)(U)
& I'

A conclusdo segue de (16).

Corolario 2

As solugtes Cj(t) sdo dadas por
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PP

C.(t) = } D("‘J“'*"’)(t)r\i , j=0,1,...,n=-1 (20)
J 2-0

Prova:
E imediata de (7) e (19), pela unicidade da

solugdo.

Exemplo

Para a equagdo de segunda ordem,
u + Bu' + Au=0 5
temos que
C,(t) =D'(t) +D(L)B , € () =D(t) (20)"

Observagdo: A colocagdo dos coeficientes AQ a direita,

em (20), deve-se ao fato dos mesmos representarem matrizes ndo

necessariamente cumulativas.

3.3 - Célculo da Solugdo Dinamica

A integral de contorno (13) pode ser a princi-

pio calculada com o teorema dos residuos. Mais precisamente,
r

D(t) = /. Res(eStD(sls.) :
i=1 *

onde o0s sj sdo os diferentes zeros do polindmio caracteris-

tico P(s) , dado por (14), e com multiplicidade rj respec-

tivamente. Assim,



r

= r.-1
, Z ] .49 _ Ly st
D( L) £ --‘I '-(E:"T.l—ji SJ;’JS:H —i_“j__‘i (5 - Sj) D(S)e 1
JH J ._]' ds
e, utilizando a regra de teibniz, decorre
r.-1
r J
& % r.-l-k s.t k T
| | j i~ d Jpey
D(t) = l Ly TT T t e —(s-5.) “D(s)! «£21)
j=1 k=0 k! (lj—T—ki! dsk J Is:sj

Para podermos utilizar esta fdérmula com fins
computacionais, devemos enfrentar dois proolemas: o calculo
dos zeros do polindmio 1'(s) e o cdalculo das derivadas da Tun
cdo matricial de transferéncia D(s)

Noseqgudr, nosse prapasibo & anter ama Thrmula
para a solugdo dinamica que seja mais amena no que se refere
aos aspectos computacionais. Para tanto, focalizaremos nossa
atengdo em derivar uma fdédrmula para a fungdo exponencial egt.

Temos que, se A € uma matriz quadrada de ordem N , ent#o

AL ] HEE
F
onde
) -1 _ adj(sl-A)
D(s) = (sI -A) = B(s)
Escrevemos
N-1
B(s) = adj(sl -A) = 2. Bksk i
k=0

pelo fato que os elementos de B(s) s&do polinOGmios de grau



N-1 em s . Senduo

B __B(k?(o)
k I ! '
obtemous
By oy = I
(22)
Bk = QBN-k*'bll ¢ kes 1,8, , N=1
onde
N
P(s) = det A(s) = zJ kaN—k , b_=1
k=0 o
Por indugdo finita, temos que
’ Kk
. k-1
BN-k-1 2 Ry ’
L=}
portanto,
N-1 N j-1
atsh = 1. By o 48 = 4 ) bysd™1 1N~
k=0 Je=1 3=0
Assim,
N o =1
e -
b.sJ) 1
D(S) = y ‘—J;i‘; :_j_ HN"‘J
Jj=1 =0 a
e, decorre
N -1
j-2-1_At g
At y i At Te N-=j
© 329 [;Z; P 7l ﬁ' BEiLLED dA]A

As integrais de contorno podem ser identificadas como sendo

3 (T=d=~1)pein
as derivadas d'Y (t) da solugdu dindmica escalar correspondente



d equagao escalar

N
AL _ z
j:1

com ck(t)

N
Z o, v Nty -0 (23)
k-0
Resulta, portanto, a seguinte férmula
j-1 N
(Z bid(j_l_”(t)JHN_J:E SCO T A (24)
i=0 j=1 Y

no sentido do corolario 2, para a equagdo (23).

Agora consideremos a matriz companheira A

definida por (3). Escrevamos as poténcias

A at)y , (75)
1]
na forma de uma malriz bloco nxn com elementos mxm . A
. . Al . ] .
matriz exponencial o protle e eserita, na forma operacio-
nal, como
j I
g
dt
At e 5
et - [€,06] BdE) sue €, 508)]
E](n—1)
o™ |
Pelo fato que a k-ésima derivada de e‘dLt em
t=0 ¢é igual a Ak , decorre que
N
¢S W
PO
‘?(?.S' £ 9 o0
.‘\ﬁ'(.h
A’
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ugﬁ) Cﬂf;'“1)(ﬂ) ; (25

Ubilizando (%) junltlamente com (24) obtemos a

seguinte representagdo da solugdo dinamica

Teorema 3
A solugdo dindmica matricial de (1) é dada por
mn Jj=1 mn
oty = 2 o (™o ). (2 b.d(j‘i“”(t)]o(”‘”‘J)(o) (26)
1=1 ™ i=0 =1 *?

J:1

onde d(t) € a solugdo dinamica da equagdo escalar P(d/dt)v=0,

com
mn
P(s) = }4 Dksn"LJ<: det(snl-r,fl]sn—1 Bz ox % R0
k=0 i
Prova:
Sendo
.
0 mn
o At . X (mn-j)
D(t)=[1I 0 ... 0] e = Cmn_j(t)n1n ,
§=1
.IA

nossa afirmagdo decorre de (25) e (24).

3.4 - EquagOes Matriciais em Diferencgas

0 uso da integral de contorno, para represen

tar a solugd@o dinamica, nos permitiu inferir diversas pro-
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priedades. E natural perguntarmo-nos: as outras solucgdes
Cj(t) possuem propriedades semelhantes? E, também, a solu-
gdo dindmica malricial pode ser obtida como uma fungdo malri
cial andloga ao caso escalar? Para discutir estas questdes é
conveniente utilizarmos a representacdo das solucgdes em séries

de poténcias, isto é,

X tk z tk
C,(t) - L Ci kT D(t) = L By, Ey=C,_q(t)
Por simples substiltuigiino na equagio homogénea (6), decorre
(que os voveflielenle vi o o saodngies da o equagido matricial
em diferengas
n

Uk{-ﬂ d Q,}-_-‘I uQ:Uk-H'l-?,: O & B=lylse L7
e, com dados iniciais

Uk= Cj,k= 6jk1 i By T8 Tpmas 501 C27)

A expressdo (20) sugere uma relagdo entre os
coeficientes Cj K € os Dk da solugdo dindmica. Mais pre-
1
cisamente, isto nos é dado através do

Lema de Recorréncia

Se jam Cj | 0s coeficientes das séries de po

téncias correspondentes as solugdes Cj(t) . Entédo,

J
Cj,k+£0 Dy 5o1eg Prog =0 » k2n 4 j=0,1,...,n-1(28)



Prova
Utilizaremos o método de indugdo em k . Para
k=n , temos que

J
C. + Z B & A = C, + A 4
J&n -0 Nn-j-1+2 n-2 Foild n-%

pois que Dn-1-i: @ para 1=1,2,.«.:;0=1T 5 Por outro 1ado,

de (27) com k=n , temos

isto é,

j,ﬂ I n'j
pois Cj,k: ijl pErgE Jik = 051540507
Suponhamos (28) valida para um inteiro k >n

Entao, de (27) vem
n
4 > A.C. -
Joke1 T 20 TRV k18

Através da hipotese de indugido,

e

Jok+1-2 Dk—z—j+5 An-s

0

Por outro lado, de (27),

n
D =. - Z A

k-f-j+s iPk-p-jes-i ’
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portanlo,
n J

G 1 = 2 14 ,
Yoot ™ B [syu ”u.Dk_q,_j.sJ“n-s -0
e, p
J |
¥ ey séo [‘ Ea %Dk-a-ij fig =0
Assim,
J
+ ; B : 0
Jok+1 s-0 k-jts n-s

e, decorre o afirmado.
Observemos que de (27) e (28) com j=n-1, is

to e, Cn_1’k::Dk , temos

=1

Dk+n * QED An—ELDk-rQ, = ¢
& n-1
Dk+n vt Q’:O Dk+2,“ﬂ-il = 0 )

ou seja, as derivadas da solugdo dindmica na origem sdo solu-
¢O0es bilaterais da equacgdo matricial em diferengas (27).

Agora utilizando o lTeorema 3 , temos
mn mn

D(k)

.Z ¢j(k)Dmn-j !

(0) =D, = ck) (oyp
= 21

s mn-j mn-j

onde



n'l

j-1
bk = ) b, gt gy L eR) (g (30)
J L mn-j

=0

Sintetizaremos nossa discussdo com u seguinte
Teorema 4

A solucdo da equagdo matricial em diferengas

n
U o > MWy =0 k=0,1;.
L=1
¢ dada por
n-1 n-1 J
U:lc.u.:__[ D, . nJu., (31)
k j=0 Jo k] j=0 \g=0 k-j-1-2"2) 7]
para os valores iniciais Uo’Ul’ ’Un—1
Prova:

Temos que ﬁ " ¢ solugdo do problema de va-
lor inicial reproeseoaltinlo por (27) ¢ (271), para j,k=0,1,...,n=1_
Multiplicando a coguagan malicial (27) por 'IJi a esquerda,de
corre

n
& ol z AL U. = 0
J!k J =1 % J,k—ﬁ J

Somando em j , obtemos que
n-1



L)

satisfaz

Uk ' >, nﬁuk_ =N ,

0 que implica que “k ¢ solugdo da equagdo em diferengas. Por

outro lado, para k=0,1,...,n-1 temos
n-1
H. e > §. U. =U ;
k 3§20 Jak™ ] k

0 gue satisfaz (27)'.

Coroldrio:

Temos que
n-1

] >_ . (kU y B0 Vs 5 (32)
‘j -U ‘I \J

onde

R = = B Ck==1= A
b5 () L (J>_ jUk=g=1-200, )y

com 4j(k) dada por (30).



cAPTTULD 1V

Desacoplamento e Aproximacgido na
leoria Linear das Vibragoes

4.1 - Introducgado

0 estudo da equagdo diferencial matricial(3)
MU + BO + Ku = O (1)

¢ de particular interesse para a Teoria das Vibragoes, [12]
e [21]. 0Os coeficientes matriciais reais M,B e K s3do refe-
ridos, na literatura, como a mataiz de {nChcia, @ matiiz de
atiite e a mataiz de 1(gidez respectivamente.

A equacdo (1) é dita desaceplavel quando, a-

través de uma mudanga de varidveis
u = Vz V  ndo-singular, (Z)

e adequadas pré-multiplicagdes com os coeficientes, chegamos

a uma equagao da forma
Az + I'z2 + ¢z = 0 (3)

cujos coeficientes A,I' e ¢ sdo matrizes diagonais. Em tal
situagdo, obtemos facilmente que a solugdo dinamica da equa-

¢cdo (3) é dada por

(3) Neste capitulo, por serdeusc frequente na leoria das Vibragoes,

usaremos % € x para denotar as derivadas de primeira e segunda ordem.
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A7 're/2 senhv/a b
VB

D*(t) =e (4)

diag[d](t),d (t),...,d (t)]

sendo A =w2 _an¢yan2 e as fungoes dj(t) as solugdes dina-
micas das equagdes que originam o desacoplamento (3). Ambas
as representagdes acima devem-se a natureza diagonal dos coe-
ficientes: a primeira, associada & comutatividade dos mesmos;
a segunda, € imediata.

Porque a solugdo geral de (3) é escrita na for

ma (20)' cap 3.
2(t) = (D*(t)+ A™'TD*(£))z(0) + D*(t)z (0) , (5)

decorre de (2) que a solugdo geral de (1) é dada por

u(t) = VIO*(t) « A oxtiv=Tuco) « vorctyv-laco) . (6)
Assim,
D(t) = VD*(t)Vv ™" (7)

€ a solugdo dinamica da equagdo original. Certamente, a rela-
¢do (7) proporciona uma maneira de calcular a solucgdo dinami-
ca em termos da matriz V

Neste capitulo, nosso objetivo serd o estudo de
condigdes para os coeficientes M,B e K, sob as quais esteja
assegurada a existéncia da matriz V . Assumiremos, no que se
gue, que todos os coeficientes s&o matrizes reais simétricas
Em particular, esta é a situacdo que se apresenta, quando (1)

€ obtida a partir das equagdes de Lagrange
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] v 58 8P - B (8)

u Ku (9)

sdo aproximagBes quadraticas para a energia cinética, dissipa
tiva e potencial respectivamente, associadas a um sistema me-
canico com n graus de liberdade que vibra em torno de uma

configuragdo de equilibrio, [12].

4.2 - A Solucdo Dindmica em Modos Normais Cldssicos

Supondo que (1) possua solucgities da forma

U o= & % v nio-nulo, (10)
chegamos ao problema algébrico de autovalores

(AM+2B+K)v = 0 (11)

que consiste na determinagao do vetor ndao-nulo v e do esca-
lar X . Tal vetor é denominado autfovetor ou modo e o escalar
autovalos. Certamente, v escalar A € raiz do polindémio ca-

racteristico
P(A) = det[A°M+ 2B +K] (12)
e pode ser escrito na forma

ea—
A=w(=£§ 4 if”l-&z) y WEE yerts, |Ejel . C13)
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A literatura especifica refere-se a w e & como freqllencia
natunal e wazae de o amotteconento enilice respectivamente, [12], F
importante observar que as vibragtes acontecem sempre que
|&| <1 e, em particular, vibragdes naturats quando £ =0 . A
ocorréncia das Gltimas equivale a existéncia de solugbes (10)

com
A= iw , w real
A andlise das vibragbes naturais, em equagdes
sem atrito
MU + Ku = 0 (14)

€ basica e muito utilizado nas aplicagfes. Esta equacgdo pos-

sui solugbes periddicas da forma
u=e p w real ,
se, e somente se,
(—wZM +K)v = 0O ;
isto é, quando existir um w? real tal que
2

Kv = w My (15)

tenha solugd3o v ndo-nula. Aqui o sinal de w € irrelevan-
te, pelo simples fato que se A =1iw & raiz, seu conjugadc tam
bém o é. Portanto, a equagdo (14) terd solugdes periddicas

reais da forma



o
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u=pcoswt-gsenwt , u-psenwt+ qcoswt

onde v=p+iq com p e g veltores reais.

Se M ¢ positiva definida ¢ K ¢ simétuica ,

% . = : 2 2 2 o
entao excstem n o taczed neads wl'w2""’wn da ecquagav (15),
cufos cornespondentes autove totes VisVos eV satisjazem a

welacao

I<

VELIV 6 para jsk (16)
isto é, sdo ortogonais cum respeilo ao produtuv internu

. T

<U,v> = u My : (17)

Os autovetores ortogonais em (16) sdao denominados modos not-

mais classicos .

A demonstragdo deste conhecido resultado, [11]
e [22], decorre do fato que a matriz M™'K & simétrica em re
lagdo ao produto interno (17) e, portanto, diagonalizdvel com
autovalores w? reais e modos normais clédssicos v 5
Em consequéncia, a matriz

vV = [v1 Vo, wivs ¥ ] " (18)

denominada mat4(z moedal € ndo-singular. Além disso, decorre

de (16) que

MV

I
-

{ 15



G ouma malriz diagonal, cojos elemenlos sio

| .
Um W 2 MMy = Ty s o 5
4 < '

Similarmente, de (15%), oblemos

vikv = a? (20)
onde
2 . Zz 7 2
N° = dlagle,wz,...,wn]

€ referida como wmattcz espeetrat. De modo andlogo,

KV - Mvel . (20)"

N mudanca de varidveis u-Vz induz um desaco
plamento em (14). De fato, multiplicando (14) & esquerda por

v e substituindo u por Vz , obtemos de (19) e (20)

P e 0% =0 (21)
pois A €& ndo-singular, por ser M positiva definida.
Deste modo,

sen w,t  sen w,t sen w_t
St ‘ 1 2 n
DE(t) =280 2L . diag . ISP A i (22)
Q2 W, W, ? W
€ a solugdoc dinémica de (21).
Utilizando (19) e (7), temos que
D(t) = vD*(t)v™ ' = vor(t)A~ v m (23)

[1s28
[4}]

scingdo dinamica de (14). Efetuando os produtos em (23)
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obtemos de (22), que a solugédo dinémica(a) € dada por
sen w,t sen w.t sen w_t
D(t) - V diag| — | S . S— A VIV
' vimv, " vimv, "2 viv.  "n
11 22 B
-
¥q
sen w]t/w1 sen w2t/w2 sen wnt/wn
i ]Mv Vl, V]MV V2 =R VTM vn VT 0
¥y AR nvn 2
VT
n
n T =
sen w.t v.v.
= J J_ M
: W . I
J=1 J vin

Portanto, 4e M ¢ pesctiva definida ¢ K ¢ sémetrnica, a so0-

tugao dinamica da equacac
MI::I-!—KU:U

de pinida pon

e
Dt) = sen /MK t , (24)

ATk

¢ dada pela ;‘{iz'nuft!'.{

n I
X sen w._t Vig¥ 4

BlEy = - J % M . (25)
i=1 v .My .
d J %5

(4) Agui a somatdria deve-se a propriedade

o

(a 01[5] = [a oi§

+ [0 D][SI: ac +bd , para aeb matrizes

coluna e c e d matrizes linha.
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Concluimos, deste resultado e do pardgrafo an-

terior, que a solugido yeral da equagdo sem atrito € da forma

n

sen w.(t) V.
ulE) = E: (cos w.t)vTMU(U)+ MMM Cs VTMG(O) - ” (26)
j=1 b j J viMy,
J J
ou, simplesmente,
n
u(t) = zd Ajsen(wjt +6j)vj : (26)

j=1

para uma apropriada escolha das amplitudes Hj e fases Gj

Fisicamente, um movimento descrito por (26) €
a superposicdo de n deslocamentos independentes através de
modos normais. Decorre de (25) gue

|
v .kv .

i v.Mv. ’
Jd

Se K ¢é positiva definida, entdo os w? sdo estritamente po
sitivos. Nesta situagdo, teremos a superposigdo de vibracgdes

naturais,

4.3 - Desacoplamento na presenga de atrito

Consideremos a equagdo com atrito (1)

MU + BO + Ku = 0, M n3o-singular . (28)

Agqui o desacuplamento & um proolema mais com-

plexo: é possivel desacoplar dois desses trés coeficientes ;

em geral, ndo é poussivel diagonalizar simultaneamente todos
a
. o fﬂ&
AW
S " Q\ Pt R‘ 9
.‘Q"’r\& ot \Qﬂ“
5 .r‘\i.*h c}.‘

S
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os coeficientes, exceto sob certas hipdteses adicionais. Se-

ndac, vejamos. A equacgado
U+ BO + Ku = 0 (28)

com

(5]
i
=
o
v}
-~
I
=
-~

€ equivalente a equacgdo (28). Se K e B s#o matrizes simé-
tricas que comutam, € possivel desacoplar a Gltima equacédo
Mais precisamente, pata matteizes simetnicas K e B, existe

uma mudangea de variave s

; ¢ orlogounal

que transforma (28)' em

7z + Bz + Kz =0 (28)"
¢ tal que

B= 08¢ , K=0Ko

sac diagonais se, ¢ semente se, K comuta com B , veja Bellman
(3], pg.56, Teorema 5. A exigéncia de ¢ ser ortogonal esté
subordinada ao desejo de ndao acoplar o termo Zz enquanto dia
gonalizamos K e B

Em particular, Rayleigh [16] estabeleceu que,
se a matriz de atnito ¢ uma combinacao Linear das matnizes de

(hereda ¢ ndgidez, i(sto ¢,
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T I

B=aM+bK , a e b escalares, M =M e K =K |, (29)
entao (28) ¢ desacoplavel .
De ialc. @ equagdo (28)' com

Beal «+ bk , £ =Mk

€ equivalente a (28) com K e B matrizes simétricas que co
mutam.
Uma extensdo de resultado de Rayleigh foi obti

da por Caughey, [7] e [8], da seguinte maneira:

Suponhames que K ¢ scmelviea ¢ sem autevalenes wepel(cdes. tn
tdo, a ecquacac [28)' ¢ desacoplavel se, ¢ scomente se, B ¢ um
polinomio em K

Com cleito, se B ¢ um polinémio em K , ou
seja, B=p(K) , e & & a matriz ortogonal que diagonaliza K,

entdo
T1 T 4 r

onde [K :¢TK¢ € diagonal por hipétese. Logo ¢ também diago
naliza & e, portanto, (28)' é desacoplédvel.
Reciprucamente, suponhamocs que (28)' é desaco-

pldvel através de ¢ . Neste caso, as matrizes

¢TE¢::diag[u 1 3 o'Ko :diag[k1,h2,...,h ]

1?”2!"'11']“ n

sdo diagonais. Por outro lado, o sistema linear
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possui solugdo Unica em «= (a ay ...oQ ) . Isto ocorre

0 n-1

porque o determinante do sistema é o determinante de Vander-

monde dos valores A1,A2,...,An , 0s quais sdo distintos por

hipétese e, portanto, ndo nulo. Assim sendo, podemos escre-

ver
n-1
080 = )« (oK)
. i
1=0
n-1
) a0 ke
120
e decorre que § ¢ um polindmio em (K
Os resultados de Rayleigh e Caughey impdem se
veras restrigdes para o desacoplamento da equacgdo (28)': as
matrizes K e B devem comutan.

Fisicamente, uma hipdtese desta natureza é ar
tificial. Contudo, é de uso frequente na literatura(5),ihce B
dificuldade no computo da solugd@o dindmica de uma equagdo ma

tricial de coeficientes simélricos
U+ BU + Ku =0 (30)

em que tenhamos KB + BK . Na realidade, neste caso, nd@o exis
te nenhuma semelhanca ou analogia com a solugdo dinamica do

caso escalar

(5) Para o caso de equagBes com coeficientes singulares veja Campbell(4]
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a qual e dada por

b
- _ gis
d(t) =0 2 SeohwvAt 4. D -4k (31)

/3 7

Este fato tem sido estabelecido por Ruiz-Claeyssen, [18] e

[[20].

Recentemente, na tEngenharia Estrutural, costu-
ma-se aproximar a equacgdo (30), em que BK-KB:Q | através
da eqguacgdo

U+ Ea + Ku =0 , (32)

onde E ¢é simétrica e comuta com K , portanto, desacoplavel,
[2]. A construcdo da matriz E que melhor aproxime o atrito
B tem sido considerado por Knowles [14] da maneira seguinte

Seja ¢ wuma matriz ortogonal que diagonaliza

a matriz simétrica K

K = ¢ Ko = diag[h1,xz, And
e escrevamos

$=- 08¢ - [Sij]
para matriz simétrica § . Definamos a matriz E-= [Eij] ;e
través de

E - o0Eo = [yy.] , (33)
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com

onde

I
=
—
=a|
=
i
T
w
—

B

0 seguinte resultado estabelece que a melhor
aproximacdo de (30) por (32) é obtida quando a matriz E é
definida através de (33):
Teorema

Pata malidzes Simefrieas ¢ as

guad(s cemutam cem K o, lem-se gue

min |Is-B]% = |E-B|% (34)
S

onde o mindimoe ¢ tomando com respeito a noama matricial quadra

(6)

tica . Além dissuo,
2 | .

|L e B 52 i< 13 -~ K| (35)
quando

§ = min |x;-A,] >0

1 J
Ai#Aj

Prova:

Primeiramente, da relacgado

" | [F i
(6) ||A]= EL Z anJ -p(Al') ,onde p & o raio espectral, e

quando A € normal.
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D (SK=-KS)dP=SK-KS=[(\. —Ai)sij]

decorre que S comuta com K se, e somente se, S comuta com
K . Equivalentemente, sempre que sjj::O para xi-tkj . Em
particular, de (33) e (36), obtemos que E comuta com K
Definamos a fungéo
n
5 E 2
b(s) = Is-B|I*= L Bi4)"
para matrizes simétricas § que comutam com K Pela defi-
nigdo de E , temos
1" B}
oy 2y
LA S \ L“ij'ﬁijJ s ke u‘ij
=1 3= f\i-l-)\j
Por outro lado,
n
> ) 2
{!J{S) ) _-1 <Sij— lJ YiJ"{:"iJ)
Is -F||% - w(E) ,
puis que
n B
Lo sy g -8 s L (sgimvg vy - 85)
i=1 3=1 NN ,\n TYETYAY TR
J
2 N
hpehg N '
sij:U para A, '\j , vislo que SK=KS . E

porquanto

cla
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ro, entdo, que  atinge um minimo em E

Para finalizar, eslimaremos o erro |6 -L |
aproximagdo de B pol L . Lscrevamos

b = Ivl Vo Vul i
de modo que de (34)

kvk = AV ; Vkvj = 6kj .

isto é, K¢ =K . Por outro lado, de (34), obtemos também

Logo,
B T 1
(Ai—,\J)Ri. = Ai_ViBVj_AjViij
— T 2 T — T —
= (viKbvj —viBva) = —vi Rvj"rij

onde

R=[r;] -0 (KB -BK)® =KB -BK

€ skew-simétrica. Sendo que

s i 2
. T .
w(E):||¢T(B-£)q.||“: > > ng ZZ _L]_7 ,
concluimos
WE) < = 52 e, B omin ol ,
8 A sk, o ok & W
1 J 1 J

na

que
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- ke -k . (57)

I\

Observagoes:

Se K possui um Gnico autovalor «a , entédo temos que
K ol , onde 1 ¢ o omalviz identidicde. Nesta situagio
qualquer B comula com g ¢, vbviamente, a melhor apro

ximagdo para B ¢é a prdpria matriz B .

Se K nd8o possui autovalores repetidos, temos que os e-
lementos Vij da matriz E s3o nulos para 11 ) . Nes-

te caso, decorre que a matriz E ¢é obtida desprezando os

elementos fora da diagonal principal da matriz @ .

Se K possuir autovalores repetidos, a matriz E Nao
precisard ser diagonal. Porém, como as matrizes K e [
sdo simétricas e comutam, ambas podem ser simultaneamen-
te diagonalizadas através de alguma outra matriz ortogo-

nal IV m

0O tipo de proolema de Otimizacgdo que consiste em aproxi-
mar matrizes numa determinada classe, vem sendo conside-

rado na literatura atual, [17].
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