Universidade Estadual de Campinas

Instituto de Matematica, Estatistica
e Computacao Cientifica

Sobre as extensoes ciclicas de grau p
de um anel comutativo

Tese de Doutorado em Matematica
por

Alvino Alves Sant’Ana

Antonio Paques
orientador

Agosto de 2004



Sobre extensoes ciclicas de grau p
de um anel comutativo

Banca Examinadora

Prof. Dr.
Prof .Dr.
Prof. Dr.
Prof. Dr.
Prof. Dr.

Antonio Paques
Antonio José Engler

Flavio Ulhoa Coelho

Este exemplar corresponde & redacao
final da tese devidamente corrigida e
defendida por Alvino Alves Sant’Ana
e aprovada pela comiss@o julgadora.

Campinas, 24 de a.ggsto de 2004.

Pxof. Dr. Antomo ;'lbﬁ

tador

Miguel Angel Alberto Ferrero

Vitor de Oliveira Ferreira

Tese apresentada ao Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacao Cientifica,
UNICAMP, como requisito parcial para
obten¢do do Titulo de DOUTOR em

Matemaética.

i



Tese de Doutorado defendida em 13 de agosto de 2004 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

\&v‘ ‘r““\

Prof. (a). D (a) ANTONIO PXQUE\§;

%

Prof. (a). Dr (a). MIGUEL ANGEL ALBERTO FERRERO

Joo i Lt

Prof. (a). Dr (a). FLAVIO ULHOA COELHO

Prof. (a). Dr (a). VITOR DE OLIVEIRA FERREIRA

s Do 3 ;Ze/g A

Prof. (a) Dr. (a) ANTONIG JOSE ENGLER




Dedico este trabalho a Marilaine, ao Victor e a Julia

A%



AGRADECIMENTOS:

Ao professor Paques, pela atengéo e paciéncia, pelos conselhos, pela sua
amizade, bagagem matemadtica e por nossas conversas.

Aos demais professores do IMECC com quem convivi e estudei, em espe-
cial, aos professores Brumati e Engler.

A Cidinha e ao Ednaldo pela competéncia e amizade.

Ao DMPA/UFRGS, que permitiu o afastamento integral de minhas ativi-
dades junto & Universidade e, em especial, aos amigos e colegas Ada, Alveri,
Beth, Claus, Eder, Eduardo, Fernanda, Liana, Luisa, Media, Miguel e Vania.

Aos colegas do Predinho, pelos momentos de estudo, concentracao e co-
operagao e também pelos momentos descontraidos que tornavam nosso am-
biente mais leve. Em especial ao Sinval, Oscar, Jodo, Serginho, Bahiano, Lu,
Elis, Erica, Ximena, Marcela, Claudinha, Denilson, Iara, Ryuichi, Zé e Leo.

Ao Nelson e Angela, pela amizade e acolhida.
A Rosa e sua familia que é a minha familia em Campinas.

A Turma do Paté, pela amizade, pelo apoio e pelas agradaveis conversas
entre copos de vinho.

Aos meus pais (in memorian) e meus sogros Zé e Zu.

Finalmente, quero agradecer 2 minha esposa Mari, ao meu grande Victor
e 2 minha pequena Jilia, pelo amor, pelo incentivo, pela cumplicidade e pela
compreensao com minhas auséncias.



RESUMO

O objetivo da tese é descrever o grupo de Harrison T'(G; R) para o caso em
que G é um grupo ciclico de ordem prima impar p e R é um anel (comutativo
com unidade) que nédo possui raiz p-ésima da unidade, exigindo-se apenas que
p seja regular em R. X

R[X
@'X—)) == R[E], onde QP(X)
é o p-ésimo polinémio ciclotémico em R[X] e ¢ = X + ($,(X)) é uma raiz
p-ésima primitiva da unidade em S, e a seqiiéncia exata de L. Childs 1 —
H(G;S) — T(G;S) — P(S;G) — 1, onde H(S;G) é o subgrupo de
T(G; S) formado pelas classes de isomorfismos das extensdes abelianas de S
com grupo de Galois G que possuem S-base normal, e P(S;G) é o co-niicleo
da inclusdo H(G;S) — T(G;S).

Denotando I' = {v; | 7 € u(;%)}, o subgrupo dos R-automorfismos de

Para isso, precisamos considerar o anel S =

S dados por 7v;(g) = &', definimos uma agéo de I' sobre a seqliéncia de L.
Childs. A seguir, mostramos que a seqiiéncia dos subgrupos estdveis por
esta acao também é exata. Além disso, cada grupo estével por I' é isomorfo
ao correspondente grupo obtido pela “descida” de S ao anel R, ou seja, a
seqiiéncia abaixo é exata:
1 — H(G;R) — T(G;R) — P(G;R) — 1

A agdo citada acima coincide com a x-agdo de C. Greither e R. Miranda
sobre a seqiiéncia exata de Kummer quando p for invertivel em R. Assim,
estendemos o resultado de C. Greither e R. Miranda para p regular em R.
Também descrevemos P(G; R) como o grupo dos elementos primitivos de
p-torsdo do grupo de Picard Pic(R[G]).

Concluimos este trabalho com uma aplicagé@o ao caso cubico, descrevendo
o grupo H (%; R) independente da agéo de I'.



ABSTRACT

The objective of the thesis is to describe the Harrison group T'(G; R) in
the case G is a cyclic group of prime odd order p and R is a ring (commutative
with identity) without a primitive p** root of unity, assuming only that p is
regular in R. X

R[X
T, R[e], where
®,(X) is the p** cyclotomic polynomial in R[X] and & = X + (®,(X)) is a
primitive p*® root of unity in S, and the exact sequence of L. Childs 1 —
H(G;S) — T(G;S) — P(S;G) — 1, where H(G;S) is the subgroup of
T(G; S) whose elements are the isomorphism classes of the abelian extensions
of S with Galois group G having normal S-base, and P(S; G) is the cokernel
of the inclusion H(G;S) — T(G;S).

Denotingby I' = {7; | i € 'L[(p:%) }, the subgroup of the R-automorphisms

For this purpose we need consider the ring S =

of S defined by 7;(¢) = &', we define an action on the L. Childs’ sequence.
We then show that the sequence of the subgroups stable under this action is
also exact. In addition, each subgroup stable under I' is isomorphic to the
corresponding group obtained by “descent” from S to the ring R, so that the
sequence below is exact:
1 — H(G;R) — T(G;R) — P(G;R) — 1

The above mentioned action coincides with the x-action of C. Greither
and R. Miranda on Kummer’s sequence when p is invertible in R. In this way
we extend the result of C. Greither and R. Miranda to the case in which p is
regular in R. We also describe P(G; R) as the group of primitive p-torsion
elements of the Picard’s group Pic(R[G]).

We finish this work with an application to the cubic case, and present a

description of the H (%; R) that does not depend on the action of I'.
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Introducao

Em todo este trabalho R denotard sempre um anel associativo, comu-
tativo e com elemento identidade 1 € R. Uma é&lgebra sobre R serd sem-
pre associativa, comutativa com elemento identidade, e os morfismos de
anéis preservarao a identidade. O grupo aditivo (resp. multiplicativo das
unidades) de R serd denotado por R* (resp. U(R)), e denotaremos por
R* o conjunto dos elementos regulares de R, isto é, R* = {r € R |
r nao € divisor de zero em R}.

Em 1965, S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg [6] desenvolveram a
teoria de Galois para anéis comutativos, a partir do trabalho de M. Auslander
e O. Goldman sobre élgebras separdveis ([2] de 1960). Sejam A uma R-
dlgebra e G um subgrupo finito de R-automorfismos de A. Segundo estes
autores, A é uma eztensdo galoisiana (finita) de R com grupo de Galois G,

se:
e R C A como subanel (isto é, R~ R-1 C A, ou ainda, mais

geralmente, A é uma R-algebra fiel),
e A°={a€cA|o(ad)=a,0€G}=R,

e para cada id # o € G e para cada ideal maximal 901 de A,
existe a € A tal que (a(a) - a) g M.



Dizemos que A é uma eztensdo abeliana (resp. eztensdo ciclica) de R, se
o grupo G é abeliano (resp. ciclico).

Observemos que toda extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G
é, como R-médulo, projetivo finitamente gerado de posto constante igual a
ordem de G [6], chamado de grau da exrtensdo.

Sejam A e B duas extensdes galoisianas de R, com mesmo grupo de
Galois G. A e B s@o ditas isomorfas se existe um isomorfismo de R-algebras
f : A — B que comuta com a agao de G, ou seja, fo = of, para qualquer
o € G. Seja T(G; R) o conjunto das classes de isomorfismos das extensdes
galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G. Se G for abeliano, entao

T'(G; R) possui uma estrutura de grupo abeliano dado por
[A] * [B] = [(A ®r B)*“)] para quaisquer [A], [B] € T(G; R)

onde §(G) = {(c7'®0) | 6 € G} e (A®r B)*®) é 0 subanel de A®r B
fixo pela agdo (componente a componente) de §(G) sobre A ®g B. E claro
que (A ®g B)*© é uma extensio abeliana de R com grupo de Galois %,
naturalmente isomorfo a G. A agdo de G sobre (A ®g B)*(©) ¢ via primeira

coordenada. O elemento neutro de T(G; R) é [ec(R)], com eg(R) = €B Ru,,

oG
onde {vs}sec € uma familia de idempotentes (dois a dois) ortogonais e de

soma 1. A agdo de G sobre eg(R) € induzida pelo produto de G, isto é,
o(v,) = vyr, para quaisquer 0,7 € G. Para cada elemento [4] € T(G;R), o
seu inverso [A]™! é representado pela prépria extensdo A, com a agéo de G
dada por ¢ : a — 07 1(a), a € Ae o € G. T(G;R) é chamado de grupo de
Harrison de G sobre R.



Em 1968, D. K. Harrison [20], generalizou a teoria classica de Kummer
sobre extensoes abelianas finitas de corpos contendo raizes da unidade para
o contexto de anéis comutativos. Nesse trabalho, D. K. Harrison construiu
formalmene o grupo T'(G; R). O principal resultado de [20], obtido para anéis

conexos (anéis onde os tinicos idempotentes séo 0 e 1) é o seguinte:

“Seja R um anel conexo. Entéo existe uma correspondéncia biunivoca en-

tre as extensdes abelianas finitas de R e os subgrupos finitos de T(Q/Z; R)”,

onde T(Q/Z; R) denota o limite direto dos grupos T(Z/nZ;R), 1 < n € N.

No nosso contexto, de extensoes abelianas (finitas) com mesmo grupo de

Galois G, o resultado de D. K. Harrison pode ser reescrito na seguinte forma:

“ Seja R um anel conexo. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca
entre as extensOes abelianas de R com mesmo grupo de Galois G e os sub-

grupos finitos de T'(G; R)”.

Por exemplo, se |G |= n (resp. |G|= p, p primo) e R é um corpo
de caracteristica zero que contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade
(resp. de caracteristica p), entdo o grupo de Harrison 7'(G; R) é isomorfo
a0 grupo quociente -1%(-%-); (resp. b,_,—@t?q-y) Este exemplo mostra que a
teoria desenvolvida por D. K. Harrison néo sé estende as teorias cldssicas
(multiplicativa) de Kummer e (aditiva) de Artin-Schreier, como também as
une numa unica linguagem. Na realidade, D. K. Harrison queria desenvolver

uma teoria da qual pudesse derivar todas as teorias até entdo conhecidas

no estudo das extensdes abelianas de um corpo. E ele obteve éxito com as



teorias cldssicas de Kummer e de Artin-Schreier. J4 naquela época, tinha-
se consciéncia de uma sutil conexdo entre a teoria de D. K. Harrison e a
teoria de nimeros algébricos. Essa conex@o torna-se bem mais explicita,
envolvendo inclusive as conjecturas de Leopoldt e Vandiver, com os trabalhos
mais recentes de I. Kersten e J. Michalicek [24] e [25], ambos de 1989, e
de C. Greither [16] de 1992. Mas é preciso destacar que o trabalho de D.
K. Harrison d4 um novo e importante enfoque para o estudo de extensdes
abelianas finitas de um corpo ou, mais geralmente, de um anel comutativo
qualquer. Este novo enfoque oferece mais vantagens que a teoria cldssica de
corpos, destacando-se aqui as propriedades funtoriais do grupo T'(G; R), jé
que o grupo de Harrison 7(G; R) é um bifuntor covariante nos dois fatores e

aditivo no primeiro [20].

Toda extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G tem, de modo
natural, uma estrutura de R[G]-médulo. Esse R[G]-mddulo é projetivo e
de posto constante 1, se G for abeliano [34]. Denotamos por Pie(R[G])
o grupo de Picard das classes de isomorfismo dos R[G]-mddulos projetivos
de posto constante 1. Assim, temos a aplicagdo canénica 7 : T(G, R) —
Pic(R[G]). Na verdade, 7 € um homomorfismo de grupos abelianos [14]. O
ntcleo de 7, que denotamos por H(G; R), consiste das classes de isomorfismo
das extensdes abelianas de R com mesmo grupo de Galois G, que possuem
R-base normal. Portanto, o estudo do grupo T'(G; R), se remete ao estudo
dos subgrupos ntcleo e imagem de 7. Além disso, j4 que T'(G; R) é aditivo

no primeiro fator, é suficiente estudar os grupos T'(Z/p™Z; R), p primo e



1 < m € N. Ou seja, estudaremos o grupo de Harrison das extensodes ciclicas
de R cujo grau é uma poténcia de um primo p.

Seguindo esta idéia, existem vérios trabalhos dando contribuigéo ao es-
tudo desses subgrupos e, consegiientemente, & descricdo do grupo de Harrison
T(G; R). A seguir, destacamos alguns dos trabalhos mais relevantes sobre o

assunto até entao obtidos, de nosso conhecimento:

1) Teoria de Kummer com raizes da unidade: (3], [8], [9], [19] e [32].
n invertivel em R, G = Z/nZ e R contém raiz n-ésima primitiva
da unidade (cf. [3] e [8]): Neste caso, temos que H(G; R) = U(R)/U(R)",

Im(7) = Pic,(R) e que a seqiiéncia exata de grupos abelianos
1 — UWR)/UR)" ety T(G; R) ey Picn(R) — 1
cinde, onde Pic,(R) é o subgrupo de n-tor¢ao de Pic(R).

2) Teoria de Kummer sem raizes da unidade: [10], [17], [16], [23].
p primo impar invertivel em R, G =~ Z/p™Z, 1 < m € N e R conexo
(cf. [16]): Neste caso, precisamos de alguns resultados preliminares:

i) Por [22], para cada inteiro m > 1, R pode ser imerso em uma R-
algebra conexa S tal que S contém uma raiz € do polindémio ciclotémico
Bm(X) = B, (XP™ ) = (XP"T P14+ XP7T 4+ 1. Além disso S = R[]
é uma extensao ciclica de R com grupo de Galois I tal que y(e) = £, onde
F'=<~vy> e t:I' —U(Z/p"Z) é um isomorfismo de grupos.

ii) O grupo I' tem uma agéo natural sobre o grupo 7'(G;S), dada por
v-[A] = [,A4], v € T e [A] € T(G;S), onde o S-médulo ,A coincide com o

grupo aditivo A e a agéo de S sobre ,A é induzida por v : s-a = y(s)a,
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para quaisquer s € S e a € A. Também temos que I" age de modo similar
sobre Pic(S) e de maneira candnica, como grupo de Galois, sobre U(S). Isto
permite definir uma *-acdo de T' sobre U(S)/(U(S))?" (resp. Picpm(S)),
conhecida na literatura como “acdo de Stickelberger” [10], dada por
7*(s) = ¥~ 1(s*")(mod U(S)P™) (resp. v(P) = (PM) ), para todo
s € U(S) (resp. Pe Pz’cpm(S)).

iii) Com a agéo de I" sobre T'(G; S) e as *-agdes de I' sobre U(S)/U(S)?"

e Pic,m(S), as aplicagOes ¢ e m na seqiiéncia exata de grupos abelianos
1 —— US)/(UW(S))P" —— T(G;S) —— Picym(S) — 1

sao [-lineares. Conseqiientemente, a seqiiéncia dos subgrupos estaveis

-

1— (U(S)/ W) i, (T(G;S))PL (Pz'cpm(S)).r—r 1

também é exata, onde ¢’ e 7’ denotam as respectivas restrigoes de ¢ e 7.

iv) A aplicagdo j : T(G; R) — T'(G;S), dada por j([A]) = [S ®r 4], é
um homomorfismo de grupos cujo nucleo (resp. contcleo) é igual ao nicleo
(resp. contcleo) de sua restricdo jo a H(G; R). Claramente, j(T(G; R)) C

(T(G; S))r e, a menos de isomorfismo, jo(H(G; R)) € (U(S)/U(S)Pm) ’

Finalmente estamos em condigGes de escrever o resultado principal obtido
neste caso, que pode ser representado pelo seguinte diagrama de grupos, cujas

linhas e colunas sao exatas:



S i

[ — (U(S)/U(S)P'") 2 (T(G; 5))FL’> (Pz'cpm(S))‘r—> 1

- ~

coker(jo) coker(j)
onde P(G; R) = coker(i) = %%g—%)j e j' é um isomorfismo.

Além disso, se m = 1 entdo jp e j sdo isomorfismos [17].

3) Teoria de Artin-Schreier: [12], [33], [45].

p=0em Re G=Z/p™Z (cf. [12]): Neste caso H(G;R) = T(G;R)
(26], [39]) e T(G; R) é um Z/p™Z-médulo livre de posto constante igual &
dimensdo de R/{r —r? | r € R} como Z/pZ-espago vetorial [12].

De um modo geral, o estudo do grupo T(Z/p™Z; R) nesses trabalhos
ainda estd restrito aos casos p invertivel ou p = 0 em R. Além disso, dentre
os trabalhos mais completos com a hipétese p invertivel, exige-se a condigao
p # 2, se m > 1. Quando p é um primo ndo necessariamente invertivel em
R, podemos reduzir o estudo do grupo T(Z/p™Z; R) a dois casos [15]: p ndo
divisor de zero ou p =0 em E.

O caso p =0 ja estd completamente resolvido, conforme descrito acima



em 3). No caso em que p nao é divisor de zero em R, existem vérios trabalhos
muito interessantes na literatura (cf. [9], [16] e [19] para primos fmpares e
[18] e [43] para p = 2), mas todos supondo que R poésui uma raiz p-ésima
primitiva da unidade. Dentre estes, é preciso destacar o trabalho de C.
Greither [16] como o mais completo, mas para uma melhor leitura desta
tese, faremos a seguir um breve resumo dos resultados obtidos por L. Childs

em [9].

Sejam p um primo impar, € € R uma raiz p-ésima primitiva da unidade e
G um grupo ciclico de ordem p. Suponhamos que p € R* e seja Prim(G; R)
o conticleo da inclusdo canénica i : H(G; R) — T(G; R). Conseqiientemente,

a seqiiéncia de grupos dada abaixo é exata:
1 — H(G;R) —— T(G;R) —= Prim(G;R) — 1

onde 7 é a aplicacao candnica.

Em [9] Childs descreve Prim(G;R) como sendo isomorfo ao subgrupo
dos elementos primitivos do grupo de Picard Pic(R[G]), isto é, isomorfo ao
subgrupo {P € Pic(R[G]) | P®rP = R[G®G]®% P} onde o isomorfismo
exigido é de R[G ® G]-médulos e A : R[G] — R[G ® G] é o homomorfismo
de R-algebras induzido por A(o) — o @ 0, 0 € G. Na realidade, como
|G|=p este subgrupo é de p-torsao ([36] Théoréme 1.1), isto é, Prim(G; R) é
isomorfo ao subgrupo dos elementos primitivos de Pic,(R[G]), que denotamos
por PrimPic,(R[G)).

O grupo H(G; R) é descrito por L. Childs como sendo isomorfo ao grupo
quociente Uy»(R)/UA(R)?, onde A = ¢ — 1 e Uy(R) denota o grupo das



unidades de R do tipo 1+ Ar, com 7 € R.

O objetivo desta tese é dar uma descrigdo dos grupos 7'(G; R), H(G; R)
e PrimPic,(R[G]) para o caso em que G é um grupo ciclico de ordem p, R
ndo possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com p um primo impar,
exigindo-se apenas que p seja um elemento regular em R. Obtemos esta des-
crigao através da construcao de uma nova sequéncia exata de grupos. Faze-
mos isto, aplicando técnicas da teoria de “descente” galoisiana desenvolvidas
por L. Childs em [10], e generalizadas por Greither em [16], a seqiiéncia exata

de L. Childs [9], para o caso em que p € R*.

De agora em diante, assumimos que p é um primo impar regular em R e
que o anel R ndo possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Sejam G um
grupo ciclico de ordem p e S = ng;{lﬁxﬁ = Rle], onde ¢ representa a classe de
X médulo ®,(X), isto é, ¢ = X + (®,(X)) é uma raiz primitiva da unidade
em S. Para cada 1 < ¢ < p — 1, consideremos a aplicagdo v; : S — S,
induzida por %; : € — &'. Claramente, v; € Autg(S), 1 <i<p—-1 e
['={id=m,...,%-1} é um grupo ciclico de ordem p — 1.

Consideramos a agdo natural de I' sobre os grupos PrimPic,(S[G]) e
T(G;S) e a *-acdo de Stickelberger sobre o grupo Uy»(S)/Ux(S)P. Estas
acoes comutam com as aplicagoes (cf. capitulo 2)

Ure(S)/Ux(S)? = H(G;S) — T(G;S) e T(G;S) = PrimPic,(S[G]).

Entdo, aplicando alguns resultados cléssicos e bésicos de cohomologia,



obtemos que a seqiiéncia dos grupos estéveis por I’

*r r

1—-—+(u,\,,(5) /UA(S)P) —-——+(T(G; S)) —>(PrémPicp(S[G]))I;——>1

€ exata. Além disso, mostramos que
T
H(G; R) ~ (Un(/W(S))  ~n(Une(S)/UA(S)?) = H(G: S,
PrimPic,(R[G]) ~ (Prz’mPicp(S’[G]))r ~ n(Prisz’cp(S[G])), €

T(G;R) = (T(G; S ))r, onde 7 denota a norma definida para S[I']-médulos
M tais que pM = 0, dada por n(z) = [[ - v(z), z € M. O isomorfismo
H(G;R) = n(uAp(S)/lLA(S)P) ja tinha sido obtido por D. Maurer [29], com
hipéteses um pouco mais restritivas. Além disso, aqui mostramos esse iso-

morfismo utilizando métodos mais simples.

Dividimos este trabalho em trés capitulos: um preliminar, com as notagoes
e os resultados basicos, que nos permitem desenvolver o tema proposto (se-
gundo capitulo). Terminamos esta tese com uma aplicagdo ao caso cubico
(terceiro capitulo), obtendo uma descrigdo do grupo H(Z/3Z; R) indepen-

dente da *-acao de I'. Em particular,

Uxa(S)

H(Z/3Z,R) ~ s
Ups(R)- (uA(S))

10



Capitulo 1: Pré-requisitos

1.1 Extensoes galoisianas

O conceito de extensdo de Galois de um anel comutativo foi introduzido
por M. Auslander e O. Goldman [2] em 1960, e a teoria correspondente foi
desenvolvida por S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg [6] em 1965. A
seguir enunciamos o Teorema 1.3 de [6], onde os autores apresentam vérias
defini¢gbes equivalentes deste conceito. Enunciamos este teorema segundo
(11], [13] e [40], onde alguns itens foram reescritos com hipéteses menos
restritivas. Para isso, precisamos fixar a notacao utilizada.

Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos que uma R-élgebra
comutativa com unidade A é uma extensdo de R, se A é um R-médulo fiel.
Nesse caso, existe uma imersao natural de R em A que associa r com 7 - 14,
para cada r € R. Para simplificar a notagéo identificamos R com R-14.

Agora, sejam A uma extensdo de R e G um subgrupo finito do grupo
Autr(A), dos R-automorfismos de A. Denotamos por A(4;G) o A-médulo
livre com base {u, | 0 € G}. Observemos que A(A; G) possui uma estrutura
de R-algebra com a multiplicagao dada por:

(aezc astiy) (3 brer) = 3 as0(bJuor.

TEG o, 7eG
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Consideremos o homomorfismo de R-dlgebras ¢ : A(A;G) — Endpr(A)
definido por d)(z aaua) (a) = Z a,o(a), paracadaa € A.

oeG ceG
Por outro lado, denotamos por eg(A) a A-dlgebra das fungdes de G em

A, com as operacoes de adicao e multiplicagao usuais. Seja v, : G — A
_ _J 1 se 7=p
dada por v,(p) = 6., = { 0 e ep

7 = id, denotamos 0,4, por d;,. Claramente, {v.}-ec é uma familia de

para cada 7, p € G. Quando

idempotentes (dois a dois) ortogonais com soma 1, e conseqiientemente,
ec(4) = ,r?GA'U-,-. Consideremos A ®r A como A-dlgebra via primeira
coordenada e o homomorfismo de A-dlgebras h: AQr A — eg(A) induzido
por h(a ® b) : p — ap(b), para quaisquer a,b € A e p € G. Finalmente,
denotamos por A® = {a € A | p(a) = a, p € G} o subanel de A formado
pelos elementos estdveis sob a agdo de G, e dado um A(A; G)-médulo M,

denotamos por M€ o R-submédulo de M formado pelos elementos estéveis

sob a acao de G. Agora podemos enunciar o teorema

1.1.1. Teorema ([6], Theorem 1.3)
 Sejam A uma extensdo de R e G um subgrupo finito de Autp(A).

As seguintes condigbes sdo equivalentes:

(i) A é um R-mddulo projetivo finitamente gerado e
¢ : A(A;G) — Endgr(A) € um isomorfismo de R-dlgebras.

(ii) A € um R-mddulo projetivo finitamente gerado e para qualquer
A(A; G)-médulo a esquerda M, a aplicagdo g : A®r M — M,

induzida por g: a®@m v+ a-m € um isomorfismo de A-mddulos.

12



(iii) A € um R-mddulo projetivo finitamente gerado e

h: A®rA — ec(A)é um isomorfismo de A-dlgebras.

(iv) A°=R eeristemm €N e z;,y; € A (1 <j < m) tais que
> i1 230(y;) = 01,4, para todo o € G.

(v) A® = R e para cada id # o € G e para cada ideal mazimal M de
A eziste a € A tal que (o(a) —a) € M.

(vi) A® = R, A € separdvel sobre R e para cada idempotente nio nulo

e de A e para quaisquer o,7 € G, 0 # T, existe a € A tal que

o(a)e # 7(a)e.

Dizemos que A é uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G, se
A, R e G satisfazem uma (e portanto todas) das afirmagoes do Teorema 1.1.1.
Os elementos z;,y; (1 <i < m) do item (iv) sdo chamados coordenadas de
Galois de A. Se, em particular, o grupo G é ciclico (resp. abeliano, p-grupo)
dizemos que a extensao galoisiana A é ciclica (resp. abeliana, p-extenséo).
Toda extensao galoisiana de R com grupo de Galois G é, como R-médulo,
projetivo finitamente gerado de posto constante igual & ordem de G (Lemma

4.1 de [6]), chamado de grau da extensdo.

1.1.2. Lema ([6], Lemma 1.6)
Seja A, uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G. Entdo,
eziste c € A tal quetr(c) =) .c0(c) =1 e R é somando direto de A como

R-mddulo.

13



Dadas A e B duas extensdes galoisianas de R com mesmo grupo de Galois
G, seja f : A — B um isomorfismo de R-algebras. Dizemos que f é um

isomorfismo de extensées de Galois se f comutar com a agao de G, isto é, se

A f
——
o diagrama o | L o for comutativo, para todo ¢ € G.
I
A =

O préximo resultado estende o Teorema 3.4 de [6] e nos dé condigdes
suficientes para que um R-homomorfismo entre uma extensao galoisiana de
R e uma R-algebra seja um isomorfismo. Em particular, se A e B sao duas
extensoes galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G tais que existe um
homomorfismo h : A — B satisfazendo ¢f = fo, para qualquer ¢ € G,

entdo A e B sao isomorfas como extensoes galoisianas.

1.1.3. Proposicao

Sejam A, extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G e B uma
extensio de R tal que ezista uma imersdo 7 : G — Autp(B) e B™©) = R,
Se f: A — B € um homomorfismo de R-dlgebras satisfazendo 7(o)f = fo

para cada o € G, entdo f € um isomorfismo.

Demonstragao : Para simplificar a notagdo, para cada ¢ € G, denotamos
também por o a sua imagem pela imersdo em Autr(B). Sejam z;,y; € A

1 < i < m as coordenadas de Galois de A, ou seja, Y .-, Z;0(y;) = 01, para
qualquer ¢ € G. Consideremos tr = ) _-.0 : A — R a aplicagdo trago.

Seja b € B. Temos:
F(Srawtr(F@)) = Ty F@r(F@)b) = T f(@)- Saeo o (f60)
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= TR £(@) - Toee £ (00)) o) = Toee £ (S 20(w)) o)
=2 sec91,00(b) =b, isto é, f é sobrejetor.

Agora, seja a € A tal que f(a) = 0. Entéo, f(a(y,-a)) = cr(f(y,va)) =
cr(f(yi)f(a.)) = 0(0) = 0, para quaisquer 0 € Gel < i < m. As-
sim, tr(ya) = f(tr(y:a)) = 0, para todo 1 < i < m. Consegiientemente,
0 = X7 aitr(®ia) = Loeo( 01 70))0(0) = yecbi00(a) = o, ou

seja, f é injetor. O

Tomando a inclusdo na proposigdo anterior, obtemos o

1.1.4. Corolario
Sejam A C B extensédes galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G.

Entao A= B.

Mostremos, por exemplo, que eg(R) (que é o elemento identidade do
grupo de Harrison T(G; R)) §é, de fato, uma extensdo galoisiana de R com

grupo de Galois G. Nesse caso, identificamos R com R - 1. g = R - Z'vf.
; ] TEG
A agédo de G sobre ec(R) é dada pela permutacdo dos v, induzida pela multi-

plicagdo de G, isto é, o(v;) = Usr, 0,7 € G. Claramente R C ec(R)®. Seja

o= E r+v- € ec(R)€. Entdo, o -a = E TrVgr = E T-Ur, para qualquer
TEC TG TG

o € G. Conseqiientemente, para cada 7 fixo, a coordenada 7, de « coincide
com a coordenada r,-1, de ¢ - &, para qualquer ¢ € G. Ou seja, r, = Tg-1,

para todo ¢ € G. Logo, existe r € R tal que r = r,, para todo 7 € G. Assim,

Q=Z:T.,-’U7=ZT’UT =7 Z’uf =r-1=r, istoé, eg(R)®=R.

TEG TEG TEG
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Finalmente, sejam z, = y, = v., para cada 7 € G. Conforme ji
observado, {v;}sec é um conjunto de idempotentes ortogonais, ou seja,
UrUs = Ogr¥r para quaisquer 0,7 € G. Portanto z.,y, 7 € G séo as

coordenadas de Galois de eg(R).

O préximo lema caracteriza quando uma extensdo galoisiana A de R com

grupo de Galois G é isomorfa a eg(R).

1.1.5. Lema ([20], Corollary 2)
Seja A, uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G.

As seguintes afirmacgées sdo equivalentes:
(i) A e ec(R) sdo extensées galoisianas isomorfas.

(ii) Eziste um homomorfismo de R-dlgebras f : A — R.

Consideremos agora B uma R-dlgebra comutativa. A partir de uma
extensao galoisiana de R, construimos uma extensdo galoisiana de B com
mesmo grupo de Galois. Fazemos esta “subida” via produto tensorial sobre
R, como mostra o préximo lema, devido a S. U. Chase, D. K. Harrison e A.

Rosemberg.

1.1.6. Lema ([6], Lemma 1.7)

Sejam A, uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G e B uma
R-dlgebra comutativa. Consideramos G agindo sobre B ®g A via c(b®a) =
b® o(a), para quaisquer a € A, b € B eoc € G. FEntdo, B®r A € uma

extensao galoisiana de B com grupo de Galois G.
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O préximo resultado é uma conseqiiéncia imediata do Lema 1.1.6 e da

Proposicao 1.1.3.

1.1.7. Corolario
Sejam A, uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois G e H um
grupo finito qualquer. Entdo, A[H] é uma extensdo galoisiana de S[H| com

grupo de Galois G agindo sobre A[H| via U(Z ahh) = z o(an)h.
heH heH

O Lema que enunciamos a seguir, devido a M. Orzech (Lemma 1.5 de
[34]), nos d4 uma reciproca do Lema 1.1.6 no caso em que S é uma R-édlgebra

fielmente plana ([4], pg.46).

1.1.8. Lema ([34], Lemma 1.5-b)

Sejam A uma R-dlgebra comutativa e G um subgrupo finito de Autgr(A).
Seja S uma R-dlgebra fielmente plana tal que S @r A seja uma extensdo
galoisiana de S com grupo de Galois G. Entdo, A € uma extensdo galoisiana

de R com grupo de Galois G.

1.2 Raiz Primitiva da Unidade

Sejam S um anel com unidade, $* = {s € S | séregularem S} en € N,
n % 0. Nosso objetivo nesta secgéo é estender o conceito de raiz primitiva n-
ésima da unidade ao anel S, comn € S*, a partir da raiz complexa & = e**/7,
Também descrevemos o ideal gerado pelo primo p, quando o anel S possui

uma raiz primitiva p-ésima da unidade.
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n—1

n-1
Temos, que em Z[¢][X], X" —1= H(X —£) e n= H(l —£Y).

=0 i=1

Seja ¢q(X) = H (X — €') o d-ésimo polindmio ciclotémico. Entao,

1<i<d
(i,d)=1

X" - 1=H¢d(X) e ¢4a(X) € Z[X] é irredutivel e ménico ([30], pg.40 ).

Dado um homomorfismo de anéis com unidade ¢ : S — S§’, denotamos

por ¢*:S[X]— S'[X] o homomorfismo de anéis induzido por o, isto é,

m m

a" (Z a; X ") = Za(ai)X . Entéo o d-ésimo polinémio ciclotémico em
1=0 1=0

S[X], que denotamos por ®4(X), é a imagem de ¢4(X) pelo homomorfismo

0" Z[X] — S[X] com o(t) =t-1s, paratodot € Z.

Consideremos agora o epimorfismo de anéis 6 : Z[X] — Z[€] definido por
6(g) = g(€) . Como ¢,(€) = 0 e @,(X) é irredutivel e mdnico em Z[X],

Ker(0) = (¢n(X)). Assim, pelo teorema do homomorfismo,

0: ﬂ_]___ — Z[¢] onde 8:7+— g(£) é um isomorfismo de anéis.

(¢n(X))

O lema a seguir nos permite estender o conceito de raiz primitiva da

unidade ao anel S.

1.2.1. Lema

Sejam 0 # n € N e € S. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) neS* e ®.()=0.

(i) e"=1 e (1—¢)€S*, paratodol <i<n-—1.

18



Demonstragao : Sejam p: S[X] — S dado por p: g — g(e) e
h=poo*:Z[X] — S. Como acima, ¢, € Ker(h). Conseqiientemente,
Z[X]
(9 (X))

1 Z[E) — S, B:g(&) — g(¢) é um homomorfismo de anéis.

existe um homomorfismo de anéis A :

— S. Assim,

ﬁ:ﬁog_l

n-1
Agora, em Z[§], " =1len = H(l — £'). Portanto, em S,

1=1
n—1 n—1

e = B(E)" = B(E) = B(1) =1 Hﬁ 1-¢)=JJa-¢)

i=1
Mas n € S*, e entdo, (1 —¢') € S*, paratodo 1 <i<n-—1.

Reciprocamente, suponhamos que €" =1 e que, paracadal <i<n-—1,
(1 —¢&') € S*. Entao, segue que

0= (Ei)‘n s i (gz' . l) ((Ez‘)n—-l ifs (Ei)n

_2+...+s£+1), donde

concluimos que ((e")n_1 # ) i 1) =0, pois (¢' — 1) € S*.

Ou seja, &' é raiz do polindmio f(X) = X™ '+ ...+ X +1 para cada

1<i<n-—1. Como f é monico e (¢ —&?) € S* para quaisquer

n—1

1<i#j<n-—1,éfacil ver que f = H(X — ¢'). Assim,
=1
f= f{l)= ﬁ(l —¢') € §%. Além disso, em Z[X], (X!—-1)= H%(X)
i=1 d¢
e entdo, aplicando ¢*, obtemos que, em S[X], ( Hfbd . Con-
seqiientemente, (¢ — 1) H ®,(e). Agora, se £ < n, entéod(i‘e —1)e §*

die

e segue que ®4(e) € S*, para todo d | £. Em particular, (H @g(e)) € S*.

£in
£#n
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J4 que Hq'bg(X) = (X" — 1) em Z[X], segue que H@g(e) =" —1=0,

€jn fn

isto é, 0= (H @g(a)) ®,(e). Logo, ®,(c) =0. O

E;én.

Sejam 0 # n € N e e € S. Dizemos que € é raiz n-ésima primitiva da

unidade em S, se ¢ e n satisfazem uma das condigdes equivalentes do lema.

p-1 p=1
Observemos que para p primo, em Z[£][X], ¢,(X) = Z Xi= H(X —~igY),
i=0 =1

Entao, segue do homomorfismo 5 definido na demonstragédo acima que
p-1 p-1

p—1
Z zi = H(z —¢') paratodo z € S. Em particular, p = H(l —£%).

i=0 i=1 i=1
Consideremos agora 0 #n € N e R um anel com unidade que ndo

contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade, com n € R*. Sejam
RX]
(@ (X))

®(g) = 0, e portanto £ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade em S = Rlg].

S = ee=X+(®,(X)) € S. Claramenten=n-1g € S* e

Por outro lado, temos que {1,¢,...,e™ !} é uma R-base de R[g], onde m
é o grau de ®,(X). Entéo, segue que todo elemento regular de K também
é regular em R[], ou seja, R* C (R[e])*. Por outro lado, é imediato que
todo elemento de RN (R[e])% é regular em R. Isto mostra que os elementos
regulares se comportam muito bem com relagdo a contracdo. O lema abaixo

registra este fato:

1.2.2. Lema

Sejam 0 % n € N, € raiz n-éstma primitiva da unidade num anel S que
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contém R e § = Rle]. Entdo, R(S* = R*.

p—-1
O préximo lema, juntamente com a igualdade p = H(l —¢') em S, que

i=1
vimos acima, nos permite dar uma descricdo do ideal gerado por p, pS, em

funcéo de (1 — ¢).

1.2.3. Lema

R[X]
(@p(X))
(1-e)S=(1-¢)S paracada 1<i<p-—1.

Sejam p € Z primo, S = e e=X+(®,(X)). Entdo,

Demonstragéo : Sejai € {1,...,p— 1}. Logo, existem niimeros inteiros

s e t satisfazendo 1 = si+tp. Mas ¢ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade

em S, eentdo €—1= (¢ —1)(e“V +.-. + &' +1). Por outro lado,
g—1=(—1)(¢"+---+e+1). Logo,

e—1l=(-1D(E 4+ +e+1) (D 4.+ +1)
ouseja, (e 4+ +e+1)(ECV 4.+ +1) = 1. Assim,
u=¢"1+---+e+1€ US), onde U(S) denota o conjunto das unidades
do anel S. Portanto, 1 — &' = u(l —¢), com u € U(S). Segue que
(1-e)S=(1-¢e)uS=(1-¢)S. O

1.2.4. Corolario

y . R[X] -
Sejam p € Z primo, S = ——+ € =X+ (9,(X)). Entao,
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O corolério a seguir serd muito titil no préximo capitulo. Ele nos permitira
definir os isomorfismos necessérios para dar uma caracterizagao do grupo das

extensodes galoisianas sobre o anel R com mesmo grupo de Galois (ver capitulo

2).

1.2.5. Corolario
Sejam S uma dalgebra comutativa, € € S uma raiz p-€sima primitiva da
unidade, A = (e —1) e a=As+1 com s &€ S. Entao, existe um

polinémio ménico f € S[X] tal que (AX + 1) —a = N f(X).

Demonstragao : Claramente (AX + 1) —a = f=1(i.’ ))\fX’; — Ms.
Mas, pelo corolédrio anterior, (f))\i € ApS = XAMP715 C XS, Logo,
para cada ¢ € {1,...,p} existe s; € S tal que (f),\" = MPs;. Entao,
AX+1)P—a =32 \s; X'~ \s = )\P( f=ls,vX”5—s). Como (ﬁ)»’ =,
s, = 1. Consegiientemente, o polindmio f(X) = 3% ;X' —s € S[X] é

moénico e, por construgdo, satisfaz (AX + 1)? —a = NP f(X). O

Dado um anel A, denotamos por Maz(A) o conjunto dos ideais maximais

de A.

1.2.6. Lema

Sejam S uma extensdo inteira de R, T' C Autg(S) subgrupo finito tal que
S' =R, p € Maz(R) e F = {q € Maz(S) | ¢N R = p}. Entdo, I age
transitivamente sobre F. Em particular, se R é um anel semi-local entdo S

também € semi-local.
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Demonstragao : Claramente, F = {g € Maz(S) | pS C ¢}. Logo, como
©S € um ideal ndo nulo de S, existe um ideal maximal de S que contém pS.
Entéao, este ideal pertence & F, e portanto F # 0. Seja ¢ € F e suponhamos,
por absurdo, que exista ¢’ € F satisfazendo ¢’ # ¥(g), para todo v € T,
Assim, S = ¢ + v(q), para cada v € I. Logo, {¢',v(¢) | v € T} é um
conjunto finito de ideais co-maximais. Pelo Teorema Chinés dos Restos,
existe z € S tal que z € ¢’ e z = 1(mod7(q)), para todo ¥ € I. Em
particular, z & 7(g), ou seja, 7y~ !(z) & g para qualquer v € ['. Segue que

H'}"l(m) & q. Por outro lado, H'y_l(:c) € ST = R. Temos ainda que
~el ~erl’

z € ¢', donde obtemos que H v Hz) € d NR=p C g, o que contradiz a
vl

hipdtese assumida. Portanto I' age transitivamente sobre F.
Agora I' é um grupo finito, e portanto segue que F é uma familia finita.
Conseqlientemente, se R é um anel semi-local entdo S também é semi-local

(ver [1] Corollary 5.8). O

Finalizamos esta sec¢ao, observando que se R € um anel local, S = Rl¢]
¢ semilocal. Isto é uma conseqiiéncia do Lema anterior, ja que S = R[e| é
uma extensdo inteira de R tal que R= ST, onde ' = {: | 1::e—¢&",1<

i < p — 1} subgrupo finito de Autg(S).
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1.3 Extensoes de Galois com base normal

Seja A, uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G. Nesta
secgao caracterizamos os elementos geradores de uma R-base normal de A,
isto é, os elementos z € A tais que {o(z) | ¢ € G} é uma base de A como
R-médulo livre. A proposigao a seguir relaciona a existéncia de uma R-base
normal com a invertibilidade de matrizes. Isto nos dd uma boa ferramenta
para verificar se uma determinada R-base de A é gerada pela ac¢éo de G sobre

um elemento de A, ou seja, se A possui uma R-base normal.

1.3.1. Proposigao ([39], Proposition 3.1)
Sejam A uma, extensdo galoisiana de R com grupo de Galois

G = {01 =1ida,09,...,00} ex € A. As sequintes condigdes sao equivalentes:
(i) {z:=o0i(z) | 1 < i < n} é R-base normal de A.

(i) det(oé(ar:j)) € U(A).

1<ig<n

Demonstragio : Sejam a;,b; € A, 1 <i < m, taisque y .-, a;05(b;) = 61
para todo 1 < j < m. Agora, para cada i € {1,...,m}, existem \;x € R,
1<k < ntais que a; = g AikZk. Assim,
15 = Ty @03 (b) = Ty Sy Mok 203 (b) = Ty maery (7 Aidi ) =
S he1 Tk0;(yx) para qualquer 1 < j < n, onde yx = Y i, Aixbi, para cada
1<k<n.

Definimos as matrizes M = (Ué(xj)) = (U,-aj(x)) e N= (aj(y,-)) com
1<1i,5 < n. Entdo, MN = I,, a matriz identidade n x n. De fato,

(ostmn),-- 0@ - (o) - 3(8m)) = S lm)(ws)
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= 03 Y o1 Zk(0705) (yk) = 6. Logo, det(a,;crj(:c)) e U(A).

1<i,j<n
Reciprocamente, seja z € A tal que det (Gigj(m))ms,jgn € U(A). Como
M= (aiaj(m)) € invertivel, sejam y,...,yn € A, as entradas da primeira
coluna da matriz M~!. Logo, para qualquer 1 < i < n,

> 1 0i0;(2)Y; = Gig g, = 014 Entdo, M~ = (aj(yg)) . De fato,

e 1<i,5<n
(0@1).- - 0x(n)) - (0300)s > 05(w0)) = Ty 0s(@e)ors ()
= 05 (s 07 0 (@)tk) = 05(Biam0,) = 03(615) = 8.

Seja T,, : A® — A™ definido por T),(ai1,-..,a,) = (a1,...,a,) - M.
Entao, T,, é um isomorfismo de R-médulos. Seja a € A. Da sobrejetivi-
dade de T,,, decorre que existem Ay,...,A, € A tais que T}, (A1,...,An) =
(a,02(a),...,on(a)). Desta igualdade decorre que > ., \iz: = a e que
(A1,--+,An) = (a,02(a),...,0n(a))(M*)™*. Segue que \; = }7_, o;(az:) €
A® = R. Conseqiientemente, {z1,...,2,} é um sistema de geradores de A
sobre R. Agora, sejam, 71,...,7, € R tais que 3 ., 7:z; = 0. Mas,

TM(rlv":rn) = (r.'l:--' :rn)Mt

n n n

- (Z r;i01(%:), Z 7i02(Zi), - - Z: n (.Ts))
= (i Pt J2(i:"‘"i$i)= i *an(i Tiz*))’

e segue que T, (71,...,7,) = 0. Como T, € injetor, temos que 7; = 0 para

todo 1 < i < n. Logo, {z1,...,Z,} é R-linearmente independente, e por-

tanto {z; = 01(z),...,Zn = 0n(z)} é uma R-base de A. O
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1.3.2. Corolario

Suponhamos que A seja extensdo galoisiana de R com grupo de Galois
n—1

ciclicoG= (o | e"=1) ea= Za,-cr_i € A[G]. As condi¢ées abaizo sdo
i=0
equivalentes:

(i) {a:}=y € R-base de A e o'(an) = a;, para todo 0 < i < n— 1.
(ii) o € WA[G]) e o(a) = ao, onde a agdo de G sobre A[G] € dada

pela ag@o nas coordenadas.

Demonstragao : Mostremos que a‘(ao) = a4, 1 £7 < n—1 ¢ equivalente

ao(a) =ac. Temos: a =3 1y o~ = 377} ()0, e portanto, segue
que o(a) = Y1 ot (ag)o~t = > =107 ()00 = (Z;—n 0’ (ag)o -’)o =
ao. Reciprocamente, > r o(e)o™ = S iy auo~itt = ;.:01 aj41077, e

entdo, aji1 = o(a;), para qualquer 0 < j < n— 1, ou seja, oz = o'(ap),
paratodo 1 <i<n-—1.

Resta verificar que {c;}77) é R-base de A equivale a o € U(A[G]). Seja

Gp a1 G2 ... Qnp-1

Qn—-1 Gy Q1 ... Qp—9 .
Ca(A) =S M=| " T . " la;€ A, 0<i<n—15,

ax as dz ... Qg

a R-subdlgebra comutativa de A,x, das matrizes circulantes. Considere-
mos agora 7 : A® — A™ a permutacdo circular 7 : (ap,a1,...,an-1) —
(@n_1,00,01,...,an—2). Claramente, 7 € Auts(A") e 7" =idgn. Também
é facil ver que uma matriz quadrada M € C,(A) se, e somente se, existe

i
v = (ag,a1,..-,0n-1) € A™ tal que M = (’u,’r(’u), . ,‘r“‘l(v)) .
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Sejam v = (0,...,0,1) € A" e 6= ('Ug,'r(vg),...,7‘“"1('00))1. £ facil
ver que 6* = I, (a matriz identidade) e paracadal < i < n — 1,
g = (’U,‘,T(Ui)z.‘.,Tn—l(ﬂi))t, onde v; = (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na i-
ésima coordenada (1 <i<mn-—1). Além disso, para cada matriz circulante

t
M, temos M = (’U,‘T(’U), = ,T“‘l(v)) com v = (@g, @1, --,8n 1) = Zai'v,-,

i=0
e portanto,

M':('U,T(v), — T“‘l(v))t.—_( e s, S T (V) ey Sy GAT™ 1(vi))t

= iz 0s(, 700, (W) = T it

Finalmente, seja ¢: A[G] — C,(A) dado por (;S(Z:_D a;o )-—ZPO
Ent&o, ¢ é um isomorfismo de A-dlgebras. Conseqiientemente, U(A[G])
'U.(Gn(A)) sao isomorfos. Logo, @ € U(A[G]) e ¢(a) € U(GR(A)) CETo)

equivalentes. O resultado segue agora da Proposigao 1.3.1. O

RIX]

(B5(X))
e =X+ (®,(X)). Como ja vimos, € é uma raiz p-ésima primitiva da unidade

Voltemos a considerar p € Z primo e regular em R, S = = Rle],
em S. Denotamos por v; o R-automorfismo de S dado por ¥;(g) = €' e seja
Z
I'={y|1<i<p-1}. Como p é primo, U(E) é um grupo ciclico.
Claramente, p : U(p%) — I" dado por p(i) =y, paratodo 1 <i<p-—1 é
um isomorfismo de grupos. Seja i um gerador de U(;%). Portanto, I' é um

grupo ciclico com, por exemplo, I' = (p(%g)). De agora em diante, fixamos

te{l,...,(p—1)} talque Yy=%=p(%), istoé, T=(y).

Dada A, uma extensdo galoisiana de S com grupo de Galois G, dizemos
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que A é uma extensdo I'-normal de S, se existe ¥ : A — A automorfismo de
R-algebra que comuta com a acgio de G e estende 7, isto é, ¥|s= v e 07 = o
paratodo o € G. Por exemplo, A = eg(S) é uma extensdao [-normal de S. De
fato, seja 7 : eg(S) — eq(S) definida por ’y(zfea S-r’U.,-) = rec V(sr)vr,

para todo ) .- S:v- € eg(S). Claramente, ¥ é um R-automorfismo de

ec(S) que comuta com a agdo de G sobre eg(S) e estende 7.

Consideremos agora A, uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois
G = (o | o = 1) que também é uma extensdo I'-normal de S. Seja
¥ € Autr(A) satisfazendo ¥ |[s= e o = o7. Os grupos G e I se estendem

naturalmente a grupos de automorfismos de A[G], pelas agdes abaixo:

p—1 p-1 p—1 p—1
cr(z a;0%) = Z o(a;)o™ e ’y(z a;0”t) = Z Y(a;)o ™"
i=0 i=0 i=0 i=0

satisfazendo 0% = Jo.

Temos, pelo Corolario 1.1.7, que A[G] é extensdo galoisiana de S[G] com
grupo de Galois G. A seguir, construimos uma S-base normal de A induzida
pela acdo de 4 sobre o gerador de uma S-base normal de A conhecida. Isto

¢ uma aplicacdo direta do coroldrio anterior.

1.3.3. Coroléario
Sejam R,S,T',G, A,v,0,t,p e £, como acima. Suponhamos ainda que ¥

estenda v a A[G) satisfazendo 50 = o e g € A é tal que {a; = o (o) Yoo

p—1 p—2 )
seja uma S-base normal de A, a = Zaia*i e B= H ¥ )
1=0 i=0

p—1
=Y B0~ € A[G]. Entdo, {B; = o*(6o)})s € também S-base normal de A.
=0
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Demonstragao : Pelo Coroldrio 1.3.2, o(a) = ao e a € U(A[G]). Con-
seqiientemente, o(a™) = a™to™! e B € U(A[G]). Além disso, ¥(o~1) = o™t
Portanto, ¥ Y(c™) = (¢™1)", e 5 H(c~!) = (c~1)*", para todo
1<i<p-—1. Agora,

ﬁ)”(ﬁ’?ﬂ'(a")”%ﬁ?‘i( H) gv-*(a—l o)
- ([@rer) - [reer) =s T’

=B (¢71)P~D) = Bo.

Segue, novamente do Coroldrio 1.3.2, que {8:}?, é S-base normal de A. O

Finalizamos esta seccdo com o teorema, devido a L. Childs, que carac-
teriza quando A, uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois ciclico
de ordem prima p, possui uma S-base normal, no caso em que S contém ¢,
uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com p regular em S. Faremos sua
demonstragao pois usaremos muitas vezes, no proximo capitulo, argumentos
que sdo utilizados aqui. Para isso, seja A = € — 1 e denotamos por Uy(A) o
subgrupo das unidades de A do tipo 1+ Az, com z € A. Precisamos do

seguinte lema:

1.3.4. Lema

Sejam S anel comutativo com unidade, p € Z primo, € € S raiz p-
ésima primitiva da unidade, A extensdo galoisiana de S com grupo de Galois
G = (0 | 0P = 1) que possui S-base normal e A; = {z € A | o(z) = €'z},
para todo 0 < j < p— 1. Entdo, existe z € Uy(A) tal que A; = Sz7, para

todo 0 <j<p-—1.
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Demonstragdo : Seja a € A tal que {a; = o'(a)}?Z; é S-base normal de
A. Entéo, para qualquer 0 < j < p—1, A; = Sz;, onde z; = S 7 e ;.
De fato: o(z;) = S0y e Py =3 b6 0 Vig, =932 e ¥y =¥z, e
portanto, z; € A;. Assim, Sz; C A;, para qualquer 0 < j < p — 1. Recipro-
camente, seja a € A;, a = 374 s;; € A. Logo, o(a) = S0, S;a;.;_l =
Z s 's;a;. Conseqiientemente, para todo 0 < 7 < p — 2, temos que
s; = €955, € Sp_1 = €759, ou equivalentemente, s;.; = £ 7s;, para qual-
quer 0 <i<p-— 2, isto &,

a=soa+elspo(a) + e 5002 () +... + e Usp0t (@) + ... +7500PV(a)

= $o (E 2 et (a) + eja(p‘l)(a)) = 502 € Rzj, e A;j = Sz;.

Como A é uma extensdo galoisiana de S, z; € U(A), para todo 0 < j <
p— 1. Isto segue das coordenadas de Galois: sejam a;;b;, 1 < ¢ < n tais que
>, aio~(b;) = bo;, para qualquer 0 < j < p—1. Mas, paracadal <i < n,
existem s;x € S com 0 < k< p—1 tais que a; = Zk—o Si k. Entdo, dp; =

(b e )o~i(b) = Thohono™ (0 ssbi) = Thmpewo™ (B),
onde Bx = >.¢ , sixb;, para qualquer 0 € k < p— 1. Aplicando ¢?, para cada

0<j<p-1, b= S P 0kt Bk - Assim,
#(Z €498 = (Thmp ™) (Thoo k) = T (Simnss 0381 )~

=Y (Zk-o ak+tﬁk)5 b= Y P doge™" = 1, isto &, z; € U(A), para todo
s 5=p—L

Agora, para cada 0 < § < p—1, 0(2]) = (1) = (e21)? = &7z}, e ento,
z] € A;. Logo, Sz} C A; = Sz;. Conseqiientemente, existe s; € S tal que
z] = s;z;. Como 2z € U(A), paratodo 0 < k < p—1, s; € U(A). Mas,
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871 = 2172;, e portanto, glarhy= o(zi)o(z) =920 edz; = 279 2; = 7}
Segue que s;l € A° = S, ou seja, z; = s;lz{ € S2J, e concluimos que
A; = Sz; = Sz]. Resta verificar que z = z; € Uy(A), isto &, z = 1(mod A\A).
Temos Szg = Ag = A® = S, e entdo, z € U(S). Substituindo a por
25 "o, podemos supor que zp = 1. Além disso, z — 20 = 3 7 (67 — 1)ou =

Yot Mg det T, ou, 2= z= Lmed AA). ]

1.3.5. Teorema ([9], Theorem 2.5)

Sejam p € Z primo, S um anel comutativo com unidade onde p € regular,
£ € S raiz p-ésima primitiva da unidade. Seja A, uma extensdo galoisiana de
S com grupo de Galois G ciclico de ordem p e G = (o). Entdo, as sequintes

afirmagédes sdo equivalentes:
(1) Eziste z € Ur(A) tal que o(2) = €z.
(ii) Eziste z € A tal que A= S[z] e o(z) =z + 1.
(iii) A possui S-base normal.

Demonstragao : (i = 4i) Como z € Uy(A), existe z € A tal que z = 1+ Az.
Agora, ez = o(z) = 1 + Ao(z), ou seja, € + eAz = 1 + Ao(z), ou ainda,
Mo(z) = (e — 1)+ exz = M1 +ez). Logo, Ao(z) — 1 —€ez) = 0. Mas
A € R*, e portanto o(z) = 1+ ez. Mostremos que A = S[z]. Observemos
que, para todo 1 <i<p—1, e—1=(e—-1)(e"1+...+e+1) e que
ol =clz+(e71+.. . +e+1). Assim, o' (z)—z = (€ —1)z+ (e +.. . +e+1)
= ("1 +...+e+1)(1+Xz) € U(A). Logo ¢'(z) — z € M, para todo ideal
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maximal M de S[z]. Por outro lado, S C S[z]® € A® = S. Segue que S[z]
é uma extensdo galoisiana de S com grupo de Galois G (Teorema 1.1.1,v).
Agora, como a inclusdo S[z] — A comuta com a agdo de G, temos que
S[z] = A (Corolério 1.1.4).

(i = %) Seja z = 1+ Az = o(z) — z. Entdo o(z) = = + z. Logo,
o(z) =14+ Xo(z) =14+ Az +2)=(1+Az)+ A z= (1+))z = ez. Resta ver
que z € Uy(A). Suponhamos que exista M um ideal maximal de A tal que
z € M. Assim, z = (o(z) — z) € M. Conseqiientemente, (c(a) — a) € M,
para qualquer a € S[z] = A o que é uma contradigdo com o fato de A ser
uma extensdo galoisiana de S (Teorema 1.1.1,v). Logo z € U(A), isto é,
z=1+ Az € Uy(A).

(#42 = i) Decorre do lema 1.3.4: basta tomar z = 2; no lema.

(12 = 14i1) Seja z € A tal que A = S[z] e o(z) = ez + 1, e consideremos
z=1+ (¢ —1)z = 1+ Az. Pelo que vimos acima na parte (i = i) desta
demonstracgdo, z € Uy(A) e o(z) = 2. Entdo o(2P) = ePzP = 2P, ou seja,
2> € S = AC. Portanto 2? € (HA(A))p A5 C Use(A) N5 = 1Upe(8).

Expandindo(Az + 1)? — 27 = 0 como um polinémio em z, temos que os
coeficientes pertencem a M.S, ou seja, = é raiz de um polindmio, de grau p,
ménico, em APS[X], ou ainda, existem a; € S, 0 < ¢ < p— 1, tais que
MNPZP + NP, 12P~1 + .+ MPa;z + NWag = 0. Mas \? € S, logo z é raiz do
polindmio ménico f(X) = 37 ,a:X* € S[X].

Do fato de f ser ménico, segue que para cada g € S[X], existem g¢,7 €
S[X] tais que g = fg+r comr = 0ou 9(r) < p = 9(f). Assim, g(z) =
f(z)g(z) + r(z) = r(z), para qualquer g € S[X], e portanto, A = S[z] =
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SR : : . "
> 7, Sz'. Consideremos o seguinte epimorfismo de anéis 7 : S[X] —

S[z] = A definido por 7(g) = g(z). Claramente, f(X) € Ker(x), e portanto,

existe um epimorfismo de anéis T : = ]L?([j({% = Slz] = A dado por 7(g) =
9(z).
S[X] . 3 .
Por outro lado, B = ———— é um S-médulo livre de posto constante
< f(X) >

p = 9(f) com base {I,X,... ,Yp“l}, e A também é S-médulo projetivo
de posto p =| G | ([6], Lemma 4.1). Entdo, 7 é um isomorfismo de anéis

([27], 1.2.4). Conseqiientemente, {1,z,...,2P"1} é uma S-base de A. Logo,

a soma A = S[z] = Y77} Sz* 6 direta.

p—1 p—1
Segue da observagdo feita logo apds o Lema 1.2.1 que, z 2= H(z — ).
=0 i=1

Além disso, (2 —¢') = 2 —1 = 0(mod)A). Defato: z—¢e' = (1—¢') + Az =
As + Az = A(s+ z) € M\A, para certo s € S. Entao,

p—1 =1

Z 2t = H(z —¢') € W?71A = pA (Corolério 1.2.4). Seja B € A satisfazendo
i=0 i=1

p—1

Z z* = pB. Temos que [ é Unico, pois p é regular em A. Resta verificar que
1=0

B gera uma S-base normal para A. Sejam

B8 1 1
=z o i & Lo
B = , , Z= : g T= . . Entdo, 8 = MZ
o—p; 1‘6 zp._l :L-P.—l

para tnica matriz M € Mpx,(S), pois {z¢}22; é uma S-base de A. Também,
temos que poi(B) = Z?;é gV e 2 = Zj;=o (;)/\"xj. Entdo segue

que pB =Dz e zZ = EZ, onde D,E € Myy,(S) com pM = DE,
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det(D) = n)\ﬂ%—“ﬂ comn € U(S) e det(E)= e Conseqiientemente,
pPdet(M) = det(pM) = det(D)det(E) = n\?®1) e, como p = X~1s para
algum s € S (Corolério 1.2.4), obtemos que A®~VgPdet(M) = p?@=1) oy

seja, sPdet(M) = n. Segue que M é invertivel. Entéo, j4 que {z*}?Z; é uma

S-base de A, concluimos que {o?(3)}*=; também é. O teorema est4 demons-

trado. O

1.4 Extensoes abelianas: o grupo de Harrison

Seja T(G; R) o conjunto das classes de isomorfismos das extensdes ga-
loisianas de R com mesmo grupo de Galois G. Denotamos a classe de uma
extensdo A por [A] e lembramos que, se G for abeliano, T(G; R) é um grupo
multiplicativo (grupo de Harrison de G sobre R), com o produto definido
por [A] x [B] = [(A®gr B)°°], onde 6G = {c ®c™! | 0 € G}. A agio de
G sobre (A ®g B)°C é via primeira coordenada, que coincide com a acdo
dada na segunda coordenada. O elemento identidade de T'(G; R) é represen-
tado por eg(R) = J?GR'UJ. Segue do Lema 1.1.5, que [A] = [ec(R)] se, e
somente se, existe um homomorfismo de R-algebras de A em R. Para cada
[4] € T(G; R), temos que [A]~! é representado pela prépria extensao A, com
aagdode Gdadaporo:a— o7 (a),a € A, o €G.

Quando G = %, escrevemos T),(R) para denotar o grupo de Harrison.
Se o grupo G for ciclico, a agdo de G sobre A é completamente determinada

pela acdo de um gerador. Assim, se G = (0 | of = id), denotamos a classe

de A, em T,(R), por [A,0]. Por exemplo, ¢ facil ver que [ec(R)] = [R!°!; 7],
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onde a agéo de 7 é dada por 7(r1,...,7i¢)) = (T6}s T1s- - - s TiG—1)-
Segue de ([36] Théoréme 1.1) que [4,0*] = [4,¢* (MedP)] para todo
k # 0(modp). Conseqgilentemente, todo elemento néo trivial de 7,(R) tem

ordem p, ou seja, T}, é de p-torsdo (novamente por[36] Théoréme 1.1).

Denotamos por H(G; R) o subgrupo de T'(G; R) formado pelas classes
[A] € T(G; R) que possuem R-base normal. Para o caso em que G é ciclico
de ordem prima p, denotamos H(G; R) por Hy(R).

Para dar uma descrigao do grupo das extensoes ciclicas de grau p de R que
possuem uma R-base normal, no caso em que p é um primo impar regular e R
possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade, o grupo U)(R), com A = e—1,
desempenha o papel correspondente do grupo das unidades U(R) na Teoria
de Kummer, onde temos p invertivel. Isso fica evidente no teorema, devido a
L. Childs, que mostramos abaixo. Outra vez vamos incluir a demonstracao

pois, no préximo capitulo, usaremos muitas vezes argumentos contidos aqui.

1.4.1. Teorema ([9], Theorem 2.4)
Sejam p primo impar regular em R e G um grupo ciclico de ordem p.
Suponhamos que R possui €, uma raiz p-€sima primitiva da unidade. Entdo,
Uxe(R)

os grupos H,(R) = H(G;R) (’L[ (R))p

sd@o isomorfos.

O isomorfismo citado no Teorema acima associa, a cada classe
Ux(R) RX]
(W@ (X))

a classe [A] € Hy(R), onde A= com
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f(X) € R[X] ménico dado pela equagdo (ver Corolario 1.2.5)
P
(AX + 1) —a = Nf(X).

Demonstragao : Sejam G =< ¢ >, A uma extensdo galoisiana de R
Un» (R)
(uA(R))

Segue do Teorema 1.3.5 que existe z = 1+Az € U,(A) satisfazendo o(z) = ¢z.

com grupo de Galois G tal que [A] € H(G;R) e Gp(R)

Agora, pela demonstracdo do mesmo Teorema 1.3.5, zP € Uy»(R). Entao,
definimos ¢ : H(G; R) — Gp(R) por ¢([A]) = 2P, e mostremos que ¢ é um
isomorfismo de grupos.

Sejam [A] = [A'] € H(G;R) e f : A — A’ um isomorfismo de extensdes
de Galois. Pelo Teorema 1.3.5 existem z € Uy(A) e 2’ € Uy(A") stisfazendo
o(z) = ez e 0(2') = €2’. Seja 2" € A tal que f(z") = z’. Logo o(2") =
o(f~1(2) = fo(2) = f~Y(eZ) = ef~!(2') = €2” e conseqgiientemente
o(2"z7Y) = 2271, isto é, 2’2~ € A® = R. Seja u € R com 2" = uz.
Assim, u € Ux(A)NR=Ux(R), (2"’ €R e (z)» = uPzP = 7P. Agora,
podemos supor que f(z) = 2/, pois uf : A — A’ dada por uf(z) = f(uz)
para cada z € A, também € um isomorfismo de extensoes de Galois. Entao,

o([A']) = @) = f(z)? = f(z?) = 2 = p([A]). E facil ver que a definigio

de ¢ independe da escolha de z. De fato, suponhamos que exista z” € A tal
que o(2”) = €2”. Como acima, existe u € U,(R) satisfazendo 2" = uz e
(2" = ()P em G,(R). Segue que ¢ estd bem definida.

Sejam [Ay],[A2]) € H(G;R) e [As] = [Ai][4s] = [(41 ®r 45) %" 7].

Pelo Teorema 1.3.5, existem z; € Ux(A;), i=1e 2, tais que o(z) =2z e
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2l € (UA(R))p. Tomamos z3 = 2; ® 22 € Ux(A; ®r Az). Entédo, (c ®1)z3 =
0(z1)®@22 =¢€2z3 e (1®0)2z3 =¢€23 em Az. Logo, z3 € Ur(A1®pA3)NA; =
Ur(A3) e o(z3) = £23. Consideremos R £ R®r R C A; ®r Ay. Temos:

B =228 £ L8 ousea, o([A3)) =T = TH = o(z21) p(z2). Isto
mostra que ¢ € um homomorfismo de grupos.

Seja [A] € H(G; R) com ¢([A4]) = 1, isto é, z2» = uP, onde z € Uy(A) é
dado pelo teorema 1.3.5, e u € Uy(R). Entao, (u‘lz)p =1 e ofulz) =
g(u™'z). Conseqgiientemente, podemos assumir que z? = 1.

Seja z € A tal que 2z = 1+ Az. Segue da demonstragdo do teorema 1.3.5,
que A= R[z] e o(z)=c¢ez + 1. Por outro lado, zf — 1 = (Am - l)p —1=
Nf(z) = 0, onde f(X) é um polindmio ménico de grau p e com termo

constante nulo. Mas A € R*, e assim, f(z) =0 e A= R[z]= (f([i{;)

Seja h : R[X] — R dado por h(g) = g(0). Claramente h é um homomor-

fismo de anéis. Segue, ja que (f(X)) C Ker(h), do teorema do homomor-

— BIX
fismo, que existe um homomorfismo de anéis A : ——[—-]- — R, tal que

(f(X))
h(3) = h(g) = g(0). Pelo Lema 1.1.5, [A] = ec(R), isto é, ¢ é injetor.
Finalmente, mostremos que ¢ € sobrejetor. Seja a € Uy»(R). Entao,
AX + l)p —a=Mf(X) com f(X) € R[X] ménico (Coroldrio 1.2.5). Seja
R[X]

A= m = R[z], onde z = X =z + (f(X)). Logo, f(z) = 0. Definimos

aacdode G =< o > sobre A via o(z) = ez+1. Como A(ez+1)+1 = e(Az+1)
obtemos que N f(ex+1) = (e()\:::—i- 1));. —a=e?(Az+1)P—a= Af(z)=0.
Assim, f(o(z)) = f(ex+ 1) = 0, e a agdo de G sobre A estd bem definida.

Precisamos mostrar ainda que A é uma extensdo galoisiana de R com
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grupo de Galois G =< ¢ >. Seja Z{:OI a;x* € AC. Entéo,

pz_:ai:ci = Eaia(mi) = Ea,— (a(x))i = Eai (t—:)i = Saf(i(;)ei:ﬁi).
i= i=0 i=0 i=0 =0  j=0

Comparando os coeficientes de z;, vemos que:
sei=p—1, entdo a,_; = a,—1€7"!, e portanto a,; = 0.
sei=p—2, entdo ay_o = a,—2e”"2, e portanto a,_o = 0.
Continuando este processo, concluimos que ap—;1 = a@p—2 =...=a; =0 e
ap € R, ou seja, A° C R. Logo A® = R.
Por outro lado, o(z) —z =ez+1—-z=(c—-1l)z+1= Az +1 = z
com 2 = a € Uy\(R). Entdo z = (0(z) — z) € Ux(A). Pelo Teorema 1.1.1
segue que A é uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G. Por

construcao, ¢([A]) = 2P = @, isto é, ¢ é sobrejetor. O teorema estd demon-

strado. -

A seguir, apresentamos a seqliéncia exata de L.Childs (construida em [9]).
Como no teorema acima, sejam p um primo impar e regular em R, G um
grupo ciclico de ordem p e & € R raiz p-ésima primitiva da unidade.

Denotamos por Pic(R) o grupo de Picard das classes P de isomorfismos
dos R-modulos projetivos de posto constante 1, e por Pic,(R) o subgrupo
de p-tors@o. Observemos que, se G for um grupo abeliano, toda extensdo
galoisiana de R com grupo de Galois G é um R[G]-médulo projetivo de posto
constante 1 [34]. Seja 7 : Tp(R) — Pic(R|[G]) definida por 7([4]) = 4 a
aplicagdo candnica. Na realidade, 7 é um homomorfismo de grupos abelianos

[14]. Claramente o niicleo de 7 é H,(R). Em [9], L. Childs mostrou que a
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imagem de m é PrimPic,(R|G]), o subgrupo dos elementos primitivos de
p-torsdao de Pic(R[G]), isto é, o subgrupo formados pelos elementos P €
Pic(R[G]), de p-torsao, tais que P®r P ~ R[G x G] @ P como R[G x G]-
moédulos, onde A : R[G] — R[G % G] é o homomorfismo de R-algebras
induzido por A(c) = (o,0), para qualquer ¢ € G.

Decorre dai, e do Teor 1.4.1 que a seqiiéncia de L. Childs

1 — G,(R) -1 T,(R) = PrimPic,(R[G]) — 1,

Uxr(R) ’
()
qualquer @ € Gp(R), comz = X + (f(X)), A\=e—1 e f € R[X] ménico
dado pela equagdo (AX +1)? —a = A f(X) (Coroldrio 1.2.5). E com esta

j(@) = [M;a(z) =cez+ 1] para

é exata, onde G,(R) = (f(X))

seqliéncia que vamos trabalhar no préximo capitulo, para dar uma descrigdo
dos grupos T,(R), Hy(R) e PrimPic,(R[G]), no caso em que p é um

primo impar regular e R ndo possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade.

1.5 Cohomologia galoisiana

O nosso objetivo nesta se¢ao é a construgao de uma determinada seqiiéncia
exata de grupos, de quatro termos, de forma andloga aquela construida por
S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg em [6], Corollary 5.5 (ver
também [11], Theorem IV.1.1). Faremos uso dessa seqiiéncia e dos principais
resultados deste trabalho, os quais serdo tratados no préximo capitulo, para
construir o isomorfismo PrimPic,(R[G]) = PrimPicy(S[G])" (ver seccdo

2.4).
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Comegamos considerando uma R-élgebra S e I' C Autgr(S) um grupo
finito de R-automorfismos de S. Sejam
ZHT,U(S)) = { £ : T = US) | F(17) = F T (Y)),
para quaisquer 7,7 € I'}
BYT,U(S)) = { f € Z1(I,U(9)) | existe u € U(S) tal que
f(v) = v(u)u™" para qualquer v € I'}
ZATU(S)) ={f: T xT =>US) | f(rV .7V f (1Y)
= f(r, YY) (f(+,7")), para quaisquer v,7,7" € I'}
B%(T,U(S)) ={ f € Z*(I',U(9)) | existe g : I' — U(S) tal que
fn ) = 9(rY)(g(1)(9(+')))~ para quaisquer v,v' € I'}.

Observemos que Z*(I',U(S)) é um grupo abeliano com a multiplicacdo pon-
tual e B (T, U(S)) é um subgrupo de Z:(T", U(S)), i = 1, 2. Seja H(I', U(S)) =
Z{(I,U(S))/B*(T,U(S)) o i-ésimo grupo de cohomologia de I' com coefi-
cientes em U(S), i = 1, 2. Se f € Z*(I', U(S)) denotamos por [f] a classe que
f representa em H*(T,U(S)). Como antes, Pic(R) (resp. Pic(S)) denota o
grupo das classes de isomorfismo dos R (resp. S)-mddulos projetivos de posto
constante 1. Consideremos a acio de I' sobre Pic(S) dada por - P =P,
onde ,P = P como grupos aditivos € s-z = (s)z, para todo s € S e

r

z € ., P. Denotamos por Pic(S)" o subgrupo dos elementos estdveis pela

acdo de T, isto é, o subgrupo dos elementos P de Pic(S) tais que v+ P = P,

para todo y € T.

Agora ja podemos enunciar o principal resultado desta segao.
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1.5.1. Teorema

Sejam S uma R-dlgebra fielmente projetiva e I' C Autp(S) um grupo
finito de R-automorfismos de S tal que ST = R. Suponhamos que ezista
c € S tal quetr(c) = 3 p7(c) = 1. Entdo existem homomorfismos naturais

M: para os quais a sequéncia de grupos abairo € exata:

1 —— HYT,U(S)) —2— Pic¢(R) —2— Pic(S)T —=— H2(T,U(S))

Para a demonstragao desse teorema necessitamos de alguns resultados
auxiliares. Para a demonstragédo desses resultados estaremos assumindo, na
medida que for necessdrio, a existéncia do elemento ¢ € S tal que tr(c) =1

e o fato de S ser um R-médulo fiel e projetivo finitamente gerado.

Seja D= {3 . or M7[ Ay € S} E imediato que D C &ndg(S) como sub-

anel. Seja Ts = tr(S-) C D, o S-submédulo & esquerda de D formado pelos
elementos da forma tr(s_-) = > .7 - (s-), para todo s € S. Claramente
Ts é também um D-médulo & direita via a agdo tr(s’) - sy = tr(s'sy-) =
2 yer Y (8'8)YY = X per p(v~1(s's))p = tr(y~1(s's)-), para todo s’ € S e
sy € D.
Dado um D-médulo & esquerda M denotamos por MT o R-submédulo de M
estavel pela acdo de T, isto é, o R-submédulo de M formado pelos elementos
m € M tais que v -m = m, para todo vy € I E imediato quetr-M C MT,
onde tr = }_ v € D. Isto permite definir o homomorfismo de R-médulos
¢ :Ts ®p M — MT, induzido por @(tr(s-) @ m) =tr-sm =3 .v-sm
ondese Sem¢e M.
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1.5.2. Lema

¢ € um isomorfismo de R-mdédulos.

Demonstracao : Claramente ¢ é sobrejetor pois p(tr(c_)®@m) = tr-cm =
tr(c)m = m, para todo m € MY, onde ¢ € S é tal que tr(c) = 1. Como
tr(s-)@m = 1®tr(s-) - m =1Q®tr.-sm = 1® p(tr(s-) ® m), para quaisquer

s € S em € M, segue que p é injetor. O

Tomando M = S no lema anterior, obtemos o

1.5.3. Corolario
Ts ®p S =~ ST = R como R-mddulos.

1.5.4. Lema
A aplicagcdo ¥ : S ®r Ts — D, induzida por Y(s' @ tr(s_)) = s'tr(s_), €

um monomorfismo de S-mddulos.

Demonstragao : Claramente ¢ é um homomorfismo de S-médulos. Para
mostrar que ¥ é injetor, usaremos o fato de que S é um R-mdédulo projetivo
finitamente gerado. Neste caso existem s; € S e g; € Homg(S,R),1 <5 <

n, tais que Zgj(s)sj = s, para todo s € S. Logo, se
m LR m
a= Zs‘; ® tr((s;)-) estd no nicleo de ¥ entdo Z sitr((s;)-) = 0 e temos

i=1 t=1

o= ZS ®tr((s:;)-) = Z;-—l g; (s )33 ®tr((si)-)

=1

—ZSJQ@ZQJ(S Yer((s:)- Zs,@gJ ZStr =, 0O

i=1
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1.5.5. Lema
Seja M um D-modulo @ esquerda plano. Entdo a aplicacdo
p:S®rM' — M, induzida por u(s @ m) = sm,

€ um isomorfismo de D-mdédulos a esquerda.

Demonstragio : E imediato que y é um epimorfismo de D-médulos . Desde
que M é plano, decorre do Lema 1.5.4 que ¥ ®1: (S®rTs)®p M — D@p M
€ um monomorfismo de S-moédulos. Logo, a injetividade de u decorre do fato
de 1 poder ser visto como a composicao dos seguintes monomorfismos de
S-médulos:

S®rM" ~ S®r(Ts®p M)~ (S®rTs)®p M =5 D®p M~ M
com os monomorfismos acima induzidos por

s@m — s®(tr(c-)@m) — (s®tr(c-))®@m — str(c_)®@m — str(c-)-m

= sir-em = str(c)sm, onde c € S é tal que tr(c) = 1. O

1.5.6. Lema
Todo f € Z'(T',U(S)) define um S-automorfismo 6; : D — D tal que

9f(2.,,ep SxY) = Z-;er‘ sy f(7)7-

Demonstracao : Claramente ¢y é um homomorfismo de S-médulos e
05 ((s7)(s"Y)) = O (s7(s)rY) = sv() F (') vy = s¥ () F(My(F (YD’

= (sfF(IN(S'F(Y)Y) = 05(s7)05(s"'), para quaisquer s,8' € S e 7,7 € T.
Logo 65 é um homomorfismo de S-dlgebras. Além disso, para todo sy € D
temos 67 (sf(7)~1v) = sf(v)~* f(7)y = s7, ou seja, 0; é sobrejetor. Como D

é um R-médulo finitamente gerado, pois S o é, entdo 65 é um isomorfismo
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(27, 1.2.4). O
1.5.7. Lema
A aplicagio 0 : Z'(T',U(S)) — Auts(D), dada por 8(f) = 8, é um

monomorfismo de grupos.

Demonstragao : Para quaisquer f,g € Z*(I',U(S)) e para todo sy € D
Oro(s7) = s(f9)(V)v = sf(MNg(V)y = sg(V)f (1) = 05(s9(7)7) = 050,(s7),
ou seja, 8(fg) = 05, = 050, = 0(f)0(g), e portanto 6 é um homomorfismo
de grupos. Agora, se 0(f) = 1, entdo f(v)y = 6¢(y) = 7 e, em particular,
f(v) = f(7)7(1) =~(1) = 1, para qualquer y € I'. Logo f =1, isto é,

@ é injetor. 0

1.5.8. Lema
Para qualquer f € BY(T,U(S)), 8(f) é wm automorfismo interno de D.

Demonstragdo : Seja f € BY(I',U(S)). Entéo, existe u € U(S) tal que
f(v) = uYy(u) para todo v € I. Logo,
05(sy) = sf(v)y = su™'y(u)y = u™'(s7)u, para todo sy € D. =

Para cada f € Z*(I',U(S)) denotamos por Sy o D-médulo a esquerda S
dado pela agéo sy-z = 0¢(s7) -z = sf(7)y - = = sf(7)y(z), para quaisquer
z€SresyeD.

1.5.9. Lema

Sy € um D-médulo a esquerda projetivo finitamente gerado.
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Demonstracao : Pelo Lema 1.5.2 existem s; € Sy e t; = tr((s;)-) € Ts,

)
1 < j < n, tais que th(s;) =1 Paracadal < j<nsejat;: S — D
i=l
a aplicagdo dada por t; : s — st;. Claramente, ¢; é um homomorfismo
de R-médulos. Além disso, observemos que t;(s"y - s)(z) = (s'y - s)t;(z) =
s'y-(stj(z)) = (s'v-st;)(x), para todo x € Sy. Portanto t;(s'y-s) = s'y-st; =

s'y-t;(s), para quaisquer s € Sy e s’y € D. Logo t; € Homp(Sy, D) e temos

g=lg= th(s;-)s = Estj(.s}) = Zt;(s) -5, para todo s € Sy, o0 que
=1 i=1

=1
demonstra a afirmagédo do lema. !

O corolario a seguir é uma conseqiiéncia imediata dos Lemas 1.5.5 e 1.5.9.

1.5.10. Corolario

S ®r S} = Sy, como D-mddulos a esquerda.

Demonstragao do Teorema 1.5.1: A demonstragdo deste teorema serd

feita em seis etapas.

Etapa 1: a definigdo de my

Observemos que S? é um R-mddulo projetivo de posto constante 1. De fato,
note que Sy = S como R-médulos e S é R-mddulo fiel e projetivo finitamente
gerado. A afirmacédo agora decorre, via localizacgdo, do Corolério 1.5.10 e do
([27] Lemme 1.6.2). Isto permite definir uma aplicagéo n : Z*(I,U(S)) —
Pic(R) dada por n(f) = _S_fﬁ Mostremos inicialmente que 7 é um homo-
morfismo de grupos. De fato, dados f,g € Z}(I',U(S)) temos a seguinte

seqiiéncia de S-isomorfismos
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S®r (ST ®rST) = (S®RS}) ®s(S®rSY) ~ 57 ®s S, ~ Sgy ~ S®a S,

cuja composicao é um D-isomorfismo. Logo,
Ts ®p (S ®r (S} ®r Sy)) = Ts ®p (S ®r S},) de onde segue que
(Ts ®p S) ®r (S}: ®nr .5'51:) ~ (Ts ®p S) ®r S}:g e portanto
St ®r Sy =~ R®r (S} ®r Sy) ~ R®r 87, ~ 5%, ou seja,
1(fg) = 5%, = 55 @r ST = SF 5T =n(f)nlg):

Agora, mostremos que B(T',U(S)) estd contido no nicleo N(n) de 7.
De fato, se f € B*(T,U(S)) entdo f(y) = u™'vy(u), para algum u € U(S)
e para qualquer v € I'. Logo, para todo r € R temos, em Sy, y.u™'r =
F)y@w)™Yr = w=ty(u)y(u)~*r = u~lr, para qualquer v € I', ou seja u~lr €
S}:. Isto define um R-homomorfismo, claramente injetor, ¢ : R — Sf, dado

port,:rb—r'u.‘l

r. Além disso, + é um isomorfismo, pois se s € S} entao
s=7v-5= f(y)v(s) = uy(us), e portanto y(us) = us, para todo v € I'.
Logo, us € ST = R e «(us) = u~!(us) = s, ou seja, ¢ é sobrejetor. Assim,
n(f) = -S;F = Re f € N(n). Conseqgiientemente 7 induz um homomorfismo

de grupos m; : HY(T',U(S)) — Pic(R) dado por i (f) = ST.

Etapa 2: a exatiddo em H'(T',U(S))

Seja f € ZM(T,U(S)) tal que ST = R. Entdo ST ~ R como R-médulos e
temos a seguinte composi¢ao w de D-isomorfismos S ~ S®@r R =~ S Qr ST ~
S¢, dada por porw : s — s®1 — sQw — sw = ws, para algum w € S}: C St
Como w € um isomorfismo, w € U(S). Além disso, dado v € D temos

v-(ws) = v-w(s) = 0;(v) - w(s) = w(bs(v) - s) = w(@(v)-s), para todo
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s € S. Logo, v-w = whs(v), ou seja, 6;(v) = w™v-w. Em particular, ja

lw = 1, para qualquer v € I. Por outro

que w € S}, O5(7) =w vy -w=w"
lado, 04(y) = w™lyw = w™ f(y)y(w). Assim, f(v) = wy(w™) para todo

v € I, o que mostra que f € B}(T,U(S)). Ou seja, [f] = 1 em HY(T,U(S)).

Etapa 3: a definicdo de 7

Seja P € Pic(R). Entdo y®1: S®g P — (S ®g P) é um S-isomorfismo,
para todo v € I'. E suficiente mostrar que ¥ ® 1 é um S-homomorfismo. De
fato, Y®1(s(s'®z)) = 7®1(s5'®z) = v(s8) @z = v(s)7(s) @z =5- (v ®
1(s' ® z)), para quaisquer s,s' € Sez € E. Portantoy- S®@r P = S ®r P,

para qualquer v € T, ou seja, S®g P € Pic(S)F. Isto permite definir uma
aplicagdo 7, : Pic(R) — Pic(S)F dada por 7 : P — S ®g P. Claramente 7,

¢ um homomorfismo de grupos.

Etapa 4: a exatiddo em Pic(R)

Seja f € Z*(I',U(S)). Entdo nem([f]) = n2(ST) = S®r ST e S®r S} ~ Sy
como D-médulos e, em particular, como S-médulos. Mas Sy = S como S-
moédulos e entdo 7om; = 1. Ou seja, a imagem de 7; estd contida no nicleo
de 7s.

Consideremos agora um elemento P do niicleo de 7. Entdo existe um
isomorfismo de S-médulo ¢ : S®r P — S. Observemos que S®pg P tem uma
estrutura de D-mdédulo & esquerda, com D agindo na primeira componente.
Seja # : D — D a aplicagdo dada por 8(v) - s = ¢(v - ¢~*(s)), para todo
veD e seS. E facil verificar que 8 é um homomorfismo de R-4lgebras

e de S-médulos. Logo 6(s) = sf(1) = s e 6 é univocamente determinado
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por sua acdo nos elementos v € I Seja f : ' — S a aplicacdo dada
por f(v) = 8(v) - 1, para qualquer v € I. Como 0(vy) = (v - ¢7()) é
claramente um isomorfismo e 6(y) - s = ¢(v - ¢71(s)) = @(’}'(3@‘1(1))) =
¢('r(8)”r(¢“1(1))) =7(s)o(v - 671(1)) = 7(s)8(7) - 1 = 7(s)f(7), para todo
s € S, entdao f(y) € U(S) e @(y) = f(v)y, para qualquer v € I'. Além
disso, de f(vY )Y =0(vY) = 0()0(Y) = F(Mr-F(')Y = F)Y(F(¥) v
decorre que f(vY) = f(7)7¥( f('}«’)), para quaisquer 7,7 € I, ou seja, f €
Z*(I,U(S)). Para a conclusdo da demonstragdo desta etapa basta exibir
um R-isomorfismo de P em SF, isto é, mostrar que P estd na imagem de 7;.
Para tanto, observemos que ¢! é um S-isomorfismo de S em S ®z P e que
o(v-¢71(2)) = 6(7) = f(7)v, para todo v € I. Logo, para quaisquer s € Sy
e s’y € D temos ¢~ (s'y - s) = ¢7Hs'f(7)y - 5) = ¢7Ho(s'y - ¢71(s))) =
s'y¢~1(s). Entdo, ¢7!: Sy — S @ P é um isomorfismo de D-médulos 3
esquerda e

ST~ Ts®p S; 22 T5s ®p (S®r P) ~ (Ts ®p S) ®r P~ R®p P~ P

¢ um isomorfismo de R-mddulos.

Etapa 5: a definigao de 73

Seja P € Pic(S)F. Entdo v-P = P, paracaday € I'. Conseqiientemente,
existe um R-isomorfismo ., : P — P tal que ¥, (sz) = s-9,(z) = v(s)¥,(2),
para quaisquer s € S e z € P. Logo ¥,y¥,'¢;! : P — P é um isomorfismo
de R-médulos e vy, 97 (sz) = sty ¢ (), para quaisquer s € S
e z € P. Portanto, ¥,,¢'%;" € Ends(P). Por outro lado, jé que P é um
S-médulo projetivo de posto constante 1, é facil verificar, via localizagéo, que

a aplicagdo ¢ : S — Endg(P), dada por s :— (s : z +— sz), para todo s € S
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e z € P, é um isomorfismo de S-médulos. Conseqiientemente, 'ef)wf't,b;,ltb; Ld
a multiplicagdo por um elemento f(v,v) € U(S), para quaisquer v, € I.
Desta forma, para cada S-médulo P tal que P € Pic(S)' existe uma funcio
f:I'x T — U(S). Além disso, da igualdade Yn(yy7) = P (y41)y» Obtemos que
f € Z3(T,U(S)).

Seja 73 : Pic(S)' — H*(T',U(S)) a correspondéncia P ~ [f]. Mostremos
que 73 estd bem definida. Para isso, seja {\,|vy € I'} uma outra escolha
de R-isomorfismos de P em P tais que A,(sz) = v(s)Ay(z), para quaisquer
s € Sexz € P. Pelo mesmo argumento utilizado acima, determinamos
uma nova fungégo g : ' @ I' — U(S) tal que g(v,7) = )\.T.,n\,f A1, para
quaisquer v, € I'. Também como acima g € Z2(I", U(S)). Como A,;?
um S-isomorfismo de P em P, entdo A9 ! ¢ também a multiplicacdo por

um elemento A(y) € U(S). Temos:

FnY) 91 ) = a0 ) A A2AT)

= WA TN (U AT AU A AGIAT
= h(7) T Ah(Y) T A Ay AGIAT
= (Y(ROY)R()) T A ¥) e ATIATY)
= (YR(Y)R) T oy AZAT Ay )
= (v(h(¥)Nh()) " h(¥y)-

Entéo, [f] = [g] € H*([',U(S)) e ns estd bem definida.
Resta mostrar que 73 é um homomorfismo de grupos. Sejam
P, P, € Pic(S)F tais que n3(Py) = [f] e m3(P2) = [g]. Para cada v € T,

sejam ¢, : P, — P, e 0, : P, — P, os R-isomorfismos que definem f e g

49



respectivamente. Logo ¥, ® 6, : P, ®s P» — P} ®s P, é um R-isomorfismo
que define um novo elemento A € Z*(I',U(S)). Portanto, para quaisquer

v,y € I temos

h(% 'T’) = (ww’ ® ew')('sb'r' ® 97’)_1(1% ® 9‘7)_1
= Yy 07 ® 0,076
= f(7,7)9(7,7)-

Consegiientemente, 73(P; ®s P) = [f](g] = m(P1)n:(P:) e 73 é um homo-

morfismo.

Etapa 6: a exatiddo em Pic(S)"

Observemos que se P € np(Pic(R)), isto é, se P = S ®g E, para algum
E € Pic(R), entdo P ~ ., P via o R-isomorfismo ¢, = y®1, para todo v € T.
Além disso, ¥,y = Yo, Entdo, ns(P) = [f], com f(v,7) = Yy 5t =
1, para quaisquer 7,~" € I'. Ou seja, P est4 no niicleo de 73. Reciprocamente,
se P estd no niicleo de 73 entdo, para cada v € T, existem um R-isomorfismo
¥y : P — P e um elemento A(y) € U(S) tais que ,(sz) = ~(s)¥,(z),
para quaisquer s € $, 2 € P e Uy 5t = h(yY)(R(7)v(h(¥)) ™!, para
quaisquer v, € I'. Conseqiientemente, a agdo v - z = h(y)~'%,(z), para
todo z € P e todo v € T, define sobre P uma estrutura de D-médulo &
esquerda. De fato, para quaisquer 7,7 € I' e z € P, temos

7 (7 - 2) =7+ (R ) () = h(0) 7 (R(Y )¢ (<))
= h(1) 1 (7)) " oyt (2) = h(7Y) () = (77) - .

Mas P e S sdo, respectivamente, S-mdédulo e D-médulo a esquerda projetivos

finitamente gerados, entdo P é também um D-médulo a esquerda projetivo
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finitamente gerado e, pelo Lema 1.5.5, P =~ S ®g P'. Como P é S-médulo
projetivo de posto constante 1, pode-se ver facilmente, via localizacdo, que
P e S tém o mesmo posto como R-mdédulos projetivos. Portanto, ainda via
localizago e pelo Lemme 1.6.1 de [27], obtemos que PT € Pic(R), ou seja,

P = n(PT). Com isto concluimos a demonstragao do teorema. a
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Capitulo 2: O Resultado
Principal

Neste capitulo R continua denotando um anel comutativo com unidade.
Seja p € Z primo impar e regular em R. Em todo este capitulo, denotamos
R[X
por S oanel S = _BLA] ee =X+ (®,(X)). Pelo que vimos no primeiro
(@p(X))
capitulo € é uma raiz primitiva p-ésima da unidade em S = R[e]. Como antes,
denotamos por Pic(S) o grupo de Picard, das classes P de isomorfismos dos
S-moédulos projetivos P de posto constante 1, e por Pic,(S) o subgrupo de

p-torsao.

Na primeira secgdo definimos uma aggode ' = {v; | s : e — &', 1 <
i < p— 1}, que é um subgrupo de R-automorfismos de S, sobre a seqiiéncia
exata de L. Childs e mostramos que a seqiiéncia formada pelos subgrupos
estaveis por I' também ¢ exata.

Nas secgoOes seguintes vamos estender os resultados de C. Greither e R.
Miranda [17], dando uma caracterizagdo para os grupos T,(R), Hp(R) e

PrimPic,(R|[G]), onde G denota o grupo ciclico de ordem p.
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2.1 A T'-linearidade

Em [9], L. Childs mostrou que a seqiiéncia de grupos abaixo é exata:

1 — G,p(S) -5 T,(S) = PrimPic,(S[G]) —> 1

onde Gp(S) = —E& com A = ¢ — 1 e, para quaisquer [A] € T,(S) e
(UA(S))
ac€ Gy(9), n([4;0]) =4 ej@) = [%;])—);a(x) =cr+ 1}

com z = X +(f(X)) e f € S[X] ménico dado pela equagdo (AX + l)p —a=
N f(X) (Corolério 1.2.5).

Consideremos agora o subgrupo de Autg(S), I' = {td = 71,72, ..., Yp-1}
com 7y : € +— €', para todo 1 € ¢ < p— 1. Como vimos no Capitulo
anterior, [' é ciclico. Para definir uma agdo de I' sobre a seqiiéncia de L.
Childs, precisamos do seguinte médulo: dados A um S-médulo e v € T,
definimos o S-médulo A tal que ,A = A como grupo aditivo e S age sobre
+A via s - a = 7(s)a, para quaisquer s € S e a € A. Entdo a agdo de
I" sobre a seqiiéncia de L. Childs é dada pela acdo natural sobre os grupos
T,(S) e PrimPic,(S[G]) e pela *-acdo sobre G,(S5): para cada ; € I com
1<i<p-—1,

v *@ =~ '(a'), para qualquer @€ G,o(S);
7i([4;0]) = [ A;0], para qualquer [4;0] € T,,(S); e

v - P =P, para qualquer P € PrimPic,(S[G]).

Observemos que estas agbes estendem as *-agoes de C. Greither e R.

Miranda [17]. Claramente, precisamos verificar esta afirmagdo somente so-
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bre PrimPic,(S[G]). Entdo, vamos supor que p € U(S), e portanto, para
qualquer classe [4;0] € T,(S), temos A ~ S® P& ... & PPV onde
P=Ps={ac A | o(a) =ca} ([38] e [14]). Sejamy €T e

A =n([A;0]) € PrimPic,(S[G)]) = 7(T(S)). Logo,

A= (SePe..eP ) =_So Pa...q , P?" D c Pi(S[G)).
Agora, trabalhando em Pic,(S) como C. Greither e R. Miranda, traba-

lhamos com P, em vez de A, e o(a) = € - a somente para os elementos de

.,l.P@". De fato, sejam 1 <i<p—-1 e a= 2 ®... @ Ty € %.P@

com z;: € P={a € A | o(a) =¢a} para quaisquer 1 < j <i e

1<k<m. Entdo,o(a)=3 1 ,6Zu®.. . QTit = Y 1oy € (T ®...QTix)

=g (E:;l T ®... ®:rik) = vi(e)a = € - a. B fécil ver que, para k # i

e Be .,,.P‘sk, o(8) =e*B #¢- 3. Conseqilentemente,

Y% A= P4 =.P®% =~ %P, oquemostra a afirmagio.

A verificacdo de que o homomorfismo m comuta com a agao de I' sobre
os grupos T,(S) e PrimPic,(S[(G]) é imediata a partir das defini¢des dadas.

Para a verificagdo de que o homomorfismo j também comuta com a acdo
de T sobre os grupos G,(S) e T,(S), necessitamos de algumas consideragoes
preliminares.

Observemos que cada v € T se estende de modo natural a um R-automor-
fismo de S[X] via 7(}, s X*) = 3, (sx)X*. Observemos também que a

cada polinémio A(X) = 3, s X* em S[X] corresponde o polinémio

(X)) = S 7 (se) - X* em 4(S[X]). Assim, ,r( (fg])}) = S~ (S[a))
onde z = X + (f(X)) e além disso, a aplicagdo ,(S[X]) — S[Z] dado por
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Z sg - X "‘) - Z sxZ*, induz um isomorfismo de S-algebras
k k

st XD SlE

Agora, via ¢ estendemos a agao de o sobre S[z], isto é,

o(2) = p(o(¢7(2))) = olo(@) = (17 (e) -z + 1) =y H(e)z + 1.
Assim, para cada v; € T,

w(0(@) =3[ oo @ = e +1]) = [ (G )i @) = e +1]
_ [“h‘ (SIX])

(-,-f(X));a(m) =71e) -z + 1] = [ﬁ%;a(z) = 'yi‘l(s)z+1]

= [=5i0(:) =2+ 1] em T(S), com it = 1(mod p).

Por outro lado, seja w = (c(z) — 2) € S[2]. Entéo, w= (e —=1)z+1=
7 Az + 1. Logo, o(w) = (8 —1o(2) +1 = (e —D(w+2)+1 =
(et=1Dz+1+(et-1w=w+(e"— 1w =cw e o(wP)= (&)PuwP = wP, ou
seja, b = wP € S. Além disso, w € U(S[z]). De fato, suponhamos que exista
M € Maz(S|[z]) tal que w = (o(z)—z) € M. Conseqiientemente, (g(s)—s) €
M, para cada s € S[z], o que contradiz o fato de que S[z] é extenséo galoisiana
de R (Teorema 1.1.1). Mas 7, (M) = (et = 1) = A1 +... + e+ 1) € A\S,
isto é, w = v 1(\)z + 1 € Ux(S[2]) e portanto b = w? € Ups(S).

Afirmamos que b = 7, '(a). De fato, (AX + 1) —a = M\?f(X) em S[X],
significa que (% (A\)X +1)" — 77 (@) = 77 (A)P . f(X) em ., (S[X]). Con-
seqiientemente (v7*(A\)Z + 1)7 — 47 (a) = 77 (AP (£(2)), isto é, ((e* -
1)Z +1)" =77 (a) = %7 (AP (f(2)) em S[Z]. Agora, de %' (f(2)) =0
em S[z], temos ((ef — 1)z +1)® —~7'(a) =0, ou seja, b = w? = v7(a).
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Finalmente, seja v = w'. Entdo, * = (wi)? = (wP)} = b* = 77 (a)
e o(v) = o(w) = (fw)! = e%w' = ev. Comow =1+ (ef—=1)z e
(et=1) = A" +...+e+1),w=1+Xe"1+...+e+1)z. Logo,
v = w' = 1+ Ay para certo y € S[z]. Assim, e +edy = ev = o(v) =
o(l1+Ay) =1+ Ao(y), isto é, e = 1 +edy = Ao(y), ou A1+ey) = A\o(y).
Mas A é regular e portanto o(y) = ey + 1. Segue da igualdade v? = v, }(a)
que (1+Xy)?—~; (a?) = 0. Conseqiientemente, existe um polinémio ménico
9(Y) € S[Y] satisfazendo (A\Y + 1)? — 47 !(a’) = Wg(Y), com g(y) = 0. Pelo
Teorema 1.3.5, S[z] = S[y]. J4 que y é raiz de g(Y’), segue do teorema do
homomorfismo e da comparagao dos postos que existe um isomorfismo de

S-dlgebras S[y] X, _S_[Z]_ . Além disso, ¥ é um isomorfismo de extensdes

(g(Y
de Galois, pois ¥ (0(y)) =v(ey+1) =eY +1=0(Y) = o(¢(y)). Portanto,

[_—-—'“(Arfis('[fz(]z)));d(z) =z + 1] = [%;a(g) =¢ey+ 1] , ondege S[Y]éo
polinémio ménico dado pela equagdo (AY + 1)? — 7 (a?) = WPg(Y) e

[m
9(Y)
%(3(@)) = j (v * ).

o(y) =ey+ 1] =7 (’:f{' l(a")) = j(v; *@). Com isto, mostramos que

Finalizamos esta sec¢do, mostrando que a seqiiéncia formada pelos grupos
estéveis pela agdo de I' sobre a seqiiéncia exata de de L. Childs também é

exata.
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2.1.1. Teorema

R[X]
(@p(X))
C={v|vw:e—e1<i<p-—1} subgrupo de Autr(S). Entdo, a

Sejam p € Z primo, S = = Rle] com e=X+(P,(X)) e

sequéncia o B 2 r
el LB s (B =25 (Prz’sz’cp(S[G])) =i

€ ezata, onde j(@) = [%;U(ﬂ:) = ez + 1] comz =X+ (f(X)) e

f € S[X] ménico dado pela equagdo (AX +1)" —a = INf(X) e
7([4;0]) = A, para quaisquer [A] € T,(S) e @€ G,(S).

Demonstragao : Claramente a seqiiéncia é exata a esquerda, pois j é
a restricdo & G,(S)! de um monomorfismo. Entdo, decorre do Lema da

Serpente ([42] Theorem 6.5) que a seqiiéncia abaixo é exata:
T g r = 3 . ' 5
1 — Gp(S) " — Tp(S) — (Prszch(S[G])) —

2, H\(T,G,(5)) 2> HY(T, T(5)) = H* (r, (Prisz’cp(S[G]))r).
Upe (S)
. Ur(S)
Entdo, (H'(T,G,(S)))" = {T} ({42] Theorem 10.26). Além disso, T =~

Por outro lado Uy»(S) C UA(S), e portanto G,(S) = é de p-torsao.

U(Z/pZ) e, em particular, |I'|= p — 1. Logo, segue que

(p-1) -
(novamente por [42] Theorem 10.26) (Hl (L, GP(S))) T {1}. Assim,
dado 6 € HY(T,G,(8)), 1=¢ = gV =7, e portanto

HY(T,G,(S)) ={T1}. O que conclui a demonstragao. m]

Y



2.2 O isomorfismo T,(R) ~ T,(S)*

Para obter o isomorfismo desejado, vamos exibir, para cada A, extensao
galoisiana de S com grupo de Galois G, uma extensdo galoisiana Ay de R
com mesmo grupo de Galois G, tal que [A] = [S ®r Ao] em T,,(S). Fazemos
isto, aplicando técnicas da teoria de “descente” galoisiana, observando o fato
de que, em geral, S ndo é uma extensao galoisiana de R pois, para p néo
invertivel em R, S = Rle] ndo é R-separdavel. Entdo, usamos o conceito de
eztensao I'-normal (ver secgdo 1.3). Para o caso em que [A] € Hy(S), isto é,
A possui S-base normal, Ay (que possui R-base normal) é obtida no préximo
lema. Para isso, consideremos novamente o subgrupo ciclico de Autg(S),

['={id =71,%; -+ Y%-1} com ; : e €', paratodo 1 <i<p—1.

2.2.1. Lema
Sejam p € Z primo impar, G = (o) grupo de ordem p e A uma eztensdo
I'-normal de S com grupo de Galois G que possui S-base normal, isto €,
[A] € H,(S) tal que y se estende ¢ 7 € Autr(A) com ordem p—1 satisfazendo
09 =d0, onde T = (7). Sejam T = (5) e Ao = AT. Entdo, [Ao] € H,(R)
e [A] =[S ®r Ao
Demonstragao : Como 4 comuta com ¢ temos o(Ag) € Ap e portanto G
age naturalmente (via restricdo) sobre Ag. Assim, a agado de G sobre S ®pg Ao
é dada via 1 ® G. Entdo, como 05 =50 e # |s= 7, segue que
(S®rA0)® = SR AS = S®r (AG)F =S®rST =5®rST=S®rR=S.
Mas, [A] € H,y(S), isto é, A possui S-base normal. Seja {o; = o*(a0) |

0 <i < p-1} uma S-base normal de A. Pelo Corolério 1.3.2,

58



p—1
o= Zafa“i € U(A[G]) e o(a) = ao.
i=0
p—1 p—1

Por outro lado, 7 age sobre A[G] via "fr(z a;jo0”t) = Z F(a;)o ™.
5 it i=0 =0
Seja B =[[#(e™") =>_ Bic™ € U(A[G]). Entio,

k=1 i=0
B = 3(B) = (XTI Bio™") = 25 4(B:)o~" e portanto, B; = ¥(6:), para
todo 1 <¢<p—1. Logo, B € U(A[G]). Além disso,

p-1

= o) = [T e
- H'r (a7'07") = ﬁlwa*)&*(a*) = 5. T[#() = Blo~y" = o

Novamente pelo corolério 1.3.2, {8 = o*(8o)}’=d C Ao é S-base normal de

A. Claramente {8;}—3 é também uma R-base de Ao.

Consideremos agora o homomorfismo de S-slgebras S ®r Ag —— A dado

p—1 p—1
por ,u(z 8 ® b,») = Z s;b;. Entdo p comuta com a agdo de G. De fato,
i=0 i=0

po ZS,®6 -—Zsa (Ssﬁ&:(aufsi@m).

i=0 =0 i=0

Ja que a imagem da S-base {1®B;}2; de S®r Ay é {B:i}2;, que é uma
S-base de A, obtemos que p é um isomorfismo de S-dlgebras. Segue que
S ®p Ap também é uma extensdo galoisiana de S com grupo de Galois G.
De fato, sejam z;,4: € A (1 < i < m) coordenadas de Galois da extenso

A. Claramente, pu~ (z;), 1" (y:) € S®r Ao (1 < i < m), sdo coordenadas
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de Galois da extensdo S ®g Ao. Logo, em T,(S), [A] =[S ®r Ao).
Agora, S é uma R-dlgebra fielmente plana ([4], pg.46), pois S = R[e] é
livre. Entao, segue do Lema 1.1.8 que Ap é extensao galoisiana de R com

grupo de Galois G. O

No préximo lema, mostramos que, para cada extensdo galoisiana A de R
com grupo de Galois G, ao “subir” do anel A para o anel S®rA com S = Rle],
preservamos as operagoes dos grupos T(G; R) e T(G;S). Observemos que

nao precisamos da hipétese |G |= p prima.

2.2.2. Lema

Sejam R C S, com S uma R-dlgebra comutativa e G um grupo abeliano
finito. Sejam [A] = [S®r Ao] e [B]=[S®rBy emT(G;S), com
[Ao), [Bo] € T(G; R). Entdo, [A] * [B] = [S ®r (Ao ®r Bo)°¢] € T(G; S).

Demonstracgao : Da hipétese, existem isomorfismos de extensoes de Galois
AL S®r Ay e BZAS®gB, satisfazendo fo=(1@o)fego=(1®o0)g
para qualquer ¢ € G. Portanto A ®s B fgg (S ®r Ag) ®s (S ®r Bp) com
f®9(c®7)=(1®0)f®(1®7)g para quaisquer 0,7 € G.

Como Ag e By sdo extensdes galoisianas de R com grupo de Galois G
entdo Ao ®gr Bo é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois GG =
{c®7 | 0,7 € G} e S®rAo®r By é extensao galoisiana de S (Lema
1.1.6), com grupo de Galois G® G = 1®GR®G (G®G age sobre Ao ®r By
via 0 ® T e sobre S ®p Ao ®r By via 1 ® ¢ ® 7, para quaisquer 0,7 € G).

Assim, definimos
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Y:A®s B — S®rA¢®r By por ¢(a®b)=z i(a; Fti(b;9) ® a; @ b;

i.J

n{a;f) m(big
onde f(a) = Z si(a; f) ®a; e g(b) z i(b;9) ®b;. Como f e gestao
i=1 =1

fixos, escrevemos n(a) = n(a; f), si(a) = si(a; f), m(b) = m(b;g) e t;(b) =
t;(b;g), para quaisquer 1 < i < n(a) e 1 < j < m(b). Além disso, para
qualquer c € G, fo=(1Q®0)f ego =(1®0)g. Entdo, dado o € G,

n(a) n(o(a)

>_si(a) ® (@) = (1@ 0)f(a) = fo(a) = 3 si(0(a)) ® (o)
€

m(b) m(7(®))

> 40 =(1@n)y) =grt)= > t(r() @7();

Logo, ¥(c ®7) = (1 ® 0 ® 7)¥, para quaisquer 0,7 € G. De fato, dados
(a®b) e A®s B e o,7€G,

b(een@eb) =v(o@erl) =D s(o@) (1)) ®oa) ® r(b);

1<i<n(e(a))
1<j<m(7(b))
n(o(a)) m ()
= ( Z s,.(o-(a)) ® o(a); ® 1) ( Z t; (-r(b)) ®1 ®'r(b):')

n(a) m(b)
=(Z i(a) ®aa;®1)(2t )®1®7(b )

1=1

= > sia)t(b) ®c(a) @7(b;) = (1@ 0@ 7)Y (a®b).
1<i<n(a)
1<5Sm(b)

Conseqgiientemente,
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(A®s B)*® ~ (S ®pr Ao ®r Bo)'®¢ = S ®r (Ao ®r Bo)’®

Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, (Ao ®g By)°C é extensdo
i ; GG .
galoisiana de R com grupo de Galois G = 3¢ ou seja, em T(G;S),

[A] % [B] = [S ® (Ao ®r Bo)*]. u|

Podemos agora mostrar o isomorfismo desejado

2.2.3. Teorema

, : _ _RIxX] _ — ¥
Sejam p € Z primo, S = &%)~ Rle] onde &= X +(®,(X)),

F={y | v:e—e,1<i<p—1} subgrupo de Autp(S) e
®,(X) o p-ésimo polinémio ciclotémico em R[X]. Entao,

i T(R) — T(SF
[A;0] — [S®rA4;1Q0]

€ um isomorfismo de grupos.
Demonstragao : A acéo de I' sobre S ®z A € via primeira coordenada.
Logo, para cada v € T, yp[A4;0] = 7[S®4;1Q®0] = [[(S®A1® 0] =
[S® A;1® o] = @[A;0], isto é, p[A;0] € T,(S)F. Consideremos agora
[A1; 01) = [A2; 02] em T,(R), e seja f : A; — A isomorfismo de R-dlgebras
tal que fo, = oof. Conseqiientemente, 1 ® f: S®r A) — S ®p Ay é um
isomorfismo de extensdes de Galois. Logo, ¢ estd bem definida, e segue do
Lema anterior que ¢ é um homomorfismo de grupos. Mostremos que ¢ é
bijetor.
Seja [A;0] € Ker(p), istoé, [S®rA;1®0]=[SP;7] onde

7(51,+--58p) = (8p,S1,...,8p-1). Logo, existe 8 : S®@pA — SP isomorfismo

de S-algebras tal que (1 ® o) = 70.
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Para cada ¢ € I, definimos 05 = 863~16~1. Claramente 05 € Autr(SP).
Observemos que I' age sobre S? via 0 (s1,...,8p) = (8(s1),...,0(sp)). Logo,
para quaisquer s € S e z € SP,
05(s2)=B0B"10"1(s2)=B4B"1(67(s)d71(2)) =55(5‘1(s)6‘16‘1(z)) =s505(z),
isto é, 05 € Auts(S?). Por outro lado, a agéo de I' sobre Autg(S?) é via
conjugacdo: 6(p) = 6pd~!, para quaisquer 6 €' e p € Autg(SP). Assim,
65,8, = £610287105 167" = (B6:,871671)61(B862872651)07 ! = 65,61(65,)
= 60(4,); (5(62)), para quaisquer 6;,02 € I' =<v>. Portanto, a aplicagdo
6 : I — Autgs(S?), dada por 6(6) = 65 € um 1-cociclo.

Por outro lado, a agdo de I comuta com a agdo de 7. De fato:

57 (111 85) = 8(5py 81, -+ 8pm2) = (3(55), 6(81), -, 6(sp1))
= 7(6(s1),...,0(8p)) = 78(s1,-..,5p), para qualquer (si,...,Sp) € SP.
Além disso, para cada § €T, 057 = B35 r = BB 1ré?
= B3(r18)167 = B (B @ 0™Y)) 67t = B3 ® 0)B 16
=B(1®0c)dB~ 16 = 18687161 = 765, ou seja,
05 € A = {w € Autg(S?) | wr = Tw}.

Observemos que A C U(S < 7 >). De fato, por ([6], Theorem 3.1),
para cada w € A, existem e;,, € S, 0 < @ < p — 1 idempotentes or-
togonais com soma 1, tais que w = Zf;& eiwT. J& que wr = Tw,
segue que Zf;g By GTe = f;ol 7(e; )7 1. Entdo, €;., = T(€iw), isto &,
€iw € (SP){ = S, para todo 0 < i < p— 1. Assim, mostramos que
A={w= pzle,-'w'r‘_ | {eiw}’=y ¢ uma famdlia de idempotentes de S dois a

i=0

dois ortogonais e com soma 1}. Como S e (T) sdo comutativos, segue
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que A é comutativo. Além disso, A é I'-médulo via a conjugagao.

Jé vimos que § : ' — A, § — 85 é 1-cociclo. Logo 8 € H*(T,A), e
portanto 7 = I, onde 1: T — A associa a cada § € T' a identidade
idss ([42], Theorem 10.26). Por outro lado, para qualquer 65 € A, 65 =
S P eism onde {e;s}0y ¢ uma familia de idempotentes de S dois a dois
ortogonais com soma 1, para todo 0 < 7 < p — 1. Entéao,

6 = ( ey W )p =3Pl e sr® ( B ei,a)idsp =1 idgs = idss,
ou ainda, para cada 6 € T, 67(6) = 6% = idss. Logo, & = 1 e portanto,
T=3"=0""9 =0. Conseqiientemente, § = T em H'(T',A), ou seja, 6 é
um 1l-cobordo. Logo existe w € A tal que 6(6) = 6(w) - w™!, para qualquer
6 € I'. Entdo, () = B6~'87167! = §(w)w™! = dwé™! - w™! = w™towd™!, e
portanto obtemos que 363~ = w™dw, ou seja, (wB)d = §(wA3), para cada
6 € I'. Assim, o isomorfismo wf: S ®gr A L SP —=+ SP nos mostra que

ALR®rA=S"@rA=(S@r A = (Sp)r
isto é, A F RP. Além disso, wf-1® ¢ = wrf = Twp, e portanto

[A] = [R?] = eg(R). Conseqiientemente, ¢ é injetor.

Para mostrar a sobrejetividade de ¢ é suficiente verificar que
[4;0]®Y € p(T,(R)), pois h : T,(S)F — T,(S)F dado por
h([4;0]) = [4;0]%Y = [A;0]™! é um isomorfismo de grupos. Observemos

que o
h([4;0]) = [4;0)P7V = qu([A; o)), pois [4;0] € T,(S)F.

i=1

Seja B = [T02) v ([A;0]) = T2, [ 4; o]. Entéo,
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B [(®f__11 .,.A)N' c®1®...®1], onde N é o niicleo da multiplicagdo

m: H —_—— deﬁmda por m(Z,...,%-1) = 1 Z e H:—l »Z 28¢

sobre (@f;il A) coordenada a coordenada. Para simplificar a notagao, também
denotamos por B a S-élgebra (@f;f.ﬁA)N

Agora, para cada v; € I, 1 < 72 < p — 1, definimos 4; : B — B do
seguinte modo: ; [s= v e F:(b) = ®§;iaij{mod »)» para todo elemento bdsico
b= ®§;§aj € B. Assim, 4; permuta as coordenadas de b: na j-ésima posi¢ao
temos @ij(modp) Substituindo a;. Claramente, dado r € R, temos que 4;(r) =
vi(r) = r, e entdo §; € Autgr(B), para todo 1 <7 < p— 1. Da definicao de
B,segueque c ®1Q®...81 age identicamente 2 1®...1®0®@1®...®1,
e conseqiientemente, oy; = ¥;0, paratodo 1 <i < p— 1.

Além disso, I' = {4; | 1 € i < p— 1} é um grupo ciclico de ordem
p—1 Sejam ' =<5 > e By = B'. Mostremos que [By] € T(G;R)
e [B] = [S ®r By]. Seja M € Maz(R). Entéo, segue de ([1], Proposition
5.6) que Sy € uma extensdo inteira de Ry Mas I' é um subgrupo finito de
Autp,, (Sn), € Shy = Rar. Assim, como Ry € local, Sy é um anel semi-local
(Lema 1.2.6).

Conseqiientemente, pelo teorema ([6], Theorem 4.2-c ), By tem Sy-base
normal. Consideremos o homomorfismo de S-édlgebras induzido pela multi-
plicacdo p : S ®gr Bo — B. Pelo Lema 2.2.1, pa : S ®ry, (BM)O — Bt
é um Ry-isomorfismo de élgebras para qualquer M € Maz(R). Por outro

lado, para todo M € Maz(R),
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Bt #%( Snm @Ry (BM) T St @Ry (BO) Mg (S ®r BO) ™M

Entao, pelo Principio Local-Global ([31], corol. iv.7 pg. 261)

p: S ®r By — B, induzido pela multiplicacdo u(s ® b) = sb, para qual-
quer (s ® b) elemento bésico de S ® By, é um isomorfismo de R-algebras. Ja
que p é S-linear e que uo = oy, [B] = [S ®r Bo] em T,(S). Mas S € um
R-médulo fielmente plano e portanto [Bg] € T,(R) (Lema 1.1.8). Ou seja,

[B] = ¢([Bo)). Logo ¢ é um isomorfismo de grupos. O

2.3 O isomorfismo H,(R) ~ H,(S)"

Dados M um grupo abeliano e H um grupo finito agindo sobre M,
a norma em M relativa a H (ver [10]) n,, : M — M ¢é definida por

Nun (M) = H h - m, para qualquer m € M. O préximo lema
heH

descreve M# = {m € M | h-m = m, para qualquer h € H} em funcdo de
1. Na verdade, fazemos uma restrigao sobre a torsao de M, mas observamos
que a hipétese assumida é claramente satisfeita pelos grupos com os quais

vamos trabalhar.

2.3.1. Lema
Sejam M um grupo abeliano e H um grupo finito agindo sobre M. Se M
é de torsdo n =|H|+1, entao 1y, (M) = MY,

Demonstragao : Claramente, 7, ,, (M ) C M¥. Reciprocamente, dado

m € M¥H, temos que Ny (M) = m!l = m™1 e portanto,
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(Myg)2(m) = m=D? = m, desde m™ = 1. Logo, m € 1,,,, (M). 0

Para mostrar que H,(R) ~ H,(S)', observemos que o monomorfismo
J 1 Gp(S) — T,(S) da seqiiéncia de L. Childs é I'-linear (secgdo 2.1). Mas
J = 6, onde G,(5) 2 H,(S) é o isomorfismo dado no Teorema 1.4.1. Con-
seqiientemente, G,(S)" 2 H,(S)'. Assim, vamos mostrar que os grupos

H,(R) e G,(S)" sdo isomorfos. Para isso, consideremos a norma em

Gp(S) relativaa T', n=mn,,  : Go(S) — G,(S) dada por

p—2 p=2
n(@) = H% %0 = H'yi'l(a") para todo @ € G,(5), conhecida como a
i=0 1=0

norma de Stickelberger. Recordemos que I' = () com vy =, e

1<t,1<p—1 taisquetl = 1(modp). E facil ver que, para cada @ € Gp(S),

p=2

n(@) = [ ().

i=0
O corolério a seguir é imediato:

2.3.2. Corolario
1(Go(S)) = Go(8)'T

A partir deste corolério e do préximo lema, podemos construir o isomor-
fismo proposto nesta seccao. |

Denotaremos por E,(S) o subgrupo ¢(H,(R)) de Tp(S)T, onde ¢ é o
isomorfismo dado pelo Teorema 2.2.3. Vamos mostrar que E,(S) é um grupo

isomorfo & 7(G,(S)).
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2.3.3. Lema

Seja p um primo impar. Entdo 1(Go(S)) = E,(S)

Demonstragao : Observemos que H,(S) ~ Gp(S), onde € é o isomorfismo
dado pelo Teorema 1.4.1. Assim, basta verificar que 7(E,(5)) = n(G,(9)).

Seja [A] € E,(S). Entéo existe Ay € Hp(R) tal que [A] = [S®rAq]. Além
disso, se {o; = 0*(a0)}YZ; 6 uma R-base normal de Ay, entdo {1®a;}P7} ¢
uma S-base normal de S®pg Ap e conseqiientemente A possui S-base normal.
Assim, temos [A] € E,(S) N Hy(S) C T,(S)F N Hy(S) = H,(S)F. Por outro
lado, H,(S) = 0(Gp(S)) = 7(Gp(S)) (Teorema 1.4.1) e, como j é [-linear
(ver secgdo 2.1), temos H,(S)F % Go(S)™™. Agora, segue do Corolrio 2.3.2
que 071 ([A]) € Go(S)™" = n(G,(9)).

Reciprocamente, dado @ € n(G,(5)) = G,(5)'%, seja A = ——— = S[z],

com f(X) € S[X] moénico tal que (AX + 1) —a = If(X) (Coroldrio
1.2.5) ez = X + (f(X)). A acéo de G sobre A é dada por o(z) = ez + 1.
Como X f(o(z)) = (Ao(z) + 1) —a = (AMez + 1)+ 1)" = ez + A +
1P = (Qez+e)f =e(Az+ 1P = Az + 1P —a = MNWf(z) = 0, isto §é,
f(o(z)) = 0, obtemos que a agéo estd bem definida. Seja z = 1+ Az. Entéo,
22 = (14 Az)? = XWf(z) +a = q, isto é, 27 = a € Uy(S) e portanto
6=1([A]) = @. Pelo Teorema 1.4.1, [A] € H,(S). Mostremos que [4] € E,(S).

1 NN
Como @ € 7(Gy(S)), existe d € Wyn(S) tal que n(@) = [ v~*(d*) =73,
k=0

onde ¢ satisfaz tl = 1(modp) com 1 < ¢,I < p—1. Conseqiientemente, existe

p—2 p—2
u € U, (S) satisfazendo a = H’y'k ()P, ou seja, au”P = H'y‘k(d)tm.
k=0 k=0
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p—2
Assim, substituindo a por au™", podemos supor que a = H 'y_k(d)tk. Entao,
k=0

L a —ky gtk = —ky gtk - (Ei:g‘k"_k) ('f“)
v@)a~t =~ [[+7*(a) ) (H'}f (d)° ) =d""
k=0 k=0

2 (1-1>-) —(e=1) "
=d = 'y(dl ¢ ) Ja que t*~Y = p(—r) +1 para algum
1 —¢lP-D)
r € Z, temos — =r €Z. Sejac=d . Assim,
y(a)a™t = 7(03’”1’) = v(c?) = v(c)?, e portanto, v(a) = aty(c)’.
Definimos 4 : A — A satisfazendo ¥(s) = v(s), para qualquer s € S
e 7(z) = v(c)zt. De 4(z)P = y(c?)2*" = y(P)at = v(a) = 7(2P), segue que
7 estd bem definido com respeito a z. Para obtermos a boa definicdo de ¥
com respeito a z, precisamos primeiramente verificar que ¢ = d” € U,(S5).
Mas d € Uy»(S). Logo d € U(S) e existe dy € S tal que dr= 1 + APd.
Conseqiientemente, d” € U(S) e c=d = (1+Nd) =1+ Z(;))\Pkdg
k=1

=14 A(Z(;)/\@k'l)dg) € UA(S). Agora, observemos que ¢ = 1+ Ac,

k=1
comc€ES e

¥(1 + Az) = 5(2) = v(c)2* = ¥(1 + Aco)(1 + Az)*
= (1+9(A)v(co)) (1 + Ab) =1 +v(A) (’y(co) -+ 'r(co))\b) + Ab,

;>
onde b € A é dado por b= Z(;)A““”m". Mas, pelo Lema 1.2.3, existe
k=1

s € S tal que A =y()\)s, isto é,
L+9(M)3(z) = 1+7(A) (’Y(Co) + v(co)Ab + sb)
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e obtemos que ¥(z) = ¥(co) + ¥(co)Ab+ sb, ou seja, F(z) = y(cp)zt + sb. Isto
nos dé a boa defini¢do de  com respeito a z. Mostremos que ¥ € Autr(A) e
que 07 = Yo. Temos 4?7V (z) = Bz, com B € U,(S) ou, equivalentemente,
7®=1(2)8~" = 2. Logo,

ﬁ‘l(l + =D (X\)FE-D (:r)) = B-15P-D(2) = z =1 + Az, isto é,
gt (1 + )\'?fp*l)(:r)) =1+ Az = 3718 + A\Bz), ou ainda,
1+ X3®Y(z) = B+ M3z. Seja By € S tal que B = 1+ \3. Entao,
1+ 23® () = (14 M) + Mz = 1+ MBo + Bz). Como A € R*,
#P=1(z) = By + Bz. Consegiientemente, z = F~13PN(z) — g-15, =
'}(7‘1(16“1)%{?‘2’ (z) — 7‘1(6",30)), e portanto 7 € sobrejetor. Segue que
4 é bijetor ([27], 1.2.4). Claramente, 7 é R-linear, e entdo 4 € Autg(A).

p—2
Finalmente, 2z '§®=1(z) = 2*""-1. H'y"k(c)‘k = a TZE )
k=0

= dEZES* T L gt — g0 = 1,
e portanto 7?1 (2) = z. Agora,
1+ Az =z =5PV(2) =321(1 + Az)
= 1+ V)70 (z) = 1+ )7¢-2(z),
e entdo z = ¥P~V(z), ou seja, § tem ordem p — 1. Pelo Lema 2.2.1, segue

que [A] € E,(S). 0

Do Corolario 2.3.2 e Lema 2.3.3 temos o

2.3.4. Teorema

R[X]
(®p(X))
polinémio ciclotomico em R[X], e = X + (®,(X)) € uma raiz primitiva

Sejam p € Z primo, S = = Rle] onde @,(X) € o p-ésimo
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p-ésima da unidade em S e T={v; | i :e—¢£',1<i<p—1} subgrupo

de Autp(S). Entdo,
Hy(R) = G,(S)™ = Hy(S)".

2.4 O isomorfismo r
PrimPic,(R[G]) ~ (Prisz‘cp(S[G]))

Para obter o isomorfismo desejado, utilizamos a seqiiéncia cohomoldgica
construida na secg@o 1.5 e os isomorfismos construidos nas duas secgoes an-

teriores. O lema a seguir, é uma conseqiiéncia imediata do Lema 2.3.1.

2.4.1. Lema

Sejan =My p.rpecy(sicy @ M0TMa em PrimPic,(S[G]) relativa aT'. Entdo,

n(PrimPicp(S[G])) = (PTimPiCp(S[GD)F

Observemos que S[G] = S ®gr R[G] é uma R[G]-dlgebra fielmente pro-
jetiva, pois S é uma R-algebra fielmente projetiva. Por outro lado, como
l+e+e?4+...+e =0 segue que ir(—e) = 3 pv(—¢€) = 1, isto &,
tomando ¢ = —¢ no Teorema 1.5.1 obtemos, para os anéis R[G] C S[G], que

a segiiéncia abaixo é exata:
1— H' (T, U(S[G))) 2 Pic(R[G]) 2+ Pic(S[G))" = H?(r‘,u(s[cl))
onde, em particular, 17;(P) = S ®g P.

Vamos verificar que a restrigdo de 7, ao subgrupo PrimPic,(R[G]) nos
d4 o isomorfismo de grupos proposto. Denotemos esta restricao de 7, por 75,

e mostremos que



m(PrimPic,(R[G])) = PrimPic,(S[G])* e Kernh=1.

2.4.2. Lema
A aplicagdo de grupos Pic(R|G)) — Pic(S[G]) dada por P — S ®g P
induz um homomorfismo de grupos PrimPic,(R|G]) — PrimPic,(S[G])"

Demonstragio : E suficiente verificar que, para cada elemento primitivo P
em Pic(R[G]), S ®g P é um elemento primitivo de p-torsao em Pic(S[G]).
Seja P € PrimPic,(R[G)). Entdo, segue da definicio de um elemento
primitivo (ver [9]) que existe um isomorfismo de R[G x GJ]-médulos
¢: P®r P — R[G x G] ®R¢ P, onde R[G] age sobre R[G x G] via
A : R[G] — R[G x G] com A(o) = (o,0).
Assim, ¥ : (S ®g P) ®s (S®r P) — S[G x G] ®§IG] (S ®r P) induzido
por¥(s@m@t®n)= Z: sri(0s,7:) ® t ® a; é um homomorfismo de S[G x

G]-médulos, onde (Z r:(o,v,*ri) ® ai) € R[G x G] ®‘§‘[G] P é univocamente
determinado por ¢. Dé fato, como a aplicagdo definida do produto cartesiano
(S®rP) x (S®r P) no produto tensorial S[G x G]®%s; (S®r P) que associa
a cada (s ® m,t ® n) o elemento ). sr;:(0;,7:) @ t ® a; € aditiva nas duas
coordenadas e S-balanceada, VU estd bem definido. Além disso, é fécil verificar
que ¥ é um homomorfismo de S[G x GJ-médulos. Por outro lado,
10 : S®r(S®rP)®s (S®r P) —*S®RSIG><G]®§[G] (S ®r P)

induzida por (1® ¥)(a® (s®m)® (t®n)) = a® (sr(o,7)) ® (t®a) para
quaisquer o, 5,t € S ¢ m,n€ P onde ¢(m®n)=r(0,7)®a com

r€ R, 0,7 € G eac Péum isomorfismo de S[G x G]-médulos. De fato,

72



usando as propriedades associativa e comutativa do produto tensorial, segue
que
S®r(S®rP)®s(S®rP) = (S®rP)®rS®s(SQrP)
a®@(s@M)R(I®n)— sEMRa®t®n

(S®rP)OrS®s(S®rP) ~ PRrS®@rS®s P®rS
SAMRAaRtRnN— MRPsRaRnRt

PRrS®rS®sP®rS =~ (PRrP)Br(S®sS®rS)
MPsRanNRIEi— MOINRIRSR o

(P®rP)®r(S®sS®rS) % R[G x G ®3¢) P ®r (S ®s S®r S)
mMANPtRs@Rar—op(mMAn)VtRsQa

R[G x G] ®%c) P®r (S®s S®r S) ~ R[G x G ®Ric) (S®rP)®s S®r S
(Zr,-(cri,ﬂ)é@a;) RIRsRar— Zr,-(cr:-,n-)@)t@ai@s@a

R[G x G] ®%je) (S®r P) ®s S®r S ~ S ®s R[G x G] ®Ric) (S®r P)®r S
ZTg(O’g,T;)@t@ai@S@a'—‘*3®Zri(o'i:7i)®t®ai®a
S®3R[G><G]®ﬁ[c] (S®rP)®rS =~ S®sS®RR[G><G]®%[G1 (S ®g P)
S®Z?‘1—(0},Ti)®ﬁ®ai®ai—>C).’@S@Zﬁ(a;,ﬁ)@t@di

Agora, aplicando as férmulas associativas do produto tensorial ([5], Proposi-

tion IX.2.1) obtemos
A

A
S ® (S®rR[GxG) @ (S®P) ~ S®r(S®rRIGxG]) ® (S®rP)
Rﬁs R[G] sﬁﬂ[c}

(a@s@ZTi(m,ﬂ)) ®(t®a;) — &®S®Zri(0’£=‘ﬁ)®t®ﬁi
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A
(s@rS®rRIG % G)) ® (S@rP) ~ S®rS[G x G| ®3q (S®r P)
S®RIG)
R

a®s® ) ri(0:7)®t®a; —a® (Z sri(oi, Ti)) ®(teaw)

Mas a® ():isr,-(a,-,n-)) ®(t®a)=(10¥)(a®s®@m®tn), e

portanto 1 ® ¥ é a composicdo dos isomorfismos acima, o que mostra a
afirmagdo. Como S é um R-médulo fielmente plano, pois S = R[g] é um
R-médulo livre, segue que ¥ é um isomorfismo de S[G x GJ-médulos. Ou
seja, S ®gr P é um elemento primitivo em Pic(S[G]) (ver [9]). J4 que P é
de p-torsdo, S ®r P = n5(P) € PrimPic,(S[G])". O

E imediato que 7} (PrimPic,(R[G])) C PrimPic,(S[G])T. Reciproca-
mente, seja P um elemento primitivo em Pic,(S[G])F. Como
m : T,(S)F — PrimPic,(S[G])} que a cada extensdo galoisiana de S com
grupo de Galois G estavel pela agao de I' associa a sua classe em Pic,(S[G]),
é sobrejetora, podemos supor que P é uma extenso galoisiana de S com
grupo de Galois G estdvel pela agdo de I'. Assim, existe [Py] € T,(R) tal
que S ®r Po = P (Teorema 2.2.3). Em particular, F, é uma extenséo
galoisiana de R com grupo de Galois G. Portanto, Py é um elemento primitivo
em Pic,(R[G]) ([9], Corollary 1.3), isto é, Py € PrimPic,(R[G]). Logo,
P = ny(Ry), ou seja, nh(PrimPic,(R[G])) = PrimPic,(S[G])F.

Por outro lado, H'(T,U(S)) é de (p-1)-torsdo, pois [['|=p—1 e

74



PrimPic,(R[G]) é de p-torsao. Portanto,
kerry C my (HY(T,U(S[G)))) N PrimPic,(R(G]) = 1,
isto €, 75 é injetor. Conseqlientemente, 75 é um isomorfismo. Desta forma,

temos o

2.4.3. Teorema

RIX]
(@p(X))
polinémio ciclotomico em R[X], e = X + (®,(X)) € uma raiz primitiva

Sejam p € Z primo, S = = Rle] onde ®,(X) € o p-ésimo

p-ésima da unidade em S e I'={y | ni:e—¢€,1<i<p—1} subgrupo

de Autg(S). Entd
e Autn(S)- Brtdo, ¢ . primpic(RIG]) —  PrimPic,(S[G])"

P — S®rP

€ um isomorfismo de grupos.

Finalmente, como conseqiiéncia dos isomorfismos construidos nestas trés

dltimas secgOes e da seqiiéncia exata dada pelo Teorema 2.1.1, obtemos o

2.4.4. Teorema
Sejam R um anel comutativo com unidade e p € Z primo regular em R.

Entao, a seqiiéncia abaizo € ezata
1 — H,(R) — TH(R) — PrimPic,(R[G]) — 1

onde 7([4;0]) = A.
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Capitulo 3: Aplicacao ao caso
Ctbico

3.1 O grupo G3(S)T

Nesta secgdo, damos uma descri¢gio do grupo G3(S)" independente da
*-acao de I'. Seja, como antes, I' = {id = 71,7, . .. =1 | Mg €', para
qualquer 1 < ¢ < p—1}. Definimos a norma associada a I' em G,(S) por
Nr(@) = [Ler v(a), paracada@ € G,(S). Entdo, como G,(S) é de p-torsio,
Gp(S)'T C ker(Nr). De fato, seja @ € G,(S)'T. Paracadal <i<p—1,
G=v*a= m Conseqﬁentemente,

le (p—1
@) = [T @) = 7070 = [ =+ = o1

1] f=1
Agora, para o caso cibico vale a igualdade, isto é, p=3 e I = {id,~}
onde v : € — €2 e Np(@) = @y(@), para qualquer @ € G3(S). Vemos isso no

proximo lema:

3.1.1. Lema
G3(S).r = keT(Nr).

Demonstragao : Seja@ € G3(9) tal que ay(a) = 1. Segue que a2v(a?) = 1.
Aplicando 7! a esta igualdade, obtemos que y~(a2?)a? = 1. Logo, v~1(a?) =
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(@*)~! =@, ou equivalentemente, v * @ =, isto é, @ € G3(S)'T. B

Seja Dr : G3(S) — G3(S) definida por Dr(@) = a/v(a). Claramente,
Dr(Gs3(S)) C ker(Nr). Reciprocamente, seja @ € G3(S) tal que Nr(a) = 1.

Assim, @ = 1/v(a) = v(a~1). Segue que

@ = a*/a = a~1/y(a"!) = Dr(a~?) € Dr(Gs(S)). Pelo Lema anterior
Dr(G3(S)) = ker(Nr) = G3(S)™". Conseqiientemente, Dr induz a fungdo
D : Uys(S) — ker(Nr) C G3(S) dada por D(a) = Dr(@) = a/v(a).

Como G3(S) é de 3-torsao, ('L{,\(S))S C ker(D). Além disso,
Uys(R) C ker(D), pois v é R-linear. Entdo, D é fatorada pela fungao
Uns(S)
U (R)-(1(5)

7(@) = D(a) = a/v(a). Claramente, 7 é um homomorfismo de grupos.

5 — ker(Nr) = Dr(G3(S)) = G3(S)'T dada por

m

3.1.2. Lema

m € um isomorfismo de grupos.

Demonstracido : Dado b € ker(Nr) = Dr (G;;(S')), existe a € Uy3(S)
satisfazendo b = a/v(a) = D(a) = 7(a@), ou seja, 7 é sobrejetor.
Agora, seja a € Uys(S) tal que 7(a@) = I, isto é, 7(a@) tem norma 1 relativa

a I. Por outro lado, = t° para algum t € U,(S), ou seja, y(a) = .

.
(@)
Mas t define uma classe [t°] € H* (I‘, ('U.,\(S))s). Seja us = 3 ('L[A(S’)) =
{a € Ux(S) | a® = 1}, e consideremos a seqiiéncia exata

1— s (1a(5)) — 1a(8) — (1x(9))" — 1,
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que induz a seqiiéncia exata (Lema da Serpente)
H? (r, ﬂ:,,(u,\(sn)—-» H'(T,Ux(S))— Hl(r, (Ux($))*) -2 B2(T, 1(5)).

Mas, H! (I‘,,ug(u,\(S))) =1, pois |[['|= 2 e uz é de 3-torsdo. Além disso,
2H! (F, ('L[)\(S))3) = 1 ([42] Theorem 10.26). Logo, 2[t%] = [t°] = [1],

3

isto é, t% é um cobordo, e portanto, existe u € Uy(S) tal que t* = %
v(u
2
Seja z = % € Uss(S). Entso,
2 2 2 il 2
v(a a 1 a“vy(u 1 a
(2) = (3)=_e"n N ’T(s L e
(@)t y(w?) vt (@) w
Conseqiientemente, z € Uy3(S) N R = Uys(R). Assim,
3
a? = zu® € Upa(R)- (UA(S)) ,
- g o : Uys (S
ou seja, a classe de a® é a identidade em x(5) 5. Segue que

We(R)- (Ur(S))

Como conseqiiéncia do Teorema 2.3.4 e dos dois Lemas acima obtemos o

seguinte isomorfismo de grupos:

3.1.3. Teorema
= Uys(S)

H3(R) = G3(S)'T "= .
Uns(B)-(1n(8))
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