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RESUMO 

O objetivo da tese é descrever o grupo de Harrison T ( G; R) para o caso em 
que G é um grupo cíclico de ordem prima ímpar p e R é um anel (comutativo 
com unidade) que não possui raiz p-és i ma da unidade, exigindo-se apenas que 
p seja regular em R. 

R[X ) 
Para isso, precisamos considerar o anel S = (<I>p(X)) = R[é), onde <I>p(X) 

é o p-ésimo polinômio ciclotômico em R[X ] e é = X+ (<I>p(X)) é uma raiz 
p-ésima primitiva da unidade em S, e a seqüência exata de L. Childs 1 --t 

H(G; S) --t T(G; S) --t P(S; G) --t 1, onde H(S; G) é o subgrupo de 
T( G; S) formado pelas classes de isomorfismos das extensões abelianas de S 
com grupo de Galois G que possuem S-base normal, e P(S; G) é o co-núcleo 
da inclusão H(G; S) ~ T(G; S). 

Denotando r = {Ti I 2 E 1.L ( p~) } I o subgrupo dos R-automorfismos de 

S dados por 'Yi(é) = éi, definimos uma ação de r sobre a seqüência de L. 
Childs. A seguir, mostramos que a seqüência dos subgrupos estáveis por 
esta ação também é exata. Além disso, cada grupo estável por r é isomorfo 
ao correspondente grupo obtido pela ((descida" de S ao anel R, ou seja, a 
seqüência abaixo é exata: 

1 ---t H(G; R) --t T(G; R) --t P(G; R) --t 1 
A ação citada acima coincide com a *-ação de C. Greither e R. Miranda 

sobre a seqüência exata de Kummer quando p for invertível em R. Assim, 
estendemos o resultado de C. Greither e R. Miranda para p regular em R. 
Também descrevemos P(G; R) como o grupo dos elementos primitivos de 
p-torsão do grupo de Picard Pic(R[G)). 

Concluímos este trabalho com uma aplicação ao caso cúbico, descrevendo 

o grupo H ( 3~; R) independente da ação de r. 
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ABSTRACT 

The objective of the thesis isto describe the Harrison group T(G; R) in 
the case G is a cyclic group of prime odd order p and R is a ring ( commutative 
with identity) without a primitive pth root of unity, assuming only that p is 
regular in R. 

R[X] 
For this purpose we need consider the ring S = (cl>p(X)) = R[é], where 

1>p(X) is the pth cyclotomic polynomial in R[X] and é =X+ (cl>p(X)) is a 
primitive pth root of unity in S, and the exact sequence of L. Childs 1 ---+ 

H (G; S) ---+ T(G; S) ---+ P(S; G) ---+ 1, where H(G; S) is the subgroup of 
T ( G; S) whose elements are the isomorphism classes of the abelian extensions 
of S with Galois group G having normal S-base, and P(S; G) is the cokernel 
of the inclusion H(G; S) '--7 T (G; S). 

Denoting by r = {ri I 2 E u ( p~) } ' the subgroup o f the R-automorphisms 

of S defined by ri(é) = éi, we define an action on the L. Childs' sequence. 
We then show that the sequence of the subgroups stable under this action is 
also exact. In addition, each subgroup stable under r is isomorphic to the 
corresponding group obtained by "descent" from S to the ring R, so that the 
sequence below is exact: 

1 ---+ H(G;R) ---+ T(G;R) ---+ P(G;R) ---+ 1 
The above mentioned action coincides with the *-action of C. Greither 

and R. Miranda on Kummer's sequence when p is invertible in R. In this way 
we extend the result of C. Greither and R. Miranda to the case in which p is 
regular in R. We also describe P( G; R) as the group of primitive p-torsion 
elements of the Picard's group Pic(R[G]). 

We finish this work with an application to the cubic case, and present a 

description of the H ( 3~; R) that does not depend on the action of r. 
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Introdução 

Em todo este trabalho R denotará sempre um anel associativo, comu­

tativo e com elemento identidade 1 E R. Uma álgebra sobre R será sem­

pre associativa, comutativa com elemento identidade, e os morfismos de 

anéis preservarão a identidade. O grupo aditivo (resp. multiplicativo das 

unidades) de R será denotado por R+ (resp. U(R) ), e denotaremos por 

Rx o conjunto dos elementos regulares de R, isto é, R x = {r E R I 
r não é divisor de zero em R}. 

Em 1965, S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg [6] desenvolveram a 

teoria de Galois para anéis comutativos, a partir do trabalho de M. Auslander 

e O. Goldman sobre álgebras separáveis ([2] de 1960). Sejam A uma R­

álgebra e G um subgrupo finito de R-automorfismos de A. Segundo estes 

autores, A é uma extensão galoisiana (finita) de R com grupo de Galois G, 

se: 
• R Ç A como subanel (isto é, R ~ R· 1 Ç A, ou ainda, mais 

geralmente, A é uma R-álgebra fiel) , 

• Ac ={a E A I a(a) =a, a E G} =R, 

• para cada id =;f a E G e para cada ideal maximal wt de A, 

existe a E A tal que (a(a)- a) <f. wt. 
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Dizemos que A é uma extensão abeliana (resp. extensão cíclica) de R, se 

o grupo G é abeliano (resp. cíclico). 

Observemos que toda extensão galoisiana de R com grupo de Galois G 

é, como R-módulo, projetivo finitamente gerado de posto constante igual à 

ordem de G [6], chamado de grau da extensão. 

Sejam A e B duas extensões galoisianas de R, com mesmo grupo de 

Galois G. A e B são ditas isomorfas se existe um isomorfismo de R-álgebras 

f : A---+ B que comuta com a ação de G, ou seja, fO' = O'f, para qualquer 

O' E G. Seja T( G; R) o conjunto das classes de isomorfismos das extensões 

galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G. Se G for abeliano, então 

T( G; R) possui uma estrutura de grupo abeliano dado por 

[A]* [B] = [(A ®R B)ó(G)] para quaisquer (A], [B] E T( G; R) 

onde ó(G) = {(0'-1 ®O') I O' E G} e (A ®R Bl(G) é o subanel de A ®R B 

fixo pela ação (componente a componente) de ó ( G) sobre A ®R B. É claro 

que (A ®R B)ó(G) é uma extensão abeliana de R com grupo de Galois ~{&~, 

naturalmente isomorfo a G. A ação de G sobre (A ®R B)ó(G) é via primeira 

coordenada. O elemento neutro de T(G; R) é [ec(R)], com ec(R) = EB Rvu, 
ueG 

onde { Vu} ueG é uma família de idempotentes (dois a dois) ortogonais e de 

soma 1. A ação de G sobre ec(R) é induzida pelo produto de G, isto é, 

O'(v7') = Vun para quaisquer O',T E G. Para cada elemento [A] E T(G;R), o 

seu inverso [AJ-1 é representado pela própria extensão A, com a ação de G 

dada por O' : a~ 0'-1(a) , a E A e O' E G. T(G; R) é chamado de grupo de 

Harrison de G sobre R. 
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Em 1968, D. K. Harrison [20], generalizou a teoria clássica de Kummer 

sobre extensões abelianas finitas de corpos contendo raízes da unidade para 

o contexto de anéis comutativos. Nesse trabalho, D. K. Harrison construiu 

formalmene o grupo T(G; R). O principal resultado de (20], obtido para anéis 

conexos (anéis onde os únicos idempotentes são O e 1) é o seguinte: 

" Seja R um anel conexo. Então existe uma correspondência biunívoca en­

tre as extensões abelianas finitas de R e os subgrupos finitos de T(Q/Z; R)», 

onde T(Q/Z; R) denota o limite direto dos grupos T(Z/nZ; R), 1 :::; n E N. 

No nosso contexto, de extensões abelianas (finitas) com mesmo grupo de 

Galois G, o resultado de D. K. Harrison pode ser reescrito na seguinte forma: 

" Seja R um anel conexo. Então existe uma correspondência biunívoca 

entre as extensões abelianas de R com mesmo grupo de Galois G e os sub­

grupos finitos de T ( G; R)". 

Por exemplo, se I G I= n (resp. I G I= p, p primo) e R é um corpo 

de característica zero que contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade 

(resp. de característica p), então o grupo de Harrison T(G; R) é isomorfo 

ao grupo quociente :t_~~ (resp. {r-r~~reR}). Este exemplo mostra que a 

teoria desenvolvida por D. K. Harrison não só estende as teorias clássicas 

(multiplicativa) de Kummer e (aditiva) de Artin-Schreier, corno também as 

une numa única linguagem. Na realidade, D. K. Harrison queria desenvolver 

uma teoria da qual pudesse derivar todas as teorias até então conhecidas 

no estudo das extensões abelianas de um corpo. E ele obteve êxito com as 
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teorias clássicas de Kummer e de Artin-Schreier. Já naquela época, tinha­

se consciência de uma sutil conexão entre a teoria de D. K. Harrison e a 

teoria de números algébricos. Essa conexão torna-se bem mais explícita, 

envolvendo inclusive as conjecturas de Leopoldt e Vandiver , com os trabalhos 

mais recentes de I. Kersten e J. Michalicek (24] e [25], ambos de 1989, e 

de C. Greither [16] de 1992. Mas é preciso destacar que o trabalho de D. 

K. Harrison dá um novo e importante enfoque para o estudo de extensões 

abelianas finitas de um corpo ou, mais geralmente, de um anel comutativo 

qualquer. Este novo enfoque oferece mais vantagens que a teoria clássica de 

corpos, destacando-se aqui as propriedades funtoriais do grupo T( G; R) , já 

que o grupo de Harrison T( G; R) é um bifuntor covariante nos dois fatores e 

aditivo no primeiro [20]. 

Toda extensão galoisiana de R com grupo de Galois G tem, de modo 

natural, uma estrutura de R[G]-módulo. Esse R [G]-módulo é projetivo e 

de posto constante 1, se G for abeliano [34}. Denotamos por Pic(R[GJ) 

o grupo de Picard das classes de isomorfismo ·dos R[G]-módulos projetivos 

de posto constante 1. Assim, temos a aplicação canônica 1r : T( G, R) --+ 

Pic(R[G)). Na verdade, 1r é um homomorfismo de grupos abelianos [14]. O 

núcleo de 71, que denotamos por H(G; R) , consiste das classes de isomorfismo 

das extensões abelianas de R com mesmo grupo de Galois G, que possuem 

R-base normal. Portanto, o estudo do grupo T(G; R), se remete ao estudo 

dos subgrupos núcleo e imagem de 71. Além disso, já que T(G; R) é aditivo 

no primeiro fator, é suficiente estudar os grupos T (Zjpmz; R), p primo e 
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1 ~ m E .N. Ou seja, estudaremos o grupo de Harrison das extensões cíclicas 

de R cujo grau é uma potência de um primo p. 

Seguindo esta idéia, existem vários trabalhos dando contribuição ao es­

tudo desses subgrupos e, conseqüentemente, à descrição do grupo de Harrison 

T(G; R). A seguir, destacamos alguns dos trabalhos mais relevantes sobre o 

assunto até então obtidos, de nosso conhecimento: 

1) Teoria de Kummer com raízes da unidade: [3], [8], [9], [19] e [32). 

n invertível em R , G ~ 'lljn 'll e R contém raiz n-ésima primitiva 

da unidade (cf. [3] e [81): Neste caso, temos que H (G; R)~ U(R)/U(R)n, 

Jm(11) ~ Pien(R ) e que a seqüência exata de grupos abelianos 

1 --t U(R)/U(R)n ____.:___. T(G; R) ~ Pien(R) --t 1 

cinde, onde Pien(R) é o subgrupo de n-torção de Pic(R) . 

2) Teoria de Kummer sem raízes da unidade: (10], [17], [16], [23] . 

p primo ímpar invertível em R, G ~ 'lljprnz, 1 ~ rn E N e R conexo 

( cf. [16]) : Neste caso, precisamos de alguns resultados preliminares: 

i) Por [22], para cada inteiro m ;::::: 1, R pode ser imerso em uma R­

álgebra conexa S tal que S contém uma raiz é do polinômio ciclotômico 

<.Ppm (X) = <.Pp(XPm-1
) = (XPm-1 )p-l + · · · + XPm-1 + 1. Além disso S = R[ é) 

é uma extensão cíclica de R com grupo de Galois r tal que 1( é) = éh'), onde 

r =< 1 > e t : r ---+ U('lljpm'll) é um isomorfismo de grupos. 

ii) O grupo r t em uma ação natural sobre o grupo T(G; S) , dada por 

1 · [A] = [, A], 1 E r e [A] E T(G; S), onde o S-módulo 7 A coincide com o 

grupo aditivo A e a ação de S sobre 1 A é induzida por 1 : s · a = i( s )a, 
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para quaisquer s E S e a E A. Também temos que r age de modo similar 

sobre Pic(S) e de maneira canônica, como grupo de Galois, sobre U(S). Isto 

permite definir uma *-ação de r sobre U(S)/(U(S))Pm (resp. Piepm(S)), 

conhecida na literatura como "ação de Stickelberger" [10], dada por 

'Y*(s) = ,-1(stb))(mod U(S)Pm) (resp. 1*( P) = 1 (Pth)) ) , para todo 

s E U(S) ( resp. P E Piepm(S)) . 

iii) Com a ação de r sobre T(G; S) e as *-ações de r sobre 'U(S)j'U(S)Pm 

e Piepm ( S), as aplicações ~ e 1i na seqüência exata de grupos abelianos 

1 ----+ U(S)/(U(S))Pm ~ T(G; S) ~ Picp"'(S) ----+ 1 

são r -lineares. Conseqüentemente, a seqüência dos subgrupos estáveis 

( m) ·r 1 ( ) r 1 ( ) · r 1----+ U(S)/(U(S)Y ~ T(G;S) ~ Piep=(S) ----+ 1 

também é exata, onde ~' e 1i
1 denotam as respectivas restrições de ~ e 1r . 

iv) A aplicação j : T (G; R) ~ T(G; S), dada por j([A]) = [S ®nA], é 

um homomorfismo de grupos cujo núcleo (resp. conúcleo) é igual ao núcleo 

(resp. conúcleo) de sua restrição j 0 a H(G; R). Claramente, j(T(G; R)) Ç 
· r 

(T(G;S))r e, a menos de isomorfismo, j 0 (H(G;R)) Ç (u(S)/U(S)Pm) 

Finalmente estamos em condições de escrever o resultado principal obtido 

neste caso, que pode ser representado pelo seguinte diagrama de grupos, cujas 

linhas e colunas são exatas: 
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ker(jo) ------ ker(j) 

1 1 
1-----7 H(G;R) ~ T (G;R) ~ P(G;R) -----71 

io 1 j 1 j'l 
1-----7 (u(S)/ LL(S)Pm)·r ~ (r(G;s))r ~ (Piepm(s))*r -----71 

1 1 
coker(jo) coker(j) 

. T(G;R) 
onde P(G; R)= coker(z) = H(G; R) e j' é um isomorfismo. 

Além disso, sem= 1 então jo e j são isomorfismos (17]. 

3) Teoria de Artin-Schreier: (12], [33), [45]. 

p =O em R e G ~ Z/prnz (cf. (12]) : Neste caso H(G; R) = T(G; R) 

([26], [39]) e T (G; R) é um Z/pmZ-módulo livre de posto constante igual à 

dimensão de R/ {r- rP l r E R} como Z/pZ-espaço vetorial (12]. 

De um modo geral, o estudo do grupo T(Zfpmz; R) nesses trabalhos 

ainda está restrito aos casos p invertível ou p =O em R. Além disso, dentre 

os trabalhos mais completos com a hipótese p invertível, exige-se a condição 

p =I= 2, se m > 1. Quando p é um primo não necessariamente invertível em 

R, podemos reduzir o estudo do grupo T(Z/pmz; R) a dois casos [15]: p não 

divisor de zero ou p = O em R. 

O caso p =O já está completamente resolvido, conforme descrito acima 
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em 3). No caso em que p nã.o é divisor de zero em R, existem vários trabalhos 

muito interessantes na literatura ( cf. (9], (16] e (19} para primos ímpares e 

[18] e (43] para p = 2), mas todos supondo que R possui uma raiz p-ésima 

primitiva da unidade. Dentre estes, é preciso destacar o trabalho de C. 

Greither [16] como o mais completo, mas para uma melhor leitura desta 

tese, faremos a seguir um breve resumo dos resultados obtidos por L. Childs 

em [9]. 

Sejam p um primo ímpar, é E R uma raiz p-ésima primitiva da unidade e 

G um grupo cíclico de ordem p. Suponhamos que p E Rx e seja Prim( G; R) 

o conúcleo da inclusão canônica i : H(G; R) --7 T(G; R). Conseqüentemente, 

a seqüência de grupos dada abaixo é exata: 

1 ~ H(G;R) ~ T(G;R) ~ Prim(G;R) ~ 1 

onde 1r é a aplicação canônica. 

Em [9) Childs descreve Prim( G; R) como sendo isomorfo ao subgrupo 

dos elementos primitivos do grupo de Picard Pic(R[G]), isto é, isomorfo ao 

subgrupo {P E Pic(R[G]) I P®RP ~ R[G®G]®~IGJP} onde o isomorfismo 

exigido é de R[G ® G)-módulos e~ : R[G] --7 R[G ® G] é o homomorfismo 

de R-álgebras induzido por Ll(a) ~----+ a ® a, a E G. Na realidade, como 

I G I= p este subgrupo é de p-torsão ([36] Théoreme 1.1), isto é, Prim(G; R) é 

isomorfo ao subgrupo dos elementos primitivos de Piep(R[G]), que denotamos 

por PrimPiep(R[G]). 

O grupo H(G; R) é descrito por L. Childs como sendo isomorfo ao grupo 

quociente ll>.P(R)/ll>.(R)P, onde >. = é - 1 e ll>.(R) denota o grupo das 
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unidades de R do tipo 1 + Àr, com r E R. 

O objetivo desta tese é dar uma descrição dos grupos T(G; R), H(G; R) 

e PrimPiep(R[G]) para o caso em que G é um grupo cíclico de ordem p, R 

não possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com p um primo ímpar, 

exigindo-se apenas que p seja um elemento regular em R. Obtemos esta des­

crição através da construção de uma nova seqüência exata de grupos. Faze­

mos isto, aplicando técnicas da teoria de "descente" galoisiana desenvolvidas 

por L. Childs em [10], e generalizadas por Greither em [16], à seqüência exata 

de L. Childs (9], para o caso em que p E Rx. 

De agora em diante, assumimos que p é um primo ímpar regular em R e 

que o anel R não possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Sejam G um 

grupo cíclico de ordem p e S = <~~SJ) ) = R[ê], onde é representa a classe de 

X módulo <I>P(X), isto é, E= X+ (<I>p(X)) é uma raiz primitiva da unidade 

em S. Para cada 1 < i ~ p- 1, consideremos a aplicação li : S --+ S, 

induzida por "'i : é !---+ Ei . Claramente, "'i E AutR(S), 1 ::; i < p- 1 e 

r= {id = "fl , ... ,/p-1} é um grupo cíclico de ordem p -1. 

Consideramos a ação natural de r sobre os grupos PrimPiep(S(G]) e 

T(G; S) e a *-ação de Stickelberger sobre o grupo U-\P(S)/U>.(S)P. Estas 

ações comutam com as aplicações ( cf. capítulo 2) 

U-\P(S)/U>.(S)P ~H( C; S) ~ T(G; S) e T(G; S) ~ PrimPiep(S[G]). 

Então, aplicando alguns resultados clássicos e básicos de cohomologia, 
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obtemos que a seqüência dos grupos estáveis por r 

é exata. Além disso, mostramos que 

H(G; R)~ ( 1l>.P(S)/1l>.(S)P rr ~ 77( 1l>.P(S)/1l>.(S)P) ~ H(G; srr, 

PrimPicp(R[G]) ~ (PrimPiep(S[G])) r~ 77(PrimPiep(S[G])), e 

T(G; R)~ ( T(G; S)) r' onde 77 denota a norma definida para S[r]-módulos 

j'vf tais que pM = O, dada por 17(X) = n,er 'Y(x) , X E NI. o isomorfismo 

H(G; R)~ 77( U>.P(S)/U.x(S)P) já tinha sido obtido por D. Maurer [29), com 

hipóteses um pouco mais restrit ivas. Além disso, aqui mostramos esse iso­

morfismo utilizando métodos mais simples. 

Dividimos este trabalho em três capítulos: um preliminar, com as notações 

e os resultados básicos, que nos permitem desenvolver o tema proposto (se­

gundo capítulo). Terminamos esta tese com uma aplicação ao caso cúbico 

(terceiro capítulo), obtendo uma descrição do grupo H(7l/37l; R) indepen­

dente da *-ação de r . Em particular, 
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Capítulo 1: Pré-requisitos 

1.1 Extensões galoisianas 

O conceito de extensão de Galois de um anel comutativo foi introduzido 

por M. Auslander e O. Goldrnan [2] em 1960, e a teoria correspondente foi 

desenvolvida por S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg [6] em 1965. A 

seguir enunciamos o Teorema 1.3 de [6], onde os autores apresentam várias 

definições equivalentes deste conceito. Enunciamos este teorema segundo 

[11], [13] e [40], onde alguns ítens foram reescritos com hipóteses menos 

restritivas. Para isso, precisamos fixar a notação utilizada. 

Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos que uma R-álgebra 

comutativa com unidade A é uma extensão de R, se A é um R-módulo fiel. 

Nesse caso, existe uma imersão natural de R em A que associa r com r· lA, 

para cada r E R. Para simplificar a notação identificamos R com R· lA. 

Agora, sejam A uma extensão de R e G um subgrupo finito do grupo 

AutR(A), dos R-automorfismos de A. Denotamos por ~(A; G) o A-módulo 

livre com base { Uu I O" E G}. Observemos que ~(A; G) possui uma estrutura 

de R-álgebra com a multiplicação dada por: 
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Consideremos o homomorfismo de R-álgebras 4> : .6.(A; G) ---t é:ndR(A) 

definido por 4> (.2:: auUu) (a) = .2:: aucr(a), para cada a E A. 
uEG uEG 

Por outro lado, denotamos por ec(A) a A-álgebra das funções de G em 

A, com as operações de adição e multiplicação usuais. Seja v.,.. : G ---t A 

{
1 se T=p 

dada por v.,..(p) = ó.,.. P = 
0 

_;_ para cada T, p E G. Quando 
' se T-rP 

T = id, denotamos Óid,p por ó1,p· Claramente, {v.,.. }.,..ec é uma família de 

idempotentes (dois a dois) ortogonais com soma 1, e conseqüentemente, 

ec(A) = .,..~cAv.,.. . Consideremos A ®R A como A-álgebra via primeira 

coordenada e o homomorfismo de A-álgebras h: A®RA ---t ec(A) induzido 

por h( a® b) : p ~ ap(b), para quaisquer a, b E A e p E G. Finalmente, 

denotamos por AG = {a E A I p(a) =a, p E G} o subanel de A formado 

pelos elementos estáveis sob a ação de G, e dado um .6.(A ; G)-módulo i\11, 

denotamos por Me o R-submódulo de lv1 formado pelos elementos estáveis 

sob a ação de G. Agora podemos enunciar o teorema 

1.1.1. Teorema ([6], Theorem 1.3) 

Sejam A uma extensão de R e G um subgrupo finito de AutR(A). 

As seguintes condições são equivalentes: 

(i) A é um R-módulo projetivo finitamente gerado e 

4>: 6.(A; G) ---t é:ndR(A) é um isomorfismo de R -álgebras. 

(ii) A é um R-módulo projetivo finitamente gerado e para qualquer 

6. (A; G)-módulo a esquerda M 1 a aplicação g: A ®R MG ---t í\11 1 

induzida por g : a® m ~ a· m é um isomorfismo de A-módulos. 
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(iii ) A é um R-módulo projetivo finitamente gerado e 

h: A ®R A~ ec(A)é um isomorfismo de A -álgebras. 

(iv) Ac =R e existem mE N e xi,Yi E A (1:::; j:::; m) tais que 

2:;:1 XjCT(Yi) = <h,u, para todo CJ E G. 

(v) A c = R e para cada id =f: CJ E G e para cada ideal maximal JY( de 

A existe a E A tal que (CJ(a)- a) f/. M. 

(vi) AG =R, A é separável sobre R e para cada idempotente não nulo 

e de A e para quaisquer CJ, TE G, CJ =f: r, existe a E A tal que 

CJ(a)e =F r(a)e. 

Dizemos que A é uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G, se 

A, ReG satisfazem uma (e portanto todas) das afirmações do Teorema 1.1.1. 

Os elementos Xi, Yi (1 :::; i :::; m) do item (iv) são chamados coordenadas de 

Galois de A. Se, em particular, o grupo G é cíclico (resp. abeliano, p-grupo) 

dizemos que a extensão galoisiana A é cíclica (resp. abeliana, p-extensão). 

Toda extensão galoisiana de R com grupo de Galois G é, como R-módulo, 

projetivo finitamente gerado de posto constante igual à ordem de G (Lemma 

4.1 de [6]), chamado de grau da extensão. 

1.1.2. Lema ((6], Lemma 1.6) 

Seja A, uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G. Então, 

existe c E A tal que tr(c) = L C7eG CJ(c) = 1 e R é somando direto de A como 

R-módulo. 
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Dadas A e B duas extensões galoisianas de R com mesmo grupo de Galois 

G, seja f : A ---7 B um isomorfismo de R-álgebras. Dizemos que f é um 

isomorfismo de extensões de Galois se f comutar com a ação de G, isto é, se 

A ~ B 
o diagrama CJ l 

A 

for comutativo, para todo CJ E G. 

O próximo resultado estende o Teorema 3.4 de [6] e nos dá condições 

suficientes para que um R-homomorfismo entre uma extensão galoisiana de 

R e uma R-álgebra seja um isomorfismo. Em particular, se A e B são duas 

extensões galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G tais que existe um 

homomorfismo h : A ---7 B satisfazendo CJ f = fCJ , para qualquer CJ E G, 

então A e B são isomorfas como ext ensões galoisianas. 

1.1.3. Proposição 

Sejam A, extensão galoisiana de R com grupo de Galois G e B uma 

extensão de R tal que exista uma imersão T : G ---7 AutR(B) e B r(G) =R. 

Se f: A ---7 B é um homomorfismo de R-álgebras satisfazendo T(CJ)f = fCJ 

para cada CJ E G, então f é um isomorfismo. 

Demonstração : Para simplificar a notação, para cada CJ E G, denotamos 

também por CJ a sua imagem pela imersão em AutR(B). Sejam Xi, Yi E A 

1 ::; i :::; m as coordenadas de Galois de A, ou seja, 2:: 1 XiCJ(Yi) = Ó1,u para 

qualquer CJ E G. Consideremos tr = LueG CJ : A ---7 R a aplicação traço. 

Seja b E B. Temos: 
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= I::lf(xi) · I:qeGf(a(yi))a(b) = 2:ueGf(I:;:1 xia(yi))a(b) 

= I:uEG 81,ua(b) = b, isto é, f é sobrejetor. 

Agora, seja a E A tal que f(a) = O. Então, f ( a(yia)) = a (f(yia) ) -

a (f(yi)f(a)) = a( O) = O, para quaisquer a E G e 1 :S i :S m. As­

sim, tr(yia) = f(tr(yia)) = O, para todo 1 :S i :::; m. Conseqüentemente, 

O= L::1 xitr(yia) = LueG(L;:,1 xia(yi))a(a) = LueGb'l,ua(a) =a, ou 

seja, f é injetor. o 

Tomando a inclusão na proposição anterior, obtemos o 

1.1.4. Corolário 

Sejam A Ç B extensões galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G. 

Então A= B. 

Mostremos, por exemplo, que ec(R) (que é o elemento identidade do 

grupo de Harrison T(G; R)) é, de fato, uma extensão galoisiana de R com 

grupo de Galois G. Nesse caso, identificamos R com R· 1ec(R) = R· L V-r· 
. . -reG 

A ação de G sobre eG(R) é dada pela permutação dos V7 induzida pela multi-

plicação de G, isto é, a(v-r) = Vur , a, TE G. Claramente R Ç eG(R)G. Seja 

a= L r7 V7 E eG(R)G. Então, O'· a= L r7 Vu-r = L r7 Vn para qualquer 
rEG -reG -rEG 

O' E G. Conseqüentemente, para cada T fixo, a coordenada r 7 de a coincide 

com a coordenada ru-•r de a· a, para qualquer O' E G. Ou seja, r7 = ru-ln 

para todo a E G. Logo, existe r E R tal que r= rn para todo TE G. Assim, 

Q =L rrVr =L rvr =r L Vr =r· 1 =r, isto é, eG(R)G = R. 
rEG rEG -rEG 
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Finalmente, sejam x-. = Y-. = v-., para cada T E G. Conforme já 

observado, { Vu }uec é um conjunto de idempotentes ortogonais, ou seja, 

v-. Vu = Óu,..,. v..,. para quaisquer u, T E G. Portanto x..,., y..,. T E G são as 

coordenadas de Galois de ec(R). 

O próximo lema caracteriza quando uma extensão galoisiana A de R com 

grupo de Galois G é isomorfa a ec(R). 

1.1.5. Lema ([20], Corollary 2) 

Seja A , uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G. 

As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) A e ec(R) são extensões galoisianas isomorfas. 

(ii) Existe um homomorfismo de R-álgebras f : A----+ R. 

Consideremos agora B uma R-álgebra comutativa. A partir de uma 

extensão galoisiana de R, construímos uma e:>...'tensão galoisiana de B com 

mesmo grupo de Galois. Fazemos esta "subida" via produto tensorial sobre 

R, como mostra o próximo lema, devido a S. U. Chase, D. K. Harrison e A. 

Rosemberg. 

1.1.6. Lema ([6], Lemma 1.7) 

Sejam A, uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G e B uma 

R-álgebra comutativa. Consideramos G agindo sobre B ®R A via u(b ®a) = 

b ® u (a), para quaisquer a E A, b E B e u E G. Então, B ®R A é uma 

extensão galoisiana de B com grupo de Galois G. 
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O próximo resultado é uma conseqüência imediata do Lema 1.1.6 e da 

Proposição 1.1.3. 

1.1. 7 . Corolário 

Sejam A, uma extensão galoisiana de S com grupo de Galois G e H um 

grupo finito qualquer. Então, A[HJ é uma extensão galoisiana de S[HJ com 

grupo de Galois G agindo sobre A[H] via <J(L ahh) = L <J(ah)h. 
heH heH 

O Lema que enunciamos a seguir, devido a M. Orzech (Lemma 1.5 de 

[34]), nos dá uma recíproca do Lema 1.1.6 no caso em que S é uma R-álgebra 

fielmente plana ((4}, pg.46). 

1.1.8. Lema ((34], Lemma 1.5-b) 

Sejam A uma R-álgebra comutativa e G um subgrupo finito de AutR(A). 

Seja S uma R-álgebra fielmente plana tal que S ®R A seja uma extensão 

galoisiana de S com grupo de Galois G. Então, A é uma extensão galoisiana 

de R com grupo de Galois G. 

1.2 Raiz Primitiva da Unidade 

Sejam S um anel com unidade, sx = { s E S I sé regular em S} e n E N, 

n =I= O. Nosso objetivo nesta secção é estender o conceito de raiz primitiva n ­

ésima da unidade ao anel S, com n E sx , a partir da raiz complexa Ç = e2"i/n. 

Também descrevemos o ideal gerado pelo primo p, quando o anel S possui 

uma raiz primitiva p-ésima da unidade. 
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n-1 n-1 

Temos, que em Z(ç][X], xn- 1 = rr (X- Çi) e n = II (1 - Çi) . 
i=O i=l 

Seja </>d(X) = IJ (X- Çi) o d-ésimo polinômio ciclotômico. Então, 
l<i<d 
(i;d)~l 

Xn- 1 = II </>d(X) e cPd(X ) E Z[X] é irredutível e mônico ([30], pg.40 ). 
dln 

Dado um homomorfismo de anéis com unidade CJ : S -+ S', denotamos 

por CJ"' : S[X] -+ S'[X] o homomorfismo de anéis induzido por CJ, isto é, 
m m 

CJ"' (L aixi) =L CJ(ai)Xi. Então o d-ésimo polinômio ciclotômico em 
i=O i =O 

S[XJ, que denotamos por ~d(X), é a imagem de c/>d(X) pelo homomorfismo 

CJ* : Z[X] -+ S[X] com CJ(t) = t · 1s, para todo t E Z. 

Consideremos agora o epimorfismo de anéis () : Z [X) -+ Z[Ç) definido por 

B(g) = g(Ç) . Como 4>n(Ç) = O e cPn(X) é irredutível e mônico em Z[X], 

K er(()) = (4>n(X)). Assim, pelo teorema do homomorfismo, 

- Z[X) 
(): (4>n (X)) ---+ Z[Ç] onde B: g ~---+ g(Ç) é um isomorfismo de anéis. 

O lema a seguir nos permite estender o conceito de raiz primitiva da 

unidade ao anel S. 

1.2.1. Lema 

Sejam O=!= n E N e ê E S. As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) n E sx e ~n(ê) =O. 

(ii) ên = 1 e (1 - e:i) E sx, para todo 1 < i ::; n- 1. 
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Demonstração : Sejam p: S[X]--+ S dado por p: g ~ g(ê) e 

h= p o CJ* : Z[X] --+S. Como acima, <Pn E Ker(h). Conseqüentemente, 

existe um homomorfismo de anéis h: (4>~~~)) --+S. Assim, 

- --1 
f3 =h o B : Z[Ç] --+ S, f3: g(Ç) ~ g(ê) é um homomorfismo de anéis. 

n-1 

Agora, em Z[Ç), çn = 1 e n = I1 (1 - Çi). Portanto, em S, 
i=l 

n-1 n - 1 

ên = f3(ç)n = f3(C) = !3(1) = 1 e n = f3(n) = Il f3(1- çi) = Il (1- êi). 

i=l i=1 

Mas n E sx, e então, (1 - êi) E sx, para todo 1 :::; i :::; n - 1. 

Reciprocamente, suponhamos que ên = 1 e que, para cada 1 :::; i :::; n - 1, 

(1- êi) E sx. Então, segue que 

O= (êit- 1 = (êi- 1) ( (êit-1 + (êit- 2 + ... + êi + 1) , donde 

concluímos que ( (éi(-
1 + (éi)n-

2 + ... + êi + 1) =O, pois (é- 1) E sx. 

Ou seja, é é raiz do polinômio f(X) = xn-l + ... +X+ 1 para cada 

1 :::; i:::; n- 1. Como f é mônico e (êi- êi) E sx para quaisquer 

n-1 

1 :::; i =I j :::; n- 1, é fácil ver que f= II (X- éi). Assim, 
i=1 

n-1 

n = f(1) = I1 (1 - éi) E sx. Além disso, em Z[X], (Xi- 1) = II </Jd(X) 
i=l dJi 

e então, aplicando CJ*, obtemos que, em S[X], (X2
- 1) = IT <Pd(X). Con­

dJe 

seqüentemente, (êg - 1) = I1 <Pd(é). Agora, se .e< n, então (ê2- 1) E sx 
dJi 

e segue que <Pd(é) E sx' para todo d I e. Em particular, (IT <Pe(ê)) E sx o 
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Já que IT </>e(X) = (Xn- 1) em Z[X), segue que IJ q,e(c) = cn - 1 =O, 
ejn ejn 

isto é, O= (IJ q,e(c)) .q,n(c). Logo, q,n(c) =O. 
l ln 
t;<!n 

o 

Sejam O =f n E N e é E S. Dizemos que c é raiz n-ésima primitiva da 

unidade em S, se é e n satisfazem uma das condições· equivalentes do lema. 
p-1 p-1 

Observemos que parap primo, em Z[Ç](X], </>p(X) =L xi = rr (X- Çi). 
i=O i=1 

Então, segue do homomorfismo /3 definido na demonstração acima que 
p-1 p-1 p -1 

L z1 = rr ( z - é i) para todo z E s. Em particular, p = II (1- ci). 
i=O i=l i = l 

Consideremos agora O =J n E N e R um anel com unidade que não 

contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade, com n E Rx. Sejam 

S = ( <I>~~~)) e é= X+ (<I>n(X)) E S. Claramente n = n · ls E sx e 

<I>( c) = O, e portanto c é uma raiz n-ésima primitiva da unidade em S = R[c]. 

Por outro lado, temos que {1, c, .. . , ém-1} é uma R-base de R[ c], onde m 

é o grau de <I>n(X). Então, segue que todo elemento regular de R também 

é regular em R[c], ou seja, Rx Ç (R[c])x. Por outro lado, é imediato que 

todo elemento de R n (R[c])~ é regular em R. Isto mostra que os elementos 

regulares se comportam muito bem com relação à contração. O lema abaixo 

registra este fato: 

1.2.2. Lema 

Sejam O =J n E N, c raiz n-ésima primitiva da unidade num anel S que 
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contém R e s = R[é]. Então, R n sx = RX. 

p-1 

O próximo lema, juntamente com a igualdade p =fi (1- éi) em S, que 
i=1 

vimos acima, nos permite dar uma descrição do ideal gerado por p , pS, em 

função de (1- é). 

1.2.3. Lema 

S · '71 • S R(X] X (,?f.. (X)) e)am p E UJ prtmo, = (ci>p(X)) e é= + wp . Então, 

(1- éi)S = (1- c)S para cada 1 :5 i :5 p- 1. 

Demonstração : Seja i E {1 , ... ,p - 1}. Logo, existem números inteiros 

s e t satisfazendo 1 = si+tp. Mas c é uma raiz p-ésima primitiva da unidade 

em S, e então c- 1 = (éi- 1)(ci<s-1) +· ··+é + 1). Por outro lado, 

ci -1 = (c -1)(ci-1 +···+c+ 1). Logo, 

é - 1 = (é- 1)(ci-1 + ··· +é+ 1) (ci(s-l) + .. · + éi + 1) 

ou seja, (ci- 1 +···+é+ 1) (éi(s- 1) +···+é+ 1) = 1. Assim, 

u = g i - 1 + ···+ e+ 1 E U(S), onde U(S) denota o conjunto das unidades 

do anel S. Portanto, 1 - éi = u(1 - c), com u E 'U(S). Segue que 

(1 - é)S = (1- c)uS = (1- c)S. o 

1.2.4. Corolário 
. . R[X] 

SeJam p E Z prtmo1 S = (ci>p(X)) e c= X+ (<Pp(X)). Então1 

p-1 

pS = II(1- ci)S = (1- c)(p- 1>S. 
i=1 
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O corolário a seguir será muito útil no próximo capítulo. Ele nos permitirá 

definir os isomorfismos necessários para dar uma caracterização do grupo das 

extensões galoisianas sobre o anel R com mesmo grupo de Galois (ver capítulo 

2). 

1.2.5. Corolário 

Sejam S uma álgebra comutativa, ê E S uma raiz p-ésima primitiva da 

unidade, ). = (ê- 1) e a = ).Ps + 1 com s E S . Então, existe um 

polinômio mônico f E S[X] tal que (>-X+ l)P- a= ),Pj(X). 

Demonstração : Claramente (>.X+ 1)P- a = 2:f=1 (~ )>-iXi - )...Ps. 

Mas, pelo corolário anterior, (~}~i E ).ipS = ).i ).P-15 Ç )..PS. Logo, 

para cada i E {1, ... ,p} existe si E S tal que (~)>.i = )..Psi. Então, 

(ÀX +l)P-a = "'P ).Ps·Xi-)..Ps = )..P("'P s·Xi-s). Como (P)),P = )..P .LJ~=l ~ .LJ~=l ~ p ) 

Sp = 1. Conseqüentemente, o polinômio j(X) = 2:f=1 siXi- s E S[X] é 

mônico e, por construção, satisfaz (>..X + l)P- a= )..P f(X). O 

. Dado um anel A, denotamos por Max(A) o conjunto dos ideais maximais 

de A. 

1.2.6. Lema 

Sejam S uma extensão inteira de R, r Ç AutR(S) subgrupo finito tal que 

sr = R , ~ E Max(R) e :r= {q E Max(S) I q n R= ~}. Então, r age 

transitivamente sobre ::f. Em particular, se R é um anel semi-local então S 

também é semi-local. 

22 



Demonstração : Claramente, 1" = {q E Max(S) ] pS Ç q} . Logo, como 

pS é um ideal não nulo de S , existe um ideal maximal de S que contém pS. 

Então, este ideal pertence à~, e portanto~~ 0. Seja q E 1" e suponhamos, 

por absurdo, que exista q' E 1" satisfazendo q' ~ ')'(q), para todo ')' E r. 

Assim, s = q' + ')'(q), para cada ')' E r. Logo, { q', 'T'(q) I ')' E r} é um 

conjunto finito de ideais co-maximais. Pelo Teorema Chinês dos Restos, 

existe X E s tal que X E q' e X = l(mod ')'(q)), para todo ')' E r. Em 

particular, X~ ')'(q) , ou seja, , - 1(x) ~ q para qualquer ')' E r. Segue que 

II .,-1 (x) ~ q. Por outro lado, II .,-1(x) E sr =R. Temos ainda que 
~er ,er 

x E q', donde obtemos que IT ,-1 (x) E q' n R= p Ç q, o que contradiz a 
,e r 

hipótese assumida. Portanto r age transitivamente sobre ~. 

Agora r é um grupo finito, e portanto segue que ~ é uma família finita. 

Conseqüentemente, se R é um anel semi-local então S também é semi-local 

(ver [1] Corollary 5.8). o 

Finalizamos esta secção, observando que se R é um anel local, S = R[c] 

é semilocal. Isto é uma conseqüência do Lema anterior, já que S = R[c] é 

uma extensão inteira de R tal que R = sr) onde r = { 'T'i I 'T'i : é ........ éi) 1 :::; 

i:::; p- 1} subgrupo finito de Autn(S). 
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1.3 Extensões de Galois com base normal 

Seja A, uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G. Nesta 

secção caracterizamos os elementos geradores de uma R-base normal de A , 

isto é, os elementos x E A tais que {o-(x) I o- E G} é uma base de A como 

R-módulo livre. A proposição a seguir relaciona a existência de uma R-base 

normal com a invertibilidade de matrizes. Isto nos dá uma boa ferramenta 

para verificar se uma determinada R-base de A é gerada pela ação de G sobre 

um elemento de A, ou seja, se A possui uma R-base normal. 

1.3.1. Proposição ([39), Proposition 3.1) 

Sejam A uma} extensão galoisiana de R com grupo de Galois 

G = { o-1 =idA, o-2 , .. . , <rn} ex E A. As seguintes condições são equivalentes: 

(i) {xi=o-i(x) l 1:=;i<n} éR-basenormaldeA. 

(ii) det(o-i(x1)) . . E U(A). 
l$l,J$n 

Demonstração : Sejam ai, bi E A, 1 ::; i::; m , tais que '2:~1 aio-1(bi) = Ót,j 

para todo 1 ::; j ::; n. Agora, para cada i E { 1, ... , m}, existem >.i,k E R , 

1 ::; k ::; n tais que ai = L:~=l Ài,kXk· Assim, 

Ót,j = L:~1 aio-i(bi) = L~1 L~=1 Ài,kXk·<Tj(bi) = L~=l Xk·o-i(L~t>.i,kbi) = 
L~=l xko-1(yk) para qualquer 1 ::; j ::; n, onde Yk = L:~1 Ài,kbi, para cada 

1 ::; k ::; n. 

Definimos as matrizes l\1 = (o-i(xj)) = (o-i<rj(x)) e N = (o-1(Yi)) com 

1 ::; i, j ::; n. Então, M N = In, a matriz identidade n x n. De fato, 

( O"i(Xt) , ... ' o-(xn)) . ( <Tj (Yt), ... 'O"j(Yn) r= L~=l O"i(Xk)<Tj(Yk) 
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Reciprocamente, seja x E A tal que det( ow"j(x)) 
19

,j$n E U(A). Como 

M = (o-ioj(x)) é invertível, sejam y1 , .. . , Yn E A, as entradas da primeira 

coluna da matriz M-1. Logo, para qualquer 1 :::; i :::; n, 

2:,':=1 O"i0"3·(x)yj = Óid u, = óli· Então, M - 1 = (o-,·(Yi)) . De fato, 
' ' l$i,j$n 

( O"i(XI), · · ·, O"i(Xn)) · (o-j(YI), · · ·, O"j (Yn) r= L;=l O"i(xk)O"j(Yk) 

= O"j(L;=l o-_to-i(Xk)Yk) = O"j(Óid,ujluJ = O"j(Ói,j) = Ói,j· 

Seja TM : An ---7 An definido por TM(al, ... 'an) = (ai, ... ' an) . Mt. 

Então, TM é um isomorfismo de R-módulos. Seja a E A. Da sobrejetivi­

dade de T M, decorre que existem À1> ... , Àn E A tais que T M (A1, ... , Àn) = 

(a, o-2(a), ... , o-n(a)). Desta igualdade decorre que 2:~1 ÀiXi = a e que 

(>.b ... , Àn) = (a, o-2(a), ... , O"n(a))(Mt)-1
. Segue que Ài = I:;=l o-i(axi) E 

A0 = R. Conseqüentemente, {x1. ... , Xn} é um sistema de geradores de A 

sobre R. Agora, sejam, r 1 , ... , r n E R tais que l:~=l rixi = O. Mas, 

n n n 

- (L riO"! (xi), L rio-2(Xi), ... , L rio-n(Xi)) 
i=l i=l i=l 

n n n 

- (L rixi, o-2(L rixi) , ... , O"n(L rixi) ) , 
i=l i=l i=l 

e segue que TM(r1 , ..• ,rn) =O. Como TM é injetor, temos que ri= O para 

todo 1 :::; i :::; n. Logo, {x1, ... , Xn} é R-linearmente independente, e por-

tanto {x1 = o-1(x), ... , Xn = O"n(x)} é urna R-base de A. o 
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1.3.2. Corolário 

Suponhamos que A seja extensão galoisiana de R com grupo de Galois 
n-1 

cíclico G = (a I an = 1) e ~ = L ~ia-i E A[GJ. As condições abaixo são 
i=O 

equivalentes: 

(ii) a E 'U(A[G]) e a(a) = aa, onde a ação de G sobre A[G] é dada 

pela ação nas coordenadas. 

Demonstração : Mostremos que ai(a0 ) =~i, 1 <i < n -1 é equivalente 

a a (a) = aa. Ternos: a= 2:~1 aw-i = I::::-01 ai(ao)a-i, e portanto, segue 

que a(a) = 2:~:; o-i+1(ao)a-i = 2::::7=1 aj(ao)a-ja = (2::::;,:5 aj(ao)a-j)a = 

R · t ~n-1 ( ·) -i _ ~n-1 -i+1 _ ~n-1 -j aa. ec1procarnen e, L..,i=O a a, a - L..,i=O aia - L..,j=O aj+la , e 

então, ~j+l = a(~j), para qualquer O ::::; j ::::; n - 1, ou seja, ~i = ai (~o), 

para todo 1 $ i $ n - 1. 

Resta verificar que { ~i}~õ1 é R-base de A equivale a~ E 'U(A[G]). Seja 

ao a1 a2 an-1 

en(A) = lvf = 
an-1 ao a1 an-2 I ai E A, O $ i $ n - 1 ) 

a1 a2 a3 ao 

a R-subálgebra comutativa de Anxn das matrizes circulantes. Considere-

mos agora T : An -+ An a permutação circular T : (a0 , a1 , ... , an-1) r--+ 

(an-1 1 ao, a1, .. . , an- 2)· Claramente, T E AutA(An) e Tn = idAn.· Também 

é fácil ver que uma matriz quadrada lvf E en(A) se, e somente se, existe 

v= (ao, al, ... ) an-1) E An tal queM= (v, T(v), ... 'Tn-1(v)) t. 
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Sejam Vo = (0, .. . ,0,1) E An e e= (vo,r(vo), . .. ,Tn-l(vo))t. É fácil 

ver que en = In (a matriz identidade) e para cada 1 ~ i ::; n - 1, 

ei = (Vi, r ( vi), ... , 'Tn-l(vi)) t , onde Vi = (0, ... ) o, 1, o, ... , O) com 1 na i ­

ésima coordenada (1 ~ i ~ n- 1 ). Além disso, para cada matriz circulante 
n-1 

M , temos 1\11 = (v, r( v) , ... , rn-1(v)) t com v= (ao , a1, .. . , an- 1 ) = L ~vi, 
i=O 

e portanto, 

_'\"'n-1 ( () n-1( ))t _'\"'n-1 ei - L..,i=O ai vi , r Vi , .. . , T vi - L.., i=O ai . 

Finalmente, seja</>: A(G]- en(A) dado por 4> (2:::~01 ai<T-i)=l:~~ ~Bi. 
Então, <Pé um isomorfismo de A-álgebras. Conseqüentemente, U(A[G]) e 

u( en(A)) são isomorfos. Logo, a E U(A(G]) e <P(a) E u( en(A)) são 

equivalentes. O resultado segue agora da Proposição 1.3.1. o 

Voltemos a considerar p E Z primo e regular em R, S = (q>~\i)) = R[c], 

é= X + (~p(X)) . Como já vimos, é é uma raiz p-ésima primitiva da unidade 

em S. Denotamos por "Yi o R-automorfismo de S dado por "ti (é) = é i e seja 

r = {"ti I 1 ::; i ~ p- 1}. Como pé primo, u(p~) é um grupo cíclico. 

Claramente, p: u(P~) -r dado por p(I) ="fi , para todo 1 ~i::; p -1 é 

um isomorfismo de grupos. Seja i 0 um gerador de u(Jz). Portanto, r é um 

grupo cíclico com, por exemplo, r= (p( i 0 )). De agora em diante, fixamos 

t E {1, ... , (p - 1)} tal que "Y = "Yt = p( io ), isto é, r= ("f). 

Dada A, uma extensão galoisiana de S com grupo de Galois G, dizemos 
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que A é uma extensão r -normal de S , se existe .:Y : A ---+ A automorfismo de 

R-álgebra que comuta com a ação de G e estende 1, isto é, .:Y ls= 1 e a-,:Y = ')tf7 

para todo a- E G. Por exemplo, A= ec(S) é uma extensão r-normal de S. De 

fato, seja .:Y : ec(S) ---+ ec(S) definida por .:Y( L:TEG SrVT) = L:TEG 1(s'7" )vr, 

para todo L:reG s'rv .. E ec(S). Claramente, .:Y é um R-automorfismo de 

ec(S ) que comuta com a ação de G sobre ec(S) e estende f. 

Consideremos agora A, uma extensão galoisiana de S com grupo de Galois 

G = (a- I a-P = 1) que também é uma extensão r-normal de S. Seja 

.:Y E AutR(A) satisfazendo .:Y ls= 1 e ')ta- = a-')t. Os grupos G e r se estendem 

naturalmente a grupos de automorfismos de A[G], pelas ações abaixo: 
p- 1 p-1 p- 1 p-1 

a-( L aia--i) = L a-(ai)a--i e i'( L aia--i) = L .:Y(ai )a-it 
i = O i=O i = O i =O 

satisfazendo a,:Y = ')ta-. 

Temos, pelo Corolário 1.1.7, que A[GJ é extensão galoisiana de S [G) com 

grupo de Galois G. A seguir, construímos umaS-base normal de A induzida 

pela ação de ;y sobre o gerador de uma S-base normal de A conhecida. Isto 

é uma aplicação direta do corolário anterior. 

1.3.3. Corolário 

Sejam R, S , r , G, A, , , a-, t,p e E, como aczma. Suponhamos ainda que .:Y 

estenda 1 à A[G] satisfazendo .:Ya- = a ,:Y e ao E A é tal que {ai = a-i(ao)}f,:t 
p-1 p-2 

seja umaS-base normal de A, a= l:: aia--i e f3 = IT ..y-i(a-1)ti 
i=O i= O 

p- 1 

= ~f3ia--i E A(GJ. Então, {f3i = a-i(f30)}f,:J é também S-base normal de A. 
i= O 
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Demonstração : Pelo Corolário 1.3.2, o-(a) = ao- e a E U(A[G]). Con­

seqüentemente, D"(a- 1) = a-1o-- 1 e {3 E U(A[G]). Além disso, ,:Y(o--1) = o--t. 

Portanto, .:y- 1 (o-- 1) = (o-- 1 )t-~ e .:y-i(o--1) = (o--1)t- : para todo 

1 ~ i ~ p - 1. Agora, 
p-2 p-2 i p- 2 

o-({3) = a(IT .:y- i(a-1{ ) =TI .:y- i (a(a-1)r = II .:y- i(a- la-l)t' 
i ; Q i;Q i; Q 

p-2 p-2 i 

= (II .:y- i(a-lY' ) . (II .:y- i(a-l)t') = {3. II ((a-l)t-i) t 

i=O i=O 

= f3 . (o--l)(p- 1) = f3a. 

Segue, novamente do Corolário 1.3.2, que {.Bi}f,:~ é S-base normal de A. O 

Finalizamos esta secção com o teorema, devido a L. Childs, que carac­

teriza quando A, uma extensão galoisiana de S com grupo de Galois cíclico 

de ordem prima p, possui umaS-base normal, no caso em que S contém é, 

uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com p regular em S. Faremos sua 

demonstração pois usaremos muitas vezes, no próximo capítulo, argumentos 

que são utilizados aqui. Para isso, seja À = é - 1 e denotamos por UÀ (A) o 

subgrupo das unidades de A do tipo 1 +. Àx,· com x E A. Precisamos do 

seguinte lema: 

1.3.4. Lema 

Sejam S anel comutativo com unidade, p E Z primo, é E S ra'lz p­

ésima primitiva da unidade, A extensão galoisiana de S com grupo de Galois 

G =(o- I o-P = 1) que possuiS-base normal e A; = {x E A I a(x) = éix}, 

para todo O ~ j < p- 1. Então, existe z E UÀ(A) tal que A; = Szi , para 

todo O ~ j ~ p - 1. 
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Demonstração : Seja a: E A tal que { a:i = O" i (a )}f,:J é S-base normal de 

A. Então, para qualquer O ~ j ~ p- 1, A; = Sz;, onde z; = .Z::f,:~ e-iiai· 

De fato: O"(z ·) = ~~-l e-iia . . 1 = ~~ e- (i-l)ja:· = ei ~~ e- iia:. = eiz. e 
J L..-t=O tT L...-t=l t L...-t=l t J' 

portanto, z; E A;. Assim, Sz; Ç A;, para qualquer O~ j ~ p - 1. Recipro­

camente, seja a E A; , a = .Z::f,:~ siai E A. Logo, O"(a) = .Z::f,:~ siai+l = 
l:f.=-~ ei siai· Conseqüentemente, para todo O ~ i ~ p - 2, tenios que 

si = ei si+l e Sp-l = ei so, ou equivalentemente, si+l = e-i si, para qual-

quer O < i ~ p - 2, isto é, 

a= soa+ e-i soO"(a) + e-2; so0"2(a:) + ... + e-ii s00"i(a) + ... +é s00"(p-l)(a) 

= so(I:f,:ge-iiO"i(a) +eia(p-l)(a:)) = sozj E Rzj, e Ai= Szi. 

Como A é uma extensão galoisiana de S, z; E U(A) , para todo O~ j ~ 

p - 1. Isto segue das coordenadas de Galois: sejam ai; bi, 1 ~i~ n tais que 

.Z::~1 aia- i(bi) = 80j, para qualquer O~ j ~ p-1. Mas, para cada 1 <i~ n, 

existem si,k E S com O~ k ~ p- 1 tais que ai= I:t~~ si,kak· Então, 8o,j = 

L7-l (L~=~ Si,kak) 0"-j (bi) = .z::~=~ O:kO"-j ( L7-l Si,kbi) = .z::~=~ CtkO"-j (,Bk), 

onde ,Bk = .Z::7-1 si,kbi, para qualquer O ~ k :S p -1. Aplicando ai , para cada 

O~ j < p- 1, 8o,j =E~:~ ak+if3k . Assim, 

zi(L~-l eki f3k) = (L~=~ e-iiai)(l:~:~ eki f3k) = Lf,:~ ( L i=k+l ai.Bk)e-Zi 

= L f,:~ (E~:~ ak+l,Bk) e-lj = L f,:~ 8o,ze-li = 1, isto é, Zj E U( A) , para todo 

O~j<p-1. 

Agora, para cada O::; j ~ p- 1, a(z{) = a(z1)i = (ez1)i = eiz{, e então, 

z{ E Ai. Logo, S z{ Ç Ai = S Zj . Conseqüentemente, existe si E S tal que 

z{ = SjZj· Como Zk E U(A), para todo O ~ k ~ p- 1, Sj E U(A). Mas, 
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sj1 = z~jzj , e portanto, a(sj1
) = a(z~j)a(zi) = é-iz~j éizi = z~j zi = sj1 . 

Segue que sj1 E A0 = S , ou seja, zi = sj1z{ E Szi, e concluímos que 

Ai = Szj = Sz{. Resta verificar que z = z1 E ll>.(A), isto é, z = 1(mod >.A). 

Temos Szo = Ao = A0 = S, e então, z0 E 'U(S). Substituindo a por 

zõ1a , podemos supor que zo = 1. Além disso, z - zo = L,f;:f(é-i- 1)ai = 

L,f;:1
1 

.Ã(êp-i-I + êp-i- 2 + .. . + ê + l)ai, ou, z = z0· = l (mod >.A). O 

1.3.5. Teorema ([9], Theorem 2.5) 

Sejam p E Z primo, S um anel comutativo com unidade onde pé regular, 

é E S raiz p-ésima primitiva da unidade. Seja A, uma extensão galoisiana de 

S com grupo de Galois G cíclico de ordem p e G = (a) . Então, as seguintes 

afirmações são equivalentes: 

(i) Existe z E ll>.(A) tal que a(z) = éZ. 

(ii) Existe x E A tal que A = S[x] e a(x) = éX + 1. 

(iii) A possuiS-base normal. 

Demonstração : (i::::;. ii) Como z E 'U>. (A), existe x E A tal que z = 1+.Àx. 

Agora, éZ = a(z) = 1 + >.a(x), ou seja, é+ é.ÀX = 1 + >.a(x) , ou ainda, 

>.a(x) = (é - 1) + é.ÀX = >.(1 + éx). Logo, >.(a(x) - 1 - éx) = O. Mas 

.À E Rx, e portanto a(x) = 1 + éX. Mostremos que A = S[x]. Observemos 

que, para todo 1 :::; i :::; p - 1, éi - 1 = (é- 1)(éi-1 + ... + é+ 1) e que 

ai= eix+(éi-1 + ... + e+ 1). Assim, ui(x)-x = (é-1)x+(éi-1+ ... + e+ 1) 

= (é-1 + . . . +e+ 1)(1 + .Xx) E 'U(A). Logo ui(x)- x riM, para todo ideal 
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maximal M de S[x]. Por outro lado, S Ç S[x]0 Ç A0 = S. Segue que S[x] 

é uma extensão galoisiana de S com grupo de Galois G (Teorema 1.1.1 ,v). 

Agora, como a inclusão S[x] ~ A comuta com a ação de C, temos que 

S[x] =A (Corolário 1.1.4). 

(ii => i) Seja z = 1 + Àx = a(x) - x. Então a(x) = x + z. Logo, 

a(z) = 1 + Àa(x) = 1 + >.(x + z) = (1 + Àx) + Àz = (1 + À)z = cz. Resta ver 

que z E U>.(A) . Suponhamos que existaM um ideal maximal de A tal que 

z E M. Assim, z = (a(x)- x) E M. Conseqüentemente, (a(a) -a) E M, 

para qualquer a E S[x] = A o que é uma contradição com o fato de A ser 

uma extensão galoisiana de S (Teorema 1.1.1,v) . Logo z E U(A), isto é, 

z = 1 + Àx E li>.(A). 

(iii => i) Decorre do lema 1.3.4: basta tomar z = z1 no lema. 

(ii => iii) Seja x E A tal que A = S[x] e a(x) = ex+ 1, e consideremos 

z = 1 + (c- 1)x = 1 + Àx. Pelo que vimos acima na parte (ii => i) desta 

demonstração, z E U>.(A) e a(z) = Ez. Então a(zP) = cPzP = zP, ou seja, 

zP E S = A0 . Portanto zP E (u>.(A))P n S Ç li>.P(A) n S = li>.P(S). 

Expandindo(Àx + 1)P - zP = O como um polinômio em x, temos que os 

coeficientes pertencem a ).P S, ou seja, x é raiz de um polinômio, de grau p, 

mônico, em ).PS[X], ou ainda, existem ai E S, O ~ i ~ p- 1, tais que 

).PxP + ).Pap_1xP-l + ... + >.Pa1x + ).Pa0 = O. Mas ).P E sx, logo x é raiz do 

polinômio mônico f(X) = I:f=o aiXi E S[X) . 

Do fato de f ser mônico, segue que para cada g E S[X], existem q, r E 

S[X] tais que g = fq +r com r = O ou ô(r) < p = ô(J). Assim, g(x) = 

j(x)q(x) + r(x) = r(x) , para qualquer g E S[X], e portanto, A = S[x] = 
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'Lf~{ Sxi. Consideremos o seguinte epimorfismo de anéis 1r : S[X] ---t 

S[x] =A definido por 11(g) = g(x). Claramente, f(X) E Ker(11), e portanto, 

existe um epimorfismo de anéis 7f: < Jf~~ > ---t S[x] =A dado por 7f(g) = 

g(x). 
S[X] 

Por outro lado, B = < f(X) > é um S-módulo livre de posto constante 

p = ô(f) com base {I, X, ... , T-1
}, e A também é S-módulo projetivo 

de posto p =I G I ([6], Lemma 4.1). Então, 1r ·é um isomorfismo de anéis 

([27], 1.2.4). Conseqüentemente, {1, x, ... , xP-1} é umaS-base de A. Logo, 

a soma A = S[x] = 'Lf~{ Sxi é direta. 
p-1 p-1 

Segue da observação feita logo após o Lema 1.2.1 que, L zi = IJ (z- ci). 
i=O i=l 

Além disso, (z- ci) = z- 1 _ O(mod.\A). De fato: z- éi = (1- ci) + Àx = 

Às+ Àx = À(s + x) E ÀA, para certos E S. Então, 

p-1 p-1 

L zi = II (z- ci) E v-lA= pA (Corolário 1.2.4). Seja /3 E A satisfazendo 
i=O i=1 

p-1 
L i= p/3. Temos que /3 é único, pois pé regular em A. Resta verificar que 
i=O 

/3 gera uma S-base normal para A. Sejam 

/3 1 1 
0"/3 z X 

Então, /3 = Mx /3= z= e x= 

(}"p-1/3 zP-1 xP-1 

para única matriz 1\1 E 9Rpxp(S), pois {xi}f,:t é umaS-base de A. Também, 

temos que pci(/3) = 'L~:~ cij z) e zi = 2::::~=0 G) Àixj. Então segue 

que p/3 = Dz e z = Ex, onde D, E E ~xp(S) com pM = DE, 
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p(p-l) p(p-1) 

det(D) = rJÀ 2 com rJ E 11(8) e det(E) =À ---r- . Conseqüentemente, 

pPdet(M) = det(piVI) = det(D)det(E) = rJÀp(p-I ) e, como p = ÀP-1s para 

algum s E S (Corolário 1.2.4), obtemos que Àp(p-I)sPdet(JVI) = rJÀp(p-I), ou 

seja, sPdet(lvi) = rJ. Segue queM é invertíveL Então, já que {xi}f,:;-ci" é uma 

S-base de A, concluímos que { rJi([J) }f,:~ também é. O teorema está demons­

trado. o 

1.4 Extensões abelianas: o grupo de Harrison 

Seja T( G; R) o conjunto das classes de isomorfismos das extensões ga­

loisianas de R com mesmo grupo de Galois G. Denotamos a classe de uma 

extensão A por (A] e lembramos que, se G for abeliano, T (G; R) é um grupo 

multiplicativo (grupo de Harrison de G sobre R) , com o produto definido 

por (A] * [B] = ((A ®R B)6G ], onde óG = { rJ ® rJ- 1 I rJ E G}. A ação de 

G sobre (A ®R B)6G é via primeira coordenada, que coincide com a ação 

dada na segunda coordenada. O elemento identidade de T( G; R) é represen­

tado por ea(R) = u~aRVu - Segue do Lema 1.1.5, que (A] = [ea(R)] se, e 

somente se, existe um homomorfismo de R-álgebras de A em R. Para cada 

[A) E T(G; R), temos que (A]-1 é representado pela própria extensão A, com 

a ação de G dada por rJ : a 1--7 rJ-1(a), a E A, rJ E G. 

Quando G:::::::: ! , escrevemos Tn(R) para denotar o grupo de Harrison. 

Se o grupo G for cíclico, a ação de G sobre A é completamente determinada 

pela ação de um gerador. Assim, se G = ( rJ I rJP = id), denotamos a classe 

de A, em Tp(R) , por [A, rJ] . Por exemplo, é fácil ver que [ea(R)] = [RIGI; T], 
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onde a ação de T é dada por T(r1, ... , r 1c 1) = (r1c 1, r1 , ... , r iGI-1 )· 

Segue de ([36] Théoreme 1.1) que [A, ak] = [A, ak-1 
(modp)J, para todo 

k =? O (modp) . Conseqüentemente, todo elemento não trivial de Tp(R) tem 

ordem p, ou seja, Tp é de p-torsão (novamente por[36] Théoreme 1.1). 

Denotamos por H ( C; R) o subgrupo de T(G; R) formado pelas classes 

[A] E T(G ; R) que possuem R-base normal. Para o caso em que G é cíclico 

de ordem prima p, denotamos H( C; R) por Hp(R). 

Para dar uma descrição do grupo das extensões cíclicas de grau p de R que 

possuem uma R-base normal, no caso em que pé um primo ímpar regular e R 

possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade, o grupo li>. (R), com À = é -1, 

desempenha o papel correspondente do grupo das unidades U(R) na Teoria 

de Kummer, onde temos p invertível. Isso fica evidente no teorema, devido a 

L. Childs, que mostramos abaixo. Outra vez vamos incluir a demonstração 

pois, no próximo capítulo, usaremos muitas vezes argumentos contidos aqui. 

1.4.1. Teorema ([9], Theorem 2.4) 

Sejam p primo ímpar regular em R e G um grupo cíclico de ordem p. 

Suponhamos que R possui é, uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Então, 

os grupos Hp(R) =H( C; R) e 

O isomorfismo citado no Teorema acima associa, a cada classe 

-a E U>.P (R) I (A] E H (R) d A R[X] 
( U>.(R) )P, a c asse P , on e = (!(X)) com 
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f(X) E R[X] mônico dado pela equação (ver Corolário 1.2.5) 

(>..X+ 1 r- a= )..P f(X). 

D emonstração : Sejam G =< CJ >,A uma extensão galoisiana de R 

. [ J 1l_xp(R) com grupo de Galms G tal que A E H(G; R) e Gp(R) = ( )P. 
1l_x(R) 

Segue do Teorema 1.3.5 que existe z = l+Àx E 11.x(A) satisfazendo CJ(z) = éZ. 

Agora, pela demonstração do mesmo Teorema 1.3.5, zP E 'l...L_xp(R). Então, 

definimos <p: H(G; R) --. Gp(R) por <p( [A]) = zP, e mostremos que <pé um 

isomorfismo de grupos. 

Sejam [A] = [A'] E H(G; R) e f: A- A' um isomorfismo de ex-tensões 

de Galois. Pelo Teorema 1.3.5 existem z E 11_x(A) e z' E 11_x(A') stisfazendo 

CJ(z) = éZ e CJ(z') = €Z1
. Seja z" E A tal que f(z") = z'. Logo CJ(z") = 

CJ(j-1(z')) = f- 1(CJ(z')) = f-1(éz') = €j- 1(z') = €Z11 e conseqüentemente 

CJ(z" z-1) = z" z-1, isto é, z" z-1 E AG = R . Seja u E R com z" = uz. 

Assim, u E 11.x(A) n R= 'll_x(R), (z")P E R e (z")P = uPzP = zP . Agora, 

podemos supor que f(z) = z', pois uf : A -A' dada por uf(x) = f(ux) 

para cada x E A, também é um isomorfismo de extensões de Galois. Então, 

<p([A']) = (z')P = f(z)P = f(zP) = zP = <p([A]) . É fácil ver que a definição 

de <p independe da escolha de z. De fato , suponhamos que exista z" E A tal 

que CJ(z") = €Z11
• Como acima, existe u E 'l...L.x(R) satisfazendo z" = uz e 

(z")P = (z')P em Gp(R). Segue que <p está bem definida. 

Sejam [A1], (A2] E H(G; R) e (A3] = [A1][A2] = [ (A1 ®R A2) <u®u-
1

>). 

Pelo Teorema 1.3.5, existem Zi E 11.x(Ai), i=l e 2, tais que CJ(zi) = €Zi e 
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zf E ( 'U>.(R) )P. Tomamos Z3 = z1 ® z2 E ll>.(A1 ®R A2) . Então, (<7 01)z3 = 

<7(zi) ®z2 = EZ3 e (1 ® <7)z3 = EZ3 em A3. Logo, Z3 E 'U>.(Al ®RA2) nA3 = 

ll>.(A3) e <7(z3) = EZ3. Consideremos R~ R ®R R Ç A1 0R A2 . Temos: 

zK = zf ® z~ p, zfz~, ou seja, <p((A3]) = Z3 = z1 Z2 = <p(zl) <p(z2)· Isto 

mostra que <p é um homomorfismo de grupos. 

Seja [AJ E H (G; R) com <p([AJ) = I, isto é, zP = uP, onde z E U>.(A) é 

dado pelo teorema 1.3.5, eu E ll>.(R). Então, (u-1z )P = 1 e <7(u-1z) = 

E(u-1z). Conseqüentemente, podemos assumir que zP = 1. 

Seja x E A tal que z = 1 + Àx. Segue da demonstração do teorema 1.3.5, 

que A = R[x] e <7(x) = éX + 1. Por outro lado, zP - 1 = ( Àx + 1 r- 1 = 
).P f(x) = O, onde J(X) é um polinômio mônico de grau p e com termo 

constante nulo. Mas À E Rx, e assim, f(x) = O e A = R[xJ ~ (:(~L · 
Seja h: R [X] ----+ R dado por h(g) = g(O). Claramente h é um homomor­

fismo de anéis. Segue, já que (!(X)) Ç K er(h), do teorema do homomor-

fismo, que existe um homomorfismo de anéis h : (;([:j) ----+ R, tal que 

h(g) = h(g) = g(O). Pelo Lema 1.1.5, [AJ = ec(R) , isto é, <pé injetor. 

Finalmente, mostremos que <p é sobrejetor. Seja a E 'U>.P(R) . Então, 

(>.X+ 1 r- a = ).P f(X) com f(X) E R[X] mônico (Corolário 1.2.5). Seja 

R~] - . 
A= (!(X)) = R [x), onde x =X= x +(!(X)). Logo, f(x ) =O. Defirumos 

a ação de G =< <7 >sobre A via <7(x) = Ex+l. Como À(êx+1)+1 = ê(Àx+1) 

obtemos que ).Pj(êx+1) = (ê(Àx+l))P - a= EP(>.x+1)P-a = ).Pj(x) =O. 

Assim, /(<7(x)) = /(êx + 1) = O, e a ação de G sobre A está bem definida. 

Precisamos mostrar ainda que A é uma extensão galoisiana de R com 
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grupo de Galois G =<a>. Seja I:~:~ aixi E Ac. Então, 
p-1 p-1 p-1 . p - 1 . p-1 i . 

I:aixi = I:aia(xi) = L: ai(a(x)Y = I: ai(EY = L~(L(~)Eixi). 
i=O i=O i=O i=O i=O j = O J 

Comparando os coeficientes de xi, vemos que: 

se i= p- 1, então ap-1 = ap-lEP-1, e portanto ap_1 =O. 

se i = p - 2, então ap-2 = ap-2EP-2
, e portanto ap_2 = O. 

Continuando este processo, concluímos que ap-1 = ap-2 = ... = a 1 = O e 

ao E R, ou seja, Ac Ç R. Logo Ac =R. 

Por outro lado, a(x) - x = EX+ 1 - x = (E - 1)x + 1 = Àx + 1 = z, 

com zP = a E UÀ(R). Então z = (a(x)- x) E U.\(A). Pelo Teorema 1.1.1 

segue que A é uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G. Por 

construção, cp( [A]) = zP =a, isto é, <pé sobrejetor. O teorema está demon-

strado. o 

A seguir, apresentamos a seqüência exata de L.Childs (construída em [9]). 

Como no teorema acima, sejam p um primo ímpar e regular em R, G um 

grupo cíclico de ordem p e é E R raiz p-ésima primitiva da unidade. 

Denotamos por Pie( R) o grupo de Picard das classes P de isomorfismos 

dos R-módulos projetivos de posto constante 1, e por Piep(R) o subgrupo 

de p-torsão. Observemos que, se G for um grupo abeliano, toda extensão 

galoisiana de R com grupo de Galois G é um R(G]-módulo projetivo de posto 

constante 1 [34). Seja 1i : Tp(R) ---+ Pic(R[G]) definida por 7i([A]) = A a 

aplicação canônica. Na realidade, 1i é um homomorfismo de grupos abelianos 

[14). Claramente o núcleo de 1i é Hp(R). Em [9], L. Childs mostrou que a 

38 



imagem de 1r é PrimPiep(R [G]), o subgrupo dos elementos primitivos de 

p-torsão de Pic(R[G]), isto é, o subgrupo formados pelos elementos P E 

Pic(R[G]), de p-torsão, tais que P®RP ~ R [G x G) ®~[GJ P como R [G x G)­

módulos, onde D. : R (G) --. R[G x G} é o homomorfismo de R-álgebras 

induzido por D. (a) =(a, a), para qualquer a E G. 

Decorre daí, e do Teor 1.4.1 que a seqüência de L. Childs 

, li>.P(R) . _ [ R[X} ] 
e exata, onde Gp(R) = ( li>.(R) )P, J(a) = (!(X)); a (x) = c:x + 1 para 

qualquer a E Gp(R) , com x =X + (!(X)), À = c: - 1 e f E R[X) mônico 

dado pela equação (.XX+ 1)P - a = ).P f(X) (Corolário 1.2.5). É com esta 

seqüência que vamos trabalhar no próximo capítulo, para dar uma descrição 

dos grupos Tp(R) , Hp(R) e PrimPicp(R[G]) , no caso em que p é um 

primo ímpar regular e R não possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade. 

1.5 Cohomologia galoisiana 

O nosso objetivo nesta seção é a construção de uma determinada seqüência 

exata de grupos, de quatro termos, de forma análoga àquela construída por 

S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Ro?enberg em [6], Corollary 5.5 (ver 

também [11], Theorem IV.l.1). Faremos uso dessa seqüência e dos principais 

resultados deste t rabalho, os quais serão tratados no próximo capítulo, para 

construir o isomorfismo PrimPicp(R[G]) ~ PrimPicp(S[G]l (ver secção 

2.4). 
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Começamos considerando uma R-álgebraS e r c Autn(S) um grupo 

finito de R-automorfismos de S. Sejam 

Z 1(r, U(S)) = {f : r~ U(S) I f('Y'Y') = f(T)r(f(T')), 

para quaisquer "(, "(1 E r} 

B1(r, U(S)) = {f E Z 1(r, U(S)) I existe u E U(S) tal que 

f('Y) = "f(u)u-1 para qualquer 1 E r} 

Z2(r, u(S)) = {f: r x r~ U(S) 1 f ("f!', "f") f ("f,!') 

= f ("f, "f'f'')r(f(f', /'')), para quaisquer/, /', 7" E r} 

B2(r, U(S)) = {f E Z2(r, U(S)) I existe g: r~ U(S) tal que 

f('Y,"f') = g(TY')(g('Y)r(g(f')))-,1 para quaisquer "f,/1 E r}. 

Observemos que zi(r, U(S)) é um grupo abeliano com a multiplicação pon­

tual e Bi(r , U(S)) é um subgrupo de zi(r, U(S)), i= 1, 2. Seja Hi(r, U(S)) = 
Zi(r, U(S))/ Bi(r, U(S)) o i-ésimo grupo de cohomologia de r com coefi­

cientes em U(S), i= 1, 2. Se f E zi(r, U(S)) denotamos por [!] a classe que 

f representa em Hi(r, U(S)). Como antes, Pie( R) (resp. Pic(S)) denota o 

grupo das classes de isomorfismo dos R (resp. S)-módulos projetivos de posto 

constante 1. Consideremos a ação de r sobre Pie( S) dada por 'Y · P = "Yp, 

onde "fp = P como grupos aditivos e s · x = 'Y(s)x , para todo s E S e 

x E "~P. Denotamos por Pic(S)r o subgrupo dos elementos estáveis pela 

ação de r, isto é, o subgrupo dos elementos P de Pic(S) tais que 'Y · P = P, 

para todo 1 E r. 

Agora já podemos enunciar o principal resultado desta seção. 
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1.5.1. Teorem a 

Sejam S uma R -álgebra fielmente projetiva e r c AutR(S) um grupo 

finito de R-automorfismos de S tal que sr = R. Suponhamos que exista 

c E s tal que tr( c) = I:..., e r r( c) = 1. Então existem homomorfismos naturais 

rJi para os quais a seqüência de grupos abaixo é exata: 

Para a demonstração desse teorema necessitamos de alguns resultados 

auxiliares. Para a demonstração desses resultados estaremos assumindo, na 

medida que for necessário, a existência do elemento c E S tal que tr(c) = 1 

e o fato de S ser um R-módulo fiel e projetivo finitamente gerado. 

Seja D = { I:...,er >.....,,I >....., E S} . É imediato que D Ç cndR(S) como sub­

anel. Seja Ts = tr(S_) Ç D , o S-submódulo à esquerda de D formado pelos 

elementos da forma tr(s_) = I:...,err · (s_), para todo s E S. Claramente 

Ts é também um D-módulo à direita via a ação tr(s~) · S')' = tr(s's!-) = 

L:...,,er!'(s'sh'r = L per Pb-1(s's))p = tr(J-1(s's)-), para todo s' E Se 

S{ E D. 

Dado um D-módulo à esquerda M denotamos por Mr o R-submódulo de M 

estável pela ação de r , isto é, o R-submódulo de lvi formado pelos elementos 

mE M tais que 1 · m = m , para todo r E r. É imediato que tr · M Ç J\1r, 

onde tr = L...,r r E D. Isto permite definir o homomorfismo de R-módulos 

cp : Ts ®v M -+lvfr, induzido por cp(tr(s_) ®m) = tr · sm = L...,err · sm 

onde s E S e m E M. 
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1.5.2. Lema 

({) é um isomorfismo de R-módulos. 

Demonstração : Claramente ({) é sobrejetor pois ({)( tr( c_)® m) = tr ·em = 

tr(c)m = m, para t odo m E i\1r, onde c E S é tal que tr(c) = 1. Como 

tr(s-) ® m = 1 ®tr(s_) · m = 1 ®tr · sm = 1 ®({J(tr(s_) ®m), para quaisquer 

sE Sem E M, segue que c.p é injetor. o 

Tomando M = S no lema anterior, obtemos o 

1.5.3. Corolário 

Ts ®D S ~ sr =R como R -módulos. 

1.5.4. Lema 

A aplicação 'lj; : S ®R Ts -t D, induzida por 'lj;(s' ® tr(s_) ) = s'tr(s_ ), é 

um monomorfismo de S -módulos. 

Demonstração : Claramente 'lj; é um homomorfismo de S-módulos. Para 

mostrar que '1/J é injetor, usaremos o fato de que Sé um R-módulo projetivo 

finitamente gerado. Neste caso existem si E Se 9i E ']{omR(S, R) , 1 :::; j :::; 
n 

n , tais que L 9i(s)si = s: para todos E S. Logo, se 
j=l 

m m 

a= L s~ ® tr((si)-) está no núcleo de 1/J então L s~tr((si)-) =O e temos 
i=l i=l 

i=l 
n m · n m 

=I: si® L9i(s~)tr((si)-) = L si ®gi(L s~tr((si)-)) =O. o 
j=l i = l j=l i = l 
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1.5.5. Lema 

Seja JV! um D-módulo à esquerda plano. Então a aplicação 

J.L: S ®R Mr ----t M, induzida por J.L(s 0 m) = sm, 

é um isomorfismo de D-módulos à esquerda. 

Demonstração: É imediato que J.L é um epimorfismo de D-módulos. Desde 

que JV! é plano, decorre do Lema 1.5.4 que '1/J® l: (S®RTs)®vM ----t D®vM 

é um monomorfismo de S-módulos. Logo, a injetividade de J.L decorre do fato 

de J.L poder ser visto como a composição dos seguintes monomorfismos de 

S-módulos: 

r tf.r®1 S ®R M ~ S ®R (Ts ®v M) ~ (S ®R Ts) ®v j\1 --t D ®v M ~ JV! 

com os monomorfismos acima induzidos por 

s®m ~-+ s®(tr(c- )®m) ~-+ (s®tr(c-))®m ~-+ str(c-)®m ~-+ str(c_)·m 

= s tr ·em= s tr(c)sm, onde c E Sé tal que tr(c) = 1. o 

1.5.6. Lema 

Todo f E Z1(r, li(S)) define um S-automorfismo e, : D ----t D tal que 

e f C2:...,er S-(Y) = L..., e r s..., f ('r h. 

Demonstração : Claramente e1 é um homomorfismo de S-módulos e 

e,((s-y)(s'·-y')) = e,(s-y(s')'Y-y') = s-y(s')fb1'h1' = S"'f(s')fbhUb')h'Y' 

= (sf('r)"'!)(s' f("'!')'Y') = eJ(S"'f)eJ(S'"'f' ), para quaisquer s, s' E Se "'f, 1' E r. 

Logo e f é um homomorfismo de S-álgebras. Além disso, para todo S"f E D 

temos eJ(sf("Y)-1"1) = sf('y)-1 f('y)'Y = S"f, ou seja, e! é sobrejetor. Como D 

é um R-módulo finitamente gerado, pois S o é, então e1 é um isomorfismo 
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([27], 1.2.4). o 

1.5.7. Lema 

A aplicação e : Z 1(r, 'U(S)) ~ Auts(D)J dada por e(!) - e1J é um 

monomorfismo de grupos. 

Demonstração : Para quaisquer f , g E Z 1(r, 'U(S)) e para todo S"f E D 

()Jg(S"f) = s(jg)('Yh = sf('Y)g('Y)'Y = sg('Y)f('Y)'Y = e,(sg('Y)'Y) = et89 (s!), 

ou seja, e(Jg) = 819 = e1e9 = e(f)e(g), e portanto e é um homomorfismo 

de grupos. Agora, se B(f) = 1, então f(J)'Y = e,(J) = 1 e, em particular, 

f('Y) = f('Y)'Y(l) = 7(1) = 1, para qualquer 'Y E r. Logo f= 1, isto é, 

e é injetor. o 

1.5.8. Lema 

Para qualquer f E B 1(r, 'U(S))J 8(!) é um automorfismo interno de D . 

Demonstração : Seja f E B 1 (r, 'U(S)). Então, existe u E 'U(S) tal que 

f('Y) = u-1'Y(u) para todo 'Y E r. Logo, 

o 

Para cada f E Z 1(r, 'U(S)) denotamos por S1 o D-módulo à esquerdaS 

dado pela ação S"f ·X= e,(s'Y) ·X= sf('Y)"f ·X= sf('Y)'Y(x), para quaisquer 

x E S 1 e S"f E D. 

1.5.9. Lema 

S 1 é um D-módulo à esquerda projetivo finitamente gerado. 
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Demonstração : Pelo Lema 1.5.2 existem sj E S1 e ti= tr((sj)- ) E Ts, 
n 

1 ~ j ~ n, tais que 2:: tj(sj) = 1. Para cada 1 ~ j ~ n seja tj : S1 ---7 D 
j=l 

a aplicação dada por tj : s ~----+ sti. Claramente, f; é um homomorfismo 

de R-módulos. Além disso, observemos que tj(s''Y · s)(x) = (s'1 · s)tj(x) = 

s'1· (stj(x)) = (s'1· sti )(x ), para todo x E S1. Portanto tj(s'1· s) = s'1· stj = 

s'1 · tj(s), para quaisquer sE S1 e s''Y E D. Logo tj E 'Xomo(S1, D~ e temos 
n n n 

s = 1s = L ti(sj)s = 2:: stj(sj) = L tj(s) · sj, para todo s E s1, o que 
j=l j=l j=l 

demonstra a afirmação do lema. O 

O corolário a seguir é uma conseqüência imediata dos Lemas 1.5.5 e 1.5.9. 

1.5.10. Corolário 

S ®R SJ' ~ St, como D-módulos à esquerda. 

Demonstração do Teorema 1.5.1: A demonstração deste teorema será 

feita em seis etapas. 

Etapa 1: a definição de rJI 

Observemos que SJ' é um R-módulo projetivo de posto constante 1. De fato, 

note que S1 = S como R-módulos e Sé R-módulo fiel e projetivo finitamente 

gerado. A afirmação agora decorre, via localização, do Corolário 1.5.10 e do 

([27] Lemme 1.6.2). Isto permite definir uma aplicação 7J : Z 1(r, U(S)) ---7 

Pie( R) dada por ry(f) = SJ'. Mostremos inicialmente que 7J é um homo­

morfismo de grupos. De fato, dados j,g E Z 1(r, 'U(S)) temos a seguinte 

seqüência de S-isomorfismos 
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S®R(SJ®RSJ) ~ (S®RSJ)®s(S ®RS~) ~ S1 ®sS9 ~ S19 ~ SQ9RSJ
9 

cuja composição é um D-isomorfismo. Logo, 

Ts ®D (S ®R (SJ' ®R SJ)) ~ Ts ®D (S ®R S}9 ) de onde segue que 

(Ts ®D S) ®R (SJ' ®R SJ) ~ (Ts ®D S) ®R SJ'9 e portanto 

S}' ®R SJ ~R ®R (SJ ®R SJ) ~R ®R S}'9 ~ SJ'9 ou seja, 

ry(Jg) = SJ'9 = S] ®R SJ = SJ' SJ = ry(J)TJ(g). 

Agora, mostremos que B 1(r , 'U(S)) está contido no núcleo N(ry) de ry. 

De fato, se f E B 1 (r, 'U(S)) então f('y) = u-11(u), para algum u E 'U(S) 

e para qualquer 1 E r. Logo, para todo r E R temos, em Sf , 1-u-1r = 

f(!')!'(u)- 1r = u-11(u)!'(u)-1r = u-1r, para qualquer 1 E r , ou seja u-1r E 

SJ. Isto define um R-homomorfismo, claramente injetor, {, : R -T S] , dado 

por t, : r ~ u-1r. Além disso, t, é um isomorfismo, pois se s E S}' então 

s = 1 · s = f(T)I(s) = u- 11(us), e portanto 1(us ) = us, para todo 1 E r . 
Logo, us E sr = R e t,(us) = u-1(us) = s, ou seja, t, é sobrejetor. Assim, 

ry(J) = S}' =R e f E N(ry). Conseqüentemente TJ induz um homomorfismo 

de grupos ry1 : H 1(r, 'U(S))--? Pic(R) dado por 'T/1(1) = SJ. 

Etapa 2: a exatidão em H 1(r, 'U(S)) 

Seja f E Z 1(r, 'U(S)) tal que S}' = R. Então S}' ~ R como R-módulos e 

temos a seguinte composição w de D-isomorfismos s ~ s ®R R~ s ®R sr; ~ 
S1, dada por por w: s ~ s®l ~ s®w ~ sw = ws, para algum w E SJ' c Sf. 

Como w é um isomorfismo, w E 'U( S). Além disso, dado v E D temos 

v. (ws) = v· w(s) = e1(v) · w(s) = w(B1(v) · s) = w(BJ (v) · s), para todo 
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s E S. Logo, v· w = wet(v), ou seja, e1(v) = w-1v · w. Em particular, já 

que w E S}' , et('y) = w-1f · w = w- 1w = 1, para qualquer 1 E r. Por outro 

lado, e tb) = w-1f.w = w-1 f (f)r(w) . Assim, f (I) = wf(w-l) para todo 

1 E r , o que mostra que f E B1(r, U(S)). Ou seja, [f] = 1 em H 1(r, U(S)). 

Etapa 3: a definição de 112 

Seja P E Pie( R). Então f 0 1 : S ®R P--+ 7 (S ®R P) é um S-isomorfismo, 

para todo 1 E r. É suficiente mostrar que "'f 0 1 é um S-homomorfismo. De 

fato, 1® 1 (s(s' ®x)) ="'f® 1(ss' ® x) = "t(ss') ®x = "'t(s)f(s') 0 x = s · ('y 0 

1(s' ® x)), para quaisquer s, s' E Se x E E. Portanto f · S ®R P = S ®R P, 

para qualquer ' E r ) ou seja, s 0 R p E Pie( Sl. Isto permite definir uma 

aplicação 112 : Pic(R) --+ Pic(S)r dada por 112 : P t-t S ®R P. Claramente 112 

é um homomorfismo de grupos. 

Etapa 4: a exatidão em Pic(R) 

Seja f E Z1(r, li(S)). Então 1727JI([f]) = 1J2(S}') = S ®R S]' e S ®R Sj ~ S1 

como D-módulos e, em particular, como S-módulos. Mas St ~ S como S­

módulos e então 112111 = 1. Ou seja, a imagem de 171 está contida no núcleo 

de 7J2· 

Consideremos agora um elemento P do núcleo de 172· Então existe um 

isomorfismo de S-módulo <f;: S®RP--+ S. Observemos que S®RP tem uma 

estrutura de D-módulo à esquerda, com D agindo na primeira componente. 

Seja e : D --+ D a aplicação dada por e(v) · s = <f;(v · q;-1(s)) , para todo 

v E D e s E S. É fácil verificar que e é um homomorfismo de R-álgebras 

e de S-módulos. Logo e(s) = se(1) = s e e é univocamente determinado 
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por sua ação nos elementos 'Y E r. Seja f : r ---+ S a aplicação dada 

por j(F) = B(F) · 1, para qualquer 'Y E r. Como B('Y) = rjJ('Y · rjJ- 1( _)) é 

claramente um isomorfismo e B('Y) · s = if{r · q>-1(s)) = 4>( 'Y(sq>-1(1))) = 

4>( "f(S)"f(4>- 1(1))) = 'Y(s)if{r · 4>-1(1)) = "f(s)B('Y) · 1 = !(s)f('Y), para todo 

s E S, então f('Y) E li(S) e B('y) = f('Y)"t, para qualquer 'Y E r. Além 

disso, de f(Tt'h'Y' = B('Yf') = B('Y)B('Y') = fbh· f('Y'h' = f('Y)"t(j('Y'))'Y'Y1 

decorre que f('Yf') = f(!)'Y(J(f')), para quaisquer "f,f' E r, ou seja, f E 

Z 1(r, U(S)). Para a conclusão da demonstração desta etapa basta exibir 

um R-isomorfismo de P em S], isto é, mostrar que P está na imagem de fll· 

Para tanto, observemos que q>-1 é um $ -isomorfismo de S em S ®R P e que 

r!J('Y · q>- 1 ( - )) = B('Y) = f('Y)'Y, para todo 'Y E r. Logo, para quaisquer sE S1 

e s'1 E D temos r/J-1(s''Y · s) = q>-1(s'f(''lh · s) = q>- 1 (rjJ(s''Y · q>- 1(s))) = 

s'l4>-1(s). Então, if>-1 : S1 ---+ S ®R P é um isomorfismo de D-módulos à 

esquerda e 

SJ' ~ Ts ®n S1 
1
®4>-

1 

Ts ®n (S ®R P) ~ (Ts ®n S) ®R P ~R ®R P ~ P 

é um isomorfismo de R-módulos. 

Etapa 5: a definição de f73 

Seja P E Pic(Sl. Então "f· P = P, para cada 'Y E r . Conseqüentemente, 

existe um R-isomorfismo 1/J7 : P ---+ P tal que 'I/J7 ( sx) = s · 'lj;7 ( x) = 1( s )'l/J7 ( x), 

para quaisquer s E Se x E P. Logo 'l/J7 -r'I/J:;}'l/J:;1 
: P---+ Pé um isomorfismo 

de R-módulos e 'I/J77,'1/i;;}'I/J:;1(sx) = s'lj;77''1/J:;h/J:;1 (x), para quaisquer sE S 

ex E P. Portanto, 'lj;77,'1/J:;h/J:;1 E ênds(P) . Por outro lado, já que P é um 

S-módulo projetivo de posto constante 1, é fácil verificar, via localização, que 

a aplicação": S---+ ênds(P), dada por s :t--t (Ls: x t--t sx), para todos E S 
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ex E P , é um isomorfismo de S-módulos. Conseqüentemente, 'l/Jrr'l/J:;,1'1/J:;1 é 

a multiplicação por um elemento j(J, 1' ) E U(S), para quaisquer "'f, 1' E r. 
Desta forma, para cada S-módulo P tal quePE Pic(St existe uma função 

f : r X r --+ U(S). Além disso, da igualdade '1/;-y(-y'-y") = '1/;('Y-y'h" obtemos que 

f E Z2(r , U(S)). 

Seja ry3 : Pic(S)r --+ H2(f, 'll(S)) a correspondência P ~----+ [!]. Mostremos 

que 'r/3 está bem definida. Para isso, seja { À1 I 1 E r} uma outra escolha 

de R-isomorfismos de P em P tais que À1 (sx) = 1(s)À1 (x) , para quaisquer 

s E S e x E P. Pelo mesmo argumento utilizado acima, determinamos 

uma nova função g : r@ r --+ 'll(S) tal que g(J, I ') = ÀI'Y' À.~} A;·1, para 

quaisquer 1,1' E r . Também como acima g E Z2(r , 'U(S)). Como À1 '1/J:;1 é 

um S-isomorfismo de P em P, então À1 '1/J:;1 é também a multiplicação por 

um elemento h( 1) E 11( S). Temos: 

f (J, 1')- 1 g(J) I') = ( '1/J-y'l/;-y''l/J-;;,) (À-y-y' À-;} À-;1
) 

= ( 'I/;1 À-;1 )À1 ( '1/;1 , À-:;,1 )À1 ''1/J-;;,Àn' À-;,1 À,;-1 

= h(J)-1 À'Yh(J')-1 À'Y' 'I/J;;,À-n'À.;-,1 X;1 

= (J(h(J' ) )h(!) )-1 (À1À1~'1/J;;,) (À11, x;,1 À,;-1
) 

= (J(h(J') )h(!) )-1 (À-y-y' À;,1 À-; 1
) ( À'YÀ'Y''l/J-;;,) 

= (J(h(J' ))h(J))- 1h(J"'f' ). 

Então, [f] = [g] E H 2(r, 'll(S)) e ry3 está bem definida. 

Resta mostrar que ry3 é um homomorfismo de grupos. Sejam 

P11 P2 E Pic(Sl tais que ry3(P1) = [f] e ry3(P2) = [g]. Para cada 1 E r , 
sejam '1/;1 : P1 --+ P1 e B1 : P2 --+ P2 os R-isomorfismos que definem f e g 
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respectivamente. Logo '1/;1 ® 01 : P1 ®s P2 ---+ P1 ®s P2 é um R-isomorfismo 

que define um novo elemento h E Z 1(r , U(S)). Portanto, para quaisquer 

{, 1' E r temos 

h(t, 1') = (Wn' ® B1~; )('I/J1 ' ® B'"Y' )-1 ('1/J1 ® 01 )-
1 

1 ,,,- 1,,,-1 10\ Ll B-le- 1 
= '1/.JT"r' 'f-'-y' 'f-'-y 101 0 11' 1 1 I 

Conseqüentemente, 'TJ3(PI ®s P2) = [f][g] = 'TJ3(P1)TJ3(P2) e 'f/3 é um homo-

morfismo. 

Etapa 6: a exatidão em Pic(S)f 

Observemos que se P E 'TJ2(Pic(R)) , isto é, se P = S ®R E, para algum 

E E Pic(R) , então P ~ 1 P via o R-isomorfismo 'lj;1 = 1®1, para todo 1 E r. 

Além disso, 'I/J1 '1/J1 ' = 'I/J11, . Então, 773(?) = [!], com J(t, t') = Wn'w:/w:;1 = 
1, para quaisquer 1, 1' E r . Ou seja, P está no núcleo de 'f/3 . Reciprocamente, 

se P está no núcleo de 'f/3 então, para cada 1 E r, existem um R-isomorfismo 

7./;1 : P ---+ P e um elemento h( 'Y) E 11( S) tais que 'I/J1 ( sx) = 1( s )'1/;1 ( x), 

para quaisquer sE S, x E P e 1/J11,7./;:f1'1/J:; 1 = h(tl') (h(t)t(h(t')) - 1, para 

quaisquer ,, { 1 E r. Conseqüentemente, a ação f . X = h(t)- 1'1/J/(x) , para 

todo x E P e todo 1 E r, define sobre P uma estrutura de D-módulo à 

esquerda. De fato, para quaisquer , , { 1 E r e X E P, temos 

1 · (t' · x) = 1 · (h(t') 'I/J1 ,(x)) = h(t)- 1'1/J1 (h(t')'I/J1 ,(x)) 

= h(t)-11(h(t')) - 1'1/J1 1/J7 ,(x) = h(tt')- 1'1/J1 -y'(x) = b1') · x. 

Mas P e S são, respectivamente, S-módulo e D-módulo à esquerda projetivos 

finitamente gerados, então Pé também um D-módulo à esquerda projetivo 
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finitamente gerado e, pelo Lema 1.5.5, P :::::: S ®R pr. Como P é S-módulo 

projetivo de posto constante 1, pode-se ver facilmente, via localização, que 

P e S têm o mesmo posto como R-módulos projetivos. Portanto, ainda via 

localização e pelo Lemme !.6.1 de (27], obtemos que pr E Pic(R), ou seja, 

P = 772(Pr). Com isto concluímos a demonstração do teorema. O 
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Capítulo 2: O Resultado 
Principal 

Neste capítulo R continua denotando um anel comutativo com unidade. 

Seja p E Z primo ímpar e regular em R. Em todo este capítulo, denotamos 

por S o anel S = (~~~)) e ê =X+ (<I>p(X)) . Pelo que vimos no primeiro 

capítulo ê é uma raiz primitiva p-ésima da unidade em S = R[ê]. Como antes , 

denotamos por Pic(S) o grupo de Picard, das classes P de isomorfismos dos 

S-módulos projetivos P de posto constante 1, e por Piep(S) o subgrupo de 

p-torsão. 

Na primeira secção definimos uma ação de r = {li li : ê ~---+ êi, 1 ::; 

i::; p - 1}, que é um subgrupo de R-automorfismos de S, sobre a seqüência 

exata de L. Childs e· mostramos que a seqüência formada pelos subgrupos 

estáveis por r também é exata. 

Nas secções seguintes vamos estender os resultados de C. Greither e R. 

Miranda [17], dando uma caracterização para os grupos Tp(R) , Hp(R) e 

PrimPiep(R[GJ), onde G denota o grupo cíclico de ordem p. 
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2.1 A r-linearidade 

Em [9], L. Childs mostrou que a seqüência de grupos abaixo é exata: 

1 ----+ Gp(S) ~ Tp(S) ~ PrimPü;,(S[G]) ----+ 1 

'UAP(S) . 
onde Gp(S) = ( )P com À= ê- 1 e, para qua1squer [A) E Tp(S) e 

11;. (S) 

_ - . _ ( S[X] ] 
a E Gp(S), 1r([A; O"]) =A e J (a) = (!(X)); O"(x) = êX + 1 

com x =X+ (!(X)) e f E S[X) mônico dado pela equação (..\X+ 1y-a= 

..\P f(X) (Corolário 1.2.5). 

Consideremos agora o subgrupo de AutR(S), r= {id = 11>12, ... ,{p-d 
com li : ê ~ êi, para todo 1 ::; i ::; p - 1. Como vimos no Capítulo 

anterior, r é cíclico. Para definir uma ação de r sobre a seqüência de L. 

Childs, precisamos do seguinte módulo: dados A um S-módulo e 1 E r , 
definimos o S-módulo -yA tal que -yA =A como grupo aditivo e S age sobre 

-rA via s · a = 1( s )a, para quaisquer s E S e a E A. Então a ação de 

r sobre a seqüência de L. Childs é dada pela ação natural sobre os grupos 

Tp(S) e PrimPiep(S[G]) e pela *-ação sobre Gp(S): para cada li E r com 

1 :S i ::; p- 1, 

{i ([A; O"]) = [-y,A; O"], para qualquer [A; O"] E Tp(S); e 

para qualquer P E PrimPiep(S[G]). 

Observemos que estas ações estendem as *-ações de C. Greither e R. 

Miranda [17]. Claramente, precisamos verificar esta afirmação somente so-
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bre PrimPiep(S[G]). Então, vamos supor que p E U(S), e portanto, para 

qualquer classe [A; <7] E Tp(S), temos A ~ S EB P EB ... EB p®(P-l) onde 

p = PA ={a E A I <í(a) = éa} ([3] e [14]). Sejam Ti E r e 

A= 1r([A;<í]) E PrimPiep(S[G]) = 1r(Tp(S)). Logo, 

li*A = 1;(S EB P E9 ... 9 P0 {p- l )) = ,iS EB ,iP EB ... ffi ,.P 0 {p-l) E Pic(S[G]) . 

Agora, trabalhando em Picp(S) como C. Greither e R. Miranda, traba­

lhamos com PA em vez de A, e <7(a) =é· a somente para os elementos de 

l i p rii. De fato, sejam 1 ~ i ~ p- 1 e a= 2::~1 xlk ® ... ® Xik E lip®; 

com Xjk E P ={a E A I <7(a) = éa} para quaisquer 1 ~ j ~i e 

1 ~ k ~ m. Então, <7(a) = 2::::~1 cX1k®· .. ®é:Xik = 2::::~1 e:i(xlk®· .. ®Xik) 

= êi ( L:;=l X1k ® ... ® Xik) = 'Yi(é)a =é· a. É fácil ver que, para k =;f i 

e (3 E 1 ; p ®k , <7 ((3) = ék f3 =I ê · f3. Conseqüentemente, 

'Yi *A= P1 ;A = 1; p ®i = (i* PA, o que mostra a afirmação. 

A verificação de que o homomorfismo 1r comuta com a ação de r sobre 

os grupos Tp(S) e PrimPiep(S[G]) é imediata a partir das definições dadas. 

Para a verificação de que o homomorfismo j também comuta com a ação 

de r sobre os grupos Gp(S) e Tp(S), necessitamos de algumas considerações 

preliminares. 

Observemos que cada 1 E r se estende de modo natural a um R-automor­

fismo de S[X] via '"Y(L:k skXk) = L:
1
(sk)Xk. Observemos também que a 

cada polinômio h(X) = Lk skXk em S[X] corresponde o polinômio 

-yh(X) = Lk '"Y- 1(sk). xk em ,(S[X]). Assim, 'Y ( (;gL) = (~~~~])} = -y(S[x]) 

onde x =X+ (j(X)) e além disso, a aplicação 1 (S[X]) -----+ S[Z] dado por 
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.L Sk . xk) 1-7 .L skzk' induz um isomorfismo de S-álgebras 
k k 

. ( [ ]) _ -y(S[X]) _, S[Z] _ [ ) _ ( _1 ) ) 
<p. -y S x - (-y/(X)) (l-l(f(Z))) - S z onde z- Z + 1 (f(Z ) . 

Agora, via <p estendemos a ação de CJ sobre S[z], isto é, 

CJ(z) = <p(CJ(<p-1(z))) = <p(CJ(x)) = <p(l-1(e) · x + 1) = , - 1(e)z + 1. 

Assim, para cada "fi E r, 

li(J(a)) =1i(((:l~~);CJ(x) =ex+ 1]) = ['YiC:l~~));CJ(x) = ex+ 1] 

_ [-rJS[X]). ( ) _ -1( ) . ] _ [ S[ZI . ( ) _ -1( ) ] 
- (-yJ(X)), CJ X -li ê X:- 1 - b; r{f(Z))), CJ z -fi ê z + 1 

= [ ("Y; fc[~IZ))); CJ(z) = éz + 1] em Tp(S) , com it = 1(modp). 

Por outro lado, seja w = (CJ(z) - z) E S[z]. Então, w = (é- 1)z + 1 = 

/i-1(-X)z + 1. Logo, CJ(w) = (é - l)CJ(z) + 1 = (é - l)(w + z) + 1 = 

(é-1)z+1+(et-l)w=w+(é-1)w=éw e CJ(wP)=(é)PwP=wP, ou 

seja, b = wP E S. Além disso, w E U(S[z]). De fato, suponhamos que exista 

ME Max(S[z]) tal que w = (CJ(z)-z) EM. Conseqüentemente, (CJ(s)-s) E 

M, para cada s E S[z], o que contradiz o fato de que S[z] é extensão galoisiana 

de R (Teorema 1.1.1). Mas li1(.X) = (é- 1) = .X(é-1 + ... +c+ 1) E .XS, 

isto é, w = /i- 1 (-X)z + 1 E li>.(S[z]) e portanto b = wP E li>."(S). 

Afirmamos que b = li1(a). De fato, (.XX+ 1)P- a = .XP f(X) em S[X], 

significa que (!i 1(.X)X + 1Y- /i-1 (a) = /i- 1(-X)P -yJ(X) em -y;(S[X]) . Con­

seqüentemente (/i 1(.X)Z + 1y- li1 (a) = li- 1(.X)Pii1 (f(Z)), isto é, ((é-

1)Z + 1Y- li1(a) = li1(.X)Pii1 (f(Z)) em S[Z]. Agora, de 1i1 (f(z)) =O 

em S[z], temos ((et - l)z + 1y- li1(a) =O, ou seja, b = wP = li- 1(a). 
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Finalmente, seja v = wi . Então, vP = (wi)P = (wP)i = bi = 1i-1(ai) 

e o-(v) = o-(w)i = (éw)i = éitwi = éV. Como w = 1 + (ét - 1)z e 

(é - 1) = .Ã(ét-1 + ... +é+ 1), w = 1 + ..\(é-1 + . . . +é+ 1)z. Logo, 

v = wi = 1 + .Ày para certo y E S[z] . Assim, é+ é.Ày = éV = o-(v) = 

cr(1 + ..\y) = 1 + ..\o-(y), isto é, é - 1 + é.Ày = ..\o-(y), ou ..\(1 + éy) = ..\a(y). 

Mas .À é regular e portanto o-(y) = éY + 1. Segue da igualdade vP = -y;1(ai) 

que (1+..\y)P-,;1(ai) =O. Conseqüentemente, existe um polinômio mônico 

g(Y) E S [Y] satisfazendo (..\Y + 1)P - -y;1 (ai) = ..\Pg(Y), com g(y) = O. Pelo 

Teorema 1.3.5, S [z] = S[y]. Já que y é raiz de g(Y), segue do teorema do 

homomorfismo e da com par ação dos postos que existe um isomorfismo de 

S-álgebras S[y] ~ S[Y] . Além disso, 1/J é um isomorfismo de extensões 
(g(Y)) 

de Galois, pois 1/J(o-(y)) = 1/J(éy + 1) = éY + 1 = o-(Y) = o-(1/J(y)). Portanto, 

[ 
S[ Z] t ] [ S[Y] ] , 

('Y;1(f(Z))); cr(z) = é z + 1 = g(Y); o-(y) = éy + 1 , onde g E S [Y] e o 

polinômio mônico dado pela equação (..\Y + 1)P - -y1-
1 (ai) = ..\Pg(Y) e 

[:l~l ; a(y) = éy + 1] = j ( 'Yi 1(ai)) = j('Yi * ã) . Com isto, mostramos que 

'Yi (j (ã)) = j ( 'Yi * ã). 

Finalizamos esta secção, mostrando que a seqüência formada pelos grupos 

estáveis pela ação de r sobre a seqüência exata de de L. Childs também é 

exata. 
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2.1.1. Teorema 
. . R[X] 

Se;am p E Z pnmo, S = (<J?p(X)) = R[é] com é= X+ (<J?p(X)) e 

r = {li I Ti : é t-+ éi, 1 ~ i ~ p- 1} subgrupo de AutR(S) . Então, a 

seqüência r 
1 ---+ Gp(S)"r ~ Tp(S( ~ (PrimPiep(S[G]) ) ---+ 1 

é exata, onde j(ã) = [ (:l~~); a(x) =EX+ 1 J com x =X + (!(X)) e 

f E S[X] mônico dado pela equação (ÀX + 1y- a= ÀPf(X) e 

1r([A; a]) =A, para quaisquer [A] E Tp(S) e a E Gp(S). 

Demonstração : Claramente a seqüência é exata à esquerda, pois j é 

a rest rição à Gp(S)"r de um monomorfismo. Então, decorre do Lema da 

Serpente ([42] Theorem 6.5) que a seqüência abaixo é exata: 

1 ---+ Gp(S)"r ~ Tp(S( ~ (PrimPiep(S[G])) r ~ 

~ H 1(r,Gp(S)) ~ H 1(r ,Tp(S)) ~ H 1(r, (PrimPiep(S[G]))r). 

Por outro lado UÀP(S) Ç UÀ(S), e portanto GP(S) = ~~(~~~ é de p-torsão. 

Então, ( H 1 (r, Gp(S)) )P = {I} ([42] Theor~m 10.26). Além disso, r ~ 
U(Zjp'll) e, em particular, I r I= p- 1. Logo, segue que 

(novamente por [42] Theorem 10.26) ( H1 (r, Gp(S))) (p-l) = {I}. Assim, 

dado e E H 1(r, Gp(S)), I= fjP = ee(p-l) =e, e portanto 

H 1 (r, Gp(S)) ={I}. O que conclui a demonstração. o 
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Para obter o isomorfismo desejado, vamos exibir, para cada A, extensão 

galoisiana de S com grupo de Galois G, uma extensão galoisiana Ao de R 

com mesmo grupo de Galois G, tal que [A] = {S ®R Ao] em Tp(S). Fazemos 

isto, aplicando técnicas da teoria de ''descente'' galoisiana, observando o fato 

de que, em geral, S não é uma extensão galoisiana de R pois, para p não 

invertível em R, S = R[é] não é R-separável. Então, usamos o conceito de 

extensão r -normal (ver secção 1.3). Para o caso em que [A] E Hp(S), isto é, 

A possui S-base normal, Ao (que possui R-base normal) é obtida no próximo 

lema. Para isso, consideremos novamente o subgrupo cíclico de AutR(S), 

r = { id = 'Yl 1 J2 1 • • • 1 'Yp- i} com 'Yi : é ~ é i 1 para todo 1 < i :::; p - 1. 

2.2.1. Lema 

Sejam p E Z primo ímpar, G = (CJ) grupo de ordem p e A uma extensão 

r -normal de S com grupo de Galois G que possui S -base normal, isto é, 

[A] E Hp(S) tal que 'Y se estende à i' E AutR(A) com ordem p-1 satisfazendo 

CJ,:Y = ,:YCJ, onde r= ('Y). Sejam f'= (i') e Ao= Ar. Então, [Ao] E Hp(R) 

e [A.)= [S ®R Ao). 

Demonstração : Como i' comuta com CJ temos CJ(Ao) Ç Ao e portanto G 

age naturalmente (via restrição) sobre Ao. Assim, a ação de G sobre S®RAo 

é dada via 1 ® G. Então, como a,:Y = i'CJ e i' ls= -y, segue que 

(S®RAo)c = S®RA~ = S®R (Ac)t = S®Rst = S®Rsr = S®RR =S. 

Mas, [A] E Hp(S), isto é, A possuiS-base normal. Seja {ai = ai(ao) I 
O :::; i :::; p - 1} uma S-base normal de A. Pelo Corolário 1.3.2, 
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p-1 

a= 2: o:icr- i E 'U(A[G]) e cr(o:) = o:cr. 
i=O 

p-1 p-1 

Por outro lado, ::Y age sobre A[G] via i( I: aicr-i) = 2: ::Y(ai)cr- i. 
i=O i=O 

p-1 p- 1 

Seja {3 = IJ ik(o:-1) = 2: f3icr-i E 'U(A[G]). Então, 
k=1 i= O 

{3 = .:Y(f3) = .:Y(L:f,:~ f3i cr-i) = L:f,:~ .:Y(f3i)cr-i e portanto, f3i = ::Y(f3i), para 

todo 1 :::; i :::; p- 1. Logo, {3 E 'U(A0 [G]). Além disso, 

p-1 p-1 
cr({3) = cr(IT .:Yk(a- 1)) = IT .:yk(cr(a-1)) 

k=1 k=1 
p-1 p-1 p-1 

II -k( -1 - 1) rr -k( -1)-k( -1) {3 rr -k( -1) {3( -l)p-1 {3 = I a cr = I a f CJ = · f CJ = cr = cr. 
k=1 k=1 k=1 

Novamente pelo corolário 1.3.2, {,6i = cri(,60)}f,:~ Ç Ao é S-base normal de 

A. Claramente {,6i}f,:~ é também uma R-base de A 0 . 

Consideremos agora o homomorfismo de S-álgebras S ®R Ao ~ A dado 
p-1 p-1 

por .u( L si 0 bi) =L sibi· Então ,u comuta com a ação de G. De fato , 
i=O i=O 

p-1 p-1 p-1 p-1 
,ucr L si 0 bi = 2: sicr(bi) = cr (L sibi) = ( cr,u L si® bi). 

i=O i=O i=O i=O 

Já que a imagem daS-base {10 ,6i}f,:~ de S ®R Ao é {f3i}f,:~, que é uma 

S-base de A, obtemos que ,u é um isomorfismo de S-álgebras. Segue que 

S 0R Ao também é uma extensão galoisiana de S com grupo de Galois G. 

De fato, sejam Xi, Yi E A (1 :::; i :::; m) coordenadas de Galois da extensão 

A. Claramente, ,u-1(xi), ,u-1(yi) E S 0R Ao (1 < i < m), são coordenadas 
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de Galois da extensão S ®R A0 . Logo, em Tp(S), [A] = [S ®R A0]. 

Agora, S é uma R-álgebra fielmente plana ([4], pg.46) , pois S = R[é] é 

livre. Então, segue do Lema 1.1.8 que Ao é extensão galoisiana de R com 

grupo de Galois G. o 

No próximo lema, mostramos que, para cada extensão galoisiana A de R 

com grupo de Galois G, ao ((subir" do anel A para o anel S®RA com S = R [é), 

preservamos as operações dos grupos T(G; R) e T(G; S). Observemos que 

não precisamos da hipótese I G I= p prima. 

2.2.2. Lema 

Sejam R Ç S, com S uma R-álgebra comutativa e G um grupo abeliano 

finito. Sejam [A] = [S ®R Ao] e [B] = (S ®R Bo] em T(G; S), com 

[A0), (B0) E T(G; R). Então, [A]* (B) = [S ®R (Ao ®R Bo)6c ] E T(G; S). 

Demonstração : Da hipótese, existem isomorfismos de extensões de Galois 

A~ S ®R Ao e B!:::, S ®R Bo satisfazendo jrJ = (1 ® <7)! e g<7 = (1 ® <7)g 
f ®g 

para qualquer rJ E G. Portanto A ®s B ~ (S ®R Ao) ®s (S ®R Bo) com 

f® g(u ® T) = (1 ® u)f ® (1 ® T)g para quaisquer u, TE G. 

Como Ao e B0 são extensões galoisianas de R com grupo de Galois G 

então Ao®RBo é uma extensão galoisiana de R com grupo de Galois G®G = 

{ u ® T J <7, T E G} e S ®R Ao ®R B0 é extensão galoisiana de S (Lema 

1.1.6), com grupo de Galois G®G ~ 1®G®G (G®G age sobre Ao®RBo 

via u ® T e sobreS ®R Ao ®R B0 via 1 ® rJ ® T, para quaisquer u, T E G). 

Assim, definimos 
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i,j 
n(a;f) m(b;g) 

onde f(a) = L si(a; f)® ai e g(b) = L ti(b; g) ® bi. Como f e gestão 
i=l j=l 

fixos, escrevemos n(a) = n(a; !), si(a) = si(a; !), m(b) = m(b; g) e ti(b) = 

ti(b;g), para quaisquer 1 :::; i :::; n(a) e 1 :::; j :::; m(b). Além disso, para 

qualquer a E G , f a= (1 ® CJ)j e ga = (1 ® a)g. Então, dado CJ E G, 

n(a) n(cr(a)) 

L si( a)® CJ(ai) = (1 ® CJ)j(a) = jCJ(a) = L si(a(a)) ® a(a)i 
i=l i=l 

e 

m(b) m(-r(b)) 

Lti(b) ®r(bj) = (1 ®r)g(b) = gr(b) = L ti(r(b)) ®r(b)i 
j=l j=l 

Logo, 'I/;( a® r) = (1 ®a® r)'l/;, para quaisquer a, r E G. De fato, dados 

(a®b) E A®sB e a,r E G, 

1/;((a®r)(a®b)) = 1/; (a(a)®r(b)) = ,Lsi(a(a))tj(r(b)) ®CJ(a)i®r(b)j 
l ~i~n(u(a)) 
l~j~m(-r(b)) 

= (~ s,(a) ®o-( a,) ® 1) (~ t;(b) ® 1 ® T(b;)) 

- L si(a)ti(b) ® CJ(ai) ® r(bj) = (1 ® a ® r)'l/;(a ® b). 
lSi~n(a) 
l~j~m(b) 

Conseqüentemente, 
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1/J 
(A ®s B)6G:::::: (S ®R Ao ®R Bo)l®óG = S ®R (Ao ®R Bo)6G 

Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, (Ao ®R B 0 ) 6c é extensão 

galoisiana de R com grupo de Galois G :::::: G 8~ G , ou seja, em T( G; S), 

[A]* [B] = [S ®(Ao ®R Bo)w]. 

Podemos agora mostrar o isomorfismo desejado 

2.2.3. Teorema 

Sejam p E Z primo, S = (<I?~\~)) = R[c] onde ê =X+ (<l?p (X)), 

r= {li I li: é f-' é, 1 :::; i< p- 1} subgrupo de AutR(S) e 

<I?p(X) o p-ésimo polinômio ciclotômico em R[X]. Então, 

cp : Tp(R) --r Tp(Sl 
[A;<~] t--t [S®RA;1®<í] 

é um isomorfismo de grupos. 

o 

Demonstração : A ação de r sobre s ®R A é via primeira coordenada. 

Logo, para cada 1 E r, 1c,o[A; cr] = 1[S ®A; 1 ® <~] = ["(S ®A; 1 ® <~] = 

[S ® A;1 ® <1] = c,o[A;<1], isto é, cp[A; O'] E Tp(S)r. Consideremos agora 

[A1; 0'1] = [A2; 0'2] em Tp(R), e seja f: A1 --r A2 isomorfismo de R-álgebras 

tal que f<~1 = <~2f. Conseqüentemente, 1 ®f: S ®R A1 --r S ®R A2 é um 

isomorfismo de extensões de Galois. Logo, cp está bem definida, e segue do 

Lema anterior que cp é um homomorfismo de grupos. Mostremos que cp é 

bijetor. 

Seja [A; a] E K er(cp) , isto é, [S ®R A ; 1 ® <~] = [SP; r] onde 

r(s1: .. . , sp) = (sp, s1, .. . , sp_1). Logo, existe (3 : S ®RA --r SP isomorfismo 

de S-álgebras tal que ,8(1 ® <1) = r(J. 
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Para cada 8 E r, definimos eó = (38(3-18-1. Claramente eó E AutR(SP). 

Observemos que r age sobre SP via õ. (sb . .. ) Sp) = (õ(s1), .. . ) ó(sp)). Logo, 

para quaisquer s E S e z E SP, 

Bó( sz) = {3ó{3-1o-1 ( sz) = {3o{3- 1 
( o-1 ( s )ó- 1 (z)) = f3o(o-1 ( s )(3- lo-1 (z)) = s Bó(z), 

isto é, Bó E Aut5(SP). Por outro lado, a ação de r sobre Auts(SP) é via 

conjugação: Õ(p) = Õpo- 1 , para quaisquer 8 E r e p E A uts(SP). Assim, 

Bó1 ó2 = {3ó1ó2{3- 1Õ21ó11 = ({3õi{J-1óJ.'1)ó1(!3ó2{3-1ó21)óJ.'1 = Bó1 ói (Bó2 ) 

= B(ór)ó1(B(ó2)) , para quaisquer ór,ó2 E r = <-y>. Portanto, a aplicação 

B : r ----+ Auts(SP), dada por B(õ) = Bó é um 1-cociclo. 

Por outro lado, a ação de r comuta com a ação de T. De fato: 

ÓT(s1, ... , sp) = õ(sp, s1, ... , Sp-I) = (ó(sp) , ó(s1), ... , ó(sp_l)) 

= T(ó(s1), ... , ó(sp)) = 7Ó(s1, ... , sp), para qualquer (s1, . .. , Sp) E SP. 

Além disso, para cada ó E r , Bó7 = {3ó(3-ló- 17 = {3ó{3- 17ó-1 

= /38(7-1 f3)-1o-1 = f3o (!3(1 ® 0'- 1) ) -
1 o-1 = f3o(1 ® 0'){3- 18- 1 

= {3(1 ® O')ó{3-1ó-1 = 7{3ó{3- 1ó-1 = TBó, ou seja, 

eó E .6. = {w E Auts(SP) I WT = rw} . 

Observemos que .6. Ç U(S < 7 > ). De fato, por ([6], Theorem 3:1), 

para cada w E ll, existem ei,w E SP, O :::; i :::; p - 1 idempotentes or­

togonais com soma 1, tais que w = l:::f~~ ei,w7i . Já que W7 = 7W, 

""p-1 i+1 ""p-1 ( ) H1 E - ( ) . t , segue que w i=O ei,w7 = wi=O 7 ei,w 7 . ntao, ei,w = T ei,w , 1s o e, 

ei,w E (SP)(7') = S, para todo O :::; i:::; p - 1. Assim, mostramos que 
p-1 

f:l = { w = L ei,w Ti I { ei,w }f,:J é uma famflia de idempotentes de S dois a 
i=O 

dois ortogonais e com soma 1}. Como S e ( 7) são comutativos, segue 
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que 6. é comutativo. Além disso, 6. é r-módulo via a conjugação. 

Já vimos que (} : r ----+ 6., 8 ~ (}8 é 1-cociclo. Logo e E H 1(r, 6.) , e 
-p-1 -

portanto e = 1, onde 1 : r ----+ 6. associa a cada 8 E r a identidade 

idsP ((42), Theorem 10.26). Por outro lado, para qualquer (}8 E 6., (}ó = 

:Lf.=-~ ei,8íi onde { ei,8 }f,:-J é uma família de idempotentes de S dois a dois 

ortogonais com soma 1, para todo O:::; i:::; p - 1. Então, 

(}p ("p-1 i)p "p-1 iP ("p-1 ) .d 1 .d .d 
6 = L--i=O ei,óT = L--i=O ei,8r = L-- i=O ei ,ó 2 SP = · 2 SP = 2 SP, 

ou ainda, para cada 8 E r, (}P(8) = e~ = idsP · Logo, ~ = I e portanto, 

I = eP = ep-l e = e. Conseqüentemente, e = I em H 1 (r' 6,.)' ou seja, (} é 

um 1-cobordo. Logo existe w E 6. tal que e(8) = 8(w) · w-1 , para qualquer 

8 E r. Então, 8(8) = {Jó-1(3- 18-1 = 8(w)w-1 = ówó-1 • w- 1 = w-18w8-1, e 

portanto obtemos que (3ó(3- 1 = w-18w, ou seja, (wf3)8 = 8(w{3), para cada 

8 E r. Assim, o isomorfismo w(J: s ®R A~ SP ~ SP nos mostra que 

A J1. R ®R A= sr ®R A= (S ®R Al ~ (SPl = RP, 

isto é, A~ RP. Além disso, w{3 · 1 ® ~ = wr{3 = rw(J, e portanto 

[A] = [RP] = ec(R). Conseqüentemente, <pé injetor. 

Para mostrar a sobrejetividade de <p é suficiente verificar que 

[A; ~JCP-1) E <p(Tp(R)) , pois h: Tp(S)f----+ Tp(Sl dado por 

h([A; ~]) = [A; ~J{p-1) = [A; ~J- 1 é um isomorfismo de grupos. Observemos 

que p-1 

h([A;~]) = [A;~J (p- 1 ) = IJ "/i([A;~l), pois [A;~J E Tp(S)f. 
i=1 
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B = [(®f,:J 'YiA.)N; e7 ® 1 ® ... ® 1], onde N é o núcleo da multiplicação 
p-1 . II z z d fi .d (- -) np-1 n p-1 z m . . pZ - pZ e m a por m z1, ... , Zp- 1 = i = l zi e i=l pZ age 
l=l 

sobre (®f,: f A.) coordenada a coordenada. Para simplificar a notação, também 

denotamos por B a S-álgebra (®f,:{ "fiA) N . 

Agora, para cada 'Yi E f , 1 ::; i ::S p - 1, definimos ii : B - B do 

seguinte modo: ii ls= {i e ii(b) = ®j,:i~j(modp) 1 para todo elemento básico 

b = ®~:i ai E B. Assim, i i permuta as coordenadas de b: na j-ésima posição 

temos a ij(modp) substituindo ai. Claramente, dado r E R, temos que ii(r) = 

{i(r) = r, e então ii E AutR(B) , para todo 1 ::; i ::; p- 1. Da definição de 

B , segue que CJ ® 1 ® .. . ® 1 age identicamente a 1 ® ... ® 1 ® e7 ® 1 ® ... ® 1, 

e conseqüentemente, CJ,:Yi = iiCJ, para todo 1 ::; i ::; p- 1. 

Além disso, f' = {ii I 1 :::; i ::; p - 1} é um grupo cíclico de ordem 

p- 1. Sejam f' =< i' > e B0 = Bt . Mostremos que [Bo] E T(G; R ) 

e [B] = [S ® R B0]. Seja M E Max(R). Então, segue de ([1), Proposition 

5.6) que S'M. é uma extensão inteira de R1vf.. Mas r é um subgrupo finito de 

AutR, . ..c(S'M.), e S~:::::::: R1vf.. Assim, como R'M. é local, SM é um anel semi-local 

(Lema 1.2.6). 

Conseqüentemente, pelo teorema ((6), Theorem 4.2-c ), BM tem SM-base 

normal. Consideremos o homomorfismo de S-álgebras induzido pela multi­

plicação J.L: S ® R Bo- B. Pelo Lema 2.2.1, J.LM: SM ® R'M ( BM) 
0

- BM 

é um R'M.-isomorfismo de álgebras para qualquer M E Max(R). Por outro 

lado, para todo ME Max(R), 
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EM f.L~ SM ® R111 (EM) 0 = SM ® R111 ( Bo) M ~( S ®R Bo) M. 
Então, pelo Princípio Local-Global ([31), corol. iv.7 pg. 261) 

p, : S ®R Bo ~ B , induzido pela multiplicação p,( s ® b) = sb, para qual­

quer (s ® b) elemento básico de S ® B0 , é um isomorfismo de R-álgebras. Já 

que p, é $-linear e que P,rJ = rJP,, [B] = [S ®R B0] em Tp(S) . Mas S é um 

R-módulo fielmente plano e portanto [Bo] E Tp(R) (Lema 1.1.8). Ou seja, 

[B] = cp([Bo]). Logo cp é um isomorfismo de grupos. o 

Dados M um grupo abeliano e H um grupo finito agindo sobre M, 

a norma em M relativa a H (ver [10]) TJH,M : M ~ M é definida por 

17H,M(m) = TI h· m , para qualquer mE M. O próximo lema 
hEH 

descreve M H = { m E M I h · m = m, para qualquer h E H} em função de 

17· Na verdade, fazemos uma restrição sobre a torsão de M, mas observamos 

que a hipótese assumida é claramente satisfeita pelos grupos com os quais 

vamos trabalhar. 

2.3.1. Lema 

Sejam JV! um grupo abeliano e H um grupo finito agindo sobre M. Se M 

é de torsão n =IHI+l, então TJH,M ( M) = J'vfH. 

Demonstração : Claramente, 17H,M (j\1) Ç lvfH. Reciprocamente, dado 

mE MH, temos que 17H,M(m) = m lHl = mn-l, e portanto, 
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Para mostrar que Hp(R) ~ Hp(S)r , observemos que o monomorfismo 

j : Gp(S) ---4 Tp(S) da seqüência de L. Childs é r -linear (secção 2.1). Mas 
o 

j = B, onde Gp(S) ~ Hp(S) é o isomorfismo dado no Teorema 1.4.1. Con-

seqüentemente, Gp(S)"r g; Hp(S)f' . Assim, vamos mostrar que os grupos 

Hp(R) e Gp(S)"r são isomorfos. Para isso, consideremos a norma em 

Gp(S) relativa a r, TJ = TJr.Gp(S) : Gp(S) ---4 Gp(S) dada por 

p-2 p-2 
----,::----

TJ(a) = rr "/i* ã = rr 'Yi 1(ai) para todo a E Gp(S), conhecida como a 
i=O i=O 

norma de Stickelberger. Recordemos que r = ("!) com 'Y = 'Yt e 

1 ::; t, l ::; p -1 tais que tl = l(modp). É fácil ver que, para cada ã E Gp(S), 
p-2 

TJ (ã) = IJ -~--:-i (:--a t77""i ) • 

i=O 

O corolário a seguir é imediato: 

2.3.2. Corolário 

TJ ( Gp(S)) = Gp(S)"r 

A partir deste corolário e do próximo lema, podemos construir o isomor­

fismo proposto nesta secção. 

Denotaremos por Ep(S) o subgrupo <p(Hp(R)) de Tp(S)f' , onde <p é o 

isomorfismo dado pelo Teorema 2.2.3. Vamos mostrar que Ep(S) é um grupo 

isomorfo à TJ ( Gp ( S)) . 
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2.3.3. Lema 

Seja p um primo ímpar. Então ry(Gp(S)) ~ Ep(S) 

o-1 
Demonstração : Observemos que Hp(S) ~ Gp(S), onde B é o isomorfismo 

dado pelo Teorema 1.4.1. Assim, basta verificar que e-1(Ep(S)) = ry( Gp(S)). 

Seja [A] E Ep(S). Então existe Ao E Hp(R) tal que [A] = [S0RAo] . Além 

disso, se {ai= o-i(ao)}f,:~ é uma R-base normal de Ao, então {10ai}f,:J é 

umaS-base normal de S0RAo e conseqüentemente A possuiS-base normal. 

Assim, temos [A] E Ep(S) n Hp(S) Ç Tp(Sl n Hp(S) = Hp(Sl. Por outro 

lado, Hp(S) = B(Gp(S)) = j(Gp(S)) (Teorema 1.4.1) e, como j é r-linear 
e-1 

(ver secção 2.1), temos Hp(S)r ~ Gp(Sfr. Agora, segue do Corolário 2.3.2 

que e-1([A]) E Gp(S)*r = ry(Gp(S)) . 

Reciprocamente, dado ã E ry( Gp(S)) = Gp(S)*r, seja A= (Jl~~) = S[x], 

com f(X) E S[X] mônico tal que (>.X + 1)P - a = ).P f(X) (Corolário 

1.2.5) e x = X+ (!(X)). A ação de G sobre A é dada por o-(x) = eX+ 1. 

Como ).Pj(o-(x)) = (>.o-(x) + 1)P- a = (>.(ex+ 1) + 1y = (>.ex+).+ 

1)P = (>.ex + e)P = e(>.x + 1)P = (>.x + 1)P - a = ).P f(x) = O, isto é, 

f (o-( x)) = O, obtemos que a ação está bem definida. Seja z = 1 + >.x. Então, 

zP = (1 + >.x)P = ).,P f(x) +a = a, isto é, zP = a E U>.P(S) e portanto 

e-1([A]) = ã. Pelo Teorema 1.4.1, [A] E Hp(S). Mostremos que [A] E Ep(S). 
p-2-~~ 

Como ã E ry(Gp(S)), existe dE u>.P(S) tal que ry(d) = II ,-k(dtk) = ã, 
k=O 

onde t satisfaz tl = 1 ( mod p) com 1 :::; t, l :::; p - 1. Conseqüentemente, existe 
p-2 p-2 

u E U>.(S) satisfazendo a= rr ,-k(dfuP, ou seja, au-p = rr ,-k(d)tk. 
k=O k=O 
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p-2 

Assim, substituindo a por au-P, podemos supor que a= IT 'Y-k(d)tk . Então, 
k=O 

-- d-,(1-t(p-1)) -- rv (dl-t(p- 1)). , Já que t(p-l ) = p( -r)+ 1 para algum 

1- t(p-1} 
r E Z, temos = r E Z. Seja c = d: . Assim, 

p 

'Y(a)a-t = 'Y ( drp) = 'Y(cP) = 'Y(c)P, e portanto, "f( a) = at'Y(c)P. 

Definimos ~ : A ---+ A satisfazendo ~( s) = 'Y( s), para qualquer s E S 

e ~(z) = 'Y(c)zt . De ~(z)P = 'Y(cP)zPt = 'Y(cP)at = 'Y(a) = ,:Y(zP), segue que 

~ está bem definido com respeito a z. Para obtermos a boa definição de ~ 

com respeito a x, precisamos primeiramente verificar que c = dr E lL>.(S). 

Mas d E lL>.P(S). Logo d E U(S) e existe do E S tal que d = 1 + )..Pd0 . 
r 

Conseqüentemente, dr E U(S) e c= d: = (1 + )..Pd0 )r = 1 +L (~))..Pk d~ 
k=l 

= 1 + À (t C) À (p' -I )d~) E 'U, ( S). Agora, observemos que c = 1 + À Co , 

com Co E S e 

~( 1 + >..x) = ~(z) = 'Y(c)zt = 'Y(1 + Àc0 )(1 + >..x) t 

= (1 + 'Y(À)'Y(co))(1 + Àb) = 1 + "f(À) ( 'Y(co) + 'Y(co)Àb) + Àb, 

t 

onde b E A é dado por b = ~(~)À<k-l) xk. Mas, pelo Lema 1.2.3, existe 
k=l 

s E S tal que À= 'Y(À)s, isto é, 

1 + "f(À)~(x) = 1 +"f( À) ( 'Y(Co) + 'Y(co)Àb + sb) 
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e obtemos que i'(x) = r( co) + I'(Co) Àb + sb, ou seja, i'(x ) = r(eo)zt + sb. Isto 

nos dá a boa definição de i' com respeito a x. Mostremos que i' E AutR(A) e 

que ai'= i a. Temos -yCP-l)(z) = {3z, com {3 E 11>.(S) ou, equivalentemente, 

-yCP-l)(z){3-1 = z. Logo, 

(3-1 ( 1 + ,CP-1)(>.)-yCP-l)(x)) = {3-1_:yCP-l)(z) = z = 1 + >.x, isto é, 

{3-1 ( 1 + >.,:Y(P-1)(x)) = 1 + >.x = {3-1({3 + >.{3x), ou ainda, 

1 + >._:yCP-l)(x) {3 + >.{3x. Seja {30 E S tal que {3 = 1 + >.{30 . Então, 

1 + >._:yCP- 1)(x) = (1 + Àf3o) + >.{3x = 1 + >.(f3o + {3x). Como À E Rx, 

_:y(p-l)(x) = {30 + {3x. Conseqüentemente, x = {3-I_:y(p-l)(x) - {3- 1{30 = 

.:r( ,-1((3-1),:Y<P-2)(x)- , - 1({3-1{30)), e portanto i é sobrejetor. Segue que 

i é bijetor ([27}, 1.2.4). Claramente, i é R-linear, e então i E AutR(A). 
p-2 

1 ( 1) ( ) t <p-l) 1 rr k( )tk ("P-2 tk -k ) Finalmente, z- i p- z = z - · ,- c =a-r c L-k=o 'Y 

k=O 

= d<L:r;:~tk-y-k)(-r). ~<L:~:;~tk-y-k) =do= 1 

e portanto _:y{p-l)(z) = z. Agora, 

1 + Àx = z ;;:: _:yCP- l)(z) = _:y(p-l)(1 + >.x) 

= 1 + ,(p-l)(>.)_:y(p-l)(x) = 1 + >._:yCP-l)(x) , 

, 

e então x = _:y(p-1)(x), ou seja, i tem ordem p- 1. Pelo Lema 2.2.1, segue 

que [A] E Ep(S) . o 

Do Corolário 2.3.2 e Lema 2.3.3 temos o 

2.3.4. Teorema 

Sejam p E Z primo, S = (~~)) = R[é] onde ~p(X) é o p-ésimo 

polinômio ciclotômico em R [X ], é = X + (~P(X)) é uma raiz primitiva 
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p-ésima da unidade em s e r = {li 1 li : ~ .....-; ~i, 1 ~ i ~ P - 1} subgrupo 

de AutR(S). Então, 

2.4 O isomorfismo 

PrimPú;,(R[G]) ~ ( PrimPiep(S[G]) r 
Para obter o isomorfismo desejado, utilizamos a seqüência cohomológica 

construída na secção 1.5 e os isomorfismos construídos nas duas secções an­

teriores. O lema a seguir, é uma conseqüência imediata do Lema 2.3.1. 

2.4.1. Lema 

Seja 77 = 77r-,PrimPicp(S {G }) a norma em PrimPü;,(S[G]) relativa a r. Então, 

77( PrimPiep(S[GJ)) = ( PrimPiep(S[GJ)) r 

Observemos que S[G} ~ S ®R R [G] é uma R(G]-álgebra fielmente pro­

jetiva, pois S é uma R-álgebra fielmente projetiva. Por outro lado, como 

1 + ~ + ~2 + ... + ~p-l =O segue que t~(-éJ = L-rer l(-~) = 1, isto é, 

tomando c= -~no Teorema 1.5.1 obtemos, para os anéis R[G] Ç S[G], que 

a seqüência abai.xo é exata: 

1- H1 (r,U(S[G])) ~ Pic(R[G])~ Pic(S[G]f ~ H2 (r , 'U(S[G])) 

onde, em particular, 772(P) = S ®R P. 

Vamos verificar que a restrição de 772 ao subgrupo PrimPiep(R(G]) nos 

dá o isomorfismo de grupos proposto. Denotemos esta restrição de 772 por 772, 

e mostremos que 
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77~ ( PrimPiep(R[G])) = PrimPicp(S[G])r e K er71~ = 1. 

2.4.2. Lema 

A aplicação de grupos Pic(R[G]) ~ Pic(S[G]) dada por P ~ S ®R P 

induz um homomorfismo de grupos PrimPiep(R[G]) ~ PrimPú;,(S[GJ)I" 

Demonstração : É suficiente verificar que, para cada elemento primitivo P 

em Pic(R[G]), S ®R Pé um elemento primitivo de p-torsão em Pic(S[G]). 

Seja P E PrimPiep(R[G]). Então, segue da definição de um elemento 

primitivo (ver [9]) que existe um isomorfismo de R[G x G]-módulos 

</>: P ®R P ~ R [G x G] ®~IGJ P, onde R[G] age sobre R[G x G) via 

6: R[G) ~ R[G x G] com ó(o) = (a ,o-). 

Assim, W: (S ®R P) ®s (S ®R P) ~ S[G x G] ®~IGJ (S ®R P) induzido 

por w(s ® m ® t ® n) =L sri(ai, Ti)® t ®ai é uÍn homomorfismo de S[G X 

i 

G]-módulos, onde (L ri(ai ,ri) ®a.;) E R[G x G] ®~[GJ P é univocamente 
i 

determinado por </>. De fato, como a aplicação definida do produto cartesiano 

(S®RP) x (S®RP) no produto tensorial S(G x G]®~IGJ (S®RP) que associa 

a cada (s ® m, t ® n) o elemento L:i sri(ai, ri)® t ®ai é aditiva nas duas 

coordenadas e S-balanceada, w está bem definido. Além disso, é fácil verificar 

que w é um homomorfismo de S[G x G)-módulos. Por outro lado, 

l®W: S®R (S®RP) ®s (S®RP) ~ S®RS[G x G] ®~!GJ (S®RP) 

induzida por (1 ® w) (a® (s ®m) ® (t ®n)) =a® (sr(a, r))® (t ®a) para 

quaisquer a, s, t E S e m, n E P onde </>(m ® n) = r( a, r)® a com 

r E R, a, r E G e a E Pé um isomorfismo de S[G x C)-módulos. De fato, 
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usando as propriedades associativa e comutativa do produto tensorial, segue 

que 

S ®R (S ®R P ) ®s (S ®R P ) ~ (S ®R P ) ®R S ®s (S ®R P) 

a 0 (s 0 m) 0 (t 0 n) f----4 s 0 m 0 a 0 t 0 n 

(S®R P )®RS®s (S®RP) ~ P®RS®RS®sP®RS 

s ®m 0 a®t ® n f----4 m ® s ® a®n® t 

P ®RS ®RS®s P ®RS ~ (P®RP)®R(S®sS®RS) 

m®s®a® n ® t~ m®n®t®s®a 

4>®1 t::. 
(P®RP)®R (S®sS®R S ) ~ R[GxG)®R[GJP ®R(S ®sS®RS) 

m ®n®t® s ® a ~<P(m ® n) ®t ® s ® a 

R[G x G]®~[GJ P ®R (S ®s S ®R S) ~ R[G x G] ®~[GJ (S ®R P) ®s S ®R S 

( L r i (O" i, Ti) ® ai) ® t ® s ® a ~ L r i (O" i, Ti) ® t ® ai ® s ® a 
i i 

R [G x G] ®~[GJ (S ®R P ) ®s S ®R S ~ S ®s R [G x G] ®~[GJ (S ®R P ) ®R S 

L ri(O"i, Ti)® t ®ai® s ®a f----4 s ® L ri(O"i, Ti)® t ®ai® a 
i i 

S ®s R [G x G] ®~[GJ (S ®R P) ®R S ~ S ®s S ®R R[G x G] ®~[GJ (S ®R P) 

s ® L ri(O"i, Ti)® t ® ai ® a~ a® s ® L ri(O"i, Ti) ® t ®ai 
i i 

Agora, aplicando as fórmulas associativas do produto tensorial ([5], Proposi­

tion IX.2.1) obtemos 
t::. t::. 

s 0 (S ®R R [G X G]) ® (S ®R P ) ~ s ®R (S ®R R[G X G]) ® (S ®R P) 
R®s R[G] S 0 R[G] 

R R 

(a® s ® L ri(O"i, Ti))® (t ®ai)~ a ® s ® L ri(O"i, Ti)® t ®ai 
i i 
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\ 

6. 

(s®RS®RR[G x GJ) ® (S®RP) ~ S®RS[G x GJ ®~rcJ (S®R P) 
S! RIG] 

a 0 s 0 L ri(O"i, Ti) 0 t 0 G.i ~----+a 0 (L sri(O"i, Ti)) 0 (t 0 ai) 
i i 

portanto 1 0 W é a composição dos isomorfismos acima, o que mostra a 

afirmação. Como S é um R-módulo fielmente plano, pois S = R(é] é um 

R-módulo livre, segue que w é um isomorfismo de S[G x G)-módulos. Ou 

seja, S ®R Pé um elemento primitivo em Pic(S[G]) (ver [9]). Já que Pé 

de p-torsão, S ®R P = 7J~(P) E PrimPiep(S[GJl. O 

É imediato que 7J~(PrimPiep(R[G])) Ç PrimPiep(S[G])r. Reciproca­

mente, seja P um elemento primitivo em Piep(S[G])r. Como 

1f : Tp(S)r ~ PrimPiep(S[G])~ que a cada extensão galoisiana de S com 

grupo de Galois G estável pela ação de r associa a sua classe em Piep(S[G]), 

é sobrejetora, podemos supor que P é uma extensão galoisiana de S com 

grupo de Galois G estável pela ação de r. Assim, existe [Po] E Tp (R) tal 

que S ®R P0 ~ P (Teorema 2.2.3). Em particular, Po é uma extensão 

galoisiana de R com grupo de Galois G. Portanto, Po é um elemento primitivo 

em Piep(R[G]) ([9], Corollary 1.3) , isto é, Po E PrimPiep(R[G)). Logo, 

P = 77~(?0) , ou seja, ry~(PrimPicp(R[G])) = PrimPiep(S[G]) r. 

Por outro lado, H 1(r, U(S)) é de (p-1)-torsão, pois I r I= p- 1 e 
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PrimPú;,(R[G]) é de p-torsão. Portanto, 

kerry~ ç 771 (H1(r, 1L(S[G]))) n PrimPicp(R[G]) = 1, 

isto é, 77~ é injetor. Conseqüentemente, 77~ é um isomorfismo. Desta forma, 

temos o 

2.4.3. Teorema 

Sejam p E Z primo, S = (~~i)) = R[é] onde 4"?p(X) é o p-ésimo 

polinômio ciclotômico em R[X], é= X+ (4?p(X)) é uma raiz primitiva 

p-ésima da unidade em s e r = {li 1 li : é 1---? éi , 1 ~ i ~ P - 1} subgrupo 

de AutR(S). Então, w : PrimPicp(R(G]) ---+ PrimPicp(S[G])r 

é um isomorfismo de grupos. 

Finalmente, como conseqüência dos isomorfismos construídos nestas três 

últimas secções e da seqüência exata dada pelo Teorema 2.1.1, obtemos o 

2.4.4. Teorema 

Sejam R um anel comutativo com unidade e p E Z primo regular em R. 

Então, a seqüência abaixo é exata 

1 ---+ Hp(R) <....t Tp(R) ~ PrimPicp(R[G]) ---+ 1 

onde 1r([A; a]) =A. 
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Capítulo 3: Aplicação ao caso 
Cúbico 

3.1 O grupo G3(S)*r 

Nesta secção, damos uma descrição do grupo G3 (S)"r independente da 

*-ação de r. Seja, como antes, r= { id = 'Yb 'Y2, .. . ) 'Yp-1 I 'Yi : ê 1---+ êi) para 

qualquer 1 <i ::; p - 1 }. Definimos a norma associada à r em Gp(S) por 

Nr(ã ) = TI-rer r( a), para cada ã E Gv(S). Então, como Gv(S) é de p-torsão, 

Gv(S)-r Ç ker(Nr). De fato, seja ã E Gp(S)"r. Para cada 1 <i< p - 1, 

ã =ri * ã = 'Yi-1(ai). Conseqüentemente, 

p-1 p-1 p-1 ~ 

Nr(ã) = rr ri(ã) = rr 'Yi('Yi1 (ai)) = II ai= ãl+2+ ... +(p-l ) = ã =I. 
i=l i=l i=l 

Agora, para o caso cúbico vale a igualdade, isto é, p = 3 e r = { id, I} 

onde 'Y: ê ~----+ ê 2 e Nr(ã) = ãr(a), para qualquer a E G3(S). Vemos isso no 

próximo lema: 

3.1.1. Lema 

G3(S)"r = ker(Nr). 

Demonstração: Seja ã E G3(S) tal que~= I . Segue que a2')'(a2) =I. 

Aplicando .,-1 a esta igualdade, obtemos que .,- 1(a2)a2 =I. Logo, -y-1(a2 ) = 
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(ã2
)-

1 = ã, ou equivalentemente, 1 * ã =a, isto é, ã E G3(Sfr. o 

Seja Dr : G3(S) ____. G3(S) definida por Dr(ã) = aj1(a). Claramente, 

Dr(G3(S)) Ç ker(Nr). Reciprocamente, seja ã E G3(S) tal que Nr(ã) =I. 

Assim, ã = 1/!(a) = l(a-1 ). Segue que 

ã = a2 fa = a- 1/!(a-1 ) = Dr(a-1) E Dr(G3(S)). Pelo Lema anterior 

Dr(G3(S)) = ker(Nr) = G3(srr. Conseqüentemente, Dr induz a função 

D: 1l>.3(S) ____. ker(Nr) Ç G3(S) dada por D(a) = Dr(ã) = a/1(a). 

Como G3(S) é de 3-torsão, ( U>. (S)) 
3 

Ç ker(D). Além disso, 

1L>.3(R) Ç ker(D), pois 1 é R-linear. Então, D é fatorada pela função 

1r: U>.s(S) 3 ____. ker(Nr) = Dr(G3(S)) = G3(S)"r dada por 
U;.3(R)· (u;.(S)) 

tr(ã) = D(a) = a/1(a). Claramente, 1r é um homomorfismo de grupos. 

3.1.2. Lema 

1r é um isomorfismo de grupos. 

Demonstração : Dado b E ker(Nr) = Dr(G3(S)), existe a E ll>.3(S) 

satisfazendo b = aj1(a) = D(a) = 1r(ã) , ou seja, " é sobrejetor. 

Agora, seja a E U>.3 (S) tal que tr(ã) =I, isto é, tr(ã) tem norma 1 relativa 

à r. Por outro lado, ~~a) = t3 para algum t E U>.(S), ou seja, 1(a) = fs. 

Mas t define uma classe [t3) E H 1(r, (U>.(S)f). Seja JJ-3 = J-L3 (1L>.(s)) = 
{a E U>.(S) I a3 = 1}, e consideremos a seqüência exata 

1 --- JJ-3 ( U;.(S)) --- 1L>.(S) --- ( 1L>.(S)) 
3 

--- 1, 

77 



que induz a seqüência exata (Lema da Serpente) 

H 1 (r, J-L3(1l>.(S))) ------t H 1 (r, 1l>.(S)) ------t H 1 (r, ('U>.(S) )3) ~ H 2 (r, J-L3 (S)). 

Mas, H 1 (r,/l3(1l>.(S))) = 1, pois I r I= 2 e Jl3 é de 3-torsão. Além disso, 

2H1 (r, (11>.(5))3) = 1 ([42] Theorem 10.26). Logo, 2[t3] = [t6] = [1], 

3 

isto é, t 6 é um cobordo, e portanto, existe u E 1l>.(S) tal que t 6 = ~~u3). 
2 

Seja z = a
3 

E 1l>.3(S). Então, 
u 

r(a2) a2 1 a 2 r(u3) 1 a2 
r(z) = -- = -·--= ·--=- = z 

r(u3) tG r(u3) u3 r(u3) u3 . 

Conseqüentemente, z E 'U>.3(S) n R= 'li>.3(R). Assim, 

a2 = zu3 E 'LL.>-3(R)· (u>-(S)t, 

ou seja, a classe de a2 é a identidade em 'li>.3
(S) 

3
. Segue que 

1L>.3(R)·('LL>.(S)) 

ã = ãT = ãã2 = ã3 = T , pois o grupo é de 3-torsão. Logo 1í é injetor. 

o 

Como conseqüência do Teorema 2.3.4 e dos dois Lemas acima obtemos o 

seguinte isomorfismo de grupos: 

3 .1. 3. Teorema 

H3(R) ~ G3(S)"r 7[~
1 

'LL>.3(S) 
3 

'll>.3(R)· (u>-(S)) 
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