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Resumo:

Neste trabalho estamos interessados em estudar o conjunto das geodésicas
que minimizam comprimento de arco entre dois pontos quaisquer. Estas sdo
chamadas de geodésicas minimais.

Mals precisamente, dada uma métrica riemanniana g sobre o toro bidi-
mensional iremos considerar o seu levantamento ao plano R?. Uma geodésica
¢ : R — R? é minimal se para todo intervalo [a,b], temos que c([a,b]) é a
curva de menor comprimento ligando c(a) a ¢(b).

Vamos considerar aqui um numero de rotagdo o« fixado e analisar o con-
junto das geodésicas minimais que possuem este numero de rotacao.

Analisaremos questdes que envolvem a recorréncia e o comportamento
assintotico de geodésicas. Por exemplo, uma geodésica minimal recorrente
com numero de rotacao racional serd uma geodésica periddica.

Abstract:

In this work we are interested in studying the set of geodesics that mini-
mize the arc length between any two of its points. These are called minimiz-
ing geodesics.

More precisely, given a riemaniann metric g on the two-dimensional torus
we will consider its lifting to the plane R?. A geodesic ¢: R — R? is minimal
if for any interval [a, b], we have that c(]a,d]) is the curve of smaller length
connecting ¢(a) and c(b).

We will consider here a fixed rotation number a and we will show several
results about the set of minimal geodesics with such rotation number.

We will analyze questions like recurrence and the asyvmptotic behavior
of such geodesics. For example. a recurrent minimal geodesic with rational
rotation number will be a closed geodesic.



Introducao

Neste trabalho estamos interessados em estudar o conjunto das geodésicas
qué nuuimizam comprimento de arco entre dois pontos quaisquer. Estas sdo
chamadas geodésicas minimais. Dada uma métrica riemanniana g sobre o
toro bidimensional iremos considerar o seu levantamento ao plano R

Uma geodésica ¢ : R — R? é minimal se para todo intervalo [a.b]. temos
que o a. b)) é a curva de menor comprimento ligando ¢(a) a c¢(b).

Geodésicas minimais foram primeiro investigadas por Morse e Hedlund
(11. pag 21 ). Muitas das questdes envolvendo a andlise de tal problema
necessitam o uso de ferramentas que sdo comuns as utilizadas em aplicagoes
tipo twist (ver[l] para referéncias) . Neste sentido, os capitulos de 1 a 4
podein taibén serem utilizads na andlise destas aplicagoes. Vamos aqui no
entanto nos concentrar mais no problema geodésico que seréd analisado com
detallie no capitulo 5.

Ewn termos gerais. vamos considerar aqui um nidmero de rotacao a fixado
e aualisar o conjunto das geodésicas minimais que possuem este nimero de
rotacac.

Vamos analisar para cada numero de rotagao fixado a estrutura do con-
junto das geodésicas minimais que possuem este numero de rotacdo. Por
exemplo. duas geodésicas minimizantes ndo podem se cortar se seu numero
de rotacao for irracional ou se tais duas geodésicas forem periddicas com o
mesmo numero de rotacdo. Outras questoes envolvem as recorréncias e o
comportamento assintotico de geodésicas. Uma geodésicas minimal recorren-
te com mimero de rotagdo racional deve ser uma geodésica periddica.

Estas questdes estao diretamente relacionadas com a Teoria de Mather
para Lagrangianos convexos superlineares (ver [3.5]) e que séo objeto de in-

tenso trabalho de pesquisa nos ultimos anos. Mais precisamnente, tal teoria



analisa a dinamica do fluxo associado & equag@o de Euler-Lagrange no fibrado
tangente de uma variedade compacta; quando o Lagrangiano for $||v|| estare-
mos analisando o caso geodésico descrito aqui. No contexto lagrangiano geral
normalmente se considera medidas minimizantes em vez de curvas (solugoes
da equagdo de Euler-Lagrange) minimizantes. No caso de se analisar su-
perficies de genus inaior. o papel do nimero de rotagdo considerado aqui
serd desempenhado pela homologia de uma medida (ver [3. 5]). Questdes
envolvendo o comportamento assintético das solugoes e recorréncia sao de
fundamental importancia. Um dos grande sucessos de tal teoria geral sdo
os resultados que envolvem as solucgdes das equagdes de Hamilton-Jacobi de
hamiltonianos associados a lagrangianos (ver [3]).

No capitulo 1 vamos vamos introduzir uma func¢ao H : R? — R. Va-
mos definir o que sdo trajetérias minimais em R* com relacdo a H. E nos
capitulos 2-4 descreveremos o conjunto M (H ) destas trajetérias . Finalmente
no capitulo 5 veremos que este conjunto M(H) corresponde ao conjunto de
geodésicas minimais em RZ.

Tal H aparece naturalmente em outros problemas matemdticos; no caso
do modelo discreto de Frenkel-Kontorova (que néo serd considerado aqui) o
H acima é dado por H(a.n) = 3(C(n —a)* = V(n) — V(a)). onde C ¢é
uma constante e V' é uma fungdo potencial periédica (conforme [1]). Tal H
permite descrever as orbitas de aplicacoes tipo twist através de um principio
variacional de maneira andloga ao principio de miniina agao da Mecanica
Classica.

O presente trabalho descreve com todos os detalhes a teoria apresentada

em [1].



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 O problema variacional

Vamos considerar o espaco R*= {z | z : Z — R} das seqiiéncias bi-infinitas
de niimeros reais com a topologia produto. Um elemento r € R? é também
denotado por (z;);ez € serd chamado uma trajetéria. Convergéncia de uma
i ¥ n o~ m7 A ;o . . !
seqliéncia z" € R* a uma seqiiéncia r € R* significa que lim,_...2" = z, para
todo 7 € Z. Vamos usar fregiientemente uma versao simples do teorema de

Tychonow que pode ser provado por um argumento de seqiiéncia diagonal.

Z ] -

(1.1) Para todo a € R* o conjunto {z € R%;|z,| < a, para todo i € Z} ¢é

compacto.

Sejam H : B> — R e j < k, a extensdo de H para um segmento finito

(z;...... 7x) é dada por

H(I}. s k) = Z H{_.‘I’-;‘..‘l’,?lj

Dizemos que um segmento (z;.....Zx) € minimal com respeito a H se

H(zj.....zx) < H(z;. .... z;) para todo (z],....x};) com z; = 1] e T} = I}.



Estamos interessados em objetos que satisfacam a seguinte condicdo mi-

nimal global.

Definicao 1.1 r € R® € (trajetdria) minimal com respeito a H se todo seg-

mento finito de x € minimal com respeito a H.

O conjunto de trajetérias minimais z € R serd denotado por M =
P

M(H). Nosso objetivo é dar uma descri¢do deste conjunto. Devemos impor

algumas restri¢oes a H a fim de obtermos bons resultados. Assumiremos que

H é continua e que satisfaz as seguintes propriedades (H,)-(H,):

(Hh)

(H2)

(Hs)

condicdo de periodicidade: para todo (£.77) € R? H(E+1,n+ 1) =
H(&.n).

condicao de transversalidade: se (z_i,xp.21) # (22,.25.2]) s@o

minimais e 1z =1z; entdo (zr_;—z=,)(z1 —z7) <0.

. : . ~ . 7
Vamos introduzir uma ordenagéo parcial em R* dada por

T < 2" se e somente se z; < r; para todo 1 € Z.

*

Defini¢do 1.2 x € R* ¢ x* € R* se cruzam

(a) emi€ Zsex; =a; & (Ti-i =T g Tiw1 = £i.i) €0

(b) entre i e i + 1 se (z; — 2] )(&is1 — 27,) < 0.



i-1 i +1

&

Figura 1.1: @ e " se cruzam em ¢ €

De acordo com a condi¢do (H,) trajetdrias z.z~ € M ou se cruzam ou

sao comparaveis, (l.e. z <z’ ouz=2z"ouz > z").

Definigdo 1.3 z € R* e " € R® sdo
(i) a-assintdticas se lim;_ |z, — 2;| =0

(ii) w-assintdticas se lim;_|z; — 27| =0

(iii) assintdticas se sao a- € w-assintdticas.

Vamos introduzir uma acédo T do grupo Z?em R tal que se (a.b) € Z* e

r € RZ entdo

Tlapyz = 2" onde T = Z;—a + b

A acdo de Ti,p) em z corresponde as translagées de graf(z)C R? por

(a.b) € Z?. onde graf(z) = {(i.2;) EZ xR |i € Z.z; = z(4)}



Definicao 1.4 2 € R* € periddico com periodo (¢.p) € (Z\{0}) x Z se

Tigpz = .

Vamos estabelecer alguns fatos elementares que seguem das definicoes:

(i) Como conseqiiéncia de (Hi) temos que H(z) = H(T(,42) para todo
segmento z = (Z;,.... z). k > j. etodo (e, b) € Z?, no seguinte sentido:
H(z;.....zx) = H(z;,.....27;.,). onde 2" = Tgpx. O que decorre
de H(zjip: s Thua) = H(Zj + byoiszi + b) = H(zj,....%k), donde a
tiltima desigualdade segue de (H;). Em particular, T{, 4 leva trajetérias
minimais em trajetorias minimais.

De fato, seja * € M entédo para todos (z;, .... 3 ) segmentos de z temos
que H(zj,....,zx) < H(zj,...,z}) onde (zj,...,x}) é tal que z; = z;
e 7, = T Seja agora r° = T, e suponhamos por absurdo que

x* € M, ie., existem (zj.....2}) segmento de z* e (Z;..... Ty) tais que

-

H{Z.iT) € H(:r;.....z';;) com I; = 1]

g = l'z..

Pela primeira afirmagao de (i) temos que H(z7, ..., z};) = H(Zj—4, ... Tk—a)
e

H(y0 o 20) = H(Tamty(Eyy s 28)) = H(Z50 Bty oo Bt Thoa).

Logo H(Z;.....Tx) < H[l‘;‘ ....Xy) contraria a minimalidade de z.

(ii) A continuidade de H implica que M é fechado em R=.

Seja 2" — z onde 2" € M e z € R%Z. Suponhamos por absurdo que

existem (z;,....Zx) € (:r; ... Z}) tais que :r;- =2j, Ty = Ti €
H(&) i Zy) < H{Tg0 coes Tie)

Para cada n € N escolhemos (2}.7.,.... Z}.1, }). Assim como z"

é minimal. H(z".....z?) < H(z*.z2' _,.... x5, 2}) fazendo n — o< e
3 ikl = 31 3=1 k-1
como H é continua. vemos que
' ’ . N '
Hits, o) € B8 00850 0u) = H(:rj._rj_._l, s v )

absurdo.

Jida

1



(iii) Seja z € RZ, e suponha que (zy,...,T,,) é segmento minimal para H.
Entéo para todos j, k tais que | < j < k < m, temos que (;. ..., zy) é
segmento minimal, i.e., qualquer subsegmento de um segmento minimal

é também minimal.

De fato. suponhamos por absurdo que (z;..... z,,) é segmento minimal.
mas (zj, ..., Zx) ndo o é&. Entéo existe outro segmento (23, ..., z;) tal que

z; =z, 7} = 2 e H(zj,....2}) < H(z;, ..., z). Portanto
H{@y; o By By oneBm )= 81 v I8 By Ble) H 8 B Big)

> H{ %ty 0ens &)+ H{Zpy 0s 85) + B(Bkrrens T

o que contraria a minimalidade de (z;. .... Tm)-

1.2 Fatos basicos sobre homeomorfimos do
circulo

Nesta secdo utilizaremos alguns fatos bésicos da teoria de Denjoy. Que podem
ser encontrados em [6. segéo 2.4].

Considere o conjunto

G.={f|f : R — R, continua, estritamente crescente, f(z+1)= f(z)+1}
Em G. podemos definir uma funcéo a : G.. — R dada por:
(1.2) |
a(f) == |_llim ! EI)
1j—o0 |

Para cada f € G_., este limite existe e é independente da escolha de z € E.

Denotamos por &(f) o nimero de rotagao de f.

Para cada i € Z a funcdo periddica ri(z) := fi(z) — z — ia(f) satisfaz:



(1.3) |ri(z)| < 1 para todo x € R e existe zy € R tal que r;(zo) =0

Vamos provar que existe x5 € R tal que r;(zg) = 0. De fato, por absurdo
suponhamos que dado i € Z r;(z) # 0 para todo 2 € R: como r; é continua
podemos supor. sem perda de generalidade. que r;(z) > 0 paratodor € R e
ainda 7;|j; ;-1 atinge minimo neste intervalo e como ela é periédica de periodo
1 existe = > 0 tal que r;(x) > ¢ para todo € R. Considere agora, para o 1

fixado e k positivo

=

1
ri f™(z)) = f¥z) — f& VY 2) —ia+ fEV(z) - f5Diz) —ia+...

=
1
o

ok 1) - fix)—id + filz) - 2 — 16 = f¥(x) — 2 — kia

Note que 7;(z) > ¢ implica Zi;é r:(f™(z)) > ke e portanto

ke TaonilfM(@) _ fH(2) —z—kia
ki ki ki

Fazendo k£ — oc obtemos que

<a—-0-a=0

e

o que é um absurdo pois > 0. Logo existe zg € R tal que r;(z¢) = 0.

Vejamos que |3(z)| < 1:

Afirmagdo: se |z —y| < 1= |ri(z) —mi(y)| < 1

Usando a afirmac¢éo. obtemos o resultado. De fato, como r; é periédica,
para r € R tal que 7;(z) # 0 existe y € R tal que ri(y) = 0 e lz —y| < 1.
entao pela afirmacgao |r.(z)| < 1.

Prova da afirmagéo: Suponhamos que € falso. e sem perda de generalidade
que y > T

Caso 1) ri(y) — ri(z) > 1: note que

ri(y) = (o) = fy) —y — (f(z) — 2) logo
rily) —ri(z) > 1= filly) - f@)-(y—x)>1= fily) — fi(z) > 1

absurdo, pois f* é crescente e f'(x + 1) = f'(z) + 1.

[



Caso 2) ri(z) — ri(y) > 1:
Como ri(z) —ri(y) = fi(z) — fi(y) — (z —y) entdo

ri(z) —ri(y) > 1= fi(z) - fi(y) > 0

o que é um absurdo, pois f* é crescente. Logo. existe tal z; como afirma (1.3)

Em particular, (1.2) e (1.3) implicam que &(f) = *E € Q se e somente
se existe zg € R tal que f9(zg) = zo + p. De fato, se & = -E seja o tal
que 0 = ri(zg) = f(x0) — zo — i&, dal fi(z) = 20 + i€ portanto para
i = ¢ temos que f%zp) = o + p. Reciprocamente se existe zy tal que
f%zo) = xo +p, temosque & =lim f‘—i{;—"l = lim H——E"”O;i =2 -E

Se a(f) € R\Q definimos

Rec(f) = {y € R| 3 (4;,k;) € Z* tal que lim f%(zo) + k; = y}
j—oc

Rec(f) néo depende da escolha de zy € R e obtemos 0 mesmo conjunto

se restringirmos (i, k) € N x Z.

Seja (. o grupo dos homeomorfimos ¢ : ' — S' que preservam
orientacao do circulo.

Considere 7 : R — S' dada por 7(z) = exp(2niz), tal 7 é um aplicagdo
de recobrimento. Dizemos que f : R — R é levantamento de £ : S! — S! se
mof=ygom.

Dada ¢ € G.. se f é um levantamento de y, € facil ver que f é continua.
estritamente crescente e f(r + 1) = f(z) + 1. ie., f € G,.

Logo. fixada © € G. podemos definir o nimero de rotacido aly) € S*
por a(¢) = a(f) (mod 1). onde f é um levantamento de . a(y) estd bem
definido pois. se fi.f> sdo levantamentos distintos de ¢ temos que a(f;) e
a(fy) diferem por um numero inteiro.

O numero de rotacao de ¢ € G. pode ser interpretado como o angulo
médio que ¢ roda cada ponto xr em S*.

Conforme [6] secdo 2.4, temos que ¢ tem numero de rotagdo racional. se

€ somente se. 2 tem um ponto periodico.



Sejam  w(zo) i= {z € 5! | Tk, — o0, limyg*n(zo) =z}

&(zo) := {z € 8! | Ik, — —o0, lim¢hn(zp) = 2}

Por [6] secdo 1.11 temos que se a(y) é irracional, entdo para quaisquer
x.y € St vale que w(z) = w(y) = @(z) = &(y). E ainda w(z) é um conjunto

de Cantor ou é todo S*.

Defina  Rec(y) := {2 € 8' | para todo intervalo aberto J que contém z.
existe n € N tal que ¢*(z) € J}.

Dal. se £ tem nimero de rotagao irracional temos que
Rec(¢) = w(z) = {z € §' | Tkn — o0, lim¢e*(z) = z},

conforme [6].

Portanto. ou Rec(y)=S". ou Rec(y) é um conjunto de Cantor.

Pode-se mostrar que se f € G. é levantamento de ¢ € G., e a(f) é
irracional, entdo, temos que Rec(f)=R ou Rec(f) é um conjunto de Cantor.

E também. = projeta Rec(f) em Rec(y).

Lema 1.5 Suponha fo € G, fi € G ealfo) = a(fi) = a € R\Q. Entdo ou
Rec(fo/=Rec(f1) € folRectsy) = filrec(s,) Ou existe o €Rec(fo) € T, €Rec(f1)
tal que as 6rbitas (fi(zo))icz € R® e (fi(z1))icz € RE se cruzam infinitas

UEZES.

Demonstracao: Vamos utilizar a seguinte propriedade fundamental dos home-
omorfismos f € G_.. com numero de rotagao irracional a: para todo zp € K

vamos definir um mapa do conjunto {ja + k| (j, k) € Z°} em R:

jo+k — fi(zo) + & (j. k) € Z?

Por [6]. lema 2.4.1. 0 mapa definido acima é estritamente crescente, no seguinte

sentido: se  jia =+ ky < joa + ky = [ (zo) + k1 < f2(x0) + k2
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Para z, fixado, definimos as fungdes z7(f,zp) =27 :R—R e z(f.z¢) =

r~: R — R por
x7(t) = inf{ f7(zo) + k | ja + k > t}

z7(t) = sup{f’(zq) + k | ja + k < t}

As fungoes ™ e 2~ tem as seguintes propriedades:
(a) ¢ e r~ sdo estritamente crescentes
(b) z= é continua a direita e z~ & esquerda
(c) =7 e z~ sdo continuas nos mesmos pontos e coincidem em tais pontos
(d) z=(t+1)=2z=(t) +1
(e) foa™(t) =z(t+a)
(f) Rec(f) = 2= (R) Uz~ (R)

Provaremos as afirmagoes acima no final da demostracao.

Assumindo (a)-(f) temos que:

Se ™ (respectivamente z~ ) nao € continua. seja C o conjunto dos pontos
de descontinuidade de ™. entdo. por (a) . C é enumeravel. E tal conjunto C
é denso pois se temos que ™ é descontinua em tg, entdo por (e) é descontinua
em tg+na e como, por (d), 27 ({g+m+na) = z%(tg+na)+m temos que ™
é descontinua em tg + na + m, e sabemos que {m + na | m.n € Z} é denso
em R se a € R\Q.

Se z* = = =: z é continua entdo (a).(d) e (e) mostram que z € G. e
(xlofoz)(t)=t+a.

Escolhemos fungdes z3 e o7 como acima para respectivamente fo e fi.

Exitem duas possibilidades:
(1) Existe ¢ € R tal que z5(t + ¢) — z7 (¢) muda de sinal

(2) Para cada ¢ € R fixado. a fungado zg (¢ + ¢) — z7 (f) nao muda de sinal.
e, setg € R e xg(to+c) < x](to) entdo x5 (t +¢) < x7 (t) para todo

=
t & i
R

11



No caso (1) veremos que existem orbitas de fy e f; que se cruzam infinitas
vezes. De fato. por (b) e (d) existem intervalos abertos I; # 0 e I, # 0 tais
que [,, [, C[0,1) e

(*)

Zo(t+¢) < z7(t) set € l; modZ

zg (t+¢) > z7(t) se t € I, modZ

Definindo zo = z5(c) e z; = z7(0). por (f) temos que zo € Rec(fy) e

x1 € Rec(f;) e por (e) temos
fo(zo) = x5 (jo + ¢)

fi(z1) =27 (jo)

Como {ja +k | (j.k) € N x Z} é denso existem infinitos j € N tais
que ja € I; modZ e infinitos j € N tais que jo € I, modZ. Portanto para
ja € I, modZ temos que fi(zo) < fl(z:) e para ja € I, modZ temos que
fl(zo) > fl(z1) e, (fi(z0))sez € (fi(1))jez se cruzam infinitas vezes.

Caso (2): Seja

co = sup{clzg (t + ¢) < z7 (t) para todo t € R}

por (b) temos que z; (t + ¢p) < z; (¢) para todo ¢t € R.

Seja tp € R tal que z; € continua em t5 + ¢o € suponha que zg (to + o) <
z7 (o) entdo existe ¢; > ¢ tal que zq (to+c1) < 7 (fo). e por (2) isto contradiz
a definicdo de ¢g. Portanto a7 (t + ¢g) = 27 (t) sempre que xgé continua en
1+ cp.

Por (a) as descontinuidades de z; sao enumerdveis, por (b) z; € continua
a esquerda. logo zg (t+¢p) = 7 () nos pontos em que z; é descontinua , dai.
concluimos que zj (t + ¢o) = z7 (t) para todo t € R.

Fazendo demonstracao andloga para ™ obtemos finalmente que

zg (t+co) = 27 (t) e 25 (t + ¢) = z7 (t) para todo t € R.

Por (f) Rec( fo) = zg (R)Uzg (R) e Rec(f1) = zT (R)UzT (R) e como zg (¢+
co) = 7 (t) e x5 (t + ¢co) = z7 (t) para todo t € R. temos Rec(fo)=Rec(f;).



Agora seja r €Rec(fy) entdo z = z§ (¢), para algum t € R (ou z = z5 (2)).

por(e) temos que
folz) = folzg ((t — o) + o)) =25 ((t — o) + o+ @) =

=27 ((t — co) + @) = fi(z{ (t — ) = fa(z)

Logo folRec(ss) = f1IRecis):

Vamos agora provar (a)-(f):

(a) Seja t < s. entdo existe (jo, ko) € Z* tal que t < joa+kg < s, portanto
x7(t) < fP(zg) + ko < 7(s). logo x™ é estritamente crescente. Andlogo para
:

(b) ™ é continua a direita. pois seja t, — t tal que ¢, > t, queremos
provar que r~(t,) — x7(¢). por absurdo suponhamos que isso nao acontece,
logo existe £ > 0 tal que para todon € N z7(t,) > z7(t) + . Como
27 (t) = inf{ f?(z0) + k|ja + k > t} para o = dado acima, existe (j. k) tal que
ja+k>text(t) < fi(zo) + k < 27(t) +=. Agora. como t, — t existe t,,
tal que t,, < joa + k. e portanto 7 (ty,) < fi(zo) + k < 2™ (t) + &, absurdo.

(¢) Suponhamos que z™ é continua em t, sabemos que 27 (t) < 27(t). seja
entdo t, — t tal que ¢,, < f entdo ™ (t,) — x7(t) e para cada n existe (j,.k,)
tals que t, < jpa + k, < t, portanto 7 (t,) < fI*(zo) + k., < 7 (t). logo se
n — oc temos que =7 (t) < x7(t), logo ™ e £~ coincidem nos pontos em que
7 é continua, vejamos que z~ também é continua em tais pontos: de fato
basta mostrar que =~ é continua & direita. Seja t,, — t tal que z7 é continua
emtet, >tentdo z7(t) =2 (t) < 27 (t,) < 27(tn), como =7 (t,) — 7 (1),
obtemos que z7(t,,) — ().

(d) Vamos denotar por g: {ja+k|j.k€Z} — R g: ja+k — fl(zo)+ k.
E imediato que g(ja + k+ 1) = g(ja + k) + 1. Note que

7 (t)+1=sup{g(ja+k+1)|ja+k<t}

e

7 (t+1) =sup{glja+k)|ja+k<t+1}

Vamos provar que 2z (t)+1 < z=(t +1): Seja = > 0 pela definicao de

supremo existe jg. ko € Z tal que joa+ko < teg(joa+ko+1) > a2~ (t)+1—=.
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Por outro lado jpa+ kg +1<t+ 1= g(joa+ kg + 1) < 27 (¢t +1). Portanto
r(t)+1l—-c<a (t+1)
Fazendo £ — 0 temos que
(i) +1<z7(t+1)

A demostragdo de que () + 1 > 2~ (¢ + 1) segue de raciocinio anélogo.
Portanto z~(t) + 1 =z~ (t + 1). Para 27 é anédlogo.

(e) Com a mesma notacao de (d) temos que:

z7(t+a) =sup{g(ja+k)|jo+k<t+a}

fea™(t) = f(sup{g(ja+ &) | ja+ &k < t})

Vejamos que z7(t +a) < foz~(t): seja € > 0, pela defini¢cao de supremo
existem jg. ko € Z tais que joa + ko <t+a e g(joa+ ko) > 2" (t+a)—-=.

E como
(Jo—a+ky <t= g((jo—1)a+ ko) <sup{glja+k)|ja+k <t}
Dai
F(F77 (@o) + ko) < f(sup{g(ja + k) | ja+k < t}) = foa™(t)

pois f é crescente. E como f(f%®~(z¢) + ko) = g(joa + ko). temos que

z-(t+a)=s< for(t). e,
2 (t+a) < foz(t)

E 2 (t+a) > fox (t): de fato, seja £ > 0 existem jo. kg € Z tais que

. Por outro lado. como

iy

Joa+ko<t eque g(jooa+ho) >z (t)—
(o+la+ky<t+a = g((Jjo+1)a+ky) <z (t+a)
Note que g((j0 + 1)a + ko) = f(g(Joa + ko)) portanto

fla=(t) —2) < f(g((Jo)a+ ko)) < 27 (t + )

14



Dal, fazendo £ — 0 temos que f(z~(¢)) < 27 ({+«). Para 2™ a demonstragéo
é andloga.

(f) Vamos mostrar que 27 (R) Uz~ (R) C Rec(f): sejay € z7(R)Uz"(R),
suponhamos que y € z7(R), entdo existe t € R tal que y = z27(¢t) =
inf{f?(zg)+klja+k < t}. portantoexiste {(jn.kn)}tnez talque fi(zq)+
k, — y quando n — o¢. i.e.. y € Rec(f). E vejamos que Rec(f) C z7(R) U
' 2~ (R): sejay € Rec(f) entdo existe {(jn. kn) }nez tal que y = lim f7*(zo) + k.
logo existe {(j. k7 ) tnez ou {(J7. k57 ) tnez tal que y = lim f77 (20) + & com
fi7 (zg) + kT > youy = lim f7» (z¢) + k7 com f% (z0) + k; < y, no primeiro

caso y € x7(R) e no segundo caso y € z~(R). C



Capitulo 2

O numero de rotacao de uma

trajetoria minimal

i

Fixada }“] ] ._”:

Neste capitulo veremos que para todo (¢, p) € (Z\{0}) x Z existe

— R. denotaremos por M = M(H).
n’.’.\/t

tal que r é periédico com periodo (g, p). Entdo mostraremos que toda € M

m

¢ orbita de alguma f € G. o que nos permite definir 0 nimero de rotacao
para cada r € M. Finalmente provaremos que todo numero real é o nimero

de rotacao de algum z € M.

Lema 2.1 Trajetorias minimais se cruzam no mdzimo uma vez. Se r € M

¢ r” € M coincidem em i € Z entao r e x* se cruzam em i € Z.
Demonstracao: A segunda afirniacao segue de (Hy). Para provar a primeira.
por absurdo. suponhamos que z e r~™ se cruzam entre j e 7 + 1 e entre k e

kF—1.) < k (ver figura 2.1). O caso em que um, ou ambos cruzamentos ocor-

1
N J+l k k+1

Figura 2.1: rez”"secruzamenure je j+ leentre ke k +1
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rem em inteiros pode ser tratado similarmente. Consideremos os segmentos
(255 T cqsnes Thi Thn) € (27, Ljggsones Thy Thgy )» Como por -hipdtese z e.z” se

cruzam entre j e 7+ 1 e entre k e kK + 1 temos que

(z; — 2j)(@j41 — 541) <0

(Tx — Zp)(Ter1 — Tpay) <0

le., se z; < I entéo T4 > Tj.; € Se Ty > T entao Tp+y < Tpoy: logo por
(Hs)

H{z5,2, 50) + 58 5 ) S B (2 Bgaa )+ H (x5 520 )

H(z}, zps1) + H(ze. z5sy) < H(ze, Tps1) + H(xg 2521)

Portanto
H(l‘j: I;—:—l‘ N H(Jf;-l‘ﬁl: s T Ty ) =
= H{Z5:2554) + B Lives BL) (2L )+

+H(x} t551) + H (5010000 %0) + H{Zky Tpyy) <
< Hf;lfk.i‘k_ﬂ) o H(Izlz_lj b H(ICj.ZEj.pl)":—

HH (2] 850 ) - H g o T © H o B) &

— H(IJ: s xk-ﬁ—l;] - H(‘I; "‘!xI‘:-.-l):

o que contraria a minimalidade de pelo menos um dos segmentos. (. .... Tp-1)

ol (ZFoses Lieg) O

Seja z € M (g, p)-periédico. Dizemos que z tem periodo minimal (g.p).
se para todo (a.b) tal que (g.p) = (na,nb) para algum n > 1.n € N, temos

que Tiupx # .

i
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Corolario 2.2 Se z € M e z° € M sdo periddicos com o mesmo periodo

€z = Ix". entdo x € =" nao se cruzam. Se x € M € periddico com periodo

manimal (g, p) entdo q e p sdo relativamente primos.

Demonstragdo: Se r e 2™ tém 0 mesmo periodo e se cruzam uma vez entao
se cruzam infinitas vezes. o que contradiz o lema (2.1), pois z e 2" sdo ambas
minimais. Se r € M é periédico com periodo minimal (g,p) e suponhamos
por absurdo que (¢.p) = (na.nb) com (a.b) € Z> en > 1 entdo T, # .
Como z e T, ndo se cruzam, por terem o mesmo periodo. temos que
ou Tigpx < x ou Tz > z. Sem perda de generalidade suponhamos que

Tiepyx < z,1.e., paratodoi € Z
Tima +0< 2, =22, 2, +b< 2, - 2= T2+ 2b< 2;_ o+ b < 74

Portanto, Tia. 207 < z. Fazendo este mesmo processo n vezes obteremos que
TinenyT < x, 0 que contradiz a hipotese de que z é periddico de periodo

(na, nd) = (g,p). O

Teorema 2.3 Para todo (q.p) € (Z\{0}) x Z eziste x € M que € (q.p)-

periddico.

Demonstragao: Suponhamos que ¢ > 0; considere o conjunto das trajetdrias
(g.p)-periodicas
Pip={z € R* | Ty = 2}

Vamos minimizar a funcao
How i Pop — R, Hyo(z) = H(Zp: i Tg)

Provaremos que se x é minimo de H,, entdo z € M. Primeiramente vejamos
que H,, atinge seu infimo HJ%" em P,, . Para tal. seja Z € P, fixado, que
por (H;) podemos supor que Zg € [0,1), e seja M = H,,(T) = H(Zo, .... Ty).

Escolhemos K = |M|q. por (H,) existe 1o € N tal que se > 71 entéo
H(.E+n)>Kese—n<—n entdo H(E,§ —n) > K. Denotaremos por
R a regiao compreendida entre asretas y=mnr+1 e y=-—nr com
r € [0.g]. Como R é compacta, H|R : (§.7) — H({.n) tem minimo. Seja

m = min{ming H(E.n). M}.

18
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Vamos provar que dado z € P, tal que zp € [0,1) e que para algum 1.
0<i<qgtemosquexz; >in+1 ou z; < —in entdo Hy,(z) > |M|. Sem
perda de generalidade podemos supor que acontece para i = 1. le..x; >
7o+ 1 ou r; < —1g. Suponhamos ainda, que z; > 19 + 1, entao H(zp. 1) =
Hlzrg. 2o+ (21 — 20)) > K.

Note que existe ¢ € Z tal que (1,z:1 —¢) € R, por (H;) H(zi.22) =
Hiry—c.z9—c) ., agoraou (2,20 —¢) € R e entdo H(z1,23) >m, ou (2,25 —
¢ 2R e entdo H(z1,24) > K. procedendo da mesma forma para cada i €

M| >m. Dai

{2.....q}. teremos que H(z;,z,.,) >m, pois K >m, ja que

4

H:\LU- v 'I:Q) = H(xo, Il} -+ H('Il? 3:2) R H(Iq_—lrrq\l 2
> N +mlg—1) = |Mlg+m(g=1) = [M] + (|M] +m)(g - 1) 2 |M]

Le. H,,lx) > |M|. Portanto o infimo de H,, é atingido em R. e vamos
denoté-lo por Hf;'”.

\ejamos agora que dois minimos de H,, ndo se cruzam. Suponhamos por
absurdo que dois minimos z e 27 de H,, se cruzam. para que isto aconteca
devernos ter ¢ > 2. Definindo 27 € R% e 27 € R? por z; = maz{z; z}} e
x; = min{z;. 27}, entdo 7 e z” também sdo (g, p)-periddicos. Usando (H3)

VA0S Provar que

EY 2

(2.1) Hyp(z7) + Hyp(z™) < Hyplz) + Hq,p(x*) = QH;E“
De fato. por (H3) temos que

Hiel caiq )+ Hieg x5 < Hlw x5l HH(z: 0y)

i

Portanto se r e ™ se cruzam entre 7 e i + 1 e supormos que z; < Z; €ntao

=T, I

i1

= T;.1. e temos (2.1).
Se r e 7 se cruzam em 7 ou em ¢+ 1, e sSUpormos que se cruzam em i €
= gz} ., daf vale {(2.1).

Tivi € @)y entdo, T, = 3] © T

Ou ainda. se z e r™ nado se cruzam, podemos supor r < x~ donde obtemos

que - =1 e rT =17, Portanto em todos os casos vale:
Hop(x7) + Hop(x™) < Hop(a) + Hop(27)

E temos a desigualdade estrita se o e z* se cruzam entre ¢ e i + 1 para algum

0 <1i< g Mascomoz™ eaz” € F,, temos igualdade em (2.1), dai z e
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2" nao se cruzam entre ¢ € i + 1 para todo 0 < 7 < ¢. Pela periodicidade
de r e 1™ temos que £ e 27 nao se cruzam entre ( € ¢ + 1 para todo i € Z.
Entao se as trajetorias se cruzani. isto acontece em algum i € Z. Podemos
assumir que ¢ = 1 pois T;_; 0.0 e T,_10)2" sdao também minimos de H,,.
agora por (H;) como (25 — x7)(x3 — x3) > 0 temos que (xg.27.25) e
(zg.z7.z3 ) nao podem ser ambos minimais. Vamos supor sem perda de
generalidade que z~ nao é minimal, portanto podemos encontrar I} tal que
H(zg.z7.25) < H(zy,z7,z5) . Como g > 2 podemos encontrar £~ (ou Z7)

em P, , que coincida com 2~ exceto em i =ng+ 1,n € Z e tal que
(2.2) H,,(Z7) < Hyp(z™)

Mas r~ é minimo de H,,. o que contradiz (2.2). Logo = e z” nédo se cruzam.

Como Hyp(z) = Hyp(Tix)x) Obtemos

(2.3) Se z é minimo de H,, entdo z nao cruza nenhuma de suas translagoes
; 2
Tm_;;}ﬂ?. (j k] e 7Z".

Observe que se (¢*.p") = n(g.p) e & € P,. ,- é um minimo de H- ,-. entao
I € D, . De fato. suponhamos que isto ndo valha, i.e.. T, )& 7 £. Aplicando
(2.3) para T e (¢".p"), temos que I e T,y 5T nao se cruzam, pois tem O mesmo
periodo. Portanto. ou T < Tjg ;L ou T > Tiy )T repetindo o processo n vezes.
(assim como na demonstracao do coroldrio 2.2), temos que & < T{4- - ou
& > T4 pyZ. 0 que é um absurdo. Logo temos que Z € Py,

Agora como Hy- ,-(%) = nH,,(¥) para todo Z € F,, temos que:

(2.4) H'. = nH],". ou seja. todo minimo de Hg, é também minimo de
H, - para todo (¢".p") = n(¢,p). Em particular, se ¥ € F;,; é um

minimo de H,, obtemos

(2.5) (Zo. ... Tng) € um segmento minimal para todo n > 1.

Usando a periodicidade de Z, também (Z_ng. ..., Zo..... Tng) € segmento
minimal para todo n = 1.

Finalimente vamos provar que se r € P, é minimo de H , entdo x € M.
Fixamos r € F,, um minimo de H,, . Pela afirmagao acima temos que

para todo n € N vale que (Z_nq. ... Tp. -.-. Tng) € segmento minimal. Dai se

20
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(7;..... 74 ) € um segmento arbitrério de z. entao existe n € N tal que 7_,, <
€ I < Tne- Agora como vale que todo subsegmento de um segmento minimal

¢ minimal (veja o item (iii) apés a definicio 1.4). temos que

(Z—ngseees BOy-oos Tng) € minimal = (z;,...,Z¢) é minimal

Portanto r € M.

Lema 2.4 Suponha que x € M e 2 € M sao «-assintdticos (respectiva-
mente a-assintoticos) € -y — &y| € lunstado para ¢ — oc. (respectivamente

para i — —oc ). Entdo x e ¥ nao se cruzam.

Demonstracao: Trataremos o caso em que r e ™ Sa0 w-assintoticos e vamos
supor que r e r” se cruzam em ¢ € Z (ver figura 2.2). Os casos restantes
sio andlogos. Por (Hy) como (zi—i — 27 )( @1 — Z5p) < 0, (@1, 20, 254)
e (z7_,.7;.7;21) ndo podem ser ambos minimais. Entdo existem Z; e ; tais
que

H(%i-1,%,%51) + H2E 5,80 2iv1) < H(Zias Tiy 35) + HE . T3 Tist)

Usando z; = 2 temos que

H(zi-a, 23, %5,,) = H(Zia,2:) + H(z]. 271,)

H(z: 1, o a1 ) = H{E; 3:80) + H(%i:201)

Portanto

(2.6) H{mimy.Zi,Tipg )+ H (2o 0. Bisa) < H(@ic1, %0 To )+ H (2. 2] . 2744)

Por outro lado a minimalidade de (z;_;.....z;) e de (z]_,.....7]) implica

H(If—lziz::r:-q-l\) - H(I;—i—lr I!;) : i H(:r;'-:cjv'-lJ 2

2 H(J‘,_l..’f,'.l'g-.l) == H(-T:'—'l- ""IJ) & H(IJ'IJ—IJ



Xid
1

i-1 ! i-1

Figura 2.2: z e z” séo w-assintoticos e se cruzam em i € Z

H(I:_i,ii. Tizq) + H[Ii_l. L Ij) = H(.’L‘j.I;;-lJ =

2 Hiz 3,2 . %5) + H{zig oo 83) + H(Z5, 2504)

Somando (2.7) e (2.8) temos

H (2o Bis Bay) + H(Z5 Zj1) + H(@L g B Tit) + H(25.250y) 2

H[Jl.'?_i.l't. Ii—:-—l) e 1 H(.’IJ. .'1'—,_1} ~+ H(I;_I.T:‘T;___l) = H\I; I;—I)

i.e,
Hilps i oty HHEL @) 2 Blges B S+ H (@] 1, BB )+

+H(25,Tj51) — H(z5.75,,) + H(z}, 21,) — H(Z): 2j41)

Portanto, se provarmos que

lim |H(z}.2}.,) — H(z. 2551)| = lim |H(z;.2511) — H(z;.2},,)| =0
1—o% : J—o< "

teremos uma contradicdo com (2.6). Usando (H;) podemos escrever
. s . ) [ .‘ - | — | ™ . . - !, - ad 2 ;.
|H(z}, 2541) — H(zj. 25.)| = |H(2] — k), 2501 — k;) — H(zj — kj. 23, — k)l

-1 i

com k; € Zetal que 0 < z; —k; < 1. Temos que |z;.) — k| e |2]

limitados quando j — oc. de fato.
| . - R =
— &y T'iJ.J—J“-T'!JJ—

- oo | | o i - i T - v
|.L‘J_,.1 — A.)’i S gl — &y T dy ;‘._” S l.ﬁ.Jfl

| V)
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onde |z,+1 — ;| é limitado por hipédtese.

lz; — 3| — 0 quando j — oo, |7} — k;] < 1

12521 = 5| < fe =51+ |25 — ks
Agora

}i_m |H{Z5 Bj0a) —Hx;

J

,3:;“-_.!‘)|———0

segue de limj; . |2; — 2

7l = 0 e da continuidade uniforme em conjuntos

COLNPactos.

Segue de maneira andloga que lim;_.o |H(2;.2;41) — H(z;.25,,)| = 0. O

Teorema 2.5 Suponha x € M. Entao x e T,,x ndo se cruzam para todo
(a.b) € Z°.

Demonstragdo: Para a = 0 € trivial. Suponhamos que z e z° = T )T se
cruzam e, sem perda de generalidade, que isto acontece em 0 ou entre 0 e 1
(ver figura 2.3). Pelo lema (2.1) z e 2™ néo se cruzam outra vez. Trocando
por z” se necessario podemos supor que z; < z; para J < 0 e 27 > z; para
j > 0. Vamos supor que a > (). 0 caso a < 0 é andlogo. Nossas hipdteses

acima implicam que para todo j < 0 fixado a sequéncia
e N —+. 25 oo+ 00:8 decresgente

De fato. seja j < 0 fixado. como por hipdtese estamos supondo que z; < ;.
temos que I; > ,_, + b também vale que z;_, > Tj_2, + b. pois a > 0, isto
implica que ;_q +b > 23, +2bdal z; > 35 o +b> L5, + 2b, procedendo
por indu¢do temos que a seqiiéncia acima € decrescente.

Com argumento anélogo, prova-se que, para todo j > 0 fixado, a seqliencia
v € N — 1., —vb é decrescente

Vamos provar que T e " sao ou a-assintéticas, ou w-assintoticas.
Para isto. compararemos = a uma ¥ € M (a,b)-periddica que satisfaz
Ty < Io. Para obter tal 7 usamos o teorema (2.3) e uma translagao 1, se

necessario. Pelo lema (2.1) temos que ¥, < z; para j < 0 ou 7; < &x; para
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Figura 2.3: z e 2" se cruzam entre 0 e 1.

j 2 0. j4 que x e T se cruzam no maximo uma vez e isto se da a esquerda
ou a direita de 0. Vamos tratar o caso T; < z; para j < 0. o outro caso é
andlogo. Para j < 0 a sequiéncia v — x,_,, + vb é decrescente e limitada por
baixo por T'j_yq + vb = I; pois Zj_yg + Vb > T;_c +vb = I, para todo v € N.
Portanto

F; = Hm (2j-_pe + vb) = lim (Tiwawsy);

U—00 P—0C
existe para j < 0 e Z;,_, + b = Z;. Pela periodicidade de (Z;);<o poderemos
concluir que r e r* sdo a-assintdticos a (Z;);<p. De fato. provemos que z e ¥

sdo o-assintéticas. Para cada j € {0,-1.....,—(a — 1)} a seqiiéncia
$%img b Ly—ta F 20, ) = F

i.e.. dado = > 0 existe k; € N tal que se v > k; entdo

lt5<0a — Ejeva] = Mjssa + 00 — (Fjpe + 00} = |Bjcpe T VO— 8| T2

Seja k = max;z{0-1..-(c-1}{k;a}. Se i < 0 entdo i = j — va. com
~{g—1] L gL 0.

Agora | < —k entdo ¢ < —hk,a para todo j € {0,—1....—(¢ = 1)}, i.e.,
J—va< —ku= -va < —kja=v >k
para todo j € {0.—1....—(a — 1)} portanto.

[ =] = |8 ve = Tjpal T E



lLe.. x e T sao a-assintéticas. Com um argumento andlogo prova-se que z~ e
I sao a-assintéticas. Agora para aplicar o lema (2.4) em z e 2° devemos ter
que |T;.; — 34| e |z}, — 2| sdo limitados quando i — —oc. Vamos provar
que o0 primeiro é limitado.

De fato, dado = > 0 existe & € N tal que se i < —k entdo [T, — x;| < &.

Podemos escrever
vy =@l B B — Faal 4 B — &l +18:— :Cz'| < e Mg

onde M = max{|Z,-, — 3,;7 € {0,....a — 1}}. Dal, pelo lema (2.4) z e 2~

nao se cruzam. O

Seja B, o fecho de B, = {T(apyx | (a.b) € Z°} C R* e paracada i € Z

seja p; : R — R a projecdo 2 — x;. Claramente p; é continua.

Lema 2.6 Suponha x € M. Entdo B, € totalmente ordenado. a projecio pg

leva B, homeomorficamente em um subconjunto fechado de R.

Demonstragado: Pelo teorema (2.5) vemos que B, é totalmente ordenado. O
mesmo acontece para B,. pois caso contrdrio, se supusermos por absurdo que
Y T B, e que y cruza com z em algum ¢ ou entre ¢ e ¢ + 1. como existem
sequéncias {y,} e {z.} tais que yn.2y € B € Yo — y € 2, — 2 €ntdo, por
continuidade. yyv e z3; se cruzam proximos a ¢ para N. M suficientemente
grandes. o que contradiz o teorema (2.5) . Portanto pg s € injetiva. logo
pols, : B: — po(B,) é bijecio. Ainda Po| g, ¢ homeomorfismo. pois claramente
Polg, € continua. resta provar que (pp|g, )" é continua. Para isto suponhamos
{27} pen. 2™ € B, e y € B, tais que Ty — Yo. VaINOs provar que x; — y; para
todo ¢ € Z. B, é totalmente ordenado , e podemos supor que z§ < yp para
todo n € N. pois caso contrario separamos a sequéncia {z"},eny em duas
subsegiiéncias. uma que satisfaz rf < yp e outra que satisfaz a7 > yo e

G g 3 lzl—yal : =
mostramos que para ambas o limite é y. Dado ¢ = —"zi existe ng € N

tal que para todo n > ng [z} — yo| < &. portanto a seqliéncia {2"},5n, €
limitada por y e z'. logo possui subseqiiéncia convergente. digamos {2 }ex.
e r™ — 7. Ainda 7 = y pois Tp = yo € tais trajetorias nao podem se cruzar.

jéd que B, é totalmente ordenado.

o
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Provemos entao que 1™ — y. Pela convergéncia da subseqiiéncia {z™}
temos que, dado ¢ > 0 existe kg € N tal que para todo k > ky vale que
|27% — ;| < z para todo i € Z. Seja § = |25 — o, pela convergéncia de
{z(}. existe ng € N tal que para todo n > ng temos |z§ — yo| < ¢ portanto se
n >ng 2™ estd contida entre y e 2™, logo |z — y;| < 2, e, 2" — .

Para terminar a prova do lema vamos mostrar que A := pg(B,) é fechado.
Suponha 2" € B, seqiiéncia tal que z} = po(z™) converge. Entdo para
Iy = polx). onde z € M foi fixado no enunciado do teorema. existem a.b € Z
zo+a < 2§ < xp + b para todo n € N. Como B, é totalmente ordenado
isto implica que Tjggyz < 2" < Tjopx para todo n € N, agora por (1.1) z"
tem subsegqiiéncia convergente cujo limite chamamos z* € B;. logo p(z”) =

lim,_.. po(z™) € A. 0 que prova que A é fechado. O

Teorema 2.7 Para cada x € M existe uma f € G. tal quée Ty = f(xy)

para todo ( € Z.

=L o

Demonstragdo: Defina f no conjunto A = po(B;) por p; © (pols,)
equivalentemente, f(z;) = z} se 2 € B,. Pelo lema (2.6). f ¢é estritamente
crescente. pois seja yp < 2p, com Yp.20 € A entdo y = (po|p.) (wo) <
(polz. )~ (20) =: z. logo f(yo) = w1 < 21 = f(20). Ainda. f é homeomorfismo
de A em si mesmo. De fato. da mesma maneira como se prova que pylz, .
¢ homeo. se mostra que p;!z, ¢ homeo. Entdo p; o (pols, )™ também o é.
Vamos mostrar que f(A) = A, seja a € A entdo existe y € B, tal que
po(y) = a para que a € f(A) precisamos que exista z € B, tal que p,(z) = a.
no caso y € B;, temos y = Ty, entao tomando z = T(y4142 temos que
Yo = Toa+bez = 21_(4=1)+ b = yo. Agora no caso em que y € € By @
tomando y" — y.y" € B, e fazendo 2" = T\, 5;y™ temos que z = lim, . z"
é tal que yg = 2. dai A C f(A4). Analogamente se prova que f(A) C A.
Tambéin temos que f satistaz f(f + 1) = f(t) + 1 para todo t € A. De fato.
seja t € A entdo existe y € B, tal que po(y) = t no caso em que y € B,
entao y = T(,,,b\_.:ﬁ. seja z = T, h+1)-'1‘- je,.yy=2z—1l.daizg— 1=y =1
ou seja. zp = t + 1. portanto f(t = flz) = z1=9wy + 1= f{t)=+1.
Agora se y € B, tomamos y* € B, cal que y* — y e 2" = Tjpy,y" e cbtemos
flt+1)= f(i)+ 1.



Vamos estender f de A para R da seguinte forma: se R\A = U(a,.b,)

entao definimos

FIQU=t)an +1bn) = (1 = 1) flan) + £f(ba)

o

para t € [0,1]. Claramente f é continua, estritamente crescente. portanto
para que f € G, precisamos mostrar que flx+1) = f(z) + 1. Para isto,
€ (ay.by,) para aleum n e x = (1 — t)a, + th, para algum
t€(0.1)entdo f(z) = (L—t)flan) +tf(bn) e flz)+1=(1—-28)(f( an]+ 1)+
t{f(bn) + 1), como ap. by € A flan+1) = flan)+1e f(by+1) = f(by) =+ 1
temos que f(z+1) = (1=1t)(fla,+1))+t(f(ba+1)) = f(z)+1. Logo f € G+‘

Para terminar o teorema resta provar que f(z;) = f((ZT-i0/2)0) = Zi-1. Seja

seja & € A entao r

¥ =T anZ. 1080 85 =9 portanto f(g:)= fl&}) =% =% O

Combinando o teorema (2.7) com os resultados (1.2) e (1.3} de mapas de

circulo obtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.8 FExiste um mapa continuo & : M — R com as seguintes pro-

priedades:

a) Para todo x € M, i € Z temos que |z; — To — iG(x)| < 1 em particular

alz) = linij—oe Tifi
b) Se z € M € periddico com periodo (¢.p) entdo &(x) = p/q.
c) @ € invariante por T. i.e.. 6(T(apz) = &(z) para todo (a.b) € Z2.

Nota: Chamamos a(z) o numero de rotacao de r € M.

Demonstracao: Para @ € M escolha | € G- de acordo com o teorema (2.7)
e defina a(r) := a(f). Entdo f*{ry) = z,. por (1.3) |z; — 2y — iG(z)] < 1
¢ por (1.2) a(x) = lim,— x,/i. Em particular &(z) estd bemn definida e a
continuidade de &. assim como (b) e (¢) sdo consequiéncias imediatas de (a).

.

Detinimos por M, = {z € () = a}. Note que. como conseqiiéncia

do coroldrio (2.8)(a), vemos que todo r € M, cresce quase linearmente com

1~D
==



inclinacao a. Em particular, sez € Mez* € M e &(z) # a(z”) entdo z e

T™ se cruzamm exatamente uma vez.
Teorema 2.9 Para cada a € R o conjunto My € ndo vazio.

Demonstragao: Pelo teorema (2.3) e pelo coroldrio (2.8)(b) sabemos que

M, = 0 se a € Q. Suponha entdo a € R\Q e escolha uma seqiiéncia

a, = < tal que lima, = a e 2" € M, com zj§ € [0.1] o que é possivel pelo

I

corolario (2.8)(¢). Como a, converge temos que |a,| < C para algum C > 0.
Agora pelo corolario (2.8)(a) obtemos que |z < 2+ |i/C para todon € Z
¢ todu e £ Z. Por ill) {JJ € R:

pacto. fogo temos que ™ tem subseqiiéncia convergente. i.e.. existe 17 € M

2;] € 2+ |i|C para todo i € Z} é com-

tal que lim,_ 2™ = z”. onde z* é a subsequéncia referida acima. Agora

pela continuidade @ temos que-&(z”) =a. O



Capitulo 3

Estrutura do conjunto das
trajetorias minimais com

numero de rotacao irracional

Seja MI* = {x € M, | existe k; € Z*\{0} tal que = = lim,_..« T}, z}

Teorema 3.1 Suponha gue a € wracional. Entao M, € totalmente ordena-

]
ao.

Demonstracdo: Escolha z € M, e f € G- de acordo com o teorema (2.7),
i.e, ; = f'(zg) para todo 7 € Z. Inicialmente vamos provar que toda drbita
recorrente de f estd em M,, i.e., se zj € Rec(f) entédo z] = f*(zj) define um
elemento de M,.

De acordo com a se¢ao 2 do capitulo 1,

2

Rec(f) = {y € R | existe (iy. kyn) € Z° tal que y = lim f(xg) + kn}
n—oc

e note que como este conjunto nao depende da escolha de ry € R pode-

mos tomar xg = po(z). onde @ € M, foi fixado no inicio da demostragéo.

1 L = LR : b Y 2
Denotando a;, = f*(zo). se z; € Rec(f) existe (in. k) € Z° tal que
x5 = lim, . 7, + k. Entéo. fixadoi € N
a; = fHag)= hm f'(x;, + k) = (o + k)
H=—20 L—0C

dal r™ = limy—~ Ti =i, 117 € M. E segue da continuidade de a que 2° € M,,.

K
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Agora suponha 2% z' € M, e fy.f; seus mapas correspondentes em
G.. Entdo dados 7 € Rec(fo) e 2o € Rec(f), pela primeira parte da de-
mostragao vemos que (f§(Zo))icz € Ma € (f1(Zo))icz € Mg, logo se cruzam
1o maximo uma vez. Portanto o lema (1.5) implica que fy e f; coincidem em
Rec(fo)=Rec(f1).

Considere 7. z7 : R — R que denotam os mapas estritamente crescentes
coustruidos no lema (1.5) e 23 = fj(zg) e z; = f{(zg). De acordo com a
prova do lema (1.5)

(%) existe ¢ € R tal que =5 (t + ¢) = z7(t) para todo ¢ € R.

Pela defini¢do de z7 e 27 temos que
(%) zg(ja) <25 < 25(jo) e 27(ja) < x; < 27 (jo)

De fato, zj (ja) = sup{z?+k | ia+k < ja}, como f é estritamente crescente.
temos ia + k < ja implica z{ + k < z, portanto z5 (ja) < 3, as outras
desigualdades sdo andlogas.

No caso em que ¢ > 0 entdo existe i.k € Z taisque t < ia+k < t+c
portanto 2y (t) < zg(t+c), aplicandoem t= ja temosquez; (ja) <
Zg (jo + ¢) = z7 (ja) e como .I'E < %5 (ja) e 37 (ja) £ r_% concluimos que
x? < x} para todo j € Z. O caso em que ¢ < 0 é andlogo. Portanto se ¢ # 0

1

o € T' nao se cruzam.

0

Agora no caso em que ¢ = (. veremos que r’ e z' sdo assintdticos.

Note que:

> lzl— 22| < > (25 (ja) - 25 (ja))

jET j€L
jé que 7} < 27 (ja) = zg (ja) (por (xx) e (x)) e 29 > zg (ja) (por (xx)).
Afirmacao:
> (=5 (ja) — 25 (ja)) < 25 (1) — 25 (0)
JEZ
Demonstragao da afirmagao:
1° passo: Podemos escrever ja = a; + b;. onde a; € [0.1) e b; € Z.
Dai zj(ja) = zj(a; + b;) = z;(a;) + b; (na dltima igualdade foi usada a
propriedade (d) de zj. conforme visto no lema 1.5). Analogamente. temos

que xg (ja) = xg (a, + b;) = 2 (a;) + b;. Logo obtemos a seguinte igualdade:

x5 (ja) = x5 (jo) = 25 (a,) — 25 (a;) com a; € [0.1)



2¢? passo: Se j # k entdo a; # aj. pois a € irracional. Portanto podemos
supor. sem perda de generalidade, que a; < a;. Lembrando que zj(q;) =
inf{z} + k | ia + k > a;} e 25 (a;x) = sup{z{ + k | ia + k < a;}. é imediato

que 23 (a;) < zg (ax) se a; < ax. Daf seque que
[z5 (a,). zg (a;)] N [zg (ak). 25 (ax)] = @ sempre que j # k.

E ainda 25(0) < z5(e;) e z5(a;) < zg(l). Portanto [zg(a;) 25 (a;)] C
(x5 (0), 25 (1)] para todo j € Z.

3¢ passo: do 1° passo temos que
> (25 (ja) — 25 (jo) £ (23 (a) — 25 (a;))
JjeZ JEE
Do 29 passo obtemos que
U (=5 (e,). 25 (¢5))) € [5(0). 25 (1)]
jEZ
e ainda que a uniao é disjunta. Portanto
D (35 (a5) = 75 (a;)) < 25 (1) — 25(0)
JEE

Logo
> (a5 (je) — 25 (ja)) < 25 (1) — 25 (0) = 1

JEZ

Portanto z° e x! sdo assintéticas. daf nao podem se cruzar. O

Vejamos algumas conseqiiéncias do teorema (3.1)

Corolario 3.2 Eriste um mapa continuo de circulo f € G. com &(f) = a
e um conjunto fechado f-invariante 4, C R tal que M, consiste nas drbitas
de f contidas em A, i.€.. T € My & 2g € Aa €2 = f*(x0) para todo i € Z.

A projegao pg leva M, homeomorficamente em A,.

Demonstragdo: Como M, é totalmente ordenado. e seja A, = po(M,).
fazendo a mesma demostracdo do lema (2.6) com M, no lugar de B,. Obte-

mos que py € homeomorfismo entre M, e A, e ainda 4, é fechado. Vamos
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definir f em A, por p; o (polm,)”!. Entdo A, é f-invariante. De fato. se-
Ja a € A, entdo existe y € M, tal que yo = a. seja z = T,y sabemos
que z € M, pelo corolario 2.8 (c). e note que z; = yp e z; = f(z) logo
a = f(zp) onde zp € A,. le.. Ay C f(Aa), a outra conten¢ao é analoga.
Ainda f(t +1) = f(t) + 1. para t € A,, pois seja t € A, entdo existe
y € M, tal que yg = t. e note que z = Tig )y € tal que z; = y; + 1. dai
flt+1)=flyo+1)=flzo)=21=9p1+1= f(y) + 1 = f(t) + 1. Podemos
extender esta f para R. da mesma forma que foi feito no teorema (2.7). e
também obtemos que f € G.. Resta provar que r € M, < 15 € A, e
z; = f'(2o). Suponhamos z € M, entdo z* = T_; )7 € M, e 2} = z; dai.
f(zi) = flzg) = 2] = zi+1, ou seja x; = f*(xo). Por outro lado se 2y € A,

entao r € M, pois py é bijecao entre A, e M,. O

Corolario 3.3 Uma trajetéria minimal x € M, € recorrenie < xg9 € re-

corrente para f. i.e.. po(ML)=Rec(f ).
Demonstracao: Se r € M7 entéo existe (i,.b,) € Z*\{0} tal que
lim T(iybp)z =12

N—0C

2o = lim (T(i,.0.)2)o = lim 2_,, + b, = lim ,f""'“(:rg) + b,
n—0c n—0oc n—0oo

Agora se 7 € M, é tal que zo €Rec(f). i.e., existe (in.b,) € Z>\{0} tal

que xp = limpy—ee [ (2g) + by entdo

2y = Fap) = Jim S (xo0) + bn) = Hm Zypi, + bp = Tiin 6n) %5

(]

Conforme secdo 1.2. para o conjunto Rec( f) temos as seguintes alternati-
vas:
Rec(f) = R. Entdo para todo £ € R existe z € M7 tal que zp = £. Ou

Rec( f) é um conjunto de Cantor.

Teorema 3.4 Todo v € M pode ser aprozimado por trajetérias periodicas

TRATELTILALS.



Figura 3.1: M, para a irracional

Demonstracao: Seja .Ho C M, o conjunto dos x € M, que podem ser aprox-
imados desta forma. Entao .:\;Iw(, ¢ fechado. pois seja (7") tal que 2" € ﬁa
e " — z, para cada 2" existe (2™ ), periédica minimal, tal que 2™ — z7,
basta tomar (z™") e vemos que z™ — z. Também ,ﬁa ¢ T-invariante. ja que
se tomarmos r &€ .HQ e (a.b) € Z2. por hipétese temos que existe (z7).z"
periédicas minimais tais que " — z, como T{,4z" também € periodica mi-
nimal temos que Tiopna™ — Tiop . i-6. Tiepx € .ﬁo. Ainda. T/l] # () como
foi visto na prova do teorema (2.9).

Vamos definir 4, = pD(;\;I’Q‘) vemos que este € f-invariante. pois seja
2€ Mg 2= (0T, 21.2.) = (oo oy F(Z0): e Fi(0), ...) pelo coroldrio (3.2},
polz) = 20 € A, = flzg) € A, jd que T_; gz € ,-"\ﬁ/ldo‘ Logo. A, 6 f-
invariante. Ainda é nao vazio e fechado. pois py € bijetora. jé que M, é
totalmente ordenado para a € R\(Q.

Vamos mostrar que Rec(f) ¢ A,. Considere 7 : B — S*. como na
secdo 1.2. E o : S — S' tal que o f = ¢z ow. Entdo .-'L, f-invariante
e fechado. implica que 7(A4,) é z-invariante e fechado. Como  néo tem
pontos periodicos. por ter numero de rotagao irracional, temos que (como foi

visto na se¢do 1.2) w(y) = Rec(y). Agorase y € 7(Ay), como w(Ay) € ¢

invariante e fechado, temos que w(y) C ﬁ(f‘lm.]. ou seja. Rec(y) C iTL.:laj. Dal

Rec(f) C A, Agora pelo teorema anterior, temos que Rec(f) = po(M*).

Logo M7 C M,.

Lema 3.5 Se Rec(f) € um conjunto de Cantor. Sejam xzo.Zo €Rec(f)

extremidades de uma mesma componente de R\Rec(f ) e x = (.... zo. f(z0)- --.
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ceoe fY(Z0) wor) T = (... Zg. f(Z0). ... fi(T0)....). Entdo x e T sdo assintdticos.

Demonstragao: Como f: R — R é continua, crescente e f(z+1) = f(2)+ 1.
sabemos que f é levantamento de alguma fungéo ¢ : S — S'equesen : R —
S? ¢ dada por 7(z) = exp(27(z)). vale que 7 o f = ¢ o 7. Afirmamos que se
Rec(f) é conjunto de Cantor entdo Rec() também é um conjunto de Cantor.
De fato sabemos que Rec(z) = S' ou Rec(y) é Cantor, suponhamos por
absurdo que Rec(¢) = S, i.e.. dado z € S existe i; — oc tal que £ (z) — z.
Seja y € R\Rec(f). n(y) € S'. logo existe ¢; — oc tal que ¢ (7(y)) — 7(y).
e por defini¢ao % (7(y)) = #(f*(y)), portanto para cada j € Z existe k; € Z
tal que f4(y) +k, — y. ou seja. y €Rec(f). absurdo. Logo Rec(y) é Cantor

e portanto S'\Rec(y) é aberto. Entdo S*\Rec(y) = (Jo_, I onde os I, s@o

f=e]
=]

intervalos abertos de S'. Da mesma forma R\Rec(f) = [J7_, J, onde os J,
s@o intervalos abertos de R. Por hipétese (zg. %) = J com J = J, para algum
n € Z portanto existe I € S*\Rec(y) tal que w(J) = I. Note que . S'\Rec()
é p-invariante e ¢ nao tem pontos periddicos, ja que o numero de rotacao de
é irracional. Seja ¢*(I) = I,,, para algum my € Z, entdo os I,,, sdo disjuntos.
De fato, se k; # ko sdo tais que ¢ (1) = £F2(I) e se ko > ky oM (1, ) =
Im

|I;m.| — 0. Vamos denotar por ug € by os extremos de I, dai 2*(ag) e 2*(bo)

.. logo ¢*~" tem ponto fixo, absurdo. Note que Y i, {In,| < 1 entdo

sao extremos de I, . portanto |£¥(ag) — £*(bo)| — 0. Como 7(J) = I temos

que w(zo) = ag e w(Zg) = bg. portanto | ¥ (wzy) — ¢*(7Eg)| — 0, ou seja.
7w f* (o) — 7 f¥(Zg)| — 0. Entdo existe j. € Z tal que
(=) |f¥(z0) — F5(Fo) = jkl — O

Queremos mostrar que j,=0 para k suficientemente grande.
Note que (zg.Zg) = J € R\Rec(f). portanto se |J| > 1 ao projetarmos .J
em S' teremos que 7(J) = I. daf I cobre todo S*. ou seja. ¢ nao tem pontos

recorrentes, absurdo. Entdo temos que |zg — Zp| < 1. Isto implica que
(%) |7¥(z0) = fX(Z0)l < 1

ja que f é crescente e f(zg+ 1) = f(zo) + 1, dal f(zg) — f(Zo) < flzo) —
flxg + 1) = 1. Portanto (x) ¢ (*+) implicam que {ji} pode se acunular

em 1.0 ou —1. Vejamos que {ji;} ndo pode se acumular em 1. para —1
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€ andlogo. Suponhamos por absurdo que existe {k;}X, tal que {j.} — 1
quando ¢ — o¢, mas como jr € Z isto implica que existe i € N tal que para
todo ¢ >4 jp = 1.

Por (%) temos que
- ky { i
(&) = ee)) =1 —
Cormo estamos supondo que (zy. Fo) = J. temos que Iy > ry. € portanto

F*(Fo) = f¥(z0) > 0. Dai

(f*(Z0) — f*(z0)) — 1 = f5(zo + 1) — ™ (o)
Lozo s¢gue que

|F5(&o) = fH(zo+1)| = 0

Se denotarmos Ji, = f%(J). veremos que a ultima afirmacdo implica que
\J; . — 1. mas isto nao pode acontecer. pois se projetarmos Ji,. teremos que
se 710" ) = I, emao |[;| — 1. Contudo j& vimos que |[;| — 0 quando

J — x. Logo jr — 0 se k — o. i.e.. jr = 0 para k suficientemente grande.

Teorema 3.6 Para todo x € M \MT existe £ € M€ e T € M!*C tais que
& (43 = o & q

I < 1 <T €quex €T sao assintdticos.

Denmonstracdo:  Note que se M, \ M # (). entdo pelo coroldrio (3.3).
Rec(f) # R. pois se € M/\M¥ temos que pg(z) € R e ndo pertence
a Rec! f1. Portanto Rec(f) é wm conjunto de Cantor. Seja r € M, \MI* e
cousidere pg(x) = rg. entao existe (yo,v1) € R tal que:

(1) zo € (Yo.21)-

(ii) para todo y € (yo-v1) y € Rec(f) e

(iii) yo.y1 € Rec(f).

Sejam 2.7 € ML tais que po(z) = Yo e po(Z) = y1. Pelo lema anterior z

e T sao assintoticos. T
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Capitulo 4

Estrutura do conjunto das
trajetorias minimais com

nimero de rotacao racional

Seja a € Q. a = p/q com p e ¢ relativamente primos.

Definimos M = {z € M, | ¢ é (¢, p)-periédico}

Teorema 4.1 MP®" € nao vazio. fechado e totalmente ordenado. Todo x <
ME" tem periodo minimal (q.p). Se x € MP entdo x € um minimo de
Hr,'.}.l : R,l.;.l

(Prg={t € R | Ty =2}y Hyplr) = HiSgin2s))

— R. em particular H, ,(7) = HT" para todo x € M.

Demonstragao: Pelo teorema (2.3) temos que M2 = (. Do coroldrio (2.2)
temos que todo z € M2 tem periodo minimal (g, p), e que M2 é totalmente
ordenado. Vamos provar a ultima afirmacao.

Seja € Py, tal que Hy,(r) = HJ", e suponhamos por absurdo que
existe £ € ME* tal que e = H{ggwy) — Hio: 5 %5) >0

Escolhemos n € N. suficientemente grande. tal que satisfaca:
ne > H(zg. 21) — H(zo, 1) + H(Z4-1,2,) — H(Z¢-1, Z4)
isto implica que

(%) H(zg.21) + H(zg-1.25) < H(Z0.21) + H(zg—1.24) + nc
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Note que H(zgy.23) = H(Zng-1.273,) e também que H(z,_y.7,) =

H(Zng—1+ Tiny)-

-

E como temos que

H(X0: 14 oo0r Trig-1:%ng) = H{(Z5, T1) + H (@1, 1005 Tng-1) + H (®ngisTys)
Por (x) e pela observacao acima. obtemos que

H(zg. 11 .o Tng-1: Tpg) < H(Z0: T1, ..s Tng—1, Tng) + nE = H(Z5, ..., ZTp,)
o que contradiz a minimalidade de z*. T

Definigao 4.2 Dois elementos de MP" sdo chamados vizinhos se nao existe

elemento de ME entre eles.

Definicao 4.3 Suponha que x~ < x7 sdo elementos vizinhos de MP". Entdo:

M7 (z=.27) = {x € M, | 2 € a-assintdtico a = e w-assintdtico a x~}

MZ(z7.27) = {z € M, | 2 € w-assintético a T~ € a-assintdtico a 7}

Denotarenos por M7 (respectivamente M) a uniao dos conjuntos

MZ(z7.x27) (respectivamente M7 (z~.z7)) extendidos a todos os pares
de elementos vizinhos (7. x27).
Note que pelo lema (2.4) todo x € MZ(z™.27) UM (2”7, 2") satisfaz

il < st

Teorema 4.4 Se a = p/q € Q. entdo M, € unido disjunta de ME™ . M.
Mg .

Demonstragao: Suponha que z € M \M?Z%". De acordo com o teorema (2.7)
existe f € G.. tal que f(z;) =z..;. E a&(f) =a =p/q.

Assim como na secao 1.2. vamos considerar a fungao periddica
re(t) = fUt)—t—p

Vimos que se £ € M2 entao 1,(rg) # 0. onde 1y = po(z). Suponhamos sem
perda de generalidade que 7,(zq) > 0.
Por (1.3) existe yo € R tal que ry(yo) = 0 e pela periodicidade de r,. (i.e..

r,(t +1) = ry(t)) temos que existem zj. x5 € R tais que ry(25) = ry(zg) =0

oo
|



e 29 € (z5.27). Como 1y é continua e r,(zg) > 0, podemos ainda supor que
y > 0.

Isto implica que a seqiiéncia { f™(zy) — np}ncz € estritamente crescente.
De fato.

TQ‘[\:g g

(*) rq(To) = fHa0) —20—p> 0= 25 < f920) —p
agora xo < xg implica f4(xzo) < f9xg ). pois f é crescente. E como
(#x)  fUag) =25 +p= fUz0) <ag +p= f'(z0) —p<zj
e portanto, por (#) e (*x*) temos que
gy L ¥ < fi(og) —pRiay
Ja que 74} ;- o) > 0 temos que
rq(f?(20) — p) > 0 ouseja fU(f%(z0) — p) — f'(z0) +p—p>0

dai,
f% = f(z0) —p > 0 e entdo f*(z) — 2p > f(zo) — p
Aplicando sucessivamente este arguimnento vemos que { f™(xq) — np} é estri-
tamente crescente e também que ry < f™(zy) — np < 2 para todo n € N,
Vejamos que
lim (f™(zo) —np) =5 e lim (f*(20) = np) = 25
n=—2oc MN——00

De fato. suponhamos por absurdo que lim, .. (f"(z¢) —np) = ¥ < zj entdo

lim (f"Y(z0) — (n+1)p) = f4(2) —p < 7

N—0C
POIS Tyl (347 > 0. o que contradiz a definicao de . Analogamente mostra-se
que lim,__.(f"(zo) — np) = 3.
Vamos definirm 27 e z~ por z7 := fi(zy) e z; := f'(zg) entdo. pelo

fato que ry(zg) = r4(zy) = 0 temos que
Typa™ =27 e Tigpa~™ =2~

E ¢ Ll ver que



im T(—ng-np)T =27 € UM T(cng-np)T =2~

n—oc N —0

Portanto z7.27 € MP" e 2~ < z < z7. Mais ainda. paratodo 0 < j < ¢

nl-l-zrc}c 1$3+nq _-;--ﬂq[ = hm |I_?—-—1lq (3:; + Tl:p” =

nll_.m |Zjing — Mp — 27 | = nlfgo |(Ti=ng,—np)T); — I;-| =0

Portanto z é w-assintético a ™ e analogamente z é a-assintético a =~
Falta provar que z~ e z™ sdo vizinhos. Por absurdo, assuma que existe
r € MPT tal que 27 < " < r7. Entdo zr e x” se cruzam. digamos entre
t—1e7 (0caso em que r e z” se cruzam em algum ¢ € analogo).
Seja j € Z fixado e tal que j > i, vamos definir um segmento (Z;_1. ... Tj=4).
por:
Tiy = Ti-1;
T = Ty se i<m<i+g-—1,
G = Tm—g+p 8 I+gEXmEj+e—1,

LTivg= T

Queremos mostrar que para j grande temos (ver figura)
(41) H(.’fi_l,...,if-'j_l.q) = H(.’L‘g_].....,l'j_;q)

De acordo com a definigao feita acima

H(f‘l_l.....j}_q) = H(CE-;_.]_..T:) +H( i '-—q) H[l"

1+g—1" I:—-q)-i-

+H {25 5@ + 0) + H{Z 4 P @iy +p) ot H(Zjoy + 9 Ljug) =

= Hgienz]) + HE 0 8hg) = BlElg1 Bigg)+

+H(zl,, 3,2 +p)+ H(ziiooiy 2j=1) + H(Tjo1 + P, Titg)

1——q—
Na 1ltima igualdade foi usado (H,). para substituirmos H(x; +p. =) +p]
por H(zy.2y~). parat <1< j-=1.
Usando que z~ € (g.p)-periddico e (H;). temos que
7

i==g—1

=.1':_]+}{}. I:q_z +P:H( i+q—1" 1+q)"”H(3“:-—l‘$;)
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M perda de

i+ logo aplicandg (H3).

temos
Tiq. 1}') -+ H(.’I‘:__-.‘ .T;) k- H(.Z‘g...; - .'I‘:_j + H(-T:_]. .T_v)
Logo
H{I,.._l.-r:l > H{’J‘;_I.,z'_‘ ) - {'1‘:_‘,.3;) - H{r,’_q_‘.,.r‘:ﬂ,_l
Como foi Notadg acima - itgu1 — . Portantg
H(z:

1
H('IHI-I;} e i+g—1r T +P) -~ H(‘T;Hq-n Ling) < H(z, > %)
Agory Mudandg 4 ordem das Parcelas de H(z, ey Eygo) € fazendo as
subbmmgées acima Justificadas obtemos que
H(z, Tooan &y o) =Hl# - z;) + {Lz‘;_q__l Z; + p) __HI‘{';-—(;-J ;. )+
+H (z; T )+ H(z, wZie1) + Hy i TPz
Usando , Ultiing dC‘\I“IId!‘d&de Segue que
H{z,_, [



+H (T, .0s Zj-1) + H{Zgo1 +0,Th3¢)
Portanto existe = > 0 tal que
(4.2) H(Zi—35i: Bing) = H(@icry ooy Tja) + H(ZE, 00 23 4)+

J& que x é w-assintético a ™ € MPET, Le., limp—oe |2 — 2, | =0
: k—oc |k )

IH(IJ—E-IJ)_H(IJ—1+p'$j-;—q)| = |H($g~1-.-'f;)—H(l’;..lz1‘j}+H(1’_:_1-I;)_
=H(zi_, +p.xj.,) + H(z;_, + p.27.,) — H(zj-1 + p, ‘rJ-'-q) <

< |H{Zj=y:25) — H(27j_1eI;)| i |H($;—]'I;) —H1 (T

_|

=

F-i
;L
{0

+|H(z 1+pIJ+Q) H(zj-y + p, ;44

Pela continuidade da H temos que

lim [H(z;-1,2;)—H(z]_,, 2] )|-—0-—llm |H (27 1.pac__q) H(z;o1+p.2,-4)]

J—0C

e pela periodicidade de ™ temos que

\H (2] 1,27) — H(zj_s + p. 25 )| = |H(z]. 25 ) — H(zi_y+p.a] +p)| =0
logo
(4.3) limy—es [ H (Z5-1:25) — H(Zjo1 +p:Zix0)| =0

também pela continuidade de H e por x ser w-assintético a =™

3121016 VH(Z g5 Tjg )= H(ZF ;027 )| = jlin;c | B jrisces Bepg) —~HET i Ehdt =

i

I
o

Agora pela tltima afirmagao do teorema (4.1) (H(zg.....a7) = H(zg. ... 2;)).

e pela periodicidade de =~ temos que

H(zg i@y ) = H(hi-02,) = H{25 s iy)

dai
(4.4) B0 o0 [T (Bmess Bjmg) = H (B 5 oo Bhpg) | =
Moo [H( 250 voos Byag) — H(Zg oo 2T )| = 0
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Agora (4.2) implica

lim H(Fioy. . Fjuq) =

J—=

= Hm (H(@ic1y o Bye1) + H(Z] oo ®y,) + H(Gjoi 9. 254) — &) =

V.ol wLitg

= lim (H(.ri-_l. .....Tj_]} s H{.’l: ""Ii-'.—q
1—oc

Y H (B pe) + H{ By Byag) +
+H(xyoy + p.2yg) = H{z)-y,2)) + H(zj1,2,) — 2) =
= Jl._l._.lralc (H(Ii—ls -“--Ij-—l) = H(xj._l._.'rj) T H(I:J vieyg -Tj-e-q) — 5’) i
+ lim (H (2l cwlly,) — H( B Bing) + B(8y-1 + 0 Z5a4) — Hzior2;))
Usando (4.3) e (4.4) obtemos
JIEE; By aa0 -'Ejﬂ'-q) = JIEEC (H(Ziets 00 Bag) —£)
dal para j suficientemente grande temos

H(Eitsones Byrg) € H(Zicts s Tgng)

0 que contradiz a minimalidade de z. Portanto ndo pode existir 2* € M2

tal gue o~ < z* < z7,ie, £~ e ™ sdo vizinhos. O

Note que r € M,. com a racional. é recorrente, se e somente se. r €

periodico.

Teorema 4.5 Suponha que x= < x™ sdo vizinhos e x~. 27 € MP". Entdo

MZ(z=.z%) e M7 (2™.2") sdo ndo vazios.

Demonstracdao: Escolha a, € R tal que a, > a.lima, = a e 2" € M,_.
Queremos encontrar translacoes apropriadas de =™ que convirjam para um

$E plLEE )

LE

L



Seja &€ = minsez(z7 — 7).

Para cada n € N escolha i(n) € Z tal que

. Sz fO
in) > Tign) T€/2

De fato. podemos encontrar tal i(n). pois a, > a entdo z" e r~ se cruzam
exatamente umna vez. digamos entre j e j + 1. Ainda pelo fato de a, > a
temos que para ¢ < j vale ' < z7 eparai > j+ 1 vale 2! > z7. Logo
2} < x; +ef2 parai < j.

Seja i(n) o primeiro inteiro maior que j que satisfaz ()

Definindo k(n) € Z como sendo o inteiro tal que
i(n) 4+ k(n)g =: j(n) € {0,...,¢ — 1}
Note que. por (x) temos que

Tneis S Ty T2 se i = k(n)g <i(n) =jn — k(n)g
i.e.,
I?—k(ﬂ)q s Lm +&/2 s€ L< Jn

e do fato de que = é (g.p)-periddica temos que

Ii—ﬁ:lrt)q = l': - k{ﬂ)p

Seja " 1= Tig(njg.kin)p) 2" . Pelas duas tltimas equagdes. vemos que

T} = Ti_pmyg +R(n)p L x7 +¢/2 para i < j(n)
e por (=). como i(n) = j(n) — k(n)g

n

& — k(n)p = Tizkin)g > 2; —k(n)p+¢/2 para i = j(n)

daf
Z Fa; +ef2 para i = j(n)
Em particular obtemos que

=1 = | IS =Tt

piny=1 S J'_;m;—l -

I
[
1
o
V
~
|
[
o
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Como j(n) € {0.....¢—1}. existe subseqliéncia infinita de (Z"). que denotare-
mos por (2') tal que j(I) = jo € {0.....¢ — 1}.

Afirmagao: Para cada C' > 0 o conjunto {zx € M | |z,,| < C e |a(z)| <
C'} é compacto.

Vejamos que |z;,| € limitado. Sabemos que

{ L e wlionlices ol U 90 o
125 — %o = Joa| € 1= |15, — @] €2+
dai
Izt | < |2t _ |+ 2+a
Jo Jo—11 7 T

Pela definicao de jp temos que

wh. o BOET . £E/D

Jo—=1 —=jo
L-LJ;.‘.l.I
3 l i o [ - | .
|rja| < |Ijo—1 _'._‘:/2| +2"1_Cl¢
Agora para [ suficientemente grande temos que a; < « + £. portanto existe

ap tal que o) < ag. Entdo existe C' > qq tal que

!
2| < C

t

Pela afirmacdo. concluimos que existe uma subseqiiéncia de (') conver-

gente a um & € M,.

;< a7 +2/2 <27 parai < jp.

De acordo com o teorema (4.4) isto implica que £ € M7 (27, 27). Comecando

R O

com a, < a,lima, = a obtemos z € M,



Capitulo 5

Aplicacoes as geodésicas do

Toro

Vamos agora interpretar os resultados dos capitulos 2-4 para geodésicas em R?
com uma métrica riemanniana Z*-periédica. Via aplica¢io de recobrimento

podemos obter resultados para geodésicas no toro bi-dimensional.

Definigao 5.1 Uma méirica Riemmaniana num aberto A em R? fica definida
por uma familia de matrizes dois por dois simétricas positivas definidas M (x).
r € A C R? Assumimos também que os coeficientes da matriz M dependem
™ em .

Para cada vetor v no plano tangente passando por ¥ = (r;,13) € R?

= ||t|l = /< v. M(z)v > a norma do vetor

denotamos por |lv]| = ||(vy. ¢2)

T

Defini¢ao 5.2 Uma métrica riemanniana numa superficie X de classe C>
contida em R® € uma escolha de uma norma ||.|| em cada plano tangente a

]
T

X de tal forma que quando for firada uma parametrizag¢ao g(xy. ) € R°.

Mm

T

a expressao desta norma em coordenadas (z1.x3) € B for da forma acima.

Definicao 5.3 Uma métrica riemanniana periédica em R* € uma escolha de

M(x).z € R?

de tal forma que M(xy,22) = M(zy + m.x3 + n) pare todo

v

m.n€Z
Definicao 5.4 Dado L(z.v) : R®* — R de classe C**. o conjunto de equacdes
OL d oL _

(:)_I] dt 81'; B
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se denomana de equacoes de Euler-Lagrange.

A equacao acima é de segunda ordem. A maioria dos resultados que
enunciaremos a seguir sao validos para lagrangianos convexos e superlineares
e referimos o leitor para [3] (Lagrangianos autéonomos) e [5] (Lagrangianos
periddicos) como referéncias gerais sobre o assunto. Aplicagbes tipo twist
podem ser analisadas através de principios variacionais a partir de um H
como nos capitulos anteriores (ver [5]). Aplicacdes tipo twist podem ser ca-
racterizadas (se, e sé se) como a aplicacdo de primeiro retorno no tempo
um do fluxo obtido a partir de um Lagrangiano periédico L(z.v.t) (con-
forme [5. Theorem 6.1]). Para métricas riemannianas no toro bidimensional
(lagrangiano auténomo L(z.v) = ||v||2) podemos no entanto. como serd de-
scrito a seguir. obter resultados interessantes a partir da andlise de uma H
como descrita nos capitulos anteriores.

Vamos considerar a seguir (a menos que se diga ao contrario) uma estru-

tura riemanniana periédica definida por M(z) fixada em R?.

Definicao 5.5 Por definicao uma geodésica € uma solucao da equacdao de

Euler-Lagrange quando L(z.v) = ||v|[2.

Como L(z.v) = ||v]|2 é convexo em v, entdo dado posigdo z e velocidade
v existe apenas uma solucao (x(t).v(t)) = (z(t).2'(f)) da equagdo de Euler-
Lagrange. A solucéo estd definida para todo t € R pois o fluxo geodésico é
completo (ver [2] para definigdes): uma métrica riemanniana periédica em R?
é de fato uma métrica no toro. que por sua vez é compacto. As solugoes z(t)
neste caso sao de classe C> pois M (z) é de classe C*.

Vamos denominar de geodésica indistintamente z(t) ou (z(t).v(t)) =
(x(t).2'(t)).

As solucdes da equacdo de Euler-Lagrange z(t) no caso do L = |[v|[?

'{l’
correspondem as trajetérias de um problema mecanico em que nao existern

forcas externas ([4. secoes 5 e 6 Cap II]).
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E fécil ver que para L(z.v) = |[v|[2. se z(t) é solugao da equacdo de Euler-
Lagrange, entao para cada A # 0 a curva y(t) = z(At) também é solucdo (e
possul 0 mesmo trago).

Pelo Teorema da conservagao de Energia Total ([4, teorema 9 cap II]) apli-
cado ao presente caso (sem energia potencial) temos que toda solucéao z(7) da
equagdo de Euler-Lagrange satisfaz a propriedade ||2/(t)|[3,,, = L(z(t).2'(t))
€ constante.

Sendo assiim, as propriedades geométricas de tais solugoes z(t) podem ser

analisadas apenas considerando um z(t) que satisfaga ||z/(?)|| = 1 para todo
t. A partir de agora s6 consideraremos geodésicas z(t) tal que ||z'(t)|| = 1
para todo t.

Algumas vezes falaremos na geodésica como o trago (conjunto de pontos)
e outras como uma parametrizacao r(t).

Sempre que falarmos que uma curva z(t).a <t < b. é diferencidvel por
partes num intervalo fechado [a.b] é por que assumimos que ela possui uma

extensdo & um intervalo (a—e.b+¢).2 > 0 no qual é diferencidavel por partes.

Teorema 5.6 Considere o lagrangiano L = ||v||* associado a M periddica
como descrito actma. L : R — R de classe C*. Firados z; e x5 em R
a.beR. seja F = F,ps 1. 0 espaco das curvas diferencidveis x(t). de classe
C? por partes em a < t < b tal que z(a) = z, € z(b) = z5. Os elementos z(t)
de F devem satisfazer ainda a seguinte propriedade: existem limites de x'(t)
a esquerda e a direita em cada valor t onde a deriwada 2'(t) eventualmente
nao existe. Seja L : F — R. defintda por L(z) = f:L(:c(t),:c’(r))dt. As
curvas diferencidveis (nao por partes) x(t) que sdo criticas para as variagoes
L(y).y € F de L(x) (ver [4. se¢do 2. 3 e 6 cap II]) sdo ezatamente as solucoes
da equagao de Euler-Lagrange (que por sua vez sdo de classe C™ ) descritas
acima. Ainda. se x(t) € F. curva C* por partes. € critica para L. entdo ela
possut uma extensao a uma curva C> em todo intervalo [a.b] que também €

eritica (e satisfaz a equacao de Euler-Lagrange).

Como L(z.v) = ||v|[%. temos portanto L(x) = [ |z (¢)]|2,, dt e os cami-
nhos x(t) criticos para £ sao exatamente as solugoes da equagao de Euler-

Lagrange (portanto de classe O para ¢ < t < b). ou seja sao geodésicas.



Em particular, se z(t) é diferenciavel e minimo de £ em F entdo z satisfaz
as equagoes de Euler-Lagrange. Note ainda que um minimo z(t) para £ vai
ter que ser de classe C*.

O valor real L(z) = f:L(I(t)' 2'(t))dt é denominado agdo do caminho
z(t) ligando z, a x5 pelo Lagrangiano L.

Defini¢oes anédlogas e resultados semelhantes podem ser considerados nu-
ma superficie riemannania X qualquer.

O comprimento de uma curva diferencidavel por partes qualquer (nao ne-

cessarialnente geodésica) «o(t). ¢ <t < b, por sua vez ¢ dado poy

b
/ |1z’ (1))]|z(0ydt = U(z.a.b).

Note que duas parametrizacoes que definem a mesmo conjunto de pon-
tos (traco) determinam o mesmo valor de comprimento. Logo. [(z.a,b) ndo
depende da parametrizagao.

O valor {(z.a.b) nao depende também dos valores escolhidos a.b. Sendo
assim [(r) = [l(z,a,b) vai denotar o comprimento da curva z (vista como
conjunto de pontos do R?).

Observe que se z(t) for geodésica, entdo ||z'(t)|| é constante. digamos igual
a ¢p, logo l(z.a.b) = ¢o(b—a). Se considerarmos, como estamos fazendo aqui.
apenas as geodésicas x(t) tais que ||z'(t)|| = 1 = ¢o. teremos l(z.a.b) = (b —
ayi= j: 12/ (E))2(pydt = ff lz'(1))]|2,,,dt. onde z(t) é geodésica minimizante

que existe pelo teorema abaixo.

Definicao 5.7 Furada uma estrutura riemanniana a partur de M(x) como
acima podemos tornar R? um espaco métrico definindo a métrica d(x;.x2).

onde r1.75 € K%, do segquinte modo: fize valores a < b € R e denote
d(ry.zs) = inf{l(~v.a.b) | 7 € F}.

Teorema 5.8 Qualquer dois pontos x.22 em X variedade riemaniana com-
pleta (compacta ou nao) podem ser ligados por uma geodésica diferencidvel ~

gue € minimo para L em F.

Este é o teorema de Hopf-Rinow estudado em geometria diferencial. (veja

prova em [2]).
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Note que a curva solugdo ~(t) acima é diferencidvel em f mas nem sempre
é uinica. Por exemplo. no toro canénico em R® com a métrica induzida pela
métrica euclidiana do R? podemos obter dois pontos x; e x5 antipodas que po-
dem ser unidos por curvas geodésicas distintas ~; e v, de mesmo comprimento
que juntas formam um circulo contido no toro em K3.

Segue do ultimo resultado acima (ver [4. Proposicao 14 e 15 secdo 6 cap
I1]) que o valor d(z;.z>) definido anteriormente é assumido por uma geodésica
minimizante 4 tal que ||7'(t)|| =1l.a <t < bed(z;.z;2) = (b - a).

No que segue sempre que falarmos no caminho ~(t) realizando a distancia
d(zry.23). onde ;.25 € R? estaremos considerando ~(t) a geodésica de
comprimento minimal e parametrizada pelo comprimento de arco. ou seja.
{~(t)]! = 1. Se falarmos em F estaremos supondo neste caso que a < b foram
escolhidos de modo que b — a = l(~.a.b) = d(~(a). (b)) = j:f’ |7/ (2)|12dt =
[Pl @)lldt = [ 1dt.

Vamos utilizar nesta secdo algumas propriedades basicas de geodésicas:

(G) dados trés pontos .z, € ry, considere as geodésicas minimizantes

a) 7; para xj € I

b) ~2 para x> e T3

e

C) y3 para I, e Ts.

Pelo fato de d ser métrica vale que [(~v3) < [{~1)+1(~2). Em outras palavras.
se considerarmos um triangulo (na geometria definida pela métrica dada por
M {z)) constituido pelos lados (geodésicas) v, 2. 3. entdo um lado é sempre
menor que a soma dos outros dois lados.

Ainda. se o angulo entre 5] e 75 no ponto de interse¢ao r; nao for nulo.
entdo [(v3) < I(7) + (=) Isto segue do fato que I(~3) = I(~) + I(~2) implica
que a unido dos caminhos 73 U7, = 7 é minimo para a agao ligando z; a
ry. Logo ~ é critico e assim satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange. o que é

absurdo pois as solugdes ~ de tal equagdo sao de classe €™,

Definicao 5.9 Dada uma superficie riemanniana X . denonunaremos de seg-
mento geodésico minimal ligando x, a T, uma curva (geodésica) 7 que realiza
a menor distancia entre dois pontos Ty € 5. onde v(t) estd definida em (a.b)

ev(a) =1z ey(b) =1 .



‘\Ifl

Figura 5.1:

Note que dado dois pontos z; e z; nesta mesma curva ~. a restrigdo de »

ligando estes dois pontos também realiza a distancia minima entre z; e 2.

Definicao 5.10 Dada uwma superficie riemanniana X. denominaremos de
geodésica mintmal ~(t), —oo < t < o0 uma curva (geodésica) ~ que para todo

iy < ty realiza a menor distdncia entre 0s pontos 1 = v(t1) e 3 = ~(t3).

(Geodésicas minimais sé ocorrem em superficies ndo compactas.
Estaremos neste texto basicamente interessados em analisar geodésicas
minimais ¥(t). —occ <t < ox.
Lema 5.11 Suponha que v : [d.b] — R% 5 : [d,b] — R? sdo segmentos
geodésicos mainvmais v (ligando x, a x2) e 5 (hgando z3 a x;) satisfazendo
~(a) = F(a) = p1 e v(s) = A(s) = p» para algum d < a < s < min{b. b}.
Entao ou sua interse¢do € um segmento geodésico minimal (ou seja ~ = 5 )

ou p; € py sdo extremos de ambos segmentos (e s =b=1).

Demonstracao:

Suponha que ~ : [d.b] — R% 5 : [d.b] — R? sfo segmentos geodésicos
minimais v (ligando 7 a x5) e 5 (ligando z3 a x4) satisfazendo ~(a) = F(a) =
p; e ~(s) = 7(s) = p» para algum d < a < s < min{b.b}. Suponha que
néo vale que s = b = b . digamos s < b. Seja py = ~(a) = F(a) e seja

ps = ~(s) = 3(s) 0 outro ponto de intersecdo como mostra a figura 5.1.
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Note que o angulo entre 7'(s) € 5'(s) em p; € ndo nulo (pois ambos satis-
fazem ||[7'((s)[| =1=||7'(s)l| e v # 7).

Fixe ¢ > 0 pequeno e considere os segmentos geodésicos minimais v;. ¥z,
=, e 7, definidos do seguinte modo:

a) ~(t) é a restricdo de + ao intervalo (s — z.s).

b1 ~,(t) € a restricdo de ~ ao intervalo (s.s + =).

¢! =;(t) é a restricdo de 5 ao intervalo (s — ¢, s).

d' ~5(t) é a restricdo de 5 ao intervalo (s.s+ 2).

Seja agora 5y (t) o segmento geodésico minimal ligando v1(s—¢) a
¢ 7. f1 0 segmento geodésico minimal ligando F;(s — ) & va(s =+ 2).

Secue de (G) acima (e do fato que o angulo entre ~'(s) e 5'(s) em p; é
nao nulo) que I(3) < () + 1(F2) e 1(8:) < (%) + (7).

Portanto.
1(31) +1(32) <l(71) +U(F2) + 1(Fn) + U(72)-

Considere os caminhos 3> = v(a.s —g) U B UF(s +£.b) e

3, =%(a.s —2) U3 Uels+ 2. b).

Obtemos assim uma contradigao pois
[(31) + U(32) < l(m) + (%) + (M) + 1)

implica que
UBy) +1(82) < Uv) +1(3):

A aled XPressao na e ser v ira porque ~ e A 830 ¢ ntos
A ultima expressdo nao pode ser verdadeira porq e 7 sAo segmentos

cgeodésicos minimizantes e 5> € ~ tem 0S mesmos extremos. assim como 3; e

\amos considerar a seguir no R? uma métrica riemanniana Z>-periodica.
definida pela familia de matrizes M como definida acima. Queremos descrever
o conjunto das geodésicas minimais em R?.

Vamos construir uma funcido H : R* — R que satisfaca (H,) — (Hy).

Priueiraiente. vamos assumir que as coordenadas em R? foram escolhidas
de forma que a linha coordenada s — (0.s) é uma geodésica minimal. Isto

pode ser feito da seguinte maneira: considere no toro T2 a métrica projetada
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do R? e encontre a curva fechada v em T2 de menor comprimento na classe
de homotopia (1,0} do toro bidimensional. Note que n~y também minimiza
comprimento na classe de homotopia (n.0).

Esta ~ serd. naturalmente. uma geodésica periddica diferencidvel minimal
em T2. Podemos considerar uma parametrizacao tal que o dominio de defi-
nicao seja [a,b] = [0.1]. Considere agora uma parametrizacido do toro com
dominio no quadrado [0,1) x [0.1) C R? tal que o segmento (0.5).0 < s< 1
parametriza a curva 7. O levantamento da métrica riemanniana no toro ao
recobrimento universal R? via esta parametrizacdo do toro é que vai ser o
objeto de nosso estudo.

Desde que T;.k € Z° sao isometrias. todas as linhas s — (z.5).i € Z sdo
geodésicas minimais. Por simetria, o mesmo vale para s — (i, —s).

Definimos entdo H : R?> — R por:

H(g,n) = d((0,€), (1, 1))

Tal H é continua mas, em geral, ndo diferencidvel. A existéncia de pontos
conjugados em uma geodésica unindo pontos de {0} x R com {1} x K induz
uma descontinuidade na primeira derivada de H (ver [1])

Note que
k-1

H(zj,ooozk) = d((i,2:). (i + 1. 2i1))
i=j
poils

d((d. 2:) (8 + 1, 2i51)) = d((0, z2). (1. 251
pela invariancia de M por ZZ2.

No que segue. quando falarmos na curva geodésica v(t) cujo comprimento
realiza o valor d((0.€),(1,7n)) estaremos supondo que ||7/(t)|| = 1 para todo
valora<t<bel(y.a.b)=b—a=d((0.£).(1.n)).

(V) Destacamos o seguinte fato muito importante: uma geodésica mini-
mizante 7. que ndo é parte de nenhuma linha {i} x R ndo pode interceptar
um eixo {i¢} x R mais de um vez. Isto porque {i} x R descreve uma geodésica
minimizante e o lema 5.11 impede isto.

Antes de provarmos que H satisfaz (H,) — (H,;) vejamos o seguinte resul-
tado que nos permitird aplicar os resultados dos capitulos 2-4 para o caso das

i = : Sy
g(‘()d(‘S!('"{tF Iminimals eni =~
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Lema 5.12 Seja (z,....z) um segmento minimal com respeito a H e que
faz parte de uma configuracdo minimal (infinita) x (para H) e k — j > 2.
Entdo eziste um tnica geodésica minimal 7y : [—00.00] — R? que une (j.z;) a
(k.xx) (e ainda passa por (i.2;),] < i < k). Reciprocamente. todo geodésica
minimal que nao € parte de nenhuma linha {i} X R, i € Z, intercepta cada
linha {i} x R no mdzimo uma vez. Se a projegdo m(x1,3) = x1 for tal que
para a geodésica mainimal v vale w(v) = R. entdo os pontos de intersecdo de
gamma com as linhas {i} x R, { € Z, formam o grdfico de uma configuragao

infinita minimal com respeito a H .

Demonstracao: Sez = (.2, .... T...) é configuracdo minimal para a H (acima
definido) no sentido do capitulo 1, e se 4; é o segmento minimizante ligando
(i = 1,z,01) a ({,2,), entdo a colagem infinita destes segmentos ~; define
uma geodésica minimizante 7 (diferencivel). Isto porque em cada intervalo
(1 —=1.7). (1,7 + 1) as curvas 3; e v devem fazer angulo zero em (7, z;), pois
~: U7+ € minima, logo. critica. logo satisfaz as equagtes de Euler-Lagrange,

sendo assim a curva ~(t) é de classe C*.

A

2

Suponha que exista outra geodésica minimal 3(t), 3 : [~oc. o] — R
que une (j.z;) a (k,zx). Note que ~'(t) e 3'(f) fazem angulo ndo nulo em
(.2;) a (k. zg). Podemos considerar segmentos geodésicos minimizantes 5 e
3. (pedacos de geodésicas correspondentes respectivamente a v e ) contendo
estritamente dentro de si os pontos (7. ;) a (k.2 ). Aplicando o lema (5.11)
as e 3 com p1 = (J.z;) e p» = (k. ;) temos uma contradicdo.

Logo os dois segmentos 7 e J sdo iguais, o que demostra a unicidade de

Reciprocamente sejam 5 : [—20, oc] — R? um geodésica minimal que nao
é parte de nenhuma linha {i} x R. Entdo a imagem de ~ intercepta cada
linha {7} x R no maximo uma vez.

Note primeiro que para cada ¢ fixo, cada linha {i} x R é uma geodésica
minimizante em R2 De fato. se houvesse uma curva 7 ligando dois pontos
(2.2) a (i.y). com z < y, entdo seja k < z e y < m com k,m € Z. Considere
3={(i.s).k < s<z}unu{(i.t).y £t <m}. Denotepor §a curvade menor
comprimento em T2 com homotopia (1.0) como descrito anteriormente. A

curva J projetada em T determinaria um segmento homotépico a (m — k)J

Srlhn
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com com comprimento menor do que (m — k)3. e isto néo é possivel.

Logo. 7 e {i} x R s6 podem se interceptar uma vez.

Suponha que projecdo 7(z;. 22) = z; da geodésica minimal ~ sobre o eixo
dos 1; seja K.

Sejam (i.z;).1 € Z. os pontos de intersecao de 7 com 0s eixos respectiva-
mente {i} x R que determinam assim um & = (... ;. ..., Tg. ...).

Segue da definigdo de geodésica minimal que z = (..., z;, ..., 2k, ...) € tal

que para j, k fixados e (2}, 2}.;....,)_;. 7)) satisfazendo z; = z; e 7} = x4,

vale que
k-1 k=1
/ !
H{@g20) = E H(z; 2i4q) < E H(zj, z3.,) = H(z). ... 2})
=7 i=
L.e. (... ) é segmento minimal para H. O

Dado uma geodésica minimal . a condigdo "a projecao w(z;,x2) = ) da

=

geodésica minimal ~ sobre o eixo dos z; é R"pode ser alcancada mediante

uma mudanga de coordenadas. segundo afirma a pédgina 8 de [1].

Lema 5.13 H satisfaz (H,) — (Hy)

Demonstracao: Como T, € uma d-isometria temos (H,):
HE+1n+1)=H(n)

A condigdo no infinito (Hs) pode ser obtida da seguinte maneira:

H(§.§+n) = d((1.€), (1. + 1)) — d((1.£).(0.7))

Comwo s — (1. s) € geodésica minimal tenos que

d((1.£).(1.§+n)) = [nl

Ainda. £ — d((1.£).(0.£)) = H(£.€) é funcao continua e periddica. logo

limitada. Entao temos (Hs):

lim H({.£+7)=0oc uniformemente em §
1 —ns
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Figura 5.2:

A prova de (H3) é semelhante ao desenvolvimento que foi feito no lema
3.11.
Para obtermos (Hj) precisamos provar que: se £ < £ e 77 < j entdo

H(En) + H(E ) < HE7) + HEn)

Seja 7 : [a.b] — R% % : [a.b] — R? segmentos geodésicos minimais (~
ligando (i.€) a (i + 1.n) e 7 ligando (i) a (1 + ¢,7)) satisfazendo ~(s) =
5(s) = p; para algum a < s < min{b, b}, conforme a figura 5.2.

Note que o angulo entre 7'(s) e 5'(s) em p; é ndo nulo (pois ambos satis-
fazem ||v'(8)|l = 1= ||5"(s)]l e v #£ 7).

Fixe = > 0 pequeno e con51dere 0s segmentos geodésicos minimais ;. 72,
%1 e 7, definidos do seguinte modo:

a, ﬂl{t} é a restricdo de v ao intervalo (a. s).
~5(t) € a restricdo de ~ ao intervalo (s,b),
1(t) é a restrigdo de 7 ao intervalo (a. s),
) 35(t) é a restricdo de 5 ao intervalo (s.5).

Seja agora 3;(t) o segmento geodésico minimal ligando (i.€) a (i + 1.7) e
J5(t) o segmento geodésico minimal ligando (¢.§) a (7 + 1.7).

Segue de (G) acima (e do fato que o angulo entre ¥'(s) e 5'(s) em p; é
nao nulo) que 1(5;) < l(~7) +1(52) e UI(8) < 1(F1) + ().

Portanto.

H(S.n)+ H(E.D) < H(E.7) + H(E.n).

cn
o
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Assuma que (z2,,23.7]) # (-1, %0.2;). Para mostrar (H;) note que se
denotamos por 7; o segmento minimal definido pelos pontos (z_;,zo, z;) €
por 72 0 segmento minimal definido pelos pontos (z2,, zg, 27 ), entédo 7 e ¥2
sao geodésicas diferencidaveis C'™. Isto segue do fato que minimos para a acao
satisfazem a equagao de Euler-Lagrange.

A curva 7, (respectivamente 42) liga os pontos (—1,z_-;) e (1,z,;) (respec-
tivamente (—1.z7,) e (1.z7)) passando pelo ponto (0,zp). Com ¥, e 72 néo
podem se interceptar duas vezes pelo lema 5.11, elas se tocam apenas em
(0. xol‘l

Ora. se 7 > 7] e T_; > 7, entdo 7 € 72 sdo tangentes em (0.z) (logo

71 = 72) 0 que € absurdo pois assumimos que (z7;,25.27) # (2-1.20.21). O

Note que, nenhum segmento geodésico minimal de uma geodésica minimal
~ estd contido em alguma linha {i} x R pois isto contraria a unicidade das
solugoes. Ainda, por (V) acima, ndo pode haver mais de uma intersegéao de
geodésica minimal com um eixo {i} x R. Seja v dada por v(s) = (£(s),n(s)).
Nem sempre £ é sobre R. No entanto. estaremos prioritariamente interessados
no caso em que £ é sobre R.

Sendo assim. dada uma geodésica minimal ~ tal que £(s) é sobrejetiva
em R, podemos obter a partir dela uma configuracdo r € R* através de
yN{{i} xR |i € Z} = z. onde z = (..., 2}, ..., Tk, ...) (estamos usando (V)
para nos assegurar que estd bem definido tal z). Note que x é minimizante
para H no sentido dos capitulos anteriores em funcéo da definigao de geodésica
minimal.

Diremos que tal z é a configuracdo minimal associada a ~. Veja figura
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Se uma geodésica minimal 5 € tal que £(s) néo é sobre R é possivel obter
uma nova aplicacdo de recobrimento do toro que faz £(s) sobre R (ver [1.
pagina 32]). Vamos assumir a partir de agora, para simplificar as nossas
provas. que todas as geodésicas minimais 5 que vamos considerar sao tais
que £(s) é sobre R. Caso 7 nao fosse sobre. mudariamos a aplicagao de
recobrimento e seguiriamos o argumento andlogo ao que iremos utilizar a

seguir.
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Figura 5.3: A configuracao = associada & geodésica c

Teorema 5.14 Duas geodésicas minimais se cruzam no mdrimo uma vez.

Demonstracdo: Seja 7;.%2 geodésicas minimais. Suponhamos por absurdo
que elas se cruzem duas vezes. digamos em p; e em p;. Entdo existem s; &

o tais que i(s1) = p1 = 72(s1) € M(s2) = p2 = 72(s2), podemos supor
s1 < s5. Considere agora z* e z° as configuracdes minimais associadas a
~1 € a 7o respectivamente. Podemos escolher t; < s; e to > sy tais que
w(t) = (.2}).m(t2) = (J.2]) e va(ty) = (i.22).72(t2) = (j.27). Seguindo o

mesmo raciocinio usado na prova do lema 5.11 vemos que 7y i, 020 = T21ity.t0)

ou seja. (i,2}) = (&.27) e (j.x;) = (j.z]) o que ndo pode acontecer, ja que
vale o lema 2.1. O
Uma outra demonstracao alternativa do resultado acima seria utilizar di-

retamente o lema 5.11

Definigao 5.15 Seja ~+ uma geodésica minimal e (q.p) € Z*. Se ~(s) =
(&(s).n(s)). definzmos Tigzyy por Tigpy(s) := (&(s) + ¢.n(s) +p). E dizemos
que v € (g.p)-periddica se Ty v = 7.

Teorema 5.16 Seja 7(s) = (£(5).n(s)) uma geodésica minimal em R*. Se ~
e uma de suas translacées Ty, k= (g, p) € Z%. tém um ponto em comum
entdo v e Ty coincidem a menos de parametrizagdo. Se § € sobrejetiva
entdo a inclinagdo média G(~) = limyy—- n(s)/E(s) eviste e € finita. Para

todo a € R exuste geodésica minamal ~ com a(~) = a.

Demonstracdo: Sejam z e r™ configuragdes minimais associadas a 7 e a i

respectivamente. Suponhamos por absurdo que ~ # T;~. Por hipérese ~ ¢
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Ty tem um ponto em comum e como nao podem se cruzar mais uma vez.
pelo teorema (5.14), temos que z e z* se cruzam. Note que como 7 e T~
sdo periddicas de mesmo periodo, o mesmo acontece para T e z°. Portan-
to pelo teorema (2.5) isto somente pode acontecer se £ = z°, 0 que é um
absurdo, pois v e T}y s6 se cruzam uma vez. Portanto ~ coincide com Ty~

a menos de parametrizacdo. Suponhamos agora que £ é sobrejetiva entéo

(e ooy By )8 il

af{7) = lim E
lil—oc 1

Nosso objetivo agora é mostrar que G(v) = limy o 17(5)/&(s).

Para cada ¢ € Z denotamos a; < b; € R como os valores tais que v(a,) €
{i} xR e v(b;) € {t+1} x R. Em principio, £(s) nido é necessariamente
injetiva em (a;. b;).

Pelo corolério 2.8 temos que |z;—xzo—ia(v)| < 1, logo existe uma constante
uniforme K tal que para todo ¢ temos |z; — x;+1| < K. Logo H(z;, Zix1)
também ¢é limitado. Pela continuidade do fluxo de Euler-Lagrange e usando
o fato que ||7/(¢)!] = 1 concluimos que existe K tal que para todo s €
(@:,6:).1 € Z vale que [n(s) — n(as)| = |n(s) — =;| < K1 e [n(s) — n(b:)| =
In(s) — 2,21 < K.

Sabemos que para todo s € (a;, b;).i € Z, vale que [{(s) — 7] < 1.

Destes dois fatos segue que &(~) := limig_o 7(s)/E(5).

Seja agora a € R, pelo teorema (2.9) existe r € M,.

Seja =; 0 segmento minimizante ligando (¢ — 1.7;) a (i.2;+1). entao a
colagem infinita destes segmentos ~; define uma geodésica minimizante ~
(diferencidvel). Isto porque em cada intervalo (1—1.1).(i.7+ 1) as curvas ~; e
~.—1 devem fazer angulo zero em (i.2;). pois »; U7,-1 € minima. logo. critica,
logo satisfaz as equagbes de Euler-Lagrange, sendo assim a curva +(t) € de
classe C=*.

A configuragdo associada a ~ serd x e assim segue pelo que foi explicado

acima que v satisfaz &(v) =a. O

Segue da primeira afirmacdo do teorema acima que a projecao em T2 de

uina geodésica minimizante em X* ndo possui autointersecoes.

(14
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Ainda, note que o valor do nimero de rotagao de uma geodésica mini-
mizante 7 pode mudar se mudarmos a aplicagdo de recobrimento de 72. No
entanto. se este valor &(~) é racional ou irracional, é uma propriedade que

independe do recobrimento.

Teorema 5.17 Geodésicas periddicas minimais sdo exatamente levantamen-
tos de geodésicas fechadas em T? que tem comprimento minimal na sua classe
de hromotopra. Duas geodésicas periddicas minimais com mesmo periodo nao

s¢ nierceptam.

Duemnonstragio: Seja ~ geodésica peridédica minimal, i.e. existe (¢.p) € Z2 tal
que ~ =T ,,7. Considere z configuracdo minimal associada a ~, temos que
r=1T,,%. ie., z;_q+ p = z; Portanto se 7 : R> — T? é recobrimento de
T-. us pontos (i.z;) e (i — g.Zi—q) = (i — q,z; — p) sdo tais que 7((i.z;)) =
T —y.r, —p)), 0 mesmo acontecendo para os pontos (i + 1,z,.1) e(1+1—
¢.&o1—g) = (i+1—g.2;21 —p). Logo obtemos que 7(7) é geodésica fechada
em T-. E pelo teorema (4.1) z é minimo da fungdo Hy, : P, — R. onde
B, =1{x € R* | Tiemx = z}. Hyp(z) = H(zo.....2,), portanto w(7y) tem
comprimento minimal na sua classe de homotopia. A ultima afirmacao do

teorema € conseqiiéncia do coroldrio (2.2).

Teorema 5.18 Uma geodésica minimal ~. com &G(~) € Q. que ndo € periddica

estd contida em uma faize entre duas geodésicas mimamais 7~ €47, 1T €77

sao taws quée nao existe geodésica minimal periddica entre elas € G(~n~) =

A ~7) = a(~). Ainda. ou ~ € a-assintdtica a v~ e w-assintética a ~~. ou

-~

v1ce-versa.

Demonstracdo: Seja r configuracdo minimal associada a ~. pelo teorema (4.4)
sabemos que x € MZT U MZ UM7. Se x € ME entdo 7 € periddica. Se
z € Mg

™~ e x” sdo vizinhos. Pela definicdo de x € MJ(z7.27) temos que T €

entdo ¢ € M} (z~.27), onde 27,27 € ME” e 27 < 27 e ainda

a-assintético a ™ e w-assintético a 2. Sejam entdo v~ e ~7 as geodésicas
minimais que sdo extensoes de z~ e de z~ respectivamente. Sabemos que

a(~7)=a(y")=a. Ainda v~ <~ < 77 pois pelo lema 5.11 duas geodésicas
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S€ Cruzam no maximo uma vez, € se elas se cruzam as suas configuracoes
minimais associadas também devem se cruzar. Mas como foi visto no lema
2.4 se duas configuracdes sdo assintoticas elas ndo se cruzam. Portanto z e

T~ nao se cruzam e o mesmo vale pararez™.logo v <14 <37, O

Teorema 5.19 Em cada faiza entre duas geodésicas periédicas minimais ~~
e ~* que nao contem outra geodésica periddica minimal. existem geodésicas

minimais ~ € 3. tais que < € a—assintdtico a v~ e w-asswntotico a 7. €

UiCe-versa para vy .

Demonstragdo: Sejam 7.z~ as configuragbes minimais associadas as geodésicas
~7 e ~~. Pelas hipéteses 7 e 2~ sdo periddicas e vizinhas. Portanto pode-
mos usar o teorema 4.5, donde concluimos que existem r € MZ(z™.z7)
ez* € M;(z".27), i.e., z é a-assintdtico & z~ e w-assintdtico a 7, e o

contrario ocorre para r°. O

Teorema 5.20 Duas geodésicas munimars .7~ tais que a(y) = a(v") € R\Q

nao Se cruzam.

-

Demonstragao: Sejam 7.+~ tais geodésicas minimais, e z,x" suas configu-
racoes associadas. Pelo teorema 3.1 z e z* nao se cruzam. Portanto decorre

do teorema 5.14 que as geodésica 4 e 7" também nao se cruzam. O

Definigao 5.21 Dizemos que uma geodésica v € recorrente se existe (k;)ien
tal que k; € Z* e v = lim; oo Ti. 7.

Teorema 5.22 Suponha a € R\Q. Seja v geodésica minimal nao recorrente.
entdo ~ estd contida em uma faiza limitada por duas geodésicas recorrentes
assintéticas. Ainda cada ~ geodésica minimal recorrente pode ser aprorimada

por geodésicas periddicas minimais.

Demonstracao: O teorema segue facilmente dos teoremas 3.6 € 3.4. T
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