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RESUMO

Esta tese generaliza resultados sobre a conectividade algébrica e seus
autovetores associados. Generalizamos resultados que foram descobertos por Fiedler
et. al. na investigacao da conectividade algébrica de grafos com um ponto de ar-
ticulagao para grafos sem pontos de articulacao. Exibimos uma féormula explicita
para a conectividade algébrica absoluta sobre uma classe de arvores especifica. Além
disso, exibimos expressoes para os autovetores que geram o autoespago associado a
conectividade algébrica absoluta. Também apresentamos um novo algoritmo com-
binatorio que computa a conectividade algébrica absoluta para qualquer arvore em
tempo O(n?). Desenvolvemos uma teoria como a de Fiedler para a matriz Lapla-
ciana perturbada, levando a resultados que sao do mesmo tipo dos obtidos para a

conectividade algébrica de um grafo.
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ABSTRACT

This thesis generalizes results on the algebraic connectivity and its
eigenvectors. We generalize results that were found by Fiedler et. al. investi-
gating the algebraic connectivity of graphs with articulation points to graphs with-
out articulation points. We exhibit an explicit formula for the absolute algebraic
connecitivity over a specific class of trees. Besides, we exhibit expressions for the
eigenvectors that generates the eigenspace associated with the absolut algebraic
connectivity. Also, we present a new combinatorial algorithm that computes the
absolute algebraic connectivity in time O(n?). We develop a theory like Fiedler’s to
the perturbed Laplacian matrix, leadig to results that are of the same kind obtained

for the algebraic connectivity of a graph.



1 INTRODUCAO

Um grafo é um par de conjuntos G = (V, E), onde os elementos de E
sao subconjuntos de dois elementos de V. Os elementos de V' sao os wvértices do

grafo, os elementos de F sao suas arestas.

A abordagem fundamental feita em Teoria Espectral de Grafos consiste
em associar a qualquer grafo uma matriz correspondente que contém informagoes
sobre sua estrutura. Essencialmente a Teoria Espectral de Grafos tenta responder a
seguinte pergunta: Como os autovalores de uma matriz que representa um grafo se

relacionam com a estrutura do grafo?

Uma representagao frequente de um grafo em Teoria Espectral de Grafos
é dada pela sua matriz Laplaciana. Um resultado bem conhecido que descreve parte
da estrutura de um grafo por meio da matriz Laplaciana é o Teorema da Matriz-
Arvore, que determina o numero de arvores geradoras de um grafo em funcio dos
cofatores da matriz Laplaciana correspondente. Esse resultado data de 1847, quando
Kirchhoff, estudando circuitos elétricos, demonstrou o Teorema da Matriz-Arvore.
A determinacao do nimero de arvores geradoras de um grafo é um dos problemas

mais antigos e famosos da teoria de grafos.

Apesar do estudo de matrizes de grafos ser bem antigo, os fundamentos
da Teoria Espectral de Grafos foram estabelecidas na década de 1950 e 1960, desde
o trabalho fundamental da Collatz e Sinogowitz [13], em 1957. Em [13], os autores
estabeleceram uma relagao entre os graus de um grafo e os seus autovalores além de
diversas outras observacoes a respeito do espectro de grafos. Desde entao, a Teoria

Espectral de Grafos tem aparecido com frequéncia na literatura matematica.

A matriz Laplaciana e, em especial, o seu segundo menor autovalor,

desempenham um papel relevante em diversas aplicacoes. O resultado que deu



destaque para esse autovalor diz que um grafo é conexo se, e somente se, o segundo
menor autovalor da matriz Laplaciana é diferente de zero. Provado por Fiedler [21],
esse resultado motivou que tal autovalor fosse chamado de conectividade algébrica.
Desde entao, uma gama enorme de resultados surgiu relacionando a conectividade
algébrica com outros parametros do grafo. Em [8, 19, 21, 47|, usando a conectivi-
dade algébrica, sao abordados problemas dificeis em teoria de grafos: propriedades
de expansao de um grafo, grafos com peso, conectividade algébrica absoluta, niimero
isoperimétrico e outras propriedades de um grafo. Em [2], um resumo sobre resul-

tados em conectividade algébrica ¢ fornecido.

Nessa tese chamamos de Teoria de Fiedler para a conectividade al-
gébrica os resultados teoéricos sobre conectividade algébrica e seu autovetor associ-
ado introduzidos por Fiedler |20, 21|, além de propriedades descobertas por outros
autores em investigacoes posteriores descrevendo propriedades de particionamento

e monotonicidade dadas pelas entradas do autovetor [32, 33, 34].

A dissertacdo de mestrado do presente autor |52] apresenta certas fer-
ramentas matematicas conhecidas utilizadas no estudo da conectividade algébrica
através de seu autovetor associado. No momento da elaboracao dessa dissertacao
foram sugeridas, na forma de trabalhos futuros, extensoes de certos resultados para

classes de grafos mais gerais.

No capitulo 3, apresentaremos algumas extensoes que foram feitas desde
a dissertacao de mestrado. Essas extensoes consistem essencialmente em uma gen-
eralizacao dos resultados que foram descobertos por Fiedler et. al. na investigacao
da conectividade algébrica de grafos com um ponto de articulacdo (um vértice cuja
a remocao desconecta o grafo). No capitulo 3 a classe de grafos investigada consiste
em grafos sem ponto de articulacao, onde pouco se sabe sobre o autovetor associado
a conectividade algébrica. Além disso, discutimos uma aplicagao dessa teoria para
fornecer um limitante superior para a conectividade algébrica. Esse limitante se

baseia em um parametro combinatério que introduzimos.



Uma matriz ainda mais geral que a matriz Laplaciana é a matriz Lapla-
ciana perturbada, que foi definida por Bapat, Kirkland e Pati [5]. E importante
observar que diversas matrizes comuns estudadas em Teoria Espectral de Grafos
sao apenas instancias particulares da matriz Laplaciana perturbada. Dentre elas
podemos citar: a matriz de adjacéncia, a matriz Laplaciana, a matriz Laplaciana
sem sinal e a matriz Laplaciana normalizada. Todas essas matrizes ainda podem se
apresentar na versao de um grafo com pesos, sejam nas arestas ou nos vértices, e

ainda assim sao apenas casos particulares da matriz Laplaciana perturbada.

No capitulo 4, desenvolvemos uma teoria como a de Fiedler para essa
matriz, levando a resultados que sao do mesmo tipo dos obtidos para a conectividade
algébrica de um grafo GG. O objetivo desse capitulo é estudar o segundo menor
autovalor da matriz Laplaciana perturbada e seus autovetores. Noés exibiremos uma
propriedade para os autovetores associados ao segundo menor autovalor dessa matriz
que, como no trabalho de Fiedler, nos permite classificar cada grafo em duas familias
distintas de grafos. Como um resultado geral desse trabalho, n6s mostramos que
um autovetor do segundo menor autovalor da matriz Laplaciana perturbada fornece
propriedades de particionamento que sao similares as propriedades que um vetor de

Fiedler fornece para um grafo.

Uma outra matriz comum em Teoria Espectral de Grafos é a matriz
Laplaciana com pesos. Nesse caso estamos estudando um grafo cujas arestas recebem
numeros nao-negativos: os pesos das arestas. Dai o motivo do nome de tal matriz
que é apenas uma representacao matricial de um grafo com seus pesos. Essa matriz

é na verdade uma generalizacao da matriz Laplaciana de um grafo.

Em [22]|, Fiedler estudou a conectividade algébrica absoluta a(G) de
um grafo GG. Ela é definida como a méxima conectividade algébrica entre todas as
atribuigoes de pesos nao-negativos as arestas de G cuja soma é |F|. Uma cota precisa

para a conectividade algébrica absoluta em termos da conectividade de vértices é



fornecida em [35]. Porém a conectividade algébrica absoluta ainda é um parametro

nao muito bem compreendido em Teoria Espectral de Grafos.

Com o intuito de compreender melhor esse parametro, resolvemos investiga-
lo e, no capitulo 5, apresentamos novos resultados sobre a conectividade algébrica ab-
soluta. No capitulo, exibimos uma féormula explicita para a conectividade algébrica
absoluta em uma classe de arvores especifica. Além disso, exibimos expressoes para
os autovetores que geram o autoespaco associado & conectividade algébrica abso-
luta. A obtenc¢ao de uma férmula para um autovalor de um grafo é de interesse pelo
simples fato de que, em geral, é muito dificil exibir alguma expressao fechada para
seu espectro. As férmulas conhecidas para o espectro sao em sua grande maioria

obtidas para grafos com uma estrutura simples.

O interesse na obtencao de tal formula surge do estudo de uma técnica
diferente na compreensao do espectro de grafos. A fim de computar as férmulas,
usaremos uma abordagem geométrica que nao ¢ muito bem conhecida e que gosta-
riamos de compartilhar com a comunidade de Teoria Espectral de Grafos. Essencial-
mente, a abordagem recorre a ferramentas de otimizacao semidefinida. Essa técnica,
cuja utilizacao ficara clara no capitulo 5, se torna mais importante do que os resul-
tados em si obtidos. A obtencao de férmulas explicitas é a evidéncia de que essa

técnica é promissora na compreensao do espectro de um grafo.

Ainda no capitulo 5 apresentamos um novo algoritmo simbélico que
computa a conectividade algébrica absoluta para qualquer arvore em tempo O(n?).
Novamente, a obtencao de tal algoritmo é fruto das possibilidades geradas pela

técnica utilizada.

Desse modo, como a conectividade algébrica e seu vetor de Fiedler
levaram a muitas aplicacoes importantes, esperamos que a teoria apresentada aqui

possa levar a importantes e talvez diferentes descobertas.



2 PRELIMINARES

Este capitulo fornece um compéndio de defini¢coes basicas e notacoes uti-
lizada mais tarde nesta tese. Além disso, este capitulo retne os resultados essenciais
em Teoria de Matrizes necessarios para o desenvolvimento dos proximos capitulos.
Finalmente, introduziremos conectividade algébrica e falaremos um pouco sobre os

resultados bem conhecidos sobre esta.

2.1 Definigoes

De agora em diante, consideramos apenas grafos que nao contém lagos
(arestas ligando um vértice a ele mesmo) e sem arestas mailtiplas (mais de uma

aresta incidente ao mesmo par de vértices). Tais grafos sao ditos simples.

O grau de um vértice v em um grafo GG é o nimero de arestas incidentes

a v e é denotado por d(v).

Se G = (V,E) e G' = (V' E') sao dois grafos, diremos que G e G’ sdo
1somorfos, se existe uma bijecdo entre seus conjuntos de vértices que preserva as
arestas, ou seja, ¢ : V. — V', com zy € E se, e somente se, ¢(z)p(y) € E'. Se
V'cVeFE CE,diremos que G' ¢ um subgrafo de G. Menos formalmente, diremos

que G contém G'. Finalmente, G’ C G é um subgrafo gerador se V! =V.

Se U é um subconjunto de vértices, denotamos por G —U o grafo obtido

de G pela remocao de todos os vértices em U e de suas arestas incidentes.

Um caminho é um grafo ndo vazio isomorfo a um grafo P = (V, F) da
forma

V ={v1,v9,...,0,} e E = {v1vg, 0903, ..., 0,10, }.



O numero de arestas no caminho é o seu tamanho, e um caminho com k vértices é

denotado por F.

Se P = (V,FE) é um caminho com tamanho n > 3, entdo o grafo

C = (V,EU{v,,v}) é chamado de ciclo de tamanho n + 1.

Um grafo com n vértices em que cada vértice se liga a todos os demais

é chamado de grafo completo e denotado por K,,.

Um grafo com n 4+ 1 vértices em que existe um vértice ao qual todos
os outros se ligam e nenhum outro vértice se liga a qualquer outro é chamado de

estrela e denotado por S,,.

Um grafo nao vazio GG é dito conexo se quaisquer dois de seus vértices
podem ser ligados por um caminho em G. Caso contrério, isto é, se existem dois
vértices que nao sao ligados por algum caminho, entao G é dito desconero. Um

subgrafo conexo maximal de G é chamado de componente ou componente conexa de

G.

Um grafo aciclico, isto é, um grafo que nao contém ciclos, é chamado
de floresta. Uma floresta conexa é chamada de arvore. (Assim, uma floresta é um
grafo cujas componentes sdo arvores.) Os vértices de grau 1 de uma arvore sao suas
folhas. Cada arvore tem no minimo duas folhas - tome, por exemplo, os finais do

maior caminho.

A conectividade de vértices de um grafo, denotada por k(G), é o menor

ntimero de vértices que, ao serem retirados, tornam o grafo desconexo.

A conectividade de arestas, denotada por k'(G), é o menor nimero de

arestas que, ao serem retiradas, tornam o grafo desconexo.

Se G ¢ um grafo conexo, um vértice v é um ponto de articulagcao ou

vértice de corte se o grafo G — v é desconexo.



Se G é um grafo conexo, um conjunto de vértices S é um separador se

o grafo G — S é desconexo.

Um grafo G ¢é dito k-conezo (k € N), se |[V| > ke G — X é conexo para
cada conjunto X C V com |X| < k. Em outras palavras, nenhum par de vértices
pode ser separado por menos de k vértices removidos. Todo grafo (nao vazio) é 0-
conexo e os grafos 1-conexos sao precisamente os grafos conexos nao triviais. Além
disso, se um grafo é k-conexo para k > 2, entao a definicao nos diz que esse grafo

também ¢é (k — 1)-conexo.

Um subgrafo conexo maximal sem um ponto de articulacdo chama-se
bloco. Dessa forma, cada bloco é um subgrafo 2-conexo maximal, uma aresta que nao
estd em nenhum ciclo (com seus vértices) ou um vértice isolado. Reciprocamente,
todo subgrafo dessa forma ¢ um bloco. Pela sua maximalidade, dois blocos distintos
de GG se intersectam em apenas um vértice, que é entao um ponto de articulacao de
G. Consequentemente, toda aresta encontra-se em um tnico bloco e GG é a uniao de
seus blocos. Para ilustrar as defini¢oes a Figura 2.1 exibe um grafo com pontos de

articulacao e blocos.

Figura 2.1: Grafo com 9 blocos (triangulos e arestas).

Os pontos de articulacao estao nas intersegoes

2.2 Teoria de Matrizes

Para o desenvolvimento dos proximos capitulos necessitamos de alguns

resultados em Teoria de Matrizes. Forneceremos aqui resultados bem conhecidos na



literatura. As demonstracoes dos teoremas enunciados aqui podem ser encontradas

nos livros [31] e [69].

2.2.1 Matrizes Nao-negativas

Considere matrizes A = [a;;] ¢ B = [b;;] de mesmo tamanho. Escreve-

maos

B >0 se todos b;; > 0
B > 0 se todos b;; > 0
A>Bse A—B>0

A>Bse A—B > 0.

As relacoes inversas < e < sao definidas similarmente. Se A > 0,
diremos que A é uma matriz nao-negativa e se A > 0, diremos que A é uma matriz

positiva.

O multiconjunto de autovalores de uma matriz A é chamado espectro
de A e é denotado por o(A). O raio espectral de A é o nimero real nao-negativo
p(A) = maz{|\| : A € 0(A)}. Ou seja, ele & o raio do menor disco centrado na

origem do plano complexo incluindo todos autovalores de A.

Diremos que uma matriz A = [a;;| de ordem n é irredutivel se ndo existe
nenhuma decomposicao da forma NyUNy = {1,2,...,n}, Ny £ 0 # Ny, N\N Ny =0

tal que a;; = 0 parat € Ny e j € Ny.

Teorema 2.1 Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem e 0 < A < B,
entdo p(A) < p(B). Se A € irredutivel, entiao p(A) = p(B) se, e somente se, eriste

uma matriz de permutacio P, tal que A = PBPT.



Uma matriz A, de ordem r é uma submatriz principal de uma matriz
A de ordem n, se A, é obtida da matriz A pela remocao de n — r linhas e das

respectivas n — r colunas.

Teorema 2.2 Se A é uma matriz quadrada e A > 0 e A, € uma submatriz principal

de A, entao p(A,) < p(A). Se A ¢é irredutivel, entiao p(A,) < p(A).

A teoria de matrizes nao-negativas assume sua forma mais simples e
elegante para matrizes positivas e é para esse caso que Oskar Perron fez descober-
tas fundamentais em 1907 (apud Horn [31]). Agora, resumiremos seus principais

resultados em um teorema que leva seu nome.

Teorema 2.3 (Teorema de Perron) Se A é uma matriz quadrada e A > 0, entao
(a) p(A) > 0.

(b) p(A) € um autovalor de A.

(c¢) Eziste um vetor x tal que x > 0 e Az = p(A)x.

(d) p(A) é um autovalor algebricamente (e, dessa forma, geometricamente) simples.
(e) IA| < p(A) para todo autovalor de A tal que X\ # p(A), ou seja, p(A) € o unico
autovalor de maior madulo.

(f) [p(A)7TA]™ — H quando m — oo, onde H = zy’, Az = p(A)z, ATy = p(A)y,

r>0,y>0exly=1.

O tnico autovetor normalizado caracterizado no item (¢) do Teorema de
Perron é frequentemente chamado de vetor de Perron de A e p(A) é frequentemente
chamado de raiz de Perron de A. Obviamente, AT é uma matriz positiva se A é
positiva. Assim, o Teorema de Perron se aplica a matriz A7 também. O vetor de

Perron de AT é chamado de vetor de Perron d esquerda de A.

O Teorema de Perron possui muitas aplicacoes em Teoria Espectral de
Grafos. Nesse trabalho, utilizaremos esse teorema em diversos momentos, deixando

evidente seu papel fundamental em nossas demonstragoes.
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Quando nos deparamos com matrizes nao-negativas que nao sao posi-
tivas, é necessario considerar uma extensao do Teorema de Perron para o caso em

que nem todas entradas da matriz sao estritamente positivas.

Teorema 2.4 Se A é uma matriz quadrada e A > 0, entao p(A) € um autovalor de

A e eziste um autovetor ndo-negativo x > 0, x # 0, tal que Ax = p(A)z.

Entretanto, sem hipoteses adicionais, nao podemos ir muito além do

Teorema 2.4 na generalizacao do Teorema de Perron para matrizes nao-negativas.

Quando A > 0, o autovalor nao-negativo p(A) é chamado raiz de Perron
de A. Visto que um autovetor associado com a raiz de Perron de uma matriz
nao-negativa nao é necessariamente unicamente determinado (a menos quando A é
positiva), nao existe uma nocao bem determinada de "o vetor de Perron” para uma
matriz nao-negativa. Por exemplo, a matriz A = [ possui todo vetor nao-negativo

como um autovetor associado com a raiz de Perron p(A) = 1.

Agora, veremos como o Teorema de Perron se generaliza para matrizes
nao-negativas e irredutiveis. O nome de Frobenius é associado a generalizacao dos
resultados de Perron sobre matrizes positivas para matrizes nao-negativas segundo
[31], pois os primeiros resultados para tais matrizes foram obtidas por Georg Frobe-

nius em 1912.

Teorema 2.5 (Teorema de Perron-Frobenius) Se A ¢ uma matriz quadrada,
nao-negativa e irredutivel, entao,

(a) p(A) >0

(b) p(A) € um autovalor de A

(¢) Existe um vetor x positivo tal que Ax = p(A)x

(d) p(A) € um autovalor algebricamente (e, dessa forma, geometricamente) simples
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O teorema garante que o autoespaco de uma matriz nao-negativa e
irredutivel associado com a raiz de Perron é unidimensional. Para uma matriz nao-
negativa e irredutivel, o inico autovetor positivo normalizado também é chamado

de vetor de Perron.

2.2.2 Entrelacamento de Autovalores

Denotamos por A;(A) < X\g(A) < -+ < N\, (A) os autovalores de uma

matriz A de ordem n.

Para uma matriz quadrada A definimos A* como sendo a transposta
de matriz A com suas entradas conjugadas. Quando uma matriz satisfaz A = A*
dizemos que A é uma matriz Hermitiana. Um resultado conhecido de Algebra Linear

estabelece que todos os autovalores de uma matriz Hermitiana sao reais.

O resultado a seguir relaciona os autovalores de uma matriz Hermitiana

e de uma submatriz principal na forma de um entrelacamento de autovalores.

Teorema 2.6 Considere A uma matriz Hermitiana de ordem n, r um inteiro com
1 <r <neA, uma submatriz principal de ordem r de A (obtida removendo n —r
linhas e suas colunas correspondentes de A). Para cada inteiro k tal que 1 < k <,
obtemos

Esse resultado, também conhecido como principio da inclusao, serd

utilizado em varios momentos em nossas demonstragoes.

2.3 A conectividade algébrica

Lembramos que, dado um grafo G = (V, E) com n vértices, a matriz

Laplaciana de G é a matriz de ordem n dada por L(G) = [l;;], onde [;; = —1
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se vv; € E, l;; = d(v;) e l;; = 0 nas entradas restantes. Quando conveniente,

utilizaremos apenas L para denotar a matriz Laplaciana.

No survey sobre matriz Laplaciana [44], diversos resultados conhecidos
sobre essa matriz sdo exibidos. Fiedler em [20], mostrou que um grafo é conexo se,
e somente se, o seu segundo menor autovalor Laplaciano é positivo. Esse autovalor
¢ denominado de conectividade algébrica e desempenha um papel fundamental em
Teoria Espectral de Grafos. Denotamos a conectividade algébrica por a(G). Em [2],

é apresentado um resumo sobre alguns resultados em conectividade algébrica.

De acordo com [48], o estudo da conectividade algébrica é importante
devido a sua estreita relacao com a propriedade fundamental de expansao de um
grafo. Expansao de grafos tem sido um importante topico de estudo em ciéncia da
computacao desde o inicio da década de 1980 e, devido a isso, muitas versoes dela

foram investigadas sob varios nomes e de varios pontos de vista.

Apresentamos a seguir duas das melhores relacées conhecidas entre a
conectividade algébrica e expansao de um grafo. Seja G um grafo com conjunto de
vértices V' e seja X um subconjunto proprio de V. Escrevemos e(X,V — X)) para o
numero de arestas entre X e o seu complemento. Pode ser mostrado que

a(@) < e(X,V—-X)
Vi = XV =X

Essa desigualdade nos diz que grafos com conectividade algébrica grande

possuem muitas arestas saindo de cada conjunto de vértices do grafo.

Com o intuito de trabalhar com expansao em grafos, podemos definir

a constante de Cheeger h(G) de um grafo de G como sendo

h(G)zmin{%:lﬁ]X!ﬁ%}.

A constante de Cheeger, também chamada de ntimero isoperimétrico ou constante

de expansao possui um papel fundamental no estudo de expansao de grafos.
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Olhando para a definicao, vemos que, a fim de calcular a constante,

teriamos que considerar aproximadamente 2/VI=1

subconjuntos de vértices. Em par-
ticular, encontrar a constante Cheeger para um grafo em geral nao é trivial, espe-
cialmente quando o nimero de vértices ¢ grande. Logo, encontrar boas cotas e que
sejam faceis de calcular é de grande interesse. Uma cota bem conhecida para h(G)

em termos da conectividade algébrica é dada por
a(G) < 2h(G).

Por outro lado, pode-se apresentar desigualdades no sentido oposto. Uma das me-
lhores cotas envolvendo h(G) foi obtida por Mohar [45]. Se G é um grafo com grau

maximo A > 0 e conectividade algébrica a(G), entao

h(G) < Va(G) (24 - a(G)).

Embora o grande interesse em conectividade algébrica venha de cién-
cia da computacao e suas aplicacoes, ao longo dos anos a conectividade algébrica
apareceu em outras areas da ciéncia. Dentre essas aplicacoes, particularmente o
seguinte trabalho em biologia chama a atencao: Algebraic connectivity may explain

the evolution of gene regulatory networks [49].

Lembramos que uma arvore é um grafo conexo e aciclico. O problema
de ordenar arvores pela conectividade algébrica é uma éarea de pesquisa ativa. Du-
rante algum tempo, pensou-se que seria possivel provar que, comparando arvores
com o mesmo numero de vértices, a conectividade algébrica decresceria quando o
diametro aumenta. Apenas em 1990, que Grone e Merris em [28] mostraram que

essa afirmacao era falsa, exibindo alguns contra-exemplos.

Importantes contribuicoes para esse problema com &arvores de ordem
n e diametro 4 foram feitas por Zhang [74]. Os autores Shao, Guo e Shan [60]
determinaram as primeiras quatro arvores de ordem n > 9 com menor conectividade

algébrica. Yuan, Shao e Zhang [71] introduziram seis classes de arvores com n
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vértices e determinaram o ordenamento destas arvores por esse autovalor. Um dos
mais importantes resultados sobre ordenamento de arvores é implicitamente dado
por Fallat e Kirkland em [19]. Eles exibem a tinica arvore com n vértices e didmetro
d fixados que minimiza a conectividade algébrica. O problema de ordenar todas
as arvores pela conectividade algébrica ainda estd em aberto e tendo em vista a
dificuldade para resolver esse problema recentemente o artigo [3| trouxe consigo um
resumo sobre os principais resultados em ordenamento pela conectividade algébrica
para arvores e grafos com poucos ciclos. Além disso, nesse artigo os autores sugerem
certas questoes que ao serem respondidas podem nos fornecer uma compreensao mais

geral do problema.

Este trabalho trata da conectividade algébrica e de seus autovetores
associados. Um dos mais notéveis resultados sobre a matriz Laplaciana é o Teorema
da Monotonicidade de Fiedler [6]. Esse teorema relaciona a estrutura de vértices com
qualquer autovetor associado a conectividade algébrica. Tal autovetor ¢ comumente
conhecido como wvetor de Fiedler, assim chamado em homenagem ao matematico
tcheco Miroslav Fiedler pelo seu trabalho [21] pioneiro no campo iniciado nos anos

70.

Mais recentemente, Kirkland, Fallat, Neumann e Shader em [32, 34|
apresentaram resultados sobre o vetor de Fiedler que constituiram uma nova maneira
de compreender como a conectividade algébrica se modifica quando modificamos
um grafo. Esses resultados fornecem ferramentas de aplicacao simples e diretas que,
por si 86, sao interessantes. De fato, isso possibilitou que muitos resultados sobre

conectividade algébrica fossem obtidos nos ultimos anos [6, 19, 33, 57, 58|.

Utilizando tais ferramentas, Rojo, Trevisan e o presente autor ob-
tiveram em [59] uma ordem total pela conectividade algébrica para uma familia de
arvores chamadas de caterpillars (um caterpillar é uma arvore na qual a remo¢ao
de todos vértices pendentes a torna um caminho). Em [59], ainda é apresentada

uma cota superior para a conectividade algébrica desses caterpillars, identificando
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a Gnica arvore que atinge essa cota. Esse trabalho de ordenamento constitui parte
da dissertacao de mestrado [52| do presente autor. Além disso, como trabalhos fu-
turos pensou-se em estender certas ferramentas fundamentais de [34, 32| para grafos
mais gerais. Nessa tese, apresentaremos algumas extensoes que foram feitas desde
entao e discutiremos alguns exemplos. Na proxima secao introduziremos alguns con-
ceitos que auxiliam nosso trabalho na direcao de uma classe de grafos com maior

generalidade.
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3 CONECTIVIDADE ALGEBRICA PARA
GRAFOS K-CONEXOS

Nesse capitulo apresentamos novos resultados para a conectividade al-
gébrica e o vetor de Fiedler de grafos sem pontos de articulacao. Descrevemos como
a estrutura do grafo se relaciona com o sinal das entradas de um vetor de Fiedler.

Estes resultados estao publicados em [36].

3.1 Grafos sem pontos de articulacao

Observamos que quando um grafo é 2-conexo existe apenas um bloco
que é formado pelo grafo em si. Nao é dificil de se convencer que um grafo é 2-conexo
se, e somente se, o grafo nao possui ponto de articulacao algum. Desse modo, tais
grafos possuem apenas um tnico bloco. Por outro lado, certos resultados fazem uso
de pontos de articulacao ou, equivalentemente, dois ou mais blocos. Sendo assim,
esses resultados nao se aplicam para grafos 2-conexos. Na Figura 2.1 podemos

observar um grafo sem pontos de articulacao, onde existe apenas um bloco.

Figura 3.1: Grafo 2-conexo.

No contexto da conectividade algébrica e do vetor de Fiedler, investig-
amos grafos 2-conexos. No presente capitulo temos o intuito de estender resultados
conhecidos que utilizam blocos e pontos de articulacao para casos que ainda nao

foram abordados na literatura e, para isso, estenderemos tais definicoes.
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Primeiro vamos generalizar a ideia de ponto de articulagao. Dado um
grafo k-conexo, chamamos de dobradica um conjunto H com o menor nimero k
de vértices tal que G — H é desconexo. Usaremos a notacao H para indicar que o

conjunto de vértices é uma dobradigca.

Agora, é facil ver que quando um grafo nao é 2-conexo, entdo uma
dobradica H faz o papel de um ponto de articulacao. Desse modo, para um grafo
qualquer, a nocao de dobradica é mais apropriada para indicar um menor conjunto
de vértices cuja remocao desconecta o grafo. As dobradigas serao cruciais nos novos

resultados obtidos nesse capitulo.

Como vimos anteriormente, para estudar grafos que sao k-conexos com
k > 1, a nocao anterior de blocos é insuficiente. Portanto, dado um grafo k-conexo
chamaremos de bloco um subgrafo (k + 1)-conexo maximal. Essa flexibilizacao nos

permite estudar grafos mais gerais.

Notamos que, na intersecao de blocos, estao as dobradicas do grafo e
que as dobradicas definem onde os blocos se separam. Os conceitos de blocos e do-
bradicas estao ligados em muitos sentidos e neste trabalho terao papel fundamental

no desenvolvimento de novos resultados.

3.2 Uma relacao entre conectividade algébrica e a estrutura

do grafo

Um autovetor associado a conectividade algébrica, chamado de wvetor
de Fiedler pelo seu trabalho [21], tem se mostrado tutil em diversas areas da cién-
cia pura e aplicada. Fiedler percebeu que um autovetor associado a conectividade
algébrica induz particoes nos vértices do grafo que sao agrupamentos conexos natu-
rais. Seu trabalho relaciona um vetor de Fiedler com a estrutura do grafo e permitiu

posteriormente o desenvolvimento de algoritmos de particionamento de grafos [50]
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e o estudo da conectividade algébrica por meio dos autovetores [34, 32, 33|, entre

outros tantos resultados.

Com o objetivo de trabalhar com propriedades que relacionam o vetor
de Fiedler com a estrutura do grafo, rotulamos seus vértices por vy, vs, ..., v, e de-
notamos o vetor de Fiedler por y = [y;]. As coordenadas de y podem ser atribuidas
aos vértices de G da seguinte maneira: a coordenada y; numera o vértice v;. Ob-
servamos que essa numeracao nao depende da ordem em que escolhemos os vértices
para serem rotulados. Se trocarmos os vértices v; e v; de lugar, estaremos trocando
as respectivas linhas e colunas da matriz Laplaciana e, portanto, estaremos trocando
de lugar as entradas y; e y; do autovetor. Assim, a numeracao continua fornecendo

os mesmos valores aos vértices reordenados.

No trabalho original, Fiedler chama essa atribui¢ao de valores de nu-
meracao caracteristica. A numeracao caracteristica é sempre nao nula e é dnica a

menos de um fator multiplicativo se a(G) é um autovalor simples.

O vetor de Fiedler vem sendo adotado por cientistas da computacao e
utilizado em diversos tipos de aplicagoes com algoritmos de particionamento. Para

exemplificar, seguem alguns trabalhos significativos na area:

Shi, Malick, Normalized cuts and image segmentation [61], com mais

de 10100 citacgoes;

Simon, Partitioning of unstructured problems for parallel processing

[62], com mais de 900 citagdes;

Spielman and Teng, Spectral partitioning works: planar graphs and fi-

nite element meshes [63], com mais de 300 citacoes;

Ding, He, Zha, Gu and Simon, A min-maz cut algorithm for graph

partitioning and data clustering 18|, com mais de 700 citagoes.
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As informacgoes sobre o ntimero de citacoes foram obtidas no Google

Scholar.

O Teorema da Monotonicidade de Fiedler nos diz, entre outras coisas,
que a numeracao caracteristica se comporta monotonicamente nos pontos de arti-
culagdo de um grafo, conforme apresentaremos a seguir. Para melhor formulacao
do enunciado, diremos que um caminho em um grafo é puro se, e somente se, ele é

simples e nao contém mais de dois pontos de articulacao de cada bloco de G.

Teorema 3.1 (Teorema da Monotonicidade de Fiedler) Considere um grafo
conexo G e uma numeracao caracteristica y. Entao exatamente um dos dois casos
ocorre:

Caso A: Fxiste um tunico bloco By em G que contém simultaneamente vértices po-
sitiwamente e negativamente numerados. Nesse caso, cada bloco restante tem apenas
vértices com numeracao positiva, negativa ou zero. Além disso, cada caminho puro
P iniciando em By e contendo apenas um vértice vy € By possui a propriedade de
que a numeracao nos pontos de articulacao em P forma uma sequéncia crescente,
decrescente ou zero ao longo do caminho de acordo com y > 0, yr < 0 ou yp = 0;
no ultimo caso todos os vértices em P tém wvalor zero.

Caso B: Nenhum bloco de G contém simultaneamente vértices positivamente e ne-
gativamente numerados. Nesse caso, existe um unico vértice v, com numera¢ao zero
que possut um vizinho com numeracao diferente de zero. Esse vértice é um ponto de
articulacdo. Além disso, cada caminho puro P iniciando em v, tem a propriedade de
que a numeracao nos pontos de articulacao forma uma sequéncia crescente, decres-
cente ou zero ao longo do caminho. Todo caminho que contém vértices positivamente

e negalivamente numerados passa por v, .

Observamos que, no caso B, cada bloco contém (com excecao de v,)
apenas vértices com numeragao positiva, apenas vértices com numeragao negativa

ol apenas vértices com numeragao zero.



20

Para chegar a esse teorema, Fiedler demonstra outros resultados rela-
tivos & numeracao caracteristica. O teorema a seguir descreve uma maneira para a

qual o vetor de Fiedler separa o grafo em dois subgrafos conexos.

Teorema 3.2 (Fiedler [21]) Considere o grafo conezo G com vértices V = {vy,va, ..., v, }

e denote por y = [y;] um de seus vetores de Fiedler. Defina
Vi={v; € Vl]y; > 0} Vo = {v; € V]y; < 0}.
Entao ambos os subgrafos induzidos pelos conjuntos Vi e Vo sao conexos.

O teorema anterior pode ser facilmente interpretado no exemplo a seguir, onde vemos

o vetor de Fiedler e a numeracao caracteristica do grafo.

Exemplo 1 O grafo representado na figura a sequir possui vetor de Fiedler aproxi-

mado por

y = |[—.28868, —.28868, —.28868, —.28868, —.28868, —.28868,

128868, .28868, .28868, .28868, .28868, .28868, 0, 0, 0]”

Figura 3.2: Grafo 3-conexo.

Observamos que 0s vértices com numeracao negativa correspondem ao
conjunto {1,2,3,4,5,6} e os vértices positivos correspondem ao conjunto {7,8,9,10,11,12}.
Além disso, esses conjuntos induzem subgrafos conexos, em concordincia com o Teo-

rema 3.2.
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Faremos agora uma observagao que sai do escopo da Teoria Espectral
de Grafos e entra no contexto de equagoes diferenciais parciais de modo a estabelecer
uma relacao entre o trabalho de Fiedler com operadores continuos. Tal relacao é

apresentada na forma do Teorema das Linhas Nodais de Courant [16].

Considere as autofun¢oes v(z) do Laplaciano

—Av=Xv em (3.1)

Uma linha nodal, ou nodo, de uma autofung¢éo v(x) denotado por N,

¢ o conjunto em € tais que a autofuncao v(z) de (3.1) se anula. Assim,

N, ={z € Q:v(x)=0}.

Courant [14] (Capitulo 6, §6), enuncia o seguinte teorema sobre os nodos

de uma autofuncao.

Teorema 3.3 Considere a equagao (3.1) para um dominio Q) com condi¢ao de fron-
teira homogénea. Se os seus autovalores sao ordenados em ordem crescente, entao
0 nodo da n-ésima autofun¢io v,(z) divide o dominio em nao mais do que n sub-

dominios.

Os subdominios aos quais Courant se refere vieram a ser conhecidos
como dominios nodais. O anédlogo discreto desse problema de autofuncoes da origem
a matriz Laplaciana, que por sua vez se resume ao problema de autovalor /autovetor.
O dominio estudado é dado por um grafo e quando consideramos o segundo menor
autovalor a autofuncao para esse dominio é o vetor de Fiedler para esse grafo. Desse
ponto de vista, o Teorema 3.2 é um anélogo discreto do Teorema 3.3 quando n = 2.
O conjunto de vértices com numeracao nula atua como as linhas nodais e os subgrafos

conexos sao os dominios nodais de Courant.

Entraremos agora em defini¢oes que distinguem dobradicas, blocos e

componentes por meio da numeracao caracteristica de seus vértices. Dado
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um grafo G' com uma numeracdo caracteristica y = [y;] denotamos por H uma

dobradiga de GG. Denotamos a numeracao dos vértices em H POT Yi,5 Yiys- - - 5V, , tal

que Y, Sy, <o S Y,

Dizemos que a dobradica H ¢ nula se Yo =Y, ==y, =0.

Dizemos que a dobradica Hé positiva se y;, > 0, ou seja, todos os

vértices de H possuem numeracao positiva.

Dizemos que a dobradica H ¢ ndo negativa se y;, > 0 ey, > 0.

Dizemos que a dobradica H € mista quando ela possui vértices tais que
y, < 0 ey, > 0, ouseja, H possul numeracao positiva e negativa

simultaneamente.

De maneira analoga definimos dobradica negativa e dobradi¢a nao positiva.

Desse modo, no exemplo anterior, para o vetor de Fiedler dado na

Figura 3.2 os vértices 13, 14 e 15 formam uma dobradica nula.
Agora, considere C' uma componente do grafo G — H.
e Dizemos que C' é uma componente nula quando a numeracao caracte-
ristica de todos os seus vértices é zero.

e Dizemos que C' é uma componente positiva quando a numeragao carac-

teristica de todos os seus vértices é positiva.

e Dizemos que C' é uma componente negativa quando a numeracao ca-

racteristica de todos os seus vértices é negativa.

e Dizemos que C' é uma componente mista quando a numeracao carac-
teristica de seus vértices contém ao mesmo tempo vértices numerados

positivamente e negativamente.
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Da mesma forma trataremos a numeracao caracteristica dos vértices em

um bloco de um grafo. Denote por B um bloco no grafo G.

e Dizemos que B é um bloco nulo quando a numeracao caracteristica de

todos os seus vértices é zero.

e Dizemos que B é um bloco positivo quando a numeracao caracteristica

de todos os seus vértices é positiva.

e Dizemos que B é um bloco nao negativo quando a numeracao caracte-

ristica de todos os seus vértices é nao negativa.

e Dizemos que B é um bloco nao positivo quando a numeracao caracte-

ristica de todos os seus vértices é nao positiva.

e Dizemos que B é um bloco negativo quando a numeragao caracteristica

de todos os seus vértices é negativa.

e Dizemos que B é um bloco misto quando a numeracao caracteristica de
seus vértices contém ao mesmo tempo vértices numerados positivamente

e negativamente.

3.3 Lemas técnicos

Enunciaremos nessa secao alguns resultados que serao utilizados na de-
monstracao de nossos principais resultados. Aqui, o nimero de autovalores negativos
de uma matriz A sera denotado por A_(A). No artigo [4] os autores demonstram o

seguinte corolario.

Lema 3.4 Considere a matriz simétrica n X n particionada da forma

B C
ct D
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onde B e D sdao matrizes quadradas. Seja u um vetor tal que
Bu=0, CTu#o.

Entao
A_(A) > (B)+1.
Os proximos resultados foram demonstrados por Fiedler e podem ser

encontrados em [21].

Lema 3.5 (Fiedler [21]) Considere uma matriz simétrica A com entradas fora da
diagonal nao positivas e com todos os autovalores nao negativos (positiva semidefinida).
Se A € irredutivel e singular, entao existe um vetor y > 0, dnico a menos de um

fator multiplicativo, tal que Ay = 0.

Corolario 3.6 (Fiedler [21]) Se uma matriz A é simétrica, irredutivel e com en-
tradas fora da diagonal nao positivas e existe um vetor z # 0 real tal que nao €

positivo nem negativo e Az = 0, entao A nao € positiva semidefinida.

Lema 3.7 (Fiedler [21]) Denote por A uma matriz real, quadrada e com entradas

fora da diagonal nao positivas. Se todos autovalores de A sdo positivos, entao A=t >

0.

Lema 3.8 (Fiedler [21]) Se A é simétrica com autovalores A\y > Ay > -+ > A,
entao nenhuma submatriz principal de NI — A possui mais do que s — 1 autovalores

neqativos.

Teorema 3.9 (Fiedler [21]) Considere o grafo G com conjunto de vértices V =

{v1,v9,...,v,} e denote por y = [y;] um vetor de Fiedler. Para r <0, defina

Vi={v, e Vly;, >r}.
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Entao o subgrafo induzido pelos vértices de Vi € conexo.
Para r > 0, defina
Vo ={v; € V]y; <r}.

Entao o subgrafo induzido pelos vértices de Vy é conexo.

Corolario 3.10 (Fiedler [21]) Denote por y = |y;| uma numeracao caracteristica
do grafo conezo G = (V, E). Sey; > 0, entao existe um vértice v; tal que (v;,v;) € E

€ Y; >yj'

No artigo [5], a matriz Laplaciana perturbada de um grafo é definida
como ? = D—A, onde D é qualquer matriz diagonal e A é a matriz de adjacéncia com
pesos. O proximo lema segue de [5], onde os autores estudaram o vetor de Fiedler
da matriz Laplaciana perturbada e nés reescrevemos aqui no contexto particular de

matriz Laplaciana de modo a se encaixar no nosso contexto.

Lema 3.11 Seja G um grafo conexo. Seja y o vetor de Fiedler de L. Seja W um
conjunto nao vazio de G tal que y(u) = 0, para todo u € W e suponha que G\ W
¢ desconexo com t > 2 componentes Cp,Cy, ..., Cy, tais que y(C;) #0,i=1,...,t.

Entao cada y(C;) € todo positivo ou todo negativo.

3.4 Resultados Estruturais

Agora vamos escrever a matriz Laplaciana de nossos grafos de maneira
a facilitar a visualizacao e a representacao das suas componentes pelas entradas
da matriz. Considere um grafo G com uma dobradica He sejam Cy, C1,...,C,
componentes de G — H. Por conveniéncia, vamos assumir que as tltimas linhas e

colunas da matriz Laplaciana do grafo representam os vértices de H. Agora podemos
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escrever a matriz Laplaciana da forma

A 0 .. 0 c(l) e CIS
0 Ay 0 ¢ -
L= 0 0 A, &, (3.2)
(ch)" ()" ()’ di
T T T
| (a5) (e) (cF) di |
onde A; corresponde aos vértices da componente conexa Cy, para i =0,1,...,7 e c]

¢ o vetor com entradas 0 e -1 que representa as arestas entre o vértice v; de H e a
componente conexa C;. Daqui em diante, adotaremos esse formato durante nossas

demonstragoes.

Teorema 3.12 Seja G um grafo e y = [y;| uma numeracao caracteristica de G.
Seja H dobradica de G e sejam Cy,C1,...,C, componentes de G — H. Denote a

numeracao dos vértices em H porly, ... Iy, onde y;, <y, <--- <y,

(i) Se H é nula e existe uma componente mista C;, entao essa € a inica

componente mista e todas as outras componentes sao nulas.

(1i) Se H € nula e nao existe componente mista, entio cada componente

€ nula, positiva ou negativa.

(111) Se H € ndao negativa, entao apenas uma componente possui vér-
tices numerados negativamente. Todos os outros vértices vy fora da dobradica e da

componente com vértices negalivos sao tais que Yy, < Ys.

Demonstragio Primeiro aplicamos o Lema 3.11 com W = H. Para provar (i)
suponha que exita outra componente que nao seja nula. Entao pelo Lema 3.11 cada

componente é positiva, negativa ou nula. Isso ¢ uma contradicao, pois existe uma
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componente mista. Assim a Gnica componente nao nula é a componente mista. Isso

mostra a parte (i).

Para provar (ii), como 1 é um autovetor de L(G), entao > y; = 0. Como
nao existem componentes mistas, entao existem no minimo duas componentes nao
nulas, digamos Cy e C, tais que y(Cp) # 0 e y(Cy) # 0. Logo, o Lema 3.11 garante
que cada componente Cy, C4, ..., C, é positiva, negativa or nula e isso prova a parte
(ii).

Para demonstrar (iii), dividimos a prova em duas partes

Caso a 1, > 0 E facil ver que y pode ser escrito como

Y= [y(O)u y(1)7 o 7y(7')7 Yiyy- - 7ylk]T7
onde y;, > 0. Do fato que
k/‘ .
Azy(l) + cl?ylj — ay(l)
j=1
para ¢ =0,...,r, podemos escrever
k .
(A —al)y™ == " dy, (3.3)
j=1

parai=0,...,7.

Da mesma forma que na parte anterior, vemos que a matriz B possui no
maximo um autovalor negativo. Assim, podemos supor que A; —al parai=1,...,r

sao positivas semidefinidas.

Suponha que A;—al é singular, entao pela aplicagao do Lema 3.5, existe
um vetor u > 0 tal que u”(A; —al) = 0. Logo u”(A; — al)y¥) = 0 implica que
Zle cgyl]. = 0. Observamos que c{ nao pode ter todas entradas nulas (se tivesse,
entao o vértice v; da dobradiga nao estaria ligado a nenhum vértice da componente

C;). Agora como C‘Z <0ey, >0, temos que CZ = 0, uma contradi¢ao. Logo, A; —al

nao é singular.
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Desse modo, usando a equagdo (3.3), obtemos

y D = —(A; —al)™?

J

ngzj

k
=1

para i = 1,...,7. Pela aplicagao do Lema 3.7, obtemos (A4; — al)™' > 0. Como
c! <0ey, >0 temos que y) > 0 parai=1,...,r.

Resta mostrar que y® > 0 para i = 1,...,7. Reescrevendo a equacio

(3.3), obtemos

k
(i) — A1, _ —1 E /
CL(G)y Az Yy CL(G)AZ : Czyl]' .
Jj=1

Agora, multiplicamos e dividimos por 17y para obter

1, . 1
0 — A71,® — = A!
a(G)’ C TGy <

k
c! yzj> 17y

J
= i a(G)lTy(’) 7 : zylj
Jj=1

Pela aplicagao do Lema 3.7 para a matriz A;, concluimos que (A;)~! > 0. Desse

modo, é facil ver que a matriz M = A;' — m&fl <Zk cjylj) 17 & nao

1

o

j=1Ci
negativa. Como a matriz A; I ¢ irredutivel, entdo M é irredutivel, pois estamos

somando uma matriz ndo negativa. Além disso, y® é um autovetor de M.

Portanto, aplicando o Teorema de Perron-Frobenius para a matriz M,

obtemos um autovetor z > 0 associado com p(M). Assim, p(M)xTy®) = 27 My =

a(lG)xTy(i). E como 27y > 0, segue que ﬁ = p(M), ou seja, x é multiplo de y@.

Assim, y@ > 0 e todos os vértices com numeracio negativa estdo na componente

Co.
Caso b: y;, =0

Como [1,1,...,1]7 & autovetor de L(G), entdao Y y; = 0. Assim, existe
um vértice em G com numeragao negativa. Suponha que Cj contém tal vértice.

Para provar o caso b, é suficiente mostrar que todo vértice v; com y; < 1, estd em

Co ou H.
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Suponha primeiro que y; < y;, para algum v;. Entao existe ¢ > 0 tal
que y;, —e > 0 e y;, —e > y;. Pelo Teorema 3.9, o subgrafo A induzido pelos vértices
M = {vs € Vl|ys < y, — €} & conexo. Como A contém no minimo um vértice
negativo e H ¢ A, entao A C () e, portanto, v; € Cy. Por outro lado, suponha que
ys = vy, Pelo Corolario 3.10, existe um vértice v; € G adjacente a v com y; < ys.
Sendo vy # vy, pela parte anterior tem-se v; € Cy e como Cj é uma componente

conexa, entao vy € Cy ou H, concluindo o caso b.

Isso prova o teorema. []

Observamos que para os casos de uma dobradica negativa ou nao pos-
itiva o teorema acima também se aplica, bastando aplicar o resultado para um
miltiplo negativo do vetor de Fiedler em questao. Para o caso em que a dobradica é
mista, o exemplo abaixo mostra que podem existir mais de uma componente mista

ou até mesmo nenhuma.

Exemplo 2 O ciclo com 10 vértices da Figura 3.3 possui conectividade algébrica
2—2cos(E) (com multiplicidade dois), e wum vetor de Fiedler dado aprozimadamente

por

y = [—.26287,—.42533, —.42533, —.26287, —.00000,

26287, .42533, .42533, .26287, —.00000]”
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Figura 3.3: Ciclo com 10 vértices.

Considere as dobradicas H = {vy,vs} e I = {vs,vs}. Na dobradica H
temos duas componentes e nenhuma € mista, entretanto em T existem duas compo-

nentes mistas.
O grafo do proximo exemplo ilustra os trés casos do Teorema 3.12.

Exemplo 3 O grafo da Figura 3.4 possui conectividade algébrica 2 —+/2 (com mul-

tiplicidade um), e um autovetor de Fiedler € dado aprorimadamente por
y = [-0.35355, —0.5, —0.35355, 0.35355, 0.5, 0.35355, 0, 0, 0, 0] .

Esse grafo é 2-conexo e podemos escolher {v;,ve} como uma dobradi¢ca nula. Ele
possui uma componente mista e uma componente nula de acordo com o caso (i) do

Teorema 5.12.

Claramente, {vg,v10} € uma dobradi¢a nula que satisfaz o caso (ii) do

Teorema 3.12 com apenas uma componente positiva, negativa e nula.

Finalmente, o conjunto {vy,ve} forma uma dobradi¢a nao negativa (de

fato positiva) e o caso (iii) do Teorema 3.12 garante que existe apenas uma com-
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Figura 3.4: Um grafo 2-conexo.

7 1 B

P

o ¢

"

B = =

ponente com numeracao negativa. Além disso, a componente restante formada por

um dnico vértice {vs} possui numera¢ao caracteristica maior que vy.

No6s também podemos exibir grafos que possuem apenas uma dobradica

que é mista. O proximo exemplo ilustra isso.

Exemplo 4 O grafo da Figura 3.5 possui conectividade algébrica igual a menor raiz
da cubica 23 — 1522 + 66z — T4, que € aprozimadamente 1.7101, e a conectividade

algébrica é algebricamente simples. Um vetor de Fiedler € aprorimadamente igual a
y = [-0.37945, —0.37945, —0.13567,0.02565, 0.55636, 0.34601, —0.37945, 0.34601]” .
Assim, essa numeracao caracteristica fornece uma dobradica mista {vs,vy}. Além

Figura 3.5: Grafo com tnica dobradiga mista.

do mazs, essa ¢ a unica dobradica para esse grafo.
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3.5 Caracterizando a conectividade algébrica

Nessa secao usamos nosso teorema estrutural para computar a conec-
tividade algébrica. Os resultados sdo uma extensao natural de [34], onde pontos de

articulacao foram considerados.

Considere um grafo G e sua matriz Laplaciana L. Para uma dobradica
H do grafo, denote as componentes conexas de G — H por Cy, C, ..., C,. Para cada
componente, seja L(C;) a submatriz principal de L correspondendo aos vértices de
C;i. O walor de Perron de C; é o valor de Perron da matriz positiva L~(C;) e dizemos
que C; é uma componente de Perron em H se seu valor de Perron ¢ méaximo dentre

todas as componentes Cy, C, ..., C,.

Teorema 3.13 Seja G um grafo e y = [y;| uma numeracdao caracteristica de G. Se

existe uma dobradica nula [?L tal que G — H ndo possui componente mista, entao

~ 1
existem duas ou mais componentes de Perron em H. Nesse caso, a(G) = W
P
para toda componente de Perron C' em H.
Demonstracao Sejam Cy, C4,...,C, componentes de G — H e considere a matriz

Laplaciana no formato (3.2). Claramente, L(C;) = A;. Particione o autovetor y de

acordo com a numeracao caracteristica em cada componente C; da forma

Da relacao autovetor autovalor e pela forma de y, podemos escrever para cada bloco
L(C;) a relagao
L(C)y"Y = a(G)y".

Do fato de que > 9y = 0 temos que existem entradas positivas e negativas em
y. Entao temos pela parte (ii) do Teorema 3.12 que existem ao menos dois vetores
y") > 0ey® < 0. Pelo Teorema de Perron-Frobenius, o Gnico autovetor com todas

entradas de mesmo sinal é o vetor de Perron. Portanto, y™ e y(*), sio os vetores
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de Perron para L(C,)~' e L(C,)~?, respectivamente. Se y = 0 para alguma com-
ponente C;, entao ela nao é a componente de Perron. Logo, para toda componente

nao nula temos a relacdo para o vetor de Perron y®

Resta provar que C, e C sao componentes de Perron em H. Suponha,
por contradigao, que isso nao seja verdade. Entao existiria uma outra componente,
digamos Cs, cujo valor de Perron é maior que 1/a(G). Chamando de = o vetor de Per-
ron de L(Cs)~", nomalizado tal que 17z = 1/4/2, e definindo u = 3 /v/217 |||,
considere o vetor

w = [u,0,---0,—x,0,...,0],

que evidentemente é ortogonal a
1,1,...,1].
Do fato que

w! Lw = au’'u + —————2"r < av’u + az’x = aww” (3.4)

p(L(C3)71)
obtemos uma contradicao com o fato de que a conectividade algébrica pode ser
caracterizada da forma

a(G) = HH‘l‘iIl ' L. (3.5)
z||=1
zll

Dessa forma, obtemos que C,. e C sao de fato as componentes de Perron em H.

Isso conclui a demonstracao.l]

Para o caso em que a dobradica possui componentes mistas também

podemos descrever a conectividade algébrica em termos de suas componentes.

Teorema 3.14 Seja G um grafo e y = [y;] uma numeragao caracteristica de G.

Se existe uma dobradica nula }AI, tal que G — H possui componente mista C, entdao

a(G) = A2 (L(C)).
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Demonstracao Pela parte (i) do Teorema 3.12 todas as componentes sao nulas,
exceto a componente mista. Chamando de A = L(C)) e B = L(G—C — H), podemos

escrever a matriz Laplaciana de G da forma

()" di

(c6)"

onde cz < 0. Desse modo, y pode ser escrito como

0) o,

?y ’._"/y(’r)

y=1ly Yis - U]

Do fato que Hé nula, temos y; = 0. Da relagdo Ly = a(G)y, obtemos
Ay* = a(G)y" (3.6)

E portanto, a(G) é autovalor da matriz A. Pelo Teorema de entrelagamento de au-

tovalores, vale que a(G) < A(A). Como A\ (A) = , entdo o autovetor as-

1
p(L(C))
sociado & A (A) possui todas as entradas positivas e, portanto, utilizando a equacao
(3.6) a(G) nao pode ser o menor autovalor de A. Logo vale que a(G) = A2(A),

concluindo a demonstracao. [

Corolario 3.15 Nas hipoteses do Teorema 3.14, C € a unica componente de Perron

em H.

Demonstracao Considere a submatriz de L

A0
0 B

L* =

Pelo teorema de entrelagamento de autovalores, sabemos que a(G) < Ay(L*). Como

M(L(C)) = m é autovalor simples de L(C), pelo Teorema temos A\, (L(C)) <
p
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Ao (L(C)) < A2(L*). Suponha, por contradigdo que exista outra componente em [;T,
digamos D, que seja componente de Perron. Obtemos p(L(C)™!) < p(L(D)™!) e,
1 1
além disso, é facil ver que \(L(C)) = ——— e M (L(D)) = ———— sdo
1 Py H(LD))
autovalores de L*. Desse modo, obtemos

M(L(D)) < M(L(C)) < Ma(L(C)) < Mo(LY).

Isso é uma contradicdo, pois obtemos dois autovalores de L* menores que A\o(L*). O

Os Teoremas 3.13 e 3.14 descrevem a conectividade algébrica de um
grafo que possui dobradiga nula. Quando isso ocorre, a conectividade algébrica
serd sempre um autovalor de uma componente na dobradica. Nesse caso, a tnica
estrutura do grafo que determina a conectividade algébrica ¢ essa componente e

nada mais.

O proximo exemplo fornece um caso concrete onde o Teorema 3.14 se

aplica.

Exemplo 5 Relembre o grafo G da Figura 3.4, ele possui conectividade algébrica
aprorimadamente 0.58579. Também, {v,ve} € uma dobradica nula com uma com-
ponente mista C = {vy, va, V3, V4, Vs, Vg, Us, V10, . Sua matriz Laplaciana correspon-

dente € dada por
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e L(C) possui autovalores (aprorimadamente) iguais a
0.32487,0.58579,1.46081, 2, 2, 3, 3.41421,4.21431.

Logo, a(G) = M\ (L(C)) de acordo com o Teorema 3.14.

Para dobradicas nao negativas e nao positivas também ¢é possivel des-
crever a conectividade algébrica utilizando o valor de Perron de certas matrizes. O

teorema a seguir esclarece como isso pode ser feito.

Teorema 3.16 Seja G um grafo e y = [y;] uma numeragao caracteristica de G.
Seja H uma dobradi¢a ndo negativa (ndo positiva) de G. Para cada componente C
positiva (ou negativa) em f[, existe uma matriz positiva M e um escalar v > 0 tais

que
1

a(G)

p(L(C)™ + M) =

Além disso, M = 0 se, e somente se, H ¢ nula.

Demonstragdo Chamando de A = L(C) e B = L(G — C — H), podemos escrever

a matriz Laplaciana de G' da forma

1 k
A 0 ¢ - ¢
1 k

0 B ¢ -0

L=1 ()" ()" d )

()" ()" d

onde cz < 0. Desse modo, y pode ser escrito como

(0) (1)

7y 7"'7y(r)

y:[y 7yl17"'7ylk]T

Como C é positiva, entdo y* > 0 (quando C' ¢é negativa a demonstracio ¢ aniloga).

Do fato que H é nio negativa, temos y; > 0. Da relagdo Ly = a(G)y, obtemos

k
Ayt + dy, = a(G)y?

j=1
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ou, equivalentemente,

L4 ~1, A L =
LA e <ZCZyzj>.

k
I 4 ~1 A 1 -1 j T A
A = AT A A cy, | 1
L v - )Ty >y, |17y
= (AT M)yt

onde v = (G)llT e M=—-A"1 <ZJ Ly ) 17. Como C é componente positiva,
entdo y* > 0 e, portanto, v > 0. Pelo Lema 3.7, temos A~' > 0 e do fato que
ZJ Ly, <0, tem-se M > 0. Comoc’<0 M = 0 se, e somente se, y; = 0 para

todo j = 1, ..., k, ou seja, quando H é nula. O

Exemplo 6 A Figura 3.4, mostra um grafo G onde o conjunto {vs,ve} forma uma
dobradi¢ca nao-negativa com uma componente positiva formada por um vértice iso-
lado C' = {vs}. A fim de caracterizar a conectividade algébrica usando o Teo-

rema 3.16, a prova dada fornece uma descri¢ao de v e M.
O grafo G possui vetor de Fiedler
= [-0.35355, —0.5, —0.35355, 0.35355, 0.5, 0.35355, 0, 0, 0, 0]

e a(G) = 0.58579. Usando a notagdo da prova do Teorema 3.16, nos temos L(C') =

2] ey = [0.5]. Portanto, v = wap = 541419 e

(

M= —L(C)! (Z —ylj> = — [0.5] ([~0.35355] + [—0.35355]) = [0.35355].

j=1

Assim, L(C)™!' +~yM = [1.707087864] que possui vetor de Perron [0.5] e satisfaz
-1 _ 1

p(L(C)™ + M) = 45-

Uma questao que queremos abordar é quando ou nao o conjunto de

vetores de Fiedler identifica a mesma dobradica nula. E possivel descrever outros



38

vetores de Fiedler identificando a mesma dobradica nula, sempre que se possui in-
formagao sobre algum vetor de Fiedler. Mais precisamente, o seguinte resultado
constroi o conjunto de todos os vetores de Fiedler que identifica H como uma do-

bradica nula.

Teorema 3.17 Seja G um grafo e y = [y;] uma numeragao caracteristica de G.
Suponha que existe uma dobradica nula ﬁ, tal que G\ﬁ[ nao possui componentes mis-
tas, e para t > 2, seja C1,Csy, ..., Cy o conjunto de componentes de Perron de G\}A[
Assuma que a matriz Laplaciana é da forma (3.2). Seja y™,y® ... y® o conjunto
de vetores de Perron para o conjunto de matrizes L(Cy)~', L(Cy)™Y, ... L(Cy) ™! tais

que 17y = 1. Defina, parai =2, ..,t, o vetor

(

yMw)  wvedl,

fi=<{ —yD@) ved, (3.7)
0 caso contrdrio.
\
Entao fs, f3,..., fi € um conjunto de autovetores linearmente independentes associ-

ados com a(Q) e cada vetor de Fiedler que identifica H como uma dobradi¢a nula é

uma combinacgao linear de f;, portanto ndo possui componente mista.

Demonstracao E facil ver que 17f; = 0 e que fs, fs, ..., f; ¢ um conjunto linear-

mente independente de vetores. Além disso, ST

ﬁ é o autovetor de L(C}) asso-

ciado com y'9, para i = 2,...,t. Pela construcio de f;, concluimos que W é
o autovetor associado com f;. Entao, obtemos

fflLfi 1

flfi p(L(C)™)

Usando o Teorema 3.13, obtemos

Ty f.
fZT f’L — a(G),
fi fi
para i = 2,...,t, assim fo, f3,..., f; € um conjunto de autovetores linearmente

independentes associados com a(G).
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Agora seja z o vetor de Fiedler que identifica H como uma dobradica

~

nula. Da relagdo Lz = a(G)z, segue que para cada componente C; em H que
L(C)z(C;) = a(G)z(C;). Como L(Ci)y" = a(G)y™, pelo Teorema de Perron-

Frobenius & um autovalor simples de L(C;)~!. Assim, segue que z(C;) é

-1
p(L(C1)~Y)

um maltiplo escalar de . Isso implica que z é uma combinacdo linear de f;s.

Como construimos todo o conjunto de vetores de Fiedler que identifica
a mesma dobradica nula, é natural perguntar se possivel ou nao obter outros vetores
de Fiedler que nao identificam a mesma dobradica nula. A resposta é positiva e o

proximo exemplo mostra isso.

Exemplo 7 Considere o grafo bipartido completo Kss3. Seus autovalores Lapla-
cianos sao conhecidos e dados por 0,6 e 3, o ultimo com multiplicidade quatro.
Em particular, K33 possui conectividade algébrica 3. Se rotularmos os vértices
em uma particao como vy,vs € V3, entao o conjunto H = {vg,v5,06} € uma do-
bradica. Em I;L temos trés componentes de Perron, a saber C; = {v;},i = 1,2,3,
com p(L(C;)™1) = %72' =1,2,3. E facil ver que o conjunto de autovetores que gera
0 auloespago associado a conectividade algébrica é dado por w = [1,—1,0,0,0,0]7,
r=[1,0,—1,0,0,0]7, y = [0,0,0,0,—1,1]T e z = [0,0,0,—1,0,1]%. Agora, podemos

ver que w e x identificam H como nula, mas que H é nao nula para y e z.

3.6 Limitando a conectividade algébrica

Nesta se¢ao serao introduzidos alguns conceitos que vao nos ajudar a en-
tender melhor como limitar a conectividade algébrica. Mais especificamente, quero-
mos relacionar a conectividade algébrica como uma funcao do nimero de arestas
entre uma dobradiga e as suas componentes, como uma tentativa de generalizar o

fato bem conhecido [20] que, para um grafo k-conexo, a(G) < k.
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Seja H uma dobradica de um grafo GG e seja C' uma componente em
H. Sejam vy, vg, ..., v 08 vértices na componente C. Vamos denotar por dz(v;) o
numero de arestas conectando v; para os vértices de H. Similarmente, para cada
vértice u de H, denote por do(u) o nimero de vértices em C' que sao adjacentes a

U.
Além disso, nos introduzimos a quantidade
Sc = max {da(vi)} (3.8)
que serd chamada de for¢a de uma componente C.

Denotando o conjunto de componentes em H por H, nés definimos a

quantidade
Sp = max {Sc} (3.9)

que serd chamada de for¢ca de uma dobradica H.

Teorema 3.18 Seja G um grafo e seja H uma dobradica de G. Para cada j =
0,...,r, chame de p; o nimero de vértices na componente C;. Entdo obtemos as
sequintes conclusoes.

a) a(G) < Sp.

b) Se a(G) = Sz, entio cada vértice de G\ H ¢ adjacente a Sg vértices da dobradica
H e para cadai,j=0,...,r e cada u € H nds temos pide, (u) = pide, (u).

¢) Se cada vértice de G\ H ¢ adjacente a Sg vértices na dobradica H e para cada
i,j=0,...,r e cada u € H temos pide,;(u) = pjdc,(u), entio Sg € um autovalor
Laplaciano de G. Nesse caso, a multiplicidade de Sz como um autovalor é no

minimo r.

Demonstragdo Escrevemos a matriz Laplaciana L na forma (3.2). Seja 27 o vetor
dado por
pl]_T —po]_T OT Ce OT )



41

onde o particionamento de x esta de acordo com L em (3.2). Claramente 17z = 0.
Como 17A4p1 < poSz e 17 A1 < p; Sy, segue imediatamente que 27 Lo < 272S5.

Assim, concluindo a) diretamente.

Para estabelecer b), suponha que a(G) = Sp. Assim necessariamente
o vetor x acima precisa ser um autovetor de G. Nesse caso, encontramos que cada
vértice de CpUC ¢é adjacente a Sp vértices na dobradiga H, e além disso, para cada
vértice u € H nos temos pyde, (1) = pode, (u). Evidentemente o argumento acima se

aplica a qualquer par de componentes C;, C;, e b) segue.

Para estabelecer ¢), assuma que cada vértice de G\ H ¢ adjacente a
Sp vértices na dobradica f[, e além disso se para cada i,j = 0,...,r e para cada
u € H 16s temos pide, (u) = pjde, (). Assim 17Ag1 = poSz e 17411 = p;Sg, 0 que
implica que z é um autovetor para o autovalor Sz. Como nés podemos associar um
vetor adequado x ao par de componentes Cy,Cj,j = 1,...,r, nés podemos dessa

forma construir r autovetores linearmente independentes para o autovalor S.

Exemplo 8 Considere o grafo Gi da Figura 3.6. A dobradica H= {9, 10} possui
duas componentes de Perron C' e D, cada uma com Sc¢ = Sp = 1. Desse modo,
Sz =1 e o Teorema 3.18 a) garante que a(G1) < 1. Nesse exemplo temos que

a(Gy1) = 1; as condigdes do Teorema 3.18 b) podem ser verificadas por inspe¢ao da

Figura 3.6.

Por outro lado, considere o grafo Gy da Figura 3.7, que também possui
{9,10} como uma dobradi¢a. Por uma aplicacdo similar do Teorema 3.18 a) seque
que a(Gy) < 1. De fato, a(G2) = 3 — /6 < 1, enquanto o Teorema 3.18 ¢) garante

que 1 € um autovalor de Gs.

Esses exemplos mostram que as condigoes do Teorema 3.18 ¢) néo sao

suficientes para ter a(G) = Sz e que ela depende nao apenas da forca de uma
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Figura 3.7: Exemplo 2

dobradica, mas também da estrutura da componente. Desso modo, é um problema

em aberto encontrar condicOes necessarias e suficientes para garantir que a(G) = Sj.

3.7 Observacoes sobre expansao em grafos

A definicao de forca para uma dobradica ou uma componente pode se
relacionar com o conceito de expansao de grafos. Por exemplo, observe a constante

de Cheeger
: 6(7 B ) |V|
h(G) =m - 1< |X| < — .
(@) = min { =1 < g <

e a forca de uma componente

Sc = max {dgz(v)}. (3.10)

Primeiramente, é facil ver que vale a relacao
SC < 6(0, V- C)

Portanto, obtemos a relagao

Sc _e(CV-C)
(& C|
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Assim, sempre que a componente C' € um minimizante de

Vi

(V) gy 1)

| X
vale a relacao

Sc < |C[n(G).

Visto que que a constante de Cheeger e forca estao relacionados com
a conectividade algébrica, nessa secao faremos algumas consideragoes sobre ambas
as relagoes. Temos por um lado a relacao a(G) < 2h(G). Por outro lado, o Teo-

rema 3.18 relaciona forca com conectividade algébrica.

Sabemos que a(G) < k, conforme demonstrado em [20]. Uma pergunta
que poderia ser feita é: quando um grafo k-conexo, para k > 1, satisfaz a(G) < 17
Apresentaremos um exemplo em que por meio do Teorema 3.18 podemos garantir
a(G) < 1. Além disso, nesse caso a desigualdade a(G) < 2h(G) nao seria suficiente
para responder a essa pergunta e o conceito de forca fornece uma desigualdade

melhor.

Exemplo 9 A Figura 3.8 a sequir, apresenta um exemplo onde o conceito de forca
da dobradica aproxima melhor a conectividade algébrica do que a constante de Cheeger.

O grafo apresentado é 3-conezo e a(G) < 1.

Figura 3.8: Grafo 3-conexo.
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Para o grafo G da figura, se considerarmos o conjunto de vértices X da
constante de Cheeger como sendo X = {1,2,3,4,5,6}, entao teremos e(X,V —X) =

6 e, dessa forma,

AX vV - X) :1<X<M}— LI

h(G) = mm{ X 2 (=X -

Para esse caso, a desigualdade a(G) < 2h(G) nos fornece que a(G) < 2.

Por outro lado, utilizaremos o Teorema 3.18. A dobradica H= {13,14, 15}
apresenta duas componentes de Perron C e D, cada uma com S¢c = Sp = 1. Agora o
Teorema 3.18 garante que a(G) < 1. Desse modo, apresentamos um grafo 3-conezo
com a(G) < 1 e observamos que essa mesma ideia pode ser utilizada para construir

uma classe de grafos mais geral com a(G) < 1.
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4 UMA TEORIA DE FIEDLER PARA A
LAPLACIANA PERTURBADA

Neste capitulo demonstramos um novo teorema de monotonicidade para
a autofuncao harmoénica correspondendo ao segundo menor autovalor da matriz
Laplaciana perturbada sobre os pontos de articulacao de um grafo. Usamos a noc¢ao
de componentes de Perron para a matriz Laplaciana perturbada de um grafo e
mostramos como o segundo menor autovalor pode ser caracterizado usando essa
definicao. Além disso, exploramos propriedades de particionamento fornecidas pelas
autofuncoes harmonicas e relacionamos com as propriedades de particionamento
fornecidas por um vetor de Fiedler. Os novos resultados apresentados nesse capitulo

foram submetidos para publica¢do em |56].

4.1 Motivacao

O objetivo da Teoria Espectral de Grafos é determinar propriedades
estruturais de um grafo através do espectro de uma matriz associada a esse grafo.
As matrizes que sao bem conhecidas e que existem muitos resultados, sao as matrizes
de adjacencia A e a matriz Laplaciana (combinatoria) L = d — A, onde d é a matriz

diagonal com os graus dos vértices.

A matriz Laplaciana normalizada £ = d~'/?Ld~'/?, popularizada por
Chung [11] nos anos 90 tem um registro mais recente e poucos resultados sdo con-
hecidos. Em particular, dado um grafo G, poderiamos perguntar se a matriz £
fornece informacao adicional ou distinta da que L fornece. Bapat, Kirkland e Pati
|5] definiram a matriz Laplaciana perturbada de um grafo G como ? = D — A,
onde D é qualquer matriz diagonal e A é a matriz de adjacéncia com pesos de G.

Observamos que £ é uma matriz Laplacian perturbada também.
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Como em [5], o objetivo desse trabalho também é estudar o segundo
menor autovalor de Z e seus autovetores. Nesse capitulo desenvolvemos uma teoria
como a de Fiedler para essa matriz, levando a resultados que sao do mesmo tipo dos

obtidos para a conectividade algébrica de um grafo G.

No6s exibiremos uma propriedade da autofungao harmonica do segundo
menor autovalor de £ (veja a proxima segdo para as defini¢oes) sobre os pontos de
articulacao que, como no trabalho de Fiedler, nos permite classificar cada grafo em
duas familias distintas de grafos. Esse resultado de Fiedler foi enunciado anterior-

mente como o Teorema 3.1.

No final dos anos 90 Kirkland, Neumann, Shader e Fallat usaram a
teoria de Fiedler e os valores de Perron de matrizes associadas com as componentes
G\ {v} (v um ponto de articulagao) a fim de caracterizar a conectividade algébrica

de arvores [32] e para grafos com ponto de articulac¢ao [34].

Nesse capitulo, usando a nocao de componente de Perron para a ma-
triz Laplaciana perturbada de um grafo, forneceremos uma caracterizacao para o
segundo menor autovalor em termos dessa definicao. Além disso, introduzimos a
nocao de matriz bottleneck perturbada de um ramo de uma arvore, o que nos per-
mite descrever o segundo menor autovalor e os vértices caracteristicos de arvores

como uma funcao dos seus valores de Perron.

Como um resultado geral desse trabalho, nés mostramos que um au-
tovetor do segundo menor autovalor da matriz Laplaciana perturbada fornece pro-
priedades de particionamento que sao similares as propriedades que um vetor de
Fiedler fornece para um grafo. A caracterizacao que nés exibimos também é do
mesmo tipo que a caracterizacao fornecida por Kirkland et al. Destacamos, porém,
que ambos autovetores nao fornecem a mesma informacao. A seguir indicamos um
exemplo de um grafo cuja parti¢ao de sinais (fornecida pelos sinais das entradas dos

autovetores) é distinta.
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Exemplo 10 Considere um caminho com 7 vértices P;. Sua matriz Laplaciana

possui um autovetor associado a conectiwidade algébrica (aprozimadamente)

[—1 —-0.8 =044 0 044 08 1]T-

Por outro lado, se considerarmos uma matriz Laplaciana perturbada dada por

4 -4 0 0 O
-4 8 -4 0 O

o o o o o
o o o O |
=~
) o
| |
— N}
[\ e}
| o o o O
—_
o o o o O

obtemos uma autofunc¢ao de um sequndo menor autovalor dada por (aprozimada-

mente)

T
—-0.71 —-0.64 —-0.5 —0.64 —0.02 0.6 1] .

Claramente a particao de sinais nao induz o mesmo conjunto de vértices para Pr.

Dito isso, ¢ razoavel perguntar quando, para um dado grafo, a particao
de sinais (fornecida pelos sinais das entradas dos autovetores) fornecida pelos au-
tovetores da conectividade algébrica e o segundo menor autovalor de 2 sdo sempre

as mesmas. Uma pergunta mais precisa é a seguinte

Seja G um grafo com matriz Laplaciana L e a particao de
sinais obtida por um vetor de Fiedler. Existe um autovetor
associado ao segundo menor autovalor de £ que fornece a

mesma, particao de sinais?
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Nesse capitulo, exibimos condicoes suficientes para responder positiva-
mente a essa pergunta. Na ultima se¢ao desse capitulo fornecemos resultados para
grafos satisfazendo ambos os casos A e B do Teorema da monotonicidade de Fiedler

(Teorema 3.1).

Observamos que nio é sempre o caso em que as matrizes L e P (em
particular a matriz Laplaciana normalizada £) fornecem o mesmo tipo de informacao
para um dado grafo. Como exemplo, indicamos que a energia Laplaciana e a energia
Laplaciana normalizada possuem comportamentos distintos. Também, em vista do
ultimo exemplo, a particao de sinais possui comportamento distinto. Nesse trabalho,
apresentamos as provas matemaéticas do fato de que o autovetor associado ao segundo
menor autovalor de L e Z fornecem tipo de informacoes similares. De qualquer forma,
como a conectividade algébrica e seu vetor de Fiedler levaram a muitas aplicagoes
importantes, esperamos que a teoria apresentada aqui possa levar a importantes e

talvez diferentes achados.

4.2 Notacao e resultados conhecidos

Nesse capitulo G = G(V, E) é um grafo conexo com pesos. Isto é um
grafo com um conjunto de vértices V' e um conjunto de arestas E, onde cada aresta

recebe um nimero positivo (o peso da aresta).

Dado um grafo G = (V, FE) com n vértices, a matriz de adjacéncia de

GG é a matriz de ordem n definida por

wij; O peso da aresta U,L'Uj
A('Ui, Uj) =

0, se v; € v; nao sao adjacentes.

Para qualquer matriz diagonal real D, como definido em [5]|, a matriz

Laplaciana perturbada de G, denotada por 2, ¢ dada por £ =D — A.
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Observamos que se D(i,i) = Zi# w;; = w;, para cada 1 < i < n,
entao P ¢ simplesmente L = D — A, a matriz Laplaciana combinatoria para G,
enquanto que se D(i,i) = —w;, para cada 1 < i < n, obtemos . = —Q = —(D + A),
onde ) ¢ a matriz Laplaciana sem sinal. Quando D é a matriz nula, £ = —A,
obtemos menos a matriz de adjacéncia. Uma outra instancia importante da matriz

Laplaciana perturbada que vale mencionar é a matriz laplaciana normalizada com

pesos L(G) definida por Chung [12]

1, v; =v; e w; # 0;
L(v;,v;) = —Wis_ _ o5 : .
(vi, v5) N quando v; e v; sao adjacentes;
0, caso contrario.

Como G é conexo, ele nao possui vértices isolados e nesse caso, a matriz

diagonal dos graus d é invertivel. Nesse caso £ e L estao relacionadas pela formula
L=d2Ld 2,
que pode ser escrita como
L=d VLAV =d P (d—A)d VP =1 —d VA,
uma matriz Laplaciana perturbada.

Os autovalores da matriz Laplaciana normalizada foram estudados pri-
meiramente por Chung em [11]. Mais recentemente, Butler [9] e Cavers [10] fornece-
ram diversas propriedades espectrais de L, e dentre elas o fato que, como a conec-
tividade algébrica, o segundo menor autovalor de £ é nao nulo se, e somente se, o

grafo é conexo.

Chung também definiu a nocao de autofuncao como segue. Seja g a
fungdo que atribui a cada vértice v de G o valor real g(v). Podemos vizualizar
g como um vetor coluna e sempre que L£Lg = Ag chamamos ¢ uma autofuncao de

L. Além disso, a autofuncao harménica de )\ para L é definida como [ = d=z g.
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Indicamos que a particao de sinais induzida pela autofuncao harmonica para a matriz

Laplaciana normalizada foi estudada por Li, Li e Fan em [37].

Nos estamos considerando a matriz Laplaciana perturbada 2 de um
grafo conexo com pesos G e denotando os autovalores de £ por \; < Ay < ... < \,..
Observamos que, como G é conexo, ? é irredutivel e pela teoria de Perron-Frobenius,
segue que o menor autovalor de ? ¢ simples e possui um autovetor com todas as

suas entradas de mesmo sinal.

Para ser consistente com a notacao introduzida por Chung, chamamos
¢ uma autofuncdo de £ para o autovalor A sempre que £g = \g. Denotamos por z
uma autofuncio associada ao menor autovalor de ? e entdo definimos a autofuncao

harmonica associada a \;, para ¢ > 2, como

Os vetores f e g para Ay foram estudados em [5] e dessa forma, no contexto de
Laplaciana normalizada, a definicdo é compativel com a definicao de autofuncao e

autofun¢ao harmonica estabelecida por Chung em [11].

Nesse capitulo, nds investigamos as autofuncoes harmonicas, estabele-
cendo um teorema de monotonicidade para essa funcao na proxima secao. Esse
resultado acaba por ser uma ferramenta fundamental para a nossa abordagem de
caracterizar e computar \y. Como a definicao de matriz Laplaciana perturbada
engloba as matrizes Laplaciana, Laplaciana normalizada e matriz de adjacéncia, a

teoria apresentada aqui pode ser 1til em muitas situagoes particulares.

4.3 Teorema de monotonicidade

Nessa secao mostramos uma propriedade da autofun¢ao harmonica de

Ay sobre os pontos de articulacao de um grafo. Nos forneceremos um teorema de



51

monotonicidade para a tal autofuncao harmonica. Isso nos permite classificar todos

os grafos em duas familias distintas.

Relembramos que um bloco de um grafo é um subgrafo induzido conexo
que nao contém um ponto de articulacao. Assim, um bloco é um subgrafo 2-conexo
maximal, uma aresta (com seus vértices) ou um vértice isolado. Dizemos que um
bloco ¢ positivo, negativo ou nulo se, sobre esse bloco, f ¢ positiva, negativa ou nula,
respectivamente. Se sobre um bloco f assume valores positivos e negativos, entao

chamamos esse bloco de misto.

Seja g uma autofuncio de £ correspondo a \y. Um vértice v é chamado
de wértice caracteristico de G se g(v) = 0 e se existe um vértice w adjacente a v
tal que g(w) # 0. Uma aresta {u,v} é chamada de aresta caracteristica de G se
g(u)g(v) < 0. Chamamos de conjunto caracteristico a colegao de todos os vértices
caracteristicos e arestas caracteristicas de G. Aqui denotamos por p(M) o valor de

Perron da matriz M.

Observacao 4.1 Seja g uma autofuncao de P correspondendo a Xy e f sua auto-

fungao harménica. Entao sign(f(v)) = sign(g(v)) para cada vértice v de G.
O proximo Lema segue do Lema 3 de [5] adaptado para a nossa notacao.

Lema 4.2 Seja G um grafo conezxo com pesos e g uma autofuncio de L correspon-
dendo a \y. Seja W um conjunto nao vazio de vértices de G tais que g(u) = 0, para
todo u € W e suponha que G\W € desconexo com t > 2 componentes C1,Cs, ..., C;
tais que g(C;) # 0. Seja P(C;) a submatriz principal de ¥, correspondendo a compo-
nente C;. Entao cada C; ou satisfaz g(C;) > 0 ou g(C;) < 0 com Ay = m em

qualquer caso.

O proximo Lema segue do Lema 4 em [5].
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Lema 4.3 Seja G um grafo conexo com pesos. Seja g uma autofuncdao de . corres-
pondendo a \y. Suponha que o conjunto caracteristico contenha uma aresta. Entao

0s vértices v tais que g(v) > 0 induzem um subgrafo conezo.

O proximo Lema segue da parte (ii) do Lema 5 de [5].

Lema 4.4 Seja G um grafo conero com pesos e seja g uma autofuncdo de 2 cor-
respondendo a \o. Seja S seu conjunto caracteristico. Entao ou S contém um inico

vértice ou S estd contido em um bloco de G.

O proximo Lema segue da Observagao 4.1 e do Corolario 16 em [5]. Vale
mencionar que esse resultado foi provado sob a hipdtese de que o menor autovalor

de 2, ¢ zero, apesar de ndo estar escrito no enunciado original.

Lema 4.5 Seja v um ponto de articulacao de G e C uma componente pendente em
v. Assuma que f(C) > 0 para alguma autofuncdo harménica f de ¥ correspondendo

a Ay e assuma que o menor autovalor de ¥ € zero. Seja u um vértice em C. Entdo

fw) < flu).

Relembrando, um caminho é dito puro se ele contém no maximo dois

pontos de articulacao pertencentes a cada bloco que cruza.

Teorema 4.1 Seja G um grafo conexo com pesos e seja g uma autofuncio de P
correspondendo a \o. Seja f a autofuncao harmoénica correspondente. Entdo apenas

um dos casos pode ocorrer

Caso 1 G nao possui um bloco misto. Nesse caso, existe um unico ponto de
articulagao de z com f(z) = 0 e um wvizinho ndao nulo. Cada bloco
(com excecao do vértice z) é positivo, negativo, ou nulo. Seja P um

caminho puro comecando em z. Se o menor autovalor de ¥, é zero,
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entio sobre os pontos de articulagcdo de G em P (com excecio de z)
f forma uma sequéncia crescente, decrescente ou nula. Cada caminho

contento vértices positivos e neqativos passa por z.

Caso 2 G possui um unico bloco By que € misto. Nesse caso, cada bloco restante
¢ positivo, negativo ou nulo. Se o menor autovalor de ¥, é zero, entio
cada caminho puro P iniciando em By e contendo apenas um vértice
v € By possui a propriedade de que, sobre os pontos de articulacao
contidos em P, [ forma uma sequéncia crescente, decrescente ou nula
dependendo se f(v) >0, f(v) <0 or f(v) =0. No dltimo caso f =0

ao longo do caminho.

Demonstragao Primeiramente, para o caso 1, se nenhum bloco é misto, entao
existe um bloco com um vértice positivo e um bloco com um vértice negativo. Além
disso, a interseccao de blocos tem apenas um ponto de articulagao e nenhum bloco
¢ misto, logo segue que existe um ponto de articulagdo z com f(z) = 0. Agora,
aplicando o Lema 4.2 com W = {z}, obtemos que cada componente é nula, positiva
ou negativa. Logo, ndo existe outro vértice v # z com f(v) = 0 e um vizinho néo

nulo. Isso mostra a primeira parte do caso 1.

Da mesma forma, se P contém outro vértice v com f(v) = 0, pelo
mesmo argumento anterior podemos ver que f = 0 sobre os vértices de P. Por outro
lado, se P tem um vértice v com f(v) # 0 entdo denotamos por z = vy, vy, ..., Vs
os pontos de articulacdo em P usando a ordem em que eles aparecem. Se f(v) > 0,
entao pelo Lema 4.5 obtemos f(v;) < f(viz1), 2=0,...,s—1. Se f(v) <0, entdo o
mesmo argumento aplicado para a autofuncao — f prova que essa forma uma funcao

decrescente.

Agora nés provaremos o caso 2. Se GG possui apenas um bloco, entao
estamos prontos. Se o conjunto caracteristico contém uma aresta, entao o Lema 4.3

garante que os blocos restantes sao positivos ou negativos. Do contrario, o LLema 4.4
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implica que apenas um bloco contém o conjunto caracteristico. Agora pelo Lema 4.2
e Lema 4.3 os blocos restantes sao nulos, positivos ou negativos. Isso completa a

primeira parte do caso 2.

Finalmente, denotamos por v = wvg,vy,...,vs 08 pontos de articula-
¢ao em P na ordem em que aparece. Se f(v) > 0, entdo pelo Lema 4.5 obtemos
fvi) < fuiz1),i=0,...,8—1. Se f(v) < 0, entdo o mesmo argumento aplicado
a autofuncao —f, mostra que ela forma uma sequencia decrescente. Se f(v) = 0,
entao apenas a componente em v que contém vértices nao nulos é a componente
contendo o bloco misto, caso contrario isso seria uma contradicao com o Lema 4.2.
Portanto, obtemos que f = 0 sobre os vértices de P. Isso conclui a demonstracao.

0

A Observacgao 4.1 e o Teorema 4.1 mostram o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Seja G um grafo conexo e seja g uma autofuncio de L, correspondendo

a Xo. Entao apenas um dos sequintes casos pode ocorrer:

Caso 1 Nao existe bloco misto. Nesse caso, existe um unico ponto de articula-
¢ao z com g(z) = 0 e um vizinho ndo nulo. Cada bloco (removendo o

vértice z) € positivo, negativo ou nulo.

Caso 2 FExiste um unico bloco By que é misto. Nesse caso, cada bloco restante

€ positivo, negativo ou nulo.

O Torema 4.2 nao diz nada a respeito da propriedade de monotonicidade
para a autofuncao como o Teorema 4.1 afirma para a autofuncao harménica. De fato,
nao é sempre o caso que a autofuncao tem essa propriedade. O proximo exemplo

mostra um grafo para qual essa propriedade falha.
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Exemplo 11 Para o grafo da Figura 4.1 o espectro de sua matriz Laplaciana nor-

malizada tem (aprozimadamente) Ay = 0.1408518684 e sua autofuncao g dada por

[0.3321468380  0.4035628601  0.3537169961  —0.3537170033
—0.4035628574 —0.3321468341 —0.1841193327 —0.1841193327
—0.1841193327  0.1841193327  0.1841193327  0.1841193327] .

Ch 3 3 {2

e B ®§ 8 B

Figura 4.1: Grafo cuja monotonicidade nao vale para a autofuncao.

Como o grafo é uma drvore, cada vértice é um ponto de articulagao e
cada aresta com seus vértices forma um bloco. Observamos que o caso 2 do Teorema
4.1 vale para esse grafo. Considere o caminho puro P = {1,2,3}. E fdcil de com-
putar a autofuncdo harmonica f e ela satisfaz f(1) > f(2) > f(3) de acordo com
o Teorema 4.1. Por outro lado, a autofuncio g satisfaz g(3) < g(2) e g(2) > g(1).

Assim a propriedade de monotonicidade ndao vale para essa autofuncao.

4.4 Caracterizando o segundo menor autovalor

Apesar dos Teoremas 4.1 e 4.2 fornecerem uma classificacao para grafos
e dar uma boa ideia do comportamento da autofuncao harmonica, ainda nao sabemos
nenhuma informacao sobre Ay em si. Entretanto, é possivel fornecer uma caracter-
izacao diferente para os casos 1 e 2 tais que informagoes sobre Ay surgem. Mais
precisamente, nessa secao estamos interessados em descrever Ay em termos dos va-

lores de Perron de matrizes especiais. Esse resultados se baseiam em |32].

Seja G um grafo conexo, £ sua matriz Laplaciana e v um vértice de

corte de G, com Cy, Yy, ...,C, as componentes conexas do grafo G\v. Para cada
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componente, C;, seja ?(C;) a submatriz principal # correspondendo aos vértices de
C;. Nessa secao trabalharemos com hipoéteses sobre a matriz Laplaciana perturbada
que garantem que todas Z(C;) sdo nao singulares. Com isso é possivel seguir com
novas definicbes. Quando essas matrizes sao nao singulares com inversas M; =
ll_’fl(Ci) chamamos de matriz Laplaciana perturbada de C; em v. Cada uma dessas
inversas possui entradas positivas, e entao pelo Teorema de Perron, ela possui um
autovalor dominante positivo simples, chamado de valor de Perron, e um autovetor
correspondente com todas as entradas positivas, chamado de vetor de Perron e um
autovetor associado com todas as entradas de mesmo sinal, chamado de vetor de
Perron. Uma componente C; ¢é dita ser uma componente de Perron em v se o seu

valor de Perron é maximal dentre Cy, C1, ..., C,.

Se G satisfaz caso 1 do Teorema 4.2 entao dizemos que G é um grafo
do Tipo 1. Se G satisfaz o caso 2 do Teorema 4.2 entao dizemos que G é um grafo

do Tipo 2.

Se G ¢ um grafo do Tipo 1, entao o tnico vértice nulo adjacente a
um vértice nao nulo (veja Teorema 4.2) é chamado de vértice caracteristico de G.
No contexto de matriz Laplaciana combinatéria, foi mostrado em [43] que os vér-
tices caracteristicos de uma arvore sao independentes do autovetor associado com a

conectividade algébrica.

Para grafos do Tipo 1 ¢ facil de caracterizar A\y(?), como vemos no prox-
imo enunciado. O seguinte teorema é a uma reformulacao dos resultados enunciados

em [5] usando o nosso framework.

Teorema 4.3 Seja G um grafo e g uma autofuncao de \y. Entao G é um grafo

do Tipo 1 com vértice caracteristico v se, e somente se, existem no minimo duas
1

p((C))

componentes de Perron em v. Nesse caso, Ay = para cada componente

de Perron C em v.
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Demonstragdo A primeira parte segue da parte (i) e (iv) do Teorema 7 em [5] e

1
Ay = —————— segue de Lema 4.2 tomando W = {v}. UJ
* = S0 ”

O teorema anterior pode ser visto como uma generalizacao natural dos
resultados em [34], onde no contexto da matriz Laplaciana os autores caracterizaram

a conectividade algébrica de grafos do Tipo 1.

Um grafo do Tipo 1 (respectivamente grafo do Tipo 2) que é uma
arvore sera chamada de arvore do Tipo 1 (respectivamente arvore do Tipo 2). Agora,
queremos encontrar uma caracterizacao para A\, de arvores do Tipo 2 usando a matriz
Laplaciana perturbada. Entretanto, um método diferente precisa ser usado. Como

o préximo teorema nos mostra, essas matrizes sao mais complicadas que aquelas em

[34].

Primeiramente, precisamos de algumas defini¢oes. Seja T" uma arvore.
Chamamos de ramo de T em v cada componente conexa de T\ v obtida de T
deletando o vértice v e suas arestas. Se I' é uma arvore do Tipo 2, pelo Teorema 4.2
o Unico bloco misto é formado por dois vértices adjacentes. Para arvores do Tipo
2, dizemos que esses dois vértices ¢ e j sao vértices caracteristicos se, e somente se,

eles sdo adjacentes e satisfazem sign(g(i)) # sign(g(j)).

Considere a matriz ALA, onde L é a matriz Laplaciana combinatoria
e A é uma matriz diagonal positiva. Como ALA = ADA — AAA, é claro que
esse ¢ um caso especial da matriz Laplaciana perturbada. De agora em diante,

assumiremos que a matriz Laplaciana perturbada é da forma ALA.

Teorema 4.4 Seja T uma drvore do Tipo 2 com n vértices com matriz Laplaciana
perturbada B = ALA e sejam i e j os vértices adjacentes de T e sua aresta com
peso w. Entao v e j sao vértices caracteristicos de T se, e somente se, existe um
nimero v € (0,1) tal que

1

Lo - _ _ 1
p(My — —yDr'117 DY) = p(My — — (1 — ) Dy '117 Dy ) = W
w w 2
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onde My € a matriz bottleneck perturbada para um ramo em j contendo i e Dy € a
submatriz de A correspondendo a esse ramo; My € uma matriz bottleneck perturbada
para o ramo em 1 contendo j e Doy € uma submatriz de A correspondendo a esse

ramo.

Para provar o Teorema 4.4 precisamos de mais informacao a respeito das matrizes

My e M. Por esse motivo as provas serao fornecidas na proxima secao.

4.5 Matrizes bottleneck perturbadas de uma arvore

Na secao anterior foi mencionado que para caracterizar Ay de arvores,
é necessario estudar as matrizes bottleneck. Aqui nessa secao faremos uma anélise
mais cuidadosa da estrutura desses matrizes na expectativa de caracterizar Ay e
provar o Teorema 4.4. Ao longo do caminho também forneceremos uma forma de

caracterizar arvores do Tipo 1 e 2 em termos de componentes de Perron.

Primeiramente, definimos o conjunto F; ;; como o conjunto de arestas
de T' que estao em ambos os caminhos do vértice ¢ ao vértice k e do caminho j ao
vértice k. O seguinte Lema foi obtido por Kirkland em [34], onde sdo investigadas

as componentes de Perron de uma arvore usando a matriz Laplaciana combinatoéria.

Lema 4.6 Considere uma drvore T’ com n vértices. Denote por Ly, a submatriz prin-
cipal da matriz Laplaciana L (T) obtida removendo a k—ésima coluna e a k—ésima
linha de L (T). Entdo a entrada (i,j) de L,* ¢ igual a soma Zeer-,k 1/w(e), onde

w(e) € o peso da aresta e.

Da mesma forma, para a matriz Laplaciana perturbada 2, podemos descrever as

-1 ..
entradas de %k em termos de P ;, como o proximo resultado mostra.
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Lema 4.7 Considere uma drvore T com n vértices e matriz Laplaciana perturbada

P = ALA. Entio a entrada (i,j) de ), ¢ igual a (1/d;dj) > 1/w(e), onde d;

€€P¢1j1k

€ a entrada diagonal de A correspondendo ao vértice v;.

Demonstracao Observe que, como A é uma matriz diagonal, entao

i = (ALA), = ApLipAy.

Assim, obtemos diretamente que ﬁ;l = AI;ILIZIA,ZI. Aplicando o Lema
4.6, obtemos que a entrada (i, j) de Z,;l é igual a
(A LA = (A Y Ywle) (A, = 1/did; Y 1/w(e).0
eePi’j,k eEPm,k

Agora que temos uma boa descricdo da matriz bottleneck perturbada

de uma componente, estamos prontos para provar o Teorema 4.4.

Demonstracdo (Teorema 4.4) Denotamos por e; o vetor canonico com entrada

nao nula na i-ésima posicao.

Podemos escrever a matriz Laplaciana perturbada de 7' no seguinte

formato
~1 T
M —d;djwere;

T -1
—didj’U)€1€k M2

P =

onde a tltima linha de M; ! representa o vértice i e a primeira linha de M, ! repre-

senta o vértice 7.

Primeiramente, assuma que ¢ e j sao vértices caracteristicos de 1. As-
sim o bloco formado por eles e sua aresta incidente é o tinico bloco misto. Pelo
Teorema 4.2 nés temos que o vértice no ramo em ¢ contendo j tem o sinal do vértice
j, enquanto que o ramo em j contendo i tem o sinal do vértice i. Assim, esses
dois ramos possuem sinais opostos. Além disso, o teorema garante que podemos

. T <
escrever o autovetor associado com Ay como v = [—vlT\va} , onde v; e vy sa0 ambos
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vetores positivos. Aqui 1 denota o vetor de uns. Como 17A~!'v = 0, nés temos

1TDI1U1 = ].TDEIUQ.

Da equagao Pv = \v, se colocarmos o = wel vy e 3 = wel vy, encon-
tramos que

—Mflvl — adidjek = _)\2U1,

que pode ser reescrito como

(% «
= — —d;d; Mey,.

)\2 )\2 Wy IVI1CE

Usando o Lema 4.7, concluimos que Me, = diLle’ll, porque > ..p . 1/w(e) =

1/w para cada vértice a no ramo em j contendo i . Assim, temos

(%1 CYdj _1
— = Myv, — —D;"1. 4.1
Ay 11 Ao 1 (4.1)

Agora multiplicamos (4.1) por el , para obter

r d; 1 d;
U1 = eg (Mll)l - _Oé ] D1_11> = ].TDl_ll)l - e

/\2 )\gw dlw )\del
Logo,
B _ 1 ad;
—=—=—1"D — .
e di U Nd
que pode ser reescrito como
1 1
————1"Dity = —.
ﬂdl + Oddj Lo )\2
Agora, substituimos /\% em (4.1), para obter
U1 Oédj T -1 -1
— = My, — —1"D; v D1
Ao Y w(Bds +ady)T TP T
ad,;
My, — —————D7'1117 D!
1V1 w(Bd; + ad;) 1 1 U1

Logo, obtemos
v1 ad —191T -1
—=\My - ——D;'11' D

/\2 ( ! w(ﬁdz + Oédj) ! ! ) YL

O mesmo calculo para a matriz Ms, nos fornece a relagao

Bd;

== My———" _D;"11"D;*!
)\2 ( 2 w(ﬂdl -+ Oédl) 2 2 ) v2.
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Agora, do Lema 4.7, concluimos que

Z T/w(e) > 1/w e Z 1/w(e) > 1/w.

eEPa,b,j eePa,b,z‘

Assim, nés temos M; > inlllTDfl e My > %D;lllTDgl. Se definirmos v =

ad;

Fired © observarmos que 7y € (0,1), concluimos que v; é um autovetor positivo da
i J

matriz positiva M; — %7D1_111TD1_1 e que vy é um autovetor positivo da matriz
M, — 1 (1 —~)D;"117D;". Assim, pela teoria de Perron-Frobenius, temos

1 _ B 1 B - 1
p(My — —yD;" 11" DY) = p(My — — (1 — ) Dy '117 Dy 1) = o
w w 9

como queriamos.

Reciprocamente, assuma que existe um «y € (0, 1) que satisfaz

1 1 1
p(My — =D 117 DY) = p(My — — (1 —7) Dy '117 Dy 1) = —.
w w Ao
Sejam vy e vy 0s vetores de Perron de My —2yD 117Dyt e My—L (1 — v) Dy '117 D5 Y,

respectivamente. Entao podemos computar

A 1
el;:“ = ¢ <]\/[1 - lelnTDll) o
1 1
— 1TD71 o 1TD71
(dlw ! fydﬂl) ! vt
1 -
= (1—7) T 17D oy

Além disso, podemos escolher autovetores normalizados v, e v, tais que 17Dy v, =

17 D5 v, e entdo podemos escrever

6%’01

A

1 _
= (1 - ’}/) mlTD2 11)2. (42)

1

Similarmente, usando o mesmo procedimento, podemos computar
T 1 —1141T -1

e obter a relacao
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Usando a relagdo (4.2) na equagdo (M — L (1 —~) Dy '117 Dy ) vy =

Ly, obtemos

A2
ivg = Msvy — 1 (1 —7)Dy;'117 D5,
Ao w
= Msyvy — ;\l—;Dglle;{vl.
Aplicando o Lema 4.7, obtemos a relacao Mye; = djLtz’ll e
)\%Uz = Mavy — wi\l;dj Maeyej vy,
que é equivalente a
Aovy = My vy + wdidjelefvl. (4.4)

Da mesma forma, podemos usar a relacdo (4.3) e entao reescrever a equagao

1 1
My — —yD{'11" Dyt vy = —
( 1=, 1 U )\21)1
como segue
/\21)1 = M1_1U1 + wdidjekefvg. (45)
Desse modo, as equacdes (4.4) e (4.5) mostram que o vetor v = [—v;|vy]" satisfaz

Pv = \yv. Isso prova o resultado. OJ

4.6 Veértices caracteristicos via valores de Perron

Os resultados dessa secao descrevem os vértices caracteristicos de ar-
vores, assim caracterizando o seu tipo, de forma similar a [34], em termos de ramos

de Perron de arvores.

Lema 4.8 Se T ¢ uma drvore de Tipo 2 com vértices caracteristicos i e j, entao i
e J sao adjacentes e o ramo em 1 contendo o vértice j € o unico ramo de Perron em

i, enquanto que o ramo em j contendo 1 € o unico ramo de Perron em j.
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A prova é similar aquela do Corolério 1.1 em [34].

Para matrizes quadradas nao negativas A e B (ndo necessariamente
da mesma ordem), usamos a notacdo A < B (ou B > A) para dizer que existem
matrizes de permutacao P e Q tais que PAPT & dominada entrada por entrada
por uma submatriz principal de Q BQ7T, com a igualdade estrita em ao menos uma
posicao quando A e B tem a mesma ordem. Vale relembrar que da teoria de Perron-
Frobenius sempre que uma matriz nao negativa C' tal que A — C e B — C sao

positivas, entdo p(A — C) < p(B — C).

O seguinte resultado fornece uma maneira simples de caracterizar ar-

vores de Tipo 1 e 2 como uma alternativa ao Teorema 4.2.

Teorema 4.5 Seja T uma drvore. T é uma drvore de Tipo 1 se, e somente se,
existe um unico vértice ao qual existe pelo menos dois ramos de Perron. T é uma

darvore de Tipo 2 se, e somente se, em cada vértice existe um unico ramo de Perron.

Demonstragao Primeiramente, assuma que existe apenas um vértice no que ex-
istem dois ou mais ramos de Perron. Entao pelo Teorema 4.3, T ¢ uma arvore do

Tipo 1.

Reciprocamente, assuma que 7' ¢ uma arvore do Tipo 1 com vértice car-
acteristico v. Considere os ramos em qualquer u # v. Seja P o ramo em u contendo
v e ) qualquer outro ramo em u. Seja C' a componente em v que contém u. Em vista
do Lema 4.7, podemos ver que L(Q)™! < L(C)~! < L(P)~! com a desigualdade es-
trita em pelo menos uma entrada. Assim concluimos que p(L(Q)™') < p(L(P)™!) e

existe apenas um ramo de Perron em wu.

Se T' é uma arvore do Tipo 2, entao pelo Lema 4.8 existe um par de
vértices adjacentes i e j tais que existe um tnico ramo de Perron em cada um. Se
considerarmos um vértice diferente de ¢ e j, entao podemos usar o mesmo argumento

da parte anterior para concluir que existe apenas um ramo de Perron em cada vértice.
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Finalmente, assuma que em cada vértice existe um tinico ramo de Perron. Se T nao
¢ uma arvore do Tipo 2, entao temos uma contradi¢ao com o Teorema 4.3. Isso

completa a prova. [

Corolario 4.9 Seja T uma drvore e uw um vértice que nao é um vértice caracteris-
tico. Entao o unico ramo de Perron em u € o ramo contendo o conjunto caracteris-

tico de T.

4.7 Particao de sinais de grafos

No contexto da matriz Laplaciana combinatoria, o artigo [34] descreve
arvores do Tipo I e II. Para o caso da matriz Laplaciana perturbada, esse trabalho
introduz o analogo como arvores do Tipo 1 e 2. Nessa secao, gostariamos de fazer
algumas consideracoes sobre essa analogia de modo a entender se a informacao

fornecida por ambos os autovetores (de Ay e a(G)) s@o realmente a mesma.

Para fins de clareza, nessa secao nos referimos a componentes de Perron
Laplacianas no sentido de [34], onde sua defini¢do vem da matriz Laplaciana com-
binatéria (anteriormente chamadas apenas de componentes de Perron). Além disso,
nos referimos a componentes de Perron perturbada para a definicao no sentido de

matriz Laplaciana perturbada.

Relembramos que se G satisfaz o caso B do Teorema da monotonicidade
de Fiedler, entao dizemos que o grafo é do Tipo I. Da mesma forma, se GG satisfaz o

caso A do Teorema da monotonicidade de Fiedler, entao dizemos que o grafo é do

Tipo II.

Relacionando esses conceitos de componentes de Perron (Laplaciana e
perturbada) é possivel descrever situagoes onde os autoespagos de Ay e a(G) fornecem
a mesma particao de sinais para um dado grafo. Os préximos resultados explicam

como isso pode ocorrer e fornece uma descricao explicita de tais autoespagos.
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Teorema 4.6 Seja G = (V, E) um grafo do Tipo 1 e seja v seu vértice caracteristico
com Cy,C1,...,C, sendo as componentes de Perron perturbadas. Se Co,C4,...,C,
sao também componentes de Perron Laplacianas, entao G é um grafo de Tipo I e
eriste uma base de autovetores de Ny e uma base de autovetores de a(G) com os

mesmos sinais sobre o conjunto de vértices V.

Demonstragao Primeiramente, assuma que a matriz Laplaciana perturbada é da

forma _ -
PCy)y o .- 0 ¢
0 2 0 «
p-| o, (4.6)
0 0o - 2(C) ¢
i (o) ()" - ()" dy |
Seja y©@, y™M ...y um conjunto de vetores de Perron para o conjunto de matrizes

P(Co) L B(C)E, . B(C) 7 tal que 1Ty = 1. Defina, para i = 1,..,7, o vetor

(
yO ) wvey,

Yi=q —yO@w) ved, (4.7)
0 caso contrario.

\
E facil ver que 17Y; =0, e cada Y3, Ys, ..., Y, é um conjunto de vetores linearmente
. . 1 , . ('L) .
independentes. Assim, SmCy)-Ty ¢ um autovalor associado com '), parai =1,...,r.
Entao temos

YIRY; B 1

YTV p(B(Co) 1)

7

Usando o Teorema 4.3, obtemos

T
ey
T - )
V7Y,
para ¢ = 1,...,7, assim Y},Y5,...,Y, é um conjunto de autovetores linearmente

independentes associados com As.
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Agora seja Z um autovetor de ? correspondendo a A, tal que G é um
grafo de Tipo 1 com vértice caracteristico v. Da relacio 2.7 = X\ Z, segue para cada
componente C; que 2(C;)Z(C;) = M\Z(C;). Além disso Z(Cy)y™@ = M\y@, e pelo
Teorema de Perron-Frobenius W ¢ um autovalor simples de £(C;)~*. Assim,
segue que Z(C;) é um multiplo escalar de 3. Tsso implica que Z é uma combinacio
linear de Y;. Assim, Y7,Y5,...,Y, é uma base do autoespaco associado com )\, se, e

somente se, G é um grafo de Tipo 1 com vértice v como vértice caracteristico.

Por outro lado, sejam f©@, fM . £ ¢ conjunto de vetores de Perron
para as matrizes L(Co)™', L(Cy)™Y, ..., L(C,)~! tais que 17 = 1. Defina, para
1=1,..,r, o vetor

)
fO@)  weC,

Fi=9—fO0) ved, (4.8)
0 caso contrario.
\
E facil ver que 17F, = 0, e cada Fy, Fy,...,F, ¢ um conjunto de de vetores lin-

earmente independentes. Agora, usando as mesmas consideracoes anteriores e a
caracterizacao fornecida em [34], concluimos que Fi, Fy, ..., F,. é uma base para o
autoespaco associado com a(G) se, e somente se, G ¢ um grafo de Tipo I com vér-
tice caracteristico v. Desse modo, ambas as bases de autovetores Yi,Ys,..., Y, e

Fi, Fy, ... F, fornecem o mesmo sinal sobre os vértices de G e o resultado segue. [

Corolario 4.10 Seja G um grafo de Tipo 1 e seja v um vértice caracteristico com
Co,Ch,...,C. como componentes de Perron perturbadas. Seja y©@,y®, . .. y) o
conjunto de vetores de Perron para o conjunto de matrizes B(Co)~1, 2(Cy)~ L, ..., 2(C,) ™!

tais que 1Ty(i) = 1. Defina, parai=1,..,r, o vetor
(
yO )  ve

Yi=q —-y9(v) vedl, (4.9)

0 caso contrdrio.

\
Entao Y1,Ys,...,Y, € uma base para o autoespaco associado com \g.
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O altimo corolario garante que o vértice caracteristico de um grafo
de Tipo 1 é independente da escolha do autovetor que define a autofuncao. No
contexto de matriz Laplaciana combinatoria, isso é similar aos resultados de [43] onde
se mostra que o vértice caracteristico de uma drvore é independente do autovetor

associado com a conectividade algébrica.

Nesse sentido, com o nosso trabalho foi possivel descobrir tal pro-
priedade nao apenas para uma classe de matrizes mais geral, mas também para

grafos mais gerais.

Além disso, é possivel mostrar um resultado similar para arvores de

Tipo 2.

Teorema 4.7 Seja G = (V, E) uma drvore de Tipo 2 e {u,v} uma aresta caracte-
ristica. Seja C1 a componente em u contendo v e Cy a componente em v contendo u
com a propriedade de serem as componentes de Perron perturbadas. Se C e Cy sao
também componentes de Perron Laplacianas, entao G é um grafo de Tipo II com
um autovetor de Ay e um autovetor de a(G) que possuem os mesmos sinais sobre o

conjunto de vértices V.

Demonstracao Segue diretamente do Teorema 4.4 e o caso 2 do Teorema 4.2.

Em vista do Teorema 4.5 e Corolario 4.9, arvores que satisfazem os
Teoremas 4.6 e 4.7, precisam ter as mesmas componentes de Perron Laplacianas e
componentes de Perron perturbadas em cada vértice. De qualquer modo, sempre que
as componentes de Perron para L e P sdo as mesmas vemos que a particao de sinais
fornecida pelo autovetor do seu segundo menor autovalor é o mesmo. Portanto,

terminamos esse capitulo reformulando a questao colocada no inicio.
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Seja G um grafo com matriz Laplaciana L e matriz Lapla-
ciana perturbada £. Seja v um ponto de articulacio de G.
As componentes de Perron em v para ambas as matrizes L

e . sd30 as mesmas?
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5 CONECTIVIDADE ALGEBRICA ABSOLUTA
DE ARVORES

Neste capitulo apresentamos novos resultados sobre a conectividade al-
gébrica absoluta a(G). Nos exibimos uma formula explicita para a conectividade
algébrica absoluta de uma classe de grafos conhecida pelo nome de arvores double
brooms. Além disso, exibimos expressoes para os autovetores que geram o au-
toespaco associado a sua conectividade algébrica absoluta. A fim de computar as
formulas, usaremos uma abordagem geométrica que nao é muito bem conhecida e
que gostariamos de compartilhar com a comunidade de Teoria Espectral de Grafos.
Ainda nesse capitulo apresentamos um novo algoritmo simboélico que computa a
conectividade algébrica absoluta para qualquer arvore em tempo O(n?®). Os novos

resultados apresentados aqui estdo submetidos para publicagdo em [51].

5.1 Preliminares

Ordenar grafos ¢ um problema cléssico em combinatoéria que muitos au-
tores tem estudado ao longo dos anos. Uma abordagem comum ¢ o uso de parametros
espectrais de grafos. FExiste um grande nimero de artigos usando diferentes tipos
de pardmetros espectrais, por exemplo os maiores autovalores [41, 26, 38|, indice
[73], indice Laplaciano [70, 30, 39|, energia de grafos [66, 29, 67|, energia Laplaciana
[64, 24, 25] e a conectividade algébrica |28, 72, 40, 68|.

Apesar dos esforcos, uma ordem completa em toda a classe de grafos
pela conectividade algébrica nao é conhecida e parece ser um problema muito dificil.
Entretanto, existem esforcos para fornecer ordens parciais em classes especificas de
grafos. Uma delas, chamada de drvores double brooms é o principal assunto desse

capitulo.
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Figura 5.1: Uma double broom 7°(10, 6,0).

Primeiro, consideramos um grafo G = (V, F) com conjunto de vértices
V e arestas E. Aqui, P, denota o caminho com n vértices. Uma drvore double
broom com n vértices é definida como segue: considere o caminho P, ; e rotule seus
vértices como Sq,...,Sq-1, entao para 0 < k < V%MJ — 1 conecte ("%‘l“w + k
folhas em s; e L"‘T‘HJ — k folhas em s;_;. Claramente o didmetro de tais double
brooms é d. Denotamos a double broom com n vértices, diametro d e parametro k

por T'(n,d, k). Veja a Figura 5.1.

O primeiro estudo ordenando double brooms pela conectividade al-
gébrica foi feito por Grone e Merris [28]. Eles ordenaram completamente a classe de
double brooms com diametro 3. Em seguida, Fallat e Kirkland [19] generalizaram
esses resultados para todo o conjunto de double brooms. Os autores provaram que
fixando n e d a conectividade algébrica a(T'(n,d,k)) é uma funcdo estritamente
crescente em k. Para provar isso, os autores usaram técnicas algébricas juntamente
com aplicacoes da teoria de Perron-Frobenius. Observamos que tais técnicas nao
fornecem o valor de a(G), que é um problema complicado de resolver. Indicamos
ao leitor o resumo de resultados sobre ordenamento de grafos pela conectividade

algébrica [3].

Lembramos que, dado um grafo G = (V, E) com n vértices, e um con-
junto de pesos nao-negativos w = [w;;] nas arestas, a matriz Laplaciana com pesos
de G é a matriz de ordem n dada por L, = [l;;], onde [;; = —w;; se vv; € E,

L = ZUGE w;; e l;; = 0 nas entradas restantes.
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Em [22], Fiedler estudou a conectividade algébrica absoluta a(G) de
um grafo G. Ela é definida como a maxima conectividade algébrica entre todas as
atribuicoes de pesos nao-negativos as arestas de G cuja soma ¢ |F|. Uma cota pre-
cisa para a conectividade algébrica absoluta em termos da conectividade de vértices
¢ fornecida em [35]. Como a conectividade algébrica absoluta ¢ um parametro nao
muito bem conhecido, faremos o seu estudo utilizando uma abordagem diferente.
Nesse capitulo, forneceremos uma féormula explicita para a conectividade algébrica
absoluta de double brooms. Assim, uma ordem para a conectividade algébrica ab-
soluta nessa classe é uma consequéncia direta. A fim de computar as féormulas,
usaremos uma técnica geométrica que nao é muito bem conhecida. Observamos que

até agora nao existe ordem parcial para grafos pela conectividade algébrica absoluta.

Nossa abordagem se baseia nos resultados de [27], onde os autores usam
técnicas de programacao semidefinida para descrever a conectividade algébrica ab-
soluta como um problema de encontrar uma imersao para os vértices de um grafo
no espaco n-dimensional. Entende-se por imersao uma atribuicao de um vetor n-

dimensional para cada vértice do grafo.

£ 2
d(G) = maXZiEV ||UZ||
tal que Y iy vi=0
[vi = o]l < 1,ij € E, (5.1)

v €E R" parai €V
A seguir fornecemos um exemplo concreto para um grafo fixado, onde
a solu¢do do problema (5.1) em forma de embbedding é representada no espagco

3-dimensional.

Exemplo 12 Considere o grafo completo com /4 vértices K, exibido na Figura 5.2.
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Figura 5.2: Um grafo completo com 4 vértices.

Chamando as coordenadas atribuidas para cada vértice de vy,v9,v3 €

vy € R3, podemos resolver o problema (5.1) para o grafo dado.

Para esse grafo especifico o programa semidefinido a resolver € da forma

I 2 2 > >
ORE max [[o1[|* + [Jva||” + [Jvs[|” + [|va|
s.t. v +vy+v3s+vs=0

o1 —vof <1,
v —vs] <1,
o1 — val| <1,
vz = vof| <1,
Jva — w4 <1,
s — val| <1,

3
V1, V2, V3, Vg € R

Observamos que para esse grafo podemos simplificar o problema em R*
e projetar a imersao em R3. Em geral, resolver esse problema analiticamente pode

ser bem complicado para um grafo arbitrdario. Entretanto, pode-se verificar que uma
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solugao dtima para o grafo Ky € dada por

B 1\/50 o 1\/50 .

U1 = 2747 yUg = 2747 ;
(o v2 1\ 0 V2 o1

U3 = ’ 472 yUg = ; 47 9 .

Figura 5.3: Imersao do grafo Kj,.

Essas sdo as coordenadas da imersdo em R® que estao desenhadas na
Figura 5.3. Nesse caso, a tmersao sao as coordenadas dos vértices de um simplex

reqular 3-dimensional.

O baricentro da imersdao € precisamente o baricentro geométrico do sim-
plex, o que corresponde a restricao vy + vo + v3 + vy = 0 que forca o baricentro da
mmersao o ficar na origem. O tamanho de cada aresta do simplex é 1, ou seja,
|lvi —v;|| =1 para todos as arestas ij € E e as restrigoes ||v; — v;|| <1 sdo satis-

feitas com igualdade.
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Com a soluc¢ao do problema (5.1) para a classe de double brooms con-
seguimos calcular expressoes para a conectividade algébrica absoluta. Com isso é
possivel compreender melhor o comportamento da conectividade algébrica absoluta
nessa classe. Por exemplo, para um n e d fixos, a conectividade algébrica abso-
luta a(T'(n,d, k)) como uma fungao de k é crescente, mas com uma fun¢ao diferente
a partir de um certo valor de k. Esse fenomeno pode ser resumido no seguinte

Teorema.

Teorema 5.1 Para a double broom T(n,d, k), defina p = —d quando T(n,d, k) tem
um numero impar de folhas e p =0 caso contrdrio. Defina

(

n(3d® —d+1) —did +3d - T) — k(d> —2d) k>"22 e p 20

y n(hd? — d+1) — Ld(d® — 1) — k(d? — 2d) L
e - e - - 202w L
| fnd? — §d(d* — 1) — EE o< MR o p =,

PPN _ n—1
Vale a expressio a(T(n,d, k)) = 7.
Além disso, é possivel fornecer uma descri¢ao completa do autoespaco associado com

a(T(n,d, k)). Para isso usamos um resultado de [27] que resumimos a seguir.

Lema 5.1 Sejavy,...,v, uma solu¢ao otima de (5.1) e seja a matrizV = [v1,vq, ..., 0y).
Seja z € R™\ {0} e defina o vetor u = VT2, Entdo u é um autovetor correspondente

a a(G).

Como fornecemos uma descri¢ao completa do autoespaco associado com a(7'(n, d, k)),
podemos calcular a os pesos 6timos sobre as arestas resolvendo L,z = a(T'(n,d, k))x
para w, onde w é o vetor com o peso nas arestas. Observe que existem n— 1 variaveis

e n equacgoes. Nos utilizamos projecoes da imersao para obter o seguinte resultado.
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Teorema 5.2 Seja T'(n,d, k) uma double broom e defina p = —d quando T'(n,d, k)
tem um nimero impar de folhas e p = 0 caso contrdrio. Sejamm = (L"%MJ — k) d*+

MS_%# —1leqg =[] +k (o mimero de folhas no lado esquerdo). Seja

f=lui,us,... ,un]T um autovetor correspondendo a a(T'(n,d, k)).

Se k < ”(dg?ﬂj, entao a(T(n,d, k)) possui um autovetor dado por
(

—(= —k+EHE i=1,...,q

Uiy =9 u+1—gq 1=q+1,...,9+d-

ur+q+d+1 1=q+d+1,...,n
\

Caso contrdrio a(T(n,d, k)) possui dois autovetores: o primeiro é dado

por

1 t=q+1,...,9+d

qg+d+1 1=q+d+1,...,n

U; = —% 1=1,...,q9 e q par
+1 C .
—% 1=1,...,9—1 e q impar
—1 1= q e q impar.

O sequndo para q par € dado por

U = § — 1—(%)2 i=14+1,...,q

up=q —/J1— (2=l = g1

)

caso contrdrio.
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No conjunto de double brooms, a técnica que utilizamos descarta muitas
solugbes viaveis para (5.1) que nao sao 6timas, tornando possivel fornecer uma for-
mula para qualquer double broom. Para um grafo genérico, o nimero de solucoes
que pode ser descartada depende de sua estrutura, tornando dificil fornecer uma
descricao completa da imersao 6tima. Felizmente, para arvores é possivel descartar
algumas solugdes viaveis de (5.1) que nao sao 6timas e entdo computar a solu¢ao
6tima eficientemente através de um algoritmo combinatério. Para arvores com es-
truturas complicadas podem existir diversas possiveis imersoes. Portanto, para com-
putar uma formula seria necessario analisar todos eles. Em geral isso pode ser uma

tarefa dificil e talvez impossivel.

Esse capitulo estd organizado da seguinte forma. Na secao 5.2 intro-
duzimos resultados conhecidos que ajudam a compreender a estrutura da imersao
de um grafo dado. Na secao 77 nds provamos que existem duas possiveis estruturas
para uma imersao 6tima na classe de double brooms. Na secao 5.4, onde sao prova-
mos os resultados enunciados, n6s computamos os valores dessas duas imersoes e
fornecemos condigoes para decidir qual deles é 6timo. Na secao 5.5 apresentamos
um algoritmo combinatorio que computa o valor 6timo para o problema (5.1) para

qualquer arvore em tempo O(n?).

5.2 Teorema Separator-Shadow

Em geral, resolver o problema (5.1) é dificil. Entretanto, os autores de
[27] exibiram uma propriedade para uma imersao 6tima que é descrita no chamado
Teorema Separator-Shadow, o primeiro resultado que fornece alguma propriedade
de uma imersao 6tima. Esse teorema pode ser visto como um critério necessario
de otimizagao. Ele mostra que as propriedades estruturais de tais imersoes estao

fortemente ligadas a estrutura de conjunto de vértices que desconectam o grafo.
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Assumimos que o grafo G é conexo nesse capitulo. Seja S um conjunto
de pontos em R". Definimos envoltéria convexa de S como o conjunto de todas as

combinacgoes convexas de S. Isto é

conv{vs:SES}:{a1v1+-~-+anvn|a1,--- ,an€R+,a1+---+an:1}

Chamamos de separador um conjunto S de vértices tais que G — S é
desconexo. Ou seja, G — S consiste em k > 2 componentes nao vazias (', ..., Cy.
Seja v;, i € V uma imersao otima de (5.1) e suponha que a envoltéria convexa
S = conv {vs : s € S} dos pontos contidos em S nao contém a origem. Entao todas
exceto uma das componentes de G — .S satisfazem a seguinte propriedade: o segmento

de linha reta entre a origem e cada vértice da componente intersecta S.

Podemos imaginar a envoltéria convexa do separador como sendo feita
de um material que bloqueia a luz. Ela bloqueia os raios de luz que passam, se
imaginarmos a origem como sendo uma fonte de luz. Desse ponto de vista, o re-
sultado indica que os vértices de todas exceto uma componente estao posicionados
na sombra do separador. Dai o nome Teorema Separator-Shadow que foi publicado
no artigo de nome Embedded in the Shadow of the Separator, fazendo referéncia aos

vértices que ficam nas sombras de separadores.

Uma observacao interessante é que, se todos os separadores minimais
possuem dimensao pequena, o Teorema Separator-Shadow sugere que as imersoes
podem possuir dimensao pequena, ou, pelo menos, que pode existir alguma imersao

de dimensao pequena.

A seguir, o teorema enunciado formalmente.

Teorema 5.3 (Separator-Shadow) Seja v; € R" (i € V) uma solugao dtima de
(5.1) para um grafo conexo G = (V, E) e seja S um separador de G dando origem

a dois conjuntos desconexos Cy e Cy. Para ao menos um Cj,

conv {0,v;} Nconv {vs : s € S} #0,Vi € Cj.
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Vejamos um exemplo onde podemos visualizar a propriedade descrita

no Teorema Separator-Shadow.

Exemplo 13 O grafo H com 30 vértices na Figura 5.4 estd representado no plano
cartesiano de modo arbitrdrio. Nessa figura, as coordenadas dos vértices nao estao

relacionadas com uma imersao dtima ainda.

osk
o8k
o7t
osf
ost
oal &
oaf
02}

01r

Figura 5.4: Um H grafo com 30 vértices.

Resolvendo o problema (5.1) para H encontramos uma imersao de di-
mensao 2. O grafo H pode ser desenhado no plano cartesiano atribuindo as coorde-

nadas da imersao otima para cada vértice como na Figura 5.5.

Observe que alguns vértices receberam as mesmas coordenadas e estao

desenhados "um sobre o outro”, como os vértices 29 e 30 posicionados a direita da

figura.

Vejamos uma ilustracao grdfica do que o Teorema Separator-Shadow

diz. Acompanhe na ilustracao da Figura 5.6. Escolhemos os vértices 19 e 24 para
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Figura 5.5: Imersao do grafo H.

o separador S. O local geométrico da envoltoria convexa conv{vs:s € S} € o seg-
mento de linha que liga os vértices 19 e 24. A origem estd representada por um
circulo no centro da figura. Agora, se imaginarmos que a origem € uma fonte de
luz e que a envoltoria convera do separador bloqueia a luz, podemos perceber que
alguns vértices estao na sombra do separador. Esses vértices formam uma das duas
componentes de H—S e € precisamente essa componente que estd debaizo da sombra

do separador.

FEsse mesmo principio pode ser utilizado para qualquer outro conjunto
separador do grafo H. Na Figura 5.7 escolhemos como separador o conjunto de

vértices 10, 11, 12, 16, 17, 18 e 24.

Resumiremos adicionalmente algumas propriedades adicionais de uma

imersao 6tima que seguem dos resultados provados em [27].

Observagao 5.2 Imersdes dtimas de uma drvore satisfazem |v; —v;|| = 1 para

todas as arestas ij € F.



80

Figura 5.7: Representacao grafica do Teorema Separator-Shadow.



81

Observacao 5.3 O baricentro de um embeding dtimo de uma drvore estd ou sobre

uma aresta ou sobre um vértice.

5.3 Descricao das imersoes

Nessa secao descartaremos imersoes que nao podem ser uma solucao
Otima de (5.1) para uma double broom. Claramente a primeira restri¢ao do problema
(5.1) exige que o baricentro da imersdo esteja na origem, o que chamaremos de
restricao de equilibrio. Enquanto isso, a segunda restricao, exige que a distancia
entre vértices adjacentes seja limitada por 1, o que chamaremos de restricao de

distancia.

Depois de aplicar o Teorema Separator-Shadow, podemos descartar
muitas configuracoes de imersoes como candidatos a imersoes 6timas de uma double

broom.

Além disso, é possivel descartar imersoes de dimensao maior que 2. Em

[27] os autores mostraram o seguinte resultado.

Teorema 5.4 Para cada drvore existe uma solu¢do dtima de (5.1) com dimensdo

no marimo 2.

Para seguir com a anélise, nos referimos as folhas no lado esquerdo e no
lado direito como sendo as folhas anexadas aos vértices s; e s4_1, respectivamente.
Por definicao, o nimero de folhas no lado esquerdo é maior ou igual do que do lado

direito.

Proposicao 5.4 FExiste uma imersao otima de uma double broom com respeito a

(5.1) com uma das seguintes formas:
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1. 1-dimensional: todos os vértices estao sobre uma reta a as folhas estao
esticadas (no sentido de estarem afastadas da extremidade oposta). O
baricentro estd em uma aresta que nao contém uma folha ou um vértice

diferente de sq;

2. 2-dimensional: o baricentro esta sobre s; e todos os vértices estao sobre
uma reta, com excecao da folhas anexadas em s;. As folhas anexadas

em s; estao dispostas sobre o circulo unitario com centro em sj.

Demonstracao Em vista do Teorema 5.4 podemos considerar apenas imersoes de

dimensao no maximo 2.

Com referéncia a Observacao 5.3, podemos supor que o baricentro esta

sobre uma aresta ou um vértice.

Primeiro, considere uma imersao 6tima com o baricentro em uma aresta
SkSk+1 € {S182,...,84-254-1}. Aplicando o Teorema Separator-Shadow para v, =
Sk, ka1 € C1, obtemos conv {0, s;}Ns = 0,Vs; € Cy. Logo, conv{0, s;}Nsy # () vale
para todo s; € Cy. Assim, todo v € Cy esta sobre uma reta contendo conv {0, v;},
v; € (5. Novamente, pelo Teorema Separator-Shadow, para a mesma imersao,
escolhendo agora v, = s,,1, onde supomos que s, € Cy, concluimos que todos os
vértices estao dispostos sobre uma reta contendo o baricentro. Pela maximalidade
da solucao e pela Observagao 5.2, todo vértice precisa estar disposto o mais distante
possivel do baricentro. Portanto, todas as folhas estao esticadas sobre essa reta, ou

seja, essa é uma imersao da forma (1).

Agora suponha que a imersao 6tima possui o baricentro no vértice v €
{s2,...,84—2}. Novamente, pela maximalidade da solu¢ao e pela Observacao 5.2
todas as folhas estao esticadas sobre uma reta e, portanto, essa é uma imersao da

forma (1).
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Se o baricentro estivesse sobre uma folha, entao a solugao nao poderia
ser maximal e satisfazer a restricao de equilibrio ao mesmo tempo. Observe que
como o lado esquerdo possui mais folhas do que o lado direito, o baricentro nao

poderia estar sobre s;_; nem mesmo sobre uma aresta do lado direito.

Agora, assuma por contradi¢ao que o baricentro esta sobre uma aresta
contendo s; e uma folha do lado esquerdo, digamos uma aresta vys;. Desse modo,
podemos escolher vy, = s; como um separador para o Teorema Separator-Shadow, e
definir C; = vy e Cy = V\Cy. Como conv{0,v1} N s; = ), todos os vértices em Cy
precisam estar sobre a reta contendo o baricentro. Pela maximalidade da solucao
e pela Observacao 5.2, todos os vértices em (5 precisam estar dispostos o mais
distante possivel do baricentro. Essa imersao nao é viavel, visto que o baricentro

estd em v1s7 e a solucao de equilibrio nao é satisfeita.

Finalmente, resta considerar uma imersao onde o baricentro esta sobre
s1. Nesse caso, obtemos uma imersao da forma (2). Aplicando o Teorema Separator-
Shadow para vs = s é facil ver que toda a componente precisa estar sobre o segmento
de reta contendo a origem. Além disso, os vértices precisam estar dispostos o mais
distante possivel da origem para que ser maximal. Pela Observacao 5.2, podemos
colocar as folhas do lado esquerdo sobre o circulo unitério com centro s;, € com uma

escolha adequada de coordenadas é possivel satisfazer a restricao de equilibrio.l]

5.4 Calculo das imersoes

< . 2
Nessa se¢ao calcularemos a quantidade Y | ||v;]|” para as duas formas

possiveis de imersoes de double brooms. Iniciaremos com imersoes da forma (2).

Lema 5.5 Seja uy, ..., u, uma imersao de T'(n,d, k) da forma (2). Se T(n,d,k)
tem um nimero par de folhas, entio S0, ||lui||* = n+gd—gd*+5d°n—dn—kd>+2 kd.
Do contrdrio, Y i, ||U1H2 =n+ %d — %d?’ — sd* + %dQn —dn — kd* + 2kd.
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Demonstragdo Suponha que T'(n,d, k) tenha um nitmero par de folhas. FEssa
imersao possui ”%‘”1 +ke "’Td“ — k folhas no lado esquerdo e direito, respectiva-

mente. Como cada aresta possui tamanho 1, obtemos

n d—2

—d+1 , —d+1
S lwl® = 3—5——+k+§:f+(ﬁ—5i——k)u—1f
=1 i

1 1 1
= —d— =d®+ =d*n — dn — kd* + 2kd.
n —+ 6 6 + 5 n n +

Agora, suponha que T'(n, d, k) possua um ntmero impar de folhas. Para

n—d
2

essa imersao, existem 2=2t2 4+ k e — k folhas no lado esquerdo e direito, respec-
’ 2 )

tivamente. Similarmente, temos

n d—2
2 n—d+2 .2 n—d 2
| -z - —1
?:1 || 5 +k+ ;:1 i +< 5 k)(d-1)

1 1
= n—i—zd——dB—

1
2 2 2
z - —dn — 2kd.
5 5 2d+2dn dn — kd” + 2kd

Isso prova o Lema. [l

Da mesma forma, podemos calcular expressoes simples para as imersoes da forma
(1). Como as coordenadas para os vértices ndo sdo tao Obvias como antes, inicia-
remos fornecendo expressoes para elas. Para simplificar os calculos vamos coletar
as folhas no lado esquerdo e direito em um vértice com peso, respectivamente. Os
pesos desses vértices sao atribuidos de modo a representar o ntmero de folhas.
Os pesos de todos os outros vértices sao 1. Desse modo, Z?:l u; = Z?:l wl; e
S w2 =" wai? comn = d+1. Aqui T, Uy, representam as coordenadas das fol-
has do lado esquerdo e direito, respectivamente, w; = [”‘TdH} +k,wp = L”‘T‘HJ —k

ew;,=1parat=2,...,n— 1.

Proposicao 5.6 Sejamuy, ... uy as coordenadas de uma imersao étima de T'(n, d, k)

da forma (1). Entdouy = —(| 2= —k+ 5L ew; =uy+i—1parai=2,...,n.
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Demonstragdo Sejam Uy, .. .75 as coordenadas de uma imersao 6tima de T'(n, d, k).

Para satisfazer a restrigao de equilibrio é necessario 0 = " w; = > . | w;U;, assim

éwiu_i - Un_TdJrﬂ+k)ﬂl+Qn_Td+lJ—k) (@ + d)

d—1
+Hd+ D)y + Y i
=1

n—d+1 d—1
= ny+d||———| —k+ —— .
o +a (|2 | - )

Logo, u; = —% (L”‘T‘HIJ —k+ %) e u; = u; + 1 — 1, porque cada

aresta tem tamanho 1. I

Lema 5.7 Sejam uy,...,u, as coordenadas da imersao de T(n,d, k) da forma (1).

k242

Se T(n,d, k) possui wum nimero par de folhas, entio Y\, ui = id2n—%d3—|—%d— -

n 2 _ 132 193, 1 k2d? _ kd? 1d? o
ey i uy = gd*n — ¢d’ + 5d — T — = — 2% caso contrdrio.

Demonstragao Sejam Uy, ...,u; as coordenadas da imersdao de T'(n,d, k) como
descrito acima. Primeiramente, consideramos double brooms com um niimero par
d

de folhas. Pela Preposigao 5.6 temos u; = —= (% — k:) e rlineu; = uy +1 — 1 para

1=2,...,d+ 1 e portanto

Zu? = iwlﬂf
j i=1

n—d+1 d/n 2
() (6 -0)
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Finalmente, seja T'(n, d, k) uma double broom com um niimero impar de
folhas. Novamente pela Preposicao 5.6 obtemos u; = —% (”T’l - k:) e, =u1+1—1

parat=2,...,d+ 1, logo,

n

2 _ =2
g uy = E w;l;
i=1

Por fim, compararemos os embbeddings da forma (1) e (2) e descreve-

mos qual possui maior valor.

Proposicao 5.8 Seja T'(n,d, k) uma double broom, uy, ..., u, as coordenadas da sua
imersao da forma (1) e vy, ..., v, as coordenadas da sua imersao da forma (2). Defina

p = —d quando T'(n,d, k) possui um nimero impar de folhas e p =0 caso contrdrio.

Se k> %, entio S u? < S0 |luill?, do contrdrio S0, |luill* < S0, ul.

Demonstragdo Suponha que T'(n,d, k) possui um numero impar de folhas. Pri-

n(d—2)—d
2d

meiramente, afirmamos que uma imersao da forma (2) ocorre apenas se k >

Como descrito na Proposicao 5.6 as coordenadas dos vértices de uma imersao 1-

dimensional sdo u; = —4([2=2 | —k+ S ew; =u +i—1parai=2,...,d+1.

Pela Preposicao 5.4 concluimos w; = 0 como uma condigdo necessaria para uma

imersdo da forma (2), logo, —4(251 — k) + 1 = 0 e assim k = ”(d;—j)_d. Agora, &
facil ver que para uma imersdo da forma (2) precisamos que k > "(d;—j)_d para que

a restricao de equilibrio seja satisfeita.
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Usado os Lemas 5.5 e 5.7, obtemos

2

2 2
> w2 =" fuill? = —(n—2d+2)+ —d(d—1)(2d — 1

2k+1)?2 & &

—d? — + —(K*+k
2n +4n+n( +)
7 1 1 1
— —d— =d® — =d* + =d?’n — dn — kd* + 2kd
<n+6 6 5 —1—2 n—dan + )
2 4 _4 2
— _d_k2+(u_2d)k
n 4n
2 42
(" =2n+4+1)d—4n +4nd—n.
4n

Agora considere essa diferenga como uma fungao quadratica em k. Como as raizes

dessa funcao sao ambas kg = W, a diferenca ¢ negativa para todo k # k.

Portanto, o resultado é valido para um ntmero impar de folhas.

Suponha que T'(n, d, k) tem um namero par de folhas. Usando o mesmo
procedimento anterior, vemos que para uma imersao da forma (2) precisamos k >

% para que a restricao de equilibrio seja satisfeita.

Usando os Lemas 5.5 e 5.7, temos

- 1 1 1 k2 d?
2 2 2 3
E 2 _ E : — Zd?n—Z=d Zd—
Ui — HU H 4 " 6 6 n

1 1 1
— (n+—d——d3+§d2n—dn—kd2+2kd>

6 6
B —k2d2+(d2—2d)k— 1 d(2d?n — 2n — 3dn?)
N n 12 n
1, 1 1
_an_n_6d+6d + dn.

Calculando as raizes dessa funcao quadratica novamente, obtemos que ambas sao

ko = %. Assim, a diferenca é negativa para todo k # kq. Logo, o resultado segue

para o caso par e a prova estd completa. [
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Agora estamos prontos para provar o principal resultado dessa se¢ao.

Teorema 5.5 Seja T'(n,d, k) uma double broom e defina p = —d se T'(n, d, k) possui

n(d—2)+p
2d

um ndmero impar de folhas e p = 0 do contrdrio. Se k > , entao uma solu¢ao
dtima do problema (5.1) é dada pela imersao da forma form (2) e por uma imersao

da forma (1), caso contrdrio.

Demonstracao Como podemos restringir a nossa atencao apenas a imersoes da

forma (1) e (2), a afirmacao é apenas uma consequéncia da Proposicao 5.8. [J

Agora em vista do Problema (5.1), Teorema 5.5, Lema 5.5 e Lema 5.7 a prova do

Teorema 5.1 segue.

Finalmente, provaremos o Teorema 5.2.

Demonstracdo (Teorema 5.2) Aplicaremos o Teorema 5.1 e a Proposicao 5.6

usando as coordenadas 1-dimensionais como uma projecao para o autovetor. Assim,

n(d—2)+p_

pelo Teorema 5.5 a prova esta concluida se k < ==

n(d—2)+p

57> Nos temos dois autovetores que sao

Observe que, para k >

projecoes das seguintes imersoes 2-dimensionais sobre os eixos x e y

Se q é par entao

/

V; =
(4,0) i=q+1,...,q+d

(g+d+1,0) caso contrario.

\

Se ¢ é impar nos temos



CEiafi-(2)) i
(—%,— 1—(?—%)2) =2l -1
Y=Y (=1,0) i=gq -
(1,0) i=q+1,...,q9+d
(g+d+1,0) caso contrario.

5.5 Calculo da conectividade algébrica absoluta de arvores

Em [22] Fiedler investigou a conectividade algébrica absoluta de arvores
introduzindo um espago métrico sobre seu conjunto de arestas e vértices. Ocorre que
essa abordagem estd fortemente relacionada com a formulacao em termos de imer-
soes para a conectividade algébrica absoluta. Primeiramente relembramos algumas
defini¢oes de [22|. Dada uma arvore T' = (N, E) um espac¢o métrico (Xr,d) pode
ser atribuido a arvore como segue: os pontos de Xr consistem de todos os vértices
de T" bem como de todos os pontos métricos sobre as arestas. Cada ponto x sobre
a aresta ij ¢ unicamente determinado pelas distancias d(i,z) > 0 e d(j,x) > 0 dos
vértices incidentes, eles satisfazem d(i,x) + d(j,z) = 1. Aqui, as distancias entre
dois pontos z,y € X ¢ a distancia canonica do tnico caminho na arvore que os

conecta.

Além disso, definimos o centro de gravidade absoluto de T' como cada
ponto x em T para o qual a fungao
S(z) =Y d(z, k)’
keN

atinge o seu minimo.

Como observado em [65], o unico centro de gravidade absoluto coincide
com a origem em relacdo a imersdo de uma solugao 6tima do Problema (5.1). Us-

aremos esse fato como uma forma de identificar o baricentro e juntamente com o
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Teorema Separator-Shadow forneceremos um algoritmo capaz de computar o valor
6timo do Problema (5.1) de uma arvore especificada. Sendo assim, descrever a imer-
sao 0timo se torna uma tarefa simples quando conseguimos identificar o centro de
gravidade absoluto. Felizmente, o seguinte resultado de [22] descreve uma forma de

fazer isso.
Teorema 5.6 Seja T = (N, E) uma drvore, |[N| = n. Entdo eziste um tnico centro
de gravidade absoluta M em T, e uma das sequintes situacoes € valida:
(i) Eziste um vértice w € N para o qual
S(u) < S(k)—n
para todo k # u e M = u.
(i1) Eziste uma aresta (p,q) € E para a qual
1S(p) = S(@)] <mn,

e entao M ¢é aquele ponto de (p,q) tal que
1
d(M,p) = -(n+ S(p) = 5(a)),

A(M, ) = 5-(n+ 5(0) = S().

Com esse resultado podemos definir o seguinte algoritmo.
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Algoritmo 5.9 Input: Tree T = (N, E), Output: Optimal value of (5.1)
Initialisation: Compute S(v) for every node v € N
Iteration (i):
For every node u do
If for every node k # w it holds that S(u) < S(k) — |N| then
For every node i € N set v; = d(u,1)
Go to Last step
end if
end for
Iteration (ii):
For every edge (p,q) do
If [S(g) — S(q)| < |N| then
For every node v in the branch at p not containing q
set v; = d(p,i) + 5= (n+ S(p) — S(q))
For every node i in the branch at q not containing p
set v; = d(q,7) + 57(n + S(q) — S(p))
Go to Last step
end if
end for
Last step:
Return ). . v?.

Demonstracao (Corretude do Algoritmo 5.9).

O custo do algoritmo é dado por ITteration (i) que consiste de trés lagos

sobre o conjunto de vértices. Assim, o tempo de execugio ¢ O(n?).

Agora para ver que o algoritmo retorna o valor 6timo do Problema
(5.1) aplicaremos o Teorema 5.6. Entdo ou a condigao dentro de Iteration (i) é

satisfeita, ou a condi¢do dentro de Iteration (ii) ¢ satisfeita. Para Iteration (i),
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considere as componentes adjacentes ao vértice que esté sobre o baricentro. Para a
Iteration (ii) considere a componente em p nao contendo o vértice ¢ e a componente
em ¢ nao contendo p. Pelo Teorema Separator-Shadow, concluimos que todos os
vértices dentro de uma componente precisam estar distribuidos sobre um segmento
de reta. Pela maximalidade da solucao e pela Observacao 5.2 todo o vértice precisa
estar localizado o mais distante possivel do baricentro. Assim, todos os vértices
estao esticados sobre esse segmento de reta. Com isso, é claro que as varidveis v;
representam as distancias do vértice ¢ ao baricentro, que é dado pelo Teorema 5.6.

Portanto, o algoritmo retorna o valor 6timo. [

Do ponto de vista do algoritmo, os calculos feitos para double brooms
sao bem diferentes. Para as double brooms foi possivel encontrar o baricentro por
meio de calculos, diferentemente do algoritmo para arvores gerais que aplica o Teo-
rema 5.6 para localizar o baricentro. Isso se deve ao fato de que exploramos a
estrutura das double brooms para simplificar o procedimento. Se aplicdssemos o
algoritmo para as double brooms, seria necessario testar cada aresta e vértice para
encontrar o baricentro. Em qualquer situacao, utilizamos a formulacao por meio de
imersoes do problema juntamente com a descricao de uma solucao 6tima dada pelo
Teorema Separator-Shadow. Isso mostra o potencial da técnica para compreender a

conectividade algébrica absoluta.

De qualquer modo, localizar o baricentro é uma etapa fundamental
no procedimento. Com isso, finalizamos o capitulo levantando a questao de como
localizar eficientemente o baricentro de uma imersao 6tima para qualquer grafo.
Também seria interessante encontrar classes de grafos para as quais uma férmula

explicita para a conectividade algébrica absoluta pode ser exibida.
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6 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS
FUTUROS

Uma matriz de um grafo que tem recebido bastante atencao recente-
mente é a matriz Laplaciana normalizada. Mencionada no capitulo 4 como um caso
particular da matriz Laplaciana perturbada, a matriz Laplaciana normalizada foi

denotada por L.

Na literatura, encontramos muito mais trabalhos sobre a matriz de
adjacéncia e a matriz Laplaciana do que para a matriz Laplaciana normalizada. Uma
razao para isto é porque a Laplaciana normalizada é uma ferramenta relativamente
nova, que comecou a ser difundida em meados de 1990 através do trabalho de Fan

Chung [11].

A matriz Laplaciana normalizada é uma matriz positiva semidefinida
cujos autovalores estdo contidos no intervalo [0, 2]. Essa matriz possui uma relacdo
direta com o estudo de passeios aleatorios de modo que seu espectro pode ser usado

para obter uma estimativa da taxa de convergéncia de um passeio aleatoério.

Recentemente alguns esforcos tém sido feitos para estudar o segundo
menor autovalor da matriz Laplaciana normalizada, denotado por A\;(L£). Esse auto-
valor, da mesma forma que a conectividade algébrica, tem apresentado interessantes
relacdes com o numero isoperimétrico, como por exemplo

h(G)?
2

< ML) < 20(G). (6.1)

Por outro lado, no que diz respeito a conectividade algébrica, nesse tra-
balho fizemos uma abordagem para grafos mais gerais do que se tinha anteriormente.
De fato, como discutido no texto, existem varias pesquisas com grafos com ponto

de articulacao, particularmente existem diversos trabalhos considerando arvores.
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A generalizacao feita nesse trabalho tem origem em ferramentas que
se aplicam muito bem para arvores, permitindo estabelecer uma ordem em certas
familias pela conectividade algébrica, além de permitir extremizar a conectividade
algébrica dentro de certas classes. Um resultado notoério obtido por meio dessas
ferramentas é dado por Fallat e Kirkland em [19]. Eles exibem a tinica arvore com n
vértices e diametro d fixados que minimiza a conectividade algébrica. Utilizando as
mesmas ferramentas, eles também exibem a tinica drvore com n vértices e diAmetro

d fixados que maximiza a conectividade algébrica.

Em vista disso, uma pergunta que deu origem a boa parte das gene-
ralizacoes feitas no capitulo 4 foi: quais sao as arvores com niimero de vértices e

diametro fixos que extremizam A, (L£)?

Para responder a essa pergunta, procedemos com o estudo do autove-
tor associado & A;(£). Estudos preliminares nos permitiram estabelecer uma pro-
priedade de monotonicidade nas entradas desse autovetor, semelhante a que é dada
pelo Teorema da Monotonicidade de Fiedler. Além disso, introduzimos o conceito
de componente de Perron para a matriz Laplaciana normalizada e, através desse,
conseguimos estabelecer uma relagao entre a estrutura de uma componente e o au-
tovetor associado a A1 (L£). Alguns desses resultados estdo disponiveis em uma versao

preliminar no repositorio do arXiv [53].

Ainda temos um longo caminho a seguir para compreender melhor o
autovalor A\;(L) sobre classes de grafos especificas. Ainda precisamos estabelecer
diversos resultados semelhantes aos que foram feitos por Fiedler em 1970 e que
vieram a ter um desdobramento significativo com os estudos de Kirkland na década

de 1990 e 2000.

Entretanto, é importante dizer que a investigacao de A\;(L£) abriu cami-
nho para muitas generalizagoes dessa tese. Para compreender \;(L), descobrimos

ferramentas que eram mais gerais do que esperavamos. Na verdade, foi possivel esta-
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belecer esses resultados para a matriz Laplaciana perturbada e com isso encontramos
as ferramentas que compoem o capitulo 4. Em particular, também descrevemos pro-
priedades de A\{(L) e seus autovetores. Tal investigacdo foi mais produtiva do que

podiamos imaginar inicialmente.

Essencialmente, mostramos um teorema de monotonicidade para a au-
tofuncao harmonica correspondendo ao segundo menor autovalor da matriz Lapla-
ciana perturbada sobre os pontos de articulacao de um grafo. Além disso, intro-
duzindo a nocao de componentes de Perron para a matriz Laplaciana perturbada,
mostramos como o segundo menor autovalor dessa matriz pode ser caracterizado

utilizando essa definicao.

Em particular, a matriz Laplaciana perturbada engloba também a ma-
triz Laplaciana com pesos. O segundo menor autovalor dessas matrizes é o foco do
capitulo 5, especificamente a conectividade algébrica absoluta, que é definida como
a maxima conectividade algébrica entre todas as atribuicoes de pesos nao-negativos

nas arestas de G cuja soma é |E|.

Usando uma técnica geométrica baseada na imersao de grafos, fornece-
mos uma férmula explicita para a conectividade algébrica absoluta de double brooms.
Além disso, fornecemos um algoritmo de tempo polinomial que computa a conectivi-
dade algébrica absoluta de qualquer arvore fornecida. Ainda conseguimos encontrar
a distribuicao de pesos 6timos que leva a conectividade algébrica absoluta e junta-
mente com isso encontramos o autovetor para a matriz Laplaciana com pesos que

fornece a conectividade algébrica absoluta.

E importante notar que o autovetor associado & conectividade algébrica
absoluta de qualquer grafo satisfaz a propriedade de monotonicidade da autofuncao
harmonica descrita no capitulo 4. Na verdade, a autofuncao harménica para a ma-
triz Laplaciana com pesos é igual & autofuncao. Isso vem do fato de que, para essa

matriz, o autovetor associado com o menor autovalor é o vetor de uns. Disso se con-
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clui rapidamente que o autovetor associado com a conectividade algébrica absoluta

também satisfaz a propriedade de monotonicidade sobre os pontos de articulagao.

Por um lado o capitulo 3 estende a teoria de Fiedler para grafos sem
ponto de articulagao. Por outro lado, o capitulo 4 estende a teoria de Fiedler para
uma nova classe de matrizes ainda considerando grafos com pontos de articulacgao.
Desse fato, surge o interesse em uma teoria que utilize as autofuncoes da matriz
Laplaciana perturbada para compreender grafos sem pontos de articulacao. Além
disso, é natural investigar novas classes de matrizes a fim de descobrir se também
existem outras estruturas matriciais que fornecem propriedades de monotonicidade

ou particionamento para grafos.

Fornecemos aqui uma extensao da teoria de Fiedler para novos grafos
e matrizes. Porém, finalizamos a tese esperando que no futuro seja possivel tracar
uma unificacao de resultados através de uma teoria mais geral e descobrir como essas

propriedades ajudam a compreender a estrutura do grafo.

6.1 Outros Trabalhos

Por um lado, essa tese generaliza resultados no contexto de conectivi-
dade algébrica e produz generalizacoes para outras classes de matrizes. Entretanto,
paralelamente também fizemos investigacoes em outras areas de Teoria Espectral
de Grafos, obtendo resultados relativos a soma dos autovalores Laplacianos, energia
Laplaciana de arvores, conjectura de Brouwer e o indice Laplaciano. Deixamos aqui

as referéncias e uma breve descrigao.

Em uma das investigacoes feitas, trabalhamos com o problema de or-
denamento de arvores pela energia Laplaciana. Encontramos uma classe com cardi-
nalidade aproximadamente /n cujos elementos sdo as arvores com n vértices com

maior energia Laplaciana. Para isso fornecemos uma cota para a soma dos k maiores
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autovalores de uma arvore com diametro pelo menos 4. Esses resultados estao pub-

licados em [25] e uma versao resumida desse trabalho pode ser encontrada em [54].

Outra investigacao feita foi relacionada a conjectura de Brouwer para
a soma dos autovalores Laplacianos. Provamos que esta vale para certas classes de
grafos. Também fornecemos cotas para a soma dos maiores autovalores Laplacianos
para grafos satisfazendo certas propriedades: contendo um caminho ou um ciclo de
tamanho dados, grafos com um nimero de emparelhamento fornecido e grafos com
um dado grau maximo. Além disso, mostramos sob quais condi¢oes essas cotas sao

melhores das que ja existiam. Esses resultados estdo publicados em [55].

Além disso, conduzimos pesquisas em conjunto com o grupo de pesquisa
de algoritmos e matemética discreta em Technische Universitdt Chemnitz na Ale-
manha. Dando continuagao ao trabalho iniciado no Brasil com o grupo alemao
utilizando o Teorema Separator-Shadow, seguimos utilizando outras ferramentas
provenientes de programacao semidefinida. Com isso foi feita uma investigacao so-
bre o maior autovalor Laplaciano utilizando técnicas de programacao semidefinida
semelhantes as utilizadas no capitulo 5. Em nossa pesquisa produzimos um al-
goritmo combinatério que minimiza o maior autovalor Laplaciano tomando como
varidveis os pesos. Esse algoritmo resolve o problema para um dado grafo bipartido
e termina em tempo polinomial. No momento da elaboracao dessa tese esse trabalho

estava sendo preparado para submissao.
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