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RESUMO

Frequentemente em pesquisas médicas ou epidensiadogimultiplas
medidas de um mesmo sujeito sdo tomadas ao longengmo, caracterizando um
estudo com dados longitudinais. Nos ultimos andécmica estatistica que tem sido
mais utilizada para a analise desses estudos édelonmisto, pois este permite
incorporar a provavel correlagcdo das observagBesindemesmo individuo e é
flexivel para lidar com situa¢cfes de desbalancetreedados faltantes. Um modelo
misto muito utilizado nesses casos € o0 modelo diotentes aleatérios, que permite
que a relacéo da variavel resposta com o tempadssf@ita através de uma funcéo
matematica. HA duas abordagens para se analisabdelanmisto: classica e
Bayesiana. Para se aplicar o método Bayesiano wasse deve-se utilizar um dos
métodos MCMC, ja que a distribuicdo a posteriod a&analiticamente derivavel. O
método MCMC utilizado neste trabalho foi o Amostiadle Gibbs. As duas
abordagens podem levar a resultados diferentesard# o pesquisador em davida
sobre qual método utilizar. Poucos estudos comgarar abordagem classica e a
Bayesiana para a analise de dados longitudinaism\@delos mistos. O objetivo deste
trabalho é proceder a um estudo de simulacdo, quenparar estas abordagens em
termos de vicio e precisdo. Compararam-se 0s afiias Bayesianos média, moda
(estimada nao-parametricamente) e mediana a pwsterio estimador classico
obtido pelo método REML. Simulou-se um modelo gqueobre efeito de tempo e de
uma covariavel denominada tratamento, assumindstrat@a Componentes de
Variancia para as duas matrizes de covarianciasnddelo misto. Diferentes
configuragbes de tamanho de amostra e desbalancearfoeam adotadas, para
avaliar o desempenho dos métodos frente a esse@s. Em cada uma das
configuracdes, foram realizadas 1000 replicacbessofware R. As maiores
diferencas encontradas foram em relagdo a algunpareentes de variancia, sendo
gue pelo menos um dos estimadores Bayesianos afeserro quadratico médio
menor do que o estimador classico em todas asgewatdoes. Nao foi possivel
identificar um Unico estimador Bayesiano como semaoelhor para todos 0os casos
estudados. A moda mostrou-se um estimador com jagsiedades em algumas
situacbes e por iSso sugere-se que 0 mesmo sejememgado no software
WIinBUGS.



ABSTRACT

Frequently in medical or epidemiologic research]tiple measures of the
same subject are observed over the time. This ctesizes a study with longitudinal
data. In the last years, the statistical technitpa¢ has been used in the analysis of
these studies is the mixed model, because it pertoit model the probable
correlation between the observations of the samigidual, and it handles well with
situations of unbalanceament and missing data.®dnmodel that has been used in
these cases is the random coefficients modelldtvalthe relationship between the
response variable and the time to be describedughr@ mathematical function.
There are two approaches to analyze mixed modwedsclassical and the Bayesian
methods. In order to apply the Bayesian inferencthis case, the MCMC methods
have to be used, because the posterior distribigioot analytically derivable. The
MCMC method used in this work was the Gibbs Samflbe two approaches may
produce different results, and because of thatabearcher may be in doubt of what
method to use. In the literature, there are fewlisguthat compare the classical and
the Bayesian approach in the analysis of longitiditata using mixed models with
an analytical way. So, the objective of this wasko proceed a simulation study to
compare the Bayesian and classical inferencesrinst®f bias and precision. The
Bayesian estimators posterior mean, (non-parametmde and median, and the
classical estimator obtained by the REML methodensympared. We simulated a
model that involves the effects of time and a calde named “treatment”, and that
assumes a Variance Components structure for thectwariance matrices of the
mixed model. Different configurations of sampleesiand unbalanced data were
adopted, to see the performance of the methodstige situations. In each of these
configurations, 1000 replications were proceededthi@ R software. The main
differences founded were in the estimation of tagance components of the random
effects. For these parameters, one of the Bayestmmators had lower mean square
error than the classical in all of the configurasiolt was not possible to identify one
best Bayesian estimator in all the cases studibd.node seems an estimator with
good properties in some situations and becauskabfitt should be implemented in
the WinBUGS software.



APRESENTACAO

Este trabalho consiste na dissertacdo de mesindtildadaComparacao via
Simulacdo dos Estimadores Classicos e Bayesianoshadelo de Coeficientes
Aleatérios para Dados Longitudinais apresentada ao Programa de Pds-Graduacgéo
em Epidemiologia da Universidade Federal do Rion@eado Sul, em 20 de
dezembro de 2007. O trabalho é apresentado emaré&s, na ordem que segue:

- Introducao, Reviséo da Literatura e Objetivos;
- Artigo;
- Conclusdes e Consideracdes Finais.

Documentos de apoio, incluindo o Projeto de Peaguisdigos R para
simulagéo, exemplo de grafico de convergéncia podéeriori estimada e descricao

do software WinBUGS, estédo apresentados nos anexos.
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1 INTRODUCAO

Na pesquisa médica e epidemioldgica, € cada vez coanum se encontrar
estudos que utilizam dados longitudinais. Essedgdados ocorre quando multiplas
medidas de um desfecho sdo tomadas em uma mesdaderexperimental (em
geral, individuos) em varias ocasides no tempo.e€ssstudos permitem ao
pesquisador descrever o0 comportamento da vari@gplosta ao longo do tempo,
verificar se existe tendéncia de crescimento ovedetnento, comparar a eficacia de
diferentes intervencdes ao longo do tempo, bem coomoparar diferencas entre

grupos.

Nos ultimos anos, a técnica estatistica que tem sidis utilizada para a
andlise de dados longitudinais € o modelo mistse Esodelo compreende efeitos
fixos e aleatdrios em sua formulagdo e assumdhiligt@o multivariada tanto para
seus efeitos aleatérios como para seus erros.UlBte caracteristica permite que
dados que nao sao independentes sejam analisadtos.ptbpriedade importante do
modelo misto é que ele é flexivel para analisarasiites com dados faltantes e
desbalanceamento. Em dados longitudinais, trés tiigodesbalanceamento podem
ocorrer: numero diferente de individuos em cadg@rde comparacdo, numero
diferente de medidas repetidas tomadas em cadadodi e observacdes realizadas

em ocasides no tempo diferentes.

Ha dois casos especiais do modelo misto que s&op# se analisar dados
longitudinais. O primeiro é o modelo de padrdo deadancia, onde se assume um
padrdo para a matriz de variancias e covarianaiasrb aleatorio. Este modelo
geralmente é utilizado quando as medidas repetidastomadas em intervalos de
tempo fixados. O segundo € o modelo de coeficiealeggorios, onde se ajusta uma
funcdo matematica para descrever o comportamentardevel resposta ao longo do
tempo. Este modelo pode ser aplicado facilmentedmas intervalos de tempo
entre as medidas ndo sao fixos, e pode-se intnoduwrrelacdo das medidas de um
mesmo individuo permitindo que os efeitos aleasdienham uma distribuicao

multivariada.
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A classe dos modelos mistos pode ser analisadadpas abordagens
estatisticas: a classica e a Bayesiana. De umainaayezal, a principal diferenca
entre inferéncia Bayesiana e inferéncia classicqué a primeira considera os
parametros desconhecidos como quantidades aleat@ieuanto a segunda 0s
considera constantes. Segundo a abordagem Bayeai#ra de qualquer dado ser
coletado deve-se assumir uma distribuicdo de prudedle para os parametros
desconhecidos do modelo, chamada de distribuigitama, a qual deve representar
toda a informacdo existente sobre estes paramefpss os dados serem
observados, a informacéao disponivel € combinadayéd do teorema de Bayes, com
a informacdo proveniente dos dados, que é repeskenpela funcdo de
verossimilhanca associada a amostra observada. destdbinacdo resulta na
distribuicdo a posteriori dos parametros descodbscique provera toda a
informacdo sobre estes apds os dados terem sidervablss. Assim, toda a
inferéncia desejada sera retirada da posterioan@ao ndo ha informacéo disponivel
sobre alguns dos parametros, pode-se utilizar ipriodo-informativas para 0s
mesmos, e entdo os resultados da analise Bayssgimcomparaveis aos resultados

da analise classica.

Para derivar analiticamente a distribuicdo a pmsterlguns célculos séo
necessarios, mas nem sempre sado exequiveis. OgandtCMC (acronimo de
“Markov Chain Monte Carlo”) sdo métodos computaaisnde simulacdo que
permitem que sejam obtidas observacdes que, agosncenero de iteracdes, podem
ser consideradas como provenientes da posterionintdeesse. Assim, pode-se
estimar momentos, quantis e até mesmo a densidaddisttibuicdo. Um dos
métodos MCMC é o algoritmo Amostrador de Gibbs (l6s Sampler”), que neste
trabalho sera utilizado para analisar modelos migficados a dados longitudinais,

pois este modelo ndo possui posteriori analiticaenderivavel.

Na analise de dados longitudinais, as abordageyssizea e classica podem
levar a resultados diferentes, e assim, o pesquigatie ficar em davida sobre qual
método utilizar. Na literatura, ha poucos estudeos gopmparam as duas abordagens
para dados longitudinais sob um enfoque analitsomaioria das discussdes

existentes aponta vantagens e desvantagens deairadas métodos apenas sob o
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ponto de vista conceitual. Alguns dos argumenttsvar da abordagem Bayesiana
sdo: a) na maioria dos problemas, o nimero de m@essque devem ser feitas é
menor do que na analise classica. Por exemplonfe@éncia classica para os
modelos mistos, deve-se assumir que as varianopslgrionais sdo conhecidas
para poder obter uma expresséo para a varianciestiosadores, uma suposi¢cao que
é raramente atendida. A consegliéncia desse fato \éaio nos erros padrées dos
efeitos fixos e aleatérios. Isto ja ndo ocorre mdlise Bayesiana, pois ndo é
necessario supor as variancias conhecidas nagndjisa abordagem classica para
modelos mistos, os parametros sao estimados pmitaigs iterativos que podem ter
problemas com amostras pequenas, muitos dadositésliaetc. A inferéncia
Bayesiana geralmente se comporta melhor frentsas estuacdes; e, ¢) no caso dos
parametros de varidncias do modelo misto, as vezemalise classica produz
estimativas negativas de variancias (método da ANOWuU, entdo, 0 método
iterativo trunca e nao fornece nenhuma estimatmatgdos ML e REML). Na
inferéncia Bayesiana, geralmente esses problema®a@rem. Uma desvantagem
da abordagem Bayesiana € a sua implementacédo cignal. O software gratuito
WinBUGS ja estd com uma interface mais amigavejumsua primeira versao, mas
ainda exige algum entendimento de programacao utrios

Estudos de simulacdo comparando as inferénciasicdas Bayesiana foram
realizados para alguns casos especiais do modsto mitambém do modelo misto
generalizado, mas nao abordaram modelos para dadgsudinais. H4 também
estudos que abordaram o caso dos dados longitsdimas apenas compararam 0S

estimadores Bayesianos entre si, sem considestimoaglor classico.

Por isso, 0 objetivo deste trabalho € realizar stad® de simulacdo de dados
longitudinais para comparar as abordagens Bayestardassica e avaliar as

propriedades dos estimadores quanto ao vicio éspec



13

2 REVISAO DA LITERATURA

Como ja mencionado, o intuito deste trabalho € @mpos métodos
Bayesiano e classico na analise de dados long#isdiratravés de simulacao
computacional. Foram encontrados poucos estudoobgativos similares, os quais

sao descritos a sequir.

Leotti e Ziegelmann (1) apresentam exemplos daagdo do Amostrador de
Gibbs ao modelos mistos e um estudo de simulacddades longitudinais foi
realizado para comparar os estimadores Bayesiamaammoda estimada néo-
parametricamente e mediana. Porém, este estudmoné&mplou a comparacdo com
os estimadores classicos. O modelo simulado caside estrutura de covariancia
Componentes de Variancia para ambas as matrizesowiancia dos efeitos
aleatérios e do erro. Além disso, considerou aagéa de simular dados com uma
estrutura Nao-estruturada (UN) para a matriz dewté@ncia do erro, e analisar estes
dados supondo que a estrutura da mesma era Congonde Variancia. As
conclusbes do estudo foram as de que, ao supos erdependentes (ou seja,
estrutura Componentes de Variancia para o erragnam na verdade os dados
tinham erros correlacionados e com variancias ehitess (ou seja, provenientes de
uma estrutura de covariancia Nao-Estruturada paear@), os estimadores dos
efeitos fixos, e dos componentes de variancia s&uto viesados. Conclui também
gue a moda estimada ndo-parametricamente é umadstimom boas propriedades
no caso do modelo estudado.

Browne (2) e Browne e Draper (3;4) procederam adest de simulacao para
alguns casos especiais do modelo misto e tambémadielo misto generalizado,
mas nao abordaram modelos para dados longitudidaisdos modelos estudados
por estes autores foi 0 modelo de componentes mEnea (2;3), que nada mais é
que um modelo de ANOVA de um fator aleatério. Osoms compararam 0S
estimadores classicos através dos métodos de nsinguadrados generalizados
iterativos (IGLS, da expressao em inglés), que yzadsultados idénticos ao método
ML, e de minimos quadrados generalizados iteratigeitos (RIGLS, também do

inglés), que é equivalente ao REML. Compararam &mmbos estimadores
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Bayesianos média, moda e mediana através de doas péo-informativas para os
componentes de variancia: priori inversa-gamaaiprniforme para a variancia. No
estudo foram consideradas 8 situacdes de tamanbhmdstra e desbalanceamento,
ou seja, 8 combinacdes de numero de niveis do éatarmero de repeticdes para
cada nivel. Diferentes valores para os componet¢esariancia também foram
considerados. Nas simulagbes foram realizadas 1@@licacbes, e para 0
Amostrador de Gibbs usaram um periodo de aquecim@®t500 e um numero

subsequente de iteracdes variou entre 10000 e s¥@hdendo da configuracao.

Dentre as principais resultados, os autores deatacque todos os métodos
apresentaram viés praticamente nulo para estindaron efeito fixo do modelo e a
variancia do erro aleatério. Ainda, para todos aodibs o viés diminui como
aumento do numero total de observagbes, e € masosituacdes balanceadas que
nao-balanceadas. O método ML subestimou a vari@iocedeito aleatério para todas
as configuracdes, o que nao ocorreu com o REMLnQua priori Gama é utilizada,
o0 estimador com menor vicio para a variancia datcefgleatorio € a mediana,
enquanto que para a priori uniforme, o estimadonaweviesado é a moda. Os
autores concluiram que para o modelo de componeigtesriancia os métodos
REML e Bayesiano sédo equivalentes, mas o primeino & vantagem de ser mais

automatico.

Outro modelo estudado foi um modelo multinivel (@iguico) de 2 niveis,
que os autores chamaram de modelo de regressaoetieiantes aleatorios (2;4).
Toda a simulacdo foi baseada em um problema reafjunmse tinham escolas e
alunos dentro das escolas, e se queria relaciatas wlos alunos em um teste de
matematica em dois determinados anos. Assim, o Im@jestava uma reta para
descrever essa relacdo, mas cada escola tinhagicular reta, pois se considerou
escola como um efeito aleatério. Esse modelo éimeno modelo de coeficientes
aleatdrios para dados longitudinais, pois as esqud@lem ser comparadas com 0s
individuos, e os alunos dentro das escolas podemcemparados com as
observagdes para um mesmo individuo. Entretande, reedelo ndo tem covariaveis,

como usualmente ocorre em problemas de dados dlngis.
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Os autores novamente compararam 0s estimadorescokd/IL e REML e
0s estimadores Bayesianos através de diferentessprido-informativas: prioris
gama e uniforme para a variancia do erro aleat@iaiomo admitiram efeitos
aleatdrios correlacionados, usaram priori Wisharapa matriz de covariancia dos
mesmos, comparando 3 especificacfes desta. Caarsided situacdes de tamanho
de amostra e desbalanceamento. Foram realizad@srdficacées da simulagao, e
para 0 Amostrador de Gibbs usaram um periodo decaganto de 500 e um

namero subsequente de iteracdes entre 10000 e 8epeddendo da configuracao.

Os resultados das simulacdes revelaram que howwa mbferenca entre as
duas prioris para a variancia do erro e que todosnétodos apresentaram viés
praticamente nulo para estimar os efeitos fixos evasancia do erro. O
desbalanceamento ndo afeta tanto o viés quantolmmero pequeno de niveis do
fator aleatorio (no caso, as escolas). O métodosMihestimou as variancias dos
coeficientes aleatérios para todas as configuragdgae ndo ocorreu com o REML.
Por fim, os autores nao fizeram recomendacéao spmkmeétodo utilizar quando o
namero de niveis do efeito aleatério € pequeno,quasdo este nimero € moderado
ou grande, recomendam que se utilize o método REdALestagios exploratorios de
uma analise, devido ao tempo computacional, e eniificar a abordagem Bayesiana
para obter as estimativas do modelo final.

Portanto, um estudo de simulacdo que compare osdogtBayesiano e
classico na analise de dados longitudinais aindaa@idpublicado. Para proceder tal
estudo, foi necessario revisar a literatura dosodo& MCMC e das abordagens
classica e Bayesiana para 0os modelos mistos. Esiedo estd apresentada na

sequéncia.

2.1 METODOS MCMC

Atualmente, muitos problemas estatisticos sdo tiegoaa de modelos de
grande dimensdao, pois contém muitos parametros.oGommplo, Gamerman (5)
cita 0s modelos para dados espaciais. Até recentemteabalhar com a estrutura

complexa destes modelos em muitas aplicacdes diail, dipois exigia o
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desenvolvimento de métodos e rotinas computacicespecificos para cada caso
(6). Os métodos envolvendo simulagéo via MCMC foeme uma abordagem Unica

para analisar muitos destes problemas.

Os métodos Monte Carlo sédo Uteis quando a partimue variavel aleatoria
X com distribuicdo conhecida consegue-se, atravéslglem algoritmo, gerar
valores para estudar o comportamento da distribudg uma fungéogx(.), que
pode ser impossivel de ser trabalhada analiticanésisim, a simulacdo de Monte

Carlo consiste basicamente em gerar valores indepées deX , calcular g(x)
correspondente a cada valo¢ simulado e, entdo, avaliar o comportamento

aproximado de caracteristicas da distribuigécgg(a). Utilizando-se MCMC, apesar

de ndo se conseguir gerar observacdes diretameantdisttibuicdo de interesse,

geram-se amostras a partir de cadeias de Markastradoas de tal forma que, apos
um grande numero de iteracdes, a distribuicdo Hasreacdes geradas se aproxima
da distribuicdo desejada. Com a amostra constragdearacteristicas da distribuicdo
de interesse sdo aproximadas pelas respectivagarégsticas amostrais. As cadeias

de Markov serao definidas e descritas na sec¢éab. 2.1.

Duas grandes vantagens dos métodos MCMC sdo: a)énéecessario
conhecer a forma da distribuicdo de que se queulaimo que ocorre em muitos
problemas praticos na inferéncia Bayesiana; e, db)mhiitos algoritmos para se
construir as cadeias de Markov necessarias paranaagdo, sendo que todos
atingem o objetivo de gerar dados da distribuigdianteresse. Todos os algoritmos
sao casos particulares do algoritmo Metropolis-iigst que sera descrito na secao

2.1.2. Um destes casos é o Amostrador de Gibbsseraeabordado na secéo 2.1.3.

Gilks et al. (6) comentam que foram necessariosacde 40 anos para o
MCMC penetrar nos principais problemas préaticos Hatatistica. Surgiu
originalmente em estudos de fisica-estatisticagra sido muito utilizado em
estatistica espacial e analise de imagens. Nosadtianos, houve um grande
crescimento no namero de publicacbes envolvendoaaples dos métodos MCMC

na inferéncia Bayesiana e também na classica.
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2.1.1Cadeias de Markov

Esta secdo apresenta brevemente conceitos baslmescadeias de Markov

(7). Uma cadeia de Markov é um tipo especial adegsso estocastico, definido
como uma colecdo de variaveis aleatél{iﬁ@ :tDT} para algum conjuntd@ , que

pode ser discreto ou continuo. Neste trabalho cendiderado somente o0 caso
discreto, mais especificamente onfie= N, e assim pode-se pensar o indice das

variaveis aleatérias como o indice da iteracdo ml@ simulacdo. O espaco dos

possiveis valores de" é denominado espaco de estados e denotad®.por

A principal caracteristica de uma cadeia de Mark&ogue, a cada tempo

t=>0, o proximo estado da cadeig™?, depende do passado somente através do

estado atuab® . Isto pode ser formalmente definido como:
p(g(t+l) =y|6Y =x, 6" =x_,...00 =x_, .00 = Xo): p(g(t+l) =y| g :Xt) (2.1)
para todosx,,...,X,, YOS, kON.

Em geral, as probabilidades definidas na equaca) 2pendem de,,y e

t. Quando ndo dependem tlea cadeia é chamada de homogénea. Neste caso, a

equacdo (2.1) é denotada p&, e chamada de probabilidade de transicdo

estacionaria a um passo. Estas probabilidade $azatis:
a) P, 20,0x,ylS;

b) > P, =10x0S.
yos

Define-se tambénIP(H(“l) |«9(t)) como funcéo, okernel de transicdo da cadeia.

Um problema fundamental das cadeias de Markov ntegto da simulacéo
€ 0 estudo do comportamento assintético da cadeiadp o numero de iteracdes
t - . Para entender este comportamento, € necess&eseatar o conceito de
distribuicdo estacionéaria, denotada por A distribuicdo 7n é uma distribuicdo

estacionaria de uma cadeia com probabilidadesadsi¢éoP,, se e somente se
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> mP,=m,0y0Ss.
xas

Esta distribuicdo também é conhecida como disgg@miinvariante ou de equilibrio.

Sob certas condi¢cdes de regularidade (7), a priodeadié de transicdo &
passos, denotada prt), esta relacionada com a distribuicdo estaciorédravés de

limpPY =17z, (2.2)

too

Isto significa que, se o estado inicial da cadei®®=x, entdo a cadeia ira
gradualmente “esquecer” seu estado iniciaPX@ converge para a distribuicéo
estacionaria, que € unica (7). Denota-se I@@ra distribuicdo de probabilidade que
fornece as probabilidades com que a cadeia sakedepsnto inicial x e visita
qualquer outro estado do espaco de estadod, passos. Assim, a medida que
aumenta, os pontoé(t) gerados a partir da funcéo de transi(fdﬁ(”l) |6?(‘)) irdo

cada vez mais se parecer com amostras da dis&dagtacionaria .

Logo, a questdo essencial da simulacdo por MCME€fi@idqual funcdo de
transicdo utilizar para que a distribuicdo estamiann seja aquela de interesse.
Como foi mencionado, ha muitas maneiras de sehescalfuncéo de transicéo para
obter amostras den, porém, todos eles sdo casos especiais do algoriten

Metropolis—Hastings, que sera visto a seguir.

2.1.2Algoritmo de Metropolis-Hastings

Hastings (8) generalizou o método inicialmente pstp por Metropolis et al.

(9), originando assim o algoritmo de Metropolis-tifags. A idéia do algoritmo é
que, a cada tempb, gera-se um ponto candidagy a partir de uma distribuic&o
propostaQ(.|6?(‘)) e, entdo, se aceita que o proximo estado ddacadl&? seja

igual ad° com probabilidadez/(é?(t) ,6° ) , onde
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alg®,6°)= mln[ rio* ))3%0; llgc ))j (2.3)

Se o ponto candidato ndo for aceito, a cadeia Bamave, isto 6,60 =gl

Portanto, o algoritmo é definido formalmente como:

Definir t =0 e fornecer um valor arbitrario paﬁéo);

Gerar um valo®® a partir deQ(.|H(t)) ;

Gerar um valot) de uma distribuicat/niforme(01);

SeU < a(ﬁ(t),ﬁc) fazer" = ¢, caso contrario, faze#*? = 6Y;

Incrementart ;

S S o\

Voltar ao passo 2 e continuar as iteragbes até amartho m

suficientemente grande.

Sob certas condi¢cdes de regularidade, a distribussacionaria da cadeia
sera71(.), independente da forma da distribuicdo prop@{4.) (6). Entretanto, ao
analisar a expressao em (2.3), percebe-se que essdiD conhecelﬂ(.) para

implementar o algoritmo e, assim, parece nao séomtil.

Em problemas Bayesianosa(.) sera a distribuicAo a posteriori dos

parametros, que € dada por

(x)
onde 77(9) € a distribuicdo a priori, que sempre sera codlaed:i(6?|x) € a funcéo
de verossimilhanca dé para os dados observados, que também semprentara u

forma suposta, e‘ In(@ H|x)d9 que pode nao ter forma analitica fechada

em alguns casos. Note, porém, gfiex) é s6 uma constante de normalizagéo, ou

seja, ela nunca envolvefd em sua expressao. Por isto, substituindo (2.4§2e8),

produz:
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Ao Qlo10°) _ o 1xlo?10°) oo 1xQle10%)
Aol 167) o 1l 1) ™ oo 1l 1)

que sO envolve expressdes conhecidas. Ou sej&, pi@tiso conhecer a distribuicao

a posteriori para aplicar o algoritmo Metropolisskilags.

A seguir sera apresentada a técnica do AmostradoGithbs, também
conhecida na Lingua Inglesa como “Gibbs Sampleque é adequada quando o
modelo possui mais de um parametro desconhecidosi€te basicamente no
algoritmo de Metropolis-Hastings onde a distribaigioposta para cada parametro a
ser simulado é a respectiva distribuicdo condidicoanpleta e a probabilidade de

aceitacdo de cada valor gerado sera sempre igual a

2.1.3Amostrador de Gibbs

A origem do Amostrador de Gibbs esta no artigo @enénh e Geman (10)
que trata de processamento de imagens. Neste ,adgy@utores utilizaram o
algoritmo para simular dados de uma distribuica&dsbs, por isto a denominagao
de Amostrador de Gibbs. Entretanto, somente conalmatho de Gelfand e Smith
(11), a técnica encontrou aplicagBes em variosl@nuds estatisticos além da analise

de imagens.

2.1.3.1 Definicéo e propriedades

Seja® um vetorp x 1, ou seja,ﬂ':(el,...,ep), onde cada componentg,
i=1...,p, pode ser um escalar, um vetor ou uma matriz. torésse estd na
distribuicdo 77(9) gue, nos problemas praticos, pode nao ter umaiddeles de

probabilidade analiticamente derivavel ou possuir algoritmo de geracdo direta

muito trabalhoso ou simplesmente inexistente. Sediafibuicdes n(t?i |9_i),

1=1...,p e 0'_i=(6?1,...,6?i_1,9i+1,...,9p), denominadas distribuicdes condicionais
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completas, sdo totalmente conhecidas e € possivwals observacdes a partir delas,

entdo se pode aplicar o Amostrador de Gibbs atdwé&gguinte algoritmo:

1. Atribuir valores iniciais par@® = (6%,...,6©) e definirt =0;

t+l t+l
|---) ’

2. Obter o proximo estado da cadefi™ = a partir das

seguintes geracdes sucessivas:

6! ~ nlg,16%,...,6Y)

68 ~ nlg, 169,69,...,69)

n.(e |8 t+1 ’9(t+1 )

p-1

3. Incrementart;
4. Voltar ao passo 2 e continuar as iteracdes atéaomarthom que garanta

a convergéncia do algoritmo (descrito na proxing@se

Como ja mencionado, o Amostrador de Gibbs é um pasticular do algoritmo de
Metropolis-Hastings, com distribuicdes propostasig as condicionais completas.
Como a probabilidade de aceitacdo de cada valadgeatravés do Amostrador de
Gibbs é igual a 1, a cadeia sempre se movera (Bm0Ostrador de Gibbs reduz a
dimensao do problema, pois ao invés de gerar aasosiv vetor0 inteiro, gera

valores para blocos de componente®dge menores dimensdes (6).

Este algoritmo define uma cadeia de Markov, ja gaga novo estado da
cadeia, 0% depende somente dos valores obtidos na iterag&oa distribuicdo
estacionaria da cadeia de Markov definida pelo Amadsr de Gibbs &1. Assim,
quandot - oo, 0s valores simulados paéasédo amostras dH(B) e as observacdes
geradas para cadf, i=1...,p, sS40 amostras der(ei). Uma prova formal da

convergéncia do algoritmo, bem como as condi¢coes @&eu acontecimento, pode

ser encontrada em Tierney (12).
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2.1.3.2Gerag&o da amostra, valores iniciais e convergéncia

Como o Amostrador de Gibbs define uma cadeia dekdfara amostra
gerada através dele ndo € independente. Cada radeo depende dos valores
gerados na iteracdo anterior. Por este motivo, U# ananeiras de se obter uma
amostra aproximadamente independente de tamanta distribuicdo de interesse
71. A primeira forma é replicar o algoritmmo vezes, em cada uma delas fazendo
iteracOes e entdo tomarro-ésimo valor gerado d@ como um dos elementos da

amostra de tamanha. Esta simulacdo precisara daer geracdes da cadeia. Se

forem estabelecidos valores para os estados midmicadeiaﬂ(jo), j=1...,n, de

forma independente, a amostra consiste em valodepéndentes dﬂ(ﬂ) (5).

Outra forma é considerar uma Unica replicacao doriéino, baseando-se no
fato de que, apds a convergéncia, os valores dimsilala cadeia seguem a
distribuicdo estacionérian(ﬁ). Assim, os b primeiros valores gerados sao
considerados como um periodo de aquecimento daitalgo (da expressao em
inglés “burn-in”), necessario para a convergénaaAdnostrador de Gibbs, e séo
descartados, utilizando-se somentenoyalores posteriores como uma amostra da
distribuicdo de interesse. Para diminuir a depecidéantre os valores simulados,
pode-se determinar um valér, conhecido como “thin” em inglés, pelo fato deste
procedimento “emagrecer” a amostra. A amostrafeendada pelos valores gerados
da cadeia a cad&-ésima iteracdo apdés o periodo de aquecimento, efa S

o) g++1) gb+2+l) - Entretanto, ndo se ganha em eficiéncia utilizardte

procedimento e a estimagcdo é sempre menos precigaedse mantendo na amostra

todos os valores gerados ap0s o periodo de aquoift.

Gilks et al. (6) e Gamerman (5) comentam que hélitmnna literatura sobre
qual abordagem utilizar. Porém, ambos ndo recommerala@eracdo den cadeias
independentes, pois o0 custo computacional é mamgyanto uma cadeia mais longa

diminuiria a dependéncia do valor inicial.

Sobre o valor inicialp®®, a ser estabelecido, ndo ha muito material esgdito

que, teoricamente, ele ndo afeta a distribuicdaciestaria da cadeia. Devem ser
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escolhidos com mais cuidado para cadeias de cafrve@egmais lenta, para se evitar

um longo periodo de aquecimento (6).

O estabelecimento do tamanho do periodo de aquetnméio pode ser
realizado analiticamente na maioria dos casos. efamio, existem métodos
informais e formais para se verificar a convergéma cadeia. O método informal
mais utilizado baseia-se em graficos da trajetsi@adeia, para verificar a partir de
qual iteragcdo os dados passam a apresentar um npegiréo de comportamento.
Um exemplo é dado no Anexo 3. Os métodos forma)hecidos como
diagndsticos de convergéncia, usam uma variedaderedeltados teoricos e
aproximacdes, mas todos utilizam os valores sinoglag alguma maneira. Cowles e

Carlin (13) e Brooks e Roberts (14) apresentam n@viado dos principais métodos.

Existem também algoritmos de diagnéstico de cordrarig, como o CODA,
anagrama para a abreviatura da expressado “Conwverdeiagnostics and Output
Analysis” (15). Este programa esta disponivel camopacote para o software R e
inserido no WinBUGS. Este ultimo € um software effim para a implementacéo
do Amostrador de Gibbs. A expressao BUGS é um anmde “Bayesian inference
Using Gibbs Sampling”, cuja primeira verséao foiegantada por Spiegelhalter et al.
(16) e é distribuido gratuitamente na internetags®mo o R.

2.1.3.3Analise dos resultados da simulacao

Considerando-se uma simulacdo por Amostrador debsGiktravés do
algoritmo descrito na secdo 2.1.3.1, com uma Ucadeia de tamanhon e um

periodo de aquecimento de tamantpa média e a variancia &8 podem ser

estimados como:

0= g 26 @)

oo 1 (g _g¥
es m-b-LZ(H' . (2.7)
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Ainda, qualquer quantil da distribuicdo, como, paemplo, a mediana, &
estimado obtendo-se o correspondente quantil nateanoonstituida pelos valores

gerados apoés o periodo de aquecimento. A propriaidede marginal dé pode

ser estimada através da equacgao
6, Zn(e 10Y). ®.8
:b

Este estimador para(,) é baseado na esperanca da densidade condicional

E[n(‘gl 16 )]:J-”(Hl 10 )m(6_)de_, =7(6,). (2.9)

Logo, o estimador proposto por (2.8) imita (2.9),que 9(_ti), t=b+1...,m séo
considerados uma amostra @9_) (17). Deve-se salientar que a expressdo em
(2.8) estima o valor da densidade de probabilida(m) para um especifico valor
de 8. Para se obter uma estimativa da densidade deatatistribuicdo, pode-se
arbitrar um conjunto de valores representativogsjmaco amostral dé e avaliar a

expressao em (2.8) para estes valores. Outra @gpedtmar a densidade através da
suavizagdo de Kernel (“Kernel-Smoothing”) a padas valores observados. Este
procedimento é realizado pelo software WinBUGSI etemplificado no Anexo 3.

Quando @ é continuo, a moda da sua distribuicdo n&o podestanada

através do valor mais frequente dentre os dadoadgera partir do periodo de
aguecimento. Isto acontece porque, ao se gerarrn@raeatdrios com varias casas
decimais, dificilmente serdo obtidos valores id&#i Como alternativa, pode-se
calcular a densidade marginal estimada por (2.8pservar o valor d&g que a

maximiza. Outro método possivel, computacionalmerdes rapido que a estimativa
da densidade através de (2.8), seria observar ar gale maximiza a densidade

marginal deg, estimada por suavizagéo de Kernel.

Para uma funcéo real d8, denotada porz//=t(6?i), 0os estimadores para

média e variancia sdo analogos aos apresentad(@&@ne (2.7). Ou seja,
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2.2 ABORDAGEM CLASSICA PARA MODELOS MISTOS NORMAIS

Para muitas aplicagfes estatisticas, 0 uso do mdidelar geral (GLM) é
uma metodologia muito atil. Este modelo supfe qsetermos de erro sao
normalmente distribuidos, independentes e com n@daconstante. Dois modelos
conhecidos que podem ser escritos desta forma samaulelos de analise de
variancia e de andlise de regressdo. Entretant@abds em que a suposicao de
independéncia dos erros é muito restritiva e nate ser considerada valida. Um
exemplo é a andlise de dados longitudinais, ond®rsam observacdes em uma
mesma unidade de observacdo ao longo do tempor eespm fato, provavelmente
havera correlacdo entre as observacdes realizadasesmo individuo. Assim, os
modelos mistos permitem analisar estes casos, gasgupodem assumir erros
correlacionados e com variancias heterogéneas. Alisto, € possivel modelar
efeitos fixos e aleatorios, enquanto o modelo lirgeral somente modela efeitos
fixos. Assim como no GLM, o modelo misto tambémeadr utilizado nos casos de
dados ndo balanceados. Apesar de todas estasedatacs favoraveis dos modelos
mistos, somente com o maior desenvolvimento devaodls como SAS, MLwiN e R,
entre outros, a metodologia de modelos mistosrsedomais acessivel. Os modelos
mistos normais, que serdo abordados neste tralsflboagueles em que se assume
distribuicdo normal para os erros e efeitos alezgor

Henderson (18) aponta como maior vantagem do madedm a unificacao
da andlise de varias técnicas estatisticas, paduitque se utilizem os mesmos

métodos de estimacéo, testes de hipoteses e preudicd muitos problemas praticos.

A secdo 2.2.1 apresenta a formulagdo do model@ nNst seqiiéncia, a se¢éo
2.2.2 apresenta os métodos de estimacéo dos dfedssaleatorios e parametros de
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variancias e covariancias. A secao 2.2.3 tratacdgmemente de modelos mistos
aplicados ao caso de dados longitudinais.

2.2.1Formulacdo do modelo misto
Em notac&do matricial, pode-se expressar 0 modedtoroomo
y=Xp+Zu+eg, (2.10)

onde:
y € um vetomx1 de dados observados;
X € uma matriz de planejamenta p conhecida;
B € um vetorpxl de efeitos fixos geralmente desconhecidos;
Z € uma matriz de planejamento ou de incidémei@ conhecida;
u é um vetorgx Ide efeitos aleatérios geralmente desconhecidos; e,

¢ é um vetornx Ide erros aleatérios ndo-observaveis.

As suposicées do modelo s&o:~N(0,D), ¢~ N(0,R) e CoW{u,&)=0,
ondeD e R s&o matrizes de variancias e covariancias de didesigxq e nxn,
respectivamente. Nota-se, por (2.10), que o mddear geral € um caso especial de

modelo misto ond€ é nula eR =107, sendol , a matriz identidad@xn.

Pela formulacdo do modelo em (2.10) e as suposigife$as acima, segue
que E(y)=Xp, Varly)=zDZ'+R =V ey ~ N(XB,V).

Na andlise de modelos mistos, pode-se supor ditrgpadroes para as
matrizes de variancias e covarianci@s e R, modelando uma estrutura de
covariancia para elas. Existem varios tipos deuestis de covariancia que podem

ser modeladas, tais como:

1. Componentes de Varianci&VC — “Variance Components”): permite
modelar variancias diferentes para grupos de efetto observacbes e supde
covariancias nulas.
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g2 0 0 0 0 O
o~ 0 0 0 O
0 0 gf 0 0 O
VC={0 0 0 o2 0 O
0O 0 0 O 0
0 0 0 0 0 o

2. Autoregressiva de 12 ordefAR(1) — “Autoregressive (1)”): sup0le
variancias iguais, mas as covariancias diminuemedida que os elementos se

afastam da diagonal principal da matriz.

1 p P P
p 1 p p°
ARD)=0c%p> p 1 p
P Pt op 1

3. Nao-estruturada UN — “Unstructured”): € o caso mais geral possikel

estrutura de covariancia, permitindo varianciasveadancias diferentes.

0-21 0-31 0-41

Pode-se especificar o modelo misto em (2.10) nendode um modelo
hierarquico (19;20). Modelos hierarquicos, em Imhgerais, sdo modelos
especificados em estagios, onde cada estagio posssilbmodelo. Sdo muito uteis,
assim como os modelos mistos, para dados que sseapam agrupados em niveis
hierarquicos onde cada estadgio modela as relagfies &s variaveis daquele nivel.
Entretanto, apesar da formulacdo desses model@sn sdiferentes, elas séo

equivalentes. No caso dos modelos mistos, tem-ee qu



28

Estagio 1:y|u ~ N(Xp + Zu;R) (2.11)
Estagio 2:u~ N(0;D). (2.12)

Bryk e Raudenbush (21) denominam o modelo acimanddelo linear
hierarquico condicional. Esta hierarquia sera p@ita se compreender algumas
propriedades do modelo misto, bem como a aplicde&décnicas Bayesianas a este

modelo, assunto que sera abordado na secéo 2.3.

2.2.2Estimacéo

Na inferéncia classica, os métodos de estimacdalmeunte baseiam-se na
maximizacdo da funcao de verossimilhanca, segundiéiaade que a estimativa mais
adequada de um parametro € o valor mais provavekmdegerado o particular

conjunto de dados observados.

Em modelos em que se supbem observacdes indepesdeiat
verossimilhanca é simplesmente o produto da fudefisidade de probabilidade de
cada observacdo. Como no modelo misto as obsewagéen sempre sao
independentes, a verossimilnanca precisa ser lkmsead uma distribuicdo
multivariada. Assim, para o0 modelo misto normafuacdo de verossimilhanca é

baseada em uma distribuicdo normal multivariadancceegue:

LBV Iy)=

n

%em{—é(y - XV 7y - XB)} , (2.13)
(2m)2|v|2

onde|V| é o determinante da matiz.

Para a maximizacdo da funcdo de verossimilhangai® facil utilizar o seu

logaritmo natural, como abaixo:

InL(B,V |y)=—%nln(2ﬂ)-%[ln|VI +(y = Xp)V y - xp)]- (2.14)
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Ha interesse em se fazer inferéncias sobre trés tip parametros quando se
trabalha com modelos mistos: os efeitos fixos feios aleatérios e 0s componentes

de variancia do modelo (variancias e covariancisndatrizedD e R).

2.2.2.1Estimacdao dos efeitos fixos e aleatorios

Ha trés maneiras de se obter uma solucdo paraeitesefixos: a primeira

delas consiste em obter o valor fleque maximiza (2.14); a segunda é obter uma

solucéo através de minimos quadrados generalizmdasterceira, € solucionar as
equacOes do modelo misto. Serd mostrado a segeiag|urés maneiras obtém o

mesmo estimador pafh. Para os efeitos aleatérios, pode-se estima-tasést das

equagdes do modelo misto.

Solucéo 1:Para maximizar a funcdo de verossimilhanca, dewtfeeenciar (2.14)

em relacdo # considerando-s& conhecida, e igualar o resultado a zero, obtendo

uma solucéo que depende dos parametros de vag@ncavariancias do modelo:
wy1(y, _ -
X'V 2y Xﬁxﬁ:[} 0.
Fazendo algumas manipulacdes na expressao acitée-eb
~ ' -1 1 -1
B=(xvix)xvly, 1)
Cuja esperanca e variancia sao, respectivamente,

EB)= (v ix) )V 2El) = (v X)XV ixp =p (2.16)

Var(ﬁ)= (X'V'lx)‘1X'V'1Var(y)v -1x(x-v-1><)‘l == (x-v—lx)-l_ 2.17)

O estimador definido na equacéo (2.15) € ndo-vicqachndo se consideka

conhecida. Posteriormente, sera discutido o casguena matri2V ndo € conhecida.
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Solucdo 2:0 método de minimos quadrados generalizados, ro d@s modelos

mistos, consiste em minimizar o produto dos residwompletos, y-Xp,

ponderados pelo inverso da matriz de variancis.. O termo de residuos
completos é devido a diferenciacdo entre esses eres&luos ordinarios,
e=y—-XBp—-Zu. Logo, um estimador parfp é obtido minimizando-se a seguinte

expressado em relacada

(v = XB)'V*(y - XB). (2.18)

Sem fazer célculos, pode-se notar que o estimadbidoo por minimos
quadrados generalizados ¢ o mesmo obtido por maxerassimilhanca, ja que

maximizar (2.14) em relacdofa nada mais é do que minimizar (2.18), também em

relacéo &f .

Solucéo 3:As equacdes do modelo misto sdo devidas a Hend€ét8pre sdo Uteis
para obter tanto solucdes para os parametros do®seffixos quanto para 0s
parametros dos efeitos aleatérios. S&o obtidagéatida maximizacao da funcéo de

verossimilhanca em termos ¢ u, D e R, construida considerando o modelo

misto como um modelo hierarquico.

Assim, usando as equacdes definidas em (2.1112)(2.

L(B.u,D,Ry)=f(y,u)=f(y|u)f(u)=L(p.R|uy)xL(D]u) (2.19)

1 1 - 1 1 _
=———exp-Z[y - (XB+zu)]' R [y - (XB + Zu)] x———exp{-=uDy
SRR

Como no caso da maximizacdo de (2.14), é mais faakimizar o logaritmo da

equacao (2.19), como segue:

n+

| =InL(B,u,D,R|y)= >

Bin(2)~—{infR| +[y - (xB + Zu) R [y = (xp + 2u)]

+In|D| + u'Dy}. (2.20)
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Derivando a equacdo (2.20) em relacd@ & u, e considerandd® e R

conhecidas, as substituigées[ﬂeporﬁ e deu por 0 produz

al
B|_| -XRIYy+XRXp+XR'z4 |_[0
o | |-zRYY+Z'R*Xp+Z'R*zG+DM| [0
Jdu

XRIXp+X'R?*z0 | _[XRly
ZRIXp+Z RZG+D| |ZRYy

'XRIX  X'R'z |p| [xXRly
| ZR7'X ZR7'z+D7]a| |ZRYY]

Com algumas manipulacdes, e lembrando YueZDZ' +R , sdo obtidos os

estimadores:
B=(xvix)'x'Vviy e a9)
=DZ'V*(y - Xp). (2.22)

Portanto, o estimador para os parametros dos féitos em (2.21) € idéntico
aquele definido em (2.15), e sua variancia, porseqiiéncia, € idéntica aquela

definida na equacao (2.17). A variancialdé
Var(0)=DZz'VzD - DZ' V'X(x' VX)X VZD . (2.23)

Note, por (2.21) e (2.22), que os estimadore$ deu supbem que a matriz
V seja conhecida. Em problemas praticos, raramemt@taz V sera conhecida.
Nestas situacfe$ e u sédo estimados substituindé por Y% (uma estimativa para

V') em, respectivamente, (2.21) e (2.22). Para amastas dos parametros dos

efeitos fixos e aleatorios, este procedimento r@rata problemas, mas subestima

as variancias dos estimadores (22).
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Se D e R séo conhecidasfi € o melhor estimador linear nao-viciado
(BLUE - “Best Linear Unbiased Estimator”) dee G é o melhor preditor linear

nao-viciado (BLUP — “Best Linear Unbiased PrediGtode u, onde “melhor”
significa erro quadratico médio minimo. De qualgoedo, D e R sdo usualmente
desconhecidas e estimadas utilizando um dos métmlestimacido de componentes
de variancias a serem vistos a seguir. Neste aasahreviaturas BLUE e BLUP néo
sdo adequadas, mas a palavra empirico é freqluentemerescentada para indicar
tal aproximacao. A abreviacao apropriada se tont@oeEBLUE e EBLUP (23).

2.2.2.2Estimacao dos componentes de variancias

Existem varios métodos disponiveis para estimgrandmetros de variancias
e covariancias do modelo misto. Os trés métodos omihecidos sdo: o método da
ANOVA, ou dos momentos; o método da maxima verofisamca (ML) e o método

da méxima verossimilhanca restrita, ou residualMRE

O método da ANOVA consiste basicamente em iguaajuadrados médios
observados aos seus valores esperados, em uma dabahalise de variancia. Note
que os valores esperados sdo combinacfes lineasesothponentes de variancia.
Assim, obtém-se equacoes lineares que envolvemropanentes de variancia, e as
solugbes sdo tomadas como seus estimadores. @sadstes produzidos pelo
método da ANOVA sao sempre ndo-viciados e de veigdminima. Porém, podem

produzir estimativas negativas de componentes k@&wada, 0 que ndo € coerente.

O método da Maxima Verossimilhanca (ML) maximizafuncdo de
verossimilhanca definida em (2.13) em relacdo am<irpetros de variancias e
covariancias, considerando os parametros dos &ffitos como constantes. Apos
obter as estimativas para os parametros de vaageccovariancias, os efeitos fixos
sdo entdo estimados maximizando a mesma verosaimah porém considerando 0s
parametros de variancias e covariancias como auestaEste método produz

estimativas viciadas (subestima) para os paramelgosariancias e covariancias.
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Quanto menor o numero de graus de liberdade wdizsra estimar os parametros

de variancias e covariancias, maior € o viés (22).

O método da Maxima Verossimilhanca Residual ourRe@sREML) utiliza

uma funcdo de verossimilhanca que nao env@lyeu seja, € definida somente em
termos dos parametros de variancias e covariantigsimeiro passo € obter uma
fungéo de verossimilhancga a partir dos residuogtios estimadow—xﬁ, onde
fi esta definido na equacéao (2.15). Comexfi e ﬁ sao independentesﬁe segue
uma distribuicdo normal multivariada com média eiareia dadas por (2.16) e

(2.17), a verossimilhanca restrita € escrita como

L(V|y—><|§):ﬁ%,

ondeL(p,V |y) foi definida em (2.13) e

LpIp.v)= 1 exp{—%(ﬁ—[})' X'V‘lx(ﬁ—[i)}.

p

(277)5‘(X' VX )‘1‘2

Portanto,

LV 1y-xp)=—2L|xvx)?

;|v|‘$ exp{—%(y —Xp vy - xfs)} ,

(277)%p

cujo logaritmo natural €
In L(V ly —Xﬁ)z —%{(n - p)in(27)- In‘(X' V‘lx)_l‘ +In|V| + (y —Xfi)‘ V‘l(y - Xﬁ)} (2.24)

Apesar deﬁ aparecer em (2.24), a funcéo de verossimilhanckegénde dos

A A VAT (TR U
parametros de variancias e covariancias, ﬁms(x \% 1X) X'V~'y. Deve-se notar

que a diferenca entre o logaritmo da verossimilaategmétodo ML e o logaritmo da

verossimilhanca do método REML est& no termo adaiim‘(X'V‘lx)_l‘, que é o
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logaritmo do determinante Mar(ﬁ). Por incorporar este termo, as estimativas

produzidas pelo REML sao néo-viciadas.

As estimativas para os parametros dos efeitos foassumam néo diferir
muito se as estimativas de variancia forem prodszigelo REML ou pelo ML.
Entretanto, seus erros padrbes serdo sempre snbest se 0s parametros de
variancias e covariancias forem os estimados pdlo Adsim, o método REML é
preferivel em relagdo ao ML (22). Em casos balatm®aa solugéo obtida através do
método REML é idéntica a obtida pelo método da AMY4).

Tanto pelo método ML quanto pelo REML, ndo ha ung@aedo que
especifique as solucdes para os parametros dewiasée covariancias, como existia
para os efeitos fixos e aleatérios. Assim, necssitde um método iterativo para
maximizar as duas funcdes de verossimilhanca, comagoritmo de Newton-

Raphson, disponivel no SAS, por exemplo.

Existem outros métodos de estimacdo de componetéesvariancia
disponiveis, como o estimador quadratico ndo-viesgdnorma minima (MINQUE)
e 0 estimador quadratico ndo-viesado de variandidnm (MIVQUE) (24). O
primeiro ndo exige a normalidade do desfecho, sgfogpresente nos metodos ML
e REML, e suas equacfes ndo tém que ser resoltedasvamente. Se a suposicao
de normalidade € feita, a solugcdo MINQUE passa a fgropriedade de variancia

minima, sendo chamada entdo de MIVQUE.

A partir das expressdes dos estimadores e dasvatidacias, pode-se fazer
inferéncias tais como intervalos de confianca éetel® hipoteses. Mais detalhes
sobre este tOpico sdo dados em Brown e Prescoftg22a documentacdo do
software SAS (23;25).

2.2.3Modelos para dados longitudinais

Dados longitudinais sdo observacfes feitas secdleramte ao longo do

tempo nos mesmos sujeitos, individuos ou objetosseja, nas mesmas unidades
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experimentais. O modelo misto tem caracteristicetante Gteis para a analise de
dados longitudinais, pois ndo tem restricbes casdanlos sejam n&o balanceados
(medidas obtidas em tempos diferentes nas unidaghesimentais, numero diferente
de medidas repetidas por individuo, nUmero de deslaxperimentais diferentes por
tratamento sdo casos de desbalanceamento) ou teobsenvacdes faltantes e
permite que se modelem correlagbes entre as okgdewdeitas em uma mesma

unidade experimental, o que é bastante coerente.

A aplicacdo dos modelos mistos para a analise desdingitudinais foi

primeiramente apresentada por Laird e Ware (268, egpecificaram o seguinte

modelo:
Yi =XptZu; +g, (2.25)
onde
y, = (yil, Yizseoos Yijoeees Yin ) € o0 vetor dasy observagdes feitas no sujeitp
i=1...,n;

X, € uma matrim xp conhecida;

B € o vetor dos efeitos fixos, de dimengdo; 1

Z, é uma matrizn xq conhecida;

u, é o vetor dos efeitos aleatorios especificos gteu , de dimensaax ;1

g, € o vetor de erros aleatorios nao-observaveidimenséaon x 1

Para completar a especificacdo do modelo, supdpiseu;, ~ N(O, D) e
g, ~N(O,R,). A matriz R, depende do indiceapenas em sua dimenséo (19;20).

Isto significa que, por exemplo, a covarianciaeiig tempos 1 e 2 € a mesma para

todos os individuos.

O modelo em (2.25) pode ser especificado da forreauch modelo
hierarquico e a hierarquia ajuda a entender as fonéss de variabilidade existentes
no problema envolvendo dados longitudinais. Istalepser visto através das

expressodes a seguir:
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Estagio 11y, |u, ~N(X,p+Z,u,,R,)
Estagio 2:u, ~ N(0,D).

O estagio 1 modela a variabilidade dentro de sgeibu seja, explica-se o
porqué da variavel resposta ndo ser constanteapatizersas observacées no mesmo
sujeito. O estagio 2 modela a variabilidade entieit®s, ou seja, explica-se o
porqué da variavel resposta ndo assumir 0s mesaloey para as medidas obtidas

no mesmo tempo em sujeitos diferentes.

Ha dois tipos de modelos que podem ser utilizadosamalise de dados
longitudinais, omodelo de padrdo de covariance o modelo de coeficientes
aleatérios A escolha do tipo de modelo para a analise depelwd fato de os
intervalos entre as medidas serem fixos (constpotesdo. Se as medidas ocorrem
em intervalos de tempo fixados, pode-se utilizaranlelo de padrédo de covariancia.
Por outro lado, o modelo de coeficientes aleatégimsais adequado se as medidas
ocorrem em tempos ndo previamente planejados, dwagearticular interesse na

relacéo entre a variavel resposta e o tempo (22).

2.2.3.1Modelos de padréo de covariancia

Com este modelo pode-se especificar um padrdo darigocia que
identifique de que maneira as observacdes de umtmamssjeito sao correlacionadas
entre si. Isto pode ser realizado modelando unratest de covariancia para as
matrizesR; definidas em (2.25). Por exemplo, a estrutura AREpecifica que a
correlagdo entre as observagcdes diminui com o tempoa descricdo mais
abrangente das estruturas de covariancia estandigbona literatura (23). Na
abordagem classica, usualmente adota-se a estM@irpara a matrizD. Neste
caso, a matriz de covariandtado modelo (2.10) € bloco-diagonal, onde os blocos

sao constituidos pelos individuos. A maRipode ser escrita como
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ondeR; sdo matrizes de covariancias associadas a cadédunalj cuja dimensao é o
namero de observacdes de cada sujeito. As maizso compostas de zeros e
denotam que as observagodes entre diferentes sugéibondo correlacionadas.

Ha duas abordagens para escolher a estrutura de&umwia mais adequada
aos dados. A primeira € comparar os modelos at@deésnedidas de qualidade do
ajuste, como o Critério de Informacéo de AkaikeQAbu o Critério Bayesiano de
Schwarz (BIC), enquanto que a segunda, usualmeaiteracomendada, € utilizar o

teste da razéo de verossimilhancas (22).

2.2.3.2 Modelo de coeficientes aleatoérios

Neste caso, 0 modelo descreve aritmeticamente acal entre uma
mensuracao e o tempo. As aplicacbes mais comunaggidas em que se assume
uma relagéo linear entre o desfecho (varidvel stapoe o tempo. A principal
questdo de interesse usualmente é avaliar se ad@xaudanca do desfecho é
diferente entre os grupos (“tratamentos”).

Assim, um dos efeitos fixos representa a taxa mgelimudanca (coeficiente
angular médio) do desfecho no tempo (isto €, etlttempo). A inclusdo no modelo
da interagdo tempo*tratamento, permite verificarcgra grau os grupos diferem na
taxa média de mudanca. Outro efeito fixo que paefeestimado representa os
interceptos médios para cada tratamento (istceépafe tratamento). Em adicdo aos
efeitos fixos que representam os interceptos eicteefes angulares medios para
cada tratamento, o modelo de coeficientes aleat@@mite que os interceptos e
coeficientes angulares variem aleatoriamente e@ntitviduos, ou seja, uma reta
separada é ajustada para cada sujeito. Assim,aeséno efeito de individuo como

aleatério, bem como a interagéo tempo*individuo.
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O modelo pode ser especificado com uma estrutweerguica, em dois

estagios:

iid

~ 2
Estégio l:yijk |asuj.i ’ﬁsuj.i N(asuj.i + suj.itempq’af) (226)

iid
2
Estagio: 1 “* Nla it + sty . ) (2.27)

/Bsuj.i ~N (ﬁo + Bt + Bty +t ﬁ(t—l)t(t—l) ) 0[2?

onde i=1...,n,onden é o niumero de unidades experimentais (sujeitos);
j=1,...,n,, onden, é o namero observacdes feitas no sujejto

k=1...,t, ondet é o nUmero de tratamentos;

t, I=1...,(t—-1) sé&o variaveis indicadoras dos tratamentos, tal que
‘= 1sek =1
0, casocontrario

E importante notar nas equacdes (2.26) e (2.27)aqvariavel tratamento
foi incluida no segundo estagio do modelo. Outeasmdaveis tais como idade, peso,
etc., também podem ser incluidas no estagio 2 @guhicar a variabilidade entre

sujeitos.

Este mesmo modelo hierarquico pode ser escritoodaaf de um modelo

misto apresentada em (2.25), onple 2t, q=2 €:

Yi 11
y = Yiok U, = asuj.i _(ao +alt1 +azt2 +""Fal(t—l)'[(t—l)) -7 = 1 0 -
' : ' ﬁsuj,i - (,30 +O + Bty + ﬁ(t—l)t(t—l)) I .
Yink In
_ a, _

gi 1k

'é)o & oz 0 )
B=| : | X =[Zi1LZ | IteyZi]li g =| 7 [;D=| 7 o , Ry =0l
e | ’

in;k
_ﬁ(t—l) i
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O modelo anterior considera que o intercepto edafi@ente angular da reta
ajustada para cada sujeito sdo independentes t&fttrepara se considerar que as

observacdes de um mesmo individuo sdo correlacasnadde-se supor que:

2
2
Oop g
ou seja, uma estrutura UN para a médixiz

Cabe ressaltar que o modelo de coeficientes aleatg@ermite relacdes

polinomiais (quadratica, cubica, etc.) do desfexbrm o tempo.

O modelo de coeficientes aleatérios pode ser adidacilmente quer seja
em situacbes em que as medidas repetidas sdo aflserem ocasidfes no tempo
fixadas, quer ndo. Além disso, sua caracteristecanddelar a relacdo do desfecho
com o tempo é bastante interessante na praticad®es motivos, decidiu-se utilizar
este modelo neste trabalho.

2.3ABORDAGEM BAYESIANA PARA MODELOS MISTOS NORMAIS

Como foi mencionado, a principal diferenca entrafaréncia classica e a
inferéncia Bayesiana é que a primeira supde queac@metros desconhecidos do
modelo analisado sdo constantes, enquanto a segmndaansidera quantidades
aleatorias. A abordagem Bayesiana combina a infgma priori com a informacéo
proveniente dos dados amostrais através do TeodemBayes, dando origem a
distribuicdo a posteriori. Esta distribuicAo mosiraomportamento dos parametros
apos os dados amostrais serem observados e admatisdo feitas as inferéncias
sobre os parametros e suas devidas interpretacoes.

Qualquer conjunto de dados pode ser analisadozartdio-se técnicas
Bayesianas. Entretanto, alguns problemas, como loe@em muitos parametros,
exigem calculos impossiveis de serem executados f&s foi um empecilho para a
utilizacdo da inferéncia Bayesiana por muito tempomente com o avango dos

métodos computacionais, especialmente dos méto@id®/introduzidos na secao
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2.1, os métodos Bayesianos puderam ser aplicadugitas problemas estatisticos,
como o caso dos modelos mistos, tratados nestdhmab

A secdo 2.3.1 apresenta brevemente os principaiseitos da inferéncia
Bayesiana, os quais sdo aplicados, na secao BA@.@yntexto de modelos mistos
normais. Na secéo 2.3.3, as distribuicbes condasooompletas para o modelo de

coeficientes aleatérios sdo apresentadas.

2.3.1Conceitos basicos de inferéncia Bayesiana

A inferéncia Bayesiana esta fundamentada na digtéb a posteriori dos
parametros desconhecidos. Para obter esta dig&dyuilois fatores sdo necessarios:
a distribuicdo a priori, denotada pn(ﬂ), e a funcao de verossimilhanca, denotada
por L(ﬂ |y). A distribuicéo a posteriori resulta de uma aglézadireta do Teorema

de Bayes, apresentando a seguinte expressao:

_7 I
rlo1y) ="K

onde 6 é o vetor de parametros desconhecigo® o vetor de dados observados, e

f(y)=j---jﬂ(B)L(9 |y)d9 € a distribuicdo marginal dé aplicada no pontyg, que é
©

um valor constante em relagéd®a Antes de a amostra ser observaéig[) é uma
funcéo densidade de probabilidade parehamada de Preditiva a Priori. Seu célculo
envolve, em geral, integracdo multipla (no espam@rmpétrico) e, por este motivo,
muitas vezes ndo é analiticamente derivavel. Nogeagdenominacao distribuicéo a
posteriori vem do fato de que esta é a densidagedtmbilidade ded condicional

aos dados observados, ou seja, apos a realizagioabdra.

Um recurso muito utilizado na inferéncia Bayesigmaa determinar a
distribuicdo a posteriori é o da proporcionalidame.quef(y) nao depende de,

pode-se estabelecer que
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e]y)0 (e)L(6]y). (2.28)

Se atraveés da relacao definida em (2.28) for pekg&ientificar o nicleo de alguma
distribuicdo conhecida, sabe-se, entdo, que arpmsteegue esta distribuicdo sem
necessitar realizar o célculo dily). Chama-se nlcleo de uma distribuicdo de
probabilidade pard® a expressdo resultante da retirada de todas ataotes em

relagéo @ da densidade (0).

Quando a distribuicdo preditiva a priori ndo € icamente resolvivel e o
caminho da proporcionalidade ndo conduz a um nudkalguma distribuicdo
conhecida, a posteriori ndo € analiticamente degivdara estes casos, os métodos
MCMC sao alternativas computacionais que permit@noxamar a distribuicdo a

posteriori de interesse.

A distribuicdo a priori deve ser escolhida pelogoesador, especificando
uma forma para esta distribuicdo e valores para gatametros. Os parametros da
distribuicdo a priori sdo chamados de hiperparasefrara ndo confundir com o0s
parametros desconhecidos do modelo. A priori érateda utilizando todo
conhecimento disponivel sobre o parametro quetgaeestudando antes de se obter
qualquer amostra. Este conhecimento pode ser olatiduartir da opinido de
especialistas ou distribuicdes a posteriori dedestanteriores, dentre outras fontes.
Se ndo ha absolutamente qualquer conhecimento sqieametro, pode-se atribuir
uma priori ndo-informativa, e assim as estimatiwbisdas a partir da distribuicdo a
posteriori serdo baseadas apenas na funcdo desiv@tbanca. A distribuicdo a
priori ndo-informativa depende do parametro estadadmuitas vezes pode né&o
caracterizar uma distribuicdo de probabilidaden [gdrque a integral em todos os
valores possiveis do parametro desconhecido pamleardgual a 1. Estas prioris sdo
denominadas prioris impréprias. Um exemplo de piiiopropria serian(H)Dc,
ondec € uma constante. Um cuidado que se deve ter &aifsar priori imprépria
€ 0 de averiguar se a respectiva posteriori € mxahnuma distribuicdo de
probabilidade. No caso de usar métodos de simulpgéo estimar os parametros €

comum ndo utilizar prioris improprias, visto quecémplicado verificar se a
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distribuicAo a posteriori estimada realmente carga uma distribuicdo de
probabilidade.

Um conceito muito utilizado ao especificar distigiies a priori € o de
prioris conjugadas. Sao prioris que tém a propdedie se “conjugar” com a funcéo
de verossimilhanca, de tal forma que a distribuigdposteriori sera da mesma
familia da distribuicdo a priori. O uso das priotisnjugadas traz vantagens aos
procedimentos de inferéncia, pois facilita os dakwanaliticos. Prioris conjugadas
sdo sempre prioris proprias. Dependendo dos valesgsecificados para 0s
hiperparametros, uma priori conjugada pode serimf@omativa. Por exemplo, uma
distribuicdo normal pode caracterizar uma priorio-mdormativa se o valor

estabelecido para a variancia for muito grande.

A distribuicdo preditiva a priori, definida antameoente, fornece a
distribuicdo esperada payg ja que f (y)= E[L(B |y)]. Um conceito similar pode ser
aplicado para a predicdo de uma futura observaca@apésy ter sido observado.
Esta predicdo deve ser baseada na distribuicdo digdoy, ou seja, na distribuicao

preditiva a posteriori, definida por

n(x|y)=[n(o1y)-(0]x)do.

Nota-se que, analogamente a distribuicdo pred#iyeiori, a preditiva a posteriori

fornece a distribuicdo esperada paily .

Com a distribuicdo a posteriori determinada, podennbter estimativas

pontuais para cada componenteédedigamos@,, através do calculo da esperanga,

moda ou mediana deste parametro, segundo suabudiglio a posteriori marginal
definida por

(o, ly)=[ n0]y)do., (2.29)

onde®_, € o vetord excluindo-sed, .
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O estimador pontual mais utilizado, quando temos @xpressao fechada
para a posteriori, € a moda, utilizando conceitéalago ao da maximizacdo de
funcdes de verossimilhanca, em que se estima uamg#am pelo seu valor mais

verossimil.

Uma das vantagens da inferéncia Bayesiana em oedag@meétodos classicos
€ que as inferéncias para cada elemento do 9es#o realizadas sem a necessidade

de fazer suposicoes para os demais elementés de

Pode-se obter também a estimativa da varianciaadangetro e construir
intervalos de credibilidade, calculados diretamedfiedistribuicdo a posteriori a
partir dos quantis de interesse. Um tipo espeatalindervalo de credibilidade,
conhecido como HDR (“Highest Density Region”), énstouido de tal forma que a
densidade de probabilidade dos pontos dentro dovalb € maior que a de todos os
pontos fora dele e a probabilidade do verdadeitorv@do parametro estar entre os
limites definidos pelo intervalo é igual d-a, onde O<a < 1é escolhido
arbitrariamente. Quando se esta estimando a digtéib a posteriori por simulacéo,
ndo é possivel calcular o intervalo HDR. Neste catibza-se intervalos de

credibilidade central, calculando os quanti§2 e 1-a/2 da distribuicdo a

posteriori.

Note que, ao utilizar os intervalos de credibilidaddo é necessario obter a
distribuicdo de estimadores como na inferénciasidds que muitas vezes recorre a
aproximacoes destas distribuicdes. Assim senddeeéncia Bayesiana possui certas
vantagens em relacdo a classica, mesmo quande nnémsnformacao a priori sobre
0 parametro considerado, ja que as estimativasugiené por intervalo sdo exatas,
quando se tem uma expressdo fechada para a digioba posteriori, e, também,
ndo necessitam de estimativas de erro padrdo ellcébe distribuicbes de

estimadores.

Muitas vezes, varios modelos sdo ajustados patarterplicar da melhor
maneira um desfecho. Na analise classica, existgmmas medidas para se

comparar diferentes modelos, como os critérios kkak& (AIC) e Schwarz (BIC).
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Recentemente, Spiegelhalter et. al. (27) sugeninaa medida para comparar
modelos Bayesianos — o “Deviance Information Got€r (DIC). Essa medida ja
esta disponivel no programa WinBUGS e € uma genacalo do AIC. O AIC e BIC
nao podem ser aplicados em alguns problemas Bagssim que o numero de
parametros € maior que o0 numero de observacoemcdd impossivel de ser

resolvida na abordagem classica.

Esse critério, assim como outros, compara o ajisteodelo aos dados e a
complexidade do modelo. A medida de ajuste do neodehsiderada no DIC € a

funcéo desvio (“Deviance”), definida comid(@)=-2logL(fly). A complexidade

do modelo é estimada como o numero efetivo de parasp,

Po = E5|y[D] - D(E5|y[D]) =D- D(@),

isto €, a média a posteriori da “deviance” menddexiance” avaliada na média a

posteriori dos parametros. O DIC é entdo definmlo@

DIC =D(#)+2p, =D + p,.

O modelo com o menor DIC é aquele que faria methpredicdbes em um
conjunto de dados replicado com a mesma estrutucamjunto de dados observado.
Entretanto, se a diferenca em DIC é menor queds modelos fazem inferéncias
muito diferentes, entdo pode ser enganador apepastar o modelo com o menor
DIC (28).

2.3.2Andlise Bayesiana para modelos mistos normais

Para se fazer uma analise estatistica atravé®daisds Bayesianas para o
modelo misto normal especificado em (2.10), priaregnte precisa-se definir a
distribuicdo a priori conjunta para os parametmescdnhecidos, que s§g D e R.
Ou seja, precisa-se determinar a priori conjun(ﬁ,D,R). Usualmente, supde-se
independéncia a priori entre estes parametrogyualzz(p, D, R) = 71(p)(D)n(R).

Assumindo independéncia a priori, necessita-secdiae distribuicbes para 0s



45

parametros, D e R separadamente. Note que o vetor de efeitos alestidrja

tem sua distribuicdo de probabilidade especifiqgadas suposicbes do modelo.

Segundo a formulacdo do modelo misto visto comomwdelo hierarquico
definida nas equagdes (2.11) e (2.12), as distdtesi a prioriz(g), 71(D) e 7(R)

correspondem a um terceiro estagio da hierarquia.

A distribuicéo a priori conjugada usual pgraé

B~N(p*,H),
ondep* é um vetor conhecido, de dimengat, e H é uma matriz de variancias e

covariancias conhecida, de dimengdxx. Uma priori ndo-informativa parf pode

ser obtida especificando-$¢= o”l y ondeg? - o,

As distribuicdes a priori par® e R dependerdo da estrutura de covariancia
adotada para cada uma delas. Em modelos normamgi® usual € parametrizar
componentes de variancia e matrizes de varianaasaiancias como componentes
e matrizes de precisao, pois isto facilita os d¢ékcdas distribuicbes a posteriori. Um
componente de precisao € o reciproco do compodentariancia correspondente, e

uma matriz de precisao € a inversa da correspomdeditriz de variancia.

Se a estrutura de covariancia VC é adotada paisdréodicdo a priori para 0s
componentes e matrizes de precisdo, entdo a digéid Gama pode ser usada como
priori para cada um dos componentes de precisdo mad@riz, ou seja,

o2 ~G(a,,b,). A priori ndo-informativa neste caso é obtida glma,,,b, - O.

Outra distribuicdo a priori ndo-informativa que pod ser obtida especificando

o, ~U(0,c,), ondec, — = . Neste caso, a distribuicdo de probabilidade pgra

o)
tem densidadef(av‘f):vzv—, c/<0,.<+w. Esta Ultima tem sido
c

w

considerada uma opcdo melhor que a priori Gama&ipahmente para componentes

de variancia da matrip (29).
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Se uma estrutura AR(1) é usada para a matriz déncéas e covariancias,
pode-se especificar uma distribuicio Gama parangonente de precisaog ™, e
uma priori para o parametro poderia serpo ~U (a, b), ondea<b ea=-lebs<l
Sea=-1e b=1sdo especificados, entdo se obtém uma distrib@Egdidori ndo-

informativa parap .

No caso da estrutura UN, ndo € necessario assunar priori para cada
componente de variancia da matriz. As distribuigdéshart e Inversa-Wishart séo
distribuicbes de probabilidade para, respectivamess matrizes de precisdo e de
variancias e covariancias. Além disso, sdo pricoigugadas para, respectivamente,
a matriz de precisdo e de variancias e covariartgasima distribuicdo normal
multivariada. Segundo Gelman et al. (30),V&te~WisharI(,0, S), em queW € uma

matriz positiva-definida simétrickxk, o é o niamero de graus de liberdad& &

uma matriz de escala positiva-definida simétrick, entdo a funcdo densidade de

probabilidade é dada por

o (W)= ( /HF('OH D_1|S|_%|V\,1 U ex 2tr(8’1w)]

Da mesma forma, s& ~ Inv—Wishart(,o,S‘l), em queW € uma matriz
positiva-definida simétrickxk, o é o niumero de graus de liberdadé&seé uma

matriz de escala positiva-definida simétrikak, entdo a funcdo densidade de

probabilidade é dada por

fW(W):(Z%ﬂk(k_l)/ ] ('0+1 D H;%M ) exd - tr (sw* j

A esperanca da distribuicdo Wishart @S, e da Inversa-Wishart &
(p—k—l)_lS. Por isso, nas aplicacbes Bayesianas, quandossgadaribuir uma
priori Wishart para uma matriz de precisdo, gerabmeé parametrizada como
Wisharl{p, (,oD*)_l), ondeD” é uma matrizkxk. Assim,D’ serd a média a priori da

matriz de variancias que se deseja estimar, e \&Hoses podem ser escolhidos

conforme as expectativas para os possiveis vattaesiatriz de variancias. Uma
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priori ndo-informativa tanto para a distribuicdo shart quanto para a Inversa-

Wishart é obtida quandp =k .

Apés a especificacdo das distribuicdbes a prioriopgadas para 0s
parametrosp, D e R, levando em consideracdo as estruturas de couaian
assumidas para as matrizé3 e R, o préximo passo seria a derivagdo da
distribuicdo a posteriori. Porém, independentesieutira escolhida, ndo é possivel
determinar analiticamente a distribuicdo a postermu reconhecer o nucleo de
alguma distribuicdo multivariada conhecida atravéd caminho da
proporcionalidade. O algoritmo Amostrador de Gipbsle ser aplicado neste caso,
ja que, para os modelos mistos, é possivel deasadistribuicdes condicionais

completas.

2.3.3Distribui¢cdes condicionais completas do modelo deeficientes aleatorios

As distribuicbes condicionais completas de todos parametros
desconhecidos sdo necessarias para o Amostrad@ibis. Estas distribuicbes
também dependem das distribuicdes a priori espaddis. A seguir, serdo mostradas
as distribuic6es condicionais para o modelo deigeetes aleatdrios, considerando
o modelo hierarquico definido em (2.26) e (2.21)seja,

iid
Estagio 1- Vi | O gii s Beuii = N(asuj.i + suj.itempc?!af)
id
Estagio?: s I—I; N(O/0 +at, va,t, +o+ a(t_l)t(t_l),aﬁ)
Beiii ~ N(,BO + Bt + B, + .+ ﬁ(t_l)t(t_l),aj)

através da abordagem Bayesiana determinando ppar# os parametrog,, ...,
a. s, Bor - By, 0.2, 0,7 € 0, . Os interceptos e coeficientes angulares de cada

sujeito j& possuem uma distribuicdo a priori afdlay inerente ao modelo. Para os
componentes de precisdo, pode-se especificar anasedistribuicbes a priori do
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caso da estrutura de covariancia VC. Para os pa@sne, e S, s=0,...,t -1,
pode-se especificar distribuicbes normais.

Assim, considere as distribuicbes a priori

a, ~ N(ah,c,f), h=012;

B, ~N(b,,d?) h= 012;

o’ ~Gle,e,);

g’ ~ f(a;z): (U‘;Z)_% ,C <0 <+w e
2c,
2\ %

01;2 _ f(U,;Z): (Uﬂz) ? , Cﬁz SO’EZ < +oo0 |
2c,

Note que se esta particularizando o modelo paeso de 3 tratamentos, pois
€ a situacao escolhida para ser simulada no arigm algumas manipulacdes

algébricas chega-se as condicionais completasuir seg

. N 2 2 2
may 1@,y B, B Bor @y 1 =10, Bey i =1...,0,0%,02,0%) ~

n
2 2
Co [Z Aoy = Myandr ~ ntratzazJ +a,0, , o
= C0 Ua

2 2 ! 2 2
nc, +o, ne, +0,

N

e, | @y, By, Brs By Gy 1 =10, Beyy 1 =1,...,0,02,02,0%) ~

n
2 2
Cl [Z t1a'suj.i - ntratlaoj + aiaa 2 _2
i=1 . Cl Ja

N
2 2 ! 2 2
ntratlcl + Ua ntratlcl + Ua
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H— H— 2 2 2
nla, |0y, By B Bos @y, 1 =L...,0, By 1 =1...,0,02,0%,07) ~

n
2 2
C, (ztzasuj.i - ntratzaoj +a,0,
o

2 2
ntrat2C2 + Ja

C;0,

N
2 2
ntratZCZ + Ja

H— H— 2 2 2
H(IBO |aoial’02’ﬁ1’ﬁ2’asuj.i I _l"'!n’ﬁsuj.i I _l""niaa’aﬁ’ae)~

n
2 2
dO [Z ﬂsuj.i - ntratlﬂl - ntratZIBZj + bOJﬂ d 20-2
i=1 . oY

N ;
ndg + 0oy ndg + o3

n(ﬁl |00, 01,05, B0, Bz Oy 1 =100, By =L...,n,a§,a§,a§)~

dlz(z t1ﬂsuj.i - ntratlﬁoj + bla/z? d 20.2
i=1 . 1~

2 2 ! 2 2
n[ratldl + Jﬁ n[ratldl + Jﬁ

N

n(ﬁz |00, 01,05, 50, B, Oy 1 =10, By :l---'n’as’a/z;’agz)~

n
2 2
d, ztz i~ MvazBo | T0,05 d2g2
i=1 . 2 Uﬁ

2 2 ! 2 2
ntrat2d2 +0"3 ntrat2d2 +0"3

N

17(asuj_i |00, 01,y B B B Oy 1 =1, =Li 1,0, B :l...,n,af,,az,af)~

n

2 2
UaZ(yijk _ﬁsuj,itemp9)+0-£ (ao+a1t1+a2t2) 020>
N|—= g R
gJa+J€ gJa+U£
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ﬂ(:Bsuj.i 00,010,580, By Bar Oy 1 =10, B 1 =11 =1 +1-~-~’n'0'§’0'/231052)~

05> tempq(yy ~auy )+ OByt BL B 2y
N i=1 . B~ €

2

9 ’ g
05> tempgd +o? 05> tempg +0?
j=1 j=1
2 H— H— 2 2
02 100,00, @y, By B By Ay 1 =L, By 1 =1,...,0,0%,072) ~

n—1 Z(asuj.i —(0'0 +alt1+a2t2))2
IG = ;
2 2

77(0;2; |ao’allaz’ﬁo’ﬂllﬂzlasuj.i i :l"'ln’ﬁsuj.i i =L...,n,a§,a§)~

n-1 Z:; (/Bsuj.i - (ﬁo + ﬁ1t1 + ﬂztz ))2
Gl 2 ©

02 100,01, @5, B0, B B Oy 1 =10 By 121,002,075 )~

Zn: i (yijk - (asuj.i + bitempq ))2

2

te

Com estas distribuicbes condicionais, a aplicagédwchostrador de Gibbs
pode ser feita em qualquer programa que gere walakeatérios a partir das
distribuicbes Normal e Gama, jA que para gerar nosnele uma distribuicdo
Inversa-Gama somente € necessario tomar o reciplaxealores gerados de uma
Gama (30).

E importante destacar que, utilizando o programanBMGS, pode-se
analisar estes e outros problemas Bayesianos atdavAmostrador de Gibbs sem a

necessidade de conhecer as expressfes das digiebucondicionais completas,
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bastando informar as distribui¢cdes a priori e &&onde verossimilhanga. Uma breve
descricéo deste programa encontra-se no Anexo 4.

O programa R também possui alguns recursos uUtes @& utilizar o
Amostrador de Gibbs. Dentre eles destaca-se o @dMGMCpack disponivel na
Internet, que possui fungcdes comash que gera numeros aleatérios da distribuicéo
Wishart, além de fun¢gbes que aplicam MCMC a modelesregressédo linear,
logistica, entre outros.
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4 OBJETIVOS

Realizar um estudo de simulacdo de dados longaislipara avaliar vicio e
precisdo das estimativas obtidas através das ematlassica e Bayesiana para o

modelo de coeficientes aleatorios.
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Resumo

Frequentemente em pesquisas médicas ou epidencadhgimultiplas
medidas de um mesmo sujeito sdo tomadas ao longengwo, caracterizando um
estudo com dados longitudinais. Nos ultimos andéciaica estatistica que tem sido
mais utilizada para a analise desses estudos @elonmisto, pois este permite que a
provavel correlacdo das observacoes de um mesnnidind seja modelada, e &
flexivel frente as situagbes de desbalanceameni@des faltantes. Nesta classe, o
modelo de coeficientes aleatérios permite que ac@el da variavel resposta com o
tempo seja descrita através de uma funcdo matemalideréncias para o0s
parametros do modelo podem ser conduzidas sob ienfia estatistica classica ou
Bayesiana. As duas abordagens podem conduzir kadss diferentes, deixando o
pesquisador em duvida sobre a escolha do métodpotigos estudos na literatura
comparando as abordagens classica e Bayesiana pa#&ise de dados longitudinais
via modelos mistos. O objetivo deste trabalho focpder a um estudo de simulagéo,
para comparar estas abordagens em termos de \goégisdo. Foram comparados os
estimadores Bayesianos média, moda (estimada maoypicamente) e mediana a
posteriori, obtidos através do Amostrador de Gilabs, estimador classico obtido
pelo método REML. O modelo simulado envolve eféigotempo e uma covariavel
denominada tratamento, e assume a estrutura Comtpsree Variancia para as duas
matrizes de variancia do modelo. Diferentes conéigdes de tamanho de amostra e
desbalanceamento foram adotadas, para avaliareongesho dos métodos frente a
essas situacbes. As maiores diferencas encontfada®m em relacdo a alguns
componentes de variancia, sendo que pelo menososnestimadores Bayesianos
apresentou erro quadratico médio menor do queimadr classico em todas as
configuracbes. Nao foi possivel identificar um @niestimador Bayesiano como
sendo o melhor para todos os casos estudados. A modtrou-se um estimador
com boas propriedades em algumas situacdes egoosugere-se que 0 mesmo seja
implementado no software WinBUGS. Um fato interatsaé que todos os
estimadores tiveram melhor desempenho na situagde os intervalos de tempo

entre medi¢des ndo eram constantes.
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Abstract

Frequently in medical or epidemiologic research]tiple measures of the
same subject are observed over the time. This ctesizes a study with longitudinal
data. In the last years, the statistical techntaéhas been most used in the analysis
of these studies is the mixed model, because miperto model the probable
correlation between the observations of the sardesidual, and it is flexible in
situations of unbalanceament and missing data.edimodel that has been used in
these cases is the random coefficients modelldtvalthe relationship between the
response variable and the time to be describedughr@ mathematical function.
Inferences for the model parameters can be condwaté the frequentist approach
or the Bayesian one. The two approaches may praditfeeent results, and because
of that the researcher may be in doubt of what otetb use. In the literature, there
are few studies that compare the classical and@#yesian approach in the analysis
of longitudinal data using mixed models with anlgieal way. So, the objective of
this work is to proceed a simulation study to corepihe Bayesian and classical
inferences in terms of bias and precision. The Bayeestimators posterior mean,
(non-parametric) mode and median, obtained usimg Gibbs Sampler, and the
classical estimator obtained by the REML methodewasmpared. The simulated
model involves the effects of time and a covariabtened treatment, and that
assumes a Variance Components structure for thecbwariance matrices of the
mixed model. Different configurations of sampleesiand unbalanced data were
adopted, to see the performance of the methods tivéke situations. The main
differences founded were in the estimation of smam@ance components. For these
parameters, one of the Bayesian estimators hadr lovean square error than the
classical in all of the configurations. It was paotssible to identify one best Bayesian
estimator in all the cases studied. The mode seanestimator with good properties
in some situations and because of that it shouldriptemented in the WinBUGS
software. One interesting fact is that all thereators had better performance in the

situation where the time intervals between obsematwere not fixed.
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Palavras chaves

Dados longitudinais, modelos mistos, modelo deicegites aleatérios, Amostrador
de Gibbs, MCMC, simulacgéo.

NUmero de Palavras: 4195

Introducao

Na pesquisa médica e epidemioldgica, é cada veg omnum encontrar
estudos que utilizam dados longitudinais. Essed@édados ocorre quando multiplas
medidas de um desfecho sdo tomadas em uma mesdaderexperimental (em
geral, individuos) em varias ocasides no tempo.e€ssstudos permitem ao
pesquisador descrever o comportamento da vari@gplosta ao longo do tempo,
verificar se existe tendéncia de crescimento ovedetnento, comparar a eficacia de
diferentes intervencdes ao longo do tempo, bem coomoparar diferencas entre
grupos (1).

Nos ultimos anos, a técnica estatistica que tem sidis utilizada para a
analise de dados longitudinais € o modelo mistee EBsodelo compreende efeitos
fixos e aleatdérios em sua formulacdo e assumeldigtio multivariada tanto para os
efeitos aleatdrios como para os erros. Esta Ultaracteristica permite que dados
gue nao sao independentes sejam analisados. @atfadpriedade do modelo misto
€ sua grande flexibilidade frente as situacdes cdados faltantes e
desbalanceamento. Em dados longitudinais, trés tiigodesbalanceamento podem
ocorrer: numero diferente de individuos em cadgarde comparacdo, numero
diferente de medidas repetidas tomadas em cadadodi e observacdes realizadas

em ocasides no tempo diferentes.

Ha dois casos especiais do modelo misto que s&opz se analisar dados
longitudinais. O primeiro é o modelo de padrdo deadancia, onde se assume um
padrdo para a matriz de variancias e covarianaasrb aleatorio. Este modelo
geralmente é utilizado quando as medidas repetidastomadas em intervalos de

tempo fixados. O segundo é o modelo de coeficiealeggorios, onde se ajusta uma
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funcdo matematica para descrever o comportamentardevel resposta ao longo do
tempo. Este modelo pode ser aplicado facilmentendmas intervalos de tempo
entre as medidas nao sao fixos, e pode-se intnodwrrelacdo das medidas de um
mesmo individuo permitindo que os efeitos aleasdienham uma distribuicdo
multivariada (1). Pelo fato do modelo de coeficgsnaleatorios poder ser utilizado
tanto em situacdes de balanceamento em relacdocag®es no tempo em que as
medidas sdo observadas, quanto nas situacoes lwlate®amento, e considerando
gque a sua caracteristica de modelar a relacéo sfecthl® com o tempo é bastante

interessante na pratica, decidiu-se enfocar estielmoeste trabalho.

A classe dos modelos mistos pode ser analisadadpas abordagens
estatisticas: a classica (1) e a Bayesiana (2;8)uda maneira geral, a principal
diferenca entre inferéncia Bayesiana e inferéniéssica € que a primeira considera
0s parametros desconhecidos como quantidades rasaténquanto a segunda os
considera constantes. Segundo a abordagem Bayeai#ra de qualquer dado ser
coletado deve-se assumir uma distribuicdo de pridedle para os parametros
desconhecidos do modelo, chamada de distribuigima, a qual deve representar
toda a informacdo existente sobre estes paramefkpss os dados serem
observados, a informacé&o disponivel é combinada/ég do teorema de Bayes, com
a informacdo proveniente dos dados, que é repsskenpela funcdo de
verossimilhanca associada a amostra observada. destdbinacdo resulta na
distribuicAo a posteriori dos parametros descodbscique provera toda a
informacé&o sobre estes apds os dados terem sidervabdss. Assim, toda a
inferéncia desejada sera retirada da posterioan@uo ndo ha informagéo disponivel
sobre alguns dos parametros, pode-se utilizar iprioéo-informativas para os
mesmos, e entdo os resultados da analise BayesigAmbaseados apenas na funcéo

de verossimilhanca, e assim serdo comparaveisaokados da analise classica.

O modelo misto ndo possui distribuicdo a prioriliéinamente derivavel. Por
isto, deve-se utilizar um dos métodos MCMC (acr@nise “Markov Chain Monte
Carlo”) para se simular a distribuicdo a posteridveste trabalho, utilizou-se o
Amostrador de Gibbs (“Gibbs Sampler”), ja que astriiuicbes condicionais

completas necessarias para a implementacao dat@ig@do conhecidas.
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Na andlise de dados longitudinais, as abordageyssizaa e classica podem
levar a resultados diferentes, e assim, o pesquigantie ficar em davida sobre qual
método utilizar. Na literatura, ha poucos estudos gopmparam as duas abordagens
para dados longitudinais sob um enfoque analiti’omaioria das discussdes
existentes aponta vantagens e desvantagens deairadas métodos apenas sob o
ponto de vista conceitual. Alguns dos argumento$aemor da abordagem Bayesiana
sdo: a) na inferéncia classica para os modelososisteve-se assumir que as
variancias populacionais sdo conhecidas para pollEr uma expressado para a
variancia dos estimadores, uma suposicao que @eata atendida. A consequéncia
desse fato € um vicio nos erros padrbes dos efeitisse aleatorios (1). Isto ja nédo
ocorre na analise Bayesiana, pois ndo é necesafjsir as variancias conhecidas
para realizar a analise; b) na andlise classicapadelos mistos, os parametros sao
estimados por algoritmos iterativos que podem tmblpmas com amostras
pequenas, muitos dados faltantes, etc. A inferémagesiana geralmente se
comporta melhor frente a essas situacoes; e, casm dos parametros de variancias
do modelo misto, as vezes a analise classica predtimativas negativas de
variancias (método da ANOVA) ou, entdo, o0 métodaativo trunca e ndo fornece
nenhuma estimativa (métodos ML e REML). Na infei&ri8ayesiana, geralmente
esses problemas ndo ocorrem. Uma desvantagem diagbm Bayesiana € a sua
implementacdo computacional. O software gratuitcnBUGS ja estd com uma
interface mais amigavel do que sua primeira vefgdp mas ainda exige algum

entendimento de programacéo do usuario.

Browne (5) e Browne e Draper (6;7) procederam adest de simulacao para
alguns casos especiais do modelo misto e tambémadizlo misto generalizado,
mas nao trabalharam no contexto de dados longaisdiddm dos modelos estudados
(5;6) foi um modelo de ANOVA com um fator aleatgriue € mais simples que os
modelos para dados longitudinais. Outro modelodesto (5;7) foi um modelo
multinivel (hierarquico) de 2 niveis, chamado pelatores de modelo de regresséo
de coeficientes aleatdrios. As simulacdes foraneddess em um problema real em
gue se tinham escolas e alunos dentro das eseaashjetivo foi relacionar as notas
dos alunos em um teste de matematica em dois detetos anos. Assim, 0 modelo

ajustava uma reta para descrever essa relacdocadasescola tinha sua particular
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reta, pois se considerou escola como um efeitaémleaEsse modelo é idéntico ao
modelo de coeficientes aleatdrios para dados lodigidis, pois as escolas podem ser
comparadas com os individuos, e os alunos dent® efzolas podem ser
comparados com as observagdes para um mesmo utnaliEdtretanto, esse modelo

nao tem covariaveis, como usualmente ocorre enlgmas de dados longitudinais.

No contexto de dados longitudinais, um estudo mheillsicdo (8), foi realizado
para comparar 0s estimadores Bayesianos média, medtimada n&o-
parametricamente) e mediana a posteriori, mas oéamf comparados com o0s
estimadores classicos. O modelo simulado considarestrutura Componentes de
Variancia para ambas as matrizes de covariancieetiots aleatorios e do erro.
Além disso, considerou a situacdo de simular damwa uma estrutura N&o-
estruturada para a matriz de covariancia do ergs amalisar 0s mesmos supondo
uma estrutura Componentes de Variancia (isto ésédndependentes). No estudo
conclui-se que supor erros independentes quandorendade 0s erros estédo
correlacionados e as variancias sao diferentesstovadores dos efeitos fixos e dos
componentes de variancia se tornam viesados. Gdaoibém que a moda estimada
nao-parametricamente € um estimador com boas pdaates no caso do modelo

estudado.

Neste sentido, o0 objetivo deste trabalho foi realizm estudo de simulacao
para dados longitudinais para comparar as proplesddos estimadores classicos e

Bayesianos em termos de vicio e precisao.

Métodos

Para o estudo de simulagdo, considerou-se um mqgdel@nvolve mdultiplas
medidas de um mesmo individuo (efeito de tempo)na uinica covariavel que
define grupos de individuos (efeito de tratamen@)modelo considerado foi um
modelo de coeficientes aleatorios, formulado como

iid
Yik | Qoiiis Biji = N(asuj.i + suj.itempc?!af)

iid

iid
Agi ~ N(ao tay +aztz'0'§) € ﬁsuj.i - N(,Bo + 64 +,32t2’0/§’)’
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onde i=1...,n en é o numero de unidades experimentais (sujeitps)i,...,n
sendo quey, € 0 numero de observacgfes feitas no sujeito=1,...,t ondet é o
namero de tratamentos=B8); t,, | =12, s&o variaveis indicadoras dos tratamentos,

tal que o terceiro tratamento é a categoria deéeds.

O modelo acima permite que cada individuo tenha pantcular reta, e que
essa reta seja influenciada pelo tratamento pap@abfoi alocado. Cada tratamento

também tem a sua particular reta, com intercepior a.t, +a,t, e coeficiente
angular B, + Git, + B,t,. Este modelo estd assumindo correlagdo nula erdre

observacdes do mesmo sujeito, jA& que se considerestrutura de covariancia
Componentes de Variancia para ambas as matrizesod®iancia dos efeitos
aleatédrios e do erro, embora isto ndo seja comupraiea.

Foram adotadas trés configuracfes para o nimeocaedes no tempo e de
individuos dentro de cada tratamento, representaitigacoes de amostra pequena e

desbalanceamento. Nas trés situacdes, o nUmeratdméntost, era igual a 3.

- Configuracdo 1n = 27 sujeitos, sendo 8 no tratamento 1, 10 narrahto
2 e 9 no tratamento 3) =50i etempo=(1 2 3 4 3§ [0 Esta configuragdo

representa uma situacao desbalanceada em relag@mnaoo de individuos em cada
tratamento, mas balanceada em relacdo as ocasdgsnpo, e com tamanho de

amostra pequeno.

- Configuragcao 2n = 27 sujeitos, sendo 8 no tratamento 1, 10 nartrahto
2 e 9 no tratamento 3pn =50 mas o vetotempoé constituido de 5 valores
sorteados de uma Uniforme Discreta com valoreseebta 15, inclusive. Esta
configuracdo representa um problema desbalanceadoel®cdo ao numero de
individuos em cada tratamento e as ocasides nooteogmn tamanho de amostra

pequeno.

- Configuragao 3n = 60 sujeitos, sendo 20 em cada tratamente;5,[li e

tempo=(1 2 3 4 90| representando uma situagdo balanceada tanto em
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relacdo ao numero de pessoas em cada tratamergocoeasidoes no tempo, com

tamanho de amostra razoavelmente grande.

Essas situacBes foram escolhidas por intuitivamaptesentar relevancia
pratica no contexto das pesquisas meédicas. Em, galelejam-se inicialmente
estudos com igual numero de individuos em cadanteto, mas ao decorrer do
mesmo, ocorrem perdas que provocam um pequenolaesbamento em relacédo a
distribuicdo das unidades nos tratamentos. Usuaémen mais facil controlar o
namero de medidas repetidas que se vai tomar dexgiamente a ocasiao no tempo
em que a medicdo sera realizada. Ou seja, enfeasfiguracdes, a configuracéo 2
€ mais provavel de ocorrer na pratica. Além dipso,razdes éticas os estudos com
medidas repetidas em ensaios clinicos usualmerdgecodsideram amostras de
tamanho muito grande, por iSso 0 maior tamanhonaestia considerado aqui no
estudo foi 60.

Nas trés situacdes, os valores determinados papardsnetros do modelo
foram: a, =1, a,=5; a,=3; 5,=2; B,=-4; §,=-6; 0, =1; 0,=4; 0. =9.
Ou seja, especificou-s@, ;= ,yp> =4, Ayaz =1 Bia1="2, Lo =—4 €
Bz =2. A partir desses valores, 1000 conjuntos de dadoam gerados
aleatoriamente conforme a estrutura do modelo. Pada conjunto, as analises
classicas e Bayesianas foram procedidas. A ar@dissica utilizou o método REML
de estimacdo de componentes de variancia. Naonsedeoou o0 método ML, pois ja

esta claro na literatura (1;5-7) que este métodofe¥ior ao REML, produzindo

estimativas viciadas dos componentes de variancia.

Para a analise Bayesiana, as seguintes priorisinf@oiativas foram
consideradas: a, ~ N(0;10000, h = 012; B, ~ N(0;10000, h = 01.2;

o> ~r(00010001); o, ~U(010000 e o,~U(010000. Alguns autores

afirmam que os resultados da analise Bayesianaeeshgfio insensiveis a priori ndo-
informativa especificada (1;6), mas tem-se peraebjge isso ndo é valido para os
componentes de variancia (6). A priori uniformegpardesvio tem sido considerada

como uma boa opcéo, por isto esta foi a priori adw(9).
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O Amostrador de Gibbs foi implementado com 1108fagbes, sendo que as
1000 primeiras foram consideradas como periodogdecamento do algoritmo, em
todas as replicacdes da simulacdo. A andlise viauatajetoria da cadeia foi usada

para verificar se esse periodo era suficiente qiatex convergéncia.

Para cada conjunto, foram registradas as estinsatil&ssicas dos efeitos
fixos, aleatérios e dos componentes de varidncias estimativas a posteriori da
média, moda e mediana para cada um dos param&troeda foi estimada através
do método ndo paramétrico de suavizacaokeimel (“Kernel-Smoothing”). As
estimativas obtidas foram comparadas com os valmetadeiros dos parametros

definidos inicialmente através do calculo do vicrelativo, definido por
1005‘23%9, do erro quadratico médio, calculado coNar(é)+[E(9)—9]2, e

através da andlise visual de box-plots. O progrBnfi@i utilizado nas simulactes e

analises.

Resultados e Discussoes

Na analise visual da trajetéria da cadeia, a e#oludas primeiras 1000
observacoes revelou que a cadeia seguiu um padndarso longo das iteracoes, e
houve convergéncia do algoritmo (resultados nadnambes). O Quadro 1 resume 0s
resultados obtidos para as trés configuracdes,ramat 0s vieses relativos e erros
quadraticos médios para todos os efeitos fixosngponentes de variancia. A Figura
1 mostra a distribuicdo das estimativas para cadaas componentes de variancia
do modelo para a configuragao 1. A linha horizorgplesenta o verdadeiro valor do
parametro, e 0 ponto representa a media. AnalogamanFigura 2 e a Figura 3

apresentam os mesmos graficos para as configurdg8srespectivamente.

Na maioria dos casos, ao menos onde as discrepasém relevantes,
maiores valores de EQM estéo associados com vatmEses do vicio relativo. Isto
era esperado devido a relacdo que essas medidasntésua definicdo. Nas trés
configuragbes, observou-se vicio e EQM para ostosfeixos e aleatérios de

magnitude similar entre todos os estimadores edtsdaPelo fato de que as
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estimativas dos efeitos aleatérios ndo sdo o jpahdnteresse na pratica, e sao
muitos parametros, optamos por omitir oS resultacidsrentes a eles. Para o

componente de variancia’, novamente todos os estimadores apresentaram erro

quadratico médio muito similar, o que pode seraligado através dos box-plots. Ja
em termos de viés, para este parametro, os qustirnaglores ndo apresentaram
diferencas muito grandes. Para todas as configesagdestimador mais viesado foi

a moda, e 0 menos viesado, a média.

Nas trés configuragbes simuladas, considerandodidmeelativa do vicio,
alguns parametros mostraram-se marcadamente stupeacss ou subestimados, e
0s vieses sdo na mesma direcdo para todos os métdma excecao ocorreu para o

componente de varidnciar?, cujos estimadores apresentam comportamentos

diferentes. Na configuracédo 1, o estimador modeeBiapa apresentou viés relativo
(+18,70%) menor do que para os estimadores Bayesiamedia (+268,34%),
mediana (+174,97%) e para o estimador classico 3(#¥%0). No entanto, o
estimador moda Bayesiana subestima este compondatevariancia nas
configuracbes 2 e 3, apresentando viés relativo -8@,03% e -34,95%,

respectivamente.

As maiores diferencas encontradas entre os métodas em relacdo aos
componentes de variancig e 02. Na configuracao 1, para estes dois parametros, o
menor vicio e menor EQM foram apresentados pelaanBayesiana. Isto pode ser
visualizado na Figura 1, j& que a moda foi o estonajue apresentou a menor
dispersdo. Nas Configuragbes 2 e 3, para o pardnEl;, o menor vicio foi
apresentado pelo estimador classico, porém a magesina mostrou menor EQM

e segundo menor vicio, sendo que a diferenca ewtrgieses nao foi grande.

Novamente, as Figuras 2 e 3 mostram que a distébulas estimativas produzidas

pelo estimador moda tem a menor variabilidade.aﬂé@f;, 0 menor vicio e menor

EQM foram obtidos pela média Bayesiana e a modasaptou maior vicio e EQM.

Esta contradicdo ndo permite concluir qual estima&dmelhor, pois os estimadores
média e moda se alternam entre o pior e o melhtimaor, dependendo da
configuracdo e do parametro considerado.
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E interessante notar que, em geral, todos os egimes tiveram performance
melhor na configuracdo 2 (onde h& desbalanceaneemtielacdo ao tempo) do que
na configuracdo 1 (balanceada). Pode-se espeagatajvez, isto ocorra de forma
similar ao modelo de regressao linear, onde quauaior a variabilidade do preditor
menores sao as variancias dos estimadores (10keBdo verdadeira essa relacéo,
poderia trazer uma vantagem pratica para 0 pestprisgois nao haveria a
necessidade de realizar as medidas em ocasiodsm@na espacadas no tempo.

Entretanto, € uma questao que deve ser pesquisadmaior profundidade.

A Figura 4 mostra as distribuicdes a posteriori c@®mponentes de variancia
estimadas nao-parametricamente, para o conjuntdades simulado na ultima

replicacdo. E interessante notar que as distriesip@ra o componente de variancia
o’ sdo bastante assimétricas, e essa assimetriaoé coan desbalanceamento e

amostra pequena (configuracdes 1 e 2). E necessatanto, investigar com maior
profundidade este comportamento.

Os resultados deste estudo sao consistentes comlesquobtidos
anteriormente em comparacdes de modelos mistodpdms longitudinais (8), bem
como com aspectos conceituais (1) e estudos ddagidmupara modelos mistos em
outros contextos (5-7). Cabe salientar que, adsamal modelo de ANOVA com um
efeito aleatorio, Browne e Draper (5;6) considerarpriori uniforme para as
variancias, e ndo para o desvio-padrédo, como cemsld neste trabalho. Mesmo
assim, a principal diferenca observada entre odnét pelos referidos autores
também foi com relacdo ao componente de varianoieefdito aleatorio. Eles
também identificaram boas propriedades da moda @stimmar o componente de
variancia do efeito aleatdrio. JA o0 modelo de s=gie@ com coeficientes aleatdrios
abordado por Browne e Draper (5;7) é diferente ddeto considerado neste estudo,
pois ndo contempla covariaveis e assume efeit@daies correlacionados. Além
disso, as prioris utilizadas foram diferentes, ecasfiguracbes de tamanho de
amostra simuladas pelos autores raramente seriaontemdas em um estudo de
dados longitudinais. Mesmo com essas diferencaautmses também encontraram
maiores discrepancias entre os métodos na estindasdocomponentes de variancia,
reportando apenas resultados da média Bayesiana.
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Conclusbes

Os resultados das simulacfes sugerem que a m&oerdia entre as duas
abordagens, no caso do modelo estudado, esta imm@® dos componentes de
variancia. Nas configuracdes estudadas, pelo mamodos estimadores Bayesianos

apresentou menor EQM que o estimador classico.

A moda Bayesiana mostrou-se um estimador com bagsiedades (menor
vicio relativo e menor EQM) para algumas situacdessomendando-se sua
implementacdo no WinBUGS, que é o programa maikemdo para analise atraves
do Amostrador de Gibbs.

Um fato interessante foi que todos os estimadoresrain melhor
desempenho na situacdo desbalanceada em relag&@mpo, ou seja, quando os
intervalos entre as medi¢des ndo eram fixos. Emiet mais estudos sdo necessarios

para ter conclusdes definitivas sobre o tdpico.

N&o é possivel recomendar fortemente qual dos adtires Bayesianos
utilizar, pois o tépico exige mais estudos. O estult simulacdo poderia ser
ampliado de varias maneiras. A primeira seria coarpalém da estimativa pontual
gue os métodos produzem para os varios paramatpesformance dos intervalos de
confianca e credibilidade produzidos. Uma segundaema seria considerar
diferentes valores para os parametros do modeldifeeentes configuracdes de
tamanho de amostra e desbalanceamento. Também istniassante avaliar o
comportamento dos estimadores considerando magssmia variavel tratamento e
maior nimero de covariaveis, bem como na preseecaogiaridveis continuas.
Outros modelos poderiam ser considerados como, egemplo, uma relacao
quadratica entre tempo e a variavel resposta, tdoema distribuicdo multivariada

para os efeitos aleatdrios.
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Legendas:

Figura 1 - Box-plots para os componentes de vaeanz,, o

configuracgéo 1.
. . A 2 2
Figura 2 - Box-plots para os componentes de vaRamx,, 0Oj

configuracéo 2.

Figura 3 - Box-plots para os componentes de vagdant,, 02

configuracgéo 3.

Figura 4 - Distribuicbes a posteriori dos compoesrde variancia estimadas néo-

parametricamente para um dos conjuntos de dadadager
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Quadro 1 — Vicio relativo e erro-quadratico médiogpas trés configuragdes



70

Figura 1
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Figura 3
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Figura 4
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Quadro 1
Config. | Parametro |- o 1 08 Rel\l/la:dvic;r(l?) CTassica | Wedal Wiodal Mediana] Cléco
Tranr 460| 459 4,59 461 138 144 1,34 1/33
Biats -15,80| -15,99 -15,82 1578 021 0,p2 0/21 0,21
Ayarz -4,86| -4,54 -4,8§ 479 100 1,08 1,01 0/99
Biaz 508| 4,97 5,07 511 0,18 0,14 0,13 0/13
! a3 23,61 24,19 23,92 2360 117 105 117 1,14
Biras 41,99| 42,12 42,0( 4208 0,81 0,82 0/81 0,81
a, 268,34| 1870 17497 14347 1360 4l71 9,00 9,29
g, 86,37| 56,32 74,74 63,10 12,32 5738 9|28 6,69
o; -0,68| -4,55 -2,02 261 174 180 1,73 1/80
Qa1 797| 811 7,97 805 124 1,33 1,p4 1[24
B 0,02| 0,06 0,02 003 001 0,02 0,01 0/01
f 1,31 1,23 1,35 1,46 076 081 0,76 0/76
Biaz -12,18| -12,21 212,18 1216 025 0,05 0[25 0,25
2 a3 11,10| 11,06 11,32 11,66 101 1103 1/02 1,00
Birats -14,16| -14,21 -14,17 1414 040 0,10 0/10 0,10
a, 151,38| -39,03 72,94 339 511 150 3|02 3,36
o -9,46| -23,66 -14,95 20,77 0,17 092 0,38 0,71
o; -0,28| -4,04 -1,61 1,72 176 1,78 1,74 1/80
2 093] 124 1,15 125 052 056 0,52 0/51
Biats 13,29 13,59 13,44 1357 0412 0102 0/12 0,12
Qa2 -7,03| -6,73 -6,75 671 059 0,61 0,567 057
Biatz -15,41| -15,35 -15,34 1530 043 042 0/42 0,42
3 Qvars 7,19 5,08 6,49 6,44 048 0,55 0,48 0/48
Bias 2,60 -2,57 -2,52 248 005 005 0,05 0/05
a, 80,82| -34,96 39,06 30,35 2,13 153 1/64 2,20
g, -13,78| -19,76 -15,94 1823 0,36 0,68 0/46 0,59
o; -0,05| -1,95 -0,89 1,00 0,80 0,78 0,77 0/81
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6 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo os métodos MCMC foram introdgzidi@stacando sua
eficiéncia para resolver problemas de modelagene®ayas. Enfoque maior foi

dado ao algoritmo Amostrador de Gibbs.

A abordagem classica para os modelos mistos tarftiéevisada, devendo-
se salientar que este modelo é muito util paralenods estatisticos de modelagens
mais sofisticadas, como o caso dos dados longaigdilém disso, ele unifica a

analise de varios modelos segundo uma Unica abemrdag

Conceitos Bayesianos foram apresentados e apligag@@s o contexto de
modelo misto. A maior dificuldade da abordagem B&ayea para os modelos mistos
€ que a distribuicdo a posteriori ndo pode sewvaeéa analiticamente, mas pode ser
superada com o uso do Amostrador de Gibbs. Perssbeque a abordagem
Bayesiana para modelos mistos apresenta vantagérisas sobre a abordagem
classica, pois as Unicas suposi¢coes que sdo faiéas,das usuais do modelo, sdo em
respeito as distribuicbes a priori. Ja na abordagkssica, além das suposicdes
usuais de normalidade do erro e dos efeitos aleatGupde-se que a matriz de
variancias seja conhecida para estimar os efeitos & aleatorios. A suposi¢do de
uma distribuicdo a priori € bastante realista, pbideita com base em toda a
informacéo existente sobre o0 parametro e totalmdlgeivel a escolha do
pesquisador. Por outro lado, a suposicdo de queamdncias sdo conhecidas,

necessaria para estimar os efeitos fixos e aleatdaramente é atendida.

O estudo de simulagcdo de dados longitudinais esldizsugere que a
principal diferenca entre as abordagens classiBayesiana, no caso do modelo
estudado, estda na estimacdo dos componentes dancrari Em todas as
configuracdes estudadas, pelo menos um dos estiesadayesianos apresentou
menor EQM que o estimador classico. A moda Bayasmostrou-se um estimador
com boas propriedades para algumas situacdes, eadamdo-se sua implementacéo
no WinBUGS, que é o programa mais conhecido de Amasr de Gibbs. Um fato
interessante foi que todos os estimadores tiverathan desempenho na situacdo
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desbalanceada em relagdo ao tempo. Entretanto,estaidos sdo necessarios para
ter conclusdes definitivas sobre o topico.

N&o é possivel recomendar fortemente qual dos adtires Bayesianos
utilizar, pois o tépico exige mais estudos. O estuld simulacdo poderia ser
ampliado de varias maneiras. A primeira seria coarpalém da estimativa pontual
gue os métodos produzem para 0s varios paramatpesformance dos intervalos de
confianca e credibilidade produzidos. Uma segundanema seria considerar
diferentes valores para os parametros do modeldifeeentes configuracdes de
tamanho de amostra e desbalanceamento. Também istniassante avaliar o
comportamento dos estimadores considerando magssmia variavel tratamento e
maior nimero de covariaveis, bem como na preseeca&ogiaridveis continuas.
Outros modelos poderiam ser considerados como, egemplo, uma relacao
quadratica entre tempo e a variavel resposta, tioema distribuicdo multivariada

para os efeitos aleatorios.

Como a abordagem Bayesiana se mostrou supericcigaimente para a
estimacdo dos componentes de variancia, serigegsiente estudar essa abordagem
para os estudos de confiabilidade de medidas. Blessedos, alguns individuos séo
observados por alguns avaliadores um certo nUmenedes, e se deseja avaliar a
precisdo das medi¢cdes. O modelo utilizado parsabsandesses dados € um modelo
que pode ter somente efeitos aleatorios, ou setomigma das medidas mais
utilizadas para avaliar o quanto o método de medicéprodutivel ou confiavel é o
coeficiente de correlacéo intraclasse (CCl), dééinpela razdo de componentes de
variancias. Neste sentido, seria interessante asted comparar os métodos
Bayesiano e classico para estimar o CCI.

Finalmente, o presente estudo mostrou que a té&agasiana para dados
longitudinais é mais precisa que a classica pratcipnte na estimacdo dos
componentes de variancia. A sua aplicacdo pratitdaae um pouco prejudicada
pelo fato de que o WinBUGS exige certo conhecimeetprogramacao do usuario,
ou seja, ndo é de tdo facil utilizacdo como SAFES Entretanto, muito material
tem sido publicado, tanto na literatura como nerhst, o que facilita o aprendizado

do assunto pelos pesquisadores.
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» Introducéo

Dados longitudinais sdo medidas que sdo tomadasneamas unidades
experimentais (individuos, animais, objetos, etm)diversos momentos ao longo do
tempo. Este tipo de problema é bastante encontradrea da Medicina, tanto em
estudos observacionais como experimentais. També&m escontra dados
longitudinais em experimentos agrondmicos e em destusobre desempenho
educacional, entre outras areas. Atualmente, &téomais utilizada para a analise de
dados longitudinais é o ajuste de modelos mistos.

O modelo misto é um modelo que compreende efaitos £ aleatérios em
sua formulacéo. Efeitos fixos sdo variaveis indepates que se supde que assumam
valores constantes que podem ser escolhidos aidnitiente pelo pesquisador.
Efeitos aleatérios sdo variaveis independentesaggsemem valores considerados
aleatorios, e supde-se uma distribuicdo para est@éveis. Outra caracteristica do
modelo misto é o fato de que se assume uma dig#itomultivariada para os erros
do modelo, o que permite analisar dados que n@msigjdependentes. Por isto, o
modelo misto é bastante util quando se tem dadessf§o agrupados de alguma
forma, como, por exemplo, alunos agrupados em trpacientes agrupados em
hospitais, etc. Também devido a esta caracteristinadelo misto tem sido utilizado
para analisar problemas envolvendo dados long#igliga que, para este tipo de
dados, é coerente admitir a existéncia de correlagire as observacdes feitas na
mesma unidade. Nestes casos, a correlacéo inemntéeobservagdes de um mesmo
grupo pode ser incorporada no modelo. Normalmesogede-se distribuicdo normal
multivariada para os erros e para os efeitos aleattobtendo-se 0 modelo misto
normal, que serd o modelo enfocado neste trabalho.

Em notagado matricial, podemos expressar o modedtboraomo

y=Xp+Zu+eg
onde

y € um veton x 1 de dados observados;

X é uma matriz X p conhecida;

B € um vetor p x 1 de efeitos fixos geralmente delseoidos;

Z € uma matrin x q conhecida;
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u é um vetorg x 1 de efeitos aleatérios geralmente desconheeidos

¢ € um veton x 1 de erros aleatorios ndo-observaveis.

As suposicdes do modelo sdp+ N(0,D), e ~ N(0,R) e Cou,&')=0, onde
D e R sdo matrizes de variancias e covariancias de dimergg< g e nx n,
respectivamente.

Na analise de modelos mistos, pode-se supor uno getirdo para as
matrizes de variancias e covariandae R. Isto € feito modelando-se uma estrutura
de covariancia para elas. Existem varios tipos steuteiras de covariancia que
podem ser modeladas, tais como as estruturas Cemigsnde Variancia (permite
modelar variancias diferentes para grupos de efetto observacbes e supde
covariancias nulas) e Nao-estruturada (permitédmaias e covariancias totalmente
diferentes).

Podemos analisar problemas envolvendo modelos sniggsim como todos
0s outros problemas estatisticos, sob duas abaorstagissica ou Bayesiana. A
principal diferenca entre a inferéncia classica enfaréncia Bayesiana € que a
primeira supbe que o0s parametros desconhecidos ddelm analisado sao
constantes, enquanto a segunda 0s considera varg@eatorias. Sendo assim, a
abordagem Bayesiana baseia-se em distribuicdes rdbalplidade para os
parametros desconhecidos. Antes de observar umastamde dados estas
distribuicBes sdo construidas baseadas em todranatcdo existente sobre estes
parametros e sdo chamadas de distribuicdo a pidgia da inferéncia Bayesiana é
combinar a informacédo a priori com a informacéovpriente dos dados amostrais.
Ou seja, combinar a distribuicdo a priori e a func® verossimilhanca, dando
origem a distribuicdo a posteriori. Esta distrilisignostra o comportamento dos
parametros apo0s os dados amostrais serem obsergadopartir dela sdo feitas
inferéncias sobre os parametros e suas devidagprietiecOes. Quando ndo ha
informacé&o disponivel sobre algum dos parametrodeqse utilizar uma priori nao-
informativa para este parametro, e entdo os remdtda analise Bayesiana seréo
muito similares aos resultados da analise classica.

Para se fazer uma analise estatistica atravésdaisds Bayesianas para o
modelo misto normal especificado acima, primeirameprecisa-se definir a

distribuicdo a priori conjunta para os parametrescdnhecidos, que sg D e R.
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Ou seja, precisa-se determinar a priori conjun(ﬁ,D,R). Usualmente, supfe-se
independéncia a priori  entre estes parametros. egdestemente,
71(p,D,R) = r{p)(D)7(R). Assumindo a independéncia a priori, necessita-se
especificar distribuicbes para os parameffo® e R separadamente. Deve-se notar

que o vetor de efeitos aleatorias ja tem sua distribuicdo de probabilidade
especificada pelas suposi¢cdes do modelo e pom&sase determina distribuicdo a
priori para ele.

A distribuigc&o a priori usual parpé a distribuicdo Normal. As distribuigdes
a priori paraD e R dependerdo da estrutura de covariancia adotadacpdeauma
delas. Se a estrutura adotada for Componentes dan¥ia, usualmente adota-se
distribuicdo a priori Gama para cada um dos par@dsete variancia da matriz. Se
for admitida uma matriz de covariancias N&o-Estada, usualmente adota-se
distribuicdo a priori Wishart.

Todo conjunto de dados pode ser analisado utilzaed as técnicas
Bayesianas. Entretanto, alguns problemas, como loeddem muitos parametros, a
derivacao da distribuicdo a posteriori exige casuhuito dificeis, ou simplesmente
impossiveis de serem executados. Este fato foi mpeeilho para a utilizacdo da
inferéncia Bayesiana por muito tempo. Somente comavanco dos meétodos
computacionais, especialmente dos métodos MCMC -arkKb/ Chain Monte
Carlo”, que os métodos Bayesianos puderam seraadpkc a muitos problemas
estatisticos, como o caso dos modelos mistos, @u@aossui distribuicdo a posteriori
analiticamente derivavel. O algoritmo de “Gibbs $hng”, que é um dos métodos
MCMC, fornece um método computacional eficaz pazaobter estimativas da
distribuicdo a posteriori para varios modelos,usnle 0 modelo misto.

Na literatura, ha poucos estudos que comparam @slajens classica e
Bayesiana para modelos mistos sob um enfoque iaoalit maioria das discussdes
existentes aponta vantagens e desvantagens dairadas métodos apenas sob o
ponto de vista filosofico. Alguns dos argumentds\eor da abordagem Bayesiana
sao:

- permite que a informacdo proveniente de outrasdes possa ser utilizada
na analise do estudo atual, o que é impossiveifagncia classica;

- nha maioria dos problemas, o nimero de suposigdesievem ser feitas é
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menor que na andlise classica, assim menos supssdgvem ser testadas e a
probabilidade de que o modelo ndo seja adequadimuwinNa inferéncia classica,
por exemplo, deve-se assumir distribuicdo parastsadores, o que nao ocorre na
analise Bayesiana;

- no caso dos modelos mistos, os parametros séwadsts por algoritmos
iterativos que podem ter problemas com amostrasgpes, muitos dados faltantes,
etc. A inferéncia Bayesiana geralmente se compoethor frente a essas situacoes;

- no caso dos parametros de variancias e covaagma modelo misto, as
vezes a anadlise classica produz estimativas negatie variancias (método da
ANOVA) ou entdo o método iterativo trunca e ndonéme nenhuma estimativa
(métodos ML e REML). Na inferéncia Bayesiana, gemlte esses problemas nao
ocorrem.

Browne (1) e Browne e Draper (2;3) procederam adest de simulagéo para
alguns casos especiais do modelo misto e tambémadizlo misto generalizado,
mas ndo abordaram modelos para dados longitudinais.

No contexto de dados longitudinais, um estudo mellsicéo (4), foi realizado
para comparar 0s estimadores Bayesianos média, mestanada nao-
parametricamente e mediana. Este estudo ndo cdatean@ comparagdo com 0sS
estimadores classicos. O modelo simulado considar@strutura de covariancia
Componentes de Variancia para ambas as matrizesowiancia dos efeitos
aleatorios e do erro. Além disso, considerou-seuacgo de simular dados com uma
estrutura de covariancia Nao-estruturada para aiznde¢ covariancia do erro, e
analisar estes dados supondo que a estrutura dmamesa Componentes de
Variancia. As conclusdes do estudo foram as de ameupor erros independentes
(ou seja, estrutura de covariancia Componentesati@ncia para o erro), quando na
verdade os dados tinham erros correlacionados evaaé@ncias diferentes (ou seja,
provenientes de uma estrutura de covariancia N&otbsada para o erro), os
estimadores dos efeitos fixos, e dos componentesud@&ncia se tornam viesados.
Além disto, conclui-se que a moda estimada ndoapetrecamente € um estimador
com boas propriedades no caso do modelo estudado.

Por isso, 0 objetivo deste trabalho € elaborar stude de simulacdo de

dados longitudinais, onde se possam comparar assdathlisados com ambas as
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abordagens Bayesiana e classica e avaliar quad tefa as melhores propriedades

em termos de vicio e precisao.

» Objetivos

Proceder a um estudo de simulacéo de dados longitsighara avaliar vicio e
precisdo das estimativas obtidas através das esatiissica e Bayesiana para

modelos mistos.

> Métodos

Para o estudo de simulacdo sera considerado unelonaple envolve
multiplas medidas de um mesmo individuo (efeitdetepo) e uma Unica covariavel
gue define grupos de individuos (efeito de tratanjeiserao escolhidos nimeros de
tempos, tratamentos e de individuos dentro de ¢tafamento que representem
situacOes de amostra pequena e desbalanceamento.

Serdo determinados valores para os parametrosodelone um conjunto de
dados sera gerado aleatoriamente conforme a estddumnodelo. Assim, as analises
classica e Bayesiana serdo procedidas e as egtmatitidas seréo registradas. Esse
processo sera repetido 1000 vezes e as estimegyiagradas serdo comparadas com
os valores verdadeiros dos parametros definidasalmente. Essas comparacdes
vao ser feitas através do cdlculo do vicio (média estimativas obtidas menos o
valor verdadeiro do parametro), do erro quadratiédlio (variancia das estimativas
mais o quadrado do vicio) e através da andlisavdaibox-plots. O software livre R

sera utilizado.

> Questbes Eticas

Como o trabalho utiliza apenas dados simulados, h#&oestricbes éticas

envolvidas.
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» Recursos Necessarios

Os recursos necessarios sao material bibliograficomicrocomputador e o

software R, que € livre.

» Cronograma
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Redacao da dissertacao e artig
Defesa preliminar
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7.2 ANEXO 2 — CODIGOS R PARA A SIMULACAO

Este codigo foi utilizado para a Configuracdo 1.c@ligo das demais
configuracdes é analogo.

# Precisa carregar o pacote nnet e nime!

library(nnet)
library(nlme)

n = 27 #Numero de sujeitos

g = 5 #NUmero de tempos

t = 3 #Numero de tratamentos

g = 2 #namero de efeitos aleatérios

p = 6 # nimero de efeitos fixos

cvar = 3 #Numero de componentes de variancia
nparms=p+g*n+cvar #Numero de parametros

nl=8
n2 =10
n3=9

trat = matrix(c(rep(1, n1), rep(0, (n-nl)), rep(0, nl1), rep(1, n2), rep(0, n3)), nrow=n,
ncol=(t-1))

tempo = seq(1, 5, 1)
sum2tempo = sum(tempo”2)

alfa0.def =1
alfal.def=5
alfa2.def = 3
betaO.def = 2
betal.def = -4
beta2.def = -6

alfa.tl.def = alfa0.def+alfal.def
alfa.t2.def = alfa0.def+alfa2.def
alfa.t3.def = alfa0.def

beta.tl.def = beta0O.def+betal.def
beta.t2.def = beta0.def+beta2.def
beta.t3.def = beta0.def

sigmaZalfa.def = 1
sigmaZ2beta.def =4
sigma2e.def =9

alfa.suj.def = rep(0,n)
beta.suj.def = rep(0,n)



for(iin 1:n) {

alfa.suj.def[i] = rnorm(1, (alfa0.def+alfal.def*trat[i,1]+alfa2.def*trat[i,2]),
sgrt(sigmaz2alfa.def))

beta.suj.def[i] = rnorm(1, (betaO.def+betal.def*trat[i,1]+beta2.def*trat[i,2]),
sqrt(sigma2beta.def))

# Pardmetros das prioris

a0=0
c02 = 10000
al=0
c¢12 = 10000
a2=0
c22 = 10000
b0=0
d02 = 10000
bl1=0
d12 = 10000
b2=0
d22 = 10000
el=0
e2=0

# Gibbs Sampling
m = 11000 # Tamanho da cadeia
burn = 1000 # Valores a serem desprezados

rep = 1000 # Replicacdes da simulacdo

cred <- 95 # Percentual de credibilidade
alfa <- (1+cred/100)/2

media = matrix(rep(0, rep*nparms), nrow=rep, ncol=nparms)
mediana = matrix(rep(0, rep*nparms), nrow=rep, ncol=nparms)
moda = matrix(rep(0, rep*nparms), nrow=rep, ncol=nparms)
var = matrix(rep(0, rep*nparms), nrow=rep, ncol=nparms)
percl = matrix(rep(0, rep*nparms), nrow=rep, ncol=nparms)
perc2 = matrix(rep(0, rep*nparms), nrow=rep, ncol=nparms)
effix.class = matrix(rep(0, rep*p), nrow=rep, ncol=p)
alfa.suj.class = matrix(rep(0O, rep*n), nrow=rep, ncol=n)
beta.suj.class = matrix(rep(0, rep*n), nrow=rep, ncol=n)
cvar.class = matrix(rep(0, rep*cvar), nrow=rep, ncol=cvar)

for(rin L:rep){
y = matrix(rep(0, n*g), nrow=n, ncol=g)
yclass = matrix(rep(0, n*g*4),nrow=n*g, ncol=4)

for(iin 1:n) {
for(j in 1:g){
yli,j] = rnorm(1, (alfa.suj.def[i]+beta.suj.def[i[*tempol[j]),
sgrt(sigma2e.def))
}

yclass[(i+(i-1)*(g-1)):(i+i*(g-1)),1] = i
if (trat[i,1]==1 & trat[i,2]==0) yclass[(i+(i-1)*(g-1)):(i+i*(g-1)),2] = 1
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else if (trat[i,1]==0 & trat[i,2]==1) yclass[(i+(i-1)*(g-1)):(i+i*(g-

1),2]=2
else yclass|[(i+(i-1)*(g-1)):(i+i*(g-1)),2] = 3
yclass[(i+(i-1)*(g-1)):(i+i*(g-1)),3] = tempo
} yclass(i+(i-1)*(9-1)):(i+i*(g-1)),4] = yli, ]

colnames(yclass) = c("Suj", "Trat", "Tempo", "Resp")
Dados = data.frame(yclass)

Dados|,1] = as.factor(Dados[,1])

Dados|,2] = as.factor(Dados[,2])

Imel <- Ime(Resp ~ Tempo*Trat, random = list(Suj=pdDiag(~ Tempo )),
data=Dados)

effix.class]r, ] = fixed.effects(Imel)
re = random.effects(Imel)
alfa.suj.classyr, ] = re[ ,1]
beta.suj.class]r, ] = re[ ,2]

vc = VarCorr(Imel)

cvar.classir, | = as.numeric(vc| ,1])

alfa.suj = matrix(rep(0.01, m*n), nrow=m, ncol=n)
beta.suj = matrix(rep(0.01, m*n), nrow=m, ncol=n)
alfa0 = rep(0.01,m)

alfal = rep(0.01,m)

alfa2 = rep(0.01,m)

beta0 = rep(0.01,m)

betal = rep(0.01,m)

beta2 = rep(0.01,m)

sigma2e = rep(0.001, m)

sigmaZ2alfa = rep(0.001, m)

sigma2beta = rep(0.001, m)

for (Iin 1:(m-1)) {

auxl = (n-1)/2

aux2 = sum((alfa.suj[l, ]-(alfaO[l] + alfal[l]*trat[ ,1] + alfa2[l]*trat]
2]))"2)/2

sigmaZ2alfa[l+1] = 1/rgamma(l, shape=auxl, rate=aux2)

aux3 = sum((beta.suj[l, ]-(betaO[l] + betal[l]*trat] ,1] + beta2[l]*trat[
2))"2)/2
sigmaZ2beta[l+1] = 1/rgamma(l, shape=auxl, rate=aux3)

aux4 = n*g/2 + el
aux5 =rep(0, n)

for(i in 1:n){
aux5[i] = sum((y[i, ] - (alfa.suj[l, 1] + beta.suj[l,ij*tempo))"2)

}

aux6 = sum(auxb)/2 + e2
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sigma2e[l+1] = 1/rgamma(l, shape=aux4, rate=aux6)

aux7 = (c02*(sum(alfa.suj[l, ])-alfal[l]*n1-
alfa2[l]*n2)+a0*sigmaZalfa[l+1])/(sigma2alfa[l+1] + n*c02)

aux8 = (sigmaz2alfa[l+1]*c02)/(sigma2alfa[l+1] + n*c02)

alfa0[l+1] = rnorm(1, aux7, sqrt(aux8))

aux9 = (c12*(sum(trat[ ,1]*alfa.sujfl, ])-
nl*alfaO[l+1])+sigma2alfa[l+1]*al)/(n1*c12+sigma2alfa[l+1])

aux10 = (sigma2alfa[l+1]*c12)/(sigmaZ2alfa[l+1] + n1*c12)

alfal[l+1] = rnorm(1, aux9, sqgrt(aux10))

aux1l = (c22*(sum(trat[ ,2]*alfa.suij[l, ])-
n2*alfaO[l+1])+sigma2alfa[l+1]*a2)/(n2*c22+sigmaZ2alfa[l+1])

aux12 = (sigma2alfa[l+1]*c22)/(sigma2alfa[l+1] + n2*c22)

alfa2[l+1] = rnorm(1, aux11, sqgrt(aux12))

aux13 = (d02*(sum(beta.suj[l, ])-betal[l]*n1-
beta2[l]*n2)+b0*sigma2beta[l+1])/(sigma2beta[l+1] + n*d02)

auxl14 = (sigma2beta[l+1]*d02)/(sigma2beta[l+1] + n*d02)

betaO[l+1] = rnorm(1, aux13, sqrt(aux14))

aux15 = (d12*(sum(trat[ ,1]*beta.suj[l, ])-
nl*betaO[l+1])+sigma2beta[l+1]*b1)/(n1*d12+sigma2beta[l+1])

aux16 = (sigma2beta[l+1]*d12)/(sigma2beta[l+1] + n1*d12)

betal[l+1] = rnorm(1, aux15, sqrt(aux16))

aux17 = (d22*(sum(trat[ ,2]*beta.suj[l, ])-
n2*betaO[l+1])+sigma2beta[l+1]*b2)/(n2*d22+sigma2beta[l+1])

aux18 = (sigma2beta[l+1]*d22)/(sigma2beta[l+1] + n2*d22)

beta2[l+1] = rnorm(1, aux17, sqrt(aux18))

aux19 =
(sigmazalfa[l+1]*sigma2e[l+1])/(g*sigma2alfa[l+1]+sigma2e[l+1])
aux20 =
(sigmazbeta[l+1]*sigma2e[l+1])/(sum2tempo*sigma2beta[l+1]+sigma2e[l+1])
aux21 = rep(0, n)
aux22 = rep(0, n)
for(i in 1:n){
aux21[i] = (sigma2alfa[l+1]*sum(y[i, ]-
beta.suj[l,ij*tempo)+sigma2e[l+1]*(alfaO[l+1]+alfal[l+1]*trat[i,1]+alfa2[l+1]*trat[i,2]))/(
g*sigma2alfa[l+1]+sigma2e[l+1])
alfa.suj[lI+1, i] = rnorm(1, aux21[i], sqrt(aux19))
aux22[i] = (sigma2beta[l+1]*sum(tempo*(y][i, ]-alfa.suj[l+1,
i]))+sigma2e[l+1]*(betaO[l+1]+betal[l+1]*trat[i,1]+beta2[l+1]*trat[i,2]))/(sum2tempo*si
gma2beta[l+1]+sigma2e[l+1])
beta.suj[l+1, i] = rnorm(1, aux22[i], sqrt(aux20))
}

}

alfa.tl = alfaO+alfal
alfa.t2 = alfaO+alfa2
alfa.t3 = alfa0
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beta.tl = betaO+betal
beta.t2 = betaO+beta2
beta.t3 = beta0

alfa.tl.class = effix.class[ ,1]
alfa.t2.class = effix.class[ ,1]+effix.class][ ,3]
alfa.t3.class = effix.class[ ,1]+effix.class][ ,4]
beta.tl.class = effix.class[ ,2]
beta.t2.class = effix.class|[ ,2]+effix.class[ ,5]
beta.t3.class = effix.class|[ ,2]+effix.class[ ,6]

# Resultados do Gibbs Sampling

for(iin 1:n) {
media]r, i] = mean(alfa.suj[(burn+1):m, i])
media]r, (i+n)] = mean(beta.suj[(burn+1):m, i])
medianalr, i] = median(alfa.suj[(burn+1):m, i])
medianalr, (i+n)] = median(beta.suj[(burn+1):m, i])
percl]r, i] = quantile(alfa.suj[(burn+1):m, i], probs=c(1-alfa))
perc2]r, i] = quantile(alfa.suj[(burn+1):m, i], probs=c(alfa))
percl]r, (i+n)] = quantile(beta.suj[(burn+1):m, i], probs=c(1-alfa))
perc2|r, (i+n)] = quantile(beta.suj[(burn+1):m, i], probs=c(alfa))
var[r, i] = var(alfa.suj[(burn+1):m, i])
var[r, (i+n)] = var(beta.suj[(burn+1):m, i])
kernell=density(alfa.suj[(burn+1):m, i], bw="nrd0", n = 512,
from=min(alfa.suj[(burn+1):m, i]), to=max(alfa.suj[(burn+1):m, i]))
posmol = which.is.max(kernel1$y)
modalr, i] = kernell$x[posmo1l]
kernel2=density(beta.suj[(burn+1):m, i], bw="nrd0", n = 512,
from=min(beta.suj[(burn+1):m, i]), to=max(beta.suj[(burn+1):m, i]))
posmo2 = which.is.max(kernel2$y)
modalr, (i+n)] = kernel2$x[posmo2]

}

media[r, 55] = mean(alfa.t1[(burn+1):m])
media[r, 56] = mean(alfa.t2[(burn+1):m])
media[r, 57] = mean(alfa.t3[(burn+1):m])
media[r, 58] = mean(beta.t1[(burn+1):m])
media[r, 59] = mean(beta.t2[(burn+1):m])
media[r, 60] = mean(beta.t3[(burn+1):m])
media[r, 61] = mean(sigma2alfa[(burn+1):m])
media[r, 62] = mean(sigmaz2beta[(burn+1):m])
media[r, 63] = mean(sigmaz2e[(burn+1):m])

mediana[r, 55] = median(alfa.t1[(burn+1):m])
mediana[r, 56] = median(alfa.t2[(burn+1):m])
mediana[r, 57] = median(alfa.t3[(burn+1):m])
mediana[r, 58] = median(beta.t1[(burn+1):m])
mediana[r, 59] = median(beta.t2[(burn+1):m])
mediana[r, 60] = median(beta.t3[(burn+1):m])
mediana[r, 61] = median(sigmaZ2alfa[(burn+1):m])
mediana[r, 62] = median(sigmaZ2beta[(burn+1):m])
mediana[r, 63] = median(sigma2e[(burn+1):m])
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percl|r, 55] <- quantile(alfa.t1[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
percl|r, 56] <- quantile(alfa.t2[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
perclr, 57] <- quantile(alfa.t3[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
percl|r, 58] <- quantile(beta.t1[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
percl|r, 59] <- quantile(beta.t2[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
percl|r, 60] <- quantile(beta.t3[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
percl|r, 61] <- quantile(sigma2alfa[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
percl|r, 62] <- quantile(sigma2beta[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))
percl|r, 63] <- quantile(sigma2e[(burn+1):m], probs=c(1-alfa))

perc2[r, 55] <- quantile(alfa.t1[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 56] <- quantile(alfa.t2[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 57] <- quantile(alfa.t3[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 58] <- quantile(beta.t1[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 59] <- quantile(beta.t2[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 60] <- quantile(beta.t3[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 61] <- quantile(sigma2alfa[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 62] <- quantile(sigma2beta[(burn+1):m], probs=c(alfa))
perc2[r, 63] <- quantile(sigma2e[(burn+1):m], probs=c(alfa))

var[r, 55] = var(alfa.t1[(burn+1):m])
varlr, 56] = var(alfa.t2[(burn+1):m])
var[r, 57] = var(alfa.t3[(burn+1):m])
var[r, 58] = var(beta.t1[(burn+1):m])
varlr, 59] = var(beta.t2[(burn+1):m])
var[r, 60] = var(beta.t3[(burn+1):m])
var[r, 61] = var(sigma2alfa[(burn+1):m])
var[r, 62] = var(sigma2beta[(burn+1):m])
var[r, 63] = var(sigma2e[(burn+1):m])

kernel3 = density(alfa.t1[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(alfa.t1[(burn+1):m]), to=max(alfa.t1[(burn+1):m]))

posmo3 = which.is.max(kernel3$y)

modalr, 55] = kernel3$x[posmo3]

kerneld4 = density(alfa.t2[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(alfa.t2[(burn+1):m]), to=max(alfa.t2[(burn+1):m]))

posmo4 = which.is.max(kernel4$y)

modalr, 56] = kernel4$x[posmo4]

kernel5 = density(alfa.t3[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(alfa.t3[(burn+1):m]), to=max(alfa.t3[(burn+1):m]))

posmo5 = which.is.max(kernel5$y)

modalr, 57] = kernel5$x[posmo5]

kernel6 = density(beta.t1[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(beta.t1[(burn+1):m]), to=max(beta.t1[(burn+1):m]))

posmo6 = which.is.max(kernel6$y)

modalr, 58] = kernel6$x[posmo6]

kernel7 = density(beta.t2[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(beta.t2[(burn+1):m]), to=max(beta.t2[(burn+1):m]))



posmo7 = which.is.max(kernel7$y)
modalr, 59] = kernel7$x[posmo7]

kernel8 = density(beta.t3[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(beta.t3[(burn+1):m]), to=max(beta.t3[(burn+1):m]))

posmo8 = which.is.max(kernel8$y)

modalr, 60] = kernel8$x[posmo8]

kernel9 = density(sigmaZ2alfa[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(sigmaZ2alfa[(burn+1):m]), to=max(sigma2alfa[(burn+1):m]))

posmo9 = which.is.max(kernel9$y)

moda]r, 61] = kernel9$x[posmo9]

kernel10 = density(sigma2beta[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(sigmaZ2beta[(burn+1):m]), to=max(sigma2beta[(burn+1):m]))

posmo10 = which.is.max(kernel103$y)

modalr, 62] = kernel10$x[posmo10]

kernelll = density(sigma2e[(burn+1):m], bw="nrd0", n = 512,
from=min(sigma2e[(burn+1):m]), to=max(sigma2e[(burn+1):m]))

posmoll = which.is.max(kernel113$y)

moda]r, 63] = kernel11$x[posmoll]

print(r)
}

# Corrigindo média dos efeitos aleatoérios classicos

alfa.suj.class.m = matrix(rep(0O, rep*n), nrow=rep, ncol=n)
beta.suj.class.m = matrix(rep(0, rep*n), nrow=rep, ncol=n)

for (iin 1:n1) {
alfa.suj.class.m[ ,i] = alfa.suj.class][ ,i]+alfa.tl.class
beta.suj.class.m[ ,i] = beta.suj.class][ ,i]+beta.tl.class

}

for (iin 1:n2) {
alfa.suj.class.m[ ,(n1+i)] = alfa.suj.class[ ,(n1+i)]+alfa.t2.class
beta.suj.class.m[ ,(n1+i)] = beta.suj.class| ,(n1+i)]+beta.t2.class

}

for (iin 1:n3) {
alfa.suj.class.m[ ,(n1+n2+i)] = alfa.suj.class[ ,(n1+n2+i)]+alfa.t3.class
beta.suj.class.m[ ,(n1+n2+i)] = beta.suj.class[ ,(h1+n2+i)]+beta.t3.class

}

# Gréficos de convergéncia

windows()
par(mfrow=c(1,3))
ts.plot(sigmaz2alfa)
ts.plot(sigma2beta)
ts.plot(sigma2e)
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windows()
par(mfrow=c(2,3))
ts.plot(alfa.t1)
ts.plot(alfa.t2)
ts.plot(alfa.t3)
ts.plot(beta.tl)
ts.plot(beta.t2)
ts.plot(beta.t3)

windows()
par(mfrow=c(2,2))
ts.plot(alfa.suj[,1])
ts.plot(beta.suj[,1])
ts.plot(alfa.suj[,2])
ts.plot(beta.suj[,2])

# Box-plots e célculos de vicio e egm

windows()
par(mfrow=c(3,2))

boxplot(media[ ,1], moda[ ,1], mediana] ,1], alfa.suj.class.m[ ,1], names=c("média",
"moda”, "mediana”, "classico"))

abline(h = alfa.suj.def[1], Ity="dotted")

titte(main="Boxplot das estimativas para alfa.suj.1")

v.alfa.suj.1.media = mean(media[ ,1]) - alfa.suj.def[1]
egm.alfa.suj.1.media = var(media[ ,1]) + (v.alfa.suj.1.media)"2

v.alfa.suj.1.moda = mean(moda[ ,1]) - alfa.suj.def[1]
egm.alfa.suj.1.moda = var(moda] ,1]) + (v.alfa.suj.1.moda)"2

v.alfa.suj.1l.mediana = mean(mediana[ ,1]) - alfa.suj.def[1]
egm.alfa.suj.1.mediana = var(mediana[ ,1]) + (v.alfa.suj.1.mediana)"2

v.alfa.suj.1.class = mean(alfa.suj.class.m[ ,1]) - alfa.suj.def[1]
egm.alfa.suj.1.class = var(alfa.suj.class.m[ ,1]) + (v.alfa.suj.1.class)*2

boxplot(media[ ,28], moda[ ,28], mediana] ,28], beta.suj.class.m[ ,1],
names=c("'média", "moda", "mediana”, "classico"))

abline(h = beta.suj.def[1], Ity="dotted")

titte(main="Boxplot das estimativas para beta.suj.1")

v.beta.suj.1.media = mean(media[ ,28]) - beta.suj.def[1]
egm.beta.suj.1.media = var(media[ ,28]) + (v.beta.suj.1.media)"2

v.beta.suj.1.moda = mean(moda][ ,28]) - beta.suj.def[1]
egm.beta.suj.1.moda = var(moda[ ,28]) + (v.beta.suj.1.moda)"2

v.beta.suj.1.mediana = mean(mediana] ,28]) - beta.suj.def[1]
egm.beta.suj.1.mediana = var(mediana[ ,28]) + (v.beta.suj.1.mediana)"2



v.beta.suj.1.class = mean(beta.suj.class.m[ ,1]) - beta.suj.def[1]
egm.beta.suj.1.class = var(beta.suj.class.m[ ,1]) + (v.beta.suj.1.class)"2
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boxplot(media[ ,9], moda[ ,9], mediana] ,9], alfa.suj.class.m[ ,9], names=c("média",

"moda", "mediana", "classico"))
abline(h = alfa.suj.def[9], Ity="dotted")
titte(main="Boxplot das estimativas para alfa.suj.9")

v.alfa.suj.9.media = mean(media[ ,9]) - alfa.suj.def[9]
egm.alfa.suj.9.media = var(media[ ,9]) + (v.alfa.suj.9.media)"2

v.alfa.suj.9.moda = mean(moda[ ,9]) - alfa.suj.def[9]
egm.alfa.suj.9.moda = var(moda] ,9]) + (v.alfa.suj.9.moda)"2

v.alfa.suj.9.mediana = mean(mediana[ ,9]) - alfa.suj.def[9]
egm.alfa.suj.9.mediana = var(mediana[ ,9]) + (v.alfa.suj.9.mediana)"2

v.alfa.suj.9.class = mean(alfa.suj.class.m|[ ,9]) - alfa.suj.def[9]
egm.alfa.suj.9.class = var(alfa.suj.class.m[ ,9]) + (v.alfa.suj.9.class)*2

boxplot(media[ ,36], moda[ ,36], mediana[ ,36], beta.suj.class.m[ ,9],
names=c("média", "moda", "mediana”, "classico"))

abline(h = beta.suj.def[9], Ity="dotted")

titte(main="Boxplot das estimativas para beta.suj.9")

v.beta.suj.9.media = mean(media[ ,36]) - beta.suj.def[9]
egm.beta.suj.9.media = var(media[ ,36]) + (v.beta.suj.9.media)"2

v.beta.suj.9.moda = mean(moda][ ,36]) - beta.suj.def[9]
egm.beta.suj.9.moda = var(moda[ ,36]) + (v.beta.suj.9.moda)"2

v.beta.suj.9.mediana = mean(mediana] ,36]) - beta.suj.def[9]
egm.beta.suj.9.mediana = var(mediana[ ,36]) + (v.beta.suj.9.mediana)"2

v.beta.suj.9.class = mean(beta.suj.class.m[ ,9]) - beta.suj.def[9]
egm.beta.suj.9.class = var(beta.suj.class.m[ ,9]) + (v.beta.suj.9.class)"2

boxplot(media[ ,19], moda[ ,19], mediana[ ,19], alfa.suj.class.m[ ,19],
names=c("'média", "'moda", "mediana", "classico"))

abline(h = alfa.suj.def[19], Ity="dotted")

title(main="Boxplot das estimativas para alfa.suj.19")

v.alfa.suj.19.media = mean(media[ ,19]) - alfa.suj.def[19]
egm.alfa.suj.19.media = var(media[ ,19]) + (v.alfa.suj.19.media)"2

v.alfa.suj.19.moda = mean(moda[ ,19]) - alfa.suj.def[19]
egm.alfa.suj.19.moda = var(moda][ ,19]) + (v.alfa.suj.19.moda)"2

v.alfa.suj.19.mediana = mean(mediana[ ,19]) - alfa.suj.def[19]



egm.alfa.suj.19.mediana = var(mediana[ ,19]) + (v.alfa.suj.19.mediana)"2

v.alfa.suj.19.class = mean(alfa.suj.class.m[ ,19]) - alfa.suj.def[19]
egm.alfa.suj.19.class = var(alfa.suj.class.m[ ,19]) + (v.alfa.suj.19.class)"2

boxplot(media[ ,46], moda[ ,46], medianal ,46], beta.suj.class.m[ ,19],
names=c("média", "moda", "mediana", "classico"))

abline(h = beta.suj.def[19], Ity="dotted")

titte(main="Boxplot das estimativas para beta.suj.19")

v.beta.suj.19.media = mean(media[ ,46]) - beta.suj.def[19]
egm.beta.suj.19.media = var(media[ ,46]) + (v.beta.suj.19.media)"2

v.beta.suj.19.moda = mean(moda][ ,46]) - beta.suj.def[19]
egm.beta.suj.19.moda = var(moda[ ,46]) + (v.beta.suj.19.moda)"2

v.beta.suj.19.mediana = mean(mediana] ,46]) - beta.suj.def[19]
egm.beta.suj.19.mediana = var(mediana[ ,46]) + (v.beta.suj.19.mediana)"2

v.beta.suj.19.class = mean(beta.suj.class.m[ ,19]) - beta.suj.def[19]
egm.beta.suj.19.class = var(beta.suj.class.m[ ,19]) + (v.beta.suj.19.class)"2

windows()
par(mfrow=c(3,2))

boxplot(media[ ,55], moda[ ,55], mediana[ ,55], alfa.tl.class, names=c("média",
"moda", "mediana", "classico"))

abline(h = alfa.tl.def, Ity="dotted")

title(main="Boxplot das estimativas para alfa.t1")

v.alfa.tl.media = mean(media[ ,55]) - alfa.tl.def
egm.alfa.tl.media = var(media[ ,55]) + (v.alfa.tl.media)"2

v.alfa.tl.moda = mean(moda] ,55]) - alfa.t1l.def
egm.alfa.tl.moda = var(moda[ ,55]) + (v.alfa.tl.moda)"2

v.alfa.tl.mediana = mean(mediana[ ,55]) - alfa.tl.def
egm.alfa.tl.mediana = var(mediana[ ,55]) + (v.alfa.tl.mediana)"2

v.alfa.tl.class = mean(alfa.tl.class) - alfa.tl.def
egm.alfa.tl.class = var(alfa.tl.class) + (v.alfa.tl.class)"2

boxplot(media[ ,58], moda[ ,58], mediana[ ,58], beta.tl.class, names=c("média",
"moda", "mediana", "classico"))

abline(h = beta.t1.def, Ity="dotted")

title(main="Boxplot das estimativas para beta.t1")

v.beta.tl.media = mean(media[ ,58]) - beta.tl.def
egm.beta.tl.media = var(media[ ,58]) + (v.beta.tl.media)*2



v.beta.tl.moda = mean(moda[ ,58]) - beta.t1.def
egm.beta.tl.moda = var(moda[ ,58]) + (v.beta.tl.moda)"2

v.beta.tl.mediana = mean(mediana[ ,58]) - beta.t1.def
egm.beta.tl.mediana = var(mediana[ ,58]) + (v.beta.tl.mediana)"2

v.beta.tl.class = mean(beta.tl.class) - beta.tl.def
egm.beta.tl.class = var(beta.tl.class) + (v.beta.tl.class)"2

boxplot(media[ ,56], moda[ ,56], mediana[ ,56], alfa.t2.class, names=c("média",
"moda”, "mediana”, "classico"))
abline(h = alfa.t2.def, lty="dotted")

title(main="Boxplot das estimativas para alfa.t2")

v.alfa.t2.media = mean(media[ ,56]) - alfa.t2.def
egm.alfa.t2.media = var(media[ ,56]) + (v.alfa.t2.media)"2

v.alfa.t2.moda = mean(moda] ,56]) - alfa.t2.def
egm.alfa.t2.moda = var(moda[ ,56]) + (v.alfa.t2.moda)"2

v.alfa.t2.mediana = mean(mediana[ ,56]) - alfa.t2.def
egm.alfa.t2.mediana = var(mediana[ ,56]) + (v.alfa.t2.mediana)"2

v.alfa.t2.class = mean(alfa.t2.class) - alfa.t2.def
egm.alfa.t2.class = var(alfa.t2.class) + (v.alfa.t2.class)"2

boxplot(media[ ,59], moda[ ,59], mediana[ ,59], beta.t2.class, names=c("média",
"moda", "mediana", "classico"))
abline(h = beta.t2.def, Ity="dotted")

title(main="Boxplot das estimativas para beta.t2")

v.beta.t2.media = mean(media[ ,59]) - beta.t2.def
egm.beta.t2.media = var(media[ ,59]) + (v.beta.t2.media)"*2

v.beta.t2.moda = mean(moda[ ,59]) - beta.t2.def
egm.beta.t2.moda = var(moda[ ,59]) + (v.beta.t2.moda)"2

v.beta.t2.mediana = mean(mediana[ ,59]) - beta.t2.def
egm.beta.t2.mediana = var(mediana[ ,59]) + (v.beta.t2.mediana)"2

v.beta.t2.class = mean(beta.t2.class) - beta.t2.def
egm.beta.t2.class = var(beta.t2.class) + (v.beta.t2.class)"2

boxplot(media[ ,57], moda[ ,57], mediana[ ,57], alfa.t3.class, names=c("média",
"moda”, "mediana”, "classico"))
abline(h = alfa.t3.def, Ity="dotted")

titte(main="Boxplot das estimativas para alfa.t3")

v.alfa.t3.media = mean(media[ ,57]) - alfa.t3.def
egm.alfa.t3.media = var(media[ ,57]) + (v.alfa.t3.media)"2
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v.alfa.t3.moda = mean(moda][ ,57]) - alfa.t3.def
egm.alfa.t3.moda = var(moda[ ,57]) + (v.alfa.t3.moda)"2

v.alfa.t3.mediana = mean(mediana[ ,57]) - alfa.t3.def
egm.alfa.t3.mediana = var(mediana[ ,57]) + (v.alfa.t3.mediana)"2

v.alfa.t3.class = mean(alfa.t3.class) - alfa.t3.def
egm.alfa.t3.class = var(alfa.t3.class) + (v.alfa.t3.class)"2

boxplot(media[ ,60], moda[ ,60], mediana[ ,60], beta.t3.class, names=c("média",
"moda", "mediana", "classico"))
abline(h = beta.t3.def, Ity="dotted")

title(main="Boxplot das estimativas para beta.t3")

v.beta.t3.media = mean(media[ ,60]) - beta.t3.def
egm.beta.t3.media = var(media[ ,60]) + (v.beta.t3.media)"2

v.beta.t3.moda = mean(moda[ ,60]) - beta.t3.def
egm.beta.t3.moda = var(moda[ ,60]) + (v.beta.t3.moda)"2

v.beta.t3.mediana = mean(mediana[ ,60]) - beta.t3.def
egm.beta.t3.mediana = var(mediana[ ,60]) + (v.beta.t3.mediana)"2

v.beta.t3.class = mean(beta.t3.class) - beta.t3.def
egm.beta.t3.class = var(beta.t3.class) + (v.beta.t3.class)"2

windows()
par(mfrow=c(3,1))

boxplot(media[ ,61], moda[ ,61], mediana[ ,61], cvar.class[ ,1], names=c("média",
"moda", "mediana", "classico"))
abline(h = sigmaz2alfa.def, Ity="dotted")

titte(main="Boxplot das estimativas para sigmaZ2alfa")

v.sigma2alfa.media = mean(media[ ,61]) - sigma2alfa.def
egm.sigmaZ2alfa.media = var(media[ ,61]) + (v.sigma2alfa.media)*2

v.sigma2alfa.moda = mean(moda[ ,61]) - sigma2alfa.def
egm.sigmaZ2alfa.moda = var(moda] ,61]) + (v.sigma2alfa.moda)"2

v.sigma2alfa.mediana = mean(mediana[ ,61]) - sigma2alfa.def
egm.sigmaZ2alfa.mediana = var(mediana[ ,61]) + (v.sigma2alfa.mediana)”"2

v.sigmaz2alfa.class = mean(cvar.class[ ,1]) - sigma2alfa.def
egm.sigmaZ2alfa.class = var(cvar.class[ ,1]) + (v.sigma2alfa.class)"2

boxplot(media[ ,62], moda[ ,62], mediana[ ,62], cvar.class[ ,2], names=c("média",

"moda”, "mediana”, "classico"))
abline(h = sigma2beta.def, Ity="dotted")
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title(main="Boxplot das estimativas para sigmaZ2beta")

v.sigma2beta.media = mean(media[ ,62]) - sigma2beta.def
egm.sigmaZ2beta.media = var(media[ ,62]) + (v.sigma2beta.media)"2

v.sigma2beta.moda = mean(moda[ ,62]) - sigma2beta.def
egm.sigma2beta.moda = var(moda[ ,62]) + (v.sigma2beta.moda)”"2

v.sigma2beta.mediana = mean(mediana[ ,62]) - sigma2beta.def
egm.sigma2beta.mediana = var(mediana[ ,62]) + (v.sigma2beta.mediana)"2

v.sigmaZ2beta.class = mean(cvar.class| ,2]) - sigma2beta.def
egm.sigmaZ2beta.class = var(cvar.class| ,2]) + (v.sigma2beta.class)*2

boxplot(media[ ,63], moda[ ,63], mediana[ ,63], cvar.class| ,3], names=c("média",
"moda", "mediana", "classico"))

abline(h = sigma2e.def, Ity="dotted")

titte(main="Boxplot das estimativas para sigmaZ2e")

v.sigma2e.media = mean(media[ ,63]) - sigmaZ2e.def
egm.sigma2e.media = var(media[ ,63]) + (v.sigma2e.media)"2

v.sigma2e.moda = mean(moda[ ,63]) - sigma2e.def
egm.sigma2e.moda = var(moda[ ,63]) + (v.sigma2e.moda)”"2

v.sigma2e.mediana = mean(mediana[ ,63]) - sigma2e.def
egm.sigma2e.mediana = var(mediana[ ,63]) + (v.sigma2e.mediana)"2

v.sigmaz2e.class = mean(cvar.class| ,3]) - sigma2e.def
egm.sigmaZ2e.class = var(cvar.class| ,3]) + (v.sigmaZ2e.class)"2
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7.3ANEXO 3 — EXEMPLO DE GRAFICO DE CONVERGENCIA E DE
POSTERIORI ESTIMADA POR KERNEL

No estudo de simulacdo, fez-se graficos como osxahzara verificar a

convergéncia do algoritmo “Gibbs Sampling”:

Trajetoria da cadeia completa Trajetbria da cadeia sem aquecimento
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1
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100
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50

T T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000

Time Time

Ao analisar o grafico da cadeia completa, percebepse as primeiras
iterac6es foram muito discrepantes das demais.dfal, @ partir da 10012 iteracéo, a
cadeia parecia ter estabelecido um padrdo de ctanpemnto. Para verificar isso, se
desconsiderou as primeiras 1000 observagfes e zsaoxamente o grafico da
trajetoria. Parece que a cadeia seguiu um padrdtogas as demais iteragdes, por
isso acredita-se que o periodo de 1000 iteracdssfioiente para a convergéncia da

cadeia para esse parametro. Para os demais pagnaeanalise foi similar.

Também no estudo de simulagcédo, para um particdajucto de dados
gerado, e para o parémetmf;, estimou-se por suavizacdo de Kernel a seguinte

distribuicdo a posteriori.



98

[IRE]
1

noo
1

Observa-se que a posteriori para este parametssigeétrica, fato que é
comum quando se trata de variancias. Observa-sbaoaiito pouca probabilidade
desse parametro ser um valor maior que 20. O vaéximo a posteriori (moda) é

proximo a 10, que foi o verdadeiro valor definidogimulacao.
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7.4 ANEXO 4 — DESCRICAO DO WINBUGS

O programa WIinBUGS esta disponivel gratuitamente pagina
http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugsatualmente esta na versédo 1.4.3. Ao instala-lo,
€ necessario fazer um registro e obter uma chawcelsso para poder se utilizar
todos os recursos do software. Este registro 4 fthxiser feito, seguindo as
instrucbes da pagina, e tem apenas a finalidadeprdeer informacdes aos
idealizadores e patrocinadores do software de gsgmssoas o estdo utilizando e

com qual obijetivo.

O WinBUGS possui um Manual do Usuério, que o acathaano pacote de
instalacdo, e dois documentos com muitos exemasa o usuario iniciante,
recomenda-se como primeira leitura o Tutorial ge& enserido no Manual do
Usuério. Alguns problemas quanto a programacao resagens de erro podem ser
resolvidos enviando-se uermail a equipe que idealizou o softwateugs@mrc-
bsu.cam.ac.yk Ha também uma lista de discussdo de usuarioWadBUGS
(http://www.jiscmail.ac.uk/cgi-bin/wa.exe? AO=bjigsa qual as pessoas cadastradas

podem enviae-mailsque serao recebidos por todos os usuarios cadastra



