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RESUMO

Nesta dissertagio, estudamos ideais primos e ideais fechados em S = R[], onde
S ¢ uma extengao livre centralizante do anel primo . Demonstramos um teorema,
devido a M. FERRIERO, que estabelece uma correpondéncia biunivoca entre os
ideais fechados R —disjuntos de T'|E] e R[E], ¢ os ideais de C[L], onde 1" é um anel
de quocientes & direita de R, e C ¢é o centréide extendido de . Além disso, esta
correspondéncia preserva a propriedade de um ideal ser primo. Como aplicagao deste
resultado, entre outros, obtemos uma decomposicao primaria de um ideal fechado
R — disjunto do anel de polindmios a varias indeterminadas sobre f2.

ABSTRACT

In this thesis, we study prime ideals and closed ideals in S = R[IV], where S is
a centralizing free extension ol the prime ring R. We prove a theorem, due to M.
FERRERO, that establishes a 1-1 correspondence bhetweem the R — disjount closed
ideals of T'[[2] and R[£], and the ideals of C[£], where T is a ring ol right quotients of
R, and (' is the extended centroid of R. Furthermore, this correspondence preserves
the property [or an ideal to be prime. As an application, among others, one gels a
primary decomposition for the R — disjoint closed ideals of the polynomial rings in
several variables over R.
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Introducao

ista dissertagao trata de ideais primos em extensoes livres centralizantes de um
anel R, segundo [6], de M.Ferrero. Aqui, estudamos uma classe de ideais mais geral, a
dos ideais fechados e, como caso particular, se obtém resultados sobre ideais primos.
Dado S = R[FE] uma extensao livre centralizante do anel primo com unidade R (S
¢ um f-modulo livre ¢ £ é uma base centralizante de S sobre R, tal que 1 € I),
consideramos Q[E] e C[E], onde @ é o anel completo de quocientes a direita de I,
e C' é o centréide extendido de R. Entao, obtemos uma correspondéncia biunivoca
entre os ideais fechados de Q[F] e de R[E] e os ideais de C[F]. A correspondéncia
preserva a propriedade de um ideal ser primo.

Como conseqiiéncia desta correspondéncia, entre outros, obtemos um resultado
original, que ¢ a decomposigio primaria dos ideais [echados do anel de polindmios a
varias indeterminadas. Esta decomposicao generaliza a representaciao de um ideal
principal lechado do anel de polindémios a uma indeterminada como interseccao finita
deidears principais fechados associados a poténcias de ideais primos 17— disjuntos,
obtida em [5] (teorema 3.1).

Os ideais lechados também tem sido usados para estudar ideais primos em ex-
tensoes de Ore ([3], [9] e [13]).

“ste tema, na literatura, esta apresentado de modo diferente. Os resultados
sobre ideais fechados ¢ primos em extensoes livres centralizantes sao obtidos poste-
riormente aos resultados em anéis de polinémios, como uma generalizacao. Aqui,
desenvolvemos diretamente os resultados em extensoes livres centralizantes ¢ obte-
mos, como aplicagao, os resultados em anéis de polinémios, destacando especilicas
particularidades deste caso.

No capitulo 1, apresentamos alguns topicos que sao pré-requisitos para a leitura
do que segue. Dividimos este capitulo em trés secgoes. Na primeira, revisamos alguns
conceitos e mostramos algumas caracterizagoes de ideais ¢ anéis primos. Noutra
sec¢ao, construimos o anel completo de quocientes a direita de 2. Fncerramos este
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capitulo, tratando de extensoes livres centralizantes de 2. Aqui mostramos que, por
passagem ao quociente, neste trabalho, sempre podemos supor R um anel primo.
Ao final, damos alguns exemplos de extensoes livres centralizantes de I
No capitulo 2, estudamos os ideais primos R — disjunlos e [echados de

S = R, onde S ¢ uma extensao livee centralizante do anel primo com unidade
R. Caracterizamos o lecho [[] = {be S |30 # HHa s : bl C I} de um ideal
N —disjunto I de S, como o inico ideal fechado de S que contém I e tem a mesima
minimalidade de [ (corolario 2.1.5). Dado um ideal primo R — disjunto P de S,
P é fechado (P = [P]). Em seguida, particularizamos os resultados ao anel de
polinémios a uma indeterminada R[X]. Sejam [ um ideal R — disjunto de R[X] ¢
S um polinémio qualquer de miimo grau no ideal /. Iintao, temos que

H=[/]={9€RIX]|30#HAR : gHHa C R[X][}, onde a = le([) (corolario
2.2.9). Assim, caracterizamos o lecho [/] do ideal I através de um polindmio de
minimo grau em . Aqui, o conceito de minimalidade ¢ com respeito ao grau dos

i)

polindmios ¢ nao com respeito ao suporte dos elementos, considerado para o caso
mais geral S = R[FE]. Também caracterizamos os ideais R — disjuntos de R[X] que
sao primos (teorema 2.2.11).

No capitulo 3, é obtida a correspondéncia biunivoca entre os ideais [echados
de QL) e de R[I)] ¢ os ideais de C[L], citada acima. Além disso, dado um anel
de quocientes a direita 7" de R (1" é um subanel de ) que contém [?), temos que
a mesma correspondéncia estd estabelecida para os ideais fechados de T[E]. Ela
associa o ideal fechado I de R[F] com o ideal fechado /7 de T'[F] ¢ o ideal N de
ClE] se 'OR[E)=1e ™= Q[E]NNT[L] (teorema 3.1.5). Lista correspondéncia
preserva a propriedade de um ideal ser primo (teorema 3.1.7).

A seguir, damos dois caminhos para representar um ideal primo RR—disjunlo P de
R[X]. O primeiro é uma conseqiiéncia da correspondéncia acima, via polinémios ir-
redutiveis de C[X] (corolario 3.2.3). O segundo caminho, ¢ intrinscco no anel 12[.X],
considerando polinémios completamente irredutiveis em R[X] (teorema 3.2.10).

No capitulo 4, estudamos, numa primeira secgio, a decomposicao dos ideais prin-
cipais fechados do anel de polinémios a uma indeterminada sobre 12, segundo [5]. Os
resultados obtidos na tltima sec¢ao sao originais. O principal, é uma generalizagao
do que estudamos na secgio anterior, que ¢ a decomposi¢dao priméaria de um ideal
fechado do anel de polindmios a virias indeterminadas sobre /! (teorema 1.2.12).
Para isto, obtemos alguns resultados que generalizam conceitos ¢ propriedades dos
andis comutativos Noetherianos.

Finalmente, a notagao A C 13, signilica que o conjunto A estia contido estrita-
mente no conjunto /3,



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Anéis Primos e Ideais Primos

Seja 2 um anel qualquer. A seguir, lembramos algumas defini¢oes que utilizare-
mos nesta dissertagao, particularmente sobre ideais primos de R. Daremos, tambén,
algumas caracterizacoes do conceito de ideal primo.

Definigao 1.1.1 Scja P wm ideal de R. P ¢ chamado ideal primo de 17 s
salisfaz « scquinle propricdade: s¢ A ¢ B sao idewis de R lais que AIZC 2, cnldo
A C P oo I3 C 2,

O teorema 1.1.2 estabelece propriedades equivalentes a delinicao 11,1, Sua
demonstracao pode ser encontrada em [15] (teorema 4.3).

Teorema 1.1.2 Sejam R um anel ¢ P um ideal de 2. As scquinles condi¢ocs
sao cquialenles:

(i) PP € um ideal primo de R

(it) sejam a, b € R lais que aRb C P, entio a € P oube P

(iii) sc (a) ¢ (b) sdo ideais principais de B lais que (a)(b) S P.oculao a & P ou
be P

(iv) se U,V sao ideais a dircila de R lais que UV C P, entao U ouV

cF 1%
(v) se U,V sio ideais a esquerda de R lais que UV C P, entio U C P ou V

C
crP

Defini¢do 1.1.3 Um anel R é chamado anel primo se o ideal 0 = {0} € wm
ideal primo de R.
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Corolario 1.1.4 As sequinles condigoes sao equivalentes:

(i) B ¢ wm anel primo, isto ¢, dados A ¢ B dois ideais de R lais que AB =0,
cnldao A =10 ou I3 =10

(i) scjam a,b € R lais que allb =10, enlio a =0 ou b= 10

(iit) scja Il wm ideal ndo nulo de . Se aHb =0 entdio a =0 oub =10

Demonstragao : (ii)= (iii) Como aHb = 0, aHRb = 0. Se b # 0, temos,
por hipétese, que all = 0 (se h € H, ahRb = 0 e ah = 0, por (ii) ). Logo,
aRH = 0. Como H # 0, existe 0 # h € H e obtemos alRh = 0 (com h # 0).

Conseqiientemente, ¢ = 0. As outras implicagoes sao evidentes.

IEm 1.1.2 e 1.1.4 consideramos produtos de ideais contidos em um ideal P, ou
produto de R por elementos a direita e a esquerda contido em P (alth C P).
Vejamos o

Lema 1.1.5 Sejam P wm ideal primo de R, I um ideal de R e b€ R. Se bl C P
el € P enldo b€ P.

Demonstragao : Desde que I € P, existe ¢ € I\ P. Mas bRe C P, pois
Re C 1. Como ¢ & P, temos que b € P, por 1.1.2(i1).

Para simplificar este trabalho, por passagem ao quociente, consideraremos 2 um
anel primo (capitulo 2). Assim, vejamos o lema a seguir, que caracteriza o conceito
de anel primo, para anéis quocientes.

s : . - .
Lema 1.1.6 Seja P um ideal de R. Entlao o anel % € primo se ¢ somenle se P
¢ um ideal primo de R.

Demonstragao : Seja R = % e mostremos que 0 é um ideal primo de 2. Sejam
T e J ideais de R tais que TJ € 0. Entao 1J C 0 e, conseqiientemente, [.J C P,
onde I e J sdo ideais de R tais que % =7Je % =.J. Por hipétese, [ C P ou J C P,
logo T =0 ou J = 0. Assim, 0 é um ideal primo de R. Reciprocamente, scjam [
e J ideais de R tais que IJ C P, portanto 5l €0 Segue que, T=0ou.J=0c¢
obtemos I € P ou.J C P. Logo, P é um ideal primo de B. A prova esta completa,

Lema 1.1.7 Seja P wmn ideal de R. P é win ideal primo de R sc ¢ somenle se
para quaisquer ideais [ ¢ J de R lais que PC I, PC J e lJ C P enlio [ = I ou
"j S PI
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Demonstragao : Se 2 ¢ um ideal primo de R, desde que [J € P, temos [ C P
ou J C P e segue, por hipétese, que I = P ou J = P. Reciprocamente, scjam
a,b € R tais que (a)(b) € P e mostremos que a € P ou b € P. Sejam I = ([’,a)
e J = (P,b), onde (K,a) é o ideal gerado por K e a, para qualquer o € R ¢ ¥
ideal de R. Entao P C I e P C J. Por hipétese, concluimos que [ = I” ou J = I.
Conseqiientemente, a € P (pois a € 1) ou b € P. Logo, P é um ideal primo de 7,
o que completa a prova.

O lema a seguir relaciona os conceitos de anel primo e ideal primo entre os

anéis Il e fa’.[.\’].

Lema 1.1.8 As seguinles afirmagocs sao verdadeiras:
(i) B ¢ wm anel primo sc ¢ somenle se R[X] € wm anel primo.
(ii) Scja | wm ideal de R. I ¢ primo sc ¢ somenle se 1[X] ¢ wm

idcal primo de R[X].

Demonstragao : (i) Suponhamos que R ¢ um anel primo ¢ scjam [ ¢ .J dois
ideais nao nulos de R[X] tais que IJ = 0. Para [ € I, le([) denota o cocli-
ciente dominante de f, e definimos 7(/) = {e € R | 30 # [ € [ : le(f) = a}.
Analogamente, definimos 7(J). I facil ver que 7(/) ¢ 7(J) sao dois ideais nao nu-
los de R. Como [J = 0, 7(I)7(J) = 0, o que contradiz o fato de R ser um anel
primo. Reciprocamente, sejam [ e J ideais de R satislazendo [.J = (. Portanto,
0= [J[X] = I[X])J[X] (ver lema 1.3.2). Assim, temos que [[X]=0ou J[X]=0,¢
conseqiicntemente [ = 0 ou J = 0. Logo, £ ¢ um ancl primo.

(i1) Conseqliéncia imediata de (i) por passagem ao quociente.
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1.2 Anel Completo de Quocientes

Nesta secgao construimos o anel completo de quocientes a direita Q de um ancl
primo 12 (ver cap. 1X de [21] e secgao 4.3 de [12]). No caso particular de 2 ser um
dominio de integridade (comutativo) ) coincide com o corpo de [ragoes de . Ao
final desta seccao definimos o anel de Martindale de R.

Seja R um anel com unidade. Um ideal (bilatero) U de R, serd denotado por
U < R. Comegamos definindo ideal denso a direita de A.

Definigao 1.2.1 Seja D wm ideal @ direila de R. D € dito um ideal denso a
direila se para quaisquer 0 # ry € R ery € R exister € R tal queryr # 0 eryr € D.

Observemos que, se D é um ideal denso a direita de R, entao D é um ideal nao
nulo. De fato, tomando 0 # r; = r € R na definigao acima, obtemos que existe
r € R tal que 0 # ryr € D.

Denotaremos por D o conjunto de todos os ideais densos a direita de 12 e, por
(D, f), o homomorfismo de R-médulos a direita f : D — R, onde D € D. Seja
7 = {(D,[)| D € D}. Vejamos, a seguir, como determinar se um ideal {/ < R, é
denso a direita. Da defini¢ao anterior, obtemos o

Lema 1.2.2 Um ideal U de R ¢ denso a direita se e somenle se para qualquer
re il comrl! =0 temos que v = 0.

Demonstragao : Assumimos que dado » € I tal que v/ = 0 entao r = 0, onde
[/ 4 R. Seja r, € R.Se r # 0, por hipotese existe s € U tal que rs # 0. Desde
que U < R,rs € U, e por delinigao U € D. Reciprocamente, se U € D entao o
resultado segue, tomando r; = | na definicao 1.2.1. O lema estd demonstrado.

Assim, se R é um anel primo, todo ideal ndao nulo de R é denso a direita. De
fato, scja 0 # U7 < R, tal que »U =0, onde r € B, Entao r =0 (#l/ = +l/1 ¢ R ¢
primo) ¢ pelo lema 1.2.2 temos que U € D.

Daremos agora trés propriedades importantes que D satisfaz.

Lema 1.2.3 Sejam D, D' € D. ['nlao:
(i) (DN D")eD
(it) DD' € D
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Demonstragao : (i) Scjam 0 # v € e ry € R Como D € D, podemos
encontrar » € R tal que rir # 0 e o7 € D. Também D' € D, logo existe ' € R
tal que (rr)r’ # 0 e (ror)’ € D'. Entao rorr’ € (D N D') e conseqlientemente
(DND'")eD.

(i1) Temos que DD' = (DR)D' = D(RD'). Sejam 0 # ry,r, € R. Como
D € D, existe r € R tal que 7y # 0 e ror € D. Por outro lado, 0 # (RD') < R,
portanto existe { € RD’ satisfazendo rirt # 0 e rort € RD' (ver 1.2.2, ja que
RD' € D). Set =) .s;d;onde d; € D' e s; € R, temos que ri(rd . sidi) # 0 ¢
Yo (rar)(sid;) € D(RD"). Logo DD' € D, o que demonstra o lema.

ISm particular, se R ¢ primo, D e D e 0 # 11 < R, entao DH € D.

Auntes de provar a terceira propriedade de D, consideremos a seguinte

Definigao 1.2.4 Sejam U,V € D e (U,[),(V,9) € T. Dizemos que (U,f) ¢
cquivalente a (V,g) se existe W € D tal que W C (U NV) salisfazendo
(I’V ;f] w) = fW ,!}|w)-

E facil ver que a relagao acima é uma relagao de equivaléncia sobre 7. Seja ()
o conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por esta relacao. Dado
(Uf) € T, denotamos por [U, f] a classe de equivaléncia de (U,[). Vejamos agora a
terceira propriedade que destacamos de D, que nos permitira definir operagoes em
(2, a [im de construirmos um anel.

Lema 1.2.5 Sejam (U,f) € T ¢ V € D. Intao ['(V) € D.

Demonstragao : Sejam 0 # ry,r, € R. Sabendo que U € D, existe r € I}
tal que rirr # 0 e ror € U. Consideremos agora 7 # 0 e f(rorr) € K. Do [ato
de que V € D, temos que existe s € R tal que ryrs # 0 e f(ryr)s € V. Mas
f(rars) = [(rar)s € V, entdo ryrs € [~Y(V). Segue que [~'(V) € D.

Agora podemos definir em () as opergoes de adigao e multiplicagao como segue:

Definigao 1.2.6 Dados [U,[],[V,g] € Q,definimos as sequinles operagocs:
(i) [UJ]+[V. 9] = [UNV,[+g]
(ii) [U.f][V 9] = [g7"(U).Jog]

Verifiquemos que estas operagoes estao bem definidas. Sejam [U, J] = [U', [] ¢
[V.g] = [V', ¢'] pertencentes & Q. Assim, existem W, W’ € D tais que W C U n U’
e W' C VNV satisfazendo [ |w = " |w e ¢ |w = ¢ |wr. Conseqiientemente,
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JHgla) = ["+g'(a),para todo a € WNW’, ouscja, (WNW', [+g) = (WNW’, ["4+4').
Como W AW CUNVNU NV, obtemos que [UNV, f+g] =[U' NV, [+ ¢
Portanto a adi¢ao esta bem definida.

Para verificar se a multiplicagio esta bem definida, tomamos
a € g7 (U)N ()" (U)NWNW. Assim, g(a) € U,¢'(a) € U’ e g(a) = ¢'(a).
Obtemos que f(g¢'(a)) = f'(¢'(a)). Mas « € W', logo f(g(a)) = f(¢'(a)).

Conseqlientemente, f o g(a) = f(g(a)) = f(¢'(a)) = f'(¢'(a)) = [" o ¢'(a) e,
agora, é facil ver que [U, [][V,¢] = U, ['][V',¢').

Mostremos que @, munido destas operacoes é um anel.

Proposigao 1.2.7 (Q,+,:) ¢ wm anel.

Demonstragao : Sejam [U, f],[V,g], (W, h] € Q.
(1)associatividade da adigao
(U 11+ [V, g)) + (Wyh] = [U OV, [ + g 4+ [Woh] = [U AV AW, (] +g) + b] =
=[UNVAW, f+(g+h)]=[US1+[VNW,g+h] =[U,[]+ ([V,g] + [W,h])
(i1)comutatividade da adi¢ao
U 1+ [Vl =lUnV. [ +gl=[VnUg+[]=[V,g]+[U. /]
(ii1)[R2.0] ¢ o elemento neutro da adiiao, onde 0 denota a aplicacio
0: 17— R tal que 0(r) = 0 para cada r € R. Temos:
(0] + (U, f1=[BNU,0+ []=[U.[]
(iv)[t1. =[] ¢ o elemento simétrico de [(7, f] em relacao i adiciao, pois
“;s _” + [”1 f] =22 [”s i r] = [U, 0] = [R‘? 0]
(V)A associatividade da multiplicagio mostra-se com argumentos
analogos aos usados em (i).
(vi)Para provar que a multiplicagao é distributiva em relagao a adicao, tomamos
L=g " ()nh Y (U)nV AW eé lacil ver que
[Lyfo(g+h)]=[L,[og+ [oh]esegue a distributividade.

Definigao 1.2.8 O ancl () ¢ chamado de anel complelo (ou mazximal) de quo-
cientes a diveila de I,

Proposigao 1.2.9 Seja It wm anel com unidade ¢ Q) o anel completo de quo-
cientes a dirveita de R. FEnlio R C Q.

Demonstragao : Consideremos o homomorfismo de anéis ¢ : £ — () delinido
por @(a) = [R, @] para todo a € R, onde a;: R — Ry ¢ definido por ai(r) = ar
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para cada » € R (multiplicacao a esquerda). Veriliquemos que ¢ ¢ um monomor-

fismo. Sejam a,b € R. Entao temos que (a + b); = a; + by, pois dado r € R,

(a4 b)(r) =(a+b)r =ar+br=a(r)+ bi(r) = («+ b)(r). Logo

pla+b) = (a+b); = aj+ b = p(a) + ¢(b). Analogamenete (ab); = a; 0 by e assim,

plab) = @(a)p(b). Concluimos que ¢ ¢ um homomorfismo de R em Q.
Suponhamos que [R,q] = 0 para algum a € R. Segue que ar = 0 para todo

r € Reentao a = 0 pois 1€ R. Isto é, Ker(p)=0 e entdo ¢ é injetivo. Logo

R~ p(R) C Q. A prova esta completa.

Para simplificar a notacao, consideremos sempre R C @, identilicando cada

a € I com “t’,u;] c Q.

Lema 1.2.10 Scja (U, f) € T. Entao para qualquer w € U, lemos que
Jow = (f(w). Em particular, (U, [][R,w] = [R, ([(w))].

Demonstragao : Como [ : U — g, entao para cada v € U ¢ x € I temos
que fow(x) = f(w(z)) = flux) = (f(u))z = (f(u))lx). Assim, fowu = (f(u)).
Agora, [U, fl[R,w] = [uy'(U), fow] = [R, fow) = [R,(f(u))]

Lema 1.2.11 Seja g € Q. Seja (U, f) € T tal que q = (U, f]. Entio f(r) = qr,

para lodo v+ € {7,

Demonstragao : Sejam ¢ = [U, f] € @ e r € U. Temos que
qr = qr; = (U, f1[R, 7] = [R,(f(r))1] = @([(r)). Assim, obtemos que ¢ = [(r),

para todo r € U.

A seguinte proposi¢ao nos mostra uma propriedade importante de ), que sera
freqiientemente utilizada.

Proposigao 1.2.12 Seja q € Q. Seja (U, f) € T tal que ¢ = U, [].
ntio ql/ C R.

Demonstragao : Por 1.2.11 temos que qU C R.

Corolario 1.2.13 Para quaisquer ¢y, .....,qn € Q, cxiste U € D lal que q;U C R,
para cada i € {1,...,n}.

Demonstragédo : Para cada i € {1,...,n} consideramos U; € D tal que
¢:U; € R. Entao U = NI, U; satislaz o corolario.
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Corolario 1.2.14 Scja U wm idcal denso a dircila de R e scja [ 2 U — IR wm
homomorfismo de R-modulos a direila. Intao exisle ¢ € Q) lal que [(1) = qr para
qualquer r € U,

Demonstragao : Tomemos ¢ = [U, f] € Q e aplicamos 1.2.11.
Lema 1.2.15 Seje g € Q@ ¢ U € D. Se qU = 0 entdo ¢ = 0.

Demonstragio : Seja ¢ = [V, f] € . Por hipétese ¢(U N V) = 0. logo, por
1.2.11, [ unr=0. Logo ¢ = [V, f] = [UNV, [ luav] = [U N V,0] = [R,0] = 0.

Consideramos agora T um subanel de @ que contém R e vejamos que, se R ¢é
primo, 7" ¢ um anel primo. Os subanéis de ) que contém R sao chamados de Anéis
de Quocientes a Direita de R. Vejamos a

Proposigao 1.2.16 Seja R wm anel primo. Entdo lodo anel de quocienles a
direita de R ¢ primo. Em parlticular, Q) € um anel primo.

Demonstragao : Seja 7' um anel de quocientes a direita de R. Suponhamos
que existam ¢ # 0 e p # 0 em T tais que ¢Tp = 0. De 1.2.12, existem U,V € D
satisfazendo g/ T R e pV C R, pois T' C Q. Do fato de ¢ ¢ p serem nao nulos,
existemu € U ¢ v eV eomqu##0cepo#0. Como R ¢ primo, temos
0 # (qu)R(pe) C (¢Bp)e = 0, uma contradicao. Logo nao existem tais clementos
q ¢ pem T e portanto 1" ¢ um anel primo. A prova esta completa.

O conjunto dos elementos ¢ € Q tais que gr = rq para cada » € 7 ¢ denominado
Centralizador de R em @ e denotado por Vg(2). O centro de @@ ¢ o conjunto
C={q€Q|qp=pq ¥p€ Q}. Vejamos o

Lema 1.2.17 Scja ¢ = [U, f] € Q. As sequintes condigies sao equivalenles:
(i) q € C

(ii) Ewiste um ideal I de R lal que U C [ e [ € D, ¢ wm homomorfismo [* de
R-bimodulos f* : I — R salisfazendo [~ |u= [

(iii) q € Vo(R)

Além disso, se (ii) ¢ verificado, entio f*(a) = qa, para todo a € I.

Demonstragao : (1)=-(ii1) Imediato. )
(iii)=+(ii) Seja ¢ = [U, f] € Vp(R). Consideremos o ideal / = RU. E claro que
[ = RlIJ € D, desde que U € D. Delinimos [* : RU — @ por [*(«a) = ga. O
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resultado segue, desde que [*(U) € K. De fato, scja a = 70 riu; € RU. lintao,
como q € Vo(R), f*(a) = ¢ )1 riwi = X, riqui. Agora, por 1.2.12, temos que
f*(a) € R. Logo f*(U) C R.

(i))=>(i) Seja p = [V, g] € @ um elemento qualquer de Q. Queremos mostrar que
qp = pq. De fato, gp = [I, [*][V,g] = [¢7({), f" 0 g]. Tomamos z = uv € F*, onde
I" = ¢='(I), temos:

I (g(uv)) = [ (g(u)v) = g(u)[7(v) = g(uf"(v)) = g(J" (uv)).

Assim, [T o g |p2= go [* |2 e segue que ¢p = pg, j& que 72 € D (por 1.2.5 ¢ 1.2.3)

cque [fog e go [T sao homomorfismos de R-médulos a direita de R. Logo ¢ € (.
Para completar a prova, suponhamos que I <0 R satisfaz as condi¢oes (ii). Con-

seqientemente, ¢ = [U, f] = [/, [*]. Seja a € [. Temos, por 1.2.9 e 1.2.10,

ga = (1. [)[R,a) = [a7 (1), " o ] = a7 (1), (S (@))] = (R, (J*(@)] = [*(a)
o que completa a prova.

De agora em diante consideremos sempre [ um anel primo. Mostremos a seguir
que C' é um corpo. Sejam 0 # a € C ¢ b € (). Suponhamos que «b = 0. intao
0 = Qab = aQb. Como Q é primo, b = 0. Logo nenhum elemento de €' é um divisor
de zero em Q. Iim particular, C' é um dominio de integridade.

Observamos que se ¢ € C'entao por 1.2.17 existem /. <0 2 e [, min homomorlismo
de R-bimédulos, tais que ¢ = [U, f].

Proposigao 1.2.18 Se I ¢ primo, enldio C' € wm corpo.

Demonstragao : Basta verificar que todo 0 # ¢ € C' tem inverso multiplicativo
em C. Sejam 0 # ¢ € C e U < R tais que eU C R (proposicao 1.2.12). Assiin,
por 1.2.15, 0 # ¢U < R ¢ a fungao ¢ : cu — u de cl/ em R induz um elemento
d=[clU,g] € Q. Pelo lema 1.2.11, temos d(ca) = g(ca) = a para todo a € U/, Logo
(de — 1)U = 0 e, por 1.2.15, de = 1, o que completa a prova.

O corpo (' ¢ chamado de Centréide Extendido de 2. O subanel S de @ gerado
por i e C,isto é, S = RC é dito Clausura Central de K.

A proposi¢ao a sceguir nos mostra que todo ancl de quocientes a direita de 2,
que contém a clausura central de R, tem como centro exatamente o centro de ().

Proposigao 1.2.19 Seja T" wm anel de quocientes a diveila de IR que conlém S.
Entao Z(T') = C, onde Z(T') denota o centro de T
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Demonstragao : Seja ¢ € Z(7T'). Portanto ¢l = le para todo | € T. Entao,
como RC T, er = re para todo » € R. Logo ¢ € Vp(Q) e, pelo lema 1.2.17, ¢ € (.
Assim Z(T') C C. A outra inclusao ¢ ébvia, desde que 1 € R e portanto Z(1') = (/.

Um exemplo de anel de quocientes a direita de R, é o anel de Martindale definido
por:

Qumartr ={¢€ Q|30+ U < R tal que qU C R}.

[ claro que Z(Qaranr) = C, pois S € Qarant-

A construcao do anel Qaanr pode ser leita de maneira independente de @,
tomando a familia Z= {U |0 # U < R} em vez de D considerada aqui, e
T'={f:Ur— Rr|U €Te [éumhomomorfismo} em vez de 7.

(ver seccao 2 de [14]).
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1.3 Extensoes Livres Centralizantes

Nesta seccao comegamos delinindo o que é uma extensao livre centralizante de
um anel 2 com unidade. O objetivo principal desta dissertagao é estudar idcais
primos em Lals extensoes,

Amnda nesta seegao, veremos alguns exemplos de extensoes livees centralizantes,

Seja R um anel com unidade. Uma extensao S de R ¢ dita uma extensao livee
centralizante de R se S ¢ um R-médulo livre e existe uma base 12 = {¢;}ieq de
clementos R-centralizantes tais que a unidade 1 € L. Ou seja, S = Zie” bl
e xe; = ¢;x para todo x € R e qualquer ¢ € 1, e existe ip € Q tal que ¢;, = 1.
Denotaremos este fato por S = R[E].

Assim, qualquer a € S pode ser escrito univocamente como soma finita
Q= Zfen a;¢;, onde a; € R para todo 7 € (0.

O e-ésimo coeliciente de « serda denotado por a(e¢). Por exemplo, para o elemento
« acima, a(¢;) = a; para todo i € Q.

Definimos o suporte de a como sendo o seguinte conjunto:
sup(a) = {e € L | a(e) # 0}. I5 claro que sup(a) ¢ um subconjunto finito de /7,
para qualquer a € S.

Lema 1.3.1 Sejam S = R[E] (£ = {ei}ieq) uma ezxlensdo livre centralizante
de R ¢ H wm ideal de R. Entdo HS ¢ um ideal de S.

Demonstragiao : I3 claro que 0 € HS e que HS ¢ lechado para diferenga ¢
produto. Dados u = 3 rie; € S e h € H, temos que uh = ). rihe; € H[I], desde
que H < R. Mas H[E|R[E] C HR[E] = HS, ¢ HS* C HS. Conscqiientemente,
HS é um ideal de S.

Lema 1.3.2 Sejam R um anel com unidade ¢ S = R[E] (E = {¢;}icq) wma
extensdao livre centralizante de R. Dados dois ideais [ ¢ J de R, enlao:

(i) 1[E)] é um ideal de S

(ii) 1[E)J[E)] = 1J[E]

Demonstragao : (i) Imediato.

(i) Desde que 1 € £, temos que [J[1] € I[£]J[£]. Para provar a outra inclusio,
basta ver que, se a € I[E] e € J[L], entao off € 1J[LE]. Sejam o € [[I] e € J[1],
portanto existem «; € [, f; € J tais que o = Y qaicie =37 o Bic,. Agora,

ap=(> u-;ce)tz Bie;) = (D aiPjeie; ) =

1eQ JEQ 1.jEN
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= Z (.riﬂj(z T','J'kek) = Z a;ﬂjrl—j;\.ek € IJ[E],

i JER ke i, kEN
onde ¢;; = Zi.j,keﬂ rijrer  com 1k € R

Lema 1.3.3 Se¢jam R ¢ S como no enunciado do lema anterior. Se P ¢ um
ideal primo de S, entao PN R ¢ um ideal primo de R.

Demonstragao : Claramente, P N R é um ideal de R. Sejam [ e .J ideais
de R tais que IJ C PN R. Entéo [J[E] € P. Como P é ideal primo de S ¢
I{E)J[E) = 1J[E] € P, temos que I[l] € P ou J[F] C P. Conseqiientemente |
ITCPNRoud CPNAR. Logo PN R é um ideal primo de .

Definigao 1.3.4 Um ideal 1 nao nulo de S ¢ dito R — disjunto se IN R = 0.

Seja, como acima, S uma extensao livre centralizante de 2. Se P é um ideal
primo de S, entdao temos que R = 5o C S = U_’FW-?W . De falo, scja « € R ¢

PnR
suponhamos que @ = 0 em S. ntao @ € P e conseqiientemente a € PN R. Assim
i =0ecm K. Logo o homomorlismo ¢ : R — S, onde pla + P)=a+ (PN R)[E], ¢
injetivo ¢ portanto 2 C 5.

Lema 1.3.5 Scjam P idcal primo de S, R = ;;% . S = ”—Jﬁ-f,'-;—w':l ~ R[] «
Pt '

4 5 . p — o =
= PR ¢ P ¢ wmn ideal primo B-disjunlo de S,

=hwl

IR
Intao e

Demonstragao : Temos que 3 =~

Isomorfismos (ver corol. 2 pg. 46 de [2]). Como f,- = :% ¢, por 1.1.6, % é um anel
primo, logo % ¢é primo. Usando novamente 1.1.6, temos que P é um ideal primo de
S. Vejamos que PN R =0. Scjaae P e a=a+ (PN R)[E] tal queae PN R.
Logo existe b € I satisfazendo @ = b, onde b= b+ (P 0 R)[1).
Suponhamos que @ = ag + Y '_, a;¢; . Como @ = b, lemos que

a—be (PNR)E] Assim, (ag—b) + Y1, aie; € (P N R)[L], e conseqiientemente
a; € PN R para todo ¢ € {1,2,...,n}. Também (ag — b) € PN R ¢ entao ap € PN K.
Logo, a = ag+ 3, aie; € (PN R)[L], ou seja, @ = 0 e concluimos que PN R = 0.
O lema esta demonstrado.

¢ conseqiiencia do Teorema Classico dos

<=l
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Como consequéncia imediata destes lemas, temos que, dado um ideal primo /°
. . 1 e T (. L S e . : *_
de S = R[[], passando aos quocientes PR ¢ (PARE] podemos supor que [ ¢ um

anel primo com unidade ¢ que P é um ideal primo R — disjunto de S.
Para terminar esta sec¢ao, relacionamos alguns exemplos de extensoes livres
centralizantes de um anel R:

(i) Anéis de Polindémios

O anel de polinémios a uma indeterminada X sobre R, denotado por R[X] ¢
bastante conhecido. Temos que If = {X'};eN, 0 conjunto das poténcias da inde-
terminada, é uma base centralizante de R[X] sobre R. E facil ver que R[X] é uma
extensao livre centralizante de R.

Consideremos agora S = R[X,,..., X,.], 0 anel de polinémios a n indeterminadas
sobre [. Também S é conhecido. Seja By = {X'X2..X» | iy € N,Vk € A} o
conjunto dos produtos entre as poténcias das indeterminadas, onde A = {1,2,...,n}.
Entao I9) ¢ uma base centralizante de S sobre R e 1 € [I£,. Temos que S ¢ uma
extensio livre centralizante de S sobre R.

Observemos também que o conjunto de indeterminadas F' nao precisa ser comu-
tativo e tampouco finito. Isto é, o anel de polinémios R[F], I' = {X\}ieq sobre
um conjunto arbitrario de indeterminadas, que comutem ou nao, também ¢é uma
extensao livre centralizante de R.

(1) Anéis de Matrizes

Seja n € N e S = M,(R) o anel de matrizes quadradas sobre R de dimensao n.
Definimos as matrizes [2;; € S de modo que a j-ésima entrada da linha ¢ de IS ¢
I, e as demais entradas de [5j; sao nulas. Sejam [’ = {Fi;}izea onde A = {1,...,n},
Fy = P\ {1}, I a matriz identidade (/ = E:l:] Ei)e I8 = IyU {1} = {e1}ren-
Dado r € R, identificamos » com 1 ¢ portanto R C S, B particular, | = 1 € I,
Também ¢ evidente que reg = epr, para todo » € R e qualquer ¢ € I2.

I imediato verificar que cada matriz M € S ¢ dada por M = L-._;e:\ it b
univocamente. A partir dai, ¢ facil ver que M = Z,\_E“ (Drier,  com g € R,

univocamente. Assim, S = Zkeﬂ f Rey. e concluimos que S é uma extensao livre
centralizante de R.
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(i) Anel de Matrizes Infinitas

Seja M) o anel de todas as matrizes quadradas infinitas sobre 2, onde cada
matriz tem um numero finito de entradas ndo nulas. Observemos que, dadas as
matrizes A e B em M(R), existem m,n € N tais que A € M, (R) ¢ B € M,(RR).
Seja | = max{m,n}. Entao A, B € Mi(R) onde, se necessario, completamos wma
das matrizes com zeros, Assim, A+ B ¢ AD estao definidas ¢ temos wina estrutura
de anel para M(17).

Notemos que M(2) nao tem unidade. Consideremos entao S = M(R) ¢ K ¢
definimos a adi¢iao e a multiplicacao em S do seguinte modo:  Dados A, B € M(RR)
cr,s € R, (A,r)+(B,s)=(A+ B,r+3s)e(A,r)(B,s)=(AB+sA+rB,rs)

LI facil ver que S é um anel e que (0, 1) é a unidade do anel S.

Considerando o exemplo anterior, obtemos que M(R) = ?c;=| BRE;;. Assim,
S =30 REG D REE uma extensao livre centralizante de R.

(iv) Anéis de Grupo

Seja (Cum grupo. Consideremos o seguinte conjunto:
RG = {3, caryg |1y € R e ry =0 excelo para um mimero finito de 7, }.

Delinimos em KRG a adigao ¢ a multiplicagao do seguinte modo:

Z g9 + Z Sgg = Z("'y + 34)9

g€G geG JEG

Para dois elementos r,g ¢ s;f de RG definimos (1,)(sy) por (rysp)gf ¢, mais

geralmente,
O a)O s ) =D (D rasph

gel feG heG gf=h

O conjunto RG, com eslas operacoes, é um anel chamado de anel de grupo de (¢
sobre I.

Temos que (¢ ¢ uma base centralizante de RG sobre R e, considerando o mono-
morfismo de R em RG dado por » — re , onde ¢ ¢ a unidade de @) obtemos
que R C RG e lrg = ¢ € G. Assim, é lacil ver que RG é uima extensao livre
centralizante de R (ver §1.2, ex. 1.7.18 de [19]).
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(v) Produto Tensorial sobre Corpos

Sejam L um corpo e R e N duas L-algebras. Entao o produto tensorial
S = R@y I é uma extensao livre centralizante de R. De fato, sejam B e B’ bases de
R e K sobre L, respectivamente. Entao temos que C = {b@0V' |be B ¢ V' € B'} ¢é
uma base de S sobre L. Além disso, temos que R C S, via 0 monomorfismo canonico
p: R — R@p K definido por p(r) =r® 1. Temos que £ = {1 @V | ' € B’} é uma
base centralizante de S sobre Re |l = 1@ 1 € I (ver secgao 1.7 de [19]).



Capitulo 2

Ideais Primos e Ideais Fechados

2.1 Ideais Fechados em Extensoes Livres Cen-
tralizantes

Scejam [ um anel primo ¢ .S uma extensao livee centralizante de . Seja [ um
ideal R —disjunto de S. Um clemento nao nulo a de [ é dito de suporte minimo em
I se para qualquer b € [ com sup(b) C sup(a) temos b = 0. Denotamos por M(/)
o conjunto de todos os elementos de suporte minimo em /. A minimalidade de [ ¢

definida por Min([) = {sup(e) | « € M(I)}.

Definigao 2.1.1 Seja [ wm ideal R — disjunto de S. Chamamos de fecho do
ideal I em S ao conjunto [I|p=[I1={be S|I0#Ha R:bH C I}.

Omitiremos o indice R em [I]p, sempre que esteja claro no contexto.

Lema 2.1.2 Seja [ um ideal R — disjunto de S. Entao [I] ¢ wmn ideal
R — disjunto de S que satisfaz I C[[] e Min(l) = Min([1]).

Demonstragio : I3 [4cil ver que [/] é um ideal de § contendo 1, desde que R
¢é primo.

Suponhamos que I' € Min(/). Entdo existe 0 # a« € M([) com sup(a) = I', ¢
também « € [I]. Agora seja b € [I] tal que sup(b) C ' . Temos que existe 0 # [{ < R
satisfazendo bl C [. Como sup(bzx) C sup(b) C ' para todo = € [, temos que
bH = 0 e assim b = 0, pois R ¢é primo. Conseqiientemente, ¢ € M([/]) ¢ portanto

" Min([1]).

19
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Reciprocamente, assumimos que I' € Min([/]). Entao existe a« € M([/]) tal
que sup(a) = I' e existe 0 # H <4 R com afl € [. Outra vez temos que para
qualquer @ € H, sup(az) C sup(a). Como a € M([I]) e ax € I C [I] para cada
v € I, obtemos que ou sup(axz) = sup(a) ou sup(az) = 0 (isto ¢ ax=0). Mas
all # 0 ja que R é primo, e assim existe * € H tal que az # 0 e sup(ax) = I,
Consequentemente I' € Man(/l) (para b € [ com sup(b) C I' temos b = 0, desde
que be [l el € Min([/]) ). Logo Min(/) = Min([/]). Agora também ¢ claro que
(1] é R — disjunlo.

Definigao 2.1.3 Um idcal R — disjunto | de S ¢ dilo [echado sc [[] = 1.

O teorema a seguir da uma caracterizagao do fecho de um ideal 12 — disjunto I
de S, em [uncao das minimalidades de 1 e de [/].

Teorema 2.1.4 Seja I um ideal R — disjunio de S. Entao [I] ¢ o maior ideal
J de S que contém I e satisfaz Min(J) = Min([).

Demonstragao : Seja J um ideal R — disjunto de S com [ C .J ¢
Min(J) = Min(l). Suponhamos que I' = {¢,...,e,} € Min(J). Scja
a =y " aie; €1 comsup(a) =1T. Se b=73""_ bie; € J entao (bxay — byza) € J
para todo @ € [&. Ainda sup(bra, — byaa) C T' e conseqientemente bra, = byua.
Mas byxza € I e portanto bxa; € 1. Segue que bRa, R C I. Logo existe um ideal nao
nulo 4 = Ra; R de R, que depende somente de I' | satisfazendo bH C I, para todo
b € J com sup(b) = I'. Isto mostra que b € [[].

Agora suponhamos que I' = {ey,...,¢;} ¢ qualquer subconjunto finito de /9.
Usaremos indugao para mostrar que existe 0 # H < R tal que b/ C [ para qualquer
b € J com sup(b) C I'. De fato, se [ = | a aflirmagao segue pela primeira parte.
Assim, podemos supor que [ > | ¢ existe ¢ € M(I) com sup(c) C I'. Seja
c=cpep 4 o+ gy, onde < L Pela hipotese de indugao, existe um ideal 17 nao
nulo de R tal que dI" C [, para todo d € J com sup(d) C {¢y,...,e1}. Seja b =
biey + ...+ beey € J. Se by # 0, para cada 2 € R consideramos d, = bxc, — bywve € J.
Desde que sup(d,) € {ea,...,e}, n6és temos por hipdtese de indugao, que d,. 1" C [,
onde 0 # FF < R. Também bz € IF C | e consequentemente bxe [7 € [. O
mesimo resultado é verdadeiro se b = 0, desde que, neste caso, sup(b) C {co, ..., 1},
Portanto bRe; I? C 1. Logo b € [I] e entao J C [I]. O teorema esta demonstrado.

Corolario 2.1.5 Seja [ um ideal R — disjunto de S. Entdo [I] € o menor ideal
Jechado de S que contém 1. Em particular, [I] € o wnico ideal fechado de S que
conlém | ¢ salisfaz Min([1]) = Mn(1).
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Demonstragao : Por 2.1.2, temos que Min(I) = Min([I]) = Min([[]]]) ¢
assim, pelo teorema 2.1.4 [I] = [[1]], isto é, [I] é fechado.

Para terminar a prova, mostremos que [[] é o menor ideal fechado de S que
contém /. Seja L um ideal fechado de S com I € L C [I] e b € [I]. Temos que
existe 0 # I <4 R tal que bH C I C L. Conseqlientemente b € [L] = L ¢ assim
[/] € L. Portanto L = [I], como queriamos. A unicidade citada no enunciado ¢
agora evidente.

Proposigao 2.1.6 Todo ideal primo R — disjunto de S € fechado.

Demonstragao : Seja P um ideal primo R — disjunto de S e b € [P]. Lntao
existe 0 # H < R tal que bl C P e portanto bl/S € P. Como S ¢ uma extensao
livre centralizante de R, temos que HS 4 S e por 1.1.5 temos que b € 7. Logo
P = [P], ou seja P é fechado. A prova esta completa.

Nos podemos definir [] por um caminho dual:
[1]*= {bie & 30 # - H a Rt HYC I}

Podemos provar como antes que [/]7 é o maior ideal J de S que contém [ e satislaz
Min(.J) = Min(I). Entao pelo teorema 2.1.4 segue que [I]* = [/].

Para demonstrar o teorema 2.1.4 ¢ o coroldario 2.1.5, nés usamos somente que J
¢ um ideal a direita de S. Assim, se | é um ideal fechado e L é um ideal a direita de
Scom ! CLeMin(lL)= Min(l), entao L = I. O mesmo resultado ¢ verdadeiro
para um ideal a esquerda, como se pode provar facilmente usando a definicao dual
do fecho [1]. Temos o seguinte

Corolario 2.1.7 Scjam [ ¢ J ideais R = disjunlos de S, ¢ seja lLowm ideal a
dircila (esquerda) de S.

(i) Se I C J entio [I] C [J].

(ii) Se [ € J e Min(I) = Min(J) entao [I] = [J].

(iii) Se I ¢ fechado, L D [ e Min(L) = Min(I) entiao I = L.

Demonstragao : (i) Se I € J entio I C [J] e como [J] é um ideal [echado,
obtemos que [71 € [J], jd que [/] ¢ o menor ideal fechado que contém /.
(ii) Temos que I € J C [J] e Min([J]) = Min(J) = Min(l). Logo (1] = [J].

(iii) Istd provado na observacao anterior ao corolario.
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A seguir mostraremos que o fecho [/] de um ideal R —disjunto I de S é também
o fecho de RM (1) (ou seja, [SM(I)|r = [I]r). Para isso, consideramos as seguintes
notagoes: Dado [ um ideal R — disjunto de S denotamos

T={beS|30£HAR:bHCSM()}=[SM()]r c
1= {beS|10#A#HQR:bH C RM(I)} = [RM(I)]g-
Corolario 2.1.8 Seja [ um ideal R — disjunto de S. BEntio [I|=1 = v

Demonstragio : E claro que I €T C (1], ja que RM(I) C SM(I) C I. Seja
b € [I] com sup(b) € M(I). Entao existe 0 # H < R tal que bH C I. Sejam
b= ", bie;eh € H. Assim, bh = E:-;] biesh = Y 0, bike; € I. Logo bk = 0 ou
sup(bh) C sup(d) e portanto bh € M(I). Logo vale que bH C M(I)U {0} € RM(I)
e conseqiientemente b € 1.

Pelo mesmo raciocinio usado na demonstragao do teorema 2.1.4, nds podemos
mostrar que para qualquer subconjunto finito I' de [ existe um ideal nao nulo I de
R satisfazendo dF C T, para todo d € [I] com sup(d) € I. Segue que [[] C 1 ea
prova esta completa.
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2.2 Ideais Fechados em R[X]

Nesta seccao R continua sendo um anel com unidade. Aqui, mostraremos que o
[echo de um ideal I de R[X], fica determinado por um polinémio [ de minimo grau
em [. Isto é bem mais simples que considerar todos os elementos de suporte minimo
e [,

Dado ¢ ¢ KLX], um polindmio nio nulo no anel de polindmios #[.N], denotanos
por dg o grau de g ¢ por le(g) o cocliciente dominante de g. Para um ideal [ nao
nulo de R[X], @1 denota o minimo dos graus dos polinémios nao nulos de [, isto ¢,
Il =min{dg |0 # g€ I}

Consideramos agora os seguintes conjuntos:

P=Up={J€ RX]|ar[ = [ra,¥r € Rya = lc([)}.

Para [ € I'y tal que le(f) = a

(N1=[/lr={g € RIX])|30# H< R,gHa C R[X]/f}.

Sempre que estiver claro no texto, omitiremos o indice R em I'p e [f]r. Vejamos
o seguinte lema:

Lema 2.2.1 Seja [ € T com df > 1. Entio [f] ¢ um ideal R — disjunto de
R[X], o qual conlém [ como polinémio de minimo grau.

Demonstragio : B facil ver que [f] <t R[X]. Desde que fra = arf € R[X]/[,
para todo r € R onde a = le(f), nés temos que [ € [f]. Suponhamos que exista
0 # ¢ € [/] satisfazendo d¢g < . Entao existe 0 # H <1 R tal que gHa C R[X]/.
Para h € I, existe k = k, = X™b,, + ... + by € R[X] com gha = k. Temos que
bna = 0. De lato, se bya # 0 entao d(kf) = m+ 9 > dg > d(gha). Além disso,
para todo r € R, ghara = kfra = kar /.

Assumimos por indugao que bja = 0 para qualquer ¢ = m,...,m — s+ 1. Da
igualdade ghara = karf para todo » € R, obtemos que b, _,ara = 0, pois sc
bp—sara # 0 temos que d(karf) = (m — 8) + df > dg = d(ghara). Segue que
by—sa =0, pois R é primo e a = le(f) # 0.

Assim ghara = 0 Yh € H,r € R e conseqiientemente g = 0, desde que R[X] ¢
primo (1.1.3(i)). A prova esta completa.

O lema a seguir relaciona [f] ¢ [[7] para dois polindémios [ ¢ [* em I
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Lema 2.2.2 Sejam f, [’ € I'. As sequintes condigoes sao equivalenles:
(1) (/1< [[]
(ii) [ €[]

Demonstragao : Claramente (i)=(ii).

(i1)=(i) Sejam a = le(f) e &' = le([f'). Se g € [[f] entdo existe 0 # H < R tal
que glla € R[IX][. Além disso, [ € [['] e portanto existe 0 # H' < R tal que
fH'a" € RIX]f'. Temos que gHaH'a’ C R[X]fH'd' C R[X]f'. Logo g € [[], desde
que 0 # Hall'.

Do lema acima obtemos facilmente o

Corolario 2.2.3 Sejam f, [' € . Sao equivalentes:

(1) [f] = [f]

(i) [ €[/ e /' €]

(iti) [rd’ =arf" e d'vf= ['ra, para qualquer r € R,

onde a = le(f) e a’ = le([")

Demonstragao : (i)<(ii) Imediato.

(i11)=+(i1) Por hipotese, para qualquer » € R temos que [fra' = arf'. lintao
Jha" C RIX][ e portanto [ € [[']. Analogamente, temos que 7 € [[].

(i)=(iii) Temos, pelo lema 2.2.1, que df = df'. Assim dado r € I,
h, = [ra'—ar[" € [[] couh, = 00u d(h,) < df. Novamente pelo lema 2.2.1, Lemos
que b, = 0 para qualquer » € R. Logo fra’ = ar [’ para todo r € [{. Analogamente
temos que a'vf = ['ra, onde r € R.

Como na seccao anterior, M(/) denota o conjunto de todos os elementos de
suporte minimo em /[, para [ um ideal de R[X].

Lema 2.2.4 Seja [ um ideal de R[X] e f € 1. Se df = O enlio
feMU)NT.

Demonstragao : Para r € R, consideramos h, = [ra — ar[, onde a = le([).
I claro que dh, < df ou h, = 0. Por hipétese, h, = 0 ja que h, € I. Assim,
[ra = ar[ para todo r € I e conseqlientemente f € I

Suponhamos que [ ¢ M([). Entao existe 0 # ¢g € [ tal que sup(g) C sup(f).
Sejam g = }77_, bjXief=3Yr,e;X',a=ay,eb=b, Da hipétese existe
0 <i<ntal que b =0 # ;. Parar € R definimos h, = arg — [rb € [. Logo
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h, = 0. Olhemos o coeficiente de X' em h,. Segue que 0 = (arb; — a;rb) = —a;rb.
Assim  para todo r € R temos que a;rb = 0 ¢ ¢; # 0. Conseqlientemente b = 0, pois
R ¢ primo. Assim, g = 0 pois df = d1. Isto contradiz a hipétese de que [ & M([).
O lema estda demonstrado.

Definigao 2.2.5 U ideal 1 de R[X] ¢ dilo wm ideal principal fechado se ceiste
J el tal que [f]1=1

Teorema 2.2.6 Scjam IR wm ancl primo ¢ I wm ideal R — disjunto de R[X].
Entao existe um menor ideal principal fechado [1]' de R[X] o qual contém 1. Além
disso, [1]' = [[] para qualquer [ de minimo grau em 1.

Demonstragao : Seja f € [tal que df =0l =nea=lc(f). Por2.24, f €.
Se g € I ¢ dg = n, temos que gra — brf € I, para todo r» € R onde b = le(yg).
Conseqiientemente, gra = br [ € R[X][f, para qualquer » € R, ¢ assim ¢ € [[].

Suponhamos por indugao que para ¢ € I com dg < m — 1 nds temos
gHa C R[X]f para H = RaR...aR (onde R aparece (m — n) vezes). Conscqiiente-
mente g € [f]. Tomemos k € [ tal que 9k = m, digamos k = X™¢, + ... + g ©
¢ =c¢y. Parar € H, seja k, = kra— X™ "cerf € I, pois k, f € 1.

Desde que 9k, < m — 1, k.fla € R[X]|f e segue que kRalla € R[X][. lIsto
completa a prova de que [ C [f].

Agora suponhamos que [ C [f’] para algum f" € I'. Desde que [ € [, por
2.2.2 temos que [f] € [/]. Entao [f] ¢ o menor ideal principal fechado de R[X] que
contém /. O resto é claro.

Definigao 2.2.7 Seja I wm ideal R — disjunto de R[X]. O ideal [I] definido
no teorema 2.2.6 serd chamado de ideal principal fechado associado a [.

Observamos que um ideal R—disjunto [ de R[X] ¢é principal fechado se e somente
se [ = [I]. O nosso objetivo agora ¢ mostrar que [[]" = [I], onde [/] ¢ o echo de [
estudado na secgao anterior. Ou seja, mostrar que [f] = [/] para qualquer [ € [ tal

Corolario 2.2.8 Scja [ wm ideal R — disjunlo de R[X]. Lntao [I]' ¢ o maior
idcal J de R[X] o qual contém | ¢ salisfaz 9J = O1. lim particular [1]" ¢ o vinico
ideal principal fechado de R[X] o qual conlém I ¢ salisfaz O[1]' = O1.
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Demonstragao : I5 claro que A1)’ = 91. Suponhamos que exista J <1 R[X]
satislazendo 0J = dl =neJ 2 1. Se f € [ com df = n entdao [ € J ¢ assim
J C [[] = [{] pelo teorema 2.2.6. O resto esta claro.

Corolario 2.2.9 Seja | wm ideal R — disjunto de R[X], ¢ [ € [ salisfazcndo
af = ol. Enléo [[] = [{]-

Demonstragao : Seja g € [f].Entaoexiste0 # Ha R tal que gHa C R[X]f C /
pois [ € I, onde a = le([). Conseqiientemente gHal? C [ e portanto g € [[].
Logo [f] € [/].

Reciprocamente, sendo que I C [/] segue que d[f] < dI. Por outro lado se
g € [{], temos que existe 0 # H < R tal que gH C [. Assim, para h € H existe
k€ I tal que gh = k, com algum k ndo nulo. Para este k temos Ok = d(gh) < ¢ ¢
entao segue que d1 < d[I].Logo d[I] = A1 e pelo corolario anterior [f] = [/].

Observamos que em [5], a minimalidade de um ideal 1t — disjunto | de R[]
¢ definida por Min(l) = mmm{df : 0 # [ € [}. Aqui, Min{df : 0 £ [ € I} ¢
denotado por @1 e Min(I) denota o conjunto dos suportes dos elementos de suporte
minimo pertencentes a [.

Pelo coroldario anterior, vemos que para um ideal I no anel de polinémios f2[X]
podemos definir o fecho [/] a partir de @/ (como em [5]).

Assim, dado um ideal R — disjunto I de R[X], dizer que [ é um ideal principal
fechado (I = [[] para [ € [ com df = ) ¢ equivalente a dizer que o ideal [ ¢
fechado (1 = [1]).

Se I C J sao dois ideais R — disjuntos de R[X] entao Min(l) = Min(J) se
e somente se 91 = dJ. De lato, se Min(I) = Min(J) temos que [[] = [J]. Mas
[I] = [f] para f € I com Of = 3l e [J] = [g] para d¢g = 0.J. Como [I] = [J], temos
que df = dg e conseqiientemente I = d.J. Reciprocamente, se I = ./, obtemos
que [I]=[f]=[J),para f€ I C J com df =] =0dJ.

Observamos ainda que dado 0 # » € R entao » € 1" e consequentemente
[r] = R[X]. Assim, se I é um ideal de R[X] tal que /N R # 0, definimos [{] = R[X]

e [0] = 0. Temos entao o

Corolario 2.2.10 Sejam [ ¢ J ideais de R[X]. Lnlao
(i) (1)) = U]

(ii) Se I C J entao [I] C [J]

(i) () + [J)) = [I + J]
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Demonstragao : (i) Se I N/t = 0 o resultado segue por 2.2.8. Se I N 1R # 0,
pela observagao acima temos que [1] = R[X] = [[1]].

(i1) Se I N R =0, temos que [[] = [f] para [ € I tal que 9f = dI. Como [ € J
temos que (pelo lema 2.2.2 se J N R = 0) que [{] C [J]. Se JN R # 0, é claro que
1€ [J] = ALX).

(iii) Do lato de [+ J C [I] + [J] temos que [ + J] C [[/] + [/]]. Agora
(1],[/] € [I + J] e portanto [{] + [J] C [/ + J]. Conseqlientemente
(1] + [J)) € [ + J]] = [I + J]. O corolario estd demonstrado.

O teorema a seguir caracteriza os ideais R — disjuntos de R[X] que sao primos:

Teorema 2.2.11 Seja P um ideal R — disjunto de R[X]. Entao P ¢ primo s
e somente se P ¢ maximal com rvespeito a propriedade PN R = 0.

Para demonstrar este teorema, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.2.12 Seja L um ideal R — disjunto de R[X]. Sejam [ € L tal que
df = 0L =nea=lc(f). Seja g € L de graum, com b = lc(g). Enlao para toda
Jamilia ay,az,...;4p—n € R existe h € R[X] com dh < m —n tal que
faoh = ([1/Ly" aai)g para todo ay € R.

Demonstragao : Demonstraremos por indugao com respeito a (rm — n). Sc
m = n, tomamos h = b e vale fapgb = aapg, para todo ay € R. Scja m —n > 0.
Dados ay, oy ...y pm—y € R delinimos ¢' = @tp_ng — [@y—nbX™™ ", Intao dg’ < m
pois o cocliciente de X™ em ¢’ é (@ —pb— aay—,b) = 0. Logo d¢' —n < m—n. Scja
m’ = dg’. Por indugao temos que para qualquer famflia Cly €2y eeny Coniy € 1T eXiste
h' € R[XN] com dh' < m’ —n tal que fegh! = (Hm Mae))g' , para todo ¢, € L.

Mas ([]'L U_" ac))y = (H'" ") (@t eng = [ U DX™T") e portanto temos que:

m'—n m'—n
] . ! - " !j \r'm—'u.
Jeoh' = ( WC; )ty —n — (ae;) fam—nb:
i=0 =0

para qualquer ¢y € B, Como df = dL temos que [ € I ¢ portanto temos:

m'—n m'—n

Il s Pl X = II ACi U DX,

i=0 i=0
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IJ(.’!.,’“J
Tf!’-” Tff’—”
feo(h' + H T . Gl | | 4C;)Wlpm—ny
=0 1=0

para qualquer ¢y € R.
O resultado segue, se tomamos ¢; = a1,¢2 = G2,..esCiniopn1 = Uprep-y €

Cot—n = Uyt Al 1 e Al gy

Os dois lemas a seguir demonstram o teorema 2.2.11

Lema 2.2.13 Seja P um ideal de R[X]| que € mavimal com respeito a pro-
priedade PN R =0. Entdao P ¢ primo.

Demonstragao : Seja [ ¢ .J ideais de R[X] taisque PC J, PClelJ C P.
Como PN AR = 0e¢ R ¢ primo, scgue que /TN R =0ouJN R = 0. Logo, da
hipotese segue que I = PouJ = P. Por 1.1.T temos que 2 ¢ um ideal primo, o gque
demonstra o lema.

Lema 2.2.14 Seja P wm ideal primo R — disjunto de R[X| (P # 0). Entao PP

¢ maximal com respeito a propriedade PN R =0,

Demonstragdo : Seja L um ideal de R[X] tal que P € L, LN R = 0. Se
OL = 0P entao L C [P] = P, e portanto L = P. Suponhamos que dL < dP. Seja
fePegeLtaisquedf =0P =nedg=0L=mcomm<n. Pelo lema 2.2.12
(escolhendo uma familia @y, ..., @y_p) existe b € R[X] com dh < n — i tal que
gagh € P, para qualquer ay € R. Conseqiientemente, g R[Xh C P com k & P, pois
Oh<n—-m<n=0P(m=0= LNR#0). Logo g € P e portanto n = JdP < m
o que ¢ uma contradi¢gao. O lema esta demonstrado.

O seguinte corolario é evidente:

Corolario 2.2.15

(i) Qualquer ideal primo R — disjunto de R[X] ¢ principal fechado.

(ii) Um ideal principal fechado € primo se e somenle se ele € maximal no conjunto
de lodos os ideais principais [echados de R[X].



Capitulo 3

Extensao e Contracao de Ideais
Fechados

3.1 Extensao e Contragao em Q[F)|

Sejam R um anel primo, S = R[] uma extensao livre centralizante de It ¢ [
um ideal R — disjunto de S. Para I' € Man(l) e e € I, denotamos por Op (/) ao
ideal de R definido por Op(f) =f{a € R|3be I : sup(b) =1 ¢ b(c) = a}. Como
denotamos na sec¢ao 1.2, Q ¢ o anel completo de quocientes a dircita de R ¢ €' ¢ o
centro de Q.

Como o centralizador de R em S ¢ um subanel Vs(R) = Cp[L] onde Cpr é o
centro de R, temos que L = (Q @¢,, Cr[l2] é um anel contendo @ ¢ S. Além disso,
L ¢ uma extensao livre centralizante de Q com a mesma base [9, identiflicando ¢
com 1 @ ¢, para cada ¢ € F. Denotaremos L = Q[F]. Conseqiientemente podemos
considerar S = R[IY] C Q[L] ¢ também C[L] = C @, Cr[ld] = Vou(Q) € Q[1).
Finalmente, se 7' é um anel de quocientes a dircita de R, entao T'[[J] ¢ um subanel
de Q[£] (contendo R[L]).

Nesta sccgao mostraremos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os
ideais de C[F] e os ideais fechados de R[] e de T[], onde T' ¢ um anel de quocientes
a direita de R. Além disso, esta correspondéncia preserva a propriedade de um
ideal ser primo (teoremas 3.1.5 e 3.1.7). Para isso, precisamos de alguns resultados
prévios ¢ comegamos definindo o conjunto Mg (/) para I um ideal R — disjunio de
S. Vejamos o seguinte lema:
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Lema 3.1.1 Sejam I um ideal R — disjunio de S, T € Min(I) ¢ e € I'. Fulao,
crisle wm dnico clemento my, € CE] lal que para qualquer a € I com sup(a) = I’
nos temos a = mpa(e) = a(e)mpe. Além disso, sup(mp,) =1 ¢ mypo(e) = 1.

Demonstragao : Sejam / um ideal R — disjuntode S, J = 0p.([) e

I'= {¢y,€2,....,6,} onde ¢, = ¢. Se x € J, existe um tinico a = > ey Titi € 1 com
vy =wew; € R0=1,2,...,n Conseqlientemente, a fungao a; : J — R definida por
ai(x) = x; (esta bem definida) é uma [un¢ao de R-bimodulos. Assim, existe ¢; € C
com c;x = x; para ¢ = 1,2, ..n (ver lema 1.2.17) onde ¢; = 1. Seja mp, = ) I_, ci€;
entao existe mr, € C[E] que satisfaz sup(inr,.) =T e mr(e) = ¢, = 1. Também,
. . TL —— = 3 ) — L g — i T I n By
dado we I eom suple) =T, mpale) = X7 Gew ="y o, ower= Y L w6 =
Analogamente, a(e)mr,. = a. A prova esta completa.

Dado um ideal R — disjunto de S, denotamos por Mq (1) o conjunto de todos
os clementos my, construidos no lema anterior, onde 1" € Min(/l) ¢ ¢ € 1. Assim,
Me(1) C C[I] e, para qualquer m € M¢(1), existe um 0 # J < R com
Jm = m.J C I. De fato, dado m € Mq(I), m é do tipo mp,, isto é, para qualquer
a € [ tal que sup(a) = 1" temos que « = mpale) = a(e)mypy,. Assim, tomando
J =0r.(I) e dado a € J, por defini¢io de Op., existe b € [ tal que sup(b) = 1" e
b(e) = 2. Logo, mpr .z = amp, = b € I, portanto mJ = Jm C .

O lema seguinte define um processo de divisio para o nosso contexto. Sejam
1" um anel de quocientes a direita de R ¢ [ um ideal 7' — disjunto de T[], Um
elemento 0 # b € Q[E] é dito um "resto médulo I” se para qualquer ¢ € | com
sup(a) C sup(b) nés temos a = 0.

Para um ideal 7'—disjunto I de T[], denotamos [y = [N R[], entao [y ¢ clara-
mente um ideal ndao nulo R — disjunto de R[E] ¢ Min(Ily) = Min(l). Denotaremos
por J <, T, para dizer que J ¢ um ideal a diveita de 7. Vejamos o

Lema 3.1.2 Seja b€ Q[L]. Entio, existe q; € Q, m; € Mc(lo) t = 1,2,....n «
r € QIE] tal que b= 37" qim; + 1, onde our =0 our é um resto modulo 1. Sc
b e T[] (respectivamente b € J[I5] para J <, T') enldo nos podemos lomar q; € 1T'C

(respectivamente q; € JC) e v € T'C[E] (respectivamente v € JC[I].

Demonstragao : Se b é um resto médulo I nao ha o que provar. Suponhamos
que b nao ¢ um resto mddulo 1. Seja I' = sup(b) e t =| ' | , onde
cardinalidade do conjunto I'. Iintao, existe 0 # 1"y, € I' tal que
Iy € Min(l) = Min(ly). Tomamos ¢; € I'y ¢ escrevemos my = iy, ., € Mc(1y).

[ ] representa a

Logo, ¢y = b=b(ey)my satislaz ¢ (¢)) = bley)=0b(¢y) = 0, desde que g () = 1, assim
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| sup(ep) |t — 1. Se ¢ é um resto médulo I, paramos o processo. Caso contrario,
nos repetimos o argumento comegando com ¢;. Continuando, nés encontramos
@1 = b(¢1)sq2y gy em Q € My, my em Me(lo) tal que | sup(e;) |< 1 — j, onde
¢; =b—=>"1_, qim;. Agora estd claro que este processo ¢ linito, quando algum ¢ ¢
ou zero ou um resto modulo 1.

Obscrvemos que, se b € T[] entao bley) € T''C T'C ¢ assim ¢, € T'C[I]. Por
indugao, obtemos que ¢; € 1'C'y ¢ = 1,2,...,n ¢ assim + € T'C[[]. Um argumento
semelhante pode ser usado para o caso b € J[I5]. O lema esta demonstrado.

Lema 3.1.3 Com a mesma notagdio, temos:
(i) be QMc(ly) & 3J € D tal que bJ C I
(i) Q[E)Mc(lo) = QMo(lo) < Q[E]

Demonstragao : (i) Suponhamos b= Y""_ gim; , com ¢; € Q ¢ m; € M (1)
para qualquer z € A = {1,2,...,n}. Existem FF€ De 0 # H < R tais que ¢;/* C R
e m;H C [y para todo 7 € A. Conseqiientemente, bF'H C Iy com Il € D.

Reciprocamente, seja b = Z;-:I qim; + r, onde ¢ € Q ¢ m € Mc(ly) para
J€{1,2,..,t} e,our =0 o0uréum resto modulo I,

Suponhamos que exista J € D com bJ C [y. Também [ijl qj,-m.;).;” C [y para
um certo J' € D, como acima. Entao, »(J NJ') C Iy, pois r = b — Zj=l ¢
Assim, »(./ N J') = 0 e, conseqiientemente, » = 0. Logo, b € QMc(1y).

(ii) Sejam ¢ € I, m € Mc(ly) ¢ ¢ € Q. Entao, existe 0 # [/ <4 R tal que
cmll Coly C Iy e mell =mlle C lye C 1y, Por (i), temos que
cr e € QMe(1y). Conseqiientemente, gomymeq € QMe(ly) e, por distributivi-
dade, obtemos Q[E]Mc(1y) € QM (ly). A outra inclusao ¢ obvia. Logo,
QIEIMc(1y) = QMc(1p). O resto é imediato.

Da demonstracao deste lema obtemos o seguinte

Corolario 3.1.4 Manlendo a nolacao anlerior, lemos:
(i) [+ = Q[E]|Mc(lo) N T L)

Demonstragdo : Seja b € T[F]. Ixiste J € D tal que bJ C Iy e entao,
pelo lema 3.1.3, b € QMc(lo) NT[E] = Q[E]Mc(lo) N T[E]. Por outro lado, se
b€ QIEIMc(lo) NT[E] entao b= 3", ¢imi, onde ¢; € TC ¢ m; € Mc(lo)

(lema 3.1.2), para cada i € {1,2,...,n}. Como na prova de 3.1.3(i) , podemos obter
bl C I onde 0# H <« T. Conseqiientemente, b € [I]y.
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Finalmente, se b € [I]r, obtemos (novamente como na prova de 3.1.3(i)) que
he QMc(ly). Entao, existe J € D com bJ C Iy, Isto completa a prova.

Com estes resultados, podemos obter a correspondéncia procurada entre os ideais
de C[F] e os ideais fechados de R[] e de T[E], para T um anel de quocientes a
direita de R.

Teorema 3.1.5 Sejam R wm anel primo ¢ T um anel de quocientes a divcila de
R. Enlao cxiste wina correspondéncia biunivoca enlre:

(i) o conjunto dos ideais fechados de R[]

(i) o conjunlo dos ideais fechados de T[[5)

(11i) o conjunto dos ideais de C[I]

Além disso, esta corrvespondéncia associa o ideal fechado I de R[] com o ideal

Jechado 1™ de T[E] ¢ o ideal K de C[E] se POAR[E) =1 ¢ 1" = Q5] NT'[1).

Demonstragao : Se J é um ideal fechado de T'[L] ¢ Jy = J N R[E], entao
J = QEIMc(Jo) NTE] e [Jo]r = QIEIMc(Jo) N RIE] = J 0 R[E] pelo corolario
3.1.4. Assim Jy ¢é fechado. Se J' é outro ideal fechado com Jo = J' N R[], 0 mesmo
corolario nos fornece que J' = J.

Por outro lado, seja [ um ideal lechado de R[£]. Entao
L = QEIMc(I)NT[E] é um ideal de T'[E] e Lo = LN R[] = [I]pn = 1. Con-
seqientemente [L] = Q[E|Mc(Lo) N T[E] = Q[ENMc(I)NT[E] = L, entao L &
fechado e satisfaz L N R[E] = . 1sto estabelece a correspondéncia entre (i) e (ii).

Para completar a prova ¢é suficiente mostrar a correspondéncia (ii) e (i) para
T =)

Se I ¢ um ideal fechado de Q[F), entao I = Q[E|Mc(1y), onde Iy = 10 R[],
Logo I N C[E] é um ideal [echado de Q[L] e, como Mc(ly) C 1N C[1]

(Mc(lo) C [IINC[E] = INC[E)), temos que [ D Q[E|(INC[E]) 2 QLM (1) = 1.
Conseqiientemente, I = Q[F)(I N C[L£]).

Reciprocamente, seja K < C[E] e J = Q[E]K. (J < Q[E]). Basta mostrar que
Me(Jo) € K e teremos [J] = Q[EIMc(Jo) C Q[EIK = J, portanto [J] = .J, ou
seja, J é um ideal fechado de Q[FE].

Suponhamos que M¢g(Jy) € K. Seja m € Mc(Jy) tal que m ¢ K. Temos
que Q[F] = Q @¢ C[F)]. Seja {vi}iea base de K sobre C'. Também, m € C[L] ¢
{vi}iea U {m} é C-independente. Conseqiientemente, {vi}iea U {m} ¢ lincarmente
independente em Q). Scja I tal que mll € J = QN. Portanto, para h € 11,
existem ¢; € (), com ¢ € Q, tal que mh = Zies': ¢ivi. Conscqlientemente, temos
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0 =mh =3 cqqui e portanto h = 0. Assim, I/ = 0. Logo, temos que {v;} U {m}
¢ linearmente dependente, ou seja, Mc(/p) C K. O teorema esta demonstrado.

A correspondéncia determinada pelo teorema 3.1.5 preserva a propriedade de um
ideal ser primo (teorema 3.1.7). Vejamos o

Lema 3.1.6 As seguinles condigoes sao equivalenles:

(i) R[E] € primo

(ii) T[] ¢ primo, onde T' é wmn anel de quocientes a diveita de R

(iii) C[E] ¢ primo

Demonstracao : Basta ver que (iii)=-(i), ja que (i)=-(ii) ¢ (ii)=-(iii). Sejam
A, B ideais de R[F] com AB = 0 e assumimos que C[E] é primo. Entao, ou
ANR=0o0u BN R =0. Nés podemos assumir que AN R =0e¢ A # 0, assim,
0# Mc(A) C C[E]. Seja0 # a € Mc(A) e escolhemos um 0 # H <1 R com Ha C A.
Conseqtientemente, HaB = 0. Se BN R # 0, nds facilmente obtemos ¢ = 0. Assim,
também podemos assumir que BN R = 0 e suponhamos B # 0. Neste caso, existe
0# b€ Mc(B) e um ideal F' de R com bF' C B. Conseqiientemente, Haebl? = 0 ¢
assim, segue que aeb = 0, para todo ¢ € IJ. Entao, aC[F]b = 0, contradi¢ao. Logo,
B =0 e a prova esta completa.

Nés agora obtemos um segundo resultado forte desta secgao:

Teorema 3.1.7 Scja R wmn ancl promo ¢ 1" win ancl de quocientes a diveila de
f‘l’- ;';‘N-I(I.“. o restL f.'(}'.f"f'{'.‘q)(}'”I'.(f:'.‘!.('i;ﬂ. I'II.U {-ffl’)."(“f“.ﬂ. -“)’. {.-5 (_f, Wik ('”f'f'l"-‘\'!}U'."ff!f"\ﬂi"}"‘ﬁ'f
cnlre os scquinles conjunlos:

(i) o conjunto de lodos ideais primos P de R[E] com PN R =0

(ii) o conjunlo de todos ideais primos P de T[I] com P*N'l' =0

(1i1) o conjunlo de todos ideais primos de C[L]

Demonstragao : Pelo lema anterior, podemos considerar somente ideais nao
nulos. Suponhamos que P é um ideal fechado de R[] e P* é o ideal fechado de
T[E) com PN R[E] = P.

Se P é um ideal primo de R[E] e A D P, B D P~ sao ideais de T'[E] tais que
AB C P entao (AN R[E))(BN R[E]) C P. Consegiientemente, on AN R[E] = P
ou 3N R[] = P. Assumimos que AN R[] = P. Como
Min(P") = Min(P) = Min(ANR[IS]) = Min(A) e P é lechado, temos que A = P~

¢, portanto, 7 ¢é um ideal primo de T[],
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Reciprocamente, assumimos que P* é primo. Sejam A, B ideais de R[] com
ADP, BDPe ABC P. Sejama € A, b€ [Blre 0 # H < R tal que bl C B.
Conseqtientemente abll € P e assim ab € P, pois P é fechado. Entao, A[B|p C P.
Agora, se A Z P escolhemos a € A\ P.

Scjam 37 o ideal fechado de T[E] com B*N R[] = [Blr ¢ ¢ € B". Existe
I" € D satislazendo el € BN R(E) = [Blr. Conseqiientemente, acl’ C P C P e
ac € P7 pelo corolario 3.1.4(1). Logo, aB3* C P*, assim, B* C P* entao B = P. A
correspondéncia entre (i) e (ii) estd provada.,

Para provar a correspondeéncia entre (ii) e (iii) é suficiente provar para 7' = (@),
como na demonstragao do teorema 3.1.5. Seja K um ideal de C[E] e L = Q[E]N.
Como L NC[E] = K, é claro que K é primo se L é primo. Reciprocamente,
assumimos que ' é um ideal primo e sejam A, B ideais de Q[£] com AB C L. Como
L ¢ fechado, vemos lacilmente que, como acima, A[B]g € L. Se Mc(ANR[E]) C K.
obtemos [A]g = Q[E]Mc(AN R[E]) C L, o que completa a prova. Assumimos entao
que existe m € Mc(AN R[E]))\ KN eseja 0# I <@ tal que
m([Blo N C[E)H = mH([Blo N C[E]) C L. Conseqiientemente,
m([Blo N C[E]) C LNC[E] = K e obtemos [Blo NC[E£] C K. Assim,

[Blg = QIEN[Blo N C[E]) C L. A prova esta completa.

O coroldrio a seguir é a aplicagao dos teoremas 3.1.5 e 3.1.7 para o caso particular
R[E] = R[X]. Sua demonstragao pode ser feita de forma independente desta scc¢ao

(ver [5]).

Corolario 3.1.8 Sejam R wn anel prano ¢ 1w ancl de quocienles a direda
de R. Enlao criste wina correspondéncia biuntvoca enlre os sequintes:

(i) o conjunio de todos os ideais principais fechados (respeclivamente ideais
primos R — disjuntos) de R[X]

(ii) o conjunto de todos os ideais principais fechados (respeclivamente ideais
primos T — disjuntos) de T[X]

(ii1) o conjunto de todos os polinomios ménicos (respectivamente ideats
mazimais) de C[X].

Além disso, esta correspondéncia associa [flr com [[']r ¢ fo € C[X]
(respectivamente P com P* e M) se [["]+ N R[X] = [[]r ¢

QIX /N TIX] = [[Nr (respectivamente se PN R[X] = P ¢

I =Q[X|MnT[X]).
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3.2 Caracterizacao de Ideais Primos em R[X]

Clomo antes, R é um anel primo com unidade e @ o anel completo de quocientes
a direita de R. Nesta sec¢ao estudamos a representagao dos ideais primos
R —disjuntos do anel de polindmios R[X]. Também caracterizamos os ideais [echa-
dos (corolario 3.2.2) e os ideais primos (corolario 3.2.3) de T[X], onde T ¢ um anel
de quocientes a diveita de R. Os resultados desta secgao, obtidos a partir do es-
tudo dos polindomios completamente irredutiveis, fazem parte de um manuserito nao
publicado do Prof. M.Ferrero. Comegamos pelo seguinte

Lema 3.2.1 Scjam 1" win ancl de quocienles a docita de B ¢ [ € Uy, Fnlao
ceisle wm tnico fy € C[X], monico ¢ tal que [f]r = Q[X]fo N T'[X].

Demonstragao : Seja I = [f]y N R[X] e n = 9. Entao 9[f]y = n. De lato,
se g € I, temos que g € [[]r e, portanto, d[f]r < dI = n. Reciprocamente, seja
g = 2*ap + ... 4+ ap € [f]r. Existe J € D tal que a;J C R para todo i = 0, 1,2, ..., k.
Seja j € J com 0 # h = g7 € R[X] e portanto h € [. Mas dh < dg, ou seja,
Al < J[f]y. Logo O[]y = oI = n.

Seher(l)={o}U{a|3f€l:0[=mn clc(f)=a} (T4 R)entio existe
wm dnico g = x"b+ 2" oy + ... + bo € [ tal que le(g) = b. Conseqlientemente, a
fung¢ao a; : 7(I) — R dada por a;(b) = b; esta bem definida ¢ ¢ um homomorfismo
de R-modulos. Portanto existe ¢; € C' com ¢;b = b; para todo 1 =0,1,2,...,n — 1.

Seja fo = X"+ X" ey + ..+ € C[X] eseja fy € T com d(fi) = n e

le( 1) = a. Portanto, f; = foa = afy. Como fy é monico,
A foQ[X]INT[X]) = n = d([f]r)- Se g € [[lr = [filr, existe 0 # H 4T satislazendo
gha CT[X]/1 € Q[X]/fo. Sejam p,r € Q[z] Lais que g = pfo + r onde ou Jr < n ou
r =0. Para h € H, rha = gha — phafo € Q[X]fo e, portanto, rHa = 0. Sabemos
que existe J € D tal que rJ C R[X], e assim rJH = 0. Como 7" é primo, rJ =0
e R =0, pois J € D. Logo, g € Q[X]fo NT[X] e, pelo corolario 2.2.8, concluimos
que [flr = Q[X]foN T[X].

Finalmente, se go é um polindmio ménico em C[X] tal que
[Ny = Q[X]go N T[X], entao d(fo — go) < n ¢ existe 0 # K < R satislazendo
(fo—go)N C [[]r. Conseqiientemente, (fo — go) N = 0, entao temos fy = go, Ja que
T[X] é primo. O lema esta demonstrado.

Usando este lema, obtemos o seguinte corolario:
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Corolario 3.2.2 Scja | wmn ideal ' — disjunto de T[X]. Entio [ ¢ win ideal
principal fechado de T[X] se e somente se [ = Q[X][oNT[X] para algum polinémio
monico fy € C[X].

Demonstragao : Suponhamos que I é um ideal principal fechado de 7'[X].
Entao existe f € I'p tal que I = [f]r. Por 3.2.1, existe fy € C[X] ménico que
satisfaz I = Q[X]fo N T'[X]. Reciprocamente, seja I = Q[X]fo N T[X], onde
Jo= X"+ X"1eoy + ... + ¢ € C[X], entao 8] = n. De falo, se ¢ € T existe
ke Q[X] tal que g = kfy = fok. Como fu é ménico, temos que
dg = dk + dfy = dfo = n. Assim, dI > n. Por outro lado, existe J € D tal que
¢iJ C R para todo ¢t = 0,1,2,...,n — L. Conseqiientemente, para 0 # j € J, temos
que h = [o7 = jJo € R[X], portanto h € I. Mas 9h = d [y, = u, logo @1 = n. Seja
J €l tal que df =nelelf)=a Como dfy = n, obtemos que [ = fya = afy.
Assim, como na demonstragao do lema 3.2.1, [[]r = [ o que completa a prova.

Como consequiencia imediata de 3.2.1 e 2.2.15(11), obtemos o seguinte

Corolario 3.2.3 Sejam R um anel primo ¢ T' um anel de quocienles a direila de
R. Um ideal T — disjunto P de T[X] € primo se ¢ somenle se P = Q[X]fo N'T'[X]

para algum polinomio monico irvedutivel [y € C[X].

Corolario 3.2.4 Sejam N wm fecho algébrico de C, Q) = Q) - N«

P um ideal primo de R[X]. Enlao:

(i) criste ¢ € N Lal que P = Q,[X|(X —¢)N R[X]

(ii) existe um nimero finito de ideais primos Q) — disjuntos de Q[ X], Py, ..., 1%,

tais que P; N R[X] = P para todo i = 1,...,1.

Demonstragao : (i) Sejam P um ideal primo @ — disjunto de Q[X] tal
que N RIX] = P e fu € C[X] um polindmio irvedutivel tal que P = Q[X]/fy
(corolario 3.2.3). Seja ¢ uma raiz de fo em K, logo Py = Q[ X](X — ¢) ¢ um ideal
primo Q, — disjunto de Q\[X] e PLNQ[X] 2 P*. Assim, P* = P, N Q[X] ¢,
conseqiientemente, temos P = Q[ X](X —¢) N R[X].

(ii) Seja P" um ideal primo @, — disjunto de Q,[X] tal que P' 0 R[X] = P
Entao, P’ = Q,[X](X — d) para algum d € K e P'NQ[X] = P, onde P* é como
em (i). Assim, fo € P’ e, conseqiientemente, d é uma raiz de fo. Agora ¢ claro que
o nimero maximo de ideais primos @ — disjuntos de (Q[X] é o nimero de raizes
de fo em K (que é dfy). Aprova esta completa.
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Corolario 3.2.5 Sejam IR wm anel qualquer ¢ Py wm ideal primo de . Inldo,
ceisle um corpo I' e wma correspondéncia biunivoca enlre o conjunlo de lodos os
ideais primos P de R[X] tais que P # P[X] e PN R = Py, e o conjunto de todos
os polinémios ménicos irredutiveis de F'[X].

Demonstragao : Basta tomarmos [ como o centréide extendido do anel primo
R

& € aplicarmos o coroldrio 3.2.3.

Consideramos agora T um anel de quocientes a direita de 12 contendo a clansura
central RC' de R e fy € C[X]. Entao, Q[X]foNT[X] = [oT[X]. Conseqiientemente,
obtemos que, neste caso, os ideais que sao principais fechados em 7'[X] sio do tipo
1'[X]f, onde f é um polinémio ménico de 7'[X].

Se R é um dominio de fatorizagao tinica comutativo e f € R[X], entdo f € 'y
(em anéis de polinémios comutativos, todo polindmio pertence a I') e [f]r = R[X] /1,
para algum f; € R[X]. De [ato, sejam F o corpo de fragoes de R e fo € F[X] monico
tal que [f]lr = F[X]fo N R[X]. Se g € [[]r entdo ¢ = kfo para algum k € F[X].
Seja d € R tal que f; = dfy € R[X] e fi é primitivo. Entao d='k € R[X], pois
d='k [y = fok =g. Assim, g = d7'kf, € R[X] /i e conseqiientemente,

[ € RIX]NC [k

Em 3.2.3 obtemos uma representacao dos ideais primos 1" — disjuntos de T'[X].
Mas, para isto, precisamos considerar (), o anel completo de quocicntes a direita
de R. A seguir, obteremos uma representacao dos ideais primos R — disjunios de
R[X] (teorema 3.2.10), onde ndo serd necessario considerar o anel ). Para isto,
definiremos o que é um polinémio completamente irredutivel em R[X].

Definigao 3.2.6 Sejam I um anel ¢ [ € I'y. Dizemos que [ € complelamente
irredutivel em R[X] se [ salisfaz a seguinle propriedade: Se cxislem h € R[X],
be R egé€l'p tais que fb=hg ¢ [b+#0 enldo dg=0d/f.

Lema 3.2.7 Sejam R wm anel primo e [ € R[X]. Se f € ' entao [fb] = [[]
para qualquer b € R tal que fb# 0.

Demonstragao : Scjam [ € "¢ b € R tais que [b # 0. 15 facil verificar que
fbeTl equelf] C[[b]. Mas, d[f] = af = dfb= a[Jb], portanto [[] = [[b]. O lema

esta demonstrado.

A propriedade que define um polindmio completamente irredutivel em [2[.X],
onde 7 ¢ um anel primo, pode ser relormulada de modo equivalente: Se existem
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helbe Reg € RIX] tais que [b = hg e [b# 0, entao dh = df. De lato,
sejam 0 # fb=hg, h € I', 0h < df e [ completamente irredutivel em R[X]. Mas,
0 # fbe hR[X] C [h], logo [[] = [fb] C [h]. Assim, se d = le(f), existe 0 £ H < R
satislazendo fHd C R[X]h. Conseqiientemente, para algum r € H temos que
0# frd =g'h,onde ¢’ € RIX], h € " e dh < 3f, 0 que é uma contradigio.

A reciproca ¢ andloga.

Lema 3.2.8 Scjam R wm dominio comulativo ¢ [ € R[XN]. I'nldao [ ¢ completa-
mente irredulivel em R[X] se e somenle se [ ¢ irvedulivel em F|X], onde I' = ¢[(R)
¢ o corpo de [racoes de IR,

Demonstragao : Suponhamos que [ ¢ irredutivel em [[X], ou scja, existem
h,g € F[X] tais que [ = hg com dh < df e dg < f. Sabemos que existem p,q € I
nao nulos tais que ph € R[X] e qg € R[X]. Conseqiientemente, fpg = (ph)(qg).
Logo [b ¢ irredutivel em R[X], onde b = pg. Reciprocamente, suponhamos que
fb seja redutivel em R[X], ou seja, existem h,g € R[X] tais que fb = hg com
Oh < d(fb) =0f ¢ dg < d([b) = df. Assim, [ = ($h)g, portanto, [ é redutivel em
F[X]. A prova estd completa.

Lema 3.2.9 Sejam R wm dominio de falorizagao tinica comulalivo ¢ [ € R[X].
Entao [ ¢ irvedulivel em R[X] se e somenle se [ € complelamente irredulivel em

R[X].

Demonstragédo : Se [ é irredutivel e primitivo em R[X] entao [ é irredutivel em
F[X],onde I' = ¢f(R). De 3.2.8, [ é completamente irredutivel em R[X]. Se [ ndo
¢ primitivo, escrevemos [ = df’ com d € R e f' primitivo. Como [ é irredutivel em
R[X], temos que [’ também é. Pela primeira parte, [’ é completamente irredutivel
em R[X]. Agora, se existe b € R tal que 0 # [b é redutivel em R[X], entao [db ¢
redutivel em R[X], o que ¢ uma contradigao. Logo [ ¢ completamente irredutivel
em R[X]. A reciproca é evidente.

De um modo geral, a classe dos polindmios irredutiveis num anel R[X] ¢ maior
que a classe dos polindmios completamente irredutiveis em R[X]. Vejamos o seguinte
exemplo:

Seja D o dominio de integridade das séries de poténcias de Q[[Y]] com cocliciente
de Y nulo, onde Q é o corpo dos nimeros racionais. Entao I/ = ¢f(D) = Q[[Y,Y™']].
Agora, (X? = Y?) € D[X] e (X? = ¥?) nao é completamente irredutivel em D[X],
pois Y4 X2 —¥Y?) = YIX2 - Y6 = (Y2X = Y3)(Y2X + V3). Mas se (X? —Y?) lor
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redutivel em D[X], temos que existem o, B € D, tais que (X?=Y?) = (X —a)(X—4)
(pois (X% —¥?) = 2). Scjam a = qo+ @Y% +...e f=po+ pY?2+ ... onde
gi,pi € Q,¥i € N\ {1}. Assim, (X2=Y?) = (X —a)(X =8) = X?—(a+B)X +af,
portanto —Y? = aff = (qo+ @Y ?*+...)(po+p2 Y% +...). Consegiientemente, qopo = 0
e @po+qop: = —1. Também, a+ g = 0, e obtemos que @ = — . Assim, temos que
qo=po=0 e Y% = B2 oqueé um absurdo, pois 82 = (po+p2Y?+...)%2 = (Y *+...).
Logo (X7 — Y?) ¢ irredutivel em D[X].

Vejamos agora o teorema que dda uma caracterizagao para os ideais primos de

R[X].

Teorema 3.2.10 Sejam R win anel primo ¢ P um ideal R — disjunto de RB[X].
P ¢ wum ideal primo se e somente se P € wn ideal principal fechado de R[X] ¢, para
todo [ € P lal que Of = 0P, [ ¢ complelamente irredutivel em R[X].

Demonstragao : Suponhamos que P é um ideal primo de R[X], portanto P ¢
um ideal fechado. Sejam [ € P tal que 9f = 9P e b € R salisfazendo 0 # [b = Ly,
com g € I' tal que g < 9f ¢ h € R[X]. Segue que, P = [f] = [[b] C [g], 0 que
contradiz 2.2.15(i1). Logo [ é completamente irredutivel em R2[X].

Reciprocamente, sejam 2 um ideal principal fechado de R[X] e f € P tal que
(/] = P. Suponhamos que P nao seja primo de R[X]. Entao, pelo corolario
2.2.15(ii), existe g € I" tal que f € [J] C [g], com | < d¢g < df. Logo, existem
0 # Il 4 Ral que fHe C R[X]g, onde ¢ = lc(g), e r € H com 0 # f(re) = hyg,
onde g € I' e dg < df. Ou seja, [ niao é completamente irredutivel em R[X], o que ¢
uma contradi¢ao. Assim, P ¢ um ideal primo de R[X] ¢ o teorema estd demonstrado.



Capitulo 4

Decomposicao Primaria

4.1 Fatorizagao de um Ideal Fechado em R[X]

Seja i um anel primo com centréide extendido C e anel completo de quocientes
a direita (. O objetivo mais importante desta sec¢ao ¢ demonstrar o seguinte

Teorema 4.1.1 Scja [ wm ideal principal fechado de R[X). Enldo, cxisle wm
congunlo [inilo de ideais primos R—disjuntos Py, ..., P, de R[X] ¢ nmimeros nalurais
€1y €y lais que [ = N [PF'] onde [PF'] € o ideal principal fechado associado com
P . Além disso, esta representagdo € inica a menos da ordem dos falores.

Nés comecamos esta secgao provando um caso particular do teorema 4.1.1 (lema
1.1.3). Vejamos primeiro o seguinte

Lema 4.1.2 Sejam [ e g dois polinomios de C[X] lais que MDC{f, g} = 1.
Entao Q[XN][g = Q[X]/ N Q[X]g.

Demonstracao : Desde que f,g € C[X] temos que Q[X][g € Q[X]/NQ[N]g.
Reciprocamente, sejam [, g € C[X] tais que MDC{[,g9} =1 cpe Q[X]/NQ[N]y.
IBntao, existem ¢,¢" € Q[X] tais que p = ¢f = ¢'g, ¢ a,b € C[X], satislazendo
| = af + bg. Conseqiientemente, p = afq'g + bgqf = (aq' + bq)fg € Q[X]/[q.

A prova esta completa.

Lema 4.1.3 Seja [ um ideal principal fechado de Q[X]. Enlao, criste win con-
Junto finilo de ideais primos Q — disjuntos Py, ..., P, de Q[X], e nimeros nalurais
€1sony lais que I = Ni_ PP, Esta representagio ¢ inica a menos da ordem dos
Jalores.

40
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Demonstragao : Pelo coroldrio 3.2.2, existe um polinémio ménico f, € C'[.Y]
tal que I = Q[X]fo. Suponhamos que fo = pi'...p{* é a decomposi¢ao de fy como
um produto de fatores monicos irredutiveis em C[X]. Entao, pelo lema anterior,
I = Q[X]pi'..p7 = NI, Q[N]pE = Nis, (Q[X]p:), onde Q[X]p: é um ideal primo
de Q[X], se p; 6 irredutivel.

Sejam 2 um ideal primo Q—disjunto de Q[X] ¢ ¢ um mimero natural satisfazen-
do I € P Consideremos p € C[X] um polindbmio monico irredutivel tal que
P = Q[X]p. Conseqiientemente, pt divide fy em C[X] e assim, existe | <7 <1 tal
que 2= P, com | < e < ¢ A unicidade agora é lacilmente obtida.

Lema 4.1.4 Sejam P wm ideal primo R — disjunto de R[X] ¢ p € C[X] um
polinémio monico irredutivel tal que P = Q[X|p N R[X]. Lnlao, o ideal principal
fechado associado com P¢ é [P?] = Q[X]p® N R[X] para qualqguer wimero natural
e2 l.

Demonstragao : Seja [ € Q[X]|p® N R[X]. Entao, existe ¢ € Q[X] tal que
f=gp° e, conseqiientemente, df > d(p°), ja que p é monico. Assim,
AQ[X]p N R[X]) = d(p). Também, AP > d(p°) pois P* C Q[X]p°NR[X]. Agora,
desde que R é primo, 7(P) nao ¢é nilpotente e entao dado um inteiro ¢ > 1, existem
@iy .yt € T(P) tals que ay -+ ... - a, # 0. Portanto, existe um polinémio em £¢ de
grau igual a d(p°). Logo, 9(P¢) = d(p°) = AQ[X]p* N R[X]). O resultado segue
por 2.2.8 e por 3.2.2, usando novamente que P¢ C Q[X]p* N R[X].

Demonstragdo do Teorema 4.1.1 : Se¢ja fy € C[X], monico tal que
I = Q[X]foN R[X]. Pelo lema 4.1.3 temos que Q[X]fo = Ni_(Q[X]pi)*, onde
fo = pioplt é a decomposigao de [y em fatores irredutiveis em C'[X]. Con-
seqiientemente, P = Q[X]p N R[X] ¢ um ideal primo de R[X] ¢ o ideal principal
fechado associado com P é [Pf] = Q[X]p N R[X] = (Q[X]p:i)™ N R[X], pelo lema
4.1.4, Assim, temos que [ = N QX )™ N RIX] =N, [P

Suponhamos que [ = ﬂj‘zl[flj’], onde L; é primo para todo | < j < s. lintao,
[L;;] = Q[.\’]q;;ﬂ]i[X], onde ¢; € C'[X] € um polinémio ménico irredutivel para todo
1 <j<s. Logo, I =JNR[X] onde J = ﬂj=,Q[X]q;’ é um ideal principal fechado
de Q[X]. Conseqiientemente, pelo teorema 3.1.8, J = Ni_, Q[X]pl". A unicidade
decorre do lema 4.1.3. O teorema esta demonstrado.

Como conseqiicneia direta do teorema 4.1.1, obtemos dois corolarios:
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Corolario 4.1.5 Seja [ wmn ideal R — disjunto de R[X], onde IR ¢ um

anel primo. Entao:

(i) existe wm nimero finito de ideais primos R — disjuntos Py, ..., P, de R[X] ¢
nimeros naturais ey, ..., e; unicamente determinados tais que [I] = Ni_, [P].
(i1) I € um ideal principal fechado de R[X] se e somente se I € inlersecgdo finila

de ideais, cada win dos quais ¢ wm ideal principal fechado associado a uma
poléncia de wm ideal primo.

Corolario 4.1.6 Uma intersecg¢ao de ideais primos distintos R — disjuntos de
R[X] ¢ ndo nula se¢ e somenle se é wina inlersecgao finita.

Se P é um ideal primo Q — disjunto de Q[X] entao P = Q[X|p, para algum
polinémio irredutivel p € C'[X]. Entao, P¢ = Q[X]p* é também um ideal principal
fechado de Q[X]. O exemplo a seguir (ja estudado na sec¢io 3.2) nos mostra que, em
geral, uma poténcia de um ideal primo nao precisa ser um ideal principal lechado:

Scjam Q o corpo dos niimeros racionais ¢ D o dominio de integridade de todas
as séries de poténcias de Q[[Y]] com coeliciente de Y nulo. O corpo de fragoes de
D¢ I = QY,Y7']]. Seja P = (XN —Y)F[X]. P*¢éum ideal primo de F[X],
pois (X —Y') = | (logo irredutivel). Entao P = PN D[X] é um ideal primo de
D[X]. Temos que,se f€ Pedf=1,entao [ =(X =Y)D ", qY"* ,onde ¢; € Q.
Conseqiientemente, se ¢ € P?, g = (X2 =2XY +Y?) EJ’Z*‘ q, Y7, onde q, € Q. Seja,
agora h = (X% —2XY + VHY? € (X — Y)*FP[X]n D[X]. Scgue que b ¢ P* logo
P g P o DLX

A seguir, provamos que a situacao deste exemplo nao ocorre se o ideal primo é
maximal.

Proposicao 4.1.7 Seja M wm ideal maximal B — disjunto de R[X]. Enldo:
(i) se T é wm anel de quocienles a direila de R que conlém a clausura conlral
RC' de R, enlao T € simples.

(ii) M* ¢ win ideal principal fechado de R[X], pava qualquer i > 1.

Demonstragao : (i) Seja M* = 1'[X] o, um ideal primo 7' — disjunio de T'[X]
tal que M= N R[X] = M, onde fy € C[X] (corolario 3.1.8). Como M ¢ maximal
em R[X], M~ é maximal em T[X]. Seja 0 # I < T. Entao M™ + [[X] = T[X],
pois I[X] € M~. Conseqiientemente, existem ¢ € T'[X] e h € I[X], com b = lc(g)
e ¢ = le(h), tais que 1 = gfy + h. Como dfy = 1, temos que b = —¢, portanto

b e I. Usando que fy é monico, é facil mostrar por indugio que todo coeficiente de
g pertence a I, ou scja, g € I[X]. Logo | € [[X] e portanto [ =T

ot Ry '
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(ii) Sejam f € M? tal que df = OM?*, a = le([) ¢ g € [[]r- Entao existe
0 # H < R satislazendo gHa C R[X][ € M?% Portanto, gHaR € M? C M. Seja
I = HaR, temos gI' C M. Logo, ¢ € M e F[X]+ M = R[X]. Conseqlientemente,
I = ky + k2, para certos by € F[X] e by € M. Assim, g = gk, + ghs € M* ¢
(/1 € M2 Agora, M? C [M?]p C [[flr © M?, portanto M? é um ideal principal
lechado de R[X].

Suponhamos, por indugao, que M"~' = [f]r para algum polinémio [ € M"~!,
Seja k € M" satisfazendo dk = dM™. De modo andlogo & primeira parte, Lemos
que M™ = [k]g. A prova esta completa.
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4.2 Decomposicao Primaria de Ideais Fechados

O objetivo desta secgao ¢ de demonstrar o teorema 4.2.12, que estabelece a
decomposigio primdria de um ideal fechado de R[12] sob certas condi¢oes e generaliza
a fatorizagao de um ideal principal lechado do anel de polinémios R[X], obtida na
secgao anterior (teorema 4.1.1). Os resultados apresentados aqui nao aparecem na
literatura, e foram obtidos pelo autor, seguindo sugestées do prol. M.Ferrero.

Dado ¢, um ideal fechado de R[], estudaremos quando ¢ tem uma "decom-
posi¢ao primaria” em R[[E]. Para isto, ¢ preciso que C[FE] seja Noetheriano. Con-
sideremos entao nesta secgao R[E] = R[Xy,..., Xi], o anel de polindmios a & in-
determinadas sobre R, onde R ¢é um anel primo. Assim, como (' é um corpo,
C[E] = C[X,..., Xi] é um anel Noetheriano. A partir daqui, denotaremos 1] /7]
(respectivamente Q] ¢ C[1]) por B[X] (respectivamente Q[X] e ('[X]).

Scja N o conjunto dos nmiimeros naturais, excluindo-se o zero. Vejamos a

Proposigao 4.2.1 Scjam K 4 C[X], a,b € C[X] ¢ I @ C[X]. Sao cquivalentes:
(i) abe K,a & K = 3n € N tal que 0" € K

(it) al C K,a ¢ K = 3n € N tal que I" C K

(iti) [a C Kya @ K = In € N tal que [" C K

Demonstragao : (ii)& (iii) Imediato, desde que af = la.

(i)= (ii) Seja I um ideal de C[X]. Como C[X] é um anel Noetheriano, o ideal
[ é finitamente gerado. Portanto, existem ay,...,q; € C[X] tais que [ = (ay, ..., ).
Suponhamos que af C K, onde a« € C[X] ¢ ¢« ¢ K. Iintéao aq; € K, para todo
i€ A= {l,...,t}. Por hipdtese, para qualquer i € A existe n; € N tal que " € K.
Assim, temos que m = maa{n,,...,n,} satisfaz a* € K, V1 € A. Logo, I'" C K.

(ii) = (1) Sejam a,b € C[X] tais que ¢b € K e« ¢ K. Como ab € I, temos
que «(C[X]0) € K e por hipdtese, existe m € N tal que (C[X]h)" € K. Con-
seqiientemente, 0™ € K. A prova esta completa.

De modo semelhante, podemos provar que a proposi¢ao acima vale em qualquer
anel comutativo Noetheriano. Um ideal que satisfaz a condigao (i) da proposigao ¢
chamado ideal primdrio de R. Assim, 4.2.1 motiva a seguinte generalizagao, para
R[X], do conceito de um ideal ser primario.

Definicao 4.2.2 Um ideal fechado q de R[X] € dito um ideal primdrio de R[X]
se salisfaz a sequinle propriedade: dados a € R[X] e I, um ideal fechado de R[X],
lais que al € g ¢ a & ¢, enlao caiste n € N salisfazendo I C q.
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Na definigao 4.2.2, é suficiente considerarmos um ideal fechado. Se ¢ é um ideal
primario e J é um ideal R — disjunto de R[X] tais que aJ C ¢, onde a« € R[X]\ ¢,
entao existe n € N satisfazendo J* C ¢. De fato, dado b € [J], existe 0 # [T < R
tal que 0l € J. Conseqiientemente, abll C ¢ e, logo, ab € q. Segue que, alJ] € ¢
¢, como a € q, [J] ¢ um ideal lechado de R[X] e, por definigao de ideal primario,
existe n € N tal que [J]* € ¢. Como J C [J], obtemos que J* C q.

O teorema a seguir, mostra que a correspondéncia determinada em 3.1.5 preserva
a propriedade de um ideal ser primario.

Teorema 4.2.3 Sejam ¢ wm ideal fechado de R[X], ¢* o ideal fechado de Q[ X]
tal que g = ¢~ N R[X], e K o ideal de C[X] que satisfaz ¢ = Q[X]K N R[X].
Sao equivalentes:

(i) q € um ideal primdrio de R[X]

(ii) ¢* ¢ wm ideal primdrio de Q[X]

(iii) N ¢ um ideal primdrio de C'[X]

Demonstragao : (i) = (iii) Sejam a,b € C[X] onde ab € K ¢ a ¢ N. Como
a € C[X], existe 0 # H < R tal que el € R[X]. Assim, existe h satislazendo
ap = ah & q. De fato: se aH C ¢ entao aQHQ C ¢°, portanto a € [¢*] = ¢~.
donde concluimos que a € ¢* N C[X] = K, o que é uma contradigao. Por outro
lado, existe 0 # J < R com bJ C R[X]. Seja L = R[X]bJR[XN] < R[X]. Agora,
apl. = hR[X]abJR[X] C ¢ N R[X] = ¢ e ap & q. Conseqlientemente, existe n € N
tal que L™ C ¢. Assim, como bJ C L, temos que b*.J" C ¢ C ¢°, pois b € C[X].
Logo, 0" € ¢~ N C[X] = K, portanto N ¢ wm ideal primdrio de C'[X].

(iii) = (ii) Seja ¢* um ideal fechado de Q[X] tal que K = ¢ 0 C[X] ¢ um ideal
primario de C[X]. Scjam ¢ € Q[X] ¢ [ umi ideal lechado de Q[X] tais que af € ¢
Consideremos J = {b € Q[X] | bl C ¢} ideal de Q[X]. Dado b € [J], existe
0 # H <@ tal que Hb C J. Para todo ¢ € [ temos que Hbe C Je € 7. Logo,
be € [q°] = q. ou scja, [J]I C ¢°. Da definigao de J, obtemos que [J] C ./, portanto,
J ¢ um ideal fechado nao nulo de Q[X] (a € J). Se J NQ # 0, temos que J = ().
pois J ¢ lechado. Entao, I C ¢™ e ¢* ¢ primdrio.

Se JNQ # 0, JNC[X] é um ideal nao nulo de C[X] e, além disso,

JNC[X] Z ¢-NC[X]. De [ato: suponhamos que JNC[X] C ¢"NC[X]. Entao, por
3.1.5, temos que J C ¢, 0 que ¢ um absurdo, pois « € J \ ¢". Seja

0 # ap € JNC[X]\ ¢" N CLX]. Temos ao(/ N C[X]) € K. Assim, existe n € N
satisfazendo (/NC[X])* C K. Mas (INC[X])" = I"NC[X] e, novamente por 3.1.5,
obtemos que ™ C ¢". Logo ¢~ é primario em Q[X].



4.2. Decomposicao Primiria de Ideais Fechados 16

(i1) = (i) Suponhamos que ¢ ¢ um ideal primario de Q[X]. Sejam a € R[X]
e I um ideal fechado de R[X] tais que af € q e a & q. Seja I* o ideal fechado de
Q[X] tal que I = I"N R[X]. Dado b € I", existe 0 # H < R tal que bH C R[X].
Assim, abll C "N R[X] =1 ¢, por 3.1.3, ab € ¢~. Logo al™ C ¢*. Mas, ¢ & ¢~ ¢
da hipodtese, temos que existe n € N satislazendo I*" C ¢*. Agora, I C [", portanto
[" C I"™"NR[X] C ¢"N R[X] = q. Logo, ¢ é um ideal primario de R[X] ¢ o teorema
esta demonstrado.

O lema a seguir, mostra que a correspondéncia estabelecida em 3.1.5 preserva
interseccao de ideais (coroldrio 4.2.5).

Lema 4.2.4 Sejam ¢y, q2 ideais fechados de R[X], q7, ¢; ideais fechados de Q[X]
e Ny, Ky ideais de C[X] satisfazendo q; = ¢f N R[X], ¢2 = ¢5 N R[X],

gy = QXN ¢ ¢3 = Q[X]|N,. Enlio:

(i) qi Mgz ¢ wm ideal fechado R[N].

(ii) q; N q3 ¢ wm ideal fechado Q[X].

(iii) ¢y N gz = (q7 N q3) N R[X].

(iv) Ky 0 Kz = (g7 0 g3) N C[X].

(v) 1 N g2 = QIX](KH N K2) N R[X].

Demonstragao : (i) e (ii). Seja 7" um anel de quocientes a direita de I,
mostremos que, dados dois ideais fechados de ¢; e ¢, de T'[X], ¢1 N ¢2 é um ideal
fechado de T[X]. De fato, seja b € [¢1 N q2]r. Portanto existe 0 # H < 7' tal que
bl € 1Nga. Conseqlientemente, b € [q1]rN[g]r = 1Ng2, ou seja, [¢1Nq2]r = ¢i1Nga.
Logo, ¢1 N ¢y ¢ um ideal fechado de T'[X].

(iii) Temos que: ¢ Ngz = (g7 N R[X]) N (g3 N R[X]) = (¢ Ng3) N RBIX].

(iv) Temos que: Ky N K, = (Q[X]K, N CIX])N(Q[X]K2NC[X]) =
= (QIX]K\ N QIX]K>) N CIX] = (¢ N g3) N C[X].

(v) Por (iii) ¢ N g2 = (¢; N ¢3) N R[X]. Pelo item anterior e a correspondeéncia
de 3.1.5, ¢1 N g2 = Q[X](K: N K3) N R[X]. A prova esta completa.

Utilizando 3.1.5, obtemos uma [acil generalizagao de 4.2.4.

Corolario 4.2.5 Sejam qy,...,q. ideais fechados de R[X], qi.....q] dcais
fechados de Q[X] ¢ Ky, ..., K, ideats de C[X] satisfazendo q; = 7 0V R[X] «
q; = Q[-\']f\',-. parai = |, 1. Iinldo:

(i) Miziq; = (Nizy )"

(i) A QIXTK; = QIXI(Niey )

(iii (Nizyqi)™ N COLX] = Nizy K
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[Em anéis Noetherianos comutativos, para mostrar que todo ideal admite "de-
composi¢ao primaria”, mostramos que todo ideal admite uma decomposicao cm
intersecgao de ideais irredutiveis e depois que todo ideal irredutivel ¢ primario. A
partir do conceito de ideal irredutivel, obtemos a decomposicao minimal. A seguir,
generalizamos também este conceito a R[X] e mostramos que a correspondéncia de
3.1.5 (de R[X] para C[X]) preserva ideais irredutiveis.

Definigao 4.2.6 Seja ¢ wm ideal fechado de R[X]. Dizemos que ¢ € wm ideal
irvedutivel em R[X] se, para quaisquer ideais fechados q1,q2 de R[X] lais que
q=q1Nyqy, lemos g =q; ou q= (.

Proposigao 4.2.7 Scjam ¢ wm ideal fechado de R[X] ¢ K o ideal de C'[X] lal
que ¢ = QININ N R[X]. DEuldo, q ¢ irredulivel em R[X] sc¢ ¢ somenle se N (¢
irvedulivel em C[X].

Demonstragao : Suponhamos que ¢ é redutivel em R[X], ou scja, ¢ = ¢ N ¢
onde ¢; é um ideal fechado de R[X] e ¢; # ¢, para i = 1 e 2. Sejam Ky e ) os
ideais de C'[X] tais que ¢; = Q[X]K;N R[X] (i = 1 e 2). Temos, por 4.2.5(i1),

Q[X]K N R[X] = ¢ = ¢ N ¢2 = (Q[X] K1 N R[X]) N (Q[X] K2 N R[X]) =
= (Q[X]K: N QX)) N R[X] = Q[X](K, N IK3) N RIX].

Pela correspondéncia de 3.1.5, Ky Ny = K. Também, I Ny e IV Iy, pois
I [ 2 |

4 F ¢ ¢ qF# 2. Logo I ¢ vedutivel em C![X], o que ¢ uma contradicao. De modo

semelhante, podemos demonstrar a reciproca.

Uma decomposigiao primaria de um ideal lechado I € R[X] é expressar I como
uma intersecgao finita de ideais primarios de R[X], do tipo / = NiL,q; (onde ¢; é
um ideal primario de R[X], 1 < ¢ < n, com n € N). Dado I um ideal de um anel
qualquer A, o radical de I é a interseccao de todos os ideais primos de A que contém
I. O radical de I serd denotado por VI. Dizemos que a decomposigao primaria ¢
minimal se \/q;i # /q; para quaisquer 1 < 7,5 < n tais que 2 £ J5eq D Ny
(15 ¢ ).

Seja ¢ um ideal fechado de R[X] e consideremos o ideal A de C'[X] tal que
¢ = Q[X]K N R[X]. Entio /g = Q[X]VK N R[X]. De fato, sabemos que C[X] é
Noetheriano e portanto existe um nimero finito de ideais primos minimais P, ..., I,
de C[X] tais que P, 2 K (1 £ j £ r). Assim, VK = " P, Além disso,

existe n € N satisfazendo VK C K. Lage, {F ¢ . B® € (ML © K.

1=1
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Agora consideremos os ideais primos It — disjuntos p; = Q[X]P; N R[X] de R[.X]
(I £ <r). Temos que para cada j = 1,2,...,7, p; ¢ um ideal primo R — disjunio
que contém ¢, ¢ por 3.1.5, (py - ... - p)" € ¢q. Dado um ideal primo I qualquer de
R[X] tal que F' D ¢, temos que F contém (py-...-p.)". Conseqiientemente, I contém
Pio (1 <ig < 1). Assim, para obter /g, podemos considerar apenas os ideais primos
R — disjuntos de R[X] que contém ¢, isto &, /g = Ni_;p;. O resultado agora ¢
evidente, por 4.2.5.
Iistas observacoes, demonstram o seguinte

Lema 4.2.8 Scja ¢ um ideal fechado de R[X]. Entdo \/q € dado por uma inler-
seegao finita de ideais primos R — disjuntos de R[X]. Além disso, \/q ¢ nilpolente
modulo ¢.

Lema 4.2.9 Scja ¢ wm ideal primdrio de R[X]. Enldo \/q ¢ wm ideal primo de
R[X].

Demonstragao : Seja A o ideal de C[X] tal que ¢ = Q[X] /K N R[X], e portanto
Vi = QVEKNR[X]. Como C[X] é comutativo, temos que VA é um ideal primo

(ver teorema 4.1 de [1]). Logo, por 3.1.7, temos que /g ¢ um ideal primo de R[X].

A seguir, definimos o que é um ideal L-primdrio e mostramos que toda decom-
posi¢ao primaria de um ideal fechado [ de R[X] pode ser reduzida a uma decom-
posicao primaria minimal.

Definigao 4.2.10 Scja g wm ideal fechado de R[N, Dizemos que g & L-primdrio
s q ¢ um ideal primdrio de RIX) ¢ /g = L.

Lema 4.2.11 Sejam ¢, ¢ qu dois ideais L-primdrios de R[X]. [nlao qy N gy ¢
L-primdrio.

Demonstragao : Por 3.1.5 e 4.2.5, temos que \/¢1 N g2 = L. Resla provar que
V1 N gz ¢ um ideal primario de R[X]. Sejam a € R[X] e I um ideal fechado de
R[X] tais que al € ¢4 Nqz e a & ¢ N gz Sem perda de generalidade, podemos
supor que a € ¢;. Como ¢ ¢ um ideal primario de R[X], existe n € N satisfazendo
[" C ¢ € L. Sejam K, o ideal de C[X] tal que ¢ = QKN R[X] e K = VK.
Como C[X] é Noetheriano, existe m € N tal que K™ C K. Assim, L™ C q.
consequentemente, I"™ C ¢; N ¢z. Logo, ¢1 N g2 é um ideal L-primdrio.

Assim, dada uma decomposigao primaria de um ideal de R[X], podemos supor
que esta ¢ minimal. De fato, basta substituir os ideais primdrios que tenham mesmo
radical, pela interseccao destes (4.2.11).
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Teorema 4.2.12 Scja I um ideal fechado de R[X]. Enlio cxisle wm nidmero
finito de ideais primdrios qi, ¢z, ..., qn de R[X] lais que [ = NI ¢ ¢ wma decom-
posi¢ao primdria minimal. Além disso, a familia de ideais primos {\/qi}'=, € uni-
camente determinada por 1.

Demonstragdo : Seja K o ideal de C[X] tal que I = Q[X]A N R[X]. Como
C[X] ¢é Noetheriano, ' admite uma decomposigao primaria minimal em C'[X]. Seja
K = ML, K; esta decomposicao, onde K; é Pi-primario, para todo

€ A = {1,2,..,n} e n € N. Desde que esta decomposi¢ao é minimal, temos
P; # P, para quaisquer ¢,j € A tais que z # j. Assim, temos, por 4.2.5,

I = QIX]K N R[X] = Q[X)(NI_, K:) N R[X] =

= (M QIXTR:) N RIX] = N, QIX]K: N R[X].

Para ¢ € A, seja ¢; = Q[X]K; N R[X]. Desde que para todo 1 € A, K; é primario
de C'[X], obtemos que ¢; ¢ primario de R[X] (4.2.3). Assim, dado um ideal {echado /
de R[X], I admite uma decomposigao primaria em 2[X] do tipo [ = N, ¢, com ¢
um ideal primario de R[X] para 1 < i < n. Podemos supor que esta decomposi¢ao
¢ minimal (por 4.2.7 e 4.2.11).

Suponhamos agora que I = N3_, ¢}, onde ¢ ¢ um ideal primario de R[X]

(1 < Jj < s). Entao os ideais N! de C[X] tais que ¢ = QK N R[X]

(I < J < ), sa0 primirios de C[X], e vale K = N2 K. Mas C[X] ¢ Noetheriano,
portanto, reordenando os latores (se necessario), lemos que s = n ¢ \/T\T = I
(1 <7 < n). Conseqlientemente, \/&j =4 (1 £j<n), pois

V4 = QRKINRX]=Q/K;NR[X] = /7; (1 <j<n). Aprovaestd completa.



Nota Final

[sta dissertagao estuda os ideais primos e fechados de uma extensao livre cen-
tralizante S = R[], de um anel com unidade /2. Os resultados obtidos, bem como
as técnicas usadas aqui, podem ser aplicadas para relacionar certas propriedades
dos ideais primos P de R com os ideais primos P* de S, tais que PN R = . Em
(6] (seccoes 3 ¢ 4), M.Ferrero mostra que as propriedades que caracterizam os andis
¢ ideais fortemente primos, nao singulares e primitivos, sao preservadas, sob certas
condigoes, quando tomamos ideais primos P e P* como acima.

Lembramos que um anel R é dito fortemente primo, se qualquer ideal nao nulo
[ de R contém um subconjunto finito /7 de R que satislaz a seguinte propriedade:
ser € Rel'r=0,entao rr = 0. I" é chamado isolador (a direita) para I em K. Um
ideal I <1 R é dito fortemente primo, se o anel % ¢ fortemente primo.

Um ideal I de R dito essencial a direita, se para todo ideal nao nulo a direita
J de R temos J N1 # 0. O ideal singular (a direita) de um anel 2 ¢ definido por
S(R) = {a € R| Anp(a) é um ideal essencial a direita de R}, onde, Anp(a) denota
o anulador a direita de @ € R (De lalo podemos provar que S(/2) ¢ win ideal). Um
anel 1?2 ¢ chamado nao singular (a dircita) se S(2) = 0 ¢ um ideal primo P de R ¢
dito nao singular se £ & um anel nao singular. Daqui em diante, escreveremos "nao

;.]
singular” para denotar "nao singular a direita”.

A seguir, enunciamos quatro resultados de [6], que sao obtidos como aplicagoes
dos resultados desenvolvidos nesta dissertagao. Como antes, R[/2] denota uma ex-
tensao livre centralizante de R.

Teorema 1: Scjam £ um anel fortemente primo ¢ P um ideal de R[] o qual
¢ maximal com respeito a propriedade PN R = 0. LEntao /7 é um ideal lortemente
primo.

Teorema 2: Sejam R um anel primo nao singular ¢ P um ideal de R[/] o qual
¢ maximal com respeito a propriedade PO R = 0. Fntao 2 ¢ um ideal nao singunlar,

Teorema 3: Scjam 12 um anel qualquer ¢ S = R[] uma extensao livee cen-
tralizante de R (£ = {ei}iea). Se E é finito ou ¢;e; = ¢je;, para quaisquer ¢, ) € Q,
entao qualquer idcal primo de 2 é fortemente primo (respectivamente nao singular)
se e somente se o mesmo é verdadeiro para S.
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Um ideal I de R é dito primitivo (a direita) se satisfaz a propriedade de existir
um ideal maximal a direita M tal que (M : R) = {t € R | Ra € M} = I, ou seja,
I ¢ o maior ideal (bilitero) de R contido em M). Um anel ¢ chamado primitivo (a
direita), se o ideal 0 é primitivo (a direita).

Teorema 4: Sejam R um anel primitivo (a direita) e P um ideal de S = R[[]
maximal com respeito a propriedade PN R = 0. Entao P é um ideal primitivo (a
direita) de S.

Observamos que, em [6], o teorema 4 ¢é provado para uma extensao S = [2[/]
livre e normalizante sobre R (isto é, ;R = Re; Vi € Q).

Finalmente, queremos observar que, em (7], os resultados desta disserta¢ao sao
generalizados. Neste outro trabalho, M.Ferrero define submédulos fechados de um
bimddulo sobre um anel primo R. Agora, ndo é mais necessario que este modulo
seja livre. Conseqiientemente, generaliza os resultados expostos nesta dissertagao.
Além disso, ndo somente se generalizam os resultados anteriores para extensodes nao
necessariamente livres, como também se obtém resultados em anéis intermediarios
(isto é, subanéis de S que contenham ). Estes novos resultados sao obtidos com
técnicas analogas as utilizadas nesta dissertagao.
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