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Abstract

In this work we present a sistematic exposition of a result due to R.
Maiié and L. Rocha, who proved that the Julia set of a rational map of
the Riemann sphere is uniformly perfect. We start with necessary basic

concepts and close with a proof of a result of C. Pommerenke which allows
us to conclude the Dirichlet regularity of the Julia set.



Sejam Sp={2"(n+ip): n,p € Z} e S=|) Sn

S

L-J

Consideremos S como sendo S sem repetigdes. S & enumerdvel, § =
{#1,2,...}. Eclaroque S édensoem K.

Seja {fa(z1)} na esfera. Denotamos w; = lim fi.(2z) onde f, ¢é uma
subseqiéncia de f,. Construimos agora uma subseqiéncia f,, de f;, da
seguinte forma: temos que {f;.(2;)} tem subseqiiéncia convergente ¢ denotamos
Wy = ‘lgmw Jom(23). Assim f,, convergeem 2, eem 2, Seguindo o raciocfnio
obtemos 7 D {fia} D {faa} D ... onde Liglp[fk.m(z.f): Sealz)) =04 =
=1,2,...,k.

Para simplificar a notagdo denotamos f, = f,.. Temos assim que f, ¢é
equicontinua em XK.

Dado € > 0 36 =46(€) tal que p(fa(21), fa(23)) < € V2,2, € K desde
que |5 -2z| < 6.

Tomamos m, tal que 2%-™ < § e {z,...,2v} um subconjunto finito de
{zx} exigindo m < my, em 2-™(n + ip).

Sejam z € K e 2 do finito tal que |z—2| < 6. Entao

P(fn(2), [a(2)) £ p(fn(2), fm(2k)) + p(Sin(2x), fa(2e)) + p(fu(2), Fu(2)) {ful2)}

é convergente para k = 1,2,...,N e portanto Jp = p(e,N) tal quel
p(fm(2:), fa(z)) < € epara mn > p e k < N. A estimativa vale
uniformemente para z em K e portanto {f,} converge uniformemente em K.
Pela convergéncia uniforme a fungao limite é meromorfa em K.

Para passar de K para todo D comsideramos D,,D,,...,D, = K, tal que
Dy, C D, ¢ D Vk etalque Vz € D3m talque z € D, para k > m.



Assim (f,), converge uniformemente em D, e contém subseqiiéncia que converge
uniformemente em D,. Segue-se com o mesmo raciocfnio e aplica-se o0 método da
diagonal novamente. o

1.5 Teorema

Uma famflia 7 de fungdes f,, @ € A, analiticas em um domfnio D C C,
¢ normal em D se para qualquer subconjunto compacto S de D existe um
nimero finito M(S) tal que |fa(z)] £ M(S),2 € S, Va € A

Demonstracao:

Consideremos Dy, C D,‘ C D, ¢ D tais que 8D, é retificdvel. Denotamos
C, =08D,. Temos que d(D,,C,) =06 > 0 onde d(D,,C)) = ’igi;, d(z,y).

yEC
Dacdos 2,2, em D, temos:

fal21) = fa(22) = (21 — 23) 2,1"' os (I— 2{3((?— 23) ok

|falz1) = fal22)] € |22 = zﬂMﬂgl;) §2(Cl)

onde £(C;) é o comprimento da curva C;.

As aplicagoes sao uniformemente equicontinuas no sentido ordindrio em Dj.
Assim temos equicontinuidade esférica. Logo ¥ é normal. $

O objetivo agora é obter uma demonstragdo do Teorema de Montel. Existe uma
demonstragio do teorema bem sucinta que pode ser encontrada em [S]. Porém tal
demonstragao utiliza levantamento analftico. Aqui apresentaremos a demonstragio
que utiliza apenas o Teorema de Schottky.

Passamos agora a demonstragao do Teorema de Schottky.

1.6 Defini¢ao

Seja 7 uma famflia de fungdes analfticas em uma regido contendo o fecho da
bola B(0,1)={z € C : |2|] < 1} e satisfazendo que f(0) =0 e f'(0) =1




Definimos A(f) =sup {r: f(B(0,1)) contém um disco de raio r}. A constante
de Landau L é definida por L=inf {A(f) : f € 7}
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O valor exato de L € desconhecido mas é possfvel provar que 0.5 < L < 0.56.
Veja [Cy].

1.7 Proposicao
Seja f € F. Entio f(B(0,1)) contém um disco de raio L.

Demonstracao:

Basta mostrarmos que f(B(0,1)) contém um disco de raio A = A(f).

Dado n € N existe a, € f(B(0,1)) tal quese |a—a,| < /\-% entdo
a € f(B(0,1)).

Como f(B(0,1)) c f(B(0,1)) entdo 3Ja € f(B(0,1)) e (as)e tal que
ljgn s, = 0. Sem perda de generalidade assumimos que a =lim a,.

Se |w=—a] < A escolhemos n, tal que |w-a] < A—ﬂl. Assim
0

In > np tal que oy —a| < A—;:-——|w—a| para n > n,. Portanto
0

lw—a. < |w—a|+|a—as < A—;zl— < ,\--;1; se n > n;. Logo
0

w € B(a.,,\—%] Cc f(B(0,1)) (onde Ba,r)={z € C :|z—4a| < r}).
Como w era arbitrdrio segue-se que B(a,)) C f(B(0,1)). o

1.8 Coroldrio
Se f é analitica em uma regido que contém B(0, R) entdao f(B(0,R)) contém
um disco de raio R|f’(0)|L.



1.9 Lema
Seja G C C uma regido simplesmente conexa e f uma fungio analftica em
G que n3o assume os valores 0 e 1. Entdo existe uma fungdo analftica ¢ em G
tal que f(z) = —exp (imcosh 2g(z)).

Demonstracao:

Jid que [ n3o assume O existe ¢, ramo de log f, definido em G, isto &,
exp L= f.

Seja F(z) = (2mi)™* £(2). Como f(a) # 1Ve € G temos que F(a) # n,
n inteiro qualquer.

Definimos H(z) =\/F(z) =\/F(2) =1 eresulta H(z) #0. Assim ¢ possfvel
definir g, um ramo de log H em G,

Assim temos:

--1 ~2¢ —l 7 2:1 l’— —_l-
coah(2g)+l—2(e"+c )+1-—2(e'+e’) 2(H+H)—2F-_m..£.

Logo
[ =¢ =—exp(ni cosh (2g)) ¢
1.10 Lema
Sejam G,f e g como no lema anterior. Entdo g¢(G) ndo contém discos de
raio 1.
Demonstracao:

Sejam n um inteiro positivo e m um inteiro qualquer.
Suponhamos que exista a € G tal que g(a) == log (\/n+/n— Ii+% imm.
Assim temos

2cosh (2g(a)) = €@ 4 ¢7%() = ¢'™* (/A + /n = 1)¥+

eI (i + VA=) = ()[R VA= TP+ (VA= VAT =
= (=1)™ [2(2n - 1)}.




Logo cosh [2g9(a)] = (-1)™(2n—1) e 2n—1 & impar. Portanto f(a) =1 e ¢
nao pode assumir o8 valores

{:l:log(\/ﬁ+\/n—ll+%im1r; g 21 m=0+14%2..}.

Os pontos acima formam o8 vértices de um reticulado do plano.

A largura é log(y/n+1+ /M) —log(,m+/n—1) > 0. Como p(z) =
log(yz+1+ /7) - log(\/z+ /z—1) ¢ uma fungdo decrescente a largura de um
retingulo é menor que (1) = log(1 + /2) <log e = 1. Assim a diagonal de um
retingulo qualquer é menor que /2. Q.

Seja f definida numa regido simplesmente conexa contendo B(0,1). Supo-
nhamos que f nao assume os valores 0 e 1. Sejam ¢, umramode log f, F =
%':t, H=yF-F—=1 e g umramode log H. Na escolha dos ramos £ e
g exigimos 0 £ Im¢(0) < 27 e 0 £ Img(0) < 2=.

1.11 Teorema de Schottky
Dados a e f,0< a < 00 e 0 £ f < 1, existe C(a,f) tal quese f
é analftica em uma regido simplesmente conexa contendo B(0,1) a qual omite os
valores 0 e 1 etal que [f(0)] £ o entdo |f(2)] £ C(a,p) para 2 € a <
e |2 < 8.

Demonstragao:

L=

_.': ﬁh "‘. H_‘ e\




1o caso
RN D —

(==

Suponhamos que 5 < 17(0)] £ o
Assim y ;
[FO)l = 5= |1og1/(0)] +i Im 0)] < o-log a+1

pois
et = f ik eR:(()-!-iIm(t) = |f|8‘ erg f _, eﬂa(t) .eﬂm(t} o U’lcl erg f _, Im(cl e ﬂrﬂ(f)
e

F= skt = F(0) = 5= £0) — |F(0)] = 5 [€0)] = 5= [log £(0)] =

= 5= [log (If(0)] € 2 /)| = 5 |log |/(O)}+
+i arg f(0)|=-—1- |log|/(0)] +i Im €0)] < 5= log a+1,
Seja Cyla) = = log a+ 1.
Assim temos h/ 0)+ JF(0) -1 < |(/F(0)| + |\/F(0) -1
< exp (i log IF(O)l) +exp (E log|F(0) - 1|) g

=[FO)[* +|F(0) - 1| < Co(a) * + (Co(a) +1) *

Seja. Cl(ﬂ‘) = Co(ﬂ) i + (Co(ﬂ’) + 1) *.
Assim se |H(0)] > 1,

|9(0)] = |log |H(0)| + ¢ Img(0)| < log|H(0)| + 27 < logCi(a) + 2~ .

Se |H(0)] < 1,

19(0)] < —log|H(0)] + 27 = log (lﬁ%ﬁﬂ) G

=log |\/F(0) +/F(0) = 1| + 27 < logCi(a) +27.
Seja Ci(a) =logCy(a) + 27 .



Se |a| < 1 entdo g(B(s,1-|a])) contém um disco de raio L(1 — |al)|g’(a)].
O lema 1.10 diz que g(B(0,1)) n3o contém discos de raio 1. Portanto |g'(a)] <
[L(1 = Ja]] para [o] < 1L

Para |a| < 1 seja 7=][0,8]. Entdo

o(@)l < 19(0)1+ lo(a) = 90)] < Cule) +1 [ o'(z)d| <

< Cy(a) + |a|méz {|g'(z)| :z € [0,a]} < Ci(a) + 1|i| a
Seja
Cs(a, B) = Co(a) + BIL(1 - B)) .

Assim |g(z)] < Cs(a,f) se |2] £ B. Portanto
2] £ B — |f(2)| = |exp[ni cosh 2g(z)]| <

< exp |r|cosh 2g(z)|] < explr W] < exp[r °+(=)]

Definimos
Cy(a, ) = exp {7 [exp[2 Cs(a, B)]]} .
20 caso

Suponhamos 0 < |f(0)] < -;- Entio 1- f satisfaz as condiges do caso 1.
De fato:

3=1-3 < 1=[fO)] < [1-fO)] < 1+|f0O)] < 1+3=

pois a > 2.
Portanto |1 — f(2)] € Ci(2,8) se |2] £ F eassim |f(z)] £ 1+ Ci(2,5)
logo basta definirmos

Cla, p) = mdz {Ci(a, 8) ,1+Cy(2,8)} . ¢

o)

< o

b2

1.12 Corolario
Seja f analftica numa regido simplesmente conexa contendo B(0, R) e supo-
nhamos que f omite 0 e 1. Se C(a,f) é aconstante do Teorema de Schottky
e |f0)] < @ entdo |f(z)] < Cla,f) para |2l < B R
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1.13 Teorema de Montel I
Se ¥ éafamflia de fungOes analiticas em uma regido G na qual f € 7 ndo
assume os valores 0 e 1 entdo F & normal.

Demonstragao:

Fixemos 2z, € (G e consideremos

g={f € 7 :f(n)l < 1}e X={f € 7 :|f(x)] 2 1}

Mostremos que § ¢é normal no conjunto das analfticas e ¥ & normal em
C(G,0).

Para obtermos a normalidade de § é suficiente mostrarmos que § é localmente
uniformemente limitada.

Sejam ¢ € G e 7 umacurvaem G de z até a. Sejam Do, D,,...,D,
discos em G com centros 2,,2,...,2, =@ em 7 e taisque 2,_; e 2 estio
em Dy, N D, para 1 < k<neD, CGpara0<k<n

Aplicamos o teorema de Schottky para D, e f em § (Do = B(z,r) e
R > r étal que B(z,R) C G entio |f(z)] < C(1,8) para z em D,
e f em G quando B é escolhido com r < AR). Segue que 3 C, tal que
|f(2)] £ Co para z em D, e f em G. Assim § é uniformemente limitada
por uma constante C, em D,. Continuando nés temos que § é uniformemente
limitada em D,. J4 que a era arbitrério isto d4 que § ¢é localmente limitada e
portanto § ¢é normal no conjunto das analiticas.

Agora consideremos ¥ = {f € ¥ :|f(2)] > 1}. Se f € X entido
— ¢ analftica em G pois f nao se anula. J4 que’ f nao assume 1, }

f

também nao assume nem 0 nem 1. Além disso (-}-) (z)] < 1, portanto

ﬂ={—}- : f € ¥} ¢ G e H énormal. Assimse (f,), ¢ uma seqiiéncia em

X entdo 3 (f.,)x tal que (Tl-) converge para uma aplicagdo analitica h. De
ne Sk

acordo com o Teorema de Hurwifz h =0 ou h nunca se anula. Se A =0 entdo
lim fas(2) = 0 uniformemente em compactos de G. Se h nunca se anula entao

11



é analitica e segue que li{ﬂ [ni(2) = mlz—)— uniformemente em compactos de

Q.

Q= -

O teorema provado acima considera fungdes analfticas em G C C, ou seja,

com f(G) € C. Para fungdes meromorfas f: G — T obtemos a seguinte
versao:

1.14 Teorema de Montel IT

Uma famflia de funcdes meromorfas € pormal se nenhuma funcio da famflia
assume os valores 0,1 e oo.

Vamos agora adaptar o Teorema de Montel aos nossos propdsitos, que é o de
aplicagbes f:U — T com U C T aberto. Dizemos que uma tal aplicagio
é analitica se o for como aplicagdo da esfera na esfera, com parametrizagoes locais
z e -i; Mais precisamente, seja ¢ € U dado;se ¢ € C exigimos que f é

meromorfa numa vizinhancade a em U N C ese a = oo exigimos que f G)
¢ meromorfa numa vizinhanga de 0.

Com esta terminologia temos que toda aplicagao analftica f: C — C que ndo
é sobrejetiva é constante (Teorema de Liouville) e mais: sempre é uma aplicagio
racional. Com efeito, se f:C — T & analitica, tem no maximo finitos pdlos:
caso contrério estes pélos teriam um ponto de acumulagio no qual f deixaria de
ser meromorfa. Sejam by,...,b, os pdlosde f e ffl, ..., H, as correspondentes
partes principais de f. Entdo F(z) = f(z) - Z; H;(z) define uma aplicagio

=

analitica de C em U, constante pelo Teorema de Liouville. Segue-se que f é
uma aplicagao racional.
Aplicagoes analiticas bijetivas de C em C sio denominadas lineares e con-

stituem exatamente as transformagbes de Mobius. Para estas aplicagbes temos o
seguinte critério de normalidade:

1.15 Proposicao
Dado M > 0, a familia das transformagoes de Mobius ¢: C — U dadas

12



az+f

por g{z) = rry U ab=98=1 e |a|,|8,17,16) < M é umn familia
normal.
Demonstracao

Seja (g.)» uma seqiiéncia em ¥ isto é g.(z) = ozt Sem perda de

generalidade podemos supor que 3 a,f,7 e § tais que lim a, = a,lim B, =

f,lim vy, =7 e lim 6, =6 j4 que (an)e,(Pa)ns(1n)a € (6.)n 830 seqiiéncias
limitadas.
Assim Ezrgos que ¢, converge simplesmente para a aplicagio g dada por
az
(2) =

Tz 46’
Mos?remos agora que se lim a, = a,lim f, =f ,liay, =9,lim §, =6 e

limz, = 2z entdo

. aZntfa _az+p

hmq,z,+6,nqz+6'
Defatose z # o0 e 72+6 # 0 entdo ndo ha dificuldade. Se z # oo e
12+6=0 entdo az+p # 0 e

. TaZntO _ y2+06 _
lim 0a2n+Ps  Q@z4+f

Finalmente se z = 0o procedemos analogamente trabalhando com

0.

_a+pl

7+6.1
Queremos mostrar que a seqiiéncia g, acima converge uniformemente. Supo-
nhamos que isto ndo ocorra. Assim 3 € > 0 talque Vn 3¢k, > n e

3 2. tal que p(ge(2s), g:.(2:)) > €. Passando a uma subseqiiéncia se necessdrio
podemos supor que:

lim 2, =z,

limeae, =a , lm o, =«
bm B, = , lm fe, =f
lim 5, =7 , lim 3, =19

lim 6, =8 , limé, =6.

13



Portanto temos lim g, (2.) = g(2,) e lim g (2) = g(2), implicando uma
contradigao ao fato p(ge,(2.), o, (24)) > €.

O que acabamos de fazer prova que # ¢ uma familia normal. o
1.16 Proposicdo
Dado N > 0, a familia das transformagoes de Mobius ¢: T — T tais que
1
p(9(0), 9(1))-p(g(1), g(c0))-p(g(c0)), 9(0)) > 77
¢ uma famflia normal.
Demonstragao
az+ f a+f

Dada uma Mobius w = Y denotamos w, = f/6 ,w, = e We =afy

as imagens de 0,1 e co. Consideremos o produto
ad - ff

Pl oo ) o) = [ T4 T A T

Suponhamos que a,8,7 e & siotaisque al—-fy=1eM > 0 é
tal que |el,|Bl,]7/,16] < M. Entdo o produto acima é maior que 1/N? onde
N & uma constante. Reciprocamente suponhamos que o produto é maior que
1/N?. Entao ad —fy # 0. Podemos supor ad — 7 =1 e queremos provar
(o + 702)- (8P +161). (e + B+ [1+87) < N?. Mss a = ab(a-+B)—af(r+3),
e |al.|é|.la+B| < N e |a|.|f|.|7+6] < N implicam |a|] < 2N. Analogamente
obtemos |f| < 2N, |51 < 2N e |6§] < 2N. Assim provamos que as
transformagtes de Méobius que satisfazem p(wo, w;).p(Wy, Weo).P(Weoy wo) > 1/N?
constituem uma famflia normal. o

Dizemos que 3 pontos p;,p; e ps € C estdo 7-separados, 7 > 0, se
plpi,p;) > 7,1 £ 1,5 < 3. Enunciemos entdo o iltimo resultado deste
paragrafo:

T+6

1.17 Teorema de Montel 111
Seja U € T abertoe ¥ uma famflia de fungdes analfticas de U em T

talque 37 > 0 talque Vf € ¥ 3p,,p,,ps 7-separados tais que f(U) n3o
contém p; , ¢=1,2,3. Entdo ¥ ¢é normal

14



Demonstracao:
Dada 7 ={f,} onde f, omite pia,psa € psa € tais pontos sio 7-separados

consideremos

To(2) = 2= Pia . P2a — Psa .
Z = Psa D2e — D1a
Vale que Ty(pia) =0,Ta(pa) =1 e To(pse) = 0. Assim {7, o fo} omite 0,1
e oo e portanto pelo Teorema de Montel Il {7, o f,} é normal. Para mostrarmos
que {f.} ¢ normal basta mostrarmos que {7;'} & normal.
Temos por definigao

(Te)7(0) = pra
(7e)™'(1) = pae
(Ta)™ () = psa

J& que p(PrayP20) -P(PrayPsc) -P(P20)Psa) > C®* = 1/N? onde N = 1/C*/2
temos {T;'} é normal. Logo {f,} é uma famflia normal. o

15



§2. A Dindmica na Esfera de Rlemann

Neste pardgrafo iremos introduzir alguns conceitos bdsicos a respeito da Dinimica
na Esfera de Riemann.

2.1 Os endomorfismos em T

Estudar a dindmica em um conjunto quer dizer, a partir de uma fungdo R e
um determinado ponto 2z ver o que ocorre com o conjunto {z, R(z), R(R(2)),...}
dos iterados de z por R. Surgem questdes naturais como por exemplo:

Quais 830 os pontos limites deste conjunto?

Quais s3o as propriedades topolégicas e analiticas de todos pontos limites?

J4 que nosso objetivo é estudar a Dinimica na Esfera de Riemann o primeiro
passo ¢ conhecermos bem a classe de fungbes com as quais iremos trabalhar. A
nossa classe de funcdes serd dada pelas fungdes R : C — T analiticas que ndo
830 lineares e nem constantes. Tais fun¢des sio chamadas de endomorfismos da

esfera.
Temos que a nossa classe é exatamente a classe das aplicagoes racionais R :

C - C.

Dada uma R como acima, definimos o grau de R por g¢r(R) = #R"'(p)
onde p € C é um valor regular. A definigao independe de p e o nosso espago é
composto por fungoes da forma

R(z):i a; 2/ kE’ by 2

=0

onde a;,b; € T e ky,k, € N.

2.2 Definic¢io

Seja R :C — C uma aplicagio racional

i) Definimos 0*(2) = {R"(2) :n 2 0} e 0~(%) = |J R"(2) as drbitas
positiva e negativa de z,.' Definimos 0(z,), a érbita d?o z5, por O(z) =
O0+(z) U 0~ (z).

ii) Dado p € T talque 3k € N tal que R¥(p) =p dizemos que p éum

16



periédicode R. k é chamado o perfodode R se k=min{f € N|R!(p) = p}.
iii) Seja 2z, um ponto periédico de perfodo n. Entdo ),, = (R*)'(2) éo
auto-valor da drbita periédica. A,, é um invariante da érbita O0*(2,) jd que éo
produto das derivadas nos pontos da érbita.
iv) O*(z) periédica é dita ATRATORA se 0 < |\] < 1, SUPER ATRA-
TORA se |[A| =0, REPULSORA se [A\| > 1 e NEUTRA 8e |)\|=1.

2.3 Definicao
Um ponto 2 € C é um elemento do Conjunto de Fatou de R (F(R)) se
existe uma vizinhanga U de zem C tal que {R*|U} é uma famflia normal. O
Conjunto de Julia de R (J(R)) € o complementar do Conjunto de Fatou.

2.4 Teorema
O Conjunto de Julia é um conjunto completamente invariante, compacto e nao
Vazio.

Demonstracao:

F(R) é aberto por definicao. J4 que R é contfnua e aberta temos que F ¢
completamente invariante isto ése z € F entdo R(z) € F e R'(2) € F.
Conseqiientemente J(R) é completamente invariante e fechado. Logo J(R) é
compacto.

Suponhamos que J(R) = ¢. Entdo F(R) =T e portanto (R™); converge
uniformemente a uma aplicagdo meromorfa S. Assim o grau de R* tende ao
mesmo tempo para o grau de S e para co. Mas o grau de S ¢é finito. Logo

J(R) # ¢ %

2.5 Proposicao
Seja 2 € J(R). Se U é uma vizinhanga de z entao o conjunto Ey =

C = Upyo R*(U) contém no méximo 2 pontos. Tais pontos sdo ditos excepcionais.

Demonstracao:
Supondo que AU tal que # Ey > 3 entdo pelo Teorema de Montel {R*|U}
é normal e portanto z € F(R) o que é uma contradigao. o
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2.6 Proposi¢ao
Se O*(z) ¢ uma 6rbita periédica (super) atratora entdo O+(2) C F(R).
Se O+(z) érepulsoraentio 0+(z) C J(R).

Demonstracao:

Temos que existe n tal que R*(2) = z,. Suponhamos que |(R*)'(z)] < 1.
Se mostrarmos que existe D, disco aberto contendo 2z, tal que R*(D) C D
entdo | J(R*)*(D) C D. Masse z € J(R) N D temos que Q(R']*(D} cobre
Ca me;os de 2 pontos e teremos uma contradicio.

Seja A < A < 1 talque |(R*)'(20)]=X < 1. Temosque (R*) é C° e
portanto Ir > 0 tal que |(R*)'(2)] € Ao V|z—2| < r. Logo R* : D(z,r) —
D(z,r) pois |R*(2) — 2| = |R*(2) = R*(20)| < Xo]z—12] < Aer < 1. ¢

2.7 Exemplos

i) Consideremos a aplicagio R(z) = 2%, Seja 2, tal que |%| < 1. Entdo 3U,
vizinhanga de z,, tal que R"|U converge para a constante 0 Vz € U. Portanto
o interior do circulo é um subconjunto de F. Analogamente o exterior também o
é. Porém em |2| =1 {R"} ndo é equicontfnua. Logo J(R) = S*,

ii) Consideremos um polindémio p(z). O ponto oo é um ponto fixo isto é
p(o0) = oo e ainda vale que p~'(00) = {00}. O oo é um ponto fixo super atrator
para p(z). Logo J(p) € C. Como gop“(C) = C, isto é, deixa de cobrir

somente 0 00, que estd no F(p), vemos aue oo é um ponto excepcional.
iii) A tftulo de curiosidade apresentamos um esbogo dos conjuntos de Julia de
alguns polinomios de grau 2:
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R(z) = ez 4 22
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R(z)=22+C
C o —0.12256117 + 0.74486177
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R(z) =-z+2°



2.8 Proposicio
Se int(J(R)) # ¢ entdo J(R)=CT.

Demonstragao

Seja U um domfnio contido no interior de J(R) j& que J(R) é invariante
temos que J(R) D U RYU) =T - E. (E denota o conjunto dos pontos

5o
excepcionais), Além disso J(R) éfechadoe E contém no maximo 2 pontos. Logo
JIR)=T, ¢

2.9 Proposicio

Se 2 € U—FE entdao J(R) estd contido no conjunto de pontos de acumulagio
da drbita negativa de z isto § J C { pontos de acumulagdo de U R™(2)}.
n20

Conseqiientemente se 2 € J(R) entdo J(R) = LZJ R*{z).
n20

Demonstracao:

Sejam z € C—FE, w € J(R) e U uma vizinhanga de w suficientemente
pequena. Assim u R*(U) cobre C—{2pontos}. Como z € C—E temos
n20

que 3n talque 2z € R*(U). Entdo Ju € U tal que u = R~"(z). Assim
Un R="(2) # ¢ eportanto w é ponto de acumulagdo de U R*(2).
n2o

Suponhamos que z € J(R). J4ique J éinvariante segue que U R™™z) €
n20

J(R), o que completa a nossa demonstragao. ¢

Observemos que este tltimo resultado pode ser usado para obter os desenhos de
2.7.

2.10 Lema
Se a € J(R) entao 3b € J(R) talque a € O*(b) mas b ¢ O*(a).
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Demonstracao:

1) Suponhamos que a nao é periddico. Seja b € R~'(a). Entao R(b)=a e
portanto ¢ € O*(b). Se b € O*(a) entdo existiria n tal que R*(a) =b e
entio R(R*(a)) = R(b) =a e a seria periédico.

2) Suponhamos agora que a ¢ periédico de perfodo n. Seja S = R* e
consideremos a equagao S(z) =a. Se a é ainica solugao da equagéo conjugamos
S aum polinémio p. J4 que oo € F(p) terlamos que a € F(S) o que é uma
contradigdo. Logo 3b # a talque S(b)=a e b & Ot(a) pois a é a tnica
solugio em O%(a). ¢

2.11 Teorema
O Conjunto de Julia é perfeito.

Demonstracao:

Sejam a € J(R) e U uma vizinhanga de a. Tomemos b € J(R)— 0*(a).
Assim 3k tal que b € R¥(U).

Seja ¢ € U talque R*¥(c) =b. Temosque ¢ # a pois b € Ot(a) e
¢ € J(R) pois J(R) é R-'-invariante.
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2.12 Teorema

Sejam U abertotalque J(R) N U # ¢ e K C T compacto tal que
K n E=¢. Entao 3N > 0 talque R*(U) D K Vn > N.

Demonstragao:

Suponhamos que o teorema é falso. Entao existem Ny < N, <... e p;,p,,...
em K taisque p; ¢ RM(U) Vi. Assim R-*(p;) N RN~%(U) = ¢ Vi. Temos que
{p:;} € K, K limitado e K tem uma distincia positiva dos pontos excepcionais
pois é compacto.

Afirmamos que 37 > 0 tal que R~?(p;) contém uma terna 7-separada. De
fatose V7 > 0 3i tal queem R-?(p,) para qualquer 3 pontos podemos escolher
2 com distancia menor que 7 entao tomando 7=1/n, 34, tal queem R-*(p;,)
podemos escolher 2 pontos com distancia menor que 1/n. Como K é compacto
dp € K e (pi,)x talque p;,, convergea p eentio R~?(p) teria um dnico
ponto. Logo p seria excepcional o que é um absurdo.

Assim {R™~? |U} é normal o que € uma contradigao pois U contém pontos
do Conjunto de Julia. - o
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§3. Os Conjuntos de Julia sdo Uniformemente Perfeltos

3.1 Anéis na Esfera de Riemann

3.1.1 Definicao
Seja A C C. Dizemosque A é um anelse A é conformemente equivalente a

um anel do plano,istoé, 30 < r <1 ,3¢:{z€C :r<|2] <1} — 4
representagdo conforme (bijegdo holomorfa cuja derivada em cada ponto é nao nula).

1 ¥ 'k;*
/If .“\ /‘r—}\ I\- “v"xA

3.1.2 Definicao
Definimos o médulo do anel A por mod (4) = log (1/r). O médulo de um
anel varia em (0, c0).
Para verificar que o médulo est4 bem definido devemos provar que os dois anéis
do tipo {# € C :r; < |2|] < 1}(i =1,2) sao conformemente equivalentes se e
somente se r; =r,. O teorema a seguir resolve:

3.1.3 Teorema
Dois anéis do plano A(ri,R;) = {z € C ] rn < |zl < R},i=1,2 830
conformemente equivalentes se e somente se ?- = %-
1 2

Demonstragao:
Se A > 0 entdo z — Az aplica A(r,,R,) em A(Mr,AR;). Portanto
A(ry, R,) e A(ry, R;) sdo conformemente equivalentes se R,/r; = R;/r;.
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Mostremos que a condigao é necessiria. Sem perda de generalidade podemos
supor ry =r; =1 poisse r; # r; terfamos f : A(r, R,) — A(r;, R;) conforme
e fl . A(fl,Rl) o 4 '.A(l, AR]) y fg : A(rg,Rq_) — A (l,ﬂRg) Conformeﬂ. Entio

fao fo fi1 1 A(LLAR) — A(1,BR?)

é uma aplicagao conforme. Como

1 1 R R

rg=‘:\' € fg=E, —_— = —

R, " R

OO

fiy { fe

R | Ry

Provemos entao o resultado para r, = r, = 1 e sejam A, = A(LLR,) e
A; = A(1, R;). Suponhamos que 3f injetiva tal que f(A,) = A;. Assim |f(2)|
tendea 1 ao |2| tendera 1 ou |f(2)| tendea R; ao |z| tendera 1. No
segundo caso trocamos f por &t Assim nés podemos supor que |f(z)| tende a
R; a0 |z| tendera R, e |f(2)| tendea 1 ao |z| tendera 1.

Chamamos a = %S—R— e u(z) =log |f(2)] —alog |2|. f n3o tem zeros
em A; portanto log |5l & harmbnica em A, e assim, pela escolha de e, temos
u(z) tendendo a zeroao |2| tendera 1 e |z| a R;. Assim podemos estender
u a2 uma fungdo continua em A; a qual é zero na fronteira de A;. Ji que
fun¢Ges harmonicas ndo constantes ndo tem mfnimos ou méximos locais conclufmos
que u=0. Assim |f(2)|=]z]* com 2 € A,.
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Seja D um d:sco em A,. Existe uma g holomorfaem D talque f = exp (g)
em D. Entdo = exp {_g_(f_)_}

Portanto exp (g-) = Az onde A é uma constante e |A\| = 1. Derivando

temos g'(2) = E. Portanto / (%}I) = %. Como D era arbitrdrio a férmula acima
Divi

vale para todo z € A. indo por 27¢ e integrando no circulo orientado
positivamente com centro 0 e raio /R, temos que o lado esquerdo resulta +1.

O lado direito resulta a. Portanto a=1 eassim R, =R, . &
3.1.4 Definicéo

Seja. K C C um compacto. Dizemos que um anel A divide K se K
intersecciona ambas componentes conexasde A° e K N A= 4.

3.1.5 Definicdo

Um conjunto compacto K com pelo menos dois pontos é dito uniformemente

perfeito se existe m, > 0 tal que cada anel que divide K tem médulo < m,.
3.1.6 Exemplos

E facil verificar que todo compacto uniformemente perfeito é perfeito; também
é 6bvio que a imagem de um compacto uniformemente perfeito por uma trans-
formagao de Mébius é ainda uniformemente perfeito, j4 que o médulo de um anel
é um invariante conforme. Qualquer compacto conexo é uniformemente perfeito,
bem como os conjuntos de Cantor hneares Tomando-se uma unido de conjuntos
de Cantor, um em cada intervalo [ 1! %] e cada um com maior proporgao,
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obtemos (acrescentando a origem) um conjunto perfeito que n@o é uniformemente
perfeito.

3.2 Preliminares
Passamos a provar uma série de lemas necessdrios para provar o Teorema de

Ricardo Mané e Luiz Fernando Carvalho da Rocha.
3.2.1 Lema

Consideremos anéis A, em U tais que mod (A,) > n. Ent3o para cada
n existe K,, componente conexa de A: tal que o didmetro de K, (diam K,)
tende a zero.

Demonstracao:

Se A, étal que mod (4,) > n entio VYn A, tem representagio conforme

Y. com o anel A(s,,1) onde 8, decrescea zero ao n tender a infinito.
i

_’.1_ - Plh
= Y, - o '
/ _.'5'-‘ ‘ —_— An -
: [y ) :’ =2
\ i f ( 1
F o Pen "o
R \

Temos que AS = F, U F:, isto é, tem 2 componentes conexas. Definimos
oin :An U F, — B(0,1) e pan : A U F} — B(0,1), pelo Teorema de
Riemann. Assim Ay, = @1, © ¢» estd definido em A(s,,1) com contra-domfnio
em B(0,1). Do mesmo modo temos hyx = @3, © ¥u : A(ss,1) — B(0,1).

29



hii hat hiz hoy hys hos Ry hoy ... A(s,1) — B(0,1)
hiz By his has hiy hyy ... A(s,1) — B(0,1)
his hss hyy hoy ... A(ss, 1) — B(0,1)

-----------------------------------

Seja F = {hia,has : n > k}. 7 & uma famflia uniformemente limitada em
A(8x,1) e portanto normal em A(ss, 1) Vk. Dessa forma existe subseqiiéncia (A1),
de termos em J, convergente em A(8,,1). Novamente 3(h2), subsegiiéncia
de (h})s convergindo em A(s;,1) e assim sucessivamente. Consideremos a
seqiéncia (h?),. Para k fixo, (h)s > & € uma subseqiéncia de (h%),. Logo
3k : B(0,1)-{0} — B(0,1), holomorfa, tal que A% convergea h uniformemente
em A(s,1) Vk.

Utilizemos h, paradenotar (h*). Escolhemos K, como sendo a componente
conexa envolvida na definicdo de h,. Queremos mostrar que diam K, tende a
zero. Para isto basta mostrarmos que diam [B(0,1) — h,(A(84,1))] tende a zero.

Temos que h ¢é holomorfa em B(0,1) — {0} e é limitada. Logo zero é uma
singularidade removivel de h e entdo sem perda de generalidade, podemos supor
h holomorfa em B(0,1). Assim lim diam|B(0,1) — h{A(s.,1))] = 0 pois
B(0,1) — h (A(8a,1)) = A(B(0,1) — A(8a,1)) e diam [B(0,1) — h(A(3a,1)}] =

=diam h(B(0,1) — A(8s,1)) < L diam (B(0,1) — A(8s,1)) =0 onde L & uma
constante.

Seja € > 0 . 3k > 0 tal que diam h(S(0,8x-;)) < €/2 onde S(0,8,)
é a fronteira de B(0,s;-,). Entdo para n > k A(s,1) C A(s.,1) e assim
ho(A(sx,1)) C hn(A(ss,1)) e portanto B(0,1) — h.(A(ss,1)) € B(0,1) —

- ha(A(sk,1)). Logo diam [B(0,1)—h.(A(8x,1))] < diam [B(0,1)—h.(A(8:,1))] <
< diam h,(S(0,8:—,)) . 3 n, tal que para n > ny diam h,(S(0,8,)) <
< diam h(S(0,8;-,)) +¢/2. Entdo ficamos com diam (B(0,1) — h,(A(s,,1))) <
< diam h(S(0, 8;-,)) +€/2 < €/2+¢/2=¢. o



3.2.2 Lema
Sejam A, umanelem Ce f: C — U uma aplicagio racional. Denotando
K. a componente conexa mencionada no lema 3.2.1 e K! a outra vale que
inf diam K, > 0 quando A, divide J(f).

Demonstragao:

Suponhamos que inf diam K}, =0. Entao 3 K}, subseqiiéncia de compo-
nentes conexasde A, tal que diam K, tende a zero. Sem perda de generalidade
chamamos K, e K!. Assim lim diam K, =0 e lim dieam K, = 0. Dado
e > 0, 3A,, talque A,, divide J(f), diem K,, < € e diam K, < e. J4
que A,, divide J(f) temos que J(f) estd contido num subconjunto de didmetro
tao pequeno quanto queiramos. Assim # J(f) < 2 o que contraria o fato de ser
perfeito. ¢

3.2.3 Lema
Utilizando a mesma notagao anterior sejam 1 > r, > p, taisque limr, =0
e limp, =0. Sejam D, ={z € C :|z| < p.} e p. representagio conforme
de A, U K, em B(0,1) tal que ¢.(0) € K.. Se {p.} € normal entdo
lim diam p.(D;,) =0.

Demonstragao:

Queremos verificar que dado € > 0 3n, tal que diam p,(D.) < € para
n 2> ny. Pela equicontinuidade da famflia normal existe V,, vizinhanca de zero
tal que diam ¢,, (V;) < e. Mas lim diam D, =0 e portanto 3 n, tal que se
n > no entao D. C V,. Logo diam p,, (D.,/) < diamp,, (V,) < . ¢

3.2.4 Lema

Utilizando a mesma notagao do anterior sejam ¢ > 0 e m, o primeiro inteiro

tal que diam f™ p,(D,) 2 c. Entaovale que lim m, = oco.

Demonstracao:

A existéncia de m, é devida ao Teorema 2.12. Suponhamos que lim m, # oo
istoé, 3M > 0 talque VN In > N comm, < M ,m, um nimero natural.
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Ou seja existe um determinado tempo M e uma subseqiiéncia n, tal que m,,

¢ uma constante 8 e diam f* ¢, (D.,,) > ¢. Mas {f*o ¢,} ¢ normale
como lim diam Dj, = 0 deverfamos ter lim diam f* p,,(D.,) =0 o que é uma
contradigao. <

3.3. Teorema (Mané - Rocha)

Seja. f : C — C uma fungdo racional. Entdo J(f) ¢ uniformemente
perfeito.

Demonstragao:

Queremos mostrar que existe m, > 0 tal que cada anel que divide J(f) tem
médulo menor ou igual a m.

Suponhamos que para cada n 3 A, dividindo J(f) mascom lim mod (4,) =

=00. Sejam K, e K. ascomponentes conexas do complementar de A,. Pelo

lema 3.2.1 K, pode ser escolhida tal que lim diam K, = 0. Pelo lema 3.2.2
inf diam K. > 0. Denotemos B = B(0,1).

Pelo Teorema de Riemann existe @, : B — A. N K, representacdo conforme
tal que p.(0) € K,. Seja ¢» obtida da definicdo de anel.

,' An "-._,“ T ?,ﬂ

f/ Lk /

" 1 t.° fn

Compondo ¢, e @, temos que mod (B - ;' (K,)) = mod(A,) j4dque B -
-p7Y(K,) tem ¥,(A;) como representagdo conforme. Assim lim diamp;'(K,) =
=0.

Consideremos 1 > r, > p. > 2 diam p;'(K,) tal que lim p./ry =
=0, limr,=0 e limp, =0. Sejam D, ={z € C : |2|] < r} e

Di={z € C: |z| < pa}.
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A familia {p.}, ¢» : B — T, & normal pois inf diam p,(B)* >
2 inf diamK; > 0. Jé que lim diam D, =0 e {p,} é normal o lema 3.3.3
implica que lim diam p,(D.) = 0. |

©a(D,) éum aberto que contém pontos de J(f) (compacto), entio I ¢, tal
que f(pa(Dy)) > J(f).

Sejam 0 < ¢ < diam J(f) e m, o menor inteiro tal que diam f™ o, (D.) >
¢. Assim lim m, = o0.

Seja L uma constante de Lipschitz de f. Assim diam f™=' o (D) < ¢ e
¢ < diam frrp, (D) < Le.

Seja S um conjunto com 4 pontos distintos de J(f) e tomemos ¢ tal que se
diam H < Lc entao H ndo contém 3 deles. Vn > 1 f™p,(D;,) ndo cobre 3
pontos de S.

Definimos a, : B — C por a.(z) = f™ pa(rs2z). Mostremos que {a,}
é normal. Seja z € B. Entdoou p./2 < |razl < ra ou |rez| < pa/2.
No primeiro caso diam p;'(Ka) < pa/2 < r. pela escolha de p,. Portanto
raz &€ o7 (K.) (pois |raz—0| > _921 > diam ;' (K,)). Assim p,(r.2) € K,
e palraz) € Au=Ky C J(f)". Logo au(2) & (). Se |2] < pufra ((5a/2) <
< (pa/ra)) temos |ra2| < p. o que implica a,(z) = f™ p.(ryz) € fmrp.(D.)

que nao cobre 3 pontos de S. Assim a,(B) nao contém pelo menos 3 pontos de

S Vn e portanto {a.} ¢ normal pelo Teorema de Montel.

Sendo {a,} normal, dado ¢ > 0 3V, vizinhangade 0, tal que diam a, (V)
<€ Vn > 1. Tomando n suficientemente grande talque V > {z € C : |z
¢ Prfra} temos ¢ < diam fm o, (D,) = diam @, Z{z € C: |z < ? )
< diam p,(V) < &, o que é uma contradigio. !

\v4

< IA A IA



§4. Regularidade do Conjunto de Julia

O objetivo deste pardgrafo é provar que o Conjunto de Julia de uma aplicagio

racional é regular no sentido de Dirichlet.
4.1 Definigao

Dizemos que um conjunto compacto K C T, é regular (no sentido de Dirichlet)
se cada fungdo continua ¢ : K — R possui uma extensio harménica contfnua,
isto &, existe ¢: T — R continua tal que ¢|K =¢ e ¢|C— K & harménica.

Por exemplo, qualquer conjunto finito com dois ou mais pontos nao é regular,
pelo teorema de Liouville. J4 qualquer circulo é regular: de fato, em cada um dos
dois discos complementares ao circulo, podemos estender harmonicamente qualquer
fungio continua via nicleo de Poisson. Em outras palavras, em cada um dos dois
discos complementares resolvemos o cldssico problema de Dirichlet. Sob este ponto
de vista, dizemos que uma regido G C T € uma regiao de Dirichlet se toda fungao
cont'nua ¢:8G — R dafronteirade G possuir extensio continua ¢:G — R
que é harmonica em G. O complementar de qualquer compacto é uma uniao (no
maximo enumerdvel) de regices e prova-se que um compacto K C C' é regularsee
s6 se cada componente conexa do complementar C— K ¢é uma regido de Dirichlet.
(Para uma prova desta tltima afirmacdo, veja [0], pg. 29, Teorema 1.36; para os
conceitos basicos relativos 4 regies de Dirichlet, veja [Co], capitulo X). E evidente
que o conceito de regularidade é invariante por transformagoes de Mobius.

Para estudar a regularidade de compactos é conveniente introduzir mais um
conceito.

4.2 Diametro Transfinito

Seja F C C um conjunto compacto do plano. Para cada n=2,3,... seja

AL(F) = o max o 15“1;15' |2, — 2] .

O didmetro transfinito de E ¢é definido por

7(E) = lim [Al(E)]7=0
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Verifica-se que o didmetro transfinito de um disco fechado, ou de um cfrculo
¢ igual ao raio; jd o didmetro transfinito de um intervalo é a quarta parte de seu
comprimento. Em geral, o didmetro transfinito de um compacto conexo E C C
é maior do que ou igual & quarta parte de seu didmetro ( ver [T]).

4.3. Critério de Wiener
Seja K C C um compacto. Dados p € K e 0< X < 1 denotamos, para
cada n € R, por

K. = Ka(p,A) = K U A(p, A+, A%)

a parte de K a distdncia entre A**! e A* de p. Uma relagao entre o didmetro
trasfinito e a regularidade é estabelecida pelo seguinte critério devido a Wiener (ver
[T}]). A componente conexa ilimitada G C C do complementar de um compacto

K C C com didmetro transfinito positivo é uma regiao de Dirichlet se e somente

8e
n

— = 00
~ log ey

paracada p € 0G e 0<A<KL.

Com este critério é facil obter exemplos simples de compactos nao pontuais e nao
regulares. Basta tomar K = {0}U...UL UL, U...UL;, com I, qualquer intervalo
compacto de comprimento < 4e*" contido em (A**',A*),n =0, l;,"" De fato,
K., =K,\(0,)) =1, e 7(I,) =e™, de modo que a série ‘; i-a-é—;—u,{_j—: =
converge; segue-se que a \inica componente conexa de C — K n2o é uma regido de
Dirichlet e portanto K nao é regular.

Um coroldrio do critério de Wiener, que serd utilizado a seguir, é o seguinte:
dado um compacto K C C, com didmetro transfinito positivo, a componente
conexa ilimitada G C T do complementar de K ¢ uma regiao de Dirichlet se

(KUBpr) o

gy

paracada p € 0G.
O teorema seguinte é devido a Ch. Pommerenke [P)].
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4.4 Teorema

Todo compacto uniformemente perfeito é regular.

Demonstracao:

Sejam K um compacto uniformemente perfeito da esfera de Riemann e G
uma componente conexa do complementar de K. Pelo observado em 4.1, basta
provar que G ¢é uma regiao de Dirichlet. Como ambos os conceitos envolvidos sao
invariantes por transformagoes de Mobius e o caso K = C nio interessa, podemos
supor que K é um compacto uniformemente perfeito do plano complexo e que G

é a componente conexa ilimitada do complementar de K. Pelo coroldrio do critério
de Wiener, basta provar que existem 0< ¢, <1 e r, >0 tais que

7(K NBla,r)) > cor

paracada ¢ € K e0< r<r, suficientemente pequeno para concluir que G é
uma regiao de Dirichlet,

Para provar isto, observemos inicialmente que existem 0 <e¢<1 e ry > 0 tais
que paracada z € K e 0<r<r, vale

K U A(zenr) #£¢.

De fato, caso contrario, obteriamos paracada n € N um ponto 2, € K eum raio
0 < -'I; taisque K N H(z.,%,r.) = ¢ e, em particular, K N A(z,, %‘,r,.) = ¢.
Sem perda de generalidade, 2z, — 2 € K e, como K possui pelo menos um
outro ponto w € K, teriamos que w € C — B(z,,r.) para n suficientemente
grande; como z, € B(z, %), resultaria que A(z,, %,r,) divide K, o que é

impossivel, pois K & uniformemente perfeito e mod(A(za, %",f-)) =log n — oo0.

Tomamos, entdo, tais 0< ¢ <1 e r, >0 e introduzimos p = °. Para cada

5
2 € K,0<r<r, e k € R existe p,(2) € K tal que

e < o) ol <
Seja a € K. Tomamos w(¢) = a e definimos w(j,...,5:) para j, =
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0,1(=1,...,k) e k=0,1,... recursivamente por

W(fry e ey Jis Joaa) = { ;:(,J(;(];,’Jk), ji;) J;:l ;-H[: 8

Para k fixo seja E; o conjunto de todos os pontos obtidos deste modo. E claro
que Fp C K. Sejam agora z =w(fi,...,5s) € 2 =w(j,...,ji) pontosde E.
Denotamos por m(z,2') o maior fndice m talque j,=j; para 1 < £ < m
e seja 2° = w(j,...,Jm). Pela simetria nés podemos assumir que jJmyy =0 e
Jme1 = 1. Entao

k-1
|2 —2'| = E [w iy e s dein) =@y onn i)l -
=mal

Cada diferenga é zero ou é menor que ' r/2. Assim |z - 2| < (r/2) (p™ +
ceF P < rp™t pois p < 5+ Também |2 = om(2*)] < rp™t? < rpmtl,
Assim temos:

lz=2|=|2" —pm(z’) — 2" + 2= 7 + 0. (2*] >

> |2 - pu(2)] - |2 - 2'] - 2~ pul2)] >
> (er/2)p™ =1 p™H = rp™t = rp™ (/2 = 2p) = (cr/4)p™
Temos que z,2' € E, sdo iguais se e somente se j; =j/ V; pois se existe ¢
tal que f; # j! entdo fazendo o raciocfnio acima obterfamos |2—2'|'> 0. Logo
# E, = 2%,
Dado 2 € E; e 0 £ £ £ k-1, temos 2! pontos distintos 2' tais que
z' € B e m(z,2')=¢ Assim

I b2l > ] ler/) o7

¥ EE
A

Se z € E; entdo z =, o...0 p;_(a), de modo que |z—a| < (r/2)(14+p+...) <
r eportanto Ey C E:=K n Bla,r). Segue-se

oh ok
= —_ > -
Bt [E) h.-P.]t%xEE I:'[: vlz-ll lz" z.,-l B SEIE:. Y€ By Iz z'l g
sy :

¥ g
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k-1

> ] [T (er/gey™ (g ((er/4)pty* " )

Entzo s
log Ay (E) > 28 ) 2**'(€ log p+log (cr/4)) .
=0
Como
1
7(E) =lim An(B)2 (2 -1)
obtemos

A 1
log 7(E) = lim 1 log An(F) =
; 1
=l.l£ﬂ —_2: IOg Agh(E) 2

221:
2!; k-1

> lim o E 2441 (€ log p+ log(cr/4)) =
=0

=; 1/241 (€ log p+log (cr/4)) =

er\ex 1
logp;zm + log (—4—);2‘7

=log p=L
Ca gp4)

4

2
de modo que 7(E) > p= = (-g—g) r. Isto prova que 7(K UB(a,r)) > cor para
cada a € K e r> 0 suficiente

ente pequeno, de modo que K éregular. ¢
4.5 Coroldrio

O Conjunto de Julia de uma aplicacao racional da esfera de Riemann é regular
no sentido de Dirichlet.

Demonstragao:

Pelo Teorema 3.3 o Conjunto de Julia é uniformemente perfeito e portanto, pelo
Teorema 4.4., é regular. Q¢
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