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1 Introducao

Neste trabalho pretende-se descrever os fundamentos da teoria de Hamilton-Jacobi, que é um
método poderoso para a resolugdo de problemas da mecéanica. Para tanto, inicia-se com uma
breve apresentagao dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano. A seguir, sdo vistos também
de forma breve, alguns conceitos sobre transformacoes candnicas. Finalmente, a teoria de
Hamilton-Jacobi é apresentada, juntamente com exemplos de aplicacao da mesma, a saber, os
problemas do oscilador harménico simples e do oscilador harmonico amortecido.

Para finalizar, serd mostrada uma analogia, que foi desenvolvida por Hamilton no periodo
de 1828 a 1837, entre a teoria de Hamilton-Jacobi e a 6tica geométrica.

E importante ressaltar que este trabalho é fortemente baseado na literatura [1, 2, 3, 4] e
nao pretende estabelecer nada de novo, visto que apenas descreve resultados ja obtidos.

2 Equacoes de Lagrange do Movimento

Na formulagio newtoniana da mecédnica, o movimento de uma particula em um sistema de
referéncia inercial é descrito pela segunda lei de Newton. Assim, para resolvermos um dado
problema, é necessario que conhegamos a forga total F que atua sobre a particula. As quanti-
dades envolvidas na formulacao newtoniana sao essencialmente quantidades vetoriais.

No formalismo lagrangiano, a quantidade mais relevante é uma funcao escalar denominada
lagrangiano L, que é definida como

L=T-V,



onde T" é a energia cinética e V é a energia potencial.

As equagoes de movimento da mecanica lagrangiana sao chamadas equacoes de Lagrange.
Estas podem ser obtidas com a aplicagdo do principio de Hamilton. Para tal, enunciamos este
principio:

“De todos os caminhos possiveis que um sistema dindmico pode utilizar
para mover-se de um ponto a um outro, em um dado intervalo de tempo,
o caminho seguido é aquele que minimiza a integral:

ta
1=/ Cdl
t

onde £L = T — V é o lagrangiano do sistema (T e V sao as energias
cinética e potencial respectivamente).”

Em termos do célculo de variagbes, o Principio de Hamilton torna-se,

5]
- 5/t L(gd;,t)dt =0 =12 ..n, (1)

onde os g; sdo as coordenadas generalizadas, que podem ser qualquer conjunto de quantidades
que especificam completamente o estado de um sistema [2]. As derivadas ¢; sao chamadas
velocidades generalizadas.

Partindo deste principio podemos derivar as equagoes de Lagrange. Efetuando a variagao

da equagdo (1):
oL oL
dt =
iy 5}(3% % + 3g, 0% )

Notando que dg; = 2(dg;), e tendo em mente que 8g;(t1) = dg;(t2) = 0, integramos por
partes o segundo termo do integrando,

t2 9L d docL
n Og dt(‘s gl = / 6q’dt8

. t2 oL d oL
OI_/L; Z(a—qj = aa—q}) qudt -

portanto,

As variagoes dq; sdo independentes ¢ arbitrarias. Assim, a equagao acima sera satisfeita se a
expressao entre parénteses se anular. Obtemos entdo, as equagdes de Lagrange:

aL d oc :
5 BT =1,2,...n. 2
g, didg; 4 " @

Desta forma, se conhecemos o lagrangiano £ de um sistema, entdo as equagoes de Lagrange
estabelecerio as relagoes entre as aceleragdes, as velocidades e as coordenadas, ou seja, as
equagdes (2) constituem as equagbes do movimento do sistema.



2.1 Conservacao da Energia

Em um sistema de referéncia inercial o tempo é homogéneo, portanto, o Lagrangiano de um
sistema fechado nao depende explicitamente do tempo, ou seja:

oL

y ol

e a derivada total do Lagrangiano torna-se

dt Z 3q3 o Z ag; q’

Com as equagdes de Lagrange (2), 95 = igf, a equacio acima sera:
dl d oL
dat ; Jdtaqj Z aqjqj
= dl d oL
& T (i5) =0
ou ainda,

d . 105
—t(ﬁ-?qjﬂ) =0

Assim, a quantidade entre parénteses é constante no tempo e denotamos esta constante por

—H:

oL
L-) gi—=-H. (3)
JZ ? 9g;
Se a energia potencial V' nao depende explicitamente das velocidades ¢;, entdo
oL d oT
i P e A
aq; BQJ( )= 8‘1&

A equacao (3) pode entao ser escrita como
T-V Gi=—
( ) Z J 3q3

Aplicando o teorema de Euler a respeito das fungées homogéneas [2], obteremos:

T-V-2T=-H,
ou
T+ V = E = H = constante.
A fungao H é chamada hamiltoniano do sistema, e é igual a energia total E desde que
a energia cinética seja uma funcao homogénea quadritica de ¢; e a energia potencial seja
independente de g;.



2.2 Conservagao do Momentum Linear

A homogeneidade do espago da lugar a outra lei de conservagao, a conservagao do momentum
linear. Por causa dessa homogeneidade, as propriedades mecanicas de um sistema fechado nao
mudam quando hi um deslocamento do sistema inteiro no espago.

Por simplicidade, consideraremos um sistema com apenas uma particula e escreveremos o
lagrangiano em termos de coordenadas cartesianas £ = L(z;, ;). A varia¢ao em L causada
por um deslocamento infinitesimal 67 = Y_; dz;¢€; é

5L = Zg—iézi g Zg—i“* —0.

Como os dz; nao sao fungoes explicitas ou implicitas do tempo;

e dﬁ:i _ d _
0x; = (&'E = a‘;é&?; = O,
portanto,
oL
0L=) —dr; =0,
£ ; 9. ;=0
que sera satisfeita somente se g—i = (0. Entao, de acordo com as equacoes de Lagrange,
i@_ﬁ o e B—E = constante
dt 8z; 0%; ‘
Portanto,
% = "a%(T -V)= -g%: = 5-(2: (% m 21:1,,2) = ma; = p; = constante.

Este resultado sugere uma extensao para o conceito de momentum. O momentum genera-
lizado associado & coordenada g; deve ser definido como

oL
pj = 9 (4)

Se o lagrangiano de um sistema nao contiver uma dada coordenada g;, entao esta coordenada
é denominada ciclica. Para uma coordenada ciclica a equagdo de Lagrange do movimento se
reduz a

doc_
dtogq;
ou, com a definigao (4), temos
dp;
th- =0 e p;= constante.

Consequentemente, podemos afirmar que o momentum generalizado conjugado a uma co-
ordenada ciclica é conservado.



3 Equacoes de Hamilton do Movimento

J& vimos que o movimento de um sistema com n graus de liberdade é descrito pelas equagoes
de Lagrange, que constituem um conjunto de n equagdes diferenciais ordindrias de segunda
ordem no tempo para as coordenadas generalizadas q;(£), ..., ¢,(¢). Porém, existe uma outra
formulagao que foi introduzida por Hamilton, onde as equagoes de movimento sao 2n equagoes
diferenciais ordinarias de primeira ordem no tempo.

Iremos agora, desenvolver brevemente essa 'nova’ formulagao.

Os momenta generalizados foram definidos como

oL

D= — . 5
=5k (5)
Com esta defini¢ao, as equacoes de Lagrange tornam-se
oL
g = — 6
Dj dg; (6)

e a equagao (3) para o hamiltoniano pode ser escrita como
H=> piGi—L.
J

As equagoes (5) podem ser resolvidas para as velocidades generalizadas. Assim, a formulagao
hamiltoniana envolve a substituicdo das variveis (g;, ¢;,t) por (g;,p;,t), em um procedimento
conhecido como transformac¢do de Legendre, e o hamiltoniano é expresso na forma

H(Qk:pk: t) = ZPJQJ = 'C(q.‘nq-kl t) .
)

A diferencial total de H é:

&C 313
dH = Z (P:.dQL + grdpi. — 90 dqr — dfh) ~ dt. (7)
Substituindo (5) e (6) em (7) temos
oL
dH = Z Grdpy, — prdqr) — —dt (8)
Também podemos escrever a diferencial total de H como
oH oH
. —dt. 9
dH = Z( dq;, + apkdp;.) + o (9)
Comparando (8) e (9) notamos que
oH oH
I L 10
ak Opr e Pk Bar (10)



Essas sao as equagoes de Hamilton do movimento, que formam um conjunto de 2n equacoes
diferenciais de primeira ordem no tempo.

Também pode ser notado que —%—f = %. Portanto, se £ nao é uma fungao explicita de
t, entao H é uma constante de movimento, como ja visto na equagao (3). Isto pode também
ser visto se substituirmos as equagdes de Hamilton (10) na expressdo para a derivada total do

hamiltoniano em relagao ao tempo, ou seja

BH) oH (6'}-{3?—{ 6’?—!87—() oH

Z(é‘q %t BT +_3—t-=z Oqi Op,  OpyOq) ' Bt

entao
dH O0H 0L
dd ot ot
Uma coordenada que ¢ ciclica em £ é também ciclica em H, portanto os teoremas de

conservagao vistos anteriormente para a formulagao lagrangeana, podem ser transferidos para
a formulagao hamiltoniana por uma simples substitui¢ao de £ por H.

4 Transformacoes Canodnicas

As equagoes de Lagrange sao invariantes em relacao a transformagoes que modificam as co-
ordenadas ¢; em outras grandezas independentes @;, onde Q; = Q;(g,t) [1]. Na formulagao
hamiltoniana as varidveis independentes sao g; e p;, portanto podemos considerar a trans-
formagéo das varidveis independentes g; e p; nas novas varidveis P; e Q; de modo que

Qj =Qj(thpjvt)$ Pj =Rf(qﬁpj't)‘

Porém, temos interesse apenas em transformagoes nas quais e P sao coordenadas canonicas.
Para isso deve existir uma funcdo K(Q;, P;,t) tal que as equagoes de movimento para as novas
variaveis tenham a forma hamiltoniana:

. oK . oK
Q«"'_Eﬁj’ ‘Pj"_er'

Essas equacoes definem uma transformacao canénica.
Sendo Q; e P; coordenadas candnicas, podemos escrever o principio de Hamilton como:

5 [ (Z: P,G; - K(Q;, Pm)) dt=0. (11)

Simultaneamente as velhas coordenadas satisfazem um principio similar:

5[2 (Zpﬂij — H(gs, Pss t)) dt =0. (12)



Uma condigao suficiente para a validade comum de (11) e (12) é que os respectivos inte-
grandos difiram pela derivada total em relacao ao tempo de uma funcao arbitraria F, chamada

fungao geradora. Entao
. . dF
ZPij_H=ZPij-K+E- (13)
J i

A funcgdo geradora pode ser escrita, convenientemente para cada problema, em uma das
quatro formas possiveis:

Fl(Qj:Qj:t’): F2(stpj1t): F3(pj:Qj:t): F4(p3:R} t)
Se é mais adequado escolhermos F; para um dado problema, entdo (13) toma a forma

: dF
Sopid M= FQ - K+—=. (14)
J J

Por outro lado, a derivada total de F; em relagao ao tempo é
BFl 6F1
+ P

Z 8(}3 .? Z aQJ

Comparando com (14), obtemos as equagoes de transformagao:

5‘F1 8F1 aFl
= R Lghcod) + —. 1""
pj--aj, .PJ-- aj, I{ H at (D)

Também podemos ter F, como a escolha mais adequada. A transicao das variaveis g;, Q;
para q;, P; pode ser feita mediante uma transformada de Legendre:

oF,
F?(Qj: "Dj? t) = Fl(qja Qj: t) Z 3Ql
J

com 35 s,
FQ(stIDiat)=Fl(erQj:t)+ZPij' (16)
J

Resolvendo para F e substituindo em (14),

: d : d
Yo —-H=) PQ;-K+ E(Fz =Y PQj)=-> Q;iP;-K+ EFQ(QJ:PJJ)- (17)
J J J b

Mas

ng an . 8F2 laF2
B Z dq; % Z T

comparando com (17) obtemos as equagoes de transformagao:

oF; OF, 5F2
L ey = 0= —=z H + " 18
P dg; '’ 4 OP; b ot (18)

7



Analogamente podemos fazer uma transformada de Legendre para obter a transi¢ao das
varidveis g;, Q; para as novas variaveis p;, ;. Neste caso a fungao geradora sera Fy(p;, @Q;,1).
Portanto

Fi(g5,Qs:t) = 2_a;p; + Fa(ps, Qs 1).
J

Utilizando o mesmo procedimento usado para Fj e F5, as equagoes de transformagao en-

contradas sao: OF OF oF
3 3 3
i=——, P=—-—, K= —. 1
b= g Bwmy FTME =
Quando p; e P; sdo as variaveis independentes, podemos relacionar Fy(p;, P;, t) com Fy(q;, Q;, t),
realizando uma dupla transformada de Legendre:

oF, OF,
=R Yy,
4 1 - 3%@: ; Q_-,-‘ QJ
mas 3L = p; e 5t = —P;, entdo

Fy(pj, Pj,t) = Fi(q;, @:t) +>_ PiQ; — > pig;-
J J

Novamente, resolvemos para F; e substituimos em (14),

. : dF.
—quPJ—H=—ZQJF?"K+d—;;
i i

de modo que as equagoes de transformacao serao:

F.
u=—5 Gk, Beiall, (20)

opP;’ ot
Como exemplo, consideramos a fungéo geradora [1]
m
Fl(q-: Q) = —2"(.0'(]2 cot Q ?

onde m e w sao constantes.
Das equagoes de transformagio (15):

oF,
P 90 mwq cot Q (21)
¢ OF g
1 mw
= — = ’ 22
® 0Q  2sin*Q 25

Resolvendo (22) para g, temos

q:ﬂi—%sin@. (23)

8



Substituindo esse resultado em (21):

2P
pP=mw msin@cot@ = V2mwP cos Q. (24)

A funcao geradora dada nao depende explicitamente do tempo, entao K = H, pois %"} = 0.
Se considerarmos o problema do oscilador harménico, a energia potencial sera dada por

kq?
V===
2 1
e 0 hamiltoniano tera a forma
B m o kq2 _ 102 kq2
H—2q+2_2m+2. (25)

Substituimos agora as equagoes de transformagdo (23) e (24) em (25):
kP
H =wPcos’Q + —sin’ Q.
mw
Com w? = k/m, o hamiltoniano sera

H=wP.

Observamos entdo que @ é ciclica e o momentum conjugado P é constante. A equagao do
movimento para @ é

dQ _OH _
@ P
com a solugao:
Q=uwt+a,

onde a é uma constante de integragao determinada pelas condigoes iniciais.
Finalmente, substituimos essa solugdo em (23) e obtemos a solu¢io para ¢:

S
g= wsm(u +a),

que € a solugao para um oscilador harmonico. E é a energia total constante do oscilador.

5 Teoria de Hamilton-Jacobi

Muitos problemas podem ser resolvidos com a ajuda de transformacoes canonicas. A teoria
de Hamilton-Jacobi é um método construtivo que permite, em muitos casos, produzir uma
transformagdo canoénica que simplifica bastante as equagoes de movimento de um sistema,
tornando trivial a integragao destas equagoes.



5.1 Equacao de Hamilton-Jacobi para a fungao de Hamilton princi-
pal

Seja um sistema mecanico com um dado hamiltoniano H(g, p, t), realizemos uma transformacao
canodnica por meio de uma fungao geradora S(g, P,t). Escolhemos S de tal modo que o novo
hamiltoniano seja nulo, K(Q, P,t) = 0. Dessa forma, as equagoes de movimento de Hamilton
transformadas sao

. oK
Qz’—-gﬁi—ﬂ — Qi = [

¢ oK
R:—‘O—leo o R=a’i7

onde 0s a; e os 3; sdo constantes.
A relagéo entre o novo e o velho hamiltoniano é

as
K=H+ e
como K = 0: a5

Pela notagao usada anteriormente, S é uma fungio geradora do tipo Fy(q, P,1). Com as
equagoes de transformacao (18), temos

as as
Pi—ga: Qi—-gf—,i

e a equagao (26) torna-se

oS oS a5
H (qu}anaf:jl‘a_q;’t) +EE' =0. (27)

Esta equagéo é conhecida como a equagao de Hamilton-Jacobi, que é uma equagao diferencial
parcial de primeira ordem nas n + 1 variaveis, g, ..., gn,t. A sua solugao S é chamada fungao
de Hamilton principal.

Uma solugao completa da Eq. (27) deve envolver n + 1 constantes de integragao indepen-
dentes: ay,...,a,,@,+;. Como S ndo aparece em (27), mas apenas suas derivadas, uma das
constantes, a ay41, € meramente aditiva. Ou seja, qualquer solug¢ao contendo n + 1 parametros
é da forma S + ani1. A constante aditiva a,.; pode ser descartada, pois nao modifica a
transformagao gerada por S.

Concluimos entao que uma solugdo completa de (27) tem a forma

S = S(Qh ciey Gn, O, -"sanat) )

onde as a‘s sao constantes de integragao nao aditivas. Fazendo a identificacao o; = F;, a fungao
geradora S(q, P,t) executa uma transformacao canénica que reduz a zero o novo hamiltoniano.
Com essa identificagao, o movimento do sistema é determinado pelas equagoes

_ s aS(Qisaiv t) :
Gi=p= Bl oy (29)

10



As constantes (‘s sao obtidas com as condigoes iniciais, calculando o valor de %% emt =iy
com os valores iniciais de ¢;. Entdo as equagoes (28) podem ser resolvidas para ¢ em funcio de
a;, Biet:

q= Q(Ct‘,;, ﬁii t) '

Em resumo, a fungao principal de Hamilton executa uma transformagio canénica na qual
as novas coordenadas e os novos momenta sao constantes de movimento. Quando resolvemos a
equagao de Hamilton-Jacobi estamos ao mesmo tempo obtendo uma solucio para o problema
mecanico.

Em alguns casos é conveniente tomar um particular conjunto de n quantidades v;‘s como
0s novos momenta, onde

Y = %i(i, ...am).
Com esta defini¢ao a fun¢ao principal de Hamilton pode ser escrita em fungao de ¢;, v e
t. Porém, este tipo de abordagem nao serd discutida aqui. Os interessados devem consultar a
referéncia [1].

5.2 O problema do oscilador harménico como exemplo de aplicagao
da teoria de Hamilton-Jacobi

O hamiltoniano para um oscilador harménico unidimensional é

Pk
'HH%-I-T.

Para este caso a equagao de Hamilton-Jacobi tem a forma

oS as
#(age)+ 5 =0

Substituindo p por ";—f no hamiltoniano, temos

2 2
1 (38) +kq 35‘_0. (29)

2m\dq) 2 T ot
Uma solugio para (29) pode ser obtida por separagio de varidveis na forma de soma [1]:
S=W(g)+T().
Introduzindo esta relagao em (29) resulta
1 (oW\* | k¢* _ dT
2m \ dq 2 dt
Ambos os lados desta equagao sao iguais a uma mesma constante positiva, que chamaremos
de a. Ficamos entao, com as duas equacgdes diferenciais ordinarias:

1 (W\? k¢
Sl —_—= 31
2m ( dq ) o (31)

(30)

i



dT"
dt
A constante a coincide com o valor constante do hamiltoniano, pois

de S independente do tempo serd
2a
W= \/mkquﬁ? -q2,

consequentemente, com 7T'(t) = —at, temos

S(q,a,t)=—at+\/ﬁ/dq1/%?-—q2. (32)

A solugao da equagao de movimento para g obtém-se de

—.

‘fi—]';" = % = p. A parte

_ 08 _[m dq
ﬁ—a—(;—\/%/———\/ﬂ—t. (33)

Integrando! (33), obtemos a expressao

t+ﬁ-\/ﬁar 08 k
=V E A qV2o:’

que pode ser resolvida para ¢, ou seja:

2a k
q=1JTcosw(t+ﬁ), w = g —

Esta é a bem conhecida solugao do problema do oscilador harmonico.

Supomos que em ¢t = 0 a particula esteja parada, pp = 0, mas deslocada da posi¢ao de
equilibrio de uma quantidade gop. Podemos determinar « resolvendo (31) para 4&%1 e depois
calcular em ¢ = 0:

2
W _ ey B
dq 2

Calculando em t = 0:

ionfd
(@) =po=0=v2m a—@,
g /19 2

portanto, temos
= _kqg
2 1
!A integral de (33) é tabelada e pode ser encontrada na referéncia [1}, pdgina 77: f m =

1 =b—2cx
:7_—‘: arccos (m)

12



que é a energia inicial total do sistema. Este fato pode também ser visto com a relacio

oS
H-l—-a—t—ﬂ.

De S =W — at, temos % = —aq, entdo
H=a.
A solugdo ¢ em termos de seu valor inicial ¢q serd
q = qocosw(t+ ), (34)

e, das condigdes iniciais obtemos # = 0. Substituindo & = kq¢2/2 em (32), escrevemos a funcao
principal de Hamilton como:
2

S = \/mkfdQ\/q%—q2 - kz&t, k=mw?.

Mas (/g2 — ¢% = m-‘g—g = £ = g/w = —qosinwt, entdo
2 2 i 2 !
S =mw q(}/(sm wt — §) dt.
Portanto, S é a integral do lagrangiano em relagdo ao tempo, pois

_mn;g-2 mw2q2_ o 00 1
L= 5 5 = mw"gg(sin® wt 2).

Este resultado pode ser visto se tomarmos a derivada total de S em relagao ao tempo:
ds as ., 0§
T ; EEG; % B

Com p; = g—% e H+ %2 =0, teremos

ds o
a——z_p;q;—H-ﬁ

1

portanto
S = /Edt + constante.

Infelizmente, essa equacio é imiitil para determinar S porque para calcular a integral que
nela aparece, é preciso conhecer a solugdo ¢; das equagbes de movimento, mas é exatamente
com esta finalidade que se busca S.

13



5.3 Equacao de Hamilton-Jacobi para a fungao caracteristica

Uma separagao de varidveis em forma de soma, como aquela feita no exemplo do oscilador
harmonico, é possivel sempre que o antigo hamiltoniano H nao dependa explicitamente do
tempo [1]. Neste caso a equagdo de Hamilton-Jacobi para S torna-se

as as _
H(qi,‘a—q:)'i‘a-—ﬂ. (35)

O primeiro termo depende apenas de g;, o segundo, apenas de t. S pode entao ser escrita
na forma
S(Qi! by, t) = W(Qi, a’i) — ol

Substituindo essa forma em (35), temos

ow
H (qz', a_qi) = . (36)

O tempo nao esta contido nesta equagao e o é igual ao valor constante do hamiltoniano.
A funcao W, conhecida como a fungao caracteristica de Hamilton, gera uma transformagao
cujas propriedades sao diferentes das propriedades da transformagao gerada por S.
Consideremos uma transformagéo canénica na qual os novos momenta «; sao todos cons-
tantes e onde o é igual ao hamiltoniano H, ou seja

H(gi,pi) = au . (37)

Com a fungéo geradora do tipo W(g, P), as equagbes de transformagio sio

oW oW
P = aqi 3 e 3&{ Co

Entao a equagédo (37) torna-se

oW
H (Qn 'a'q—t) = aq,

que é igual a equagao (36).

Como W ¢ independente do tempo %—T = 0), o novo hamiltoniano K é igual ao antigo:
K = H e K = o;. Portanto, em uma transformacao gerada por W, todas as coordenadas sao
ciclicas e, consequentemente, os momenta sao todos constantes:

: 0K
P{Z—aQi=0 = .Piz(l';"
As equagoes de movimento para Q,- $ao
. oK
= —_—= 1
Ql 8&’1
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tendo como solugoes
Q1=i+ﬁ1 & Qi=ﬁi, 2751 (38)

Uma solugao da eq. (36) deve ter n constantes de integragao, mas novamente uma delas
¢ aditiva. As n — 1 constantes restantes, as, ..., a,, juntamente com «; sao tomadas como 0s
novos momenta constantes. As n constantes de integracao sao determinadas pelas condigoes
iniciais. As solugbes (38) podem ser resolvidas para ¢; em funcéo de o4, 3;, e do tempo t,
determinando a solugao do problema em consideragao.

5.4 O problema do oscilador harménico amortecido

Neste exemplo, que serd baseado na referéncia [3], aplicaremos a teoria de Hamilton-Jacobi
para resolver o problema do oscilador harménico amortecido, onde o hamiltoniano depende
explicitamente do tempo. O hamiltoniano para este oscilador é

2 2
-at P W™ o at
H=eM—+ e
2m g BE 3
onde A é o parametro de amortecimento. A equagao de Hamilton-Jacobi correspondente é

e (98\* mw? ,,, . 08
E{n"(a_q) g g =

Devido ao fato de H depender explicitamente do tempo, esta ultima equagao nao admite
separagao de variaveis em forma de soma. No entanto, a forma de H sugere a transformagao
canonica

Q - qe/\tf2 , P pe—z\!/Q ,

com a funcgao geradora Fy(q, P, t) = eM/?gP e
_on ok
dq P

O novo hamiltoniano, que nao depende explicitamente do tempo, é

3 9 P2 mw

= P.
K(Q,P) =H(a,p,t) + 5~ = 5—+ * Q
A equacao de Hamilton-Jacobi associada a K sera
1 (oS Ty /\ as 8S

—— =0.

Agora podemos separar S em forma de soma: S =W — ai, onde
1 [(dW mw? _, A dW
am (E) 2 ¥ TEEg ™
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ou

aw\® 5 dw
(dQ) + mw Q@ —2ma+m,\QE§=0.
Resolvendo para %‘QK:
dW _ m\ I P, |
Ra———z‘@"]'[?ma—(l—m)mw@ :
Entéao )
mA X0 .
7 Ly iy Y B g
4Q+/[2ma (1 4w2)mwQ} dQ.

. . 2
Consideremos o caso de subamortecimento (A < 2w), de modo que 4’\7 < 1. Podemos
escrever S como

_ mA o / A? 2 22 :
S=—at 1 Q + [2ma (1 m)mw@ dQ
Portanto, 5
ﬁ=—§=—t+m o : (39)
Oa 2
\/Qma - (1 - ﬁ) m2w?Q?
Integrando? a equagdo acima, obtemos
1 VBmwQ
= —{ 4+ ——=arccos | ———
b wvVB [ V2mao ]
onde B=1- ﬁ% Resolvendo para @ e retornando a variavel g, resulta
q = Ae % cos (Qt + 0), (40)

1
onde definimos A = 7——“123,“;"‘;, 6 =vVBfweQ = (w2 - *72)2. A equagao (40) é a solugao para
o oscilador harmoénico amortecido no caso de subamortecimento. As constantes A e ¢ sdo
determinadas pelas condicoes iniciais.

5.5 A teoria de Hamilton-Jacobi e a 6tica geométrica

Para a seguinte discussao, consideraremos apenas sistemas para os quais o hamiltoniano é uma
constante de movimento e é igual a energia total F, ou seja, H = E = a;.
Neste caso teremos

S(q,P,t) =W (q,P) — oyt =W(q,P) — Et.

2A integral da equagdo (39) tem a mesma forma da integral vista na se¢do (5.2)
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Consideremos a familia de superficies no espago de configurac¢ao definidas pela equacio
S(q, P,t) = W(q, P) — Et = constante. (41)

A fungdo caracteristica é independente do tempo. Assim, as superficies W = constante
tém localizacgoes fixas no espago de configuragao. Uma superficie caracterizada por um valor
constante de S deve coincidir, em algum instante de tempo, com algum particular valor de
W constante. Porém, de (41) pode ser notado que o valor de W varia com o tempo para um
valor definido de S. Ou seja, em ¢ = 0 a superficie S = a (a = constante) coincide com a
superficie W = a, mas, num tempo posterior dt, a superficie S = a coincidira com a superficie
W = a + Edt. Entao, no tempo dt, a superficie S = a se movera de W = a para W = a + EdLt.

O movimento da superficie no tempo é similar 4 propaga¢io de uma frente de onda. Podemos
entao considerar as superficies S = constante como frentes de onda se propagando no espago
de configuragéao.

Por simplicidade, consideremos um sistema com somente uma particula num potencial V,
e tomemos as coordenadas cartesianas x, y e z, como coordenadas generalizadas. O espaco
de configuragao, neste caso, é o espago tridimensional. A equagao de Hamilton-Jacobi para a
funcao caracteristica tem a forma

1 [fow\® [aw\® [ow)?
ﬁ[(a) +(6_y) +(a”+"—f‘3’

(VW) =2m(E - V), (42)

ou

onde = VW.

O gradiente de W determina a normal as superficies de S ou W constantes. A diregao da
trajetéria da particula, em qualquer ponto no espago, é determinada pela diregao do momentum
p. Portanto, podemos concluir que em cada instante ¢ a trajetéria da particula é perpendicular
as superficies S ou W constantes.

A velocidade da onda em um particular ponto sobre uma superficie S = constante é dada

por
ds
u=—,
dt
onde ds é a distancia perpendicular que a frente de onda se moveu em um tempo infinitesimal

dt.
No tempo dt a superficie S se moveu de uma superficie W para uma nova superficie na qual
o valor da funcédo caracteristica é W + dW, onde dW = Edt. Com a relagdo dW = |[VIW|ds,

temos
ds E

_E=W.

0O médulo do gradiente de W é obtido da equagdo (42) e, consequentemente, a velocidade
da onda sera
E

A (43)

Cem(E-V)
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Com p = |[VW| = /2m(E — V), a equagao (43) também pode ser escrita como

E E
U=—=—, (44)
p Mo
onde v é a velocidade da particula. A equagao (44) nos informa que a velocidade de um ponto
sobre uma superficie S constante é inversamente proporcional & velocidade da particula, cujo
movimento é descrito por S.

A trajetoria de uma particula é uma linha perpendicular as superficies S ou W constantes.
Esta conclusao é andloga a situag@o na 6tica geométrica, na qual a trajetéria de um raio de luz
€ uma linha perpendicular as superficies de fase constante.

Consideremos uma onda com frequéncia angular w se propagando através de um meio com
indice de refragdo n = c¢/u que depende da posi¢do (z, ¥, z). O nimero de onda é dado por

w w
k= k( =—=n—.
(#,9,2) = — =n—
A equagao da onda independente do tempo é
Vip+ k=0, (45)
que é satisfeita por ‘
o= Ae*?,

onde A e ¢ sdao a amplitude e a fase respectivamente, e dependem da posi¢ao (z,y, z). Calcu-
lando

Vo = (VA+iAV¢)e” = Vip = (V?A+2iVA. V¢ +iAV?p — A(V)?)e*
e substituindo na equagao da onda obtemos
V2A+2iVA. Vo +iAVi — A(Ve)* + k*A = 0.
Esta equacao é satisfeita se as partes real e imaginaria forem separadamente iguais a zero:

V2A
A

VZA-A(Ve) +k2A=0 = (Vo) =k*+ (46)

2VA.V¢+ AV3p=0.

Supomos que as propriedades do meio variam lentamente com a posi¢io. Em particular,
assumimos que a distancia £ na qual a amplitude A varia apreciavelmente é muito maior que o
comprimento de onda, entao

VA 1 & 1 ¥ =>;‘:Q»V’zx‘l
A TeSyT e A"
Portanto a equacao (46) pode ser escrita como
(Vo) ~ K. (47)
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Esta é a equagao do eikonal da dtica geométrica. Podemos ver que ela tem a mesma forma
da equagao de Hamilton-Jacobi independente do tempo (42) para uma particula de massa m e
energia £ se movendo em um potencial V,

(VW)* =2m(E - V).
Podemos entdo fazer a correspondéncia

W — ho

J2m(E — V) = hk, (48)

onde h é uma constante de proporcionalidade. Da mesma forma que ¢ satisfaz a equacgio
da onda na 6tica geométrica, deve existir uma quantidade ¥ na mecanica, que satisfaz uma
equagao da mesma forma da equacao (45), ou seja

2
v2@+-$(E—V)xp =0,

com 9
k2 — E?(E -V).

Se tomarmos i como sendo a constante de Planck dividida por 27, teremos entao a equagao
de Schrodinger independente do tempo.

A equivaléncia entre a equagdo de Hamilton-Jacobi e a equagao do eikonal foi percebida
por Hamilton em 1834 [1]. Poderiamos pensar que se tivesse sido suficientemente audacioso,
Hamilton poderia ter descoberto a equagao de Schrédinger, antecipando em quase um século a
mecanica quantica. No entanto, com a base de resultados experimentais disponiveis na época,
a mecanica classica era indiscutivelmente considerada correta, e Hamilton nao tinha nenhum
motivo para pensar numa nova teoria.

6 Conclusao

Este trabalho teve por objetivo descrever os aspectos fundamentais da teoria de Hamilton-
Jacobi. Esta teoria é um método que permite produzir uma transformagao canénica de forma
que as equagoes de movimento de um sistema sejam simplificadas.

Primeiramente consideramos um sistema com um hamiltoniano que depende de ¢, pe i, e
buscamos uma transformagao candnica de modo que todas as novas coordenadas e todos os
novos momenta sao constantes de movimento. Para isso, fizemos a imposicao de que o novo
hamiltoniano K fosse nulo. Encontramos entao as solugoes @Q; = f;, P; = ;. A fungao geradora
que produz essa transformagao é a fungao principal de Hamilton S(g, P, ), que satisfaz a eq.

de Hamilton-Jacobi da forma %5 5
—, 1 — =0.
" (q’ dq’ ) "o
Uma solucgao completa dessa equagdo contém n constantes de integragao oy, ..., o, que sao

escolhidas como sendo os novos momenta.
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A solugao para o problema em consideragao é obtida calculando Q; = 8S/0a; = [ e
resolvendo para ¢; em fungao de f;, a; e t. As constantes [J; sao obtidas com as condigoes
iniciais.

Consideramos também um hamiltoniano que nao depende explicitamente do tempo. Neste
caso, obtivemos uma transformacgao canonica na qual todos os novos momenta eram constantes
de movimento. Para isso, todas as novas coordenadas deveriam ser ciclicas. A fungao geradora
que produz essa transformagao é a funcao caracteristica de Hamilton, que é a parte de S que
independe do tempo. A eq. de Hamilton-Jacobi satisfeita pela fungao caracteristica é

ow
H(Qg-a—q“) — oy =0,

cuja solugao completa tem n — 1 constantes de integragdo que, juntamente com ¢;, formam
um conjunto de n constantes independentes ay, ..., &,. Novamente escolhemos essas constantes
como sendo 0s novos momenta.

A solugdo para o problema é obtida de Q; = dW /dq;, que pode ser resolvida para g; em
funcao de oy, f; e t.

Vimos também a analogia desenvolvida por Hamilton entre a teoria de Hamilton-Jacobi
e a Otica geométrica, onde obtivemos a equivaléncia entre a equagao de Hamilton-Jacobi e a
equagao do eikonal da dética geométrica. Seguindo na analogia, encontramos uma equagao da
mesma forma da equacao de Schridinger independente do tempo. Portanto, além de ser um
método poderoso para a resolucio de problemas mecanicos, a teoria de Hamilton-Jacobi pode
ser usada para fazer uma generalizagdo da mecénica classica para a mecanica ondulatoria.
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