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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Dirichlet assintético para a equacgao das su-
perficies minimas em uma superficie de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica

com métrica dada por dr? + f(r)%d6? e mostramos que o problema ¢ unicamente
1
solivel para qualquer dado continuo em seu bordo assintético se 7 € LY ([ro, 00)).

Palavras-chave: Problema de Dirichlet; variedades rotacionalmente simétricas;

curvatura seccional negativa; equacoes diferenciais parciais elipticas.
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Abstract

In this work we study the asymptotic Dirichlet problem for the minimal surface
equation on rotationally symmetric Cartan-Hadamard surfaces with metric given
by dr?+ f(r)?d6?. We prove that the problem is uniquely solvave for any continuous
asymptotic boundary data under the condition 1 € LY ([ro, 00)).

Key-words: Dirichlet problem; rotationally gymmetric manifolds; negative sec-

cional curvature; elliptic partial differential equations.
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Capitulo 1
Introducao

Uma classe de problemas bastante estudados em equacoes diferenciais parciais sao
os chamados problemas de Dirichlet, os quais consistem em encontrar uma funcgao
que resolva uma EDP especifica no interior de uma dada regiao e que toma valores
prescritos na fronteira. Dentre os problemas de Dirichlet destacamos o problema
de Dirichlet para a equacao das superficies minimas que consiste em determinar
a existéncia e unicidade de uma funcio u € C%(2) N C(Q), Q C R?, solucio do

seguinte problema:

M(a) := div ( gradu ) =0em

1+ |grad @|?

(P)
Ulpn = ¥

com ¢ € CY(99Q) dada. Notemos que se u é solugao do problema (P) entdao o
conjunto S = {(z,y,u(r,y)); (z,y) € Q} é uma superficie minima do R?, isto é
possui curvatura média nula, tal que 0S5 = graf ().

O primeiro resultado mais geral sobre o problema (P) foi obtido por Rad6 em
1930, o qual mostrou que (P) tem solugao unica se  é um dominio limitado e
convexo. Em 1965 Finn mostrou que para todo dominio limitado e nao convexo
existem dados continuos no bordo para os quais o problema (P) nao tem solucao.

Com base nos resultados de Radé e Finn, pode-se concluir entdo que: para Q C R?

O problema de Dirichlet para a equacao das superficies minimas € soluvel
para arbitrarios dados continuos no bordo de um dominio limitado se, e

somente se, o dominio é convexo.

J& no caso R", em 1968, no trabalho [JS|, Jenkins e Serrin mostraram que

se Q C R é um dominio limitado com bordo de classe C2, entdao o problema de



Dirichlet para a equacao das superficies minimas em () é solivel para qualquer
b € C*(99) se, e somente se, a curvatura média de d é nao negativa. O resultado
continua vélido caso 1 € C°(99), ver Teorema 16.8 em [GT].

Com o desenvolvimento da geometria riemanniana e algumas respostas sobre
graficos minimos em R", alguns gedmetras/analistas comegaram a busca por su-
perficies minimas em uma variedade riemanniana M, isto é, como encontrar em M
hipersuperficies minimizando area dentre todas as que possuem o mesmo bordo, ou
pelo menos como garantir sua existéncia? Como se sabe no R™ as hipersuperficies
minimas que sao graficos de func¢oes sao muito interessantes, pois reduzem o pro-
blema a resolucao de EDPs, levando analistas e geometras a trabalharem juntos
criando ferramentas, estimativas e até mesmo traduzindo as ferramentas utiliza-
das no estudo classico das EDPs no R™ para novos ambientes, como as variedades
riemannianas.

Um assunto de pesquisa em geometria é o seguinte: estudar a existéncia e uni-
cidade e outras questoes relacionadas ao problema de Dirichlet para a equacao das
hipersuperficies minimas e de curvatura média constante em espacos produto da
forma M x R onde M é uma variedade riemanniana. Para o caso minimo isto é,
M(u) = 0 & o grafico de u é uma hipersuperficie minima em M x R, estuda-se a
existéncia de hipersuperficies minimas que sao graficos de fungoes com certa regu-
laridade, considerando em M hipoteses topoldgicas e sobre a sua curvatura. Para
tal estudo as EDPs funcionam como ferramentas.

A geometria das hipersuperficies minimas nas variedades produto da forma M x
R tem sido estudada em muitos trabalhos. Embora tenhamos apenas falado no
problema de Dirichlet para a equagao das superficies minimas, nao podemos nos
esquecer do problema de Dirichlet para a equacao das superficies de curvatura
média constante que também ¢é muito estudado e junto com o das minimas podem
ser encontrados em [MR], [MRR] [S] e [SY], entre muitos outros, como aqueles
presentes nas suas referéncias.

Passamos agora a falar dos problemas de Dirichlet assintéticos, também chama-
dos de problemas de Dirichlet no infinito. Tais problemas consistem em resolver o
problema de Dirichlet em uma variedade de Hadamard para certos tipos de opera-
dores elipticos e com dados continuos prescritos em seu bordo assintotico. Sejamos

mais especificos: encontrar uma funcao u tal que
Q(u) =0em M
g rr = ¥

com ) € C%(DxM), Q um operador linear ou quasilinear eliptico e 9, M é o bordo



assintotico de uma variedade de Hadamard M. Tal bordo foi introduzido no traba-
lho [EO], por P.Eberlain e B.O’Neill, neste trabalho na segao 3.1 apresentamos sua
definicao e algumas propriedades.

Quando @ = A, o operador Laplaciano, Anderson em [And] mostrou que o
problema ¢ unicamente solivel quando a curvatura seccional K de M, satisfaz —b? <
K < —a? com 0 < a < b (constantes). Sullivan, independentemente de Anderson,
utilizando a mesma hipdtese sobre a curvatura e analisando o comportamento do
movimento Browniano na variedade mostrou que o problema é solivel. Choi em
[C1] mostrou que o problema é solivel se K < —a? < 0 e quaisquer dois pontos de
Oso M podem ser separados por vizinhangas disjuntas, e uma delas convexa. Para
a nao existéncia citamos [Anc| e [B] os quais mostram que existem variedade com
curvatura K < —1 que nao admitem solucao para o problema para certos dados no
bordo assintético.

Quando Q(u) = div (|[Vu[P~2Vu), isto é, Q é o operador p-Laplaciano citamos
os trabalhos [H] e [HV], e para operadores mais gerais [RT2].

Neste trabalho estudamos o problema de Dirichlet assintético para a equagao das
superifices minimas em uma superficie de Cartan-Hadamard, isto é, uma variedade
riemanniana de Cartan-Hadamard de dimensao 2, e rotacionalmente simétrica com
métrica em coordenadas polares geodésicas (r, #) dada por dr?+ f(r)?df?. O teorema

central deste trabalho foi provado por Ripoll e Telichevesky em [RT1] é o que segue:
Teorema 1.0.1. Seja M uma superficie de Cartan-Hadamard tal que:

1) M ¢€ rotacionalmente simétrica;

> d
2) = < .

o f(r)
Seja 1 € C°(0sM). Entdo existe u € C°(M)NC°(M) tal que

M(a) := div ( gradu ) =0em M

1+ |grad @|?

(1.1)
Ulo. v = .

Além disso, se S € uma superficie minima propriamente imersa em M x R tal

que 055 = graf (1) entdo S = graf (u).

Em [GR], os autores mostraram que o problema de Dirichlet assintético para
a equagao das superficies minimas é solivel com a hipdtese de que a curvatura

seccional K de M satisfaz K < k < 0 (k constante) e em seguida perguntam o que



acontece se somente assumir K < 0. Logo o teorema 1.0.1 d4 uma resposta parcial

a pergunta acima, deixada por [GR].

Corolario 1.0.2. Seja M wma superficie de Cartan-Hadamard, rotacionalmente

simétrica em um ponto o € M tal que a curvatura seccional satisfaz a condi¢dao

1
K(r) < te

— > 1.2
~— r2logr’ r=To (1.2)

para algum ro > 0, € > 0, onde r é a func¢ao distancia ao ponto o. Entao, dado
Y € C%(0M) existe u € C®(M) N CO(M) solucio de (1.1), e o grdfico de u € a
unica superficie minima propriamente imersa em M x R tendo graf (1) como bordo

assintotico.

Este corolario nos mostra uma conexao interessante entre o problema de Diri-
chlet assintético para o operador Laplaciano e o das superficies minimas, pois Neel
em [N] mostrou que a condi¢ao (1.2) é suficiente para mostrar que o problema de
Dirichlet assintotico é soluvel para o operador Laplaciano em uma variedade de
Cartan-Hadamard de dimensao 2. Como veremos o resultado nao vale para € = 0.

No capitulo 2 apresentamos as definicoes necessarias da geometria riemanniana
para a compreensao do texto, junto com as ferramentas necessarias da teoria das
equacoes diferenciais parciais para a demonstracao do Teorema 1.0.1. No capitulo
3 apresentamos o espago ambiente onde o teorema é demonstrado, e por fim no

capitulo 4 fazemos a demonstracao do teorema o mais detalhadamente possivel.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Geometria riemanniana basica

Nesta secao, enunciamos algumas defini¢oes e teoremas da geometria riemanniana.
Os conceitos iniciais como variedades diferenciaveis, fungoes diferenciaveis entre
variedades, espaco tangente, campo de vetores, conexao riemanniana e métrica sao
utlizados sem mais explicagoes, a referéncia basica é [dC1].

Quando pensamos em geometria pensamos em problemas relativos a medigoes
de distancias, comprimentos, angulos, areas, volumes, etc. A fim de que possamos
fazer tais medigoes precisamos de ferramentas bésicas para isso. Esta ferramenta
em geometria riemanniana é justamente proporcionada pela métrica riemanniana
que denotamos por ( , ).

Denotaremos por M = (M, (, )) uma variedade riemanniana de dimensao n,
munida da sua métrica riemanniana.

V serd a conexao riemanniana de M, ou seja, é a conexao que é simétrica e
compativel com a métrica. X(M) denotard o conjunto de todos os campos de
veotres de classe C* em M.

Com o conceito de conexao riemanniana temos uma maneira de derivar campos
de vetores ao longo de curvas definidas em M, em particular é possivel falar em ace-
leracao de uma curva em M e assim pensar nas curvas que minimizam a distancia.
Tal derivada denotamos por % := V', onde V é um campo vetorial a longo de uma
curva diferencidavel ¢: [ — M.

As geodésicas sao fundamentais para o estudo da geometria das variedades rie-
mannianas, do mesmo modo que as retas sao fundamentais para o estudo da geo-

metria euclidiana, visto que sao as curvas que realizam distancia.



Definicao 2.1.1. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica se

D (dy\ 0
dt \dt)
Vt € I, ou seja, se v possui acelera¢ao nula.

Se v é geodésica, entao

d [/dvy dvy _o Ddy dy _0
dt \dt’dt/ ~\dtdt’ dt/
ou seja, o comprimento do vetor tangente ‘Z—Z ¢ constante, logo podemos supor que
|§—Z\ = a # 0, excluindo assim as geodésicas que se reduzem a pontos.
Como consequéncia do teorema de existéncia e unicidade de solucoes de equagoes
diferenciais ordindrias, obtemos o seguinte resultado. Indicamos por 7,,M o espaco

tangente a M em p.

Proposicao 2.1.2. Dadosp € M ev € T,M, existem € > 0 e uma unica geodésica
v (—€€) = M tal que v(0) =p e 4'(0) = v.

Se v € T,,M, vamos denotar por 7, a unica geodésica de M que passa por p € M
com velocidade v.

Seja U = {v € T, M : v, esta definida num intervalo contendo [0, 1]}.

Definigao 2.1.3. A aplicagio exp, : U — M definida por exp,(v) = v,(1), €

denominada aplicacdo exponencial.

E possivel mostrar que exp,, ¢ diferencidvel, e também que para cada v € T, M,
a geodésica v, ¢ dada por 7,(t) = exp,(tv) para todo ¢t € R tal que os dois lados
estao definidos.

Na maioria das aplicagoes utilizamos o seguinte resultado, que garante que em
uma vizinhanca da origem de T, M a aplicagao exponencial ¢ um difeomorfismo, isso

¢ muito 1util pois podemos tomar a aplicacao exponencial como uma carta local.

Proposigao 2.1.4. Dado p € M, existe € > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M ¢

um difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

Lema 2.1.5. (de Gauss) Sejap € M e sejav € T,M tal que exp,(v) esteja definida.
Seja w € T,(T,M) =~ T,M. Entdio

((dexp,)y(v), (dexp,)y(w)) = (v, w)
Note que o lema de Gauss diz que se um dos vetores é o radial entao a métrica é
preservada, podemos pensar nesse caso que exp ¢ uma ‘isometria radial”. O lema

de Gauss sera utilizado para se chegar na métrica de uma variedade rotacionalmente

simétrica.



2.1.1 Curvatura e campos de Jacobi

Uma maneira de motivar curvatura é procurar pelos invariantes geométricos de uma
variedade, ou seja dadas duas variedades queremos saber se elas sao equivalentes
de alguma forma, por exemplo se sao isométricas, e a curvatura entao é uma das
formas de comparé-las. Uma maneira intuitiva de pensar na curvatura é pensar
que ela mede o quanto localmente uma variedade riemanniana deixa de ser o espago

euclidiano, como veremos a seguir.

Definigao 2.1.6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma corres-
pondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) —
X (M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixyZ, Z€X(M)

Do mesmo modo como acontece com as superficies na geometria diferencial o
invariante geométrico basico segue sendo a curvatura. Contudo uma variedade pode
se curvar em muitas direcoes e por isso a curvatura nao é tao facil de entender.

Um primeiro problema a se pensar é que, em geral as variedades riemannianas
nao sao apresentadas como subvariedades do espaco euclidiano. Portanto, a ideia
de curvatura seccional é feita da seguinte forma: selecionamos um subespaco bi-
dimensional ¢ do espaco tangente a M em p, consideramos todas as geodésicas que
passam por p com velocidade contida em . Isso da lugar a uma subvariedade de
dimensao 2, S, de M, que herda a estrutura riemanniana de M. Calculamos a
curvatura de Gauss de S, em p (que pode ser calculada em termos da métrica).
Logo temos um nimero denotado por K(¢), que chamamos de curvatura seccional,

de M em p associada ao subespaco 0. Equivalentemente temos a seguinte definicao:

Definicao 2.1.7. Dado p € M e um subespaco bi-dimensional o C T,M, o nimero

(R(z,y)z,y)

K(o) = K(r.y) = 205

é chamado curvatura seccional de o em p, onde x,y € o sao dois vetores lineramente

independentes e |z A y|? = |z*|y|* — (z,y)?

Uma observagdo importante é que K (o) nao depende da escolha dos vetores
T,y €o0.
Uma maneira de entender a relacao da curvatura com a métrica é obter a ex-

pressao da métrica em algum sistema de coordenadas e entao obtemos uma possivel



motivacao para curvatura: ela é a primeira correcao nao trivial que distingue uma
métrica arbitraria de uma métrica euclidiana, esta motivacao e suas contas em geral
nao sao encontradas feitas na literatura.

Faremos as contas com o auxilio dos campos de Jacobi, para a métrica no sis-
tema de coordenadas normais, via aplicagao exponencial, e notaremos que aparece

naturalmente a curvatura da variedade.

Definigao 2.1.8. Seja v : [0,a] = M uma geodésica de M. Um campo de vetores
J ao longo de v € um campo de Jacobi se satisfaz
D?J
dt?

Como a equagao acima ¢é uma equagao de segunda ordem linear em J, segue

)+ R(J@), () () =0, para t€|0,a].

que um campo de Jacobi é determinado pelas condi¢des iniciais J(0) e 22(0), e
portanto existem 2n campos de Jacobi linearmente independentes ao longo de 7.
Um campo de Jacobi tal que J(0) = 0 e Z2(0) = w ao longo da geodésica

v :[0,1] = M, dada por 7(t) = exp,(tv) é da forma
J(t) = (dexp,)w(tw).

Esta é essencialmente a tinica maneira de construir campos de Jacobi ao longo
de v(t) com J(0) = 0.

Sejam J; e J, campos de Jacobi tais que Ji(0) = J5(0) = 0 e 20(0) = wy,

DJs

72(0) = wa, 7'(0) = v, ao longo da geodésica (t) = exp,(tv).

Fazendo a expansao de Taylor da fungao F(t) = (Ji(t), Jo(t)) em torno de t = 0,

até a ordem 4, chegamos a seguinte expressao

F(t) = (wy, wy)t* — %((R(v, wy)v, we) + (R(v,wg)v,wl)) + R(t). (2.1)

Com limy_, % =0.

O que faremos agora ¢ calcular os g;; da métrica em coordenadas normais, via
aplicacao exponencial, isto pode ser feito pois de acordo com a proposicao 2.1.4
exp, ¢ um difeomorfismo numa vizinhanga da origem.

Considere como sendo a carta local a aplicagao exp, : B C T,M — M.

Fixe {ey,...,e,} base ortonormal de T,M, entao sabemos que g;; = (X;, Xj),
onde X; = (dexp)w(e;) comi=1,... n.

Fazendo = = tgv, |v| =1, v € T,M, considere agora os campos de Jacobi

Ji(t) = (dexp,)u(te:) = Hdexp,)u(es) = LX,



ao longo da geodésica y(t) = exp,(tv), X; € Texp (1) M, logo Ji(t) = tX; sdo tais
que J;(0) =0 e Z£(0) =¢;.

Fazendo J; = J;, Jo = J;, wy = €;, wy = ¢; em (2.1) temos que
1
9ij = (Xi(tov), X;(tov)) = ;(Ji(to)a J;(to))
0

logo,
1 , 1 T T t2 x x
gij = %|:<€i,6j>t0— €<R <%,ei) %,€j> — g<R %,6]' %,6i> +R(t)

n

escrevendo x = Y xxey, e fazendo os cancelamentos segue que
k=1

1
-3 > (Rlex, ei)er, ej)apm, + O(t?)
k.l

se denotarmos Ry;; = (R(ex, €;)er, €), entao

1
3
gij = 0ij — 3 E Ryijzrr; + O(|z]”)
k,l
é a expressao da métrica em coordenadas normais e assim R é a primeira correcao

nao trivial que distingue a métrica em coordenadas normais da métrica Euclidiana.

Como os campos de Jacobi estao ligados com a curvatura é possivel mostrar que
||7(t)]| dada por
1
1@ =t = =K (p,0)t* + R(1) (2.2)

mede o afastamento infinitesimal das geodésicas partindo de um ponto, e notamos
que em curvatura negativa tal afastamento é mais rapido do que os casos onde a
curvatura é nula ou positiva, e em curvatura positiva o afastamento ocorre de forma
mais lenta e até mesmo como no caso da esfera as geodésicas voltam a se encontrar
em tempo finito.

Para encerrar esta secao segue a definicao de ponto conjugado.

Definigao 2.1.9. Seja v : [0,a] — M wuma geodésica. O ponto ~y(ty) € conjugado
de v(0) ao longo de v, ty € (0,a], se existe um campo de Jacobi J ao longo de v,

nao identicamente nulo, com J(0) =0 = J(t,).

Um fato interessante a ser observado é que se M é uma variedade Riemanniana

com curvatura seccional nao positiva entao M nao possui pontos conjugados, pois



se existisse um campo de Jacobi nao nulo ao longo de uma geodésica ~ : [0, a] — M
com v(0) =pe J(0) = J(a) = 0 entdo

D<DJ - <D2J >+<DJ DJ>
dt dt’ oVt dt ’ dt
2
>

DJ
= —|JPK(Y —
/] (%J)Jr’ o

DJ
dt

entao <%, J> = 0, e por outro lado

logo a fungao t — (==, J) é nao decrescente em [0, a] e como J(0) = J(a) = 0,

d D
a(J,J>:2(d—;],J>:O:>|J|2:cte:>\J]2:0:>JEO

o que nos leva a um absurdo.

2.1.2 Teorema da comparacao do Hessiano

Os teoremas de comparacao na geometria possuem um papel muito importante,
pois oferecem ferramentas para comparar as propriedades geométricas de variedades
riemannianas diferentes. Existem diversos teoremas de comparagao entre eles o
de Rauch, do Laplaciano e do Hessiano. Aqui apenas falaremos do teorema da

comparacao do Hessiano.

Defini¢ao 2.1.10. Dados X,Y € T,M, f € C*(M). O Hessiano de [ ¢é definida
como Hess f(X,Y) = X(Y(f)) — (VxY) (f).

O gradiente de f, denotado por grad f, é definido como sendo o unico campo
vetorial tal que (grad f, X) = X (f)

Utilizando a defini¢ao de gradiente podemos escrever o Hessiano de f da seguinte
maneira:

Hess f(X,Y) = (Vxgrad f,Y).

Antes de enunciar e provar o teorema da comparacao do Hessiano, faremos
algumas defini¢oes e falaremos um pouco sobre a funcao distancia.

Considere a distancia riemanniana de M, ou seja, d : M x M — R dada por
d(p,q) :=inf{l(c);c: [a,b] = M com c(a) = p e c(b) = ¢}

onde ¢ é uma curva C* por partes e [(c) denota o comprimento da curva c.
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Mostra-se que com a distancia d, M é um espaco métrico e que a topologia
induzida por d em M coincide com a topologia inicial de M. Para mais detalhes
ver [dC1].

Fixado p € U C M, aberto consideremos r : M — R, r(x) := d(z,p) a fungao
distancia a p. A funcao r satisfaz boas propridades.

Consideremos o campo % obtido considerando coordenadas polares centradas
em p.

- 0
Proposicao 2.1.11. 1) gradr = o
r

2) Se X € X(M) entao Hessr (X, %) =0

dem.:

0
1) Para cada 6 fixado em T,M, — é o vetor velocidade das geodésicas dadas pelas

curvas 7 + exp,(rf)). Assim por um lado, utilizando defini¢ao de gradiente

0 or
<grad7“, E> =5, = 1.

0 or
<gradr7a—ei> =26 = 0

0
pois r nao depende de ;. Assim gradr é multiplo de —, e pela conta acima

or

temos que

Por outro lado

o multiplo de gradr ¢é igual a 1, logo segue que

gradr = s

2) Seja X € X(M), entdo

0 0 0 o 0 1 o 0
Hess (X, E) = X(E(T))—(ng(r)) = —<VX57 §> = —§X<§a §> =0

pois as geodésicas radiais sao parametrizadas pelo comprimento de arco.
[ |
Seja M uma variedade riemanniana e v : [0, a] — M uma geodésica de M. Seja

V um campo de vetores diferencidvel por partes ao longo de v. Para todo ¢y € [0, al,

escreveremos

1, (V,V) = /0 VLV — (RO VI V) e

11



para definir o indice de V' em t.
O préximo lema nos diz que se uma geodésica nao possui pontos conjugados
entao os campos de Jacobi sao os campos que minimizam o indice, mais precisa-

mente temos o seguinte resultado.

Lema 2.1.12. (do Indice). Seja v : [0,a] = M geodésica sem pontos conjugados
a v(0) em (0,a]. Sejam J um campo de Jacobi ao longo de v e V um campo de

vetores diferencidvel por partes ao longo de v tais que

(#0) (J,7) = (V,7) =0
(i1i) J(to) = V(to) para certo to € (0, al

Entao 1,(J) < I;,(V). Além disso, se vale a igualdade, entao J(t) = V() Vt €
0, al.

A demonstracio do lema do Indice pode ser encontrada em [dC1].
Como consequéncia do lema do Indice temos o teorema da comparagao do Hes-

siano.

Teorema 2.1.13. (da comparagao do Hessiano:) Sejam M, e M, variedades
riemannianas completas de dimensao n. Sejam 7, : [0,a] — M; geodésicas tais que
|7i| = 1 e que ndo possuem pontos conjugados a v;(0). Sejam p; as fungoes distancia
av(0) em M; e K; as curvaturas seccionais de M;. Suponha que em v1(t) e va(t),

t € [0,a], tenhamos a sequinte desigualdade:
Ky (u1,7) (8) 2 K (u2,7) (8),
onde u; € um vetor unitdrio em T, M; ortogonal a ~i(t). Entao
Hess (p1) (u1,uq1) < Hess (p2) (ug, us) .
dem.: Afirmamos que
Hess (pi)(us, w;)(x) = Ly (Js, i),

onde J; é campo de Jacobi ao longo de ~; tal que J; L+, J;(0) =0 e Ji(to) = u,,
ty € [0, a}.
De fato: fixado ¢ € M. Para p € M que nao é conjugado a ¢, seja v (omitindo

o indicie i) a geodésica minimizante ligando p a ¢, tal que v(0) = q e v(tg) = p,

12



to € (0,a]. Seja uw € T,M tal que (u,7) = 0. Como ¢ nao é conjugado de p,
podemos estender u a um campo de Jacobi J ao longo de 7 tal que J(0) =0 € T,M
e J(to) = u € T,M e que [J,7'] = 0, isto pode ser feito mostrando apenas que
grad p(y(t)) = +/(t) que segue pela propriedade 1 da fung%ofdisténcia, com isso em

maos e sabendo que J(0) = 0 entdo J é da forma J(t) = g((),t), onde

f(s,t) = exp,(tv(s)),v(0) = +'(0)'(0) = J'(0) = V,.J (0)

44

0
dai segue que grad p(f(s,t)) = —f(s,t), logo temos [J, 7]

ot ds’ Ot

Além disso,
Hess (p)(z)(u,u) = (V.gradp,u)(z) = (Vjgradp, J)
to d
— [ STsemad g D0t
0

to
— [TV pd) + (Tgrad . V)
0

Com as observagoes feitas acima temos que V jgrad p — Vgpad,J = 0.

Observamos novamente que grad p = 7' e que, seguindo a notacao que estamos
usando, V., J = J'.

Com estas duas observacoes, podemos concluir a afirmagao:
to to
Hess (p)(u,u)(x) = / (VN d, J) + (Vy I, NV J) dt:/ (J', Ty +(J', Jhdt
0 0
to
_ / T+ (RO, T, J)dt = Ly (J,.J).
0

Com a afirmacdo demonstrada, resta agora mostrar entdo que I, (Jy, J;) <
I, (Ja, Jo). E para mostrar isso faremos o seguite: pegamos o campo Jo e levamos

para a variedade M; e dai aplicamos o Lema do Indice. Faremos isso escolhendo

referenciais paralelos, isto é, considere {ei(s) = {(s),e2(s)...,e,(s)} referencial
paralelo ortonormal ao longo de v, e {€1(s) = 7'(s),é2(s)...,én(s)} referencial
paralelo ortonormal ao longo de ;.

Podemos supor que ey(s) = \28\ e éy(s) = []jl(fg))l, pois os campos de Jacobi sao

sempre ortogonais as geodésicas.
n

Escrevemos Jy(s) = Z a;(s)e;(s), entdo para s = t, as(t) = |J2(t)], a;(t) =0 se

=1

Jj=3.
Agora construimos um campo “artificial” V' em M, tal que V e J, possuem as

mesmas propriedades.
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Definimos V(s) = Zai(s)éi(s). Portanto V(¢) = 2817 (¢) 6 um campo de
i=2
Jacobi em M, dai pelo lema do indice temos que

(0], 1)
(i ) <504V

logo segue que

LLOE G /W RiA VYo Vi = /|V'|2 VPEL(V 7))t
2|J1()|2 7 o 1

por hipétese K (V,7)) > Ky(J, 7)) = —K1(V,v;) < —K(J,~) e como |V'|> = |J'|?

temos

S @) < [V = VRt e = [ L= (RO o R
= S ) (0).
Agora note que
% (Ji, 1)’ / [ 12 = (R(w, Joms ) = L(, )
(§] 1 '
3 ) (6 = [ L = (RO o ) = 1o )
Logo para t = ty temos que |Ji(to)| = |u1| = 1 e |Ja(ty)| = |uz| = 1, com estas

consideragoes concluimos que
Ly (J1, 1) < Iy (J2, J2)

como queriamos demonstrar.

2.2 Resultados em EDP

Para a demonstragao do Teorema 1.0.1 utilizaremos algumas ferramentas da teoria
das equagoes diferenciais parciais elipticas, a referéncia é [GT], ver apéndice para o
enunciado de todos os resultados de [GT] utilizados neste texto.

Em [GT], os teoremas sao especificos para quando o espago ambiente é o R™, no
entando eles valem para uma variedade como a que estamos trabalhando, pois sao
resultados a respeito de operadores que envolvem apenas o divergente e o gradiente,
que sao operadores ditos geométricos, ou seja, podem ser definidos intrinsecamente,

isto é, independem de parametrizacoes.
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2.2.1 Espacos de Holder e operadores lineares elipticos

Usaremos a notacao de multi-indice para denotar a derivada parcial

o8l
=—(x
oxh .. dxpr

onde B = (B1,...,0,) e |B] =61 +...+ By

Seja C°(X,R™) o espago vetorial das aplicagoes continuas em um conjunto X C

DPu(z)

R". Lembremos que se K C R" é compacto, entdo qualquer u € C°(K,R") é

uniformemente continua. Neste caso, munido da norma

|U|c0(K) = |u 0,k = Sup |ul
K

C°(K,R") é um espaco de Banach.
Seja @ C R™ um dominio (aberto e conexo). Dado um inteiro ndo negativo k,

definimos

CH(Q) ={u:Q — R: D e '), para todo || = k}

CH(Q) = {u € C*(Q) : u e D u possuem extensdo continua para Q, V |5 = k}.

Se o dominio 2 ¢ limitado, entdo seu fecho Q é compacto e assim C*(Q) ¢ Banach

com a seguinte norma,

k
|U|ck(§) = |U|k§ = Z |D]U|0;§

Jj=0

onde |Dju|0;§ = sup sup |D’ul, k=0,1,2,. ..
1Bl=k Q

Definicao 2.2.1. Seja (2 C R™ um aberto. Dizemos que uma funcao u : ) — R é

Holder continua com expoente «, se

p 110w

z,y€e) ’.17 - y’a

para x # y e para algum 0 < a < 1.
Neste caso, denotamos u € C*(£2), além disso, denotamos também

ue) )|

Ula:0 = Sup
[ ]aQ z,ye) |5L' - yla
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Em particular, note que se u é Holder continua com expoente o em €2, entao
u(z) — u(y)| < [U]asle —y|* Yo,y € Q.

Note que se uma funcao ¢ Holder continua em €2, entao ela é continua em §2;
na verdade, ela é uniformemente continua em €2. Uma fungao Holder continua com
expoente a = 1 é uma funcao continua de Lipschitz.

O espaco

CoQ) =C*(Q) ={u: Q= R: [u]q < oo}

¢ Banach com a seguinte norma

|U|CO‘(§) = |u|0,a;§ = |u’0;§ + [u]a;ﬁ'

Para k inteiro nio negativo definimos os espacos de Hélder C**(€2) como sendo
os subespacos de C*(Q) consistindo das funcdes cujas derivadas parciais até a ordem

k sao todas Holder continuas com expoente o em €2
CF(Q) = {u € C¥(Q) : D’u € C*(Q), para todo |B] = k}

munido da norma
|uleba = Ulaq = [tlg + [D*ul,g

onde [D¥u,.q = sup [DP u]g- Pode-se mostrar que com esta norma, CH*(Q) é de
181=k
Banach.

Também denotamos por C(]f () o espago das funcoes em C**(£2) que possuem

suporte compacto em (), isto é, o espago das fungoes tal que o conjunto

supp u = {z € Q:u(z) # 0}

é compacto.

Por simplicidade, vamos escrever
CO*(Q) = C*(Q),C%*(Q) = C*(Q),C*°(Q) = C*(Q) e CH°(Q) = C*(Q);

com essa notacao, podemos considerar os espacos de classe C¥* com 0 < o < 1.
Para finalizar esta secao, segue a definicao de operador linear eliptico.
Um operador linear de segunda ordem num aberto 2 C R"™ é uma aplicagao
linear da forma:

n

Lu = Z a;;(z)Dyju(z) + Z bi(x)Dyu(z) + c(x)u(x)

h,j=
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onde u € C*(), aij, b;, ¢ sdo fungdes reais continuas definidas em 2, e a;; = a;;.
Diremos que L ¢é eliptico em € quando a matriz A = (a;;) é positiva definida
para todo x € Q, ou seja se (AL, &) > 0 VE = (&,...,&) € R™\ {0}, isto é,
Z aijfifj > 0.
ij=1
Equivalentemente, se A(x) denota o autovalor minimo de A e A(x) o autovalor

maximo, entao L é eliptico se

0 < M) < Zaz‘j&fg’ < A(x)|gf.

h,j=

Além disso se

A= ugg Az) e A =supA(z)

€
diremos que o operador L é estritamente eliptico em () se existe uma constante Ay >
0 tal que 0 < A\g < A, e também se existir uma constante Ay tal que A < Ay entao L
é dito fortemente eliptico, e se % é limitado em €2 dizemos que L é uniformemente

eliptico.

2.2.2 0O Método da continuidade

Para investigar a existéncia de solugoes para o problema de Dirichlet associado a
equacao das superficies minimas usamos o método da continuidade, o qual passamos
a descrever agora.

Consideramos M uma variedade riemanniana e €2 um dominio limitado de classe
C>* e consideramos a seguinte familia de problemas de Dirichlet indexadas por
t €[0,1]:

(2.3)

M(u) =0em Q, ueC>(Q)
’LL|@Q =ty € CQ"I(@Q)

A ideia agora é considerar o conjunto
Vo= {t €[0,1]; 3u, € C**(Q), M(w;) = 0 e wlpq = t1h}

e mostrar que V' é um subconjunto nao-vazio de [0, 1] que é aberto e fechado em
[0, 1], e portanto é todo o intervalo. Observe que para t = 0 o problema admite uma
solugdo, que é a solugao trivial (u = 0), logo V' é nao-vazio, e estamos interessados
em saber se hé solugao para t = 1. Primeiramente provaremos a abertura de V' e

em seguida o seu fechamento.
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(1) A abertura de V.

Dado ty € V, queremos mostrar que existe € > 0 tal que (to—e, to+€)N[0,1] C V.
E para isso é suficiente utilizar o Teorema da Funcao Implicita para espacos de
Banach.

Consideremos o conjunto
Co(Q) = {h € C**(Q) : hlon = 0)},

e 1) uma extensio C% de 1) a Q, que por simplicidade denotaremos também por .
Agora definimos o operador T : Co*(Q) x [0, 1] = C*(©) dado por

T(v,t) = M(v + th).

Seja to € V, entdo existe uy, € C>%(Q) tal que M(uy,) = 0 e uy,|aq = tor), assim
definindo vy = uy, — to1h, temos que T'(vg,tg) = M(vy + to) = M(uy,) = 0 e
vy € Cg’a(ﬁ). Queremos mostrar que a equagao

T(v,t)=0

define uma funcdo v = v(f) em uma vizinhanca de ¢ty com vy = v(ty). Para isso
faremos o uso do Teorema da Funcao Implicita em espacos de Banach, que tem o

seguinte enunciado

Teorema 2.2.2. Sejam E, F,G espacos de Banach e T : E x F' — G uma func¢ao
de classe Ct. Seja (vo,ty) € E x F tal que T(vo,to) =0 e D1T (v, t) : E — G um
homeomorfismo linear de E sobre G. Entao existe uma vizinhanca aberta V x U
de (v, ty) em E x F tal que, para todo t € U eziste um e somente um v = v(t) € V

satisfazendo
T(v(t),t) =0 e v(ty) = vo.

Além disso, a funciov:U —V é C'.

Para aplicarmos o teorema citado ao nosso problema temos que mostrar que
o operador T : Cg™(Q) x [0,1] — C*(Q) é de classe C' e que o operador L :=

DiT(vg, ) - Co*(Q) — C*(Q) é um homeomorfismo linear, ou seja, uma bijecio
continua com inversa continua.
Proposigao 2.2.3. T € um operador C! e

(D1T'(vo, to)(h))(x) = (Z Aij(vo + to) Ei(E;(h)) + Z Bi(vo + to@/f)Ei(h)) ()

4,j=1
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onde
Ajj(w) = (1 + |grad w|2)_1/25ij — (14 |gradw|2)_3/2Ei(w)Ej(w)

Bi(w) = (1 + |gradw|*)™? | divegradw — Y E;(w)Ei(E;(w))
j=1

e {E1,...,E,} € um referencial geodésico em x.

dem: Observamos que T é C! se e somente se M é C!, e este é um fato que tem
demonstracao um pouco trabalhosa e por isso vamos omiti-la. No entanto, nao é
muito dificil de nos convencermos disso.

Supondo que M é C!, calculamos sua derivada (que é a derivada de T em
relag@o a primeira varidvel) num ponto v onde M(v) = 0. Comecamos modificando
convenientemente a expressao de M, ou seja escrevemos M em sua forma nao

divergente:

grad u ~ divgradu

1
= + ( grad ,grad u
V14 |gradu2 /1 + |gradul? v 1+ |grad ul?

div grad 1
SEEEL (1 + |gradu) /2 (grad (grad u, grad u), grad u)

1+ [gradu? 2

1
= (1 + |gradul?)=3/? {(1+|gradu|2)divgradu — §(grad (gradu,gradu),gradu)] :

M(u) = div

Sejam v, h € C>*(Q) e s pequeno, com M (v) = 0. Entao
M(v+sh) = (1+ |grad (v + sh)[?)~*/2[(1 + |grad (v + sh)|?)div grad (v + sh)

— %(grad (grad (v + sh), grad (v + sh)), grad (v + sh))}

Desta forma,

d d
—M(v+sh)| = (— ((1+ |grad (u + sh)|*)~/?) > (1 + |grad v|?)32M(v)
ds s=0 ds s=0
d
+ (1 + |grad v|?)=3/2 {%|grad (u+sh)|*| divgradv
s=0
+ (1 + |gradv|?) idlv grad (v + sh)
s=0
1
-~ 3 <—grad grad (v + sh),grad (v + sh))| ,grad u>
s=0
1 d
— — ( grad (grad v, grad v), —grad (v + sh) :
2 ds 50
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Assim,

d
(14 |gradv|?)3/2 EM(U + sh) = 2(grad v, grad h)div grad v
s=0
+ (1 + |grad v|?)div grad h

— (grad (grad v, grad h), grad v)
1

— —(grad|grad v|?, grad ).
2

Seja {E\, ..., E,} um referencial geodésico em z. Logo gradu = > E;(u)E;, e
divgradu = Y E;(F;(u)), e analogamente para h.

= 2) (Z Ej<Ej<v>>) E,(v)Ei(h)

+ (L+[grado]?) Y Ei(Ei(h))

=1

() Soo)
)

sl Fmer) e

d
(1 + |grad v|?)3/2 EM(U + sh)

s=0

Observamos que

grad (Z Ez(U)Ez(h)> = Z(E](EZ(U))E’L<h) + Ei(v)E;(Ei(h)))E;

3,j=1

e analogamente para grad <Z?:1 Ej(v)2>. Desta forma,

<grad (va)ﬂ(m) , ZEj<v>Ej>

<grad (Z Ej(v)Q) Z Ei(h)Ei> = Ei(E;(v))E;(v)Ei(h).

j=1 2,j=1

DO | —
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Assim,

(14 |grad v|?)3/2

i./\/l(v +th)

= (1 + |grad u?) ZE- A(h))

t=0

- Z E;(v ) +2 Z Ej( (V) E;(h)
3,j=1 i,j=1
— ) E(E@)E;j(0)Ei(h) = ) Ei(E;()E;(v)Ei(h)
i,j=1 hj=1
ou ainda
(1 + |grad v[?)3/2 %M(U +ih)| =Y A 0)E(E(h) + 3 Bi(v)Ei(h),
=0 =1 i=1
onde
Aij(v) = (1 + [grad v|*)d; ; — Ei(v) E;(v)
(§

n

Bi(v) = Z(QEj(Ej(v))Ei(v) — E;(Ei(v))E;(v) — Ei(E;(0))E;(v),
o que conclui a demonstracao.

Vejamos que L é estritamente eliptico. De fato, sejam £ = (&,...,&,) € R”

entao

ZA” vo + tot) @@—Z 1+ D(vo+tot)[2) 03665~ ZD (vo+100) Dj (vo + 1)) &,

4,j=1 7,j=1 4,j=1

= (L+[D(vo + to¥)) P)I]1* — Zf@ (Vo + tot)§; D

€17 — Zfz (vo + tot) ng

= (1 +|D(vo + tov)*) €11 — <57D(U0+750¢)> :

i(vo + tot))

= (14 |D(vo + to¥))? (vo + tor))

Mas

(€, D(wo +tot)) < EIIID(vo + towh)l| = — (&, D(vo + tor))* = —[I€II*| D (vo + tow) ||

—> Y A&t > (14 |D(vo + tot )€ — (€171 D (w0 + tot)[* = [€]
i.j

Segue que conforme a notacao para operadores lineares elipitcos, L possui ¢ = 0.
Note que L é continuo, vejamos entao que L é injetivo, sobrejetivo e L~!

continuo.
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e [ ¢ injetivo.
Dados hy e hy pertencentes a Cp® (), temos que se L(hy) = L(hs) entdo L(hy —
hy) = 0. Como (hy — hs)|aq = 0, pelo Corolério 5.0.6 temos que hy = hy em €2, logo

concluimos que L é injetivo.
e [ é sobrejetivo.

Como L é estritamente eliptico em €2, com ¢ = 0, o Teorema 5.0.11 nos garante
que dada g € C*(Q), existe um tnico h € Co*(Q) tal que L(h) = g, o que implica

que L é sobrejetivo.
e L~! ¢ continuo.

Sejam f,g € C*(Q) e u = L7'(f), v = L™'(g9) € Co*. Entdo o Teorema 5.0.10
nos da

u = vlsa < Clu=vlo+[f = gla).

Por outro lado o Teorema 5.0.7 nos da |u — v|p < C|f — glo, e entao

|L_1(f) - L_l(g)|2,a = |U - U|2,a < C‘f - g|0,a

e portanto L~! ¢ continuo.

Logo concluimos entao que L é um homeomorfismo linear. Aplicando o Teorema
da Funcao Implicita, obtemos que V é aberto.

Na verdade a abertura de V' vale em qualquer situacao, isto é, seja qual for o
dominio suave e limitado © e seja qual for o dado no bordo ¢ € C*>*(99) (com

relagdo ao operador em questao, evidentemente).
(2) O fechamento de V.

Dada uma sequéncia {t,,} em V tal que t,, — t € [0, 1], queremos mostrar que
teV.
Como t,, € V = Fu,, € C>*(Q) tal que M(uy, ) =0 e uy, |og = tm¥.
Iremos mostrar que a sequéncia {u;,, } contém uma subsequéncia convergindo
a uma funcdo u € C*>*(Q) na norma C>®. Supondo isto valido conforme vimos, a
aplicacao T' definida anteriormente é continua logo
M) = T(u—t,t)
= 7l O — )
= h_r}nooT(utm —tmt, )

m

m—00
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Além disso, temos
ulgo = lim wy,, oo = lim ¢,0 = t1.
m—r0o0 m—0o0

Destas consideragoes podemos concluir que t € V.
Para provar que u;,, converge a uma certa u € C°(Q2) na norma C° é suficiente

mostrar que 3C' > 0 tal que

sup |ug,,| < C e suplgradu,,, | < C
Q Q

ou mais forte que isso, que 3C' > 0 tal que Yu € C>*(Q), Vt € [0, 1] satisfazendo
M(u) =0 e ulgg = ty, valer |u|; < C, ou seja, temos uma estimativa a priori.
Provamos a seguir que V' é fechado admitindo que temos uma estimativa a priori.
Na se¢ao 2.2.3 discutimos como encontrar tais estimativas.
Suponhamos sem perda de generalidade que C' satisfaz também ||y < C. Pelo
Teorema 5.0.15, 38 = B(C,n,Q) tal que |uy, |15 < C. Defina v := min{a, 5},
entao  é um dominio C*7.

Definimos para cada m o operador linear L,, : C>7(Q) — C?(Q) dado por

L, (h) = div < grad 1 ) .

V1 + |grad uy, |2

Note agora que u,,, € C>*(Q) é solugdo de L,, = 0. Pelo Teorema 5.0.10 existe
C' tal que
|utm|277 S C VYm € N.

Aplicando o Teorema de Arzeld-Ascoli, {u;,, } possui uma subsequéncia conver-
gindo uniformemente na norma C? para u € C3(Q). Ainda, tem-se M(u) = 0 e
uloq = ty.

Além disso, o Teorema 5.0.13 nos dé a regularidade desejada, isto é, u € C?*(€Q),
e portanto ¢t € V o que prova que V é fechado, com isso o problema (2.3) possui
solucao para t = 1.

De acordo com o que vimos até aqui, podemos dizer que a abertura de V' ocorre
sempre que €2 é um dominio limitado de classe C*>®. O fechamento em geral é falso
e de acordo com o que vimos o fechamento s6 é possivel mediante as estimativas

a priori, e é de tais estimativas que falaremos na préxima secao.
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2.2.3 Barreiras e estimativas a priori

Nesta secao veremos em quais condicoes é possivel encontrar estimativas a priori
para a norma C! das solucoes dos problemas com t variando.

Precisamos para isso, estimar |u] em 2 e |grad u| em 0€2. Uma maneira de obter
essas estimativas é construir barreiras. Um modo de obter barreiras é encontrar

supersolucao e subsolugao para o problema.

Definigao 2.2.4. Uma fungio v € C*(Q) € dita supersolugao para o problema
M =0 se M(v) <0. Analogamente, v é dita uma subsolugcio se M(v) > 0.

Note que pelo corolario 5.0.6, qualquer supersolucao com condicoes de fronteira
maior ou igual aquela dada no problema estd de fato acima da solucao, se esta
existir (andlogo para subsolugao).

A definicao anterior é bastante util em varios contextos, mas precisamos também

de uma definicao mais geral, que engloba uma classe maior de fungoes.

Definigao 2.2.5. Uma fungio v € C°(M) € dita supersolugao (generalizada) para
o problema M = 0 se, dado qualquer aberto limitado U C M e dado uma solu¢ao
u do problema em U, a condicao u < v em OU implicar u < v em todo U. Andlogo

para subsolucao, apenas invertendo as desigualdades.

O pricipio do maximo nos da que toda supersolucao é supersolucao generalizada.

Além disso, esta nova definicao nos permite obter boas propriedades.

Proposicao 2.2.6. Se vy e vy sdo supersolugoes de M = 0, entdo v := min{vy, va}

¢ também supersolucdao. Andlogo para o mdzimo entre subsolugoes.

dem.: Seja U C M um aberto e limitado e u tal que M(u) =0 em U, u < v em

0U, entao em particular u < vy e u < vy em OU, e portanto u < vy e u < vy em U.
[ |

Proposicao 2.2.7. Sejam U e V abertos de M com V. C U. Suponha que v, €
CO(M) e vy € CO(U) sejam supersolugoes para M =0 em M e que satisfagam

vy <vy em U\V

v <wv, em V.

Defina w : M — R por

(2) = vi(z) se xeM\V
o= ve(z) se x eV,

Entao w € C°(M) ¢é supersolucio generalizada de M =0 em M em (.
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dem.: Seja W aberto limitado de M e seja u € C2(W) N C°(W) solugao de M = 0
em W satisfazendo ulsw < w|ow. A mostrar: v < w em W.

Observe inicialmente que w é continua pois em OV temos v; = vy. Observe
também que se W C V ou W C M \ V, entdao nao ha o que fazer.

Note que pela definicao de w, temos que w < v; em todo M. Entao, como v; é
supersolucao, temos que u < v; em W. Resta mostar que u < vy em W NV.

Defina S :=0VNWeT :=0WnNV)\S. Entao (W NV) = SUT. Note
que em S temos que v; = vy e portanto ja vale que u < vy. Ja em T, temos por
hipdtese que u < w, mas w = vy em V e portanto em T'. Desta forma, u < vy em
(W NV) e como vy é supersolucao, vale que u < vy em (W NV).

[ |

Uma proposicao analoga evidentemente pode ser feita para subsolucoes, com as
devidas adaptacoes.

Ja as barreiras podem ser definidas localmente; dado zy € 0€2, dizemos que o
problema admite barreiras locais superior e inferior em x( se existe uma vizinhanca

Ny, de 79 em Q e fungaos wy,, vy, € C1(N,,) tais que

Vgo(T0) = P(T0) = Wa, (o) (2.4)
Mwg) <0 e M(vg) >0 em N, (2.5)

e, se u € uma solucao do problema entao
Vo () S u(x) < wyy(x) Vo € Ny,. (2.6)

Existe também a nogao de barreira global pedindo que as fungoes wy,, v, €
C2(Q) e satisfacam (2.4), e (2.5) em Q e se u for uma solucio entdo (2.6) vale para
todo x € 0f). Além disso, tais funcoes devem ter o gradiente limitado no bordo de

(), isto é, devem ser tais que

sugQ max{|grad wy, (xo)|, |grad vy, (zo)|} < C
ToE

para alguma constante C'.

O seguinte lema nos permite obter uma estimativa para |grad u| em 052.

Lema 2.2.8. Dados w,u,v € CQ’O‘(Q) e xg € 0N2, entao temos a sequinte estimativa:

se w(xg) = u(xg) = v(xg) e w < u < v, entdo

lgrad u(zo)| < max{|grad w(zo)|, |grad v(zo)|}.
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dem.: Seja C' = max{|grad w(zo)|, |grad v(xg)|} e n o vetor unitario normal a 0
em z, apontando para o interior de ). Seja a um vetor unitario tal que (a,n) >0
e seja v : [0,1] — Q tal que v(0) = 9 e v/(0%) = a. Pela defini¢ao de derivada em
002, dado € > 0 existe 0 < 0 < tal que para todo t € (0,0),

o< B0 —ula) _ ut) ko) _ ot =olow) _
de modo que
wolt) )| _
Fazendo ¢ tender a zero obtemos t
(erad (o), a) = grad u(3(0)7'(0%) = | i =00

Portanto, fazendo € tender a zero por sua vez chegamos a
(grad u(xo),a) < C.
Por fim tomando a = grad u(zg) segue que
lgrad u(xg)|? = (grad u(mzo), grad u(zg)) < C.

[ |

Com super e subsolugbes obtemos estimativas da altura de uma solugao (segue

da defini¢ao). Com as barreiras, obtemos estimativas para a altura do gradiente no
bordo. Assim, quando construimos super e subsolugoes que servem como barreiras
superior e inferior, conseguimos obter as estimativas a priori da norma C' de uma

solucgao.

Para finalizar esta secao enunciamos dois resultados que serao utilizados na
demonstracao do Teorema 1.0.1.
O principio do maximo assintético pode ser encontrado em [C1] para o operador

A e em [T] para operadores mais gerais.

Proposicao 2.2.9. (Principio do Maximo Assintético:) Sejam o e ¥ sub e

supersolu¢ao de M =0 em M, respectivamente, tais que

limsupo(p) < liminf ¥(p) Vz € 0., M.

p—x p—x

FEntao
oc<> em M.
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Enunciamos o Teorema 1.1 de [S].

Teorema 2.2.10. Seja u € C*(Q) uma solugio ndo negativa de div (5%) = nH (),
W = (1 + |Dul?)'/%. Entdo

2 u 9
W (P)| < 32max <17 <@) ) £16Cu(P) 16C(+52)
p

onde a constante C' € independente de u, mas depende na norma C' de H(z), de
um limite inferior as curvaturas seccionais de M e de um limite superior para Ad?

em SQ.

No teorema 2.2.10 p é tal que a bola geodésica de centro P e raio p esta contida
em €, isto é, B, C Q, para p < R(P), oraio de injetividade de M em P. Observamos
que no nosso caso (H = 0) a constante C' obtida no teorema 2.2.10, ndo depende

de u s6 depende da geometria do dominio.
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Capitulo 3

A geometria do problema

3.1 Variedades de Cartan-Hadamard e bordo as-
sintotico

Nesta secao falaremos sobre as variedades de Cartan-Hadamard, suas propriedades
basicas e sobre o bordo assintético de uma variedade Cartan-Hadamard.

A seguinte defini¢ao é feita para uma variedade riemanniana qualquer.

Definicao 3.1.1. Uma variedade riemanniana M € dita completa se para todo
p € M, a aplicacao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, isto €, se
as geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro
teR.

Definicao 3.1.2. Uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa de

curvatura seccional nao positiva é chamada de variedade de Cartan-Hadamard.

Em geral se da o nome de Hadamard quando a curvatura ¢ estritamente negativa
e de Cartan-Hadamard quando a curvatura puder ser zero, ou ir para zero.

O Teorema de Hopf e Rinow (Teorema 2.8 p.168 de [dC1]) nos diz que se exp,
estd definida em todo o T, M entao M ¢é completa como espaco métrico e além disso
para todo ¢ € M existe uma geodésica ~y ligando p a ¢ com [(y) = d(p, q).

A partir de agora, M sera sempre uma variedade de Cartan-Hadamard. Enun-

ciamos agora o Teorema de Hadamard, que pode ser encontrado em [dC1].

Teorema 3.1.3. (Hadamard). Seja M wma variedade riemanniana de Cartan-
Hadamard. Entao M € difeomorfa a R™, n = dim M ; mais precisamente a aplicag¢ao

exp, : T,M — M é um difeomorfismo.
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O Teorema de Hadamard assegura que se M é uma variedade de Cartan-
Hadamard, entao M tem a mesma topologia e estrutura diferenciavel do espago
euclidiano R™. Além destas propriedades topolégicas e diferenciais, sao conhe-
cidas algumas propriedades geométricas analogas a do espago euclidiano, como:
dado dois pontos existe uma tunica geodésica os ligando, uma versao da lei dos
cossenos (que aqui chamaremos simplesmente de lei dos cossenos) que diz que
2 > a® + b?> — 2abcosf onde a,b,c sao os lados de um triangulo geodésico e 6
¢ angulo oposto a c. Estas propriedades serao utilizadas mais adiante.

Passemos a falar um pouco sobre o bordo assintético de uma variedade C-H.
Mas antes faremos alguns comentéarios.

Uma caracteristica importante das variedades de curvatura negativa que preci-
samos ter em mente é que as suas geodésicas se afastam ao longo do tempo, isto
também ocorre em variedades de curvatura zero, exemplo R", cujas geodésicas sao
retas, mas este afastamento ocorre mais rapidamente no caso de variedades de cur-
vatura negativa. Os campos de Jacobi nos fornecem informagoes sobre a velocidade
de afastamento das geodésicas, e tal informagcao é captada pela expressao (2.2).

Seja p € M, denotamos por S, := S"™! a esfera unitdria contida em T,,M e por
B, a bola unitaria com centro em 0 contida em T),M, logo 0B, = S,.

Se v,w € S,, o angulo # = <(v,w) é o tnico nimero 0 < 6 < 7 tal que
(v, w) = cosb.

Se p # q € M, seja 7,, a Unica geodésica tal que 7,,(0) = p e Y(s) = g,
s = d(p,q). O angulo <,(m,n) entre os pontos m e n de M a partir de um ponto
distinto p, é definido como <,(m,n) := <(7,,,(0),7,,(0)).

Definigao 3.1.4. Chamamos de raios geodésicos as geodésicas vy : [0,00) — M com

velocidade || = 1. Dois raios geodésicos y1 e vo sdo ditos assintdticos se existe
C > 0 tal que d(1(t),7(t)) < C Vt € [0,00).

Como exemplo, tomando M = R"™ com a métrica usual, entdo vy, ~ 2 < 71 || 72.

Diretamente da definigao acima temos os seguintes resultados:

1) A relagao assintética é uma relacao de equivaléncia. Isto segue diretamente da

desigualdade triangular.

2) Se 71 é assintética a y9 e possuem um ponto em comum, entao elas sdo as

mesmas.

De fato, supondo que elas nio sejam as mesmas, entao 6 := <t(71(0),74(0)) > 0

e utilizando a lei dos cossenos temos que
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d*(71(t), 72(t)) > 2t*(1 — cosf) — 0o, t — 00 (3.1)

nos levando assim a uma contradicao.

Antes de enunciarmos a préxima proposicao fazemos a seguinte observacao: se
71 € Y2 sao geodésicas de M, entdo a funcao t — d(y1(t),72(t)) é C* e convexa, e

este fato segue do Teorema da comparacao do Hessiano, Teorema 2.1.13.

Proposicao 3.1.5. Sejam « geodésica em M, p € M, {t,} — oo em R. Se 3, é
geodésica ligando p a a(t,), entao [,(0) converge a um vetorv € S, e 1=, €

assintdtica a o.

dem.: Podemos supor sem perda de generalidade que |3/ ()] = 1, logo {/,(0)}
possui subsequéncia convergente, que por abuso de notagao indicamos por £/ (0),
portanto f3],(0) — v € S,.

Mostremos agora que a geodésica [ := 7, ¢é assintética a a. Seja C' > 0 tal que
d(p,(0)) < C, considere a sequéncia s, tal que (3,(s,) = a(t,). Pela desigualdade

triangular temos

tn)) < d(a(0),p) +d(p, Bu(sn)) <
n)) = dp,B(sn)) < d(p,(0)) =
tyn — sn < d(p,a(0))

d(p, B(sn)) < d(p,a(0)) + d(a(0), a(tn)) <
d(p, B(sn)) — d(a(0),a(t,)) < d(p,a(0)) &
Sy —tn, < d(p, (0))

logo
|5, — tn] < d(p,a(0)) < C, em particular {s,} — oo.

Agora fixe s > 0 e seja n suficientemente grande tal que s < s, como a funcao

t— d(5,(t),a(t)) é convexa, segue que

d(Bn(s), a(s)) < max{d(5n(0), a(0)), d(Bn(sn), a(sn))}

note que d(5,(0),a(0)) < C' e também que

d(Bn(sn), a(sn)) = d(a(tn), a(s,)) = [t, — .| < C
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logo
d(fn(s), afs)) < C. (3.2)

Considere agora f := 7, entio d(a(s), (s)) < d(a(s), fu(s)) + d(Bu(5). B(s)
devido ao fato de que 3/,(0) — v, segue que In > 0 tal que (renomeando constantes

todas por C) d(B,(s), 5(s)) < C e utilizando (3.2) segue que

d(a(s), B(s)) < C, logo a ~ .

Um corolario da Proposicao 3.1.5, que serda muito utilizado é o seguinte.

Corolario 3.1.6. Dada uma geodésica o« em M e um ponto p € M. FExiste uma

unica geodésica B tal que 5(0) =p e B é assintdtica a .

dem.: A existéncia segue diretamente da Proposicao 3.1.5, e a unicidade é feita da
mesma maneira que (3.1).

|

Considere o conjunto I' = {7 : [0,00) — M;~y é geodésica e |y/(t)| = 1}, con-

siderando a relacao de equivaléncia dada na definicao 2.2.4 em I' temos a seguinte

definicao.

Defini¢ao 3.1.7. O quociente I'/ ~ é chamado de bordo assintdtico de M e de-
notado por O,.M, a classe a qual pertence o raio geodésico v € denotada por
v(o0) ={a €T a ~~}, logo OuM = {vy(c0);y € T'}

Intuitivamente podemos pensar que duas curvas estao relacionadas se elas “ter-
minam no mesmo lugar no infinito”, e portanto é intuitivo pensar que d,,M repre-
senta o conjunto de pontos de M que estao no infinito.

Na figura 3.1 a circunferéncia maior representa o bordo assintético e as menores
as esferas em 7, M, note que hd uma correspondéncia biunivoca (isso serd provado
mais a frente) entre o bordo assintético e as esferas em 7, M.

No nosso caso, como é uma superficie de Cartan-Hadamard, e portanto difeo-
morfa ao R2, o bordo assintético nada mais é que um circulo. Como outro exemplo
apresentamos o bordo assintético da variedade H? x R.

Olhando a representacao cilindrica de H? x R, como as geodésicas laterais siao
retas, logo sdo assintéticas, entao o bordo assintético de H? x R é representado pela
figura 3.2.

Sabemos, via Teorema de Hadamard, que dados p, ¢ € M existe uma tunica

geodésica v com |7/| = 1 ligando p a q. Agora pelo Corolario 3.1.6 temos que

31



Figura 3.1: Bordo Assinté6tico. Fonte:[K]

Figura 3.2: Bordo Assintético de H? x R. Fonte:[K]

sep € M ex € OxM existe uma tnica geodésica, denotada por 7,,, tal que
Ypz(0) = p € Y (00) = z (note que esta ultima igualdade faz sentido, com a notagao
previamente fixada). Informalmente falando, existe uma tinica geodésica unindo um
ponto finito ao um ponto no infinito.

A partir do Corolério 3.1.6 temos que todos os pontos de d,,M podem partir
de um mesmo ponto p € M fixado, e devido a unicidade citada acima podemos
escrever

OooM = {7(00); 7 é raio geodésico e v(0) = p}.

Definindo M := M U 0, M, em [EOQ] prova-se que existe uma topologia em M
tal que M é homeomorfo a bola fechada unitaria em R™ e 9, M é homeomorfo a

esfera S,.
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O que faremos é apresentar uma base para essa topologia e mostrar os homeo-

morfismos citados. Denotamos por B,(p) a bola geodésica de centro p e raio r, ou
seja, By(p) = {q € M;d(p,q) <r}.

Definicao 3.1.8. Sejav € S, C T, M, € tal que 0 < e < w. Entao o conjunto
Cp(v,€) :={x € M;<(v,7,,(0)) < e}

¢ chamado de cone com vértice p, eixo v e abertura €, e o conjunto

TP(Uv €, T) = Cp(vv 6) \ Br(p)

de cone truncado com vértice p, eixo v e abertura .

Figura 3.3: Cone e cone truncado. Fonte:[K].

Assim, fixado p, a topologia cuja base é constituida por todos os cones truncados
T,(v,€,7) e pelas bolas abertas de M é chamada de topologia dos cones para M
(para maiores detalhes ver [EQ]).

Mostraremos agora que com a topologia dos cones temos os homeomorfismos ci-
tados acima, mas antes vejamos que S, e J, M estao em correspondéncia biunivoca.

Observe que a figura (3.1) nos dd uma intuicdo de que exista tal correspondéncia.

Proposicao 3.1.9. Seja p € M. Entao S, e O xM estao em correspondéncia

biunivoca.

dem.: Seja v € S, e seja v, a geodésica tal que 7,(0) = p e 7,(0) = v. Note que

pela lei dos cossenos temos que se v # w entao v, nao é assintética a v,,.
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Por outro lado, seja o uma geodésica em M e seja v, € S, o vetor tangente a
geodésica que liga p e a(n), n inteiro. Entao pela Proposi¢ao 3.1.5 segue que v,
converge para algum v e 7,(00) = a(0).

[ |

Teorema 3.1.10. Sejam p € M e B, a bola fechada unitdria em T,M, cujo bordo
0B, =S,. Seja f :]0,1] — [0, 00] um homeomorfismo. Entdo a fun¢dio

v By = M tal que p(v) = exp,(f([[v]))v)
¢ um homeomorfismo levando S, em O M.

Antes de demonstrarmos o teorema observamos que quando fechamos no infinito

no homeomorfismo f queremos dizer que lim f(z) = oc.
rz—1—

dem.: Como B, é compacto e M ¢é Hausdorfl, pois dois pontos distintos de 0., M
podem ser separados por cones com mesmo vértice, entao para mostrar que ¢ é um
homeomorfismo basta mostrar que ¢ é continua em v € S,, para isto consideremos

a vizinhanca truncada T' = T, (v, €,7) de ¢(v), entao

¢ U(T) = {z € Byexp,(fll|lr) € Tp(v,e,7))}
= {<(@,v) <e e [f(llz]])l|]] > r}
= {<(@,v) <ef n{F(llxlll] > r}
Logo temos a intersecao de dois abertos, e portanto ¢ é continua.
[ |

Considerando agora a restricao de ¢ a S, temos o homeomorfismo entre S, e

Oso M, mais precisamente temos a fugao ¢, : S, = 0, M dada por

p(v) = Yw(00).

3.2 Variedades rotacionalmente simétricas

Nesta secao falaremos um pouco sobre as variedades rotacionalmente simétricas,
citando suas principais propriedades. Para esta parte indicamos as referéncias [GW],
[C1] e [C2].

As variedades rotacionalmente simétricas sao variedades topologicamente sim-
ples. Como se pode ver em [C2] (Proposigao 1), as variedades simplesmente conexas

e rotacionalmente simétricas sao difeomorfas a R™ ou S™.
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Em geometria riemanniana as variedades rotacionalmente simétricas sao utiliza-
das como modelo de comparagao, pois possuem uma métrica simples de se trabalhar.
Passamos agora a definicao de variedade rotacionalmente simétrica, considera-
mos o caso onde p € M™ é um pdlo, isto ¢, exp, : T,M — M ¢ um difeomorfismo.

A seguinte defini¢ao ¢ encontrada em [GW].

Definicao 3.2.1. Uma variedade M com um pdélo p € rotacionalmente simétrica se
qualquer isometria linear ¢ : T,M — T,M ¢€ realizada como a diferencial de uma
isometria ® : M — M com ®(p) = p, isto é, d®, = ¢.

Uma propriedade importante provada nas referéncias citadas é que se M é rotaci-
onalmente simétrica, a imagem de qualquer subespaco linear de T, M pela aplicacao
exponencial é uma subvariedade totalmente geodésica de M.

Com a propriedade acima mostra-se também que se M é rotacionalmente simétrica
em pev:[0,a] - M é uma geodésica tal que y(0) = p, entao qualquer campo
de Jacobi ao longo de v, ortogonal a 7/, com J(0) = 0 é multiplo do transporte
paralelo ao longo de 7, isto ¢é, J(t) = f(t)W(t) com W (t) transporte paralelo ao
longo de 7.

Com estas duas propriedades pode-se entao mostrar agora que a métrica das

variedades rotacionalmente simétricas em coordenadas normais é
dr® + f(r)*d6*

onde r é a distancia ao ponto p e f : [0,00) — R é nao negativa e diferencidvel, tal
que f(0) =0e f'(0) =1 e df? é métrica canonica na esfera S"~!. Este fato pode
ser encontrado provado em uma das referéncias por exemplo em [GW], vamos dar
uma ideia de sua demonstracao.

Primeiramente deve-se lembrar que um campo de Jacobi com J(0) = 0 ao
longo de uma geodésica v de M, com v(0) = p e 7/(0) = v é da forma J(t) =
(dexp,)w(tw), J'(0) = w, daf utilizar o fato de que em uma variedade rotacional-
mente simétrica os campos de Jacobi sao multiplos do transporte paralelo, e por
fim a parte mais dificil que é calcular o pull back da métrica de M pela aplicacao
exponencial e utilizar o lema de Gauss para se chegar a exp;(g) = dr? + f(r)%d6?,
onde g é a métrica riemanniana em M.

Segue assim da equagao de Jacobi e da expressao da métrica que a curvatura
seccional de M ¢é dada por f"(r) + K(r)f(r) = 0, ou seja
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Como exemplo de variedades rotacionalmente simétricas temos R”, S™ e H" se

K =0, K =1e K = —1 respectivamente e com

fry=mr, f(r)=sin(r) e f(r)=sinh(r).

Com estas consideragoes, M é rotacionalmente simétrica se possui métrica da
forma

dr® + f(r)*do>.

Note que os coeficientes da métrica de uma superficie rotacionalmente simétrica
Sa0:
2
grrzl grezgﬁr:O gOGZf'

Calcularemos agora o Hessiano da funcao distancia de uma superficie rotacio-

nalmente simétrica.

1 0
! or

olhando os coeficientes da métrica temos que E e T sao unitarios e ortogonais.

Consideremos os campos F := gradr e T = %, como vimos F = e

Logo Hess (E, E) =0, e Hess (E,T) = 0, calculemos entao o Hessiano da distancia

para campos X, Y ortogonais a FE.

0 1 a 0 1 o 0
Note que Hessr(T,T) = <VT§,T> = 7 <V§}95’ %> = 7 <V88T%; %>

Derivando ggy em relacao a r obtemos

_f
2

Assim para campos X, Y que sao ortogonais a F, segue que X =al e Y =0T,
/

a I\ _ .,
<V§BE,%> = ff', logo Hessr(T,T)

com a e b fungées. Assim Hessr(X,Y) = —ab.

f
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Capitulo 4
A demonstracao do teorema

Nesta secao faremos a demonstracao do teorema principal. A prova consistird em
encontrar barreiras superior e inferior para o problema de Dirichlet assintotico,
através da construcao de sub e supersolucao, e com a ajuda da teoria das EDPs
mostrar a existéncia de solugao do problema de Dirichlet em discos geodésicos aber-
tos, assumindo o valor da extensao radial de ¢ no bordo do disco, e novamente com
a ajuda das EDPs conseguimos extrair subsequéncia que converge uniformemente
em compactos para uma solucao do problema.

Seja M uma superficie de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica, isto €,
M é uma variedade riemanniana de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica
e dimensdao n = 2. Entdo em coordenadas polares geodésicas (r,6) dadas pela
aplicagao exponencial exp,, como visto em 3.2, a métrica riemanniana de M toma

a forma

dr? + f(r)*dg?

com f € C*([0,00)) satisfazendo f(0) = 0 e f'(0) = 1. A curvatura seccional de
M é K(r)=—f"(r)/f(r), r é a distancia de = ao pdlo. Note que se K < 0 entao
—f"(r)/f(r) < 0o que implica — f”(r) < 0, logo f”(r) > 0, ou seja f é estritamente
convexa. Como veremos, a convexidade de f desempenha um papel importante nas
construcoes feitas no decorrer do texto.

Relembramos o enunciado do Teorema.

Teorema 1.0.1. Seja M, uma superficie de Cartan-Hadamard tal que:

1) M é rotacionalmente simétrica;

< d
2) T

o (1)
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Seja 1 € C%(0xM). Entdo existe u € C°(M)NC(M) tal que

L grad u B
M(a) = div ( ) =0em M (1)

V1 +Igradaf?
Ul oo rr = V-
Além disso, se S € uma superficie minima propriamente imersa em M x R tal
que 0.5 = graf (¢) entao S = graf (u).

Fixamos a notacao a ser utilizada.
Consideramos M rotacionalmente simétrica no ponto o € M com E := gradr
e T campo de vetores diferencidaveis em M \ {o}, com T unitdrio e ortogonal a E.

Como vimos grad r = 0/0r, e os coeficientes da métrica sao:
Grr = 1 gro = Jor =0 909:f27

logo temos que

E = 2 e T'= 12
or foé
Como vimos na secao 3.1, podemos identificar 0,,M com o circulo unitario
centrado na origem de T,M, que denotamos por S, através do homeomorfismo
v ,(00), onde v, : [0,00) — M é o raio geodésico tal que 7,(0) = o0 e ~,(0) = v.
Uma observagao importante é que dado v € S entao v estd unicamente determi-
nado pelo angulo 6 € S e vice-versa, isto é, podemos escrever v = (cos,sin6).

Com isto em mente, podemos definir 1, € C°(S) por
Yo(0) := Y (7,(00)), onde v = (cosb,sin ).

Primeiramente assumiremos que 1, € C*(S), o caso CY é feito por aproximacao

no final.
e O caso ¢, € C*(S).

Seja ¢ € C*(M \ {o}) a extensao radial de 1), isto é, ¢(r,0) = 1,(6). Entao

como ¢ s6 depende de 6, temos que a sua derivada na direcao E, FE(y), é nula.

Proposicao 4.0.2. Sejam y :=T(p)(r,0) e z:=T(T(p))(r,0). Entao

y(r, 9) _ y(rojfe(i];(m) (41)
z(r,0) = % (4.2)
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dem.: Note que

B0 = BT -1 - o (155) - 1 (5 (%))

flfop 10 [(0p 10 [0p
5o * o (o0) 7 (00)

Por outro lado, como E(y¢) = 0, temos que

E(T(¢)) = [E, T)(¢) = —?T(@
logo
o f
E(y(r7 0)) - —?y(T, 0)

Resolvendo a EDO acima segue que

y(T7 0) =

E(T(T(¢)) = [ETIT(#) +T(E(T(¢)))

Portanto

logo resolvendo esta EDO, temos que

_ 2(7“0,9)‘78(7“0)2

0=y

como queriamos demonstrar.
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Construiremos agora a sub e supersolucao
M \ {o} — R dada por G(r,0) = g(r) + ¢(#), onde g = gp

Seja G = G, :
(0,00) — R ¢ uma fungao C?, a ser determinada
grad @ ) Para isso observe que como {E, T'}

Vamos calcular M(G) = div (\/m

formam um referencial ortonormal local, temos que
gradG = ¢g'F + yT,

lgrad GI* = ¢ + 47,

grad [grad G|? = 2 (g'g” + yg ) E + 2y2T, (4.3)
f/
AG=g¢"+4g~
f

Podemos escrever M em sua forma nao divergente, isto é

M(G) = (1 + |grad G|*)~Y2div grad G + (grad (1 + |grad G|?)~Y/2, grad G)
2)3/2 ¢ utilizando a regra da cadeia

e multiplicando os dois lados por (1 + |grad G|?)

temos
(1+ |grad G]*)*2M(G) =
agora, utilizando (4.1) junto com as relagoes de (4.3) obtemos

1
(1+ |grad G|*)AG — §(grad G, grad |grad G|7)

! /
(1+g’2+y2)(9”+g’f7+2) 9*q" +4q ffy —y*z

(1+ |grad G]?)32M(G) =
/ /
— <1+y2)g//+g/f7+Z+g/2g//+g/3f7+g/2z
/
+ 2y2g/f7 + y2z g/2g// _ y

que simplificando, podemos escrever da seguinte forma
/

(1+ |grad G|*)*>M(G) :g”+g’]} + 2 +y? (g +2¢' = 7 7

Agora definimos a funcao g = g, por

gn(r) = /OO ! /m wydtds,

Pela hipétese de que % €
=0

onde h > 0 é uma constante a ser determinada
)), g estd bem definida. Além do mais, g(r9) > 0 e lim, o g(7)

LY([rg, 0o
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Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo segue que a primeira e a segunda

derivada de g sao

[,
10 =5 ], 75"
g"(r) h —|—hf/(r) ' 1ds.

TR TR ) fs)

Assim segue que
g"(r)+4'(r) = - (4.5)

substituindo (4.5) em (4.4), obtemos:

/ /
(1+ |grad G|*)*2M(G) = —f(};),z +z+y (g” + 2g’%> + g7 (g’% + z) :
Seja m := maxc, ||, onde C,, ¢ o cfrculo geodésico de raio 7o, de (4.2) segue
que
z < mn
— S
o que implica que
m—h
BGERG
Utilizando a convexidade de f temos que
9"+ 2g'f7/ <0

e portanto

ra 2\3/2 m—h o 1) 5
(L larad G 2M(G) < Bt g (2 42

Agora utilizando o fato de que a integral é uma funcao crescente e que f’ também

é crescente, devido a convexidade de f, segue que para r > ro + 1 obtemos:

/ f/(T) L R r0+1/2i )
AR T IR ( o [ > '

Portanto

ro+1/2 1
(1 + |grad GI*)*°M(G) f(r)* < m —h + ¢ (m — hf'(ro) / mdb‘) :

0

Logo podemos escolher hy grande o suficiente tal que para todo h > hg teremos

(1+ |grad Gu*)*2M(Gp) f(r)* < —1.
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Em particular, G}, é supersolugao para M em M \ D, ,11(0) Vh > hg, onde
D, +1(0) é o disco geodésico aberto de raio ry + 1 com centro o.

Agora observamos que se trocarmos g por —g obtemos uma funcao G- = G, :
M\ {o} — R dada por G~ (r,6) = —g(r) + ¢(0) tal que
(14 |grad G, )P M(G;) = —¢" - g’fTI +z+y (—g” - 29’?) +9° (—g’f% + Z)
observando que —m = —maxc, |2| < ming, 2 e fazendo contas andlogas as que
foram feitas para GG, obtemos que é possivel escolher hy suficientemente grande tal
que

(14 |grad G}, |))*2PM(G;) f(r)? > 1 Yh > hy.

Em particular G, é subsolucao para M em M \ D, 41(0) Vh > hy.

Como G nao esta definida em toda a variedade, ela nao é supersolucao para o
problema. No entanto podemos obter uma supersolugao generalizada.

Seja hy > ho tal que Gj, > 2max |p| no circulo geodésico de raio rg + 2,
entdo existe r; € (rg + 2,00) tal que [ := ming, Gp, > 2max|p|. A partir de
agora denotaremos Gy, simplesmente por G, logo podemos definir a seguinte funcao
w: M — R, dada por

w(a) ::{ min{G(z),1}, se € M\ D,,42(0)
[, se € Dyyi2(0).

Conforme secdo 2.2.3, w é supersolucio generalizada para M em M e tal que
se & € 0o M entao w(z) = (x).

Semelhantemente, consideramos — < —2max |p| e definimos a seguinte fungao
v: M — R, dada por

o(e) i { max{G~(z), =1}, se € M\ Dy,42(0)
-, se x € Dyy12(0).

que é uma subsolucdo generalizada para M em M, tal que se € O, M entdo
o) = b(a).

Com supersolucao e subsolucao para o problema, pretendemos aplicar o método
da continuidade para encontrar solucao para o problema, mas antes veremos que

VEk > ry, w = G e consequentemente v = G~ em 0Dg(0). De fato:

G(r,0) =1l =g(r)+¢—1<g(r) + max|p| — [ < g(r) — max ||
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fazendo r — oo entdo G — | < —max |y|, logo existe o tal que Vr > ry, G — 1 < 0,
ou seja G < [, com isto garantimos que min{G, [} = G, e portanto Yk > 1y, w = G
em 0Dy (0). Analogamente v = G~.

Considere entao a seguinte familia de problemas de Dirichlet indexadas por ¢
em Dy(0), k>rye k€N,

{ M(@) =0 em Dy(0) (4.6)

Ulopy, (o) = tP|aDy (o)

Através do método da continuidade é possivel mostrar que para cada k existe

uy, solucao de (4.6). Para isto considere o conjunto
Ay = {t €]0,1]; Ju, € C**(Dy(0)) solucdo de (4.6)}.

Queremos mostrar que Ay = [0, 1], e conforme visto na se¢ao 2.2.2, precisamos
apenas nos preocupar com o fechamento de Ay, e para isto devemos apenas obter
barreiras que tenham limitacao uniforme da altura e do gradiente na fronteira de
Dy(0).

Construiremos agora as barreiras, dado k € N, k > 7y, sejam wy, vy : Dg(0) = R

definidas por
wi(7) == w(x) —g(k)  wvkl@) = v(z) + g(k).

Entao as barreiras, superior wy; = twy, e inferior vy, = tv, possuem limitagao

por cima e por baixo para sua altura uniforme em ¢ € [0,1]. De fato, como
—max |p| < ¢ <max|p| entdo — tmax|p| < tp < tmax|p|
e em 0Dy (0), wys =t e v, = to, logo
—max || < —tmax |¢| < wy,; < tmax|p| < max|pl,

analogamente para vy ;.

Utilizando o fato que v < v < w e v < wi < w entao
[uklo < max{[vlo, |wlo} e [wko < max{|v]o, [wlo},

ou seja, |vglo e |wglo sdo limitadas por uma constante que nao depende de k, e
também

lgrad wi|ap, (o) = |grad (g + ¢)| < [grad g| + |grad p| < C

analogamente |grad vi|ap, ) < C, ou seja os gradientes de v, e wy também sao

limitados por uma constante que nao depende de k.
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Podemos entdo aplicar o método da continuidade e encontrar uy € C>%(Dy(0))

solucdo de (4.6), e como vy e wy sdo sub e supersolucdo, respectivamente, entao
v <up <wyg ese x € dDg(0) temos vi(z) = uk(x) = wi(x),

logo temos a seguinte limitagao, |ux|o < max{|vk|o, |wk|o} e pelo Lema 2.2.8 temos
a limitagao para o gradiente |grad ui|op, (o) < max{|grad vi|op, (o), |grad wi|op, (o)}

Uma constante que limita |grad u|o pode ser escolhida uniformemente em D1 (0)
via Teorema 2.2.10, para isto basta utilizarmos uma limitagao de |ux|o e [grad ug|ap, (o)-
Por Arzeld-Ascoli, existe subsequéncia de (ug)ken @ qual chamamos de (ukjl )32 que
converge uniformemente a uma funcao continua em T(o).

Usando as estimativas que existem na fronteira de D3(0), aplicamos o mesmo
procedimento, via Teorema 2.2.10 e encontramos uma subsequéncia de (uk});?il a
qual chamamos de (uka_);?‘;l que converge uniformemente a uma funcao continua

em Dy(0), continuando o processo temos uma sequéncia (uym )72, cada uma sub-

sequencia de (Uw—l)?ip m = 3,4,... que converge uniformemente a uma funcao
J

continua em D,,(0) para cada m. Assim

wg g wg o ug

uk% ng ukg uki

podemos considerar a sequéncia diagonal wuy, = Upd J = 1,2,..., esta sequéncia
¢ uma subsequéncia de cada uma das (upr )32, e logo converge uniformemente a
uma funcdo continua em D,,(0), para cada m. Podemos entdo definir uma fungao
continua v : M — R por

u(r) = lim uy, ()
Jj—o00

e assim se K ¢é qualquer compacto de M segue que ug, — u uniformemente em K,

além disso M(u) = 0 em M. Como temos as barreiras em M que satisfazem
wloou =Y =vloon e v<u <w,

u se estende continuamente a M e u|s_y = 1.

Precisamos agora mostrar que u € C*(M). Para isto mostraremos primeira-
mente que u € C*>*(M) e utilizando a teoria de regularidade concluiremos que
uw € C>®°(M). Para mostrar que u € C>*(M) precisamos ao menos de uma sub-

sequéncia de (uy) que converge a u na norma C>©.
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Fixe K compacto de M, podemos supor sem perda de generalidade que K =
m para algum p € M. Seja k tal que k& > /. Assim K C m e portanto
uy, esta definida em K. Denotaremos por K o disco geodésico fechado de raio
r’'/2 centrado no mesmo ponto que K, isto é, K = m, nestas condigcoes o
Teorema 5.0.14 nos dé que existem Sy = Bk(n, |uk|i.x, coeficientes de M) e Cy =

Ci(n, |ug|i,x, coeficientes de M) tais que

| Dug(x) — Dug(y)|
|z — y| P

sup
z,y€K aty

N\ Bk
r
= [Duk]ﬁk;l? S Ck (E) .

Como temos uma limitacdo uniforme em k para |uy|i,p, o) em M, e assim em
particular em K, entao [ e Cy podem ser escolhidos uniformemente para todo
k > r'. Entao existem 8 e C dependendo de n e dos coeficientes de M tais que

(renomeando sempre constantes por C)
lurly g,z = lulyz + [Duk] g < C.

Definimos agora a seguinte familia de operadores lineares uniformemente elipticos

Ly : C*9(K) — C%(K) onde ¢ := min{a, 3}

Lk(h):div< grad 1 )

1+ |grad u|?

Como uy, € CH°(Dy(0)), os coeficientes de Ly pertencem a C%°(Dy(0)). Além
disso, temos que L (ux) = 0 e notemos também que a familia Ly, de acordo com o
que foi feito até agora, tem coeficientes uniformemente limitados na norma C°%?°.

Utilizando o Teorema 5.0.9, junto com a observacao 5.0.8, obtemos que
’uk|2,5;f/€ S O’

onde K = m. Entao temos que U, |1t &) ul, . 7 € C*(int l?) na norma
C? e também que M(u) = 0 em int K. Aplicando iteradamente o Teorema 5.0.12
obtemos que u € C®(M).

Acabamos de demonstrar entao que se ¢ € C* entdo existe u € C*(M)NC°(M)
solugao de (1.1).

Logo concluimos aqui o caso ¥, € C*(S).

e O Caso 1, € C°(S).
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Consideremos sequéncias 7 € C(S) e ¢, € C*(S), com ;7 mondtona decres-

cente e 1, mondtona crescente, tais que convergem a 1), na norma CY, ou seja
lim | —,lo=0 e lim |4, — o =0.
n—oo n—oo

Consideremos também as fungoes uX : M — R, ut € C>(M) N C°(M), solugoes
do problema
M(i) =0 em M
Ulownr = by
+

ou seja, M(uf) = 0 em M e ul|p_y = 5, com u! decrescente e u, crescente.

+

+) sao uniformemente limitadas

Segue do principio do maximo que as sequéncias (u
na norma C° para todo n € N. Com isso para conseguirmos aplicar a mesma ideia
feita no caso anterior, temos que obter uma estimativa interior para o gradiente das
(uf). Tremos fazer somente para a (u;"), pois é andlogo para (u, ).

Fixando D; e Dy discos geodésicos abertos centrados em o de raios ry e o
respectivamente, aplicamos o Teorema 2.2.10 em D, e obtemos uma constante C'
que nao depende de n tal que [gradu,|o < C e com isso temos uma estimativa
para a norma C' da sequéncia (u;7) e entao fazendo a mesma construgao feita no
caso anterior segue que (u;") possui uma subsequéncia convergindo uniformemente
na norma C? a uma solucao uj, € C>(D;) de M(a) =0 em D; e além disso temos
que u}, < ul|p, para todo n.

Considerando agora um disco geodésico Ds, aplicamos novamente o teorema
2.2.10 em D3 e obtemos uma estimativa para a norma C!' da sequéncia (u,") e assim
obtemos uma subsequéncia convergindo uniformemente na norma C? a uma solucao
up, € C*(Dy), tal que uj,, < ut|p,, observe que uj, |p, = uj, .

Considerando o disco Dy aplicamos o teorema 2.2.10 em Dy, e obtemos uma
estimativa para a norma C' da sequéncia (u,") e logo obtemos uma subsequéncia
convergindo uniformemente na norma C? a uma solucao uj{)k € C®(Dy), tal que
up, < utlp, eul, |p,_, =up, . Entdo pelo método diagonal obtemos uma fungao
ut : M — R tal que M(u) =0em M e ut <ul para todo n.

Analogamente fazendo todo o processo para a sequéncia (u,,
fungdou™ : M — Rtal que M(u™) =0em M e u, <u".

Afirmacgao: v~ = ut em M e uF|o_y = .

), obtemos uma

De fato, como vale
u;ﬁu_gu’LSuI Vn

e para x € J,,M temos

uy () = ¥y () = olx),  uy, () = ¥, (2) = Yolz)
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segue que
utloov =0, ulowm =19

utilizando o principio do maximo assintético concluimos que
ut =4 em M.

Logo definindo u : M — R por u := ut segue que u € C*(M) N C°(M),
M(u) =0em M e uls_y = 1, ou seja u é solugao de (1.1).

e Unicidade.

Antes de mostrarmos a unicidade, enunciamos um resultado classico que serd
utilizado, este resultado é o chamado Principio da Tangéncia.
Enunciamos o Principio da Tangéncia em R?, mas ele é vélido em qualquer

espaco ambiente, com qualquer dimensao.

Teorema 4.0.3. (Principio da Tangéncia:) Sejam Sy e Sy superficies de cur-
vatura média constante do R3 e seja p € S; NSy um ponto de tangéncia entre S e
Sy (1,51 = T,52). Sejam Ny e Ny campos unitdrios e normais a Sy e Sy e tais que
Ni(p) = No(p). Suponha que Sy e Sy tenham curvaturas médias Hy e Hy respecti-
vamente, com relacdo aos campos N1 e No. Suponha que Sy esteja acima de S em
uma vizinhanga de p com relagao ao vetor normal Ny(p). Entao Hy > Hy e vale a
wqualdade se, e somente se, S e Sy coincidem em uma vizinhanga de p. Se S1 e Sy
sao completas (ou completas até o bordo e com mesmo bordo), conexas e Hy = Ho

entao S; = Ss.

Demonstracao da unicidade.

Seja S uma superficie minima propriamente imersa em M x R e suponha que
OS5 = graf (¢). A mostrar: S = graf (u).

Suponha entao que S # graf (u), logo existe (p, s) € S tal que s # u(p), suponha
que s > u(p). Considerando entao qualquer levantamento positivo do grafico de u
que denotamos por L(grafu) e como 0,5 = graf (1) e u satisfaz o problema de
Dirichlet assint6tico segue que dy L(graf (u))NS = (), ou seja, em uma vizinhanga do
infinito L(graf (u)) # S, mas consideramos o levantamento até que tal levantamento
possua um ponto de tangéncia com S, por exemplo um ponto ¢, logo em uma
vizinhanga de ¢ tem-se L(graf (u)) = S, e como ambas sdo superficies minimas e

conexas entdo deve ocorrer que L(graf (u)) = S pelo Principio da Tangéncia, mas
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isto nao acontece em uma vizinhanca do infinito, gerando entao um absurdo. Logo
devemos ter

S = graf (u).
O mesmo absurdo acontece se supormos s < u(p).
|
Com isto acabamos a prova do Teorema 1.0.1. Vejamos agora o seu corolario.
Corolario 1.0.2. Seja M superficie de Cartan-Hadamard, rotacionalmente simétrica
em um ponto o € M tal que a curvatura seccional satisfaz a condicdo

1
K(r) < te

- = > 1.2
— r2logr’ r=To (1.2)

para algum ro > 0, € > 0, onde r € a fun¢ao distancia ao ponto o. Entdo, dado
P € CY0 M) existe u € C®°(M) N CO(M) solugio de (1.1), e o grdfico de u € a
unica superficie minima propriamente imersa em M x R tendo graf (1) como bordo

assintotico.

Antes de demonstrar o coroldrio, vejamos que o resultado nao vale para ¢ = 0.

De fato: para e = 0 temos

f// 1
f rlogr
i 1 1
resolvendo esta EDO temos que f(r) = rlogr e assim = , portanto
f(r)  rlogr

integrando de ry até s temos

— log<log S) — log(log ’I"()),

To

*dr /5 1
— = = log(log )
o J(r)  Jy Tlogr

dai se s — 0o segue que log(log s) — oo e com isto temos que
< dr
= 007
o f(r)

implicando assim em Liouville por [RS], isto é, todo gréfico minimo globalmente

limitado é de funcao constante.

Para a demonstracao do corolario vamos precisar do seguinte lema devido a
Milnor [M].

Lema 4.0.4. Sejam hy e hy fungoes positivas e estritamente crescentes em [a, 00).
" 14

Se hi(a) < ha(a), hi(a) < hy(a) e % < h_2 em |a,00). Entdo
1 2

hi < hy em [a,00).
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Demonstragao do Corolario 1.0.2:

< dr
Vamos mostrar que se vale (1.2) entao / —— < 00.

f(r)
Primeiramente vejamos que para qualquer «, 1 < o < 1 + € existe ry > a tal
que Vr > 1o tem-se f(r) > r(logr)®.
Defina g(r) = Cr(logr)®, onde C' é uma constante a ser determinada.

. 1z
Assim calculando ¢’ e ¢’ e fazendo 97 temos

1" 1
g« 14 |
g r2logr log r

como « < 1+ € existe rg > a tal que Vr > ry tem-se

Seja C' constante suficientemente pequena tal que g(a) < f(a) e ¢'(a) < f'(a),

entao pelo Lema 4.0.4 segue que

1 1

g(r) < f(r) ouseja Cr(logr)* < f(r) = o) < Crilogr)®

integrando de ry até s temos

S dr /S 1 (log s)*

W < , Cr(logr)® B C1—-a)

T
0 "o

fazendo s — oo segue que

> dr - log g
v f(r) — C(L—a)(logre)™

< dr
Logo temos que / < 00.
o S(r)
. 1+e€ -
Demonstramos entao que se temos K(r) < — 2] r > 1o entao temos
r<logr

> dr : . s
—— < 00 e assim pode-se fazer toda a construcao que foi feita no Teorema

o (1)

1.0.1 para mostrar que o problema de Dirichlet assintético é unicamente solivel

para uma superficie de Cartan-Hadamard rotacionalmente simétrica.
[ |
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Capitulo 5
Apeéndice

Aqui enunciamos os principais resultados de [GT] utilizados no texto, em cada

resultado indicamos a pagina em que tal resultado se encontra.

Teorema 5.0.5 (p.32). Seja 2 € R™ um dominio limitado. L um operador eliptico
com c=0. Seu € C(Q)NCHQ) satisfaz Lu > 0, entdo

sup 4 = sup u
Q oN

Um mesmo resultado € vadlido para o infimo, basta supor Lu < 0.

Corolério 5.0.6 (p.33). Sejam u,v € C2(Q)NC(Q). Se Lu > Lv em Q, u < v em
092, entao u < v em ().

Teorema 5.0.7 (p.36). Seja L eliptico, Lu > f(= f) em um dominio limitado €2,
c<0, eu € C*)(Q)NC%Q). Entdo

supu(|u|) < supu’(Jul|) + Csupm (m) ,
Q o0 o A A
onde C' € uma constante que depende somente do diametro de () e de f = sup %

A seguinte observacao pode ser encontrada como (4.17)” na pégina 61 de [GT].
Observagao 5.0.8. Se ' CC Q e o = dist (', 00) entao
O.k-f—a)

min(l, |u|k,a;ﬂ’ S |u|z,a;Q'

Teorema 5.0.9 (p.90). Seja Q um subconjunto aberto do R™, e seja u € C>*(Q)

limitada em € e solugcao da sequinte equagao

Lu= aijDiju +b'Dju+ cu = f,

20



onde f € C“ e existem constantes positivas A\, A tais que os coeficientes satisfazem

aijfifj Z /\|§|2 \V/ZE < Q,g < R"

’@ij‘(()?c)y;ﬂa |bi ((]21;97 ‘C‘(()QLQ <A
Entao

[uls i < Cllulog + fl5n0)
onde C'=C(n,a, \,\).

Teorema 5.0.10 (p.98). Seja Q2 C R™ um dominio C*>* e seja u € C**(Q) uma

solug¢do de Lu = f, onde L € estritamente eliptico, f € C*(Q2) e os coeficientes de

L satisfazem, para constantes positivas A e

a;;&i&5 > AEP e |aij]0.a, |b;

0,05 [€lo,a < 0.
Seja p € Cz’o‘(ﬁ) e suponha que u = ¢ em 0S). Entao existe uma constante
C=0C(n,a,\,0,Q) tal que
|u|27Oé;Q < C((|u|07Q + |(10|2,O¢;Q + |f|0,a;Q)

O seguinte teorema prova a sobrejetividade de um operador estritamente eliptico

com coeficientes em C%(Q2) e ¢ < 0.

Teorema 5.0.11 (p.107). Seja L um operador estritamente eliptico em um dominio
limitado §2, com coeficientes em C*(Q) e ¢ < 0. Seja f € C*(2). Suponha que ) é
um dominio C*>* e que o € C>*(Q). Entdo o problema de Dirichlet

Lu=f em Qu=¢ em 0,
tem uma tnica solugao e esta pertence a C*“(1Q).
Os proximos dois teoremas nos dao a regularidade de uma solugao.

Teorema 5.0.12 (p.109). Seja u € C*(2) solugdo da equagio Lu = f em um
conjunto aberto ). Suponha que f e os coeficientes do operador eliptico L pertengam
a C*(Q). Entio u € CF22(Q). Se f e os coefiientes de L estao em C*®()), entdo
u e C™(Q).

Teorema 5.0.13 (p.111). Seja Q um dominio C**2* (k > 0) e seja p € CF22(Q)).
Suponha que u é uma fungdo C°(Q) NC%(Y) satisfazendo L(u) = f em Q, u = ¢ em
0%), onde f e os coeficientes do operador estritamente eliptico linear L pertencem a

Ck(Q). Entdo u € CF+2(Q).

o1



Os préximos dois teoremas sao resultados para operadores quase-lineares.

Teorema 5.0.14 (p.328). Seja u € C3() tal que Qu =0 em Q, onde Q € eliptico
em Q e seus coeficientes a¥ € CH (2 x R x R"), b € CO%(Q2 x R x R"). Entdo para

qualquer Q' CC S temos a sequinte estimativa
[Du]a;gl S cd™«
onde C' = C(n, K, g /A i, diam Q), K = |u|y.qr, d = dist (', 00) ea = a(n, K, i /A ).

Teorema 5.0.15 (p.331). Seja u € C(Q) tal que Qu =0 em Q, onde Q € eliptico
em Q e o0s seus coeficientes a¥ € C1(Q x R x R"), b € C°(Q x R x R"). Entdo se
0N € C? v €C*Q) comu = em IQ, temos a sequinte estimativa

[Du]a;g S C

onde C' = C(na K?MK/AKagaq)): K = ‘uh;Qf ¢ = ’@‘Z;Qﬂ o= Oé(n7K>:uK/>‘K’Q) >
0.
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