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PREF~CIO 

Ao escrevermos este trabalho procuramos apresentar 
a teoria estatística da Anális:e Fatorial, com ênfase nos pr_2. 
blemas de estimação e testes de hipôteses, · de forma clara e 
de acordo com os recentes desenvolvimentos do objeto. 

No capítulo I expomos o que ê Análise Fatorial, re 
!acionando-a com outras técnicas de Análise Multivariada e 
incluim'Qs ·· uma nota histórica sobre o assunto. 

o ·modelo. teórico de Análise Fatorial é apresentado 
no capít~lo II,que é .complementado por uma breve exposição 
sobr e Análise de Componentes Princ~pais, comparando-se, en­
tão, os dois modelos. 

o capítulo lii trata de estimação e testes de hipó 
teses no modelo fatorial. Nele são apresentadO$, com deta­
lhes, o método de estimação de máxima ver-ossimilhança e os 
testes da razão de verossimilhança em Análise Fatorial. Ou­
tros métodos de estimação são também abordados. 

Os diversos modelos de rotação e transformação dos 
fatores, com exemplos, são mostrados no capítulo IV. 

No último capítulo apresentamos dois exemplos da a 
plicação da técnica de Análise Fatorial 

* 
* * 
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO 

1.1 -O PROB LEMA 

Nas mais diversas áreas do conhecimento, como por 
exemplo •. Psicologia, Economia , Agricultura, Biologia, Educa 
ção, Ciências Sociais, o pesquisador, não raras vezes se d~ 
para com observações de várias variáveis para cada elemento 
de uma amostra de indivíduos, de animais, ou de out ros ti­
pos de unidades experimentais. 

Em muitas situações é desejável examinar as inter­
relações entre as váriâve i s. Es t as i nter- relações podem ser 
medidas ou pelas covariincias ou pelos coeficientes ·de cor­
relação entre as variáveis. Se o número de variáveis é gra~ 
de, o pesquisador pode· estar interessado em estruturar e si~ 
plificar seus dados de maneira a conservar o máximo de in­
formação expressa pelas variáveis originais. 

Uma solução para este problema é encontrar variá­
veis hipotéticas que sejam combinações lineares das variá­
veis observadas e que, mesmo em menor número possam ser mais 
convenientemente estudadas . 

Duas técnicas estatísticas de Análise Multivariada 
são comumente utilizadas para tratar este problema: Análise 

-1-
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de Componentes Principais e Análise Fatorial. Com frequên­
cia,estas duas t~cnicas são confundidas . Nosso trabalho ve! 
sará fundamentalmente sobr~ Análise Fatorial, mas com o in­
tuito de esclarecer idéias, distinguiremos os dois m~todos. 
No Capítulo II, seção 2.3, apresentaremos de forma resumida 
a técnica de Análise de Componentes Principais. 

1.2- O QUE r ANALISE FATORIAL? 

Análise Fatorial é uma técnica de Análise Multiva­
riada que trata das relações internas de um conjunto de va­
riáveis, substituindo um conjunto inicial de variáveis .cor­
relacionadas por um conjunto menor de "fatores" (ou variá­
veis hipotéticas) que podem ser não correlacionados (Fato­
res Ortogonais) ou Correlacionados (Fatores Oblíquos),e que 
explicam a maior parte da variância do conjunto original. 

Como uma t~cnica de Análise Multi variada é relevan 
te mostrar como se situa a Análise Fatorial em relação às ou 
tras técnicas . Segundo Kendall (1950), as técnicas de Análi 
se Multivariada podem ser distinguidas em: 

a) Análise de Dependência: quando queremos estud'ar a de 
pendência de uma ou mais variáveis em relação às ou­
tras. Consideramos, então, dois subconjuntos, um no 
qual as variáveis são denominadas independentes e ou 
tro em que tratamos das variáveis dependentes. 

b) Análise de Interdependência: quando estamos interes­
sados nas relações de um conjunto de variáveis entre 
si, sem selecionarmos nenhuma delas, em especial, co 
mo variável dependente . 

No prime.íro tipo de Análise enquadram-se, por exe:!!! 
plo, Análise de Regressão e Análise de Variância Multivaria 
da, enquanto que é no segundo tipo de classificação, salien 
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tando-se apenas o caráter de interdependência d~s variáveis. 
que se enquadram as técnicas de Análise de Componentes Prin 
cipais e Análise Fatorial .. 

No caso bivariado vemos claramente esta distinção 
entre Análise de Dependência e de Interdependência: a c·orr~ 

lação entre duas variáveis é uma questão de interdependên­
cia e é uma relação simétrica entre as variáveis, enquanto 
que a regressão de uma variável sobre a outra, trata-se de 
dependência e não é uma relação simétr ica, isto é, a regre~ 

são de x sobre y não ê a mesma que a regressão de y sobre x. 

Em Psicologia e em outras ciências esta disti?ção 
tem seu paralelo. Os psicólogos distinguem entre fidedigni­
dade, que trata de consistência interna ou interdependênci~ 
e validade, que trata da concordância com um critério exter 
no ou de dependência. 

A Análise Fatorial tem uma peculiaridade própria em 
relação a outras técnicas estatísticas, por ter sido desen­
volvida por pessoas que não eram primariamente estatísticos 
e sim psicólogos . Por esta !azão ela tendeu a adquirir uma 
linguagem e técnica próprias. O assunto, como veremos no hi~ 
tóriéo, era limitado à concepção psicológica de fatores men 
tais, tal que um estatístico comum teria dificuldades em r~ 
!acioná-lo aos métodos gerais da estatística. Alguns estatí~ 
ticos nem mesmo acreditam na Análise Fatorial como um todo. 
E então, útil uma exposição sobre Análise Fatorial como uma 
técnica estatística, para que os pesquisadores, cujo inte­
resse principal está em aplicações for~ do campo da P,sicolo­
gia . possam utilizá-la. Este é um dos objetivos deste traba­
lho. 

Mais recentemente tem sido proposto um uso diversi 
ficade da Análise Fatorial, considerado por alguns estudio­
sos como seu valor principal, que é o de complementar técni 



- 4 -

cas estatísticas convencionais. Uma destas t écnicas é a Aná 
lise de Regressão, e em a l guns casos e speci ais,é mostrado co 
mo um melhor subconjunto qe variáve i s independentes pode ser 
encontrado usando-se Análise Fatorial, para predizer uma va 
riãvel depende~te. Também, em um trabalho atual, Lawl~y e 
Maxwell (1973) publicaram um artigo intitulado : "Regression 
à.nd Factor Analysis", onde um modelo básico de Análise Fato 
rial é empregado na estimação dos coeficientes de regressao. 
Entretanto, é ainda pequeno o número de trabalhos publica­
dos a este respeito. 

1.3- NOTA HISTORICA 

A Análise Fatorial surgiu, no início deste século, 
como um desenvolvimento natural da análise de conjuntos de 
variáveis correlacionadas. 

A técnica de Análise Fatorial foi desenvolvida ini 
cialmente pelo psicólogo Charles Spearman, que em 1904 pu­
blicou o artigo i ntitulado "General Intelligence Objective ­
ly Determined and Me.asured" .. Neste artigo, Spearmar+ exami­
na os trabalhos anteriores sobre medida de inteligência e ~ 
presenta>pela primeira . vez,sua teoria de um fator de inteli 
gência geral, seu famoso fator ng". Esta variável hipotéti­
ca explicaria, em geral, as intercorrelações de um conjunto 

de testes cognitivos. 

Bartlett (1962) comenta que o modelo proposto por 
Spearman, com apenas um fator comum, foi uma primeira apro­
ximação a situações reais, mas que, a~esar de útil, era ina 
deq'uado. Assim, mais "fatores comuns" necessitaram ser in­
troduzidos no modelo, dando lugar a uma especificação mais 
geral do mesmo . 

Surgiram ,então,os conceitos de "fatores múltiplos" 
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que foram desenvolvidos por L.L . Thurstone, da escola ameri­
canas e também por Burt e Thonson, da escola inglesa,que c~ 
mo Spearman, eram psicólog.os. Estes foram os precursores 
mais ativos da Analise Fatorial. Detalhes de suas contribui 
çoes e refer~ncias aos primeiros artigos podem encontrar-se 
em seus textos: Thurstone (1935), (1947), Burt (1941) e Thon 
son (1951). 

Como vimos todo o desenvolvimento inicial da Análi 
se Fatorial foi no campo da Psicologia, para o estudo de hi 
póteses sobre a organização da habilidade mental. A análise 
partia do exame das matrizes de correlação ou covariância de 
um conjunto, ou de uma bateria de testes cognitivos. os· mé­
todos para obtenção dos parâmetros do mode lo eram métodos em 
píricos, aproximados. Várias controvérsias surgiram sobre o 
assunto, que por um longo tempo desencorajaram o interesse 
mostrado pelos matemáticos e estatísticos nos problemas teó 
ricos envolvidos. 

A primeira abordagem rigorosa da Análise Fatorial, 
do ponto de vista da estatística teórica, tratando do pro­
blema de estimação, foi feita por Lawley (1940) .Através de~ 
ta nova abordagem ao problema, La\vley eliminou as indeterm!_ 
naçoes e decisões subjetivas que acompanhavam outros méto­
dos para a determinação dos coeficientes fatoriais a partir 
da matriz de covariância ou correlação das variáveis obser­
vadas, como por exemplo o Método Centróide de Thurstone. 

Usando então os resultados de Inferência Estatísti 
ca; a partir de suposições impostas ao modelo, a Análise F~ 
torial passou a ser cons i derada um método estatístico pro­
priamente dito. Assim, teste de hipóteses, como o teste so­
bre a adequacidade de um modelo com "m" fatores foram desen 
volvi~os rigorosamente, pelo princípio da razio de verossi­
milhança. 
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A partir de 1940, Lawl ey publicou out ros trabalhos 
tratando de diversos problemas sobre Análise Fatorial e ain 
da outras contribuições fo.ram feitas por Howe (1955) , Ande!. 
son e Rubin (1956) e Rao (1955), para citar apenas algumas. 

Com o advento dos computadores eletrônicos, nóvas 
técnicas de Análise Fatorial f oram desenvolvidas, tornando­
se cada vez mais fácil o seu uso, não sõ no campo da Psico­
logia mas também nos vários outros ramos da Ciência. Há e­
xemplos de aplicação de Análise Fatorial nas mais diversas 
áreas do conhecimento e que vem sendo publicados regularmen 
te. 

O método de máxima verossimilhança para a estima­
çao dos parâmetros do modelo não havia sido utilizado ante­
riormente porque o método implicava em cálculos trabalhosos 
que não eram possíveis sem o uso do computador. Entretanto, 
a partir de 1966, trabalhos devidos em grande parte ao esta 
tístico sueco Jõreskog proporcionaram procedimentos de esti 
mação rápidos e eficientes. Joreskog usou inicialmente um m.§. 
todo numérico para a minimização de uma função de várias v~ 
riâveis e posteriormente desenvolveu ainda outro$ métodos 
mais adequados. 

Os textos modernos sobre Análise Fatorial, conside 
rando sua importância histórica e sua diversif icação quanto 
aos temas são os de Harman (1960) e de Lawley e Maxwell 
(1971). Nestas duas obr as encontram-se referências biblio­
gráficas numerosas sobre o as sunto. Em vários textos de Anã 
lise Multivariada, como os de Morrison (1967) ,Press (1972), 
Afifi e Azen (1972) e outros, encontram-se capítulos com um · 
bom tratamento do assunto. 

Vi mos então, e Harman (1960) comenta, que foram as 
novas técnicas de computação, os procedimentos objetivos P! 
ra determinar as soluções e os testes de hipóteses, os gran 
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des responsáveis por transportar a ~~álise Fatorial do abis 
mo de uma visão apenas psicológica para um respeitado ramo 
da Análise Estatística Multivariada. 

- o -



CAPITULO II 

ANALISE FATORIAL E SEU MOD ELO TEORICO 

2 . 1 - CONCEiTOS PRELIMINARES 

Dado um conjunto de p variáveis, com N observações 
para cada variável, que formam o arranjo de valores 

i=l, •.. ,p, k=l, ... ,N, 

denominado matriz de dados e supondo que as p variáveis sao 
correlacionadas, pergunta-se se é possível reduzir a dimen­
são inicial (p) do problema através de novas variáveis hip~ 
téticas que mesmo em menor número explicarão a maior parte 
da variação original. Assim, supõe-se que cada variável X., 

1 

i= 1, ... ,p é representada como uma função linear de um me-
nor número (m < p) de variáveis hipotéticas, denominadas fa­
tores comuns (por serem comuns a vár ias variáveis) mais um 
fator residual ou Único para cada variável . 

Sejam x1 , x2, . . . , Xp' variáveis aleatórias com 

i -..:r. 

Como estamos interessados apenas na estrutura de covariân­
-8-
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cia dos dados, podemos supor sem perda de generalidade que 
cada variável tem média zero . 

De acordo com o que foi exposto acima, podemos es­
crever cada variivel no modelo fatorial como: 

m 
x. = 

l. I 
j =1 

), . . f.+ e., 
l.J J 1 

i=l, ... , p (2.1.1) 

onde fj é o j-ésimo fator comum, sendo que 
tais fatores é especificado e onde e. é um 

1 
tando fontes de variação que afetam apenas 

o número m de 
resíduo represe~ 
a variável X .. Os 

1 

coeficientes À · . são denominados ca~ga~ 6ato~~a~4 e refle-
1) 

tem a importância do j-êsimo fator na composição da i-êsima 
variivel X .• 

l 

Supomos também que as p variáveis aleatórias ei sao 
nao correlacionadas entre si e não correlacionadas com os fa 
tores comuns. Estes fatores f . podem ser correlacionados en 

J 
tre si (oblíquos) ou não correlacionados (ortogonais). A va 
riincia de ei, denominada variância residual (ou especific! 
dade), ê denotada por •i · 

As variâncias e covariâncias das variáveis observa 
das, sob a suposição de fatores não correlacionados, podem, 
então, ser escritas como 

e 

a .. 
11 

= cr~ = 
1 

m 

m 
I 

j =1 

I 
j =1 

À-. À • ' lJ TJ 

2 
À •• + ''' ·, 
l) '1'1 

i.er 

i=l,Z, ... ,p 

r=l,2, ... ,p. 
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A parte da variância de cada variável, devida só aos 
fatores comuns é dada por 

h~= cr~-w. c: 
1 1 1 

m r 
j =1 

À~. 
1) 

e é denominada comunal~dade da variável Xi. 

Na prática, os parâmetros do modelo a serem estima 
dos, a partir dos dados experimentais, são os À •• (cargas f a 

1) 

toriais) e os wi (especifidades). 

Se os fatores f. são supostos correlacionados, os 
. J 

coeficientes de correlação entre os fatores são parâmetros 
adicionais que também requerem estimaçã·o, como veremos na 
próxima seçao. 

Após as cargas fatoriais terem sido obtidas, o an~ 
lista deve interpretar os fatores comuns da melhor maneira 

possível. Com este objetivo faz-se . a Rotação dos Fatores. 

Finalmente pode-se. estimar os valores dos fatores 
comuns para cada indivíduo, como fun ção das variáveis obser 
vadas. Estes valores denominam-se e~co~e~ 6ato4~a~~. Segun­
do Lawley e Maxwell (1971), estimação em Analise Fatorial é 
um procedimento em dois estágios. Primeiro os parâmetros do 
modelo são estimados e então eles são usados para determi­
nar os escores fatoriais. 

Observando as equações do modelo fatorial vemos que 

a ~specificaçio de cada variável Xi ~ similat na forma,i e~ 
pecificação da teoria de Regressão. Em Análise Fatorial, en 
tretanto , os fatores, que fazem o papel das variáveis inde­
pendentes., não são observáveis. 

Anderson e Rubin (1956) distinguem duas 
de modelos em Análise Fatorial, um considerando os 

espécies 
fatores 
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como var1aveis aleat6rias, e outro considerando os fatores 
como quantidades não aleatórias que variam de um indivíduo a 
outro. Whittle (1953) consjdera tamb6m os fatores como par~ 
metros e usa os procedimentos de mínimos quadrados para es­
timá-los, minimizando a soma de quadrados residual . Esta a­
bordagem não é comum nas aplicações práticas e portanto não 
a trataremos neste trabalho . Deteremo-nos no Método de Esti 
mação de Máxima Verossimilhança desenvolvido por Lawley pa­
r~ a estimação dos parâmetros do Modelo de Análise Fatorial, 
tanto no caso de f atores ortogonais, como oblíquos. 

2.2- O MODELO FATORIAL E SEUS PARÂMETROS 

Na seçao anterior introduzimos o modelo de Análise 
Fatorial. Consideraremos agora este modelo com maiores det! 
lhes, concentrando nossa atenção sobre seus parâ.metros. ~me­
~- A partir desta seção usaremos a notação matricial por 
conveniência. (Os vetores serão denotados em negrito (X) e 

as matrizes por letras maiúsculas); 

Sejam X e e·os vetores colunas com elementos Xi e 
ei (i=l, . .. ,p) respectivamente e seja f o vetor coluna com 
elementos f. (j=l, .•. ,m). Então as equaçoes 2.1.1 são escri 

J . 
tas na forma matricial da seguinte maneira: 

X = A f+ e (2 . 2.1) 

onde A = [À .. J ê a matriz pxm das cargas fatoriais. Estas e-
l.J 

quações não podem. ser verificadas diretamente pois as p va-
riáveis observadas são expressas em termos de p+m outras va 
riâveis não observáveis. 

A matriz de covariância de X é denotada por 
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e ~ uma matriz s i m~trica, positiva definida e de ordem p.Os 
vetores aleatórios e e f são supostos não correlacionados e 
então 

E(ef') =O. 

A matriz de covariância de e é dada por 

E(ee') = ~J 

onde ~ é uma matriz diagonal de ordem p cujos elementos dia 

gonais são l!J 1 , 1)J 2 , • •• , 1/JP. 

Incialmente consideremos o caso dos fatores não cor 
relacionados (ortogonais) e com variânc.ias unitárias. Sua ma 
triz de covariânc i a é então dada por 

E(ff') = Im 

onde Im é a matriz unitária de ordem m. 

Das suposições consideradas acima, temos 

1: = E(XX') = E[ (/\f+e) (1\f+e) ' J 

ou 

I 
E = !LA + 1jJ. (2 . 2.2) 

Esta representação de E é fundamental e os parame­

tros desconhecidos a serem estimados são os elementos de A 

e 1/J. Assim, dada a matriz E nós perguntamos se para um· va­
lor de m, especificado, menos do que p, é possível definir 
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uma única w com e lementos diagonais pos i tivos, e uma 
matriz A, pxm, satisfazendo a equação 2.2.2, para que 
mos obter estimadores consistentes dos parâmetros. 

.- . 
UTI1Ca 

possa 

As equações 2. 2.1 e 2. 2. 2 sao também satisfeitas se 
se n6s trocarmos f por M'f e A por AM, sendo M qualquer ma­
triz ortogonal de ordem m,e M' sua transposta. Assim existi 
rã uma infinidade de escolhas para a matriz A, pois qualquer 

solução A pode ser trocada por AM. Deve-se, então, impor al 
gumas restrições sobre A para que esta matriz possa ser uni 
camente determinada, partindo-se da suposição que existe um 
único lj!. 

Anderson e Rubin (1956) denominam o problema de r~ 
solver as equações (2.2.2) de maneira Única de problema de 
identificação. Em seu artigo,eles apresentam várias condi­
ções que são ou necessárias ou suficientes para unicidade de 
A e lj!, não havendo nenhuma condição necessária e suficiente. 
N6s não ~s discutiremos integralmente aqui, apenas nos refe 
riremos à algumas restrições que podem ser feitas sobre os e 
lementos de A, para identificação, e que serão convenientes 

' 
para os procedimentos de estimação do Capítulo III. 

No caso de fa tores ortogonais, m > 1 e supondo que ~ 
xista uma única matriz diagonal lj! com elementos positivos, 
escolhe-se A tal que a matriz A'lj!- 1A, que é uma matriz mxm, 
seja diagonal e que os elementos diagonais sejam positivos, 
distintos e arranjados em ordem decrescente de grandeza.Com 
esta restrição sobre A, esta matriz ê univocamente defini­
da . . Os elementos diagonais da matriz A'lj!-lA são as m raízes 
características não nulas da matriz lj!-l/ 2 (~-lj!)lj!-l/ 2 que e 

uma matriz simétrica e de posto m. 

Consideremos agora a questão de unicidade de lj! . S~ 

gundo Lawley e Maxwell, uma condição necessária simples pa-
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ra a un icidad e de ~ e que vale para qua1quer valor de m, -e 

que tod a col una de A deve ter ao menos tris e l ementos dife­
rentes de zero . 

Outras considerações sob r e a unjcidadc dos parame­
tros são as abo rd adas por Lawley e Maxwell (1971): Seja H 

m 
a hipótese que, para um valor especificado de m, unw dada rn.§_ 
triz de covariância í.: possa ser exp r es sa na forma r = A/\' +1/J . 

A cond ição que 1\' ljJ-l /\ se ja di agonal, para m>l, i!!! 
l poe 7 m(m- 1) restrições sobre os parâmetros. Assi m o número 

de parâmetros livres em ljJ c A é p + pm- i m(m-1). Igualando­

se os correspondentes elementos das matrizes em ambos os la 
dos da eq uação i:=AA '+ IjJ , obtemos 4p (p +1) equações distin~· 
tas . Seja C a diferença entre o n~mero de equações e o nGme 
ro de parâmetros livres. En tão 

C= 4 p(p+l) -p-pm+i m(m-1) = 

= ir (p-m) 2 
- (p+m) J 

a) Se C= O t e remo s t an tas eq uações quantos parâmetros li 

vres, e a hipó tese H será, e m geral,trh'iaJmente ver­m 
dadeira e ljJ será univocamente determinado. 

b) Se C < O, e xis t em menos equações elo que parâmet r os 1 i 

vres e H será trivialmente verdadeira mas com uma in 
m 

finidade de es colhas para $ e A. 

c) Se C> O há mai s equações do que parâmetros livres e 

então H e não trivial, a meno s que se façam restri­m 
ções sob r e os e lementos de r . 

Antes de tratarmos o caso dos fatores oblíquos fa­
remos a seguinte observação sobre os parãmetros Àij " Das su 
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posiç6es do modelo fatori a l, no caso ortogonal, decorre que 

Cov(X,f') = E[(fl.f+e)f'J = AEff'+E(ef') =A 

isto é, os parâmetros À •. representam a covariância da i-ési 
lJ -

ma variável Xi com o j-ésimo fator comum. Em problemas pr á-
ticos é comum transformar as variáveis observávejs em variá 
veis padronizadas com média zero e variância unitária . Des­
ta forma, a matriz E será a matriz de correlação dos dados 
observados c os parâmetros A .. serão interpretados como os lJ 
coeficientes de correlação entre a i - ésima variável Xi com 
o j -és imo fator comum f .. 

) 

Consideremos agora o caso em que os fatores f., j= 
J 

=1, ... , m, m > 1, sao supostos correlacionados tal que 

Var f . =<f> .. e Cov(f.,fk) =4>-k' 
J JJ J . J 

j ~k, j =1, ... , m. 

A matriz de covariância de f é dada então por 

Eff' = <P = [,~, J 
'I' j k > 

sendo <il uma matri z simétrica de ordem m. 

A matriz de covariância de X é então dada por 

(2.2.3) 

Os parâmetros do modelo são agora /1., ~e <il . As e­
quaçoes (2 . 2 . 1) e (2.2.3) continuam satisfeitas se n6s tro­
carmos f por Uf, A por AU-l e t por UtU', onde U é qualquer 

matriz nao singular de ordem m. 

A questão da unicidade dos parâmetros, neste caso, 
será agora discutida . A matriz U tem m2 elementos , assim ao 
menos m2 restrições sobre os elementos de <P e A s ão necessá 
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rias para que eles possam ser definidas univocamente. 

f usual supor que os fato res t~m variincias unitã­
rias, então m restrições sio obtidas igualando-se os elemen 
tos diagonais de <P à unidade . .t\s restantes restrições são i!~] 
postas requerendo que certos elementos de A sejam nulos. Se 
gundo Lawley c Manrell (1971) se a configuração de zeros em 

A ~ tal que ela possa ser destruída por qualquer transforma 

ção não singular dos fatores, então A e <P são univocamente 
dete rminados, dados E e 1/J . No Capítulo III consideraremos o 

problema de estimação quando as restrições são dadas por e­

lementos zero em posições especificados na matriz A (modelo 
restrito). 

2 . 3 - ANA LI SE DE COMPONENTES PRINCIPA I S 

A Análise de Componentes Principais ~ uma técnica 
de Análise Multivariada introduzida por K. Pearson em 1901 

e desenvolvida posteriormente por H. Hotelling, a partir de 

1933, pela qual um conjunto de p var iáve is x1 ,x2 , . .. ,Xp e 

transformado linearmente em um n~mero igual de novas variá­
veis Y, ,Y 2 , . . . ,Y , não correlacionadas e ordenadas por suas 

J. p 
var iãncias em ordem decrescente e de tal formo que a varii~ 
cia total do conjunto inicial ~ preservada. Esta t6cnica ~ 

relativamente bem conhecida e a apresentaremos aqui resumi­
damente . 

Na prática, o método de Componentes Principais é ~ 
tilizado para encontrarmos combinações lineares com grandes 

variincias pois, algumas vezes, as pr imeiras poucas compo­
nent es explicam uma grande proporção da variância total das 
variáveis originais . Estas componentes principais podem, e!!_ 

tio. para certos prop6sitos, serem utilizados para descre­
ver com maior parcim6nia a estrutura de depend~ncia das va-
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riâveis observáveis~ 

Em Análise de Componentes Principais nós não par­
timos de um modelo assim como em Análise Fatorial. A expos~. 
ção que segue será feita supondo que o leitor está familia­

rizado com a teoria sobre raizes e vetores características 
de urna matriz. 

A segui!' definiremos componentes principais na po-
pulação. 

Seja o vetor aleatório X de p componentes com 

E(X) =O e EXX' :::L 

Supomos que as raizes características da matriz de cova-

riincia E, denotadas por 61 , &2 , ... , 6p são distintas e ar 
ranjadas em ordem decrescente de grandeza. Da teoria sobre 
raizes e vetores característicos sabe-se que a matriz E (si 

métrica e real) pode ser escrita como 

onde 

o ol 

o 
6 = 

o 

e onde r é matriz ortogonal de ordem p. A j-§eima coluna de 

r é o vetor caracteristico normalizado associado a raiz &j. 

O vetor de componentes principais Y, cujas compo­
nentes sao Y 1 , Y 2 , .. . , Yp, é definido pela transformação li 



- 18 -

near ortogonal 

v = r'x 

tal que a matriz de covariância de Y é dada por 

E(YY') = E(f'XX'f) = f'>::r = T' ' (r~r')f = ~ 

e portanto as componentes principais Y1 , ... ,Yp sao nao cor­
relacionadas e a variância de Y. é o . . Além disso, a j-ési-

J J 
ma componente de Y, Y. tem variância máxima entre todas as 

J 
combinações lineares normalizadas (tais que a soma de qua-
drados dos coeficientes é igual a 1) não correlacionados com 

yl' .. . t yj -1 . 

Outra propriedade importante na Análise de compo­
nentes Principais é que: 

tr( E) = tr(fllf') = tr (órr') = tTÓ :::: I 6 .• 
j =1 J 

Isto significa que a variâncja total das variãveis 

X é igual a variância total das variãveis Y, ou seja, a va­
riação total das variáveis originais é preservada por esta 

tr ansformação linear no método de Componentes Principais. 

dida por 

A importância da j-ésima coJ~onente principal é me 

cS . 
_]_ 
trt' j =l' . .. . p 

e a proporçao da variância total explicada pelas primeiras 
m componentes principais é dada por 
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ó l+ôz+ . .. +ôm 

trl: 

Obs ervamos que existe uma relação inversa simples 

entre as variáveis or1 g1 nais e as componentes deduzidas . 

Isto é, cada variável Xi pode ser expressa como uma combina 
ção linear das componentes principais. Assim temos : 

x = rY e E = r~r' 

Este conjunto de equações é chamado o modelo de Componentes 

Principais. Neste modelo a matriz de covariância, r, pode 
ser fatorada da seguinte maneira: seja B = rn 112 , então 

onde b.l/Z e a matriz diagonal, cujos elementos diagonais são 

/6l, !8'2, ... , ~- Esta fatoração é única pois foi feita a 
suposição inicial de que todas as raizes características de 
E são distintas e arranjadas em ordem decrescente de grand~ 

za. Esta matriz B não deve ser submetida a alguma p6s - mul t ! 
plicação por uma matrjz ortogonal (rotação), pois desta for 
ma as novas componentes não teriam mais a propriedade de má 

xima variância. 

Uma i mpo rtante diferença entre as equaçoes básicas 
dos modelos de Componentes Principais e de Analise Fatorial 

é que no primeiro caso não há componente residual . Em outras 

palavras, o modelo de Componentes Principais atribui toda a 
variação original às p componentes . 

Um método i terativo direto para obter os elementos 

a . . da matriz r é dado por 1-lotelling em seus artigos origi­
~J 
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nais e encontram-se também em alguns textos de Análise Multi 

variada, como o de Morrison (1967). 

Em aplicações práticas é comum, quando as variáveis 
estio medidas em unidades muito diferentes entre si, padro­

nizar cada variável X., jã que combinações lineares das va-
1 

riáveis originais poderiam te r pouco significado. Usa-se,e~ 
tão, a matriz de correlação dos dados originais ao invés da 

matriz de covariância. Neste caso a variância total das va­
riáveis padronizadas é dado por p . As componentes principais 
obtidas da matriz de correlação não são as mesmas do que as 
obtidas da matriz de covariância e esta é uma das desvanta­

gens do método de Componentes Principais. 

A correlação entre a i-ésima variável Xi e a j-ési 

ma componente é dada por 

Corr(X. ,Y.) = 
1 J 

a .. Ir 
1) J 

a .. 
11 

i ,j =l , • •. ,p 

onde aii é o desvio padrão da variável Xi. Se a matri z de 
correlação ê usada para se fazer a Análise de Componentes 

Principais, então Cor r (X . , Y.) =a .. 16": e a proporção da v a ri 
1 4- l ) ) 

ância total atribuída a j-êsima componente é dada por 

Ô· __ l_ 
p 

Supomos, agora, que t não é conhecida, como ocor­
re frequentemente em pesquisa aplicada. Então o parâmetro E 

deve ser estimado e a Análise de Componentes Principais de­

ve ser feita com base em dados amostrais . Supomos que uma~ 
mostra de N (>p) conjuntos de observações das p variáveis em 
X foram obtidas . Destes dados os estimadorcs usuais,não vie 
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sados, das variâncias e covariâncias são encontrados, for­
mando uma matriz S, sim~trica e posi t iva definida, dada po r 

onde Xa (a=l, ... ,N) ~o vetor coluna representando o a-€si ­
mo conjunto de obse rvações e X é o vetor de médias amos traL 

As componentes principais para a amostra sao defi­

nidas e xatamente como para a população, usando S em l ugar de 
E e elas têm propriedades análogas . Além disso, se supormos 

que X tem dist r ibuição normal multivariada e s eguindo a te~ 

ria de estimação obteremos es timadores de máxima verossimi­

lhança para 6 e r. Estudos sobre isto foram feitos origina! 
mente por Girs hick (19 36) e posterio rment e 
(1958) . 

por Ande rson 

E possível também encontrar-s e as variâncias e co ­

variâncias assintóticas das raízes características c j de S 
e dos coeficientes das componentes principais . Es tes r esul­
tados foram obtidos por Girshick (1939) e encontram-se em a! 
guns dos t extos modernos sobre Componentes Principais. Va­
riâncias e covariâncias assintóticas das raízes caracterís­

ticas de uma matri z de correlação amos trai R fo ram t~1mbém en 

centradas por Girshick (1 939). 

- o -



CAPITULO 111 

ESTIMAÇÃO E TESTES DE HIPOTESES 

NO MODELO FATORIAL 

Numerosos métodos aproximados para a estimação dos 
parâmetros do modelo fatorial foram propostos desde os pri­
mórdios da Análise Fatorial. Destes métodos os mais· conheci 
dos são a Solução do Fator Principal e o Mét odo Centróide. 

Na seção 3.3 faremos comentários sobre esses métodos . Mas P! 
ra um enfoque rigoroso ao problema da estimação em Análise 
Fatorial o Método de Máxima Verossimilhança, proposto mais 

recentemente, é o mai s indicado e o apresentaremos aqui com 
detalhes . 

3.1 - ESTIMAÇAO PELO METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANÇA 

Os procedimentos de máxima verossimilhança, em ge­
ral, sao bem conhecidos em Inferência Estatística. Os esti­
madores obtidos por este método satisfazem a maioria das pr~ 
priedades frequentemente usadas para selecionar estimadores 
entre várias escolhas possíveis, como as propriedades de con 

sitência, eficiência e suficiência. 

O método de máxima verossimilhança para Análise Fa 
-22-
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torial foi introduzido por Lawley em 19 40 e nao era muito u 

sado anteriormente por suas dificuldades computacionais. A­
tualmente. no entanto, devido aos trabalhos de JBreskog jã 

se encontram procedimentos rápidos e eficientes para a ob­
tenção dos estirnadores por este m~todo. Mas a principal. van 

tagem de utilizar o m~todo de máxima verossimilhança para ~ 
nálise Fatorial ~. talvez, a ~ossibilidade de se desenvolve 

rem testes de hipóteses com o objetivo de testar a adequac! 

dade do modelo, o que não era possível atrav~s de outros mé 

todos, devido às suas características não estatísticas. 

Al~m das suposições habituais do modelo fatorial, 
expostas no Capítulo II, suporemos que os vetores aleatórios 
f e e t~m distribuição normal multivariada com vetores me­
dia zero e com matrizes de covariância ~ e ~ respectivamen­

te (quando os fatores são não correJ.acionados, <P =I ) . Da su 
m -

posição de normalidade e das suposições feitas no Capítulo 

II segue que os fatores f e e são mutuamente independentes. 
Como X é expresso em termos de f e e conforme a equação (2 .1. 1), 

temos que o vetor das variáveis observáveis é também normal 
com média zero e matriz de ~ovariância E. 

Descreveremos, a seguir, o método de máxima veros­
similhança para obter estimadores dos parâmetros A e o/,qua~ 

do os fatores são supostos ortogonais e dos parâmetros A, o/ 

e <P quando os fatores são supostos oblíquos. Supomos que o 

número m, de fatores comuns, é conhecido e supomos também 

que estes parimetros possam ser definidos univocamente, de 
acordo com o que foi exposto no Capí tulo II. Vimos que o pr9_ 

blema da unicidade do s parimetros, no modelo fa torial, ~ r~ 

solvido após a imposição de certas restrições. Estas restri 
ções podem ser apenas por conveni~ncias essencialmente mat~ 
má ticas, quando, então, o modelo é denominado Mode..eo Mã.o R e.~ 

~4i~o. segundo a nomenclatura de Lawley & Maxwell (197l),ou 
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podem ser restriç6es que al~m de especificar o nGmero de fa 

tores, especificam os valores de certos elementos em A, t e 
até mesmo em '!' de acordo com algum significado intrínsico aos 
problemas teóricos da área em estudo. Um modelo deste segu~ 
do tipo é denominado Mode..to Re~:tJti.:to . Veremos a seguir o pr~ 
blema estimação para estes dois tipos de modelos . 

O método de estimação de máxima verossimilhança p~ 
ra o Modelo Não-Res t r ito é apresent ado apenas no caso de fa 

t or es ortogonais, isto ê, quando os fatores são supostos não 
correl acionados, enquanto que para o Modelo Restrito, os fa 

tores, quando m > l, podem ser correlacionados. 

Pelo método de mixima verossimilhança os estimado­

re s dos parimetros do modelo fatorial são expressos como s~ 
l uções de equações matriciais implící tas que podem ser re­
s o lvidos apenas por processos iterativos . A origem 'destas ~ 

- -quaçoes e o que apresentaremos a seguir 

3.1 . 1 -MODELO NAO RESTRITO 

Consideremos o modelo fatorial, no qual os fatores 

s ão nao correlacionados, com as suposições feitas n~ seçao 
2 . 2 , além das suposições de normalidade discutidas acima, 

X = A f+ e 

E = AA' +'i' 

Supomos , também, que os parimetros sao definidos univoca 
mente, isto é, que exista um Gnico '!', com el emen tos diago­
nais positivos e um Gnico A tal que A''t'- 1A é uma matriz di~ 
gonal, cujos elementos diagonais são positivos, distintos e 
arran jados em ordem decrescente de grandeza. Nesta seção nós 

mo s traremos o prob l ema de estimar A e ~. a partir da matriz 
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de covariância amostral. 

Supomos que uma amostra aleatória de N( > p) ob-

servaçoes de X é obtida. Sejam x1 , x2 , ••• , XN os vetores c2_ 

I unas que representam estas N observações. Seja S = (s ij) a 

matriz de covariância amost rai, definida por 

onde 

1 N 
s = n: I cxk- x) cxk- x), 

k=l 

n = N- 1 e 
- 1 N 
X =N L xk, tal que E(S) = 1:. 

k=l 

Como X é N(O, í:), os elementos de nS seguem a dis­

tribuição de Wishart com n graus de liberdade (Anderson, 1958). 

A função densidade desta distribuição é dada por 

1 
L = CIS17(n-p- l) - 1 1 I E l - 7 n e xp (- 1 I 2 t r í: - S) 

onde C é uma constante. 

De acordo com o modelo fatorial, toda a informação 

da amostra está contida em S, portanto a fu.'lção de verossi­

milhança da amostra é dada por L, definida acima . 

O logaritmo da função de verossimilhança é então da 

do por 

1 - 1 
L* = logeL = - 7 n[loge Ir I + tr(E S) J 

onde se omitiu uma função das observações . Como E = 1\A '+ '!', t~ 

mos 

L* = - ~ n [ logej A/\. '+ '!11 + tr(/\. 1\.'+'!')-lS] . 
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Lawley e Maxwell (1971) sugerem que e mais conveni 

ente minimizar a função 

~ ~ 1 o que e equivalente a maximizar L, pois logeL e -7n vezes 
F mais uma função das observações apenas. 

Então, derivando a função F em relação aos elemen­
tos de A e '!' por meio de processos comuns de de ri v ação de ma 
trizes e igualando a zero, obtemos: 

As equaçoes do sistema acima podem ser simplifica­
das. Para a primeira temos: 

ou 

(3.1.1) 

Apesar da expressao obtida ser muito simples ela e~ 

volve a inversão de uma matriz pxp. A fim de evitar este pr~ 
b l~ma, podemos transformi-la em uma outra que envolve ape­
nas · a inversão de uma matriz diagonal. Para isto usamos um 

artifício, que consiste em pós-multiplicar ambos os membros 
da expressão i:= AA '+'f por 111-lA. Assim obtemos: 
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ou 

(3 . 1.2) 

Substituindo este resultado na expressão 3 . 1.1, obtemos 

Finalmente 

Para a segunda equaçao do sistema, temos 

pré e pós multiplicando as matrizes de ambos os membros pe­
la matriz diagonal (E-AA') ,obtemos 

Usando (3.1 . 1) ternos que 

diag(E) = diag(S) 

diag(AA'+~) = diag S 

Assim, as equaçoes de máxima verossimilhança na fo.!_ 

ma simplificada sao dadas por: 

(3.1.2) 
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diag(AA'+~) = diag S (3 . 1.3) 

Estas equaçoes podem ser resolvidas apenas por pr~ - -cessos iterativos para então se obter A e ~· 

Lawley & Maxvell dizem que para achar um mínimo da 

função F é conveniente usar um procedimento em dois estágios. 

Primeiro encontra-se um mínimo condicional de F para um da­
do w que é denotado por f(w) e então se obtém w que minimi­
za esta f (1/J) • E possível, sob certas condições , obter t.nn A tal 

()f o 1 , -l - d" 1 . 1- d . . . que TI= e ta que A ~ A e ~agona . Ass1m a em e m1n1m1 
zar F para dado ~ . este processo satisfaz as condições im­
postas sobre o verdadeiro parâmetro A para sua unicidade. 

Rao & Maxwell sugeriram um método para a solução n~ 

mérica das equações de máxima verossimilhança que parece ter 
boas pr opriedades de convergência. Este processo iterativo 
está exposto em Morrison (1967). 

O método computacional iterativo desenvolvido por 
J õreskog para resolver as equações de máxima verossimilhan­
ça converge rapidamente e os valores dos parâmetros . podem 
ser obtidos tão precisamente quanto se queira. Este método e 

um programa de computador em linguagem FORTRAN IV foi publi 
cado por Jõreskog (1966). O programa é denominado UMLFA- "Un 
restricted Maximum Likelihood Factor Analysis". Este progr~ 

ma pode ser obtido no "Uni vers i ty o f Chicago Computation Ce~ 

ter", através do código de programa UCSM718. 

ma 

Uma característica satisfatória do método de máxi­
verossimilhança para Análise Fatorial é que, quando a va 

riâvel é multiplicada por uma constante os estimadores 
cargas fatoriais para esta variável são multiplicados 

das 
pela 

mesma constante e os estimadores de variância específi casão 
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multiplicados pelo quadrado da constante (Anderson & Rubin, 
1956) . Ass i m ao realizarmos os cãlcu l os n um~ricos, podemos 

padron i zar todas as variáve is Xi e s ubstituir S pe l a matri z 
de correlação amostrai . 

Antes de verificarmos a propriedade acima, vaJOOs ver 
o que acontece com o modelo, quando a variável X é multipl.!_ 
cada por uma matriz diagonal D, cujos elementos diagonais são 
constantes nao necessariamente iguais e dife rentes de zero . 
Seja 

DX = Z 

Assim, 

EZZ' = DED = DA(DA) ' +D~D = Ez 

Usando a seguinte notação, 

temos 

onde r 2 é a matriz de covariância ,A 2 a matriz de cargas fato 

ri ais e lJI Z a matri z das variâncias específicas para as v ar i~ 
vei.s transformadas . Com relação à unicidade dos parâmetros ve 
rificamos que a restrição imposta à matriz A quando a vari~ 
vel é X implica. a mes ma restrição quando a variável é Z pois 

Vejamos agora como o método de estimação é afetado 
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quando transformamos as unidades de medida das variáveis o­
riginais . Se DX = Z, a matriz de covariância amostral é dada 
por DSD e as equações para obtençio dos estimadores de máxi 

ma verossimilhança sio, entio, dadas por 

DSDljJ -lA =A (I+A'lj;-lA) z z z z z z 

diag(lj;z+AzA~) = diag(DSD) 

Claramente Âz = DÂ e $z = D~D são as soluções deste sistema 
quando Â e ~ são as so luções de (3.1.2) e (3.1.3l. Esta propri~ 
dade, verificada acima, salienta a vantagem do m~todo de má 
xima verossimilhança para Análise Fatorial . 

Outro comentário a fazer é sobre os e lementos da ma 
triz diagonal A'lj;- 1A, a qual nos referimos frequentemente . 

Se as variáveis são transformadas de maneira que sua variân 
cia especÍfica se torne unitária, então 

À •• 
~ 

IJJ. 
1 

representa a parte da variância de X. devida ao j-ésimo fa-
1 

tor. Considerando todas as p variáveis, a variância total em 
X, devida ao j-ésimo fator e ent ão dada por 

À~. 
_2:1_ r 1P . • 

i 1 

-1 que ê o j-êsimo elemento diagonal de A'lj; A. Fazer a restri 
çao de que A'lj;-lA seja diagonal e com os elementos diago­

nais arranjados em ordem decrescente de grandeza significa e!!_ 

tão , que nossa escolha dos fatores é tal que o primeiro fa­
tor tem uma contribuição máxima à variâncía de X, o segundo 
tem uma contribuição máxima sujeito a ser não correlaciona­

do com o primeiro e assim por diante . 

Finalmente, faremos um rápido comentário sobre a 
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distribuição as sintótica dos estimadores de máxima verossi­

milhança . Supondo, como antes, que as observações são extrai_ 

das de uma população N(O,E), Anderson & Rubin (1956) mostram 

que ln(Â-A) e In( $ -$), onde A e $ são os estimadores de má­

xima verossimilhança do modelo não-restrito, são assin~oti­

camente, normalmente distribuídos. Expressões para as cova­

riincias e variincia assint6ticas dos estimadores podem ser · 

encontradas em Lawley & Maxwel l . (l97l) . 

3.1.2- MODELO RESTRITO 

Nesta secçao nós consideraremos o m~todo de máxima 
verossimilhança para es timar os parâmetros do modelo fator ial, 

quando os fatores podem ou não ser correlacionados (m>l).Os 

parâmetros a serem estimados são então A, ~ e t , onde I 6 a 

matriz de covariância dos fatores. As condições que determi 

nam os parimetros univocamente foram comentadas na secçao 

2.2 e são do tipo que definem o Modelo Restrito considerado 

no início deste capítulo. 

Como vimos, o conjbnto de restrições que devem ser 

feitas sobre os elementos de A, para obter unicidade, con­

siste em requerer que certos elementos desta matriz sejam nu 

los. Thurstone (1947) fo i originalmente quem postulou 

uma configuração de zeros para a matriz A, atrav6s do Prin­

cípio da Estrutura Simples, composto por cinco regras.Estas 

regras, no entanto, não especificavam precisamente quais ca!_ 

gas fatoriais deveriam ser nulas, o que implicava em certa 

indeterminação, inconveniente quando procedimentos de esti­

maçao estio sendo desenvolvidas. 

Anderson & Rubin (1956) abordam o problema mais ob 

jeticamente, formulando condições denominadas: 11Elementos ze 

ros em posições especificadas". Estas condições requerem al 

guma informação à priori, como por exemplo, que algumas va-
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riáveis nao dependem de alguns fatores. Assim, as condições 
são À-- =O para certos pares (i,j), ou seja que oj-ésimof~ 

~) 

tor não afeta a i-ésima variável. Os coeficientes da j-ési-

ma coluna de A são únicos, exceto pela multiplicação de. um 

fator escala, se (a) existe ao menos m-1 elementos zero e 
(b) o posto de A (j) é m-l,onde A (j) é uma submatriz de 1\ que 

tem elementos zero na j-ésima coluna . 

Lawley & Maxwell (1971) apresentam outros métodos 
para especificar a posição exata de zeros em A e formulam 
também condições para definir os parâmetros univocamente. A 

técnica mais recente para a estimação por máxima verossimi­

lhança no modelo restrito está exposta na obra acima citad~ 

mas a abordagem é no sentido computacional do método, apre­

sentando o processo iterativo . Como nosso intuito é apenas 

apresentar as equaçoes para obtenção dos estimadores, segui 
remos, então, Anderson & Rubin. 

Sejam X1 , X2, ••• , XN, N observações da N(O,E), on 
i"""s -

de E =AtA'+'· A matriz ~ não ã necessariamente diagonal com 
a restrição que seus -elementos diagonais sejam unitários.Se 
ja 

À •. = o 
1J 

i=i(l,j), • .. ,i(p.,j) 
--1 J )- , • • e,tn, 

isto é, na j-ésima coluna de A, existem pj elementos nulos 
e eles estão nas linhas numeradas por i(l,j), . . . ,i(pj,j) . 

Seja a inda r urna matriz pxm que tem elementos zero, 
-oncle A nao tem~ isto e 

Y· . = O 
1) 

~~i(l,j), •.. ,i(pj ,j) 
J-l, . .. ,m. 

Seja, como antes, S, a matriz de covariância amos­
trai . O lagarítmo da função de verossimilhança, como na sec 
ç ão 3. 1.1 é dado por 
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Agora, entretanto, E = A<f> A • +1lJ . Devemos procurar v a-
~ -

l ores A, <t> e 1iJ que maximizam a função G;: log L.Deriva-s.e en e -
tão a função G em relação apenas aos parimetros livres de ~ 
1iJ e~. isto é, em relação aos elementos não restritos . 

O sistema de equações que se obtêm, igualando a ze 
ro estas derivadas. é simplificado de maneira análoga ao que 
foi feito na secção anterior . Os detalhes deste procedimen­
to são encontrados em Anderson & Rubin (1 95 6, pãg. 140). 

As equações para obtenção dos es timadores de máxi­
ma verossimilhança no modelo fatorial restrito são dados por 

diag(S-A<t>A'-1P) = O 

r'A =o 

I 

Estas equaç~es não podem ser r esolvidas algebrica-
mente; vários processos iterat ivos tem sido propostos para 
obtenção dos estimadores e trabalhos recentes têm mostrado 
que estes procedimentos nem sempre convergem . 

Joreskog e Lawley sugerem um método, usando as de­
rivadas de segunda ordem da f unção de verossimilhança, que 
tem boas propriedades de convergência. Es t e método esta ex­
posto em Lawley & Maxwell (1971) e o programa do computador 
paia o método é devido a Joreskog e Gruvaneus (1967) . O pr2 
graÍna é denomi nado "RMLFA - Restricted Maximum Likelihood ,, 
Factor Ana.lysis. Neste método, que é mui to geral, nenhuma 
distinção essencial é fe ita entre os modelos ortogonal e o­
bliquo. e possível, inclusive, ter casos nos quais um grupo 
de fatores podem ser correlacionados, enquanto que os f ato-
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res restantes sao supostos n~n correlacionados com este gru 
po. O programa foi escrito em linguagem fORTRAN IV e permi­
te que quaisquer valores possam ser especificados em A, ~ e 
$. Este programa pode ser obtido através do código UCSM 722 
do "University of Chicago Computation Center", Chicago. 

No modelo restrito, quando A ~ identificado por e­
lem~ntos zeros especificados. Anderson & Rubin comentam que 
os estimadores obtidos pelo m~todo de mixima verossimilhan­
ça são também assintóticamente normalmente distribuídos. 

3.2 -TESTES DA RAZÃO DE VEROSSIMILHANÇA NO MODELO FATORIAL 

Nas secçoes anter iores nós discutimos o prob lema da 
estimação dos parâmetros, supondo que o modelo e adequado 
aos dados em estudo, em part icular n6s supomos que o n~mero 
m de fatores comuns é conhecido . A principal vantagem de u 
s ar o método de estimação de máxima verossimilhança é que se 
pode t est ar , atravis do crit~rio da razio de verossirnilha~ 
ça apropriado, as hipóteses de que E, a matriz de covariân­
cia da população pod·e ser escrita como E = AA' +'f' quando os m 
fatores são supostos não correlacionados, ou como E =- Atpl'. '+lj;, 

quando os f~tores são correlacionados. onde A tem m coluna~ 
Ou seja, testa-se a hipótese de que existam m fatores co~ 
param especificado. Hi outras suposiç6es no modelo.tal _ c~ 

mo normalidade, linearidade de efeito de fatores, etc. que 
podem ser questionadas. mas não as consid.eraremos aqui . Ve­
j~os os testes da razão de verossimilhança no Modelo Não 
Res~rito e no Modelo Restrito. 

3.2 . 1 - MODELO NAO RESTRITO 

Sobre as supos~çoes feitas para o modelo fatorial 
na o restrito, e para tm1 detenninado ·valor de m seja Hm: E =A/\' +l}J, 
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a hipótese nula a ser testada. O critério da razão deve 
rossimilhança apropriado para esta hipótese ê devido a Law­
ley. 

Seja num conjunto de todas· as matrizes E, de . or­
dem p, simétricas e positivas definidas. Seja w={E6Q/t=AA'+l)i}. 

Sejam Ln e Ll.ll os máximos da função de verossimilhança L em Q 

e w respectivamente . Usando os resultados de Inferência Es­
tatística [Anderson (1968)], temos que L atinge seu máximo, 
em n, quando E=S. Na secção 3.1.1 vimos que 

1 I I -1 logeL = - -z n[log . E +tr(E S) J 

portanto 

Considerando os resultados anteriores temos que L 
atinge seu valor máximo em w quando r. é igual a f = ÂÃ' +~, on 

de Ã e ~ são os estimadores de máxtma verossimilhança obti­
do pelo método descrito anteriormente. Assim 

. 1 ~- --1 logeLw = ·- -z n[ log 1: I +tr (í: S)}. 
L 

A razão de verossimilhança é À = +n mas sua dis-
n 

tribuição exata não pode ser determinada. Sabe-se, entretan 
io , que para grandes amostras, -2 logeJ.. tem distribuição a­
proximadamente x2

, se H ê verdadeira. Então, temos 
m 

-2 logeJ.. =-2 logeLw+2 logeLn = 

= n[loglt l+tr(Sr - 1)-log jsj -pJ. (3.2.1) 

Se Ê ê obtido com muita precisão pelas equações de 
máxima verossimilhança para o modelo não r estrito, através 

~ 

de processos iterativos, então, temos que 



- 36 -

~-1 
t r (SE ) = tr (I ) = p. 

p 

Assim a expressão (3.2.1) pode ser simplificad~ 

-2 lo~Ã = n [ logl ÊI - log !S I J. 

Observamos, no entanto, que se o algoritmo de cál­
culo para se obter E, não converge rapidamente a uma solu­
çao precisa, a expressao (3.2 . 1) deve ser usada . 

Bartlet.t (1962) intro.duziu uma modificação na ex­
pressao (3.2.1) obtida acima para que a sua convergincia i 
distribuição limite, x2 , fosse mai s rápida . Ele sugeriu que 
ao invés de n fosse usado o fator multiplicativo 

~ 2 n - -----o-- - jm. 

Assi.m, o critério a ser usado para testar Hm é: 

u m 
2p + 5 2 -= (n- 6 - 3m) [ loglrj-log jS!J 

Sob Hm' U tem distribuição ass i nt5tica x2
, onde m r 

• 1 
r = 7 c (p-m) 2 

- (p+m) J. 

Observamos que o número de graus de liberdade -r e 
obtido pela diferença entre o número de parâmetros livresem 
n e o número de parâmetros livres em w. Em n temos p(p+l)/2 
parâmetros livres; em w temos mp· parâmetros em A e p parâme 

-1 tros em~ a serem estimados, mas a condição de que A'w A 
seja uma matriz diagonal impõe m(m-1) /2 restrições a mais p~ 
ra? problema, então, em w ,l: tem mp+p.-m(m-1)/2 parâmetros 1,! 
vres. 

Desta maneira o teste-critério usado rejeita a hi­
pôtes~ nula, ao nível de sig~1ificância a, s e U ~ x2 

m a,r 
Da propriedade de invariância dos estimadores de má 
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xima verossimilhança segue que o mesmo valor do .teste esta­
tístico seria obtido para uma solução fatorial em termos da 
matriz de correlação . 

Lawley & Maxwell (1971) sugerem ainda outros crit! 
rios para se obter uma aproximação ao teste da razão de ve­
rossimilhança exposto nesta secção. Um destes critérios é 

T = Cn-~(Zp+S) -.;m) I Ics . . - â . . ) 2 /\JJ.íf;. m u .:> • • 1J 1J 1 J 
1 <J 

a qual tem distribuição assintótica x~ e onde 

m ~ ~ 

& .. = I À·hÀ ·h· b:j. 
1) h=l 1 J 

Outro critério~baseado nas raízes característicasda 
t . ,r,-1/2g;;-.-l/2 .,. t. . ... . .. d d ma r1z o/ • o/ e a estat1s 1ca para este cr1ter1o e a a 

por 

onde §m+1 , ... ,êp 
matriz citada. A 

também x:· 
- . . ..,. , . 

sao as p-m menores ra1zes caracter1st1cas da 
distribuição assintótica deste criterio 

... 
e 

3.2 .2 - MODELO RESTRITO 

Consideremos agora o ~odelo fatorial com as suposi­
ço~s feitas para o modelo restrito, onde os fatores podemser 
correlacionados . A hipótese a ser testada neste caso é 

O critério da razao de verossimilhança pode ser ob­
tido como anteriormente e temos 
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mas agora i = A<t>A' +~, onde os elementos não · restritos de A, 4> 

e llJ são estimados pelo método de máxima verossimilhança., e~ 
quanto que os elementos restritos tornam seus valores espec! 
ficificados. Sob a hipótese Hm, quando n é grande, -2 logeÀ 
tem distribuição aproximadamente x2 com d graus de liberda­
de, onde 

d = p (p+l) /2- (p+pm+m(m+l) /2-R.) = 

= p 2
- }Cp+m)(p+m+l)+R., 

sendo R. o número de parâmetros fixos. Uma melhor aproxima­
çao à distribuição x2 é obtida se na expressão de - 2 logeÀ, 
n ê substituído por um fator multiplicativo conveniente . Law 
ley sugere usar o fator n-(2p+S)/6. 

Os processos iterativos para o método de máxima ve 
rossimilhança no modelo restrito não tem propriedades de con 
vergência tão boas quanto para o modelo não restrito. Este 
fato não permite a simplificação na estatística do teste que 
foi feita no modelo não restrito. 

Portanto, o critério para testar a hipótese Hm usa 
a estatística 

U* = [n-(2p+S)/6J(logltl+tr(SÊ - l)-log!SI-p) 
m 

a qual tem distribuição xd., onde o número de graus de liber 
· dade é 

-d = p 2
- }Cp+m) (p+m+ l ) +R.. 

Como vimos, as hipóteses estabelecidas acima espe-
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pecificam o número de fatores no modelo. Frequentemente, o 
pesquisador não conhece este número e is vezes ele nem mes­
mo está em condições de postular um valor específico m. Na 
prática, o problema não é usualmente o de testar uma hipót~ 
se partiaular, mas sim o de determinar o número de fatores 
tal que o modelo correspondente se ajuste adequadamente aos 
dados. 

Uma das maneiras de resolver este problema é atra­
vés de procedimentos sequenciais. Assim, parte-se de algum 
valor pequeno m0 , que pode ser 1, e então se estima os par~ 
metros com m = m0. Testa-se a hipótese nula para ·m ""m0 ·e se 
a hipótese é rejeita.da testa-se a hipótese com m = m0+1 e a~ 
sim por 4iante, com m crescendo uma unidade em cada etapa, 
até que a hipótese não seja rejeitada para algum m. 

Usar uma sequêrrcia de testes de razão de verossimi 
lhança é computacionalmente difícil pois em cada estágio d~ - - -ve- se calcular A e w (e ~) para um valor de m. Além disso, 
os critérios Um obtidos desta forma não são independentes,e 
o nível de significância verdadeiro do teste pode ser muito 
diferente do valor nominal usado em cada estágio do procedi 
menta sequencial. Infelizmente não há procedimento para o 
qual exista uma teoria estatística adequada. nem mesmo uma 
teoria assintótica para ess~ problema. 

3.3 - OUTROS M~TOOOS DE ESTIMAÇÃO 

Antes de ter sido desenvolviao o método de máxima 
- ver~ssimilhança para Anâlise Fatorial, o problema da deter­
minação das cargas fatoriais e variâncias únicas era resol­
vido por vários o~tros métodos, todos matemáticos em essên­
cia, sem características estatísticas. Entre estes métodos 
estão; Solução Bi-Fatorial, Solução do Fator Principal. Mé ­
todo Centróide, •Solução de Grupos MÚltiplos e outros. Estes 
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métodos ou soluções f atori ais, como comenta Harman (1960)~ 
diam ser distinguidos com pase na contribuição total de um 

fator fj para as variincias de todas as variáveis Xi. Esta 
contribuição total de f. é definida como 

J 

v. = ! À~.·. 
J i=l . ~J 

Algumas soluções forneciam fato r es com contribui­
çoes decrescentes em relação à conn.malidade total, outras fo~: 

neciam fatores com contribuições aproximadamente iguais à va 
riância total de X • 

. Nesta secção exporemos a Solução do Fator Princi­
pal por ser ainda muito utilizada e apenas ·faremos comentá­
rios sobre o Método Centróide. 

- SOLUÇAO DO FATOR PRINCIPAL 

A Solução do Fator Principal ou Método dos Fatores 
Principais originou- se no trabalho de Hotelling e é extrema . -
mente relacionada com a Análise de Componen~es Principais ~ 
presentada no Capitulo II. 

Do ponto de vista algébrico, a seleção dos fatore~ 
por este método, é equ~valente a escolher um conjunto de f~ 
tores em ordem decrescente de su~ ·contribuição à cornunalidade 
total das variáveis. A análise começi com um fator f 1 cuja 
co!ftribuição às cornunalidades das vari~veis é .a maior possí­
vel; um segundo fator f 2 , não correlacionado com f 1 , com u-

' ma contribuição máxima à comunalidade residual é encontrad~ 
E o processo continua até que a comunalidade total tenha si 
do analisada. 

Na prática, as comunalidades verdadeiras ou o seu 
complemento, as .variâncias específicas de cada variâvel,não 
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sao conhecidas e elas devem ser estimadas a partir dos da­
dos amos trais. Vários méto.dos para estimar as comunalidades 
tem sido propostos, mas nenhum tem se mostrado superior à ou 
tro. Os estimadores de comunalidade de cada variável Xi .mais 
comuns sao: 

a) o quadrado do coeficiente de correlação múltipla en­
tre a variável Xi e todas as outras 

b) o maior valor absoluto da linha i da matriz de corre 
lação amostrai 

c) estimadores obtidos de análises preliminares por pr~ 
cesses iterativos. 

Após obter-se os estimadores das comunalidades de 
cada variável, substituímos a diagonal prinçipal da matriz 
de correlação amostral pelas comunalidades estimadas . A ma­
triz assim obtida é denominada matriz de correlação reduzi­
da, e será denotada por R. 

A partir da matriz de cor~elação reduzida, aplica­
se o método de componentes principais, como vimos no Capítu 
lo I I. Escolhe-se erftão as :m primeiras maiores raízes carac 
terísticas de R e os m vetores característ icas corresponde~ 
tes, obtendo-se, então, a matriz das cargas fatoriais esti­
madas pela Solução dos Fatores Principais e que é dada por: 

... ~~1/2 
A = ril 

onde ô é a matriz diagonal de ordem m, cujos elementos dia­
go~ais sao as m primeiras raízes característicos e f é· a ma . 
triz pxm, cujas colunas são os vetores característicos cor­
respondentes. 

Em algumas aplicações, quando as comunalidades es-
~ . 

timadas não diferem muito da unidade , a matriz de correla-
ção não alterada, isto é. com unidades na diagonal, pode ser 
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tomada como ponto de partida da análise. 

Se as comunalidad-es verdadeiras fossem inseridas na 
diagqnal da matri z de correlação, o posto da matriz de cor­
relação alterada deveria ser r eduzido, isto ê, deveria · ser 
~enor do que p, quando as suposições do modelo fatorial sao 
válidas. Idealmente, então, a questão do número de fatores 
a serem extraídos poderia ser resolvido examinando-~e o po~ 
to da matriz. Entretanto, erros aleatórios de medida e a au 
sência de um processo de estimação das comunalidades conve­
niente, fazem com que não possamos determinar ·o número· m des 
ta forma. 

Para decidir o número m de fatores comuns, 
critérios são sugeridos na literatura. Os mais comuns 
(Afifi e Azen, 1972) . 

vários 
-sao: 

a) A estrutura física pode sugerir um determinado núme­
ro de fatores comuns intrínsicos. 

b) Quando a matriz de correlação não alterada é usada , 
retêm-se apenas os fatores correspondentes às raízes 
característicâs da matriz que são maiores do que a u 
nidade. 

c) Escolhe-se o numero de fatores os quais explicam uma 
proporção especificada da comunalidade total ou dava 
riância total. 

O critério b) está de acordo com considerações de 
significância estatística e fidefignidade psicométrica en­
tre outras coisas, mas não ê imune , aparentemente, ao criti 
cismo. Este critério é devido a Kaiser. 

Existem programas de computador para o Método do Fa 
tor Principal, co1!lo por exemplo o sub-programa "FACTOR" do 
SPSS. ·Este programa assim como outros, oferecem ao us~ário 

várias opções e abrangem também outros métodos para Anilise 
Fatorial. 
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Algumas vezes uma solução pelo Método dos Fatores 
Principais serve como a análise final, podendo os fatores se 
rem interpretados adequadamente. Outras vezes, será desejá­
vel transformar tal solução a um sistema de referênci a .dif~ 

rente (ou ortogonal, ou oblíquo) por meio dos processos de 
totação que veremos no próximo Capítulo. A solução dos fato 
res principais fornece sempre, inicialmente, fatores ortogo 
nais entre si. Fatores oblíquos serio obtidos só após algum - . - ~~ metodo de transformaçaov-ortogonal . 

- METODO CENTROIDE 

O Método Centróide ou Método da Soma Simples para 
obter as ·cargas fatoriais era inicialmente muito usado por­
que os cál~ulos requeridos eram relativamente simples. Nós 
não discutiremos o método em detalhes e ele pode ser encon­
trado em Thurstone (1947) ou Harman (1960). Este método u­

tiliza uma matriz Q, pxm, de posto nt, com elementos 1 ou 
-1, e os resultados obtidos não diferem mui to dos obtidoS. p~ 
la Solução do Fator Principal. Com as facilidades ·computa­
cionais atuais não hi justificativa para se voltar is apro­
ximações como as dadas pela Solução Centróide e .o seu valo~ 
tem, entã~. se tornado apenas histórico. 

3 . 4 - ESTIMAÇAO DOS ESCORES FATORIAIS 

' 
Em muitas aplicações, principalmente quando AnâU.-

se Fatorial é preliminar a algum outr-o tipo de anilise mul -
tivariada, ou quando o seu uso : principal é para construção 
de índices, é conveniente, além de estimar os parimetros do 
mo de lo fatorial, .procurar descrever os fatores em termos das 

variáveis observadas. Para isto estimam-se os valores de ca 
da fator para cada indivíduo. Estes valores são denominados 
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escores fatoriais. 

Os escores f at oriais não são parâmetros do mod~lo, 
sao valores atribuídos às variáveis hipotéticas e por isto 
nao podem ser estimados no sentido estatístico usual. 

Em Análise de Componentes Principais, as componen­

tes eram definidas como funções .lineares das variáveis ob­

servadas e então, os valores de cada componente para cada in 

divíduo podiam ser facilmente encontrados. Em Análise Fato­

rial , os fatores não são funções lineares das variáveis ob­

servadas apenas e os escores de um indivíduo sobre eles não 
podem ser encontrados da mesma maneira. E necessário, entã~ . . 
introduzir um princípio de mínimos quadrados para se obter 
razoáveis estimadores dos escores fatoriais. 

Do.is métodos para a estimação dos escores fatoriais 
serão apresentados aqui: o Método de Regr essão, devido a 

Thomson (1951) e o Método de Bartlett. Descreveremos os me­

todos supondo que os fatores são correlacionados, por ser 
mais geral. No caso de fatores não correlacionados e padro­

nizados, os resultadôs sao obtidos do mesmo modo,considera~ 
do-se ~ = I. 

Para qualquer dos dois métodos supomos que os parâ 
metros do modelo fatorial, A, ~e~ foram estimados por al­

gum dos procedimentos anteri"ormente discutidos,desprezando­

se erros de amostragem 

1) HtTOOO DE REGRESSÃO (M~TODO ~ THOMSON) 

Seja X = (X1 , x2 ••.• , X ) 1 o vetor das observações. Se . p -
j a f= (f1 , f 2 , •.. , fm) I o vetor dos escores fatoriais e seja 
e = (e1 , •.. , ep) 1 o · vetor dos resíduos. As suposições do mod~ 
lo fatorial discutidas no Capítulo II são mantidas.Assim te 

mos: 
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E(ff') = <1> 

E(Xf ' ) E[(Af+e)f'J = AE(ff') = A~ 

onde A, ~' $ s ão constantes por terem sido estimados confor 
me afirmação anterior. 

O método de Thomson, baseado na regressão de f so­
bre X é equivalente, segundo Lawley e Maxwell (1971) a e.n­
contrar para cada j, j=l , •. . ,m, uma f unção linear das obser 
vaçoes que dará um bom preditor de f . dado por 

J 

-f. = a!X = X'a. 
J J J 

onde a. é um vetor de ordem p , escolhido de t a l maneira que 
a variincia de (f.-f.) é mínima. Temos 

J J. 

Var(f.-f . ) = E(X 'a .-f . ) 2 

J l J 1 

Derivando esta expressão em r elação a a. e iguala~ 
. - J .. 

do a zero obteremos h seguinte express ão para f que e o ve -
tor cujas componentes são f 1 .f2 , • ••• fm: 

(3.4 .1) 

Para evitar a inversão de uma matriz pxp, (~ -l ) ,po 

demos escrever esta expressão de forma alternativa. Para is 
to fazemos uso da seguinte identidade : 

(3 .4.2) 

que pode ser verificada pré-multiplicando-se a expressão >:: = 
= A•A~+~ por A'~-1 . Substituindo-se (3.4.2) em (3.4.l) · ter! 
mos: 
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que e a expressão para se obter os estimadores dos escores 
fatoriais para o caso de fatores correlacionados (oblíquos). 
Para 41:::: I, isto é, quando os fatores são não correlaci'ona­
qos (ortogonais), temos: 

2) M~TODO DE BARTLETT 

Este método, desenvolvido por Bartlett (1938) ado­
ta o princípio de mínimos quadrados. Os escores são obtidos 
de tal forma que a soma de quadrados dos resíduos padroniza 
dos $eja mínima, em relação aos elementos de f. Assim 

-1 
e'iP e = (X-Af) '1/J-l(X-Af) 

.. L 

e derivado em relação ao vetor f e obtém-se: 

que é a expressao para se obter os estimadores dos escores 
fatoriais, tanto no caso de f atores correlacionados,como no 
caso de fatores nao correlacionados. 

Para o caso de fatores não correlacionados e quan­
do a matriz A'~-lA i diagonal, observa-se que os estimado­
res de fj pelos dois métodos descri tos diferem apenas P_.?r um 
fator escala. 

Lawley & Maxwell mostram que os estimadores obti ­
dos pelo método de regressão são viesados, enquanto que os 
obtidos pelo método de Bartlett são não viesados. No entan-
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to, os estimadores do método de regressao tem menor variân­
cia do que os de Bartlett . 

- o -



I 

CAPTTULO IV 

TRANSFORMAÇÃO E INTERPRETAÇÃO 

DOS FATORES 

A~6s as cargas fatoriais terem sido . obtidas, a pr6 
xima etapa na análise é a interpretação dos fatores. Para 
procurar uma melhor interpretação dos fatores é · prática co­
mum fazer uma rotação ou uma transformação dos fatores . 
Vários métodos de rotação e transformação do~ fatores sao 
propostos na bibliografia sobre Análise Fatorial. Expo­
remos os principais métodos, diferenciando-os com o intuito 
de esclarecer os pesquisadores que. utilizam a técnica. 

4 . 1 - ROTAÇAO DOS FATORE§ 

Nos capítulos anteriores já nos· referimos à falta 
de unicidade das sGluções obtidas por Análise Fatorial,is 
to i, o conjunto das cargas fatoriais, obtidas por qualquer 
método de solução fatorial, quando o -~úmero de fatores co­
muns é maior do que um, não é Único, pois outros conjuntos 
equivalentes podem ser encontrados por transformações orto­
gonais das cargas. Em outras palavras, se n6s multipl icar­
mos a matriz de cargas fatoriais, pxm, A, por uma matriz or 
togon~l M, de ordem m, a decomposição da matriz de covariân 
cia E não é única pois se M i ortogonal: 

-48-
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(AM) (AM) I + 'i' = AMM' A I +'i' = AA I + 'i' = L 

Assim, mesmo que os elementos de AM sejam diferentes das ·car 
gas originais, sua habilidade em gerar as covariincias ob­
servadas 6 inalterada. 

Na expressão X = Af+e se nós trocarmos f por M' f, 

além de A por AM, observamos que ·a expressão não se altera 
pois M é ortogonal. Na terminologia de Anâlise Fatorial , te 
mos o que se chama 4otaçdo do~ 6ato~e~. 

Uma figura geométrica ajudará a intuição, como em 
todo problema de anâlise multi variada. Podemos . considerar as 
variáveis como pontos em um espaço m-dimensional (o espaço 
de fatores), no qual os eixos ortogonais representam os fa­
tores, e as coordenadas destes pontos são as cargas fato­
riais. Para facilitar a interpretação dos fatores é conve­
niente, em muitos casos, mudar o sistema de referência ori­
ginal, o que corresponde a rotação dos fatores como defini­
do acima. Fazendo tal transformação de coordenadas, a confi 
guraçao geométrica é inalterada. 

Harman (1960) esplica este fato dizendo que . a ela­
borada fórmula consistindo de seis termos: 

AX 2 + BY 2 + CXY + DX + EY + F = O 

representa uma configuaração geométrica (uma elipse) em um 
sistema (arbitrário) de referência, enquanto a expressao 

representa precisamente a mesma configuração em outro siste 
ma de ' referência, s e lecionado para fazer a equação tão sim­
ples .quanto possível. A única di ferença é que os matemâti-
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cos tratam com a configuraçã6 geom6trica , usando o sistema 
de referên.cia como ferramenta. Os psicÓlogos, no entanto tr! 
tam com a interpretação do. sis tema de referência, usando a 
configuração de pontos me ramente como um veículo para obter 

um eixo de referência que melhor satisfaz as necessidades 
teóricas e práticas do problema em pesquisa . 

Assim, então, o objetivo da rotação dos fatores é 
obter uma .matriz de cargas mais facilmente interpretâvel ou 
mais identificável com a natureza das variáveis observadas ~ 

A seguir apresentaremos um exemplo de rotação grá­
fica , que, cremos' tornará mais claro o problema rotação dos 
fatores. Este exemplo está exposto no texto de Lawley e Ma! 
well (1971) e segue o tipo de exemplos clássicos em Análise 
Fatorial, tratando com testes de natureza cognitiva. 

A tabela 4.1.1 mostra os estimadores de máxima ve­
rossimilhança das cargas fatoriais para tris fa t ores .• obti­
dos de uma análise dos coeficientes de correlação entre os 
escores dos 10 testes para uma amost r a de 292 crianças. 

TABELA 4 .1.1 - CARGAS FATORIAIS OBTIDAS PELO l~TODO DE MÁXIMA WROS 
SIMILHANÇA PARA UM CONJUNTO DE TESTES COGNITIVOS 

CARGAS FATORIAIS 

T E s T E s I o 11
0 

III 0 
COMUNA-
L IDADE 

-- -
l. Compreensão. . • . . . . . . 0,788 -0,152 -o, 352 0,768 
2. Aritmética . . . . . . . . . 0,874 0,381 0,041 0,911 
3. Semelhanças . . . . . . . . . 0,814 -0,043 -o, 213 o.no 
4. Vocabulário. . . . . . . . • o, 798 0,170 -0;204 0,707 
''5 . Memorizaç·ã.o. . . . . . . . . 0,641 -O,.D}O -0,042 0,418 

6·. Camplementação de figuras. . 0;755 -0,29.8 01067 0,663 
7. Arranjo de figuras •• . . . 0,782 -0,221 0,-028 0,661 
8. Planejamento de blocos . . . O, 767 -0,091 0,358 I .o, 725 
9. Montagem de objetos. . . . . 0,733 -0,384 0,229 0,737 

10. Simbologia numérica. . . . . o, 771 -0,101 0,071 0,61.0 
~ 
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Ao observarmos as cargas fatoriais da tabela acima 
vemos que todas as cargas correspondendo ao fa tor 10 são p~ 
sitivas e relativamente altas. Este fator pode então set i~ 
terpretado como um fator de inteligência geral . A inte~pre­

tação dos fatores 11 0 e III 0 não ê tão imediata, pelo núme­
ro de cargas negativas que aparecem e pelo pequeno tamanho 
das cargas . Examinaremos o problema, então, através da re­
P!esentação geométrica para procurar classificar a interpre 
tação dos dois Últimos fatores:. O ideal seria fazer um mode 

lo tri - dimensional, no qual os éixos ortogonais representam 
os fatores , mas como isto não é possível aqui, devemos nos 
contentar em olhar os fatores dois por vez. Para começar,v~ 
jamos a representação dos fatores 10 e III 0 na Fig. 4 . 1.1. 

III
0 / III1 

0,5 I 
I 

I 
0,4 I 

~· I 

0.3 I 
I 

~ I 

0;2 I 
I 

I 

0.1 l 
I 

I 

o 
-0,1 

-·0 .2i 
-0,3 

-0 .4 

-o.s 

Figura 4.1.1 

Ao examinarmos os pontos num gráfico devemos veri­
ficar~ se eles não estão concentrados em grupos. O exame da 
fig. 4.1.1 mostra que se os eixos são rotados ortogonalmen 
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te na direção horária, de tal forma que o primeiro fator pa·s 
se através do ponto teste 1, então todos os pontos estarão 
no primeiro quadrante e todos os sinais das cargas se torn~ 
rão positivos. Em sua nova posição os fatores são denot.ados 
por 11 e III 1 (os subescritos referem-se ao número de rota­
ções). O fator I, pode ainda ser denominado intelig~ncla ge 

~at, já que o teste 1 é um teste ·de compreensão. Para se ob 
ter as cargas sobre estes novos eixos ou fatores ,deveLse pi5s 

multiplicar a matriz de cargas originais, 10x2,corresponden 
do só aos fatores I 0 e 111 0 por uma matriz ortogonal da for 
ma 

[ 
cose 

-sena 
sene] 
cose 

O ângulo e ·pode ser determinado ou medindo-se diretamente na 
figura, ou por cálculo. No exemplo e é aproximadamente 24° 
e as novas cargas sobre os fatores I 

1 
e I I I 1 são dadas na ta 

bela 4.1.2. 

TABELA 4.1.2- ~GAS SOBRE OS FATORES ROTADOS 

a) PRIM3IRA ROTAÇÃO b) SEGUNDA ROTAÇÃO 
TESTE 

Il rn
1 Il II

1 III~ 

l 0,863 0,000 0,863 - 0,106 0,109 
2 0,781 0,394 

I 
0,781 0,548 0,000 

3 0,830 0,138 0,830 0,069 0,127 
4 0,812 0,139 0,812 0,018 0,219 
5 0,602 0,223 0,602 0,209 0,105 

6 0,622 0,369 0,622 0,058 0,471 
' 7 o, 703 0,345 0,703 0,094 0,399 

8 0,554 0,640 0,554 0,397 0,510 
9 0,576 0,508 0,576 0,098 0,629 

10 0,675 o, 379 0,675 0,202 0,363 

Agora fazemos o gráfico para os fatores II 0 e 1II1 
(figura 4.1.2) e observa-se que fazendo uma rotação ortogo-
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nal, agora no sentido anti-horário, pode-se novamente elimi .. nar quase todas cargas negativas . Neste caso e conveniente 
fazer passar o eixo do fator II através do ·ponto-teste 2 ~que 

é o teste de Aritmética, pois isto pode auxiliar na inter­
pretação deste novo fator. A matriz de rotação agora é do ti 

po 

r cose 
Lsene 

-senal 
cosej 

O ângulo e na figura é aproximadamente 46° e as novas car­
gas sobre os fatores , denotados agora por II1 e III 2 , junto 
com ~s ~argas sobre 11 sao dadas na tabela 4 .~. 2 (b) 

.. 
. 1112 ', 

' ' ' ' ' ' ... 
', .9 ... 

' ' ' 
'' '~ 1 . ' 

' ' 
5 

... 
4"', l 

' 

/ 
/ 

/ ,. 
" 

.. 

1 
,. 

/ 

Figura 4 .1. 2 

" 
" / 

2 / ,./ 
,. 

/ 
" / " 

/ 
/ 

Finalmente olhamos o novo conjunto de cargas , mos -
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trado na tabela 4 .1. 2 ,(b) para ver se os fatores podem ser i_!! 
terpretados com maior significado. O f a to r r, pode ainda ser 
descrito como um fator de ~ntetigêneia ge~at. Sobre o fator 
III 2 ; as maiores cargas são para os filtimos cinco tes~es. A 
semelhança entre estes testes, após o efeito do fator 11 ter 
sido removido, mostra tratar-se da habilidade para visuali­
zar, tal que este terceiro fator _poderia ser denominado vi­
~uatiza~ão. Sobre o fator II 1 , as maiores cargas são pa;a A 
ritmética (2) e Planejamento de Blocos (8). Como o teste Pla 
nejamento de Blocos não trata com números, seria imprudente 
ver o fator como sendo habilidade numérica, e uma melhor des 
criç~o dele deve ser eonhee~mento meeân~eo ou mesmo memõ~~ 

Este exemplo ilustra bem o tipo de problema de in­
terpretar os resultados em uma Análise Fatorial. Mas. o fa­
to ~~ que ~utras matrizes ortogonais poderiam ter sido usa­
das para fazer a rotação dos fatores, deixa claro o elemen­
to subjetivo do problema. Além disso dois ou mais pesquisa:.. 

dores trabalhando com os mesmos dados poderiam obter dife­
rentes soluções. Isto fez com que os analistas fatoriais b~ 
cassem métodos, que, · em algUm sentido pré- determinado, con­
düzissem a um conjunto de resultados Únicos . 

Thurstone formulou, inicialmente, o conceito de Es 
t _rutura Simples, cuja idéia geral é de que mui tos testes (v~ 

riãveis) não dependeriam de todos os fatores, e então os co~ 
ficientes ou as cargas fatoriais destes fatores deveriamser 
nulas. Assim, como explicam Anderson e Rubin (1956), dada~ 
ma)matriz de cargas A, se consideraria todas as rotações,is 
to i todas as matrizes da classe_AM~ onde M é ortogonal, e 
se escolheria aquela co~ maior número de coeficientes nulo~ 
Esta matriz, considerada como a que fornece a estrutura~s 
simples, proporcionaria uma interpretação mais expressiva 
dos fatores. Thurstone também s ugeriu estrutura simples qua~ 
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do fatores correlacionados sao considerados. Ele formulou 
cinco regras para se escol.her a matriz de carga final, for­
mando o seu Princípio da Estrutura Simples · e que estão ex­
postas nas obras de Thurstone (1947), Harman (1960) e ou­
tros. 

Morrison (1967) comenta que estrutura simples sa­

tisfazendo as condições de Thurstone raramente existem em so 
luções fatoriais extraídas de dados reais. 

Os princípios de estrutura simples foram· emprega­
dos originalmente nos métodos gráficos de transformação dos 

. fato!es e mais recentemente tem sido ~daptados a procedime~ 
tos analíticos. Estes procedimentos, ou métodos analíticos 
além de ~implificar a estrutura das cargas fatoriais, forn~ 
cem soluções únicas. Eles foram desenvolvidos tanto para r~ 
taç5~s ortogonais dos fatores como transformações oblíquas. 

Veremos inicialmente os métodos analíticos de rot'a 
çoes ortogonais: o Método Quartimax e o Método Varimax. 

Seja M uma matriz ortogonal de ordem m, cuja j-ési . -
ma coluna ê denotada por ·m. (j=l, .•• ,m). Seja, como usual-

J . 
mente, A a matriz pxm das cargas fatoriais não rotadas. A 

i - ésima coluna de A1 será denotada pelo vetor mxl, ~ .• A ma 
1 

triz r = [y ij J das cargas rotadas é dada por 

r = AM 

e !fntão 

y .. = l!m .• 
' J.] 1 J 

A matriz r é comumente denominada estrutura fatorial çujos 
' elementos, yij' representam a correlação entre as variáveis 

e os fatores rotados . 
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Após a rotação ortogonal ter sido feita , a comuna­
lidade de cada variável x., permanece a mesma, is to ~ 

1 

rn 
h~ = }: À~- = 

1 j ::ol lJ 

m 
L r~. 

j =1 l.J 

pois como vimos, de.vido a ortogonalidade da matriz M, temos 

AA' c (AM)(M'A') = rr '. 

O objetivo do método analítico Quartimax é determi 
nar a transformação ortogonal M que transforma a matriz A na 
nova · matriz fatorial r para a qual a variância dos quadra­
dos das ~argas fatoriais é um máximo. Então, a matriz de ro 
taç~o M, · deveria ser escolhida tal que maximizasse a expre~ 
sao abaixo ·em relação aos elementos de M (note que y . . =t!rn .): 

1) 1 J 

1 1 m 
Q :::: L y~ . _ Cy2)2 

mp · i ==1 j =1 lJ 

onde 

1 1 m 
-2 = r r~-· y mp i=l j =1 1) 

Como y2 permanece c~stante sob transformação ortogonal. e 
'...:~ 

tetmos constantes não '~fetam o processo de maximização, es-
te >critério é equivalente a maximizaç~o da soma das quarta 
potênc~a das cargas fatoriais. Daí o nome Quartimax. Este 
critério é devido a Nen~aus e Wrigley (1954) , mas outros a~ 
tores trabalhando independentemente chegaram a critérios e~ 
quiva~entes. 

Pela solução Quartimax , os grandes valores das car 
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gas tendem a se tornar maiores e os pequenos tendem a ser me 
nores em valor absoluto, comparado com os tamanhos originai~ 

O método Quartimax diz respeito à simplificação da descrição 
51-e cáda linha (correspondendo às variáveis) da matriz de:: ca!. 
gas fatoriais. Em contraposição, Kaiser (1958) deu mais ên­
fase à simplificação das colunas ~ (correspondente aos fato­
res) da matriz de cargas, em uma .tentativa para satisfazer 

os requisitos para estrutura sin~les e estabeleceu .o cri 
tério Varimax. 

O critério Varímax ê uma modificação ·do ~étodo ~ 

timax e é o que mais se aproxima da estrutura simples. Kai­
ser definiu a simplicidade de um fator j como a variância de 
suas cargas ao quadrado, isto ê 

' 1 v .. = 
J p j'"'l, ••. ,m. 

Quando a variância atinge um máximo, o . ~alor tem 

maior interpretabilidade ou simplicidade , no sentido de que 

as cargas deste fatoi tendem ou i unidade, ou i zero. O cri 

tério de máxima simplicidade de uma matriz fatorial comple­
ta é definid? como a maximização da soma destas simplicida­

des. 

Como este critério dá igual peso às variáveis com 

comunalidades grandes ou pequenas, Kaiser sugeriu que antes 

de iniciar o processo de maximização, as cargas deveriam ser 
divididas pela raiz quadrada da comuna~idade ·correspondente, 
o .que é equivalente a normalizar os vetores L!. Após a ma 

. 1 -

triz M ter sido obtida, .as cargas . finais deveriam ser mult! 
plicadas novamente pela raiz quadrada da comunalidade. A e~ 
te critério varim.ax modificado, Kaiser denominou CJt.ité.Jdo V~ 

~max No~mal e é o mais utilizado. 
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No método original de Kaíser, os fatores eram rot~ 
dos em pares até que as cargas convergissem para seus valo­
res finais. Horst em 1965 ~ugeriu o que ele denominou SoLu­
~~o Va~~max d~ 6~to~~4 4imuLtân~o4 .Pela qual em cada itera­
çao todos os fatores sao rotados simultaneamente. Este 'méto 
do tem a vantagem de nao acumular erros de arredondamento 
e de ser mais rápido do que os anteriores . O processo de cál_ 

culo para este método está exposto muito claramente no tex­
to de Lawley e Maxwell (1971). 

Pelo processo Varimax, os fatores também sao rota­
dos de forma que as novas cargas tendem a ser relativamente 
maiores ou menores em tamanho absoluto comparado com seus t! 
manhas originais. como para. o processo Quartimax . 

O método Varimax parece ter suas limitações, segun 
do La,o~ley e Maxwell. A primeira é que o padrão de cargas oh 
tido pode mudar mui to se fatores adicionais são incluídos na 
rotação. A segunda é que ele não é muito Útil em casos onde 

existe um fator geral dominante. 

Como exernplo, na tabela 4 .1. 3. apresentaremos os re 
TABELA 4 .1. 3 - ROTAÇÃO VARIMAX DAS CARGAS DA TABELA 4 .1;1 

VARIÁVEL I 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

- 8 
9 

10 

CARGAS FATORIAIS 
I II UI 

Ot759 0,,329 0,289 
0,340 0,849 0,274 
0,633 0,450 0,327 
0,657 o, 345 0.397 
0,370 0,453 0,276 
0,464 0,263 0,6~5 
0,485 0,332 0,561 
0,183 0,'•72 0,684 
0~354 0,209 0,754 
0,409 0,423 . 0,514 

MATRIZ DE ROTAÇAO M 

0,560 
-0,311 
-o, 768 

0,633 
0 , 758 
0,155 

0,534 
-0,573 

0,622 

COMUNALIDADE 

O, 768 
0,911 
ot no 
0,707 
0,418 
0,663 
0,660 
o, 725 
0,737 
0,610 
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sultados da aplicação da solução Varimax para fatores simu! 

tâneos para os dados do exemplo anterior (apresentados na t~ 
bela 4.1.1), como consta no texto de Lawley & Maxwell. 

Estes resultados são menos facilmente interpr~ti­

veis do que os resultados obtidos por rotação gráfica ante ­
riormente, devido a presença de um fator geral, o fator de 

inteligência . Deve ser notado, entretanto, que na bibliogr~ 

fia encontram-se vários exemplos da aplicação do método Va­

rimax com 6timos resultados para a interpretação de fatore~ 

Os métodos Quartimax e Varimax fazem p•rte das op­
ções _ oferecidas para Rotação de Fatores do subprograma FAC­
TOR do SPSS. 

4 . 2 - TRANSFORMAÇÃO OOS FATORES- CASO OBLfQUO 

Em muitas aplicações a configuração das cargas fa­
toriais pode ser mais simplificada ainda se os fatores são 

transformados em fatores oblíquos ou correlacionados. Méto­

tos analíticos~ assim como gráficos~ foram também elabora­

dos para este caso.Vamos nos referir,nesta secção, aos pri­
meiros métodos analíticos sugeridos, voltando nossa maior a 
tenção a um_método bem mais recente, devido a Hendrickson e 

White (1964). 

Os trabalhos ~n1c1ais sobre métodos analÍticos pa­
ra obtenção de fatores ~inais oblíquos foram desenvolvi dos 

principalmente por Carrel em 1953 e P?r Kais~r e Dickman em 

1959. 

Nos métodos analíticos, para o caso oblÍquo, o pr~ 
blema é determinar uma matriz de transformação, U, não ne­
cessariamente ortogonal que transforme a matriz de cargas f! 

toriais iniciais em uma nova matriz V, pxm, tal que 
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V = /\U 

Esta matriz V= [v .. J é denominada e..õ.tJz.u..tt.ut.a. 6a.:t.oúa.i.. 
- 1J 

óeJz.ência.t ou simplesmente. estrutura de referência e 
vas cargas"fatoriais 11representam a correlação entre 
riáveis e os eixos (fatores) de referência. No caso 
res não correlacionados, os eixos de referência são 
prios fatores rotados. 

de. - Jz.e~ 

as no-
as v a-
de fato 

.... 
os pro-

Existem vários tipos de soluções oblíquas, que po­
dem ser resumidos nos seguinte: 

Uma solução oblíqua obtida sob a condição que o 
critério 

K = Y . I v~·/ ( I r v~.) 2 

i=l ):::1 lJ i=l j=l l) 

seja um máximo é chamada solução Oblimax, cujo termo foi su 
gerido por Saunders. 

Além deste tritério existe uma classe de soluções, 
deno~inados métodos Oblimin (indireto), que envolve~ a mini 
mização do critéri o geral: 

onde y é uma constante arbitrária que. pode assumir qualquer 
valor ~ntre O e 1. Quando y = 1, o critério é denominado Co­
varimín (que é o análogo oblÍquo do método Varimax) . Para y=O, 

temos o critério Quartimin (análogo ao método Quartimax) . Se 
y = 1/f., o cri téri·o é denominado Biquartimin. Além destes va 
lores para y, qualquer outro valor entre O e 1 poderia ser 
selecionado para y, com uma correspondente variação do cri-
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tério. Carroll sugere que os resultados sao geralmente mais 
satisfat6rios pelo m&todo Biquartimin. 

Ainda um outro procedimen-to analítico envolvendo f a 
teres oblíquos e um critério minimizante é o de Kaiser .e Di 
ckman e como explica Harman . mesmo que ele não seja um caso 
especial da classe Oblimin, existe muita semelhança na ex­
pressão formal, ou seja que 

D = f rl r 'v~./h~l(v ~k~h~)/1 1 v~./h~Jrl! v~k~h~•1,J j<k=l i=l t 1J J.J I 1 l.i=l 1J 1 i=l 1 1 

seja um mínimo e para o qual se considera as cargas norrnali 
zadas. 

Ao se fazer a escolha de uma forma de so lução, uma 
importante consideração a fazer é o grau de correlação en­
tre os fatores fínaís.Nos estudos empíricos~ feitos por Har 
man, o crit6rio Quartimin mostrou produzir fatores altamen­
te correlacionados . Pelo cr~tério Covarimin, os fatores fi­
nais mostraram ser quase ortogonais. Os critérios Biquarti­
min e o de Kaiser-Dickman produz em fatores não muito corre­
lacionados, mas também não quase ortogonais. O critério Obll 
max também leva a fatores finais altamente correlacionados. 

Harman comenta também que não há experiênc;.ia suf.i­
ciente..,para mostrar que exista superioridade de um destes mé 
todos~para justificar a exclusão dos outros. Os critérios Bi 
quàrtimin e Kaiser- Dickman têm a vant·agem de produzir fato-

. r es' nem tão oblÍquos e nem tã.o ortogonais, mas a vantagem de 
um em relação ao outro,depende da natureza dos dados em co~ 
s ideração : se es dados são particularmente simples,ou extr~ 
mamen-te complexos ,o Critério de Kaiser-Dickman é melho·r,mas 
se os dados são moderadamente complexos,o critério Biquartl 
mi n é superior. 
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E conveniente observar que o m6todo Obl i min 
tado acima é o mé todo Oblimin Indireto . Para algumas 
cações no método resulta o m6todo Oblimin Direto que 
consta no Subprograma FACTOR do SPSS : 

comen­
modifi 
-e o que 

Finalmente, exporemos com detalhes matemáticos,o mé 
todo analítico mais recente para o problema de fazer uma 

transformação a fatores oblíquos ~ O m6todo é denominado Pr~ 
max e ê devido a Hendrickson e Whíte (1964) e tem mostrado 

bons resultados na prática. Segui1·emos a abordagem feita por 
Lawley & Maxwell (1971). 

O método Promaxa parte de uma matriz de cargas fa­
toriiüs rotadas pelo método Varimax, r = [y ij J . Desta matriz 
é construída outra matriz pxm, Q = [ ql . .: J cujos elementos s ão 

·J 
definidos por 

I k-1, q .. = y.. • y . . 
1) lJ 1) 

onde k é algum inteiro satisfazendo k > 1. Então q . . :::O, se 
1J 

y .. = O, caso contrário q. . tem o mesmo sinal que y. . e tem 
1) J.) k 1J 

o mesmo valor absoluto que (yij) • O valor escolhido. para k 
é obtido por tentativas, mas a experiência tem mostrado que 
valores maiores do que quatro (4), apesar de poderem simpli 
ficar a configuração das cargas, produzem f atores muito cor 
r elacionados. 

ma~eira: 

vam~nte. 

Deve-se agora determinar uma matriz U, da s eguinte 
sejam q . e u. a j-ésima coluna de Q eU, respecti-

J J 
Para cada valor de j. nós escolhemos uj tal que e-

· le minimize a expressão 

(q.-ru.) '(q.-ru . ). 
J J J J 

Derivando esta expressão em relação ao vetor uj, te1'nos: 
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-zr'(q. - r u .) 
J J 

e igualando a zero , obtemos 

(r 'r) u. = r· q . . 
J J 

Para todos os valores de j, temos finalmente 

cr·nu=r'Q 

ou 

Esta matriz U tem o e fei to, em geral, de aumentar 
as cargas, em tamanho absoluto, que sao relativamente gran­
des e de diminuir as pequenas. 

Na prática é conveniente fazer uma mudança de esca 
la nas colunas de U tal que os fatores transformados tenham 
variância unitária. Para i sto determinamos a matriz di ago ­
nal D, com elementos di agonais positivos, que satisfaz 

A matriz de transformação M. que substitui U, é então dada 

por 

M = UD 

· ·e a matriz de cargas trans formadas e 

A* = rM . 

Nós agora temos 
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f f' = A*M-lM'-lA*' 

·::: A* c M I M) -lA* I 

= A*iPJ\.* 

Pelas equações do modelo fatorial oblíquo.está e l a 
ro que • 6 a matriz de covariincia dos fatores transforma­
dos e da de finição de D, 6 evidente que ~ tem elementos di! 

gonais uni târios. Então <P ê também a matriz de correlação pa 
ra os novos fatores, os quais de fato foram padronizados. 

A aplicação do método Promax, com k = 2, para o exe!!! 
p l o :dos 10 ·testes cÓgnitivos,a partir das cargas Varimax da 
tabela 4.1.3 mostra os seguintes resultados, segundo Lawle.y 
& Maxwell (1971). 

TABELA 4. 2 .1 - TRANSFORMAÇÃO PROMAX 
' DAS Cft~GAS DA TABEI~ 4.1.3 

TESTt! 
CARGAS FATORIAIS 

I II III 

1 0,737 0,139 0,086 
2 -0,012 0,924 0,074 
3 0,522 0,320 0,137 
4 0,590 0,163 0,230 
5 o, 20 7 o.41o 0,141 
6 o.362 0 ,0?0 0 , 539 
7 o~ 36'• 0)155 0,460 
8 -0,086 0,388 0,646 
9 0,234 0 , 011 0,732 

10 0,236 0,304 0,408 

MATRIZ DE TRANSFORMAÇAO MATRIZ DE CORRELAÇAO 
(M) DOS FATORES (~) 

1,222 -0,279 -0,239 1. 000 0,621 0,461 
-0,459 1 , 277 -0,183 1,000 0,481 
-0 ,136 - 0 ,-238 1 , 134 1 , 000 
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Observa-s e que esta configuração das cargas é mul­
to mais simp l es do que a da tabela 4.2.1 , havendo um grande 
nGmero de cargas pequenas. · A interpretação para os fatdres 
II e III é a mesma que'anteriormente, apenas o fator I pode 
agora ser interpretado como um 6ato~ ve~bal. 

- o -



CAP!TULO V 

ALGUMAS APLICAÇÕES DA 

ANALISE FATORIAL 

Como vimos. a Análise Fatorial tem aplicação nos 
mais diversos campos · da ciência. Já nos referimos à alguns 
exemplos, parcialmente. Neste capítulo mostraremos como An~ 
lise; Fatorial pode ser utilizada num problema na área da A­
gricultura, apresentando os resultados nas diversas etapas 

do método. Em um outro exemplo ilustraremos o problema dad~ 
terminação de um modelo de regionalização, onde Análise Fa­

torial !oi utilizada· para a · construção de um índice .sócio-e 
conômico que permitiu obter uma hierarquização de cidades 
com a finalidade de estabelecer regiões prioritárias para in 
vestimentas na área de saneamento básico. 

Vária~ outras aplicações da técnica de Análise Fa­
torial poderiam ter sido apresentadas, mas,infelizmente nao 
é possível nos referirmos a todas. Acreditamos q~e estes dois 
exçmplos serão suficientes para dizer da impo!tância e apli 
cabilidade do método. 

5.1 -EXEMPLO DO USO DA ANALISE FATORIAL EM PESQUISAS AGRfCOLAS 

Este exemplo é p~rte de uma pesquisa sobre as cau- · 
sas dos diferentes rendimentos do fumo, em uma determinada 

-66-
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reg1ao agrária do Rio Grande do Sul caracterizada por gran­
de diversi ficação quanto i capacidade do us o do solo e geo­
morfologia. O trabalho é de autoria do geográfo José Alber­
to MOreno da U.G . C. - CEMAPA- Secretaria de Agricultur~ do 
Estado do Rio Grande do Sul e os resultados foram publica­
dos no Boletim Geogr áf ico do Rio Grande do Sul, Ano 18, n9 
16, 1973 sob o título Pe...'Jq u..üa. do.ó Ca.u..6a.~ do-6 Vi6eJte..-t:te..6 Re.n 

~me.n;to~ do Fumo . 

A técnica de Análise Fatorial foi aplicada para a­
nalisar as intercorrelações entre 17 variiveis, relativas a 
produção de fumo, com o obj etivo de iden t i fi car um menor nú 
mero de fatores que contivessem aproximadamente o mesmo to­
tal de informação expresso pelas variáveis originais. 

As informações utilizadas são relativas à safra do 
fumo de 1971, de 83 propriedades produtoras de fumo, cujos 
proprietários são fornecedores de fumo em folha à Companhia 
de Cigarros Souza Cruz. 

As 17 variáveis analisadas sao as seguintes: 

V ar 01 - Área cultivada, conL :furoo_ na propriedade 
Var 02 - Número de pés de fwno por m2 

Var 03 - Número de pés de funo plantados 
Var 04 - Ft.uno produzido na propriedade- (em Kg) 

Var OS - Rendimento bruto com a venda do funD (em Cr$) 

Var 06 - Preço 100dio por Kg pago pela Companhia Souza Cruz 

Var 07 - Rendimento Kg/hectare 
V ar 08 - Rendimento Cr$ /hectare 
Var 09 -- Fertilizantes aplicados (em Kg) 
Var 10 - Inseticidas e ftmgicidas empregadas (em Kg) 

Var 11 - Quantidade de lenha consumida (em m3
) 

yar 12 - Ivio de obra empregada (dias-homem) 
Var 13 - Renda líquida 
Var 14 - Quantidade de inseticidas por pé plantado 
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Var 15 - Quantidade de adubo por pé plantado 
Var 16 - Quantidade de lenha consumida por Kg de f'I..DJ() 

Var 17 - Mão de obra por hectare colhidos (dias~homem) 

O método de Anilise Fatorial empregado fo i a Solu­
çao dos Fatores Principais descrito no Capítulo III(l). Fei­

to o processamento dos dados, utilizando-se o subprograma 
"FACTOR" do SPSS, destacamos os seguintes resultados.Na ta-
bela 5.1. 1 apresentamos a matriz de correlação obtida. 

lMn.A 5.1.1 • ~.!!US ~tY'MjG 
. , ~ s • 1 • ' I& ll 1l n ~~ IS ,, 17 

,. 1,00 O,U : .6í!IO 0,7. 0,44 ·11·.~ .:1',:!1 -~;ll ti..,. (>,11 o,sa 0,07 o.~ 0,01 -o.ca 0,19 0,12 
t O,lS 1;01 0 ,91 e,tD o.u 0,1! ..0,01 0,01 O,M 0,03 G,Ol o.os O,W O,Ol 0,09 •G,lO -0,0& 

' o.~· 0,111 1,00 0,1~ 0,61 ·6,t2 •O,í!7 -G,U 0,9S 0,11 0,99 0,\18 0,06 0,01 -o,c~ 0,20 0,24 
~ 0,74 0,10 fl,n 1,110 o.~• -o,oa 0,39 0,31 0,6~ O,!! 0,11 0,70 Q,6t -Q,l! -0,27 -Q,•a •0,45 

' o.~ O,l& 0,6Z 0,!14 1,011 !l ,t7 0,43 0 ,45 0,5t 0 , <7 ·O,W ~.59 0,81 -n,u -o.zo -O,Sl -o.H 

' -o,zo 0,13 -o· u 4i,Ot 0,21 1,00 O,H O,SJ -0 ,16 -0,12 -o.u -0,12 0,(7 0,04 o,u -O,lf "'0.11 

' -o,u •0,07 -'o:z1 O,!'J 0,43 o,u 1,00 0,91 -<1,35 -6,4G -ó ,Zll -a.:so 0,7S -0,29 ·O,ll -0,93 ·0,9Z • -o.u o;cn -o.n 0,31 0.41 O,Sl o ,gt 1,00 -G,l? -<t,l'J -o,34 -o,3S 0,34 ·O,Zl ·0,14 -o ,116 •O,t6 

' o.~ 0,04 n.v~ 0,6S 0,$4 ·O,te •0,!5 -il,l7 1,0!1 0,73 0,9S o.~ • 11 ,03 O,C9 o.u 0,29 O,ll 

" 0,71 0,03 41,71 0,!3 0,%7 -0,11 ...0.40 -o.$ 0,13 1,00 0,12 (),13 -o,u 0,6!1 0,11 0 , 36 0,42 

" 0,91 O,lil 0,99 0,71 0,60 ·0,22 ·0,%9 -~.54 0,95 0,72 1,00 0,\l'.l O,Ol 0 ,0.1 -G.06 o.n O,l6 
tz 0,07 o.os '0 ,98 0,10 I),I9 -o,u -0,311 -o.:~s o.~ 0,13 O,!n 1,00 0,00 0 ,()4 -o.~ o,u 0 , 30 

:l o.oa O,ZO 0.1» o,G<. 0,81 1),(1 Q;IS O,t4 •O,C'l. -o.n 0,03 0,00 1,00 -6,34 -o.zs -0,82 -!l,e3 
0,01 0,63 1!,01 -o.u -o.n 0,04 -0,29 ·O,Z3 o.rn 0,(19 0,03 0,04 -o,S4 1,00 0,27 O,lCI 0 ,3' ,, -o,oe 0,00 -'),09 -IJ,27 -<l,l!i O,lt -:l,Z3 -o,,. 0,22 (!,1% -0,06 -o,o. · O,lS O,Z7 1,00 0 ,1* o,,.a 

" O,lf ·0,10 O,.ZO -o,c& •O!U -IJ,l-8 -õ,n -o,t6 0,:9 0 ,36 G,a a.u -o,u O.!oO o .~~ 1,00 0,!:6 

"· !1,12 -0,01 O,l4 ..U,4S - 0,0 .. ~.17 •O,t% -<1,16 \l ,:U 0,42 o .z~ O,JO -o.u 0 , )4 0,28 O,!!Jt l,CIO .-. ,. .. • .... '!?"d'ttH 

o programa tem vâ.rias opçoes para determinação do 
numero de fatores a sereM extraídos. Escolheu-se a opçao que 
considera apenas os fatores associados as .. ra1.zes caracterís 
ti c as maiores ou igual a 1, 0. A variância total das . -var1.a-
veis padroni zadas, -e 

FATOR 
RAf.z 

CARACTERÍSTICA 

17 e cor responde ao traço 

TABELA 5.1.2 

PERCENTAGEM DA V~JUÂNCIA j 
TOTAL EXPLICADA PELO FATOR ·, 

da matriz 

PERCENTAGEM 
ACUMULADA 

de 

==~~==~de~~=ro~~~s=~~=======-~~~~~~~==~·rH~~=~x-=~==·~=====n~ 
1 
2 
3 

6,80 
5.54 
1 , 60 
1,10 

40 ,00 
32,60 
9,40 
6,46 

40,00 
72,61 
82,01 
88,47 

(1) Sal~entamos no . Capítulo III que o método de máxima verossiroilhanv• 
ça e o que tem melhores propriedades, infelizmente os programas de 
computador para este metodo não estão ainda dispon!veis em nosso ... 
pa1s . 
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correlação. A tabela 5 . 1.2 mostra as raízes características 
e percentagem da variância explicada pelos 4 fatores. 

Observa-se então que 88,47% da variância total das 
variáveis originais é explicada por 4 fatores. A matriz· das 
cargas fatoriais (~ia triz Fatorial) e as comunalidades · para 
cada variivel sio dados na Tabela 5.1.3. 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 

9 
lO 
11 
12 

13 
14 
15 
16 

17 

TABELA 5 .1. 3 - MATRIZ FATORIAL E COMUNALIDADES 

0,94 
0,05 
0,95 
0,51 

0,39 
-0,27 
-0,52 
-0,56 

0,95 
0,82 
0,95 
0,95 

-0,22 
0,20 
0,06 
0,46 

0,50 

o, 31 
0$'13 
0,30 
0,84 

0,90 
0,24 
0,76 
O, 76 

0,18 
-0,07 
0,27 
0,25 

0,93 
-Os38 
-0.32 
-0,83 

-0,81 

-0,04 
0,36 

-0,08 
-0 ,11 

0,14 
0,69 

-0,06 
0,24 

0,09 
0,36 

-0,07 
-o,06 

0,17 
0,61 
0,59 
0,00 

o,os 

0,09 
0,61 
0,00 

-0,03 

0,07 
0~23 

-0,26 
-0,12 

0,06 
.- 0,40 

0 ,01 
0,01 

0~09 
- 0,59 

0,1.6 
0~18 

0,12 

0,9894 
0,5211 
0,9989 
0,9787 

0,9866 
0 ,6595 
0,9192 
0,9632 

0,9466 
0,9669 
0,9804 
0,9687 

0,9503 
0,9046 
0,4797 
0,9174 

0,9230 

O programa fornece ainda a matriz fatorial rotada 
pelo método VARIMAX, caso nenhum outro método de rotação se 
ja , especificado. Analisando-se as matrizes fatoriais, com o 
objetivo de interpretar os fatores, decidi mos usar apenas a 
matriz fatorial inicial por fornecer uma interpretação mais 
simples dos fatores, neste exemplo. 

Observamos aquit que na pesquisa original, a inter 
pretação dos fatores foi feita a partir da matriz fatorial 
rotada pelo métqdo VARIMAX e as análises e conclusões post~ 
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riores basearam-se nos fatores rotados, que diferem um pou­
co dos obtidos neste exemplo. 

As cargas fatoriais, quando a Análise Fatorial pa!. 
te de unta matriz de correlação. são os coeficientes de .cor­
relação entre as variáveis e os ~atores. Então, para inter­
pretar cada fator nós olhamos para as variáveis com grandes 

cargas em valor absoluto, isto ê para as variáveis altamen­
te correlacionadas com o fator. Neste exemplo,observando-se 
a matriz fatorial, temos os seguintes fatores. tomando - se a 
penas as cargas ~0.60 em valor absoluto. 

FATOR 1- envolvendo as variáveis: 
1 - área cultivada 
3 - Número de pés plantados 
9 - Quantidade de adubo empregado 

10 - Quantidade de inseticida empregado 
11 - Lenha constmri.da 
12 - Mão de obra 

! • 

FATOR 2- envolvendo as variáveis ; 
4 - Fumo produzido (Kg) 

5 - Rendimento bruto (Cr$) 
7 - Rendimento Kg/hectare 
8 - Rendimento Cr$tnectare 

13 - Renda lÍquida 

16 - Lenha consumida por Kg de fUJOO (correlação negativa) 
17 - Mão de obra por hectare colhido (correlação negativa) 

FATOR 3- representado pelas variáveis: 
6 - Preço médio/Kg pago pela eompahia Souza Cruz 

14 - Gramas inseticida por pé de :ftnoo 

FAIDR 4 - erurol vendo a variável: 
2 - Pês de fumo por m2 

Assim, vemos que o fator 1 que explica 40% da va-
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riância total das variáveis originais é o fator Inve..õ.t..i.me.n­
.to. O fator 2, explicando 32,6% da variâcia total diz res­
peito i R~nd..i.me.n.to. O ter~eiro fator ~ o fator Qualidade. do 
6umo; explicando 9,4% e o Último fator é interpretado como 
fator E.õpaçame.n.to, explicando apenas 6,46% da variância to­
tal. 

Uma das desvantagens do -método de Análise Fatorial 
~que, is vezes, os fatores não sio facilmente interpreti­
veis, mesmo após a rotação dos fatores. A interpretação dos 
fatores, como nos referimos no Capítulo IV, é subjetiva e p~ 
de variar de um pesquisador a outro numa mesma análise . Em 
alguns casos, a interpretação não é tão primordial, como ql.J..a!! 
do se utiliza Análise Fatorial para a construção de índices, 
por exemplo . 

Os valores de cada fator para cada propriedade sao 
a seguir estimados. Há vários métodos de estimação dos esco 
res fatoriais (ver Capítulo III), mas o mais utilizado é o 
método de regressão . Na tabela 5.1.4 apresentaremos os esco 
res fatoriais das 83 , propriedades para o Fator 1 apenas~a tf 
tulo de ilustração. 

TAMI.A 5. 1.\ - EStOiU:S MlMIAIS CO FA-TOII 1 PAliA 1\S 8~ 03SE~~ÕES 

-o, OS97 -0,6950 -6,7874 0,8895 -o ,1207 -l,!i661 4,19.63 ...0,4S63 .1,3000 o ,817i 
-5,1116 -1,3991 -0,7600 -1.0603 -0,4007 -16,3210 -7,9832 0,2484 -8,9387 Z,3767 
-O,S3U 0,6!05 •12,33U 0,5786 1S,1a<i7 1,4196 -4,3321 -!>,937S -Z,2U4 -3,2630 

·1,70U -5,3560 -o,4969 -o. 70õ3 1 ,6121 Z,S174 16,2278 0,1357 3,4131 ..(},1406 
0,6282 2, 4414 1,Sn9 27,4995 Z6,83U 16,2218 . •1,2890 -3,1987 l,Só77 3,4165 
0 ,0465 0,0094 0,9786 5,1515 6,92-M -z. 7433 -7,229! -9,9838 -6,2940 1, 7202 

-7,8ó&l 3,1651 -l,U37 3,1118 1.~73 -6,24!>2 0,1176 -1,3784 -1,9819 4,9680 
- 3,4247 1,6225 o,soz:s - 8,5983 Z,l9Sl -7,6247 •!1, 3039• -o,&9n ..J.,SOOS -o. 7798 
' 2,2592 1 ,1270 2,4!182 

Na pesquisa original~ à qual nos referimos no iní­
cio desta secção, a aplicação da técnica de Análise Fato­
rial foi apenas uma etapa do trabalho . Após terem sido obti 
dos os escores fatoriais de cada fator para cada proprieda-
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de, o autor utili zou o programa uiTERH1" de Análise Discri­
minante, com o objetivo de obter grupos de fumicultores, se 
gundo os diferentes valores dos fatores, principalmente em 
relaÇão aos fatores Investimento e Rendimento. 

Como comentamos inicialmente., apresentamos aqui a­
penas uma parte da pesquisa, com o intuito de ilustrar a 
técnica de Análise Fatorial, outras considerações deveriam 
ter sido feitas caso o objetivo fosse apresentar os resulta 
dos da pesquisa. 

Outro comentário a fazer é sobre o uso do método do 
Fator Principal, tanto neste exemplo como no próximo . Este 
fato ' deve-se às facilidades computacionais do método em re­
lação ao .de Máxima Verossimilhança, cujo programa não é tão 
acessível. 

5.2- MODELO DE REGIONAL I ZAÇÃO 

Apresentaremos aqui outro exemplo do uso da técni­
ca de Análise Fatorial, onde un1 conjunto de 16 variáveis s§_ 
cio-econômicas, observadas em 98 municípios do Estadp de Mi 
nas Gerais, foi estudado com o objetivo de obter uma hiera.E. 
quização das cidades, através da construção de um índice que 
representasse a situação dos municípios e seus moradores. 

A finalidade desta hierarquização era estabelecer 
reg1oes prioritárias para investimentos na ãrea de saneame~ 
to básico em Minas Gerais. Este estudo é de autoria de Nico 
las Botto Corre a, da Serete Engenharia de São Paulo, que geE_ 

· tilmente nos forneceu as informações para este exemplo. 

A técnica de Análise Fatorial, segundo o autor,foi 
utili?ada devido às características do problema, que conti­
nha um grande número de variáveis, todas elas, a priori,com 
a mesma importância. tendo como objetivo imediato obter um 
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número mínimo de elementos que caracterizassem a importân­
cia sócio- econômica do município. 

As 16 variiveis consideradas foram as seguintes: 

1. SINS - (População sem instrução) I (População + de 5 anos) 
2. LIGA- (N9 de ligações d'agua)/(N9 de domicílios) 

3. NDEN - (N9 de dentistas)I(População total) 
4. NMED - (N9 de rnédicos)/ (População total) 
S. LIGE - (N9 de ligações elêtricas)/(População total) 

6. DEro - (Depôs i tos em Bancos) I (População total) 
7. RECE - (Receita Federal)/(População total) 
8. ;EMIN - (N9 de empregos na indÚstria)/(População. total ) 
9 . ENSE - (N9 de empregos em serviço) I (População total) 

10. EMAG - (N9 de empregos na agricultura) I (População total) 
11. ICM- (Receita ICM)/(População total) 
12. EFXI.. - (N9 Pessoas com 1-5 anos estudo)/(Popul. + 5 anos) 
13. EFX2 - (N9 Pessoas com 6-9 anos estudo)/(Popul. + 5 anos) 
14. EFX3- (N9 Pessoas com 10-12 anos estudo)/(Popul. + 5 anos) 
15. EFX4 - (N9 Pessoas com 13-17 anos estudo)/(Popul. + 5 anos) 
16. NVEI- (N9 de veíoJlos)/(População total). 

A Análise Fatorial feita a partir da matriz de co.E_ 
rel ação. cuja diagonal principal foi alterada,introduzindo­
se as comunalidades estimadas de cada variável, como elemen 
tos diagonais. O estimador inicial de cada comunalidade é da 
do usualmente pelo quadrado do coeficiente de correlação múl 
tipla . Várias iterações podem ser feitas para obter a comu­
nalidade estimada • . 

A Análise Fatorial foi feita pela Solução dos Fato 
res Principais . Este método produz fatores ortogonais, como 
vimos. O programa utilizado é o "FACTOR" do SPSS . 

Feito o processamento dos dados , foram extraídos 
dois fatores. associados às raízes características ~ 1 da ma 
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triz de correlação alterado. O traço desta matriz,correspo~ 
de à comunalidade total da~ variáveis e é dado por 13,0366 . 

As raízes características e as percentagens da va­

riância comum (comunalidade total) explicada pelos dois · fa­

~ores são dados na Tabela 5.2.1. 

TABELA 5 ~2. 1 

.I 
' 

RAIZ 
..... 

F A '!O R t Iltt VARIANCIA % ACUKJLADA CARACTER!STI CA CDMJM 

1 9,8708 75' 7157 75,7157 
2 1,8990 14,5672 90,2829 

A tabela 5.2.2 mostra a matriz das cargas fatoriais 

e as comunalidades de cada variável 

TABELA 5.2.2- MATRIZ FATORIAL E COHUNAL IOADES 

~ARIÃVEL ] :. FA~~ 1 r .. FA~R 2 [ : ~r-DADES 

SINS o ,8911 -0,1273 0,8103 
L:tGA -0,7541 0,2901 0,652~ 
NDEN -0,7746 -0,3535 o' 7249 
Nl>ED -0 , 7829 -0,3068 o' 7071 
LIGE -0,9112 0,0497 0,8329 
DEPO -0,7605 -0,3543 o, 7039 
RECE -0,6060 . 0,5315 0,6498 
EMIN -o ,5721 0,5679 0,6498 
ENSE -o ,8794 -0,2448 0 ,8333 
EMA.G 0,8845 -0,2408 0,8403 

ICM -o ,3775 0,6446 0,5581 
EFXI. -0,7035 0,2816 0,5742 

EF:XZ -0,9304 -0,0166 0,8659 
EFX3 -0,8865 -0,2408 0,8439 
EFX4 -0,7730 -0,3749 0,7381 
NVEI -0,8654 -0,1867 o, 7839 
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As cargas dos fatores rotados pelo método VARIMAX 
sao apresentadas na tabela 5.2.3. 

TABELA 5.2. 3 - MATRIZ FArORIAL ROlADA VARIMAX 

~ARIÂVEL FAIDR 1 I , FATOR 2 

SINS 0,6693 -0~6019 
LIGA -0,4649 0,6608 
NDEN -0,8402 0,1376 
NMill -0,8211 0,1811 

LIGE -0,7292 0,5487 
DEPO -0,8289 0,1291 
RECE -o, 2074 0,7789 
EMIN -0,1590 0,7903 

ENSE -0,8668 0,2862 
EM\G 0,6006 -0,6925 

ICM 0,0453 0,7457 
EFXl -0,4275. 0,6256 

EFX2 -0,7821 0,5042 
EFX3 -0,8705 0,2935 
EFX4 -0,8508 0,1190 
NVEI -0,8228 0,3267 

A seguir o programa fornece os coeficientes de re ­
gressao dos fatores sobre as variáveis, denominadqs coefi ­
cientes dos escores f ato riai s . Estes coeficientes são utili 
zados para determinar os escores fatoriais para cada obser­
cação. A tabela s·. 2. 4 mostra os coef icientes dos escores f a 

toriais. 
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TABELA 5.2.4 - COEFICIENTES DOS 
ESCOR~S FATORIAIS 

V.ARIÂVEL 1 2 

SINS -0,0192 -0,1533 
LIGA o ,0300 · 0,1334 
NDEN -0,1364 -0 ,1090 
NMill -0,1167 -0,0829 
LIGE -0,0579 0,1206 
DEPO -0,1262 - 0,1023 
RECE 0,0870 0,2078 
EMIN 0,0961 0,2187 
EM)E -0,1861 -0,0925 
EM\G -0,0304 -0,2662 

ICM 0,0954 0,1870 
EFXl 0,0247 0,1046 
EFX2 -0,1109 0,0936 
EFX3 -0,1975 -0,0950 
EPX4 -0,1492 -0,1243 
NVEI -0,1Z27 -0,0403 

Final~ente, os esc~res fatoriais sao obtidos e te­
mos, então, os valores dos fatores para cada município. A 

. Partir destes v:alores foi. possível calcular ·um Índ:i.ce de 
classificação para os municípfos. 

A metodologia utilizada para a construção do índi­
ce baseou-se no fato de que os. fatores resultantes são orto 
gonais e, portanto,linearmente independentes. Calculou- se o 

· módulo da resultante da soma vetorial de todos os fatores de 
um~ mesma observação' ponde.r~ados cada· um deles, por sua pe!. 

, centagem da variância explicada. Posteriormente estes índi­
ces (li) foram normalizados dividindo-se cada um deles pela 
·diferença entre o maior e o menor, de tal forma a obter ín­
dices~entre O e 1. 

Seja f .. , i=l, •.• ,N, j=l, •.• ,m o valor do escore 
l.J 

·. 
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fatorial para a i-ésima observação e o j-ésimo fator e seja 

Pj a percentagem da variância comum (comunalid~de total) ex 
plicada pelo fator j . O índice ê dado por: 

i=l, ... ,N 

onde N é o nGmero de observações e m é o número de fatores. 

Calculou-se, então, estes Índices para as 98 cida­

des mineiras, normalizando-os entre O e 1. Classificou-se en 

tão as cidades e os resultados para as primeiras 5 e Últi ­
mas 5 cidades, que são os seguintes: 

1. Belo Horizonte . . . 
2. Juiz de Fora . . 
3. Uberaba.. . . . . 
4. Poços de Caldas • • . 
S. Itajubá. . . . . 

94. Águas Formosas . . ~ 
95. Salinas ...... . 
96. Brasília de Minas. . 
97. lvbnte Azul . . 
98. São Francisco .. 

1,000 
0,820 
0,767 
0,698 
0,688 

0,135 
0,023 
0,020 
0,003 
0,000 

Como comenta o autor nas conclusões, o objetivo de 
hierarquisar regiões foi plenamente atendido pelo modelo. 

Os índices, acima citados, poderiam ter sido obti ­

dos sem a interpretação dos fatores, mas a análise relativa 
i interpretação dos dois fatores, neste trabalho é interes ­

sante. 

Observando-se ~ matriz de cargas fatoriais rotados 
vemos que o primeiro fator dá maior importância (negativa) 
as variáveis: 

Número de dentistas 
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NGmero de m6dicos 
Depósitos em Bancos 
Empregos em serviços 
Pessoas com 1 O - 12 anos de estudo 
Pessoas com 13- 17 anos de estudo-

e dá uma importância positiva às variáveis: 

Pessoas s em instrução 
Empregos na agricultura . 

Conclui-se, então, que o primeiro fator representa 
adequadamente à .6 .Ltua.ç.ã.o .6 õ c..i. o- e c. o nôm.<..c.a.- c.u.f..tu.Jt.a..t da. po pu..f.E:_ 
ção ~o município. 

riâveis: 
O segundo fator dá uma importância (positiva) às va 

Receita Federal 
r. c.M. 
Empregos na indústria 
ligações d 1 agua. 

Assim, o segundo fator representa adequadamente 
.õ~.tua.ç.ã.o econôm~c.a. e ~ndu..õ.tr~a..t do mu.n~c1p~o. 

Portanto, o Índice obtido, representa uma resultan 
te soma ponderada das situações do município e de sua popu-
lação. 

- o -
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