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RESUMO

Neste trabalho é proposta uma abordagem analitica para o calculo
modal de diversas configuragdes de vigas de Euler-Bernoulli com propriedades da
secao transversal continuas sujeitas a condigoes de contorno classicas e nao classicas.
A metodologia proposta esta baseada em condicées de normalizacao para as solugdes
da equacao modal, originando uma férmula modal associada com propriedades fisicas
e matematicas da viga. Para o caso de vigas monossegmentadas nao ¢ requerido o
uso do computador no calculo dos modos. As formas modais dos diversos tipos de
vigas consideradas podem ser expressas em termos das func¢oes de Bessel, fungoes
triangulares e func¢des hiperbdlicas. Para fins de ilustragao, é apresentado um caso

de rigidez flexural e massa linear do tipo polinomial de quarta ordem.



ABSTRACT

TITLE: “ANALYTICAL APPROACH FOR TRANSVERSE VIBRATIONS OF
MULTISTEP BEAMS WITH CONTINUOUS CROSS SECTION”

In this work, it is proposed an analytical approach for the modal deter-
mination of various configurations of Euler-Bernoulli beams with continuous cross-
section properties constrained with classical and non-classical boundary conditions.
The proposed approach is based on normal conditions for the solutions of the modal
equation, vielding a modal formula associated with mathematical and physical prop-
erties of the beam. For the mono-segmented case it is not required the use of com-
puter for the modal determination. The modes of the various types of beam consid-
ered can be expressed in terms of Bessel, triangular and hyperbolic functions. For
illustration, it is presented a case of fourth-order polynomial-type flexural stiffness

and linear mass.
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1 INTRODUCAO

As vigas nao-uniformes sao amplamente utilizadas para conseguir arran-
jos 6timos da tensdo e peso de estruturas, partes estruturais ou partes de maquinarias,
e. as vezes para satisfazer requerimentos arquitetonicos e funcionais. O problema
das vibragoes livres de vigas nao-uniformes tem sido o tema de diversas pesquisas
devido a sua relevancia na engenharia estrutural, mecanica e aeronautica. Muitos
tipos de estruturas e partes estruturais podem ser simplificados como vigas flexu-
rais ou vigas de cisalhamento para uma analise das vibragdes livres. Korqingskee,
1953, simplificou os prédios como se fossem vigas de cisalhamento do tipo fixa-livre
na analise das vibragoes livres e encontrou solu¢oes fechadas para esse problema.
Wang. 1958, sugeriu que os prédios poderiam ser simplificados como vigas de cisal-
hamento monossegmentadas com secao transversal continuamente variavel; ele supos
que a massa de uma viga de cisalhamento é proporcional a sua rigidez e deduzin
as solucoes analiticas. Porém, esta suposi¢ao nao € razoavel para a maior parte
dos prédios de muitos andares. Isto é devido ao fato que a massa dos andares ¢
uma parte significativa da massa total de um prédio. e a variacao da massa nos
diferentes andares nao é significativa. Assim, a distribui¢ao da massa ao longo do
altura do prédio nao é necessariamente proporcional a distribuicao da rigidez. Isto
é confirmado mediante uma série de testes em prédios de varios tipos nos quais
a massa e a rigidez dos prédios tem sido medidas e relatadas. [Jeary, 1997]. Para
obter as solugoes fechadas, Wang, 1963, propos que os prédios poderiam ser tratados
como vigas de cisalhamento especiais com massa uniforme mas rigidez variavel na
analise das vibracoes livres para tais prédios. Chen. 1963. estudou a vibragao de
vigas uniformes com uma massa concentrada utilizando a transformada de Laplace.
A vibragao livre de uma viga fixa-livre carregada com uma massa uniformemente
distribuida foi pesquisada por Chang et al.. 1996. Foi deduzida uma equacao de

frequiéncia a partir de um determinante 4 x 4. e foram calculadas entao as freqiiéncias
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naturais. Lau. 1984, Lee & Kee, 1990, Auciello & Nole, 1998, encontraram solucoes

analiticas para a vibracao livre de formas particulares de vigas nao-uniformes.

Os dados de campo e resultados experimentais (Li et al.. 1994; Li et
al.. 1998: Jeary, 1997) tem mostrado que a deformagao flexural é dominante na de-
formacao total de prédios altos com paredes de atrito nas suas vibracoes horizontais.
Li et al.. 1994 e 1996. encontraram solugées exatas para determinar as freqiiéncias
naturais e modos de prédios altos e estruturas elevadas que foram tratadas como
varios tipos de vigas flexurais do tipo fixa-livre mono e multi-segmentadas ou vigas
flexurais do tipo mola-livre com segao transversal continuamente variavel. A dis-
tribuicao de massa por unidade de comprimento das vigas consideradas em Li et al..

1994 e 1996, em geral, nao é proporcional a distribuigao da rigidez flexural.

Uma revisao da literatura técnica sobre o tema indica que. em geral,
diversos autores tem direcionado seus esforcos as fungdes especiais para descrever
as distribuicoes de massa e de rigidez de vigas nao-uniformes para deduzir solucdes
analiticas. Por este motivo. é necessaria uma metodologia geral para a andlise de
vibragoes de vigas nao uniformes mono ou multi-segmentadas com condigoes de

contorno classicas ou nao classicas.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma abordagem geral, baseada
em uma base nao-cldssica de funcdes. para determinar algebricamente as freqliéncias
e modos de vigas monossegmentadas. No caso das vigas bissegmentadas, este tra-
balho limitou-se a ilustrar a aplicagao desta abordagem para uma configuracao es-
pecifica de viga. As vantagens mais notaveis sdo a generalidade do método. o baixo

custo computacional e a relagao direta com as propriedades fisicas do problema.

[P



2 ABORDAGEM ANALITICA PARA O CALCULO MODAL EM
VIGAS MONOSSEGMENTADAS

Neste trabalho, consideramos vigas com distribuigdes continuas de massa

e rigidez, governadas pela equac¢ao de Euler-Bernoulli.

2.1 Equacao de Euler-Bernoulli

Considere-se a viga reta da figura 2.1 com deslocamentos transversais
u(z,t) e sujeita a uma carga p(z.t) arbitraria ao longo do seu eixo longitudinal (eixo
T}

I

u(x. 1)

plz.t)

—1 1 1 .

/Z“ Az

o |

Figura 2.1 Vibracoes transversais u(x,t) de uma viga com uma carga p(x.t) ar-
bitraria ao longo do seu eixo

As hipdteses simplificativas de Euler-Bernoulli no elemento da viga sao

enumeradas a seguir

e a existéncia de uma linha neutra (eixo z), onde a viga nao sofre tracao

nem compressao:
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as secoes planas e perpendiculares a linha neutra permanecem planas
e perpendiculares apos a deformacao, isto é, as deformagoes devidas ao

cisalhamento sao desprezadas:

o material é elastico:

e as tensoes o, e 0. sao despreziveis comparadas a tensao axial o

o plano zy é um plano principal:
e a inércia rotacional da viga é desprezada.

Considere agora o elemento da viga como é mostrado na figura 2.2.

pla,t)

T T T T

e B

| [ |
M(z,t)| b () | M(z+ Az.t)

\ Ve, | /

8z —=
Figura 2.2 Elemento de uma viga de Euler-Bernoulli

Da cinematica. obtem-se a relacao entre a curvatura y e a deformacao
axial £, da viga

2 = =YX (2.1)

L]
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sendo que
¥ = C}l‘ 7 (

[1 + (g%)z]

onde y € a distancia do ponto da segao transversal de deformacao axial z.. até o eixo

I
i

2.
Se sao assumidas pequenas deformagdes, pode-se escrever a equagao
(2.1) como
0%u
Er = —Y7s- 2.3)
® ya’rz (

Proveniente da resisténcia dos materiais tem-se as seguintes relagoes

9%u :
Tr = EE;,_- = —Eyw. (24)
o2 .

onde o é a tensao na direcao x e M é o momento fletor ao redor do eixo z.

Aplicando as leis de Newton para o balanco das forgas e momentos no
elemento da figura 2.2, obtem-se as seguintes igualdades
0%

V(z.t) = V(z +Az,t) + pl,t)Az = pV 7. (2.6)

Az A
~M(z.t)+ M(z + Az,t) = V(z. )5 - V(e + Az, t)5-=0 (27

onde V é o volume do segmento de viga, V(z,t) é a for¢a de cisalhamento, M(z.1)
é o momento fletor, p é massa especifica do material e p(z.t) é a carga distribuida

ao longo do comprimento da viga.

Tomando limite as equacoes (2.6) e (2.7) quando Azx — 0 tem-se

o2

y [V{J’ + Az.t) - V{z,t) d“u
— lim

[ W]
sl
e

Ar—0
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- {.-M(x + AxAtz - M(x._t)] - T [v(x,t] + 1»;(m + A:r._t)] . (2.9)

Ar—i0 Ar—s0

Entao. obtém-se

oV Pu
~55 = PA@) 7 — plz.1), (2.10)
@ — 1/‘(1:..]:‘)‘. (2.11)
ox

e enfim, substituindo (2.10) e (2.11) e utilizando a igualdade (2.5), pode-se esta-

belecer a equagao de Euler-Bernoulli

52 2 52
rh(x)a ‘;(;‘f) + ai” [1{(:)%1] =p(z.t), O<z<L, t>0,] (212

onde

e t = tempo.t >0,

e r = posi¢ao de um ponto da viga. 0 < z < L.

e u(z.t) = deslocamento da viga no tempo t e posicao «

e m(z) = pA(z) = massa por unidade de comprimento da viga,
e K(z)= EI(z) = rigidez flexural da viga.

e p(z.t) = forca aplicada

e [ = comprimento da viga

O modelo de Euler-Bernoulli fornece bons resultados para estruturas

flexiveis longas e finas (razao de espessura-largura < 1/10), e para freqiiéncias baixas.
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2.2 Estudo da Equagao Modal
A procura de solugdes de tipo harménico
u(z,t) = e“ X (z) (2.13)

para a forma homogénea

m(z)

Pulz.t) & azu(faf)] > (2.14)

52 9z lf‘ S

da equagdo (2.12), resulta em um problema de autovalor de Sturm-Liouville. de-

nominado equag¢do modal da viga.

& [ . d&*X(z) e e i e
= [Ix () Tz ] —m(z)w"X(z) =0, (2.15)

onde o parametro w é denominado a freqiéncia natural da estrutura e a funcao X(z)

é referida como autofung¢do ou modo de (2.14).

A solugdo geral da equacdo (2.15) pode ser expressa como
X(z) = adi(z) + c202(T) + ca0a(T) + cs04(T) (2.16)

onde ¢;, 1 = 1 : 4 sao constantes e ¢;(z). i = 1 : 4 sdo fun¢des linearmente indepen-

dentes que satisfazem a equagao (2.13).

A metodologia proposta neste trabalho consiste na construcao de um
novo conjunto de fungdes o;(z), i = 1 : 4, satisfazendo uma condicao de norma-

lizacao, a partir das fungoes ¢;{z). 1 =1:4.
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Tal condiciao de normalizacao é
= Arf i ] i |
@1(0) 91(0) ¢7(0) ¢(0) 1000
&2(0)  ¢5(0) ¢3’() e5(0) [ |0 100 (2.17)
&(0) @(0) &(0) a0 | |00 1 0
| Gu0) 0) &) a0 | [0 00 1]

A construcdo do conjunto de func¢des o;(z). i = 1 : 4 pode ser feita

através da transformacao

(s ][40 40 ¢ ¢”’(0) " [ i) ]
Goe) | _ | 0 400) #40) $4(0) | | 6l -
Go(2) | | 9s(0) 4(0) €20) ¢(0) | | oule)
Gia) || 0u0) S4(0) #10) o ”'(0)_ | 42 |

Utilizando a nova base de fungoes {4?}1-(.1-.)}4

.—;» 0s modos X (z) podem

ser escritos como

X(z) = adi(z) + C2a() + Eada(z) + E304(T). (2.19)
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A equacao (2.16) com a base {¢;(z)}. 7 =1:4, em z = 0 junto com a

condicao de normalizacao (2.17) produz

x© | [ &) 60 &0 &0 ] [a
X)) || #(0) 84(0) d4(0) &0) || &
Xm0y || B0) @40) &40 &) | | &
| x0) || e0) ax(0) E4(0) &0) | | @ |
rengltlal &}
_ 0100 Co _ Ca (2.20)
0 01 0 Cs C3
_UOOI_LE4J _64_
Isto é,
&G = X(0), &=X'(0), &=X"0), ¢s = X"'(0) (2.21)

Da mecanica dos materiais. temos que o momento fletor, M{z,t), é

expresso pela equagao (2.5)

M(z.t) = .K(I)%(:{.‘, t) = —K(z)e“ X" (z)
x
apos utilizar (2.13). A expressao
M(z) = =K(z)X"(z), (2.22)

é denominada o componente espacial do momento fletor e entao deduzimos facil-
mente que
M(0)

X"0) =~
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Alem do mais. a forca de cisalhamento, V{z,t), esta dada pela equacao (2.11):

oM
V(z,t) = 5—(2,1).
Similarmente a (2.22), a forca de cisalhamento também tem um componente espacial

V(z) que em termos de M(z) esta dado por

V(z) = M'(z), (2.24)
ou. utilizando (2.22),
V(z) = —K'(z)X"(z) — K(z)X"(z), (2.25)
do qual resulta
e [ e 0
X"(0) = Ato) (V(O) : (( )) .M(O)) (2.26)
apos o uso da igualdade (2.23).

Entao. o modo dado na equacgao (2.19) é

_ M(0)

X(z) = X(0)6r(z) + X'(0)6(x) — Frgl o) — ( (V( § ‘;((3)) (0))é4(x)._

2.27)
onde X(0). X’(0), M(0), V(0) e K(0) sao o deslocamento. o giro, o componente
espacial do momento fletor. o componente da forca de cisalhamento e a rigidez

flexural da viga na posicao z = 0.

Esta equacao tem uma importancia fundamental para o calculo simbdlico
dos modos e a determinagao numeérica das freqiéncias naturais. Os coeficientes das
funcoes de base normalizadas @;(z). i = 1 : 4. tem significado fisico direto. Além
do mais, qualquer configuracdo de viga tem como incégnifas 50 duas das grandezas

enumeradas no paragrafo anterior: X(0), X'(0). M(0). V(0) ¢ K({0). Para o cass
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particular de vigas uniformes, K’(0) = 0, resultando

M(0) -

X(2) = X(0)b(x) + X'(0)32(2) = oo és(a)

_ V(o) -
K(0)

QID.;(.I').

11



3 CALCULO ANALITICO DOS MODOS DE VIGAS CLASSICAS

Neste capitulo é descrito o procedimento de calculo analitico dos modos
e a construcao da equagao caracteristica da viga. As raizes desta ultima sdo as

frequéncias naturais da viga.

3.1 Condicgoes de Contorno Cléassicas

As condigoes de contorno apresentadas a seguir, tem sido utilizadas na
literatura classica, [Inman, 1994}, baseam-se no deslocamento e giro no extremo da

viga e carecem de dispositivos externos tais como molas e massas.

Basicamente existem quatro tipos de condi¢oes de contorno classicas:

e fiza, que nao permite o deslocamento nem o giro,
e apoiada, que nao permite o deslocamento mas permite o giro,

e deslizante, que permite o deslocamento mas nao permite o giro: esta €

uma condicao pouco frequente nas aplicagoes, e

e livre, que permite ambos, o deslocamento e o giro.

Na tabela 3.1 sdo mostradas as expressoes matematicas para as condigoes
de contorno classicas no extremo esquerdo da viga junto com os esquemas fisicos
correspondentes. As condicdes para o extremo direito sao as mesmas, porém com

x = 0 substituido por = = L.

Para fins de simplificacao., adotam-se siglas para denotar as diversas
condicoes de contorno classicas de uma viga. Tais siglas sdao mostradas na tabela

3.2.
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3.1 Condig¢oes de Contorno Cldssicas

Contorno Equacoes Esquema Fisico
i B =
' u(0.1) = 0. B—g(u.,z)_o a‘
Fixo a
deslocamento e giro nulos ﬂ
2
u(0,1) = 0, K(x)g-%(o,:) =0 M7
Apoiado o |
deslocamento e momento fletor nulos
=0, &L (I\'(:c)gﬁ) =0 |25
Deslizante ' ﬂ
. . /C
giro e forca de cisalhamento nulos —
2 52
| Ix(r)g;j[o,t) =0, £ (h(z)gﬁg) ©0.4)=0 | |
Livre |
momento fletor e for¢a de cisalhamento nulos
Tabela 3.1 Condicoes de Contorno Cldssicas
Na tabela 3.3. sido mostradas as condigdes de contorno da equacao
modal (2.15)
2
d,, K{m)d?x(m) —m(z)w?X(z) =0, (3.1)
dz? dz?

para ambos extremos da viga. Note-se que tais condicoes de contorno foram obtidas
a partir das igualdades enunciadas na tabela 3.1. Pode-se observar que as condigoes

permanecem as mesmas quando se muda de extremo.



3.1 Condicoes de Contorno Classicas

[ Condigao | Fixa

Apoiada | Deslizante | Livre

Sigla. | F A

| D L

Tabela 3.2 Siglas para as Condicoes de Contorno Cldssicas

Caso

Extremo z = 0

Extremo oz = L

X(L)=0, X'(L)=0

X(L)=0, M(L)=0

F-D

X'(L)=0, V(L)=0

F-L

A-A

X(L)=0, M(L)=0

A-D

X'(L)=0, V(L)=0

A-L

M(L)=0, V(L)=0

D-D

X'(0) =0, V(0)=0

X'(0) =0, V(0)=0

D-L

X'(0) =0, V(0)=0

M(0) =0, V(0)=0

L-L

M(0) =0, V(0)=0

M(0) =0, V(0)=0

14

Tabela 3.3 Condi¢oes de Contorno para a Equac¢ao Modal para uma Viga com

Condi¢ées de Contorno Cldssicas
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3.2 Metodologia de Calculo

Para fins ilustrativos, escolhe-se a configuracao fixa-livre, como é mos-

trado na figura 3.1

Figura 3.1 Viga fiza-livre

E sabido que uma viga com o extremo fixo em z = 0. tem o desloca-

mento e o giro nulos naquela posigao. isto é,
X0 =X18) =10, (3.2)

e entao o modo pode ser expresso, a partir da equagao (2.27). como

: K’ _—
Ry “((”)) ~——)( (0) - ())M(o)) ).

(3.3)

A rigidez flexural K'(z) e sua derivada K'(z) consideram-se conhecidas ao longo da
viga, pois envolvem parametros estruturais da viga, sujeitos a medicoes experimen-

tais. Por tanto. as incdgnitas na equagao (3.3) sao M(0) e V(0).

Por outro lado. o extremo direito da viga. x = L, é livre, isto é. o

momento fletor espacial, M(L). e a forca de cisalhamento espacial, V(L), sao nulos.
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e portanto
M(L)=0, istoé, X"(L)=0.
V(L)=0, istoé, —K'(L)X"(L)— K(L)X"(L)=0 ou X"(L)=0.
(3.4)
Usando a equacao (3.3) junto com as condices (3.4) temos as duas igualdades
([ M(0 K'(0 2
-0 - gy (v - Segmo) ) aury = o
< (3.5)
M(U m ’(0} o
L T ) =0,
| -FG 0 - gy (Vo - M) are =o.

e como M(0) e V(0) sdo as incognitas, (3.5) pode ser escrita em forma matricial

como

H( L)
1
K(0)

&5'(L) —

K00

( H.F'(L

(L) | | Mm(0) 0

x

(3.6)

(L) V(0) 0

A equacao (3.6) é um sistema linear algébrico homogéneo, e para obter solucées nao

nulas de tal sistema € preciso anular o determinante da matriz do sistema, isto é.

(L) - Lghoun) )
=0, (3.7)
C-)gf(L) {: [(g) m(L) HJ'(L)
ou.
F(LYSL(L) — Su(L)@y (L) =0, (3.8)

que é a equagao caracteristica das frequiéncias naturais do sistema.
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Impondo a condi¢ao (3.8) no sistema linear (3.6), este é reduzido a uma

unica equacgao

(E(0) — Tgh8(0) ) M) + (L) =0 (39)

e a solucao é

V(0) = _-;E%T)- (5;(;5) f’éé); B4(L) ) (0), M(0) parametro livre. (3.10)

Substituindo (3.10) em (3.3), apds alguma simplificacao algébrica, o

X(z) = ”“”( Bata) + B3 (o) ) (3.11)

modo resulta

R(0) 3i(L)
Devido a que a amplitude do modo é indeterminada, X' (z) pode ser escrita também

como

X(z) = ¢5(L)d4(x) — 4(L)da(2). (3.12)

A forma funcional do modo. (3.12), tem a vantagem da simplicidade

algébrica e da independéncia dos parametros estruturais da viga.

Um procedimento totalmente similar para calcular os modos e as fre-

quéncias naturais pode ser adotado para qualquer configuragao classica de viga.

A tabela 3.4 mostra os resultados prontos para diversas configuragoes

classicas:



3.2 Metodologia de Cilculo

[
(v

Viga Equacgao Caracteristica Modo
F-F &3(L)y(L) = d4(L)d4(L) = 0 (L)os(z) = da(L)os(z)
F-A O4(L) — 04(L)o4(L) =0 ¢3(L)¢a(z) — 04(L)oa(z)
F-D (L) (L) - S4(L)4 (L) = &4 (L)d4(z) — &4(L)9a(z)
F-L GH(L)Y (L) — ¢{(L)d5' (L) =0 &5(L)da(z) = ¢{(L)@s(z)
A-A (L)Y (L) — 34(L)S4(L) =0 S2(L)04(z) — 04(L)da(z)
A-D (L)' (L) = &4(L)é5' (L) =0 Oh(L)ba(x) — &4(L)6a(x)
A-L UL (L) — GU(L)PY(L) =0 &4(L)da(z) — (L) d2(z)
D-D = 61 (L)o%' (L) + o5(L) &Y' :5’1(L)és(x)+5§(L)<5s(r)+
e OGO EA AN )) =0 | +5 8 & D)éi) - 8(D)é(a)
D-L -&{(L)oy (L) + o4(L)oy (L)+ —61(L)<53( ) + &5(L)oy(z)+
e - o;'(L)o’”(L)) =0 | + 5§ @ W6i(a) - (Lo ()
L-L S{(L)oy' (L) — &5(L)oy"(L) = 0 o (L)oa(z) = o5(L)o(z)

Tabela 3.4 Modos € equagoes caracteristicas para diversas configuragoes cldssicas
de vigas (ndo-uniformes).
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A tabela 3.4 ilustra a generalidade da metodologia, isto é, os resultados

sao validos para vigas nao uniformes em geral.

Na se¢do a seguir, consideramos as vigas com secao transversal cons-

tante.

3.3 Vigas Classicas com Secao Transversal Constante

No caso das vigas com segao transversal constante. a massa por unidade
de comprimento é constante

m{z) = pA, (3.13)

onde p € a massa especifica do material da viga e A € a drea da secdo transversal da

viga. Também a rigidez flexural é constante:
Kiz)=Fl, (3.14)

onde E é o modulo de elasticidade de Young e / é o momento de inércia da viga
com respeito do eixo perpendicular a viga.
Neste caso. K'(0) = 0.

De (2.15), a equacao modal resulta

d'X(z)

T B*X(z)=0 (3.15)

sendo 3 um parametro definido por

Bt = wi—. (3.16)
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A equagao (3.15) é muito conhecida na literatura, e comumente a sua

solucdo € escrita como
X(z) = esen(Bz) + ¢, cos(Bz) + casenh(Bz) + ¢4 cosh(Bz). (3.17)
Desse modo. consegue-se o conjunto de fungoes

{o1(z) = sen(Bz), ¢a(z) = cos(Bz), ¢3(z)=senh(Sz), o64(z) = cosh(8z)}.
(3.18)

Porém, o conjunto (3.18) nao satisfaz a condicao de normalizacao (2.17).

Mas a construcao proposta em (2.18) implica que

(a@] [og o -] [aw]
o9(z) _jto g 0 bo(z)
&G)| |os o g 65(2)
\_ S4(z) | |10 B2 0 | | ¢alz) |
0 1 0 1 ” o1(z) -‘
1 % 0 % 0 oa(z) 219
S 2] o _31'? 0 512 o3(z) .
h —713— 0 —,j,% 0 || @ul2) |

A partir da equagao (3.19) pode ser identificada a nova base de funcoes:

i(2) = 2(6a(2) + bu(e)) = LHELIHOMBT) _ (3.20)
Ga(z) = E%(@I(-LJ+03( ))=Sen('3$);;e“h(‘3‘” = Ws), (3.21)
Ga(z) = :_,flgg(—cfvz(:cj+¢4(r}) = _COS("%‘));COS]’(B‘T) = K(z), (3.22)
oilr) = ss(=dula) + oula) = I gy ()
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E importante salientar que a funcio h(z) é a solucio da equacio modal

(3.15) sob condicoes impulsivas, isto é, o4(z) = h(z) satisfaz

d*X(2) _ gay. =
P B*X(z)=0
(3.24)
X0)= X9 =X10)=0, X0 =1i.
Pode-se afirmar. entao, que a base de fungoes
{ k"(z), h"(z), k'(z), h(z) } (3.25)

é a base mais adequada para explicar as vibracoes livres de vigas uniformes pelas
suas vantagens algébricas (simplicidade e sistematizagao funcional), computacionais
{simplicidade do cdlculo simbolico) e fisicas (relagao direta com as grandezas fisicas
do modelo). Outra caracteristica desejavel é a robustez dessa base quando os
parametros se anulam (ou, na pratica, quando sdo muito préximos de zero). Em tal

circunstancia tem-se que

. " = 29
fl;l_r:"éh (2)=1, (3.26)
Iim A"(z) = z, (3.27)
5—=0
il
im B(z) = — 3.28
:!31_1;1"(1117 (z) 5 (3.28)
'I.'3
”lgi__r%h(a') = —6— (3.29)

e tais limites sugerem o uso da base “estatica”

(]

276

Ay, (3.30)

concordando plenamente com os resultados na literatura, [Claevssen e Soder. 2002]



3.4 Vigas Classicas com Secao Transversal Continua

I
ro

Desafortunadamente, tais aspectos da eficiéncia desaparecem quando é

considerada a base “cldssica”

{ sen(Bz), cos(Bz). senh(Bz),cosh(Bz) }.

O uso da base “impulsiva” (3.20-3.23) tem sido fortemente encorajada

por Claeyssen, 1999,2002.

3.4 Vigas Cléassicas com Secgao Transversal Continua

Neste caso, a massa linear m(z) e a rigidez flexural K (z) sao fungoes

continuas. O modo € calculado de maneira geral como em (2.27):

X(z) = X(0):(2) + X'(0)a(x) - ‘}‘f(([?)’éa(w) = ﬁ (vm) - {;;g; M(O)) Bu(),
(3.31)

e para as configuragoes especificas, mediante a tabela 3.4.
Podem ser mencionados os seguintes casos de vigas com secao transver-

sal continua [Lin,2000]:

1. Caso K(z)=a(l + _ﬁ:r:)n-'-z. m(z) = a(l + .6’:1')?]l

Neste caso. uma base de funcées nao normalizadas esta dada por

o) = (§) R0 e@)=(5) Yal)

=

o(e)= (5) 10, a2 =(§) Kal0),

onde J,(¢) e Y,(() sao as fungoes de Bessel de primeiro tipo, isto é.

satisfazem a equacao diferencial

i d*y(z) " @)
dz? T odr

+ (2° = n?)y(z) = 0.
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1

1,.(¢) e K(() sdo as fungSes de Bessel de segundo tipo, isto é, satisfazem

a equacao diferencial

Py(z)  dy(z)
5 } &
% dz? % dx

— (2 +n?)y(z) =0, (3.33)

A € uma constante definida por

2 faw?\'*
e & [ 539

e ( é uma variavel definida em termos de z como
¢ =1+ 82)"". (3.35)

Os casos mais conhecidos sao quando n = 1, que corresponde as vigas
em forma de cunha. e o caso n = 2 que corresponde as vigas com

variagao linear na segao transversal.

. Caso K(z) = a(1 + 82)"™", m(z) = a(1 + B2z)"

Neste caso, uma base de fungdes para o espaco solucio da equagao
modal (2.15) estd dada pelas fungdes (1 + Bz)” sendo z solucio da

equacao

A 42n+1)P2+ (2 +n—1)2— (2 +3n+2)z— % =0 (336)

Para resolver (3.36). pode-se observar que tal equacao é equivalente a

n -+ 2 . n+2\? aw? _

=

e pela simples utilizacdo da férmula de Baskara. a ultima equacao fica

resolvida como

('n—]—Iﬂ:

I
|
S| —
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onde a constante c¢ esta definida pela relagao

a_[n+2 o aw? .
¢ —( 5 ) +o:-3"' (3.39)

Entao. a base de funcoes esta dada por

-1 (r+1+V/RT=35T) ~ 5 (n4+14V/nT=3=3)
] -

é1(z) = (1 + Bz) éa(z) = (1 + Bz)

—i(n+1-/nT=353) )—%(n+1-M)

(3.40)

éa(z) = (1 + Bz) , fa(z) = (1+ Bz

3. Caso K(z) = ol +;33:)4, m(z) = a(l + ,5‘:1?)4
Neste caso, uma base de fung¢des nao normalizadas esta dada por

o(z)=(1+ 83)_2sell(cz), d(z)=(1+ Bx)_g cos(ez).

éa(z) = (1 + ,Bx)—gsenh(cm)._ ba(z) = (1 + _3::)_2 cosh(czx).
(3.41)

onde ¢ é uma constante definida por

¢ = : (3.42)

Neste caso, a simplicidade algébrica dos resultados permite escrever

- . . 7 14
explicitamente as fungoes normalizadas {C.bi}.;_; como segue

= 2 _ 932
o(z) = C—z(T_—i—S,—l—)g (cé’scn(c.r] + -6—2—:”’— cos(cx)+
(3.43)

¢dsenh(cz) + ﬁ'?z_% cosh(cx)) 3
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ox) = FTIEP (Cz 5% en(ca) — 28 cos(ex)+
(3.44)
C—"fr-)b—gzsenh{cx) + 2¢3 cosh(cx }) .
o3(z) = m (—:Bﬁsen(c:c) - —%cos(cx)—.‘—
(3.45)
33senh(cz) + %cosh(c:c)) ;
oi(z) = m (—sen(cz) + senh(cz)) (3.46)

4. Caso K(z) = ae™?®, m(z) = ae™?®

Aqui, uma base de fungdes esta dada por

o1(z) = exp {(75 + \m) } d2(z) = exp [( - \/W) 'r;] y

d3(z) = exp [(%S—M) a:J, ¢a(z) = exp [( \/—W)l :
(3.47)

au..
a -

onde ¢* =
No presente trabalho, as fun¢des normalizadas. ¢;(2), sdo mencionadas
explicitamente s6 para o caso 3. Nos casos 1, 2 e 4. tais fun¢des normalizadas nao

foram escritas aqui devido a seu tamanho.



4 CALCULO MODAL PARA VIGAS NAO UNIFORMES

Neste capitulo, sao consideradas vigas com a rigidez e a massa linear
K(z)=a(1+82)". m(z)=a(l+8z)", (4.1)

respectivamente.

De acordo com os resultados da secao 3.4, tem-se que as solucoes nor-

malizadas da equacao modal 2.15

d [ . &*X(z) " . i
5 [I\(:c) e } —m(z)? X (z) = 0, (4.2)
estao dadas pelas fungoes
3 o 1 A C2 o 2/32
o1(z) = ZA+ 5y cfBsen(ex) + ——— cos(cz)+
(4.3)
. ¢ 4232
c¢Bsenh(cz) + ——5—— cosh(ez) } ,
oo(z) = gl 41”31‘)2 (C' _26'3- sen(cz) — 2¢/3 cos{cx )+
(4.4)
B, 1 i
Ez-—"%—62-senh{c.'.':_) + 2¢8 cosh(c:c)) ;
os(z) = m (—3,-35611(655) — %cos{cw)—f—
(4.5)
33senh(cz) + :E;cosh(c:r)) .
os(z) = 1 (—sen(cz) + senh(cz)) (4.6)

2¢(1 + Bx)?

26
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onde o pardmetro ¢ esta dado por

sendo w a freqiiéncia caracteristica.

Os valores dos parametros envolvidos sao mostrados a seguir

Parametro Valor

1.78 x 10" Nm?
—1,247 x 107! m™!
3.65 x 10° Kgm
1m

N W R

Tabela 4.1 Valores dos parametros

Para os diversos tipos de vigas classicas, as equacgOes caracteristicas
correspondentes sdo tomadas da tabela 3.4. com as fung¢ées o,(z) substituidas pelas

equagoes (4.3)-(4.6).

Nas figuras dos modos de cada configuragdo de viga. tem-se a seguinte

distribuicao entre as cores e os modos:

Modo Cor

Primeiro Verde

Segundo Azul
Terceiro | Vermelha
Quarto Preta 1

Quinto | Marron

Tabela 4.2 Distribuigdo de cores para os modos
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4.1 Viga Fixa-Fixa

4.1 Viga Fixa-Fixa

Figura 4.1 Viga do tipo fiza-fira

Parametro ¢ | Frequéncia Caracteristica
4.730040745 156.24
7.853204624 430.68
10.995607384 844.31
14.13716549 1395.69
17.27875966 2084.92

Tabela 4.3 Primeiros cinco valores do parametro ¢ e das freqiéncias caracleristicas
de uma viga fira-fixa
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Figura 4.2 Grdfico dos primeiros cinco modos de uma viga fira-fiza
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4.2 Viga Fixa-Apoiada

Figura 4.3 Viga do tipo fiza-apoiada

Parametro ¢ | Frequéncia Caracteristica
3.996600295 111.54
7.107020613 352.73
10.23725132 731.36
13.37262816 1248.81
16.51032477 1903.60

|

Tabela 4.4 Primeiros cinco valores do parametro ¢ e das freqiéncias caracteristicas
de uma viga fira-apoiada



4.2 Viga Fixa-Apoiada

Iigura 4.4 Grdfico dos primeiros cinco modos de wina viga fixa-apoiada

31
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4.3 Viga Fixa-Deslizante

Figura 4.5 Viga do tipo fira-deslizante

Parametro ¢ | Freqiiéncia Caracteristica

|

:

| 2569721580 16.11
5.597032043 218.77
8.703783981 529.03
11.82857010 977.08
14.96029455 1562.95

Tabela 4.5 Primeiros cinco valores do parametro ¢ € das freqiéncias caracteristicas
de uma viga fira-deslizante
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Iigura 4.6 Grdfico dos primeiros cinco modos de uma viga fira-deslizante
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4.4 Viga Fixa-Livre

Figura 4.7 Viga do tipo fiza-livre

Parametro ¢ | Freqiéncia Caracteristica
2.031982098 28.83
4.813021991 161.77
7.925304628 438.63
11.04648060 852.14
14.17696741 1403.56

Tabela 4.6 Primeiros cinco valores do parametro ¢ e das freqiéncias caracteristicas
de uma viga fiza-livre
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Figura 4.8 G'rdfico dos primeivos cinco modos de uma viga fira-livre
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4.5 Viga Apoiada-Apoiada

e
h____-“_h_"—____‘_"'_“—"——-__

i o S SO T T WmgyTmmaTS T O

| _ﬁ__-_.___'_____'_______._ﬂ-

| e

"

Figura 4.9 Viga do tipo apoiada-apoiada

Parametro ¢ | Freqliéncia Caracteristica

3.137217303 68.73
6.285242449 275.87
9.426939352 620.59
12.56829248 1103.10
15.70964530 1723.44

Tabela 4.7 Primeiros cinco valores do parametro ¢ e das freqiéncias caracteristicas
de uma viga apoiada-apoiada
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Figura 4.10 Grdfico dos primeiros cinco modos de uma viga apoiada-apoiada

01" o\ \ds A o8/ V\gs A
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4.6 Viga Apoiada-Deslizante

Figura 4.11 Viga do tipo apoiada-deslizante

Parametro ¢ | Frequéncia Caracteristica
1.709489875 20.41
4.773158208 159.10
7.892267118 434.98
11.02345894 848.59
14.15908171 1400.02 l

Tabela 4.8 Primeiros cinco valores do parametro ¢ e das freqiéncias caracteristicas
de uma viga apoiada-deslizante
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Figura 4.12 Grdfico dos primeiros cinco modos de uma viga apoiada-deslizante
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4.7 Viga Apoiada-Livre

Figura 4.13 Viga do tipo apoiada-livre

———

Parametro ¢ | Frequéncia Caracteristica

4.000960273 11199
7.110761552 353.10
10.24011415 732.27
13.37493077 1249.24
16.51224505 1904.04

Tabela 4.9 Primeiros cinco valores do paramelro c e das freqiéncias caracteristicas
de uma viga apoiada-livre
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igura 4.14  Grdfico dos primeiros cinco modos de wma viga apoiada-livre
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4.8 Viga Deslizante-Deslizante

Figura 4.15 Vige do tipo deslizante-deslizante

Parametro ¢ ’ Freqiéncia Caracteristica
3.233025423 72.99
6.331784691 279.97
9.457757648 624.65
12.59131118 1107.15
15.72801113 172747

Tabela 4.10 Primeiros cinco valores do parametro ¢ ¢ das freqiéncias caracteristicas
de uma viga deslizante-deslizante
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WAKA

Iigura 4.16  Grdfico dos primeiros cinco modos de uma viga deslizante-deslizante
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4.9 Viga Deslizante-Livre

Tl

A

?m:o/
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Figura 4.17 Viga do tipo deslizante-livre

Parametro ¢ | Freqiiéncia Caracteristica
2.479068249 42.92
5.552996773 215.34
8.675272223 525.57
11.80754304 973.61
14.94365239 1559.47

Tabela 4.11 Primeiros cinco valores do parametro ¢ e das freqiéncias caracleristicas
de uma viga deslizante-livre
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Figura 4.18 Grdfico dos primetros cinco modos de wma viga deslizante-livre
g [
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4.10 Viga Livre-Livre

Figura 4.19 Viga do tipo livre-livre

Parametro ¢ | Frequéncia Caracteristica
4.738306594 156.79
7.859949861 431.42
11.00088703 845.12
14.14147581 1396.54
17.28239262 2085.79 J

Tabela 4.12 Primeiros cinco valores do parametro ¢ € das frequéncias caracteristicas

de uma viga livre-livre
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1 NIAX

Iligura 4.20 Grdfico dos primeiros cinco modos de uma viga livre-livre
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o

4.11 Comentarios sobre os Resultados

observacoes

De acordo com os resultados obtidos, podem ser feitas as seguintes

Quando o parametro 3 é negativo. a amplitude dos modos é pequena

no extremo esquerdo e resulta maior no extremo direito da viga.

Quando o parametro 3 é positivo, a amplitude dos modos € grande no

extremo esquerdo e resulta menor no extremo direito da viga.

Quando o parametro J € zero. a viga € uniforme e os modos coincidem

com os das vigas ja estudadas por Moschen. 1999.

Quando o parametro 3 é, em geral. nao nulo, as freqiiéncias carac-

teristicas aumentam em relagao as vigas uniformes.



5 cA@CULo ANALITICO DOS MODOS DE VIGAS NAO
CLASSICAS

5.1 Condigoes de Contorno Nao Classicas

As condicoes de contorno aqui abordadas correspondem a reagées res-
tritivas lineares associadas a elementos elasticos e inerciais. Estas condicoes podem

ocorrer sozinhas ou em conjunto com as outras.

Basicamente. neste trabalho. sao consideradas quatro condigoes de con-
torno nao classicas, [Clough, 1993]: a mola lateral. a mola torsional. a massa con-
centrada e a massa inercial. Além destas existem muitas outras que aparecem com

menos freqliéncia.

Como no caso das condigoes de contorno cldssicas, aqui também € re-
querido o calculo simbdlico dos modos utilizando as funcoes de base com condigoes

normalizadas no extremo esquerdo (z = 0) da viga.

Similarmente & se¢ao 3.1, para fins de simplificacdo. adotam-se siglas
para denotar as diversas condicoes de contorno nao classicas de uma viga. Tais siglas

sao mostradas na tabela 3.1.

[ Condigao | Mola Lateral | Mola Torsional | Massa Concentrada | Massa Rotacional

[ Sigla [ K, l K. M, L.

Tabela 5.1 Siglas para as Condi¢ées de Contorno nao Classicas

Na tabela 5.2. sao mostrados os esquemas que representam os diversos
| 1

tipos de vigas com condi¢oes de contorno nao classicas consideradas.
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5.1 Condicoes Nao Classicas

Tipo de Contorno Esquema Fisico
|
o
Mola lateral <
<_
<

Mola torsional

Massa concentrada l

Massa rotacional

Tabela 5.2 Condi¢oes de Contorno Nao Cldssicas

A seguir. na tabela 5.3 sao mostradas as equagoes correspondentes a
cada condicao de contorno nao classica. Cada condicao de balanco de momento ou
de forca deve ser aumentada por uma condicao em cada extremo, pois sdo requeridas
duas em cada extremo. Um critério simples para determinar a condicdo adicional é
observando que com a ausencia do dispositivo o contorno fica livre. isto é. 0 momento

fletor e a forca de cisalhamento seriam nulos.

Outro fato importante de ser observado na tabela 5.3 é que existe mu-

danca de sinais em um lado das igualdades quando se muda de extremo.



5.1 Condicées Nao Cldssicas

o
’

Extremo Lado esquerdo Lado direito
Mol Bor o y
ot 2 [A(I)g—f}] (0.) = —knu(0.t) | 2 [K(a )gﬂy] CE B =kl E o)
[K(m)gﬁ] (0.4) =0 [h (r)@;.g] (5 8=
Mols [I\"r)a } 0.4) = k. 2%(0.1) A(T)@gﬂ (L) = =k Q8(L.4)
Torsional { ’"T Qg |\ T Ty
2 [w@)Z4] 0.0 =0 2 [K@)2%| (L. =0
Massa a T 2 B Pupy d 82u a2
o ada | 2 |K(2)2 “] (0.) = —m. 28 (0.0) | & [A(.r)a;;] (L.t)=m.L4(L.1)
[1{@-)%}5} (0.1) = [1\'(;1‘)3;'] (L.t) =0
M K
Massa % . PP D B PE
Rotacional [h( )T} (93] =4 ﬁ—(ﬂi) [{\ ('T)B.l‘g] W) = ”-‘atﬁg (£:1%)
: 52 : 22,
9 [1{(2-)%%] (0.) = 0 2 [A (m)gn_‘.;] (L.1) =0

Tabela 5.3 Condi¢oes de Contorno Nao Cldssicas
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Na tabela 5.4, sao mostradas as condigoes de contorno nao classicas da

equacao modal (2.15)

d2 i dg_x(w) i A, T, . =
g [[x(a,) To? ] —m(z)w*X(z) =0, (5.1)

para ambos extremos da viga. Pode-se observar que tais condi¢des de contorno

foram obtidas a partir das condi¢oes de contorno enunciadas na tabela 5.3.

As fungoes M(z) e V(z) ja foram definidas nas equagoes (2.22) e (2.24) e
representam os componentes espaciais do momento fletor e da for¢a de cisalhamento,

respectivamente.

Além do mais. tem-se incluido os parametros dos dispositivos

e k., representa a rigidez da mola lateral,

® k. representa a rigidez da mola torsional,

e m, representa a massa colocada na extremidade da viga, e

e i representa o momento de inércia produzido pela massa rotacional.

Observa-se também que. como no caso da tabela 5.3, as condicoes na

tabela 5.4 mudam de sinal quando se muda de extremo.
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Caso Extremo z =0 Extremo z = L

Kp—Kn | V(0)=kaX(0), MO)=0 | V(L)=—kaX(L), M(L)=0

Kn — K, V(0) = k,, X(0), M(0)=0 M(L) =kX'(L), V(L)=0

Km—M. | V(0)=kyX(0), MO0 =0 |V(L)=mw?X(L), M(L)=0

Km—1 | V(0)=kaX(0), M0)=0 | M(L)=iw?X"(L), V(L) =0

K,— K, | M(0)=—kX'(0), V0)=0 | M(L)=kX' (L), V(L)=0

K., =M. | M(0)=—kX'0), V(0)=0 |V(L)=mw?X(L), M(L)=0

K.—I | M(0)=—kX'(0), V0)=0 | M(L)=i?X"(L), V(L)=0

M. — M, | V(0) = —mw?X(0), M(0)=0 | V(L) = mw?X (L), M(L)=0

M.—I1 | V(0) = —muw?X(0), M(0)=0| M(L)=iw?X"(L), V(L)=0

L—1 | M) =—iw?X'(0), V(0)=0 | M(L)=iw*X'(L). V(L)=0

Tabela 5.4 Condicoes de Contorno para a Fgquagdo Modal para uma Viga com
Condig¢oes de Contorno nao Cldssicas
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5.2 Metodologia de Calculo

Para fins de ilustragao. considere-se a configuracao de viga com mola

lateral na extremidade esquerda e com mola torsional na extremidade direita, como

Figura 5.1 Viga de tipo mola lateral-mola torsional

€ mostrado na figura 5.1

Como sempre, a equagao modal esta dada por (2.15)

d? [ X (z)

E’B—z' K (I) dz? ] . ﬁl(x)wz,)((:f) =0,

sujeita a quatro condigoes de contorno.

De acordo com a tabela 5.4, tem-se entao duas condicoes de contorno

na extremidade esquerda

V(0) = k. X(0), M(0) =0, (

wt
| S]
S

e duas condicoes de contorno na extremidade direita

M(L) = k.X'(L). V(L) =0. (5.3)

O modo de vibracao da viga esta dado. de maneira geral, pela igualdade
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e entdo, devido as condicoes (5.2) tem-se que
= knX(0) -
X(z) = X(0)é:(z) + X'(0)da(z) — ;;(é) L3.(2). (5.4)
A segunda das condicoes de contorno em (5.3),
V(L)=0 (5.5)
implica que
K(L)X"(L)+ K'(L)X"(L) =0 (5.6)
e. utilizando a iltima igualdade junto com (5.4), tem-se que
Fm {\(L) (L) — K(L)q m( = ’(L)CD"(L] % K I\ [ éﬁ(L)
A= K(L)oy(L) + K(L)@4(L) '
{5.7)

Agora, pode-se substituir (5.7) em (5.4) e considerando que o modo é tinico exceto

por um fator escalar, obtem-se

X(z) = K(L)(3(L)bi(z) - &"(L)s(x)) + K'(L)(BUL)r(x) — BY(L)s(x))

le\ 1 7 T 1
L—Mg—])(% (E)a(z) — B(L)du(z))
i (B Déa(e) — SY(L)ou() (5:8)

Pode-se conseguir maior simplicidade algébrica, definindo a funcao ¢;; x(z)

parai,j=1,2,3,4ek=0,1,2,3 como segue

ijx(z) = 6F(L)d;(x) — &M (L)oi(z). (5.9)

onde
R.

d
,\O, T]{ y parak=08,1,223 (5.10)

RN
o; (L) = =
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com
i = = g
——%ilz) = oi(L). (5.11)
da® oL
A equagao (5.9) permite escrever o modo X (z) obtido na equagao (5.8)
como
. i . 5 o  knK(L) - kn,K'(L)
X(z) = K(L)ona(z) + K'(L)oa 2(z) + K(0) Sa23(x) + K(0) é-fz o(x).
(5.12)

A equacao caracteristica proveniente da primeira igualdade da equagao
(5.3).
M(L) =k.X'(L), (5.13)

esta dada por

k. X'(L)+ K(L)X"(L) =0 (5.14)

onde X'(L) e X"(L) sao calculadas a partir da expressao algébrica para o modo

X(z) (5.12). e que em termos das fungdes &;;.(z) pode ser rescrita como

e K (L) o(L) + kK (L)3hy o L) + 22 B G, (1) + BBl g1 )

. = ko {4 i m 4 L1
HRAL)3 5(2) + K(DK'(D)@ ole) + 2t o(a) + B W g o) = o

(5.15)

Deve-se salientar que a definicao (5.9) é muito util. nao sé pela sua
simplicidade algébrica mas pela facilidade com que pode ser inserido na programacao
simbdlica para o calculo das frequéncias caracteristicas e dos modos de vibracao de

diversos tipos de configuracoes de vigas.

De maneira similar. foram calculados os modos para os outros tipos
de vigas com condicdes nao classicas e os resultados obtidos foram arranjados na
tabela 5.5. Por simplicidade. escolheu-se a forma compacta (5.14) da equacao ca-

racteristica.
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-1

o

Modo X (z)

Equagao Caracteristica

Viga
Ko — Ky K(0)0212(2) + kno422(z) knX(L) - K(L)X"(L)=10
) K(L)¢21 3(z) + K'(L)é212(z)+ k. X'(L) + K(L)X"(L) =0
k. Ix(L) knK'(L) -
~K() 3(z) ‘m')"@az.z(x)
K,, — M, K(G]égm(x) ot kmé4g_g{3:) mew? X (L) + K'(L)X"(L)+
K(L)X"{(L)=20
Km — K, K(L)6215(z) + K'(L) 621 2(z)+ iw? X'(L) + K(L)X"(L) =0
kK (L) kmK'(L) -
h(o) 423 )+ }’f([)) 9422( )
K — K, K (L)b123(z) + K'(L)é122(z)+ k. X'(L) + K(L)X"(L) =0
k- K(L) - k-K'(L) -
“K©) o133(7 +W¢132( z)
K, — M. K(0)é13,2(z) + K'(0)641,2(2) mew? X (L) + K'(L)X"(L)+
K(L)X"(L) =0
K, =1, K(L)é123(z) + K'(L)12.2(2)+ i X' (L) + K(L)X"(L) =0
k}\{\(og;]c:—,la‘g(x) - E:TA(_éQOIS 2(:'5
iMc — i]'llc 621 2 I) -+ I (0;024 2(1‘) mcw'z-}"(L) i I{’(L)X”(L)'}-
K(LYX"(LY=10
M, — I, K (L)bg a(z) + K'(L)bay.2(z)+ i X' (L) + K(L)X"(L) =0
2 _ Y
%(A (L)b243(z) + K'(L)dasa())
Ic_ 1!:' )@123($)+K (L) ‘."2( )+
tew?’ X (L) + K(L)X"(L)=0

(
( L)orza(z) + K'(L)éra2(z))+
() b B0) (10 (1) 341 0(2) + K (L)B0ra(2))

?

K 0
uJK
K0

Tabela 5.5 ¥

Modos € equacoes caracteristicas para
classicas de vigas (nao-uniformes).

diversas configuracoes nao
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5.3 Vigas Nao Classicas com Secao Transversal Continua

A presenga dos dispositivos mecanicos nas extremidades da viga sé
modifica as condi¢bes de contorno da equacao modal. Os modos e frequéncias ca-

racteristicas da viga foram calculadas na secao anterior na tabela 5.5.

Por outro lado. o fato que a se¢ao transversal da viga seja constante ou
continua em geral implica na utilizagao de fungdes de base que ja foram vistas nas
secoes 3.3 e 3.4 para o caso constante ou variavel, respectivamente. Tais fungoes

podem ser utilizadas também no caso das condicoes de contorno nao cléassicas.



6 CALCULO ANALITICO DOS MODOS DE VIGAS
BISSEGMENTADAS

Neste capitulo, é feito o calculo analitico dos modos relativos as vi-
bracoes transversais de vigas bissegmentadas, isto é, com a presenca de dispositivos
mecanicos intermediarios. descritas pela equacao de Euler-Bernoulli:

Q*u(z,t) 0 [.. . 0%u(z,t) B i ‘
92 " 5a [K(I)——@— =p(z,t), 0<eg L, t>0: (6.1)

O célculo dos modos é feito resolvendo a equa¢ao modal

& [,  dX(z) iin Bl
] |:A[:r) T2 ] —m(z)w X(z) =0, (6.

(=]
|8

correspondente a equagao (6.1).

Na se¢ao a seguir. aborda-se o problema de determinar o modo X (z)
perante a presenca de dispositivos mecanicos intermediarios. Na pratica, podem
aparecer configuracoes de vigas bem mais complicadas, que nao serao abordadas

neste trabalho, pela sua dificuldade algébrica.

6.1 Configuragoes de Vigas com Dispositivos Intermedidrios

Os tipos mais comuns de dispositivos intermediarios encontrados na

literatura, Clough & Penzien, 1993; sao descritos na tabela 6.1.

Na tabela 6.2, sao mostradas as condi¢oes de continuidade para os res-
P
pectivos dispositivos intermedidrios. Supde-se que o dispositivos estd localizado na

posicao r = L.



6.1 Configuracoes de Vigas com Dispositivos Intermedidrios

Tipo de Dispositivo

Esquema Fisico

Apoio simples (A) g ¢ 5 %
o o @ L ]
~.
Mola lateral (A,) €
=
<

e o 0 a

Mola torsional (A )
Massa concentrada (M.) e e I ° e
e ¢ o /\’ 8w

Massa rotacional (/)

Tabela 6.1 Dispositivos Mecanicos Intermedidrios
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6.1 Configuracoes de Vigas com Dispositivos Intermedidrios

Dispositivo Condicoes de Continuidade
u(u™,t) = u(pt 1) = 0
Apoio — .
Simples uz(p=,t) = u(p*,t)
M(p=,t) = M(u*,t)
u(p™,1) = u(p*,1)
U lu—.1) = +
Ma,Ssa ur(.\u 't) _uI(}'J -t]
Concentrada M 1) = M)
I/(P:_-,t) e V(#-F: t) 4 mcu”(#_’t)
u(,u‘,i) = u(f-ﬁ-?t)
Massa up(p t) = us(pt,t)
Rotacional M(p=,t) = M(pt,t) + teup(p, 1)
V(p=,t) = V(ut,i)
(h ) = u(ut, 1)
Mola ur(p”,t) = ug(pt, 1)
Lateral M(u=,t) = M(ut,t)
V(p=.1) = V(¥ 1) + knu(u™, 1)
u(p=,t) = u(ut,t)
Mola ua{p, 1) = u{pt, 1)
Torsional M(p~,t)= M(u*,t) + kou(p,t)
1-"-(}‘.[_-.f) = 1’(#~r‘f)

6
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6.2 Equacao Modal e Condigoes de Continuidade

O calculo dos modos é feito através da equagao modal

d2

a d*X(z)
dz?

dz?

[A’(I) } — m(z)w? X (z) = 0, (6.3)

sendo X(z) o componente espacial do deslocamento da viga u(z.t) = e“* X (z).

E conveniente calcular o modo X (z) em duas parcelas, como é mostrado

na figura 6.1
Xi(z) Xo(x)
0 0
/ p : P

Figura 6.1 Esquema de segmentagio do modo X (x}

O modo X(z) é montado a partir de X,(z) e X3(z) como segue

Xi(z), 0<z<u
X(z)= (6.4)
Xo(L—2), u<z<L

As condigoes de continuidade que aparecem enumeradas na tabela 6.2.
podem ser traduzidas de maneira que representem condi¢oes de continuidade para

a funcao modal X (x) na posi¢do = = u. Isto pode ser visto na tabela 6.3.

Desta maneira. dada qualquer configuracdo de viga bissegmentada,

com um dispositivo intermediario. ter-se-a um problema de valor de contorno con-



6.2 Equaciao Modal e Condicoes de Continuidade

Caso Deslocamento Giro Momento Fletor Forca de Cisalhamento
A | Xi(e)=Xo(L-u) =0 | X{(s)=-XJ(L-p) X{{u) = XL - 1) <
M. Xi(u) = Xa(L—p) | X{(»)=-X{(L-u) X{'(w) = XJ(L—n) K'(0) X (1) + K () X{" (1) =
—K'(4)XJ(L = p) = K(#)X$"(L - )
+mew? X1 {u)
I Xi(u)=Xa(L =) | X{(s)==X}L—p) | K(e)X{(s)= K(0)XJ(L - 4) X{"(u) = =X5"(L - )
+icw? X (p)
Ko Xi(p)=Xa(L-p) | X{(w)==X{(L~p) X{'(u) = XJ(L - ) —K"(@)X{ (1) = K()X{"() =
K'"(u)XY(L = )+ K()X3"(L - 1)
+kml\'l(ru:'
K, Xi(u) = Xa(L—p) | Xj(u) = =X3(L—p) | K(p)X]'(#) = K(u)XJ(L - g X{M(u) = ~X3"(L - u)

_er;[l-‘)

Tabela 6.3 Condi¢oes de Continuidade para Vigas com um Dispositivo Inter-
medidrio Cldssico ou Nao Cldssico

siderando a equagao diferencial (6.3} junto com quatro condicoées de contorno e

quatro condi¢oes de continuidade.
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6.3 Metodologia de Calculo Modal

A abordagem apresentada a seguir, considera uma técnica algébrica
mais ou menos simples para obter 0 modo normal e a freqiéncia caracteristica de
uma viga: a informagao das condigbes de contorno e de continuidade, junto com a

forma modal calculada em (2.27).

De acordo com a formal modal geral. calculada em (2.27), tem-se

_ - M(0) - & i
xurzxwmmﬂ+rwmxm~ﬁﬁ%%quﬁa(wm—%%ngQ¢u@.
(6.5)

Para fins de ilustracdo considere-se a viga do tipo L — M. — L mostrada

na figura 6.2

Figura 6.2 Viga do tipo L — M. — L

Entéo, devido a que o momento fletor e a forca de cisalhamento sao
nulos nos extremos livres, entao tem-se que M(0) = V(0) = 0. Portanto, para o

segmento esquerdo tem-se que
Xi(z) = Xi(0)or(z) + X[ (0)pa(z), 0<a<p, (6.6)
e. para o segmento direito

Xo(z) = X2(0)p1(L — 2) + X5(0)do(L —2), 0<z<L. (6.7)
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Nas equagoes (6.6) e (6.7). as incognitas sao X;(0), X;(0), X»(0) e
X7(0). Para a determinacao de tais quantidades, utilizam-se trés das quatro condicoes
de continuidade, e a restante condi¢ao de continuidade é utilizada para determinar

a equacao caracteristica e portanto. para calcular a freqiiéncia caracteristica.

Assim, sao utilizadas as seguintes trés condigbes de continuidade

Xi(p) = Xo(L —p),
Xi(p) = =X3(L—p), (6.8)
X{(p) = X3(L-p)

junto com as equacdes (6.6) e (6.7). Exceto por uma constante, o modo X(z) esta

dado pelas componentes

Xi(z) = [&2(#)&21.12(1’: by Lo — ) + &;(#)521.02(11 — iy li— ji)
+C.T5’2r(#)(.521.01(f/ ity Li= #)] él(x) 3 [‘51 (#)&12.12(11 ~p =)

+CE"1(#)C.?>12.02(L — phy L — #) ¢1(.¢1)®12 oi(L—p, L — #)]52 ) (6.9)

Xao(z) = [&1(1)da20(p, L — ) + Sh(1t)dr2.20( s L — p2)

+C—5’2(L — 1) ®21.02( 42,4 #)] &1(z) + @2(z). (6.10)

A funcio o:; estd definida algebricamente como

Giiwi(2,y) = A (y)d (z) — 0 ()" (y). (6.11)
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A equagdo caracteristica esta dada pela quarta condicao de continuidade.

expressa em termos de X;(z) e Xz(z):

K(u)X{" () + K'(0)X] (1) = =K (@) X3"(L = p) = K' (1) X (L = p) + mew® Xy (n).
(6.12)



7 CONCLUSOES

Neste trabalho. apresentou-se uma metodologia simbdlica destinada ao
calculo algébrico dos modos e a equagdo caracteristica para configuracdes cldssicas
e ndo classicas de vigas monossegmentadas e bissegmentadas com secao transversal
continua (constante ou variavel). O ponto chave da metodologia esta na imposi¢ao
de uma condicao de normalizacao nas funcoes de base para construir os modos
normais. Isto facilita a interpretacao dos modos como configuracdes estaticas do
deslocamento com interrelacoes fisico-matematicas. que nao aparecem quando sao

utilizadas outras funcoes de base que aparecem comumente na literatura.

A metodologia provou ser simples no caso de vigas monossegmentadas
com condic¢oes classicas e nao cldssicas, requerendo o auxilio do computador no caso
de configuracoes bissegmentadas. Foi necessdria a introducao de novas definicoes

algébricas para simplificar mais ainda o forma funcional dos modos.

Esta abordagem provou ter uma caracteristica unificadora pois pode ser
utilizada para uma ampla variedade de tipos de vigas. Em diversas dissertagoes sobre
o modelo de Euler-Bernoulli no PPGMAp, por exemplo, Moschen, 1999; Morelatto,
2000: Pasin. 2001: Juver, 2002. entre outras. foi feita uma abordagem matricial com
auxilio de software simbdlico e de maneira independente. A metodologia proposta

neste trabalho pode ser aplicada nos trabalhos mencionados acima.

Sugere-se, para dar continuidade a aplicacao desta metodologia, a im-
plementacao de programas computacionais unificados para o calculo modal dos di-

versos tipos de vigas.
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