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RESU MO 

Neste trabalho é proposta uma. abordagem analít ica. para o cálculo 

modal de diversas configurações de vigas de Euler-Bernoulli com propriedades da 

seção transversal contínuas sujeitas a condições de contorno clássicas e não clássicas. 

A metodologia proposta está baseada em condições de normalização para as soluções 

da equação modal, originando uma fórmula modal associada com propriedades físicas 

e matemáticas da viga. Para o caso de vigas monossegmentadas não é requerido o 

uso do computador no cálculo dos modos. As formas modais dos diversos tipos de 

vigas consideradas podem ser expressas em termos das funções de Bessel, funções 

triangulares e funções hiperbólicas. Para fins de ilustração. é apresentado um caso 

de rigidez fiexural e massa linear do tipo polinomial de quarta ordem. 



ABSTRACT 

TITLE: ;'ANALYTICAL APPROACH FOR TRANSVERSE VIBRATIONS OF 

NIULTISTEP BEAMS \VITH CO "TINUOUS CROSS SECTIOX:: 

In this work, it is proposed an analytical approach for the modal deter­

mination of various configurations of Euler-Bernoulli bearns with cont inuous cross­

section properties constrained with classical and non-classical boundary conditions. 

The proposed approach is based on normal conditions for the solutions of the modal 

equation, yielding a modal formula associated with mathematical and physical prop­

erties of the beam. For the mono-segmented case it is not required tbe use of com­

puter for the modal determination. The modes of the various types of beam consid­

ered can be expressed in terms of Bessel, triangular and hyperbolic funct ions. For 

illustration, it is presented a case of fourth-order polynomial-type flexural stiffness 

and linear mass. 
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1 INTROD UÇÃO 

:\.s vigas não-uniformes são amplamente utilizadas para conseguir arran­

jos ótimos da tensão e peso de estruturas, partes estruturais ou partes de maquinárias , 

e, às vezes para satisfazer requerimentos arquitetônicos e funcionais. O problema 

das vibrações livres de vigas não-uniformes tem sido o tema de diversas pesquisas 

devido à sua relevância na. engenharia estrutural , mecânica e aeronáutica. Muitos 

tipos de estruturas e partes estruturais podem ser simplificados como vigas flex:u­

ra.is ou vigas de cisalha.mento para. uma análise das vibrações livres. Korqingskee, 

1953, simplificou os prédios como se fossem vigas de cisalharnento do tipo fixa-livre 

na análise das vibrações livres e encontrou soluções fechadas para esse problema. 

\Vang, 1958, sugeriu que os prédios poderiam ser simplificados corno vigas de cisal­

harnento rnonossegmentadas com seção transversal continuamente variável; ele supôs 

que a massa de uma viga de cisalhamento é proporcional a sua rigidez e deduziu 

as soluções analíticas. Porém, esta suposição não é ra.zoável para a maior parte 

dos prédios de muitos andares. Isto é devido ao fato que a massa dos andares é 

uma parte significativa da massa total de um prédio, e a variação da massa nos 

diferentes andares não é significativa. Assim, a distribuição da massa ao longo do 

alt ura do prédio não é necessariamente proporcional à distribuição da rigidez. Isto 

é confirmado mediante uma série de testes em prédios de vários tipos nos quais 

a massa e a rigidez dos prédios tem sido medidas e relatadas, [Jeary, 1997]. Para 

obter as soluções fechadas, Wang, 1963, propôs que os prédios poderiam ser tratados 

corno vigas de cisalhamento especiais com massa uniforme mas rigidez variável na 

análise das vibrações livres para. tais prédios. Chen, 1963. estudou a vibração de 

vigas uniformes com uma massa concentrada utilizando a transformada de Laplace. 

A vibração livre de urna viga fixa-livre carregada com uma. massa uniformemente 

distribuída foi pesquisada por Chang et al.. 1996. Foi deduzida uma equação de 

freqüência. a partir de um determinante 4 x 4, e foram calculadas então as freqü ências 
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naturais . Lau. 1984, Lee & Kee, 1990, Auciello & Nole, 1998, encontraram soluções 

analíticas para a vibração livre de formas particulares de vigas não-uniformes. 

Os dados de campo e resultados experimentais (Li et ai.. 1994; Li et 

al. , 1998; Jeary, 1997) tem mostrado que a deformação fiexural é dominante na de­

formação total de prédios altos com paredes de at rito nas suas vibrações horizontais. 

Li et al. , 1994 e 1996, encontraram soluções exatas para determinar as freqüências 

naturais e modos de prédios altos e estrut uras elevadas que foram tratadas como 

vários t ipos de vigas flexurais do t ipo fixa-livre mono e multi-segmentadas ou vigas 

flexurais do tipo mola-livre com seção transversal continuamente variável. A d is­

tribuição de massa por unidade de comprimento das vigas consideradas em Li et al. , 

1994 e 1996, em geral , não é proporcional à distribuição da rigidez flexural. 

Uma revisão da li teratura técnica sobre o tema indica que, em geral, 

diversos autores tem direcionado seus esforços às funções especiais para descrever 

<',5 distribuições de massa e de rigidez de vigas não-uniformes para deduzir soluções 

analíticas. Por este motivo, é necessária uma metodologia geral para a análise de 

vibrações de vigas não uniformes mono ou multi-segmentadas com condições de 

contorno clássicas ou não classicas. 

O objetivo deste trabalho é apresentar uma abordagem geral, baseada 

em uma base não-clássica de funções, para determinar algebricamente as freqüência.s 

e modos de vigas monossegmentadas. No caso das vigas bissegmenta.da.s, este tra­

balho limitou-se a ilustrar a aplicação desta abordagem para uma configuração es­

pecífica de viga. As vantagens mais notáveis são a generalidade do método: o baixo 

custo computacional e a relação direta com as propriedades físicas do problema. 



2 ABORDAGEM ANALÍTICA PARA O CÁLCULO MODAL EM 
VIGAS MONOSSEGMENTADAS 

_-este trabalho, consideramos vigas com distribuições contínuas de massa 

e rigidez, governadas pela. equação de Euler-Bernoulli. 

2.1 Equação de Euler-Bernoulli 

Considere-se a. viga. reta da figura. 2.1 com deslocamentos transversais 

u(x. t) e sujei ta a uma carga p(x: t) arbitrária a.o longo do seu eixo longitudinal (eixo 

y . ' 

t t 
p(x : t) 

t 4 t t_)t t 

ju( x t) 

r- (_óx 
X ·I 

Figura 2.1 Vibrações t ransversais u(x, t) de uma vzga com uma carga p(x: t) ar­
bitrá?·ia ao longo do seu eixo 

As hipóteses simplificativas de Euler-Bernoulli no elemento da viga são 

enumeradas a seguir 

• a existência de uma linha neutra (eixo x ), onde a viga não sofre tração 

nem compressão: 

-~ 
·) 
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• as seções plana$ e perpendiculares à linha neutra permanecem planas 

e perpendiculares após a deformação. isto é, as deformações devidas ao 

cisalhamento são desprezadas; 

• o material é elástico: 

• as tensões o-11 e O":: são desprezíveis comparadas à tensão axial O"xi 

• o plano xy é um plano principal; 

• a inércia rotacional da viga é desprezada. 

Considere agora o elemento da viga como é mostrado na figura 2.2. 

p( x, t) 

y • 
X 

l 
/ 

I 

I 
' I 

I 
I 
I 
I 

M(x , t) / 
1 
I 

\ 
\ 
' \ 

\ 
\ 

\, V(x, t) 

' 4 I 

I 
I 

I V(x + ~.t) 
I \' 

I i \ I . 

--- - -' 

1 I 

' \ 
j l'v!(x + !:::..x. t) 

J 
I 

I 
I 
~ 

Figura 2.2 Elemento de uma viga de Euler·-Bernoulli 

Da cinemática. obtem-se a relação ent re a curvatura x e a deformação 

axial € 3: da viga 

(2.1 ) 
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sendo que 

(2.2) 

onde y é a distância do ponto da seção transversal de deformação axial €x até o eixo 

x. 

Se são assumidas pequenas deformações, pode-se escrever a equação 

(2.1) como 

(2.3) 

Proveniente da resistência dos materiais tem-se as seguintes relações 

(2.4) 

(2.5) 

onde ax é a tensão na direção x e JV! é o momento fletor ao redor do eixo z. 

Aplicando as leis de _ 1ewton para o balanço das forças e momentos no 

elemento da figura 2.2, obtem-se as seguintes igualdades 

V(x, t)- V(x + .6.x, t) + p(x, t).6.x = pV 
88
2

~, (2.6) 
i 

.6.x .6.x 
-.\ll(x . t) + i\ll(x + .6.x, t ) - V(x, t ) 

2 
- V(x + .6.x , t) T = O (2.7) 

onde V é o volume do segmento de viga, V(x, t) é a força de cisalhamento, lvf(x, t ) 

é o momento ftetor, pé massa específica do material e p(x, t) é a carga distribuída 

ao longo do comprimento da viga. 

Tornando limi te às equações (2.6) e (2. 7) quando .6.x ~ O tem-se 

_ 1. [ V(:r + .6.x, t) - V(x, t)] _ A( )ô2u _ (, ) 
Jffi A - pn J a 2 p X, t . 

~x~O uX t 
(2.8) 
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1m = hm . l. [M(x + b.x, t)- M(x, t)] . [V(x, t) + i!(x + b.x. t)] 
.!).x---tO .6.x 6x---t0 2 

(2.9) 

Então, obtém-se 
ôV ô2u 

--
8 

= pA(x) ô? - p(x, t). 
X t-

(2.10) 

ôJVf _ v·(. ) 
â 

- x,t, 
X 

(2.11) 

e enfim, substituindo (2.10) e (2.11) e utilizando a igualdade (2.5), pode-se esta­

belecer a equação de Euler-Bernoulli 

_ ( ) ô
2
u(x .. t) .!!__ [l'( ) ô2

u(x , t)]- ( ) m x ôt2 + ôx2 \ x âx2 - p x, t , O < x < L, t > O, (2.12) 

onde 

• t = tempo. t ~ O, 

• x = posição de um ponto da viga, O ~ x ::; L. 

• u(x. t) = deslocamento da viga no tempo te posição x 

• m(x) = pA(x) =massa por unidade de comprimento da viga, 

• I< (x) = EI(x) = rigidez fiexural da viga, 

• p(x,t) = força aplicada 

• L= comprimento da viga 

O modelo de Euler-Bernoulli fornece bons resultados para estruturas 

flexíveis longas e finas (razão de espessura-largura~ 1/10), e para freqüências baixas. 



2.2 Estudo da Equação Nfodal 

2.2 Estudo da Equação Modal 

A procura de soluções de tipo harmônico 

u(x, t) = eiwt X(x) (2.13) 

para a forma homogênea 

_( )â
2
u(x,t) ~[}·r( )8

2
u(x,t) l =Ü 

mx 82 +8 2 \ X 82 t X X 
(2.14) 

da equação (2.12) . resulta em um problema de autovalor de Sturm-Liouville. de­

nominado equação m oda/ da viga. 

rP [1., ( ) d
2 x ( x) ] _ ( ) 2 ,. ( ) d;J \ X dx2 - m X W .-'\. X = Ü, (2.15) 

onde o parâmetro ú,; é denominado a freqüência natural da estrutura e a função X (x) 

é referida. como au.toftmção ou modo de (2.14). 

A solução geral da equação (2.15) pode ser expressa como 

(2.16) 

onde Ci, í = 1 : 4 são constantes e <Pi(x ). i = 1 : 4 são funções linearmente indepen­

dentes que satisfazem a equação (2.15) . 

A metodologia proposta neste trabalho consiste na construção de um 

novo conjunto de funções <Pi( x L i = 1 : 4; satisfazendo uma condição de norma­

lização, a partir das funções 4>i(x), i = 1: 4. 



2.2 Estudo da Equação Modal s 

Tal condição de normalização é 

<i>1 (O) ;p; (O) 4>~(0) 4>~"( o) 1 o o o 1 

~z(O) ;p~(O) ;p2(0) 4>2'(0) o 1 o o 
(2.li) 

~3(0) 4>~(0 ) <i>~(O) 4>~'(0) o o 1 o 
~4(0) J~ (O) ~~(O) <P~'(O) o o o 1 

A construção do conjunto de funções (i>i(x), i = 1 : 4 pode ser feita. 

através da transformação 

-1 

<i>1 (X) </>1 (O) <!>~(O) <!>~(O) </>~'(0) cf>1 (X) 

4>z(x) </>z(O) <f;~(O) <1>2(0) <1>2'( o) </>z( x) 
(2.18) -

<P3(x) </>3(0) </>~(0) <P~(O) 4>~'(0) </>3( :r) 

d>4(x) <1>4(0) <1>~(0) 4>~(0) 4>~'(0) </>4 (X) 

Utilizando a nova base de funções { <Pi( x)} ;=J , os modos X ( x) podem 

ser escritos como 

(2.19) 
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A equação (2.16) com a base {4>i(x)}, j = 1 : 4, em x =O junto com a 

condição de normalização (2.17) produz 

I 
X(O) 

X'(O) 

X"(O) l xm(o) 

Isto é, 

J>1 (O) ~2(0) q;3(0) ~4(0) 

4)~ (O) ~~(O ) ~~(O) ~~ (O) 

~~(O) 4>2(0) ~~(O) ~~(O) 

~~'(O) ~2'(0) 4>~'(0) 4>~'( 0) 

1 o o o 
o 1 o o 
o o 1 o 
o o o 1 

(2.20) 

c1 = X(O), c2 = X'(O), c3 = X"(O), c4 = X"'(O) (2.21) 

Da mecânica dos materiais. temos que o momento fietor, i\!l(x, t), é 

expresso pela equação (2.5) 

ôu . 
1\!l(x, t) = K(x)-

8 
(x, t) = - K(x) etwtX"(x) 

X 

após ut ilizar (2.13) . A expressão 

M (x) = -K(x)X"(x), (2.22) 

é denominada o componente espacial do momento jletor e então deduzimos facil­

mente que 

X"(O) = - Jvt (O) 
. /\" (o) . (2.23) 
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Além do mais. a força de cisalhamento, V(x, t), está dada pela equaçã.o (2.11 ): 

. Ô!\1 
\! (x, t) == -

8 
(x, t ). 

X 

Similarmente a (2.22), a força de cisaihamento também tem um componente espacial 

V (x) que em termos de 1\lt (x) está dado por 

V(x) == 1\lt'(x), (2.24) 

ou. utilizando (2.22) . 

V(x) == -I<'(x)X"(x) - K (x)X"'(x), 

do qual resulta 

"'( ) 1 ( ( ) l\'(0) ( )) 
X O == - K(O) V O - I\(0) Jvt O (2.26) 

após o uso da igualdade (2.23). 

Então, o modo dado na equação (2.19) é 

, - I I - M (O) f 1 ( K'(O) ) -
X(x) == X(O)q>1(x), X (O)~(x)- K(õ)03(x) - K(õ) V (O)- K(õ)M(O) <1>4(x),l 

(2.2í) 

onde X(O). X'(O), .M(O), V (O) e K (O) são o deslocamento. o giro. o componente 

espacial do momento fletor. o componente da força de cisalhamento e a rigidez 

flexural da viga na posição x == O. 

Esta equação tem uma importância fundamental para o cálculo simbólico 

dos modos e a determinação numérica das freqüências naturais. Os coeficientes das 

funções de base normalizadas <Pi(x), i == 1 : 4. tem significado físico direto. Além 

do mais, qualquer configuração de viga tem como incógnitas só duas das grandezas 

enumeradas no parágrafo anterior: X (O), X'(O). 1\lt (O), V(O) e [\'(0) . Para o caso 
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particular de vigas uniformes, I<'(O) = O, resul tando 



3 CÁLCULO ANALÍTICO DOS MODOS DE VIGAS CLÁSSICAS 

Neste capítulo é descrito o procedimento de cálculo analítico dos modos 

e a construção da equação característica da viga. As raízes desta últ ima são as 

freqüências naturais da viga. 

3.1 Condições de Contorno Clássicas 

As condições de contorno apresentadas a seguir, tem sido utilizadas na 

literatura clássica, {Inman, 1994), baseam-se no deslocamento e giro no extremo da 

viga e carecem de dispositivos externos tais como molas e massas. 

Basicamente existem quatro tipos de condições de contorno clássicas: 

• fixa, que não permite o deslocamento nem o giro, 

• apoiada, que não permite o deslocamento mas permite o giro, 

• deslizante, que permite o deslocamento mas não permite o giro; esta é 

uma condição pouco freqüente nas aplicações, e 

• livre, que permite ambos, o deslocamento e o giro. 

Na tabela 3.1 são mostradas as expressões matemáticas para a.s condições 

de contorno clássicas no extremo esquerdo da viga junto com os esquemas físicos 

correspondentes. As condições para o extremo direito são as mesmas, porém com 

x = O substituído por x = L. 

Para fins de simplificação, adotam-se siglas para denotar as diversas 

condições de contorno clássicas de uma viga. Tais siglas são mostradas na tabela 

:3.2. 

1 ") 
l. -
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11 Contorno Equações Esquema Físico 

u(O, i) = O, ~(O,t) =O 
d 

Fixo a 
::..---1 

deslocamento e giro nulos a 
I<(x) g:~(O,t) = O u(O, t) = O, IX Apoiado 

deslocamento e momento ftetor nulos 

g~ co, t) = o, ô ( / â2u ) ~ 
Deslizante 

(}x l\ (x) ôx2 (O,t) =O 

~ 
gi ro e força de cisalhamento nulos ~ 

az â ( / â
2
u) 

Livre 
K (x) âx~ (O)) =O, ôx J... (x) âx2 (O,t) =O 

momento ftetor e força de cisalhamento nulos 

Tabela 3.1 Condições de Contorno Clá.ssicas 

~a tabela 3.3, são mostradas as condições de contorno da equação 

moda! (2.15) 

(:3.1) 

para ambos extremos da viga. Kote-se que tais condições de contorno foram obtidas 

a partir das igualdades enunciadas na tabela 3.1. Pode-se observar que as condições 

permanecem as mesmas quando se muda de extremo. 

li 

I 

I 



3.1 Condições de Contorno Clássicas 

11 Condição I Fixa I Apoiada I Deslizante I Livre 11 

11 Sigla I F I A I D I L 11 

Tabela 3.2 Siglas para as Condições de Contor·no Clássicas 

11 c~o I 
Extremo x =O Extremo x = L 

li 
F-F X (O) =O, X'(O) =O X (L ) =O, X'(L) =O 

F-A X(O) =O, X'(O) = O X(L) = 0: M(L) = O 

F-D X (O) =O, X'(O) =O X' (L ) =O, V(L) =O 

F-L X(O) =O, X'(O) =O M(L) = 0: V(L) =O 

A-A X (O) =O, M (O) =O X (L) =O, A1 (L) = O 

A-D X(O) = O, A1(0) =O X'(L) = O, V(L) =O 

A-L X (O) =O, M(O) =O M(L) = O, V(L) = O 

D-D X'(O) = O, V(O) =O X'(O) = 0: V(O) =O 

D-L X'(O) = 0: V(O) =O M(O) = 0: V(O) = O I 

L-L M (O) =O, V(O) = O ;Vi (O) = 0: V(O) = O 

14 

Tabela 3.3 Condições de Contorno par-a a Equação Moda/ para uma Viga com 
Condições de Contorno Clássicas 
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3.2 Metodologia de Cálculo 

Para fins ilustrativos, escolhe-se a configuração fixa-livre: como é mos­

t rado na figura 3.1 

1----- I 
a- ------- - --- 1 r---___J 

Figura 3.1 Viga fixa-livrt 

E sabido que uma viga com o extremo fixo em x = Ü: tem o desloca­

mento e o giro nulos naquela posição, isto é, 

X (O) = X'(O) = O, (3.2) 

e então o modo pode ser expresso, a partir da equação (2.27), como 

(3.3) 

A rigidez fiexural I<(x ) e sua derivada I<'(x) consideram-se conhecidas ao longo da 

viga, pois envolvem parâmetros estruturais da viga, sujeitos a medições experimen-

tais. Por tanto. as incógnitas na equação (3.3) são JVi (O) e V(O). 

Por outro lado. o extremo direito da viga: x = L , é livre, isto é, o 

momento fietor espacial , M (L) . e a força de cisalhamento espacial. V(L), são nulos. 
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e portanto 

M (L) = O, isto é, X"(L) =O~ 

V(L) = 0: isto é: -K'(L)X"(L )- I<(L)Xm (L) =O ou X "'(L) =O. 

(3.4) 

Usando a equação (3.3) junto com as condições (3.4) temos as duas igualdades 

; \lf (O) ' "(L) 1 (v(o) K'(O) l A(o)) 1"(L) _ 0 - K (O) cp3 - K(O) - K (O) J v[ <f14 - , 

(3.5) 

M(O ) 7"'(L) 1 (v(O) K'(O)M (o)) ' "'(L) - O - K(O) cp3 - K(O) - h'(O) 94 - ' 

e como ;\11 (0) e V(O) são as incógnitas, (3.5) pode ser escrita em forma matricial 

como 

1 
- - -

I<(O) 

J>"(L) - K;(o) ~"(L) 
3 A(O) 1 

4>~( L) 

V(O) 

M (O) 

(3.6) 

l m(L) - ]{'(O) ' "'(L) 
<f3 f{ (o) <D 4 J>~'( L) 

A equação (3.6) é um sistema linear algébrico homogêneo, e para obter soluções não 

nulas de tal sistema é preciso anular o determinante da matriz do sistema: isto é, 

d/'( L) - K'(O) -."(L) 
. 3 K (O) cp4 6~( L) 

= o, (3.7) 

' "'(L) - J{'(O ) ' "'(L) 
<D3 f{ (o) <i> 4 <J>~'( L) 

ou. 

~~~(L)ç6~'(L) - d>~ ( L) 4>~'(L) = o, I (3.8) 

que é a equação característica das freqüências naturais do sistema. 
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Impondo a condição (3.8) no sistema linear (3.6), este é reduzido a uma 

única equação 

( (p~ (L) - ~f~? (p~ (L)) M (O) + (p~ (L) V (O) = O (:3.9) 

e a solução é 

( ) 1 ( ' "( ) K'(O) -, ( )) vt ( ) 
V O = - (b~ (L) cp3 L - [{ (O) ~ 4 L J O ) M (O) parâmetro livre. (3.10) 

Substituindo (3.10) em (3.3) ) após alguma simplificação algébrica, o 

modo resulta 

X( ) M(O) ( I ( ) (p~(L) 7 ( )) 
X = I\(0) -<P3X + (p~(L)<p4X . (3 .11 ) 

Devido a que a amplitude do modo é indeterminada: X (x) pode ser escrita também 

como 

(3.12) 

A forma funcional do modo. (3.12), tem a vantagem da simplicidade 

algébrica e da independência dos parâmetros estruturais da viga. 

Um procedimento totalmente similar para calcular os modos e as fre­

qüências naturais pode ser adotado para qualquer configuração clássica. de viga. 

A tabela. 3.4 mostra os resultados prontos para diversas configurações 

clássicas: 
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Viga Equação Característica. Modo 

F-F ~3(L) ~~(L)- (/>4(L )<i>3(L) =O ~3(L )~4 (x) - ~4 (L )~3( x) 

F-A ~3(L)~~ ( L) - (/>4(L)(/>~(L) =O ~3(L)~4(x)- ~4(L) (/>3 (x) 

F-D J>; (L) (/>~' (L) - (/>~ (L) (/>~' (L) = O 4>3 (L) (/>4 (X) - (/>~ (L) (/>3 (X) 

F-L (/>'f,(L) (/>~'(L) - (/>~(L)(/>~'(L) = O (/>3 (L )(/>4 (x) - (/>~(L )(/>3(x) 

A-A ?>2(L)dJ~(L) -(/>4(L)<i>~(L) = O cD2(L)<b4(x) - <J>4(L) (/>2(x) 

A-D (/>~ (L) <i>~' (L) - (/>~ (L)(/>~' (L) = O (/>~(L )64 (x) - 1>~ (L )<1>2 (x) 

A-L (/>~(L)<J>~'(L)- <f>~(L)?>~'(L) =O @~(L )q;4 (x) - ~~(L )q)2(x) 

D-D -(/>'1 (L)1>3'(L) + (/>3(L)dJ~'(L)+ - (/>~ (L)~3(x) + <D3(L)(/>I(x)+ 

+ ~~)g] ( <i>'1 (L )çi}~' (L) - (/>~(L )1>'/"(L)) = O K' (O) ('' (L), ( ) , , (L) • ( )) + J< (O) q:>1 <7>4 X - <t>4 <Pl X 

D-L -<i>~ (L)<i>'f.'(L) + ~3(L)Ó~' (L)+ -d>~(L)(J>3(x) + 1>3(L )J>l (x)+ 

• J(: (O) ( o"(L )o111 (L) - <i>" (L )<b111 (L )) = O 
T I\ (O) . ) . 4 4 I 

K' (o) C" C L)~ c J ' "(L)o c J) + f{ (O) 1>1 q:>4 X - <P-1 • 1 X 

L-L ?>~ (L) o2' (L) - (/>~ (L) ~t (L) = O 9'{(L)(/>2(x)- ~2(L)á>t (x) 

Tabela 3.4 Modos e equações caractedsticas para dive1·sas configumções clássícas 
de vigas (não-unífor-m.es) . 
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A tabela 3.4 ilustra a generalidade da metodologia, isto é, os resultados 

são válidos para vigas não uniformes em geral. 

l\a seção a seguir, consideramos as vigas com seção transversal cons-

tante. 

3 .3 V igas Clássicas com Seção Transversal Constante 

No caso das vigas com seção transversal constante. a massa por unidade 

de comprimento é constante 

m(x) = pA, (3.13) 

onde pé a massa específica do material da viga e A é a área. da seção transversal da 

viga. Também a rigidez flexural é constante: 

K(x) = EI, (3.14) 

onde E é o módulo de elasticidade de Young e I é o momento de inércia da viga. 

com respeito do eixo perpendicular à viga. 

~este caso, K'(O) = O. 

De (2.15), a equação moda.l resulta 

(3.15) 

sendo ;3 um parâmetro definido por 

(3.16) 
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A equação (3.15) é muito conhecida na literatura . e comumente a sua 

solução é escrita como 

X(x) = c1sen(,Bx) + c2 cos(,Bx) + c3senh(.Bx) + c4 cosh(,Bx). (3.17) 

Desse modo. consegue-se o conjunto de funções 

{ ch1(x) = sen(.Bx) : </>2(x) = cos(Bx): q)3(x) = senh (,Bx), 4>4(x) = cosh(,Bx) }. 

(:3.18) 

Porém, o conjunto (3.18) não satisfaz a condição de normalização (2.17) . 

Mas a construção proposta em (2.18) implica que 

- 1 
~~(x) o {3 o - {33 q)1 (X) 

<D2(x) 1 o -{32 o <P2( X) 

J3(x) o (3 o (33 <P3(x) 

~4(x) 1 o (32 o q)4(x) 

o 1 o 1 Q1 (X) 
l o 1 o <f>2( X) 1 73 "P - 1 1 (:3.19) 

2 o - !3"1. o (32 4>3(x) 
1 o 1 o <P<t(x) - .83 0 3 

,.; 

A partir da equação (3.19) pode ser ident ificada a nova base de funções: 

~~ (x) 

62(:c) 

~(d>2 (x) + <f>
4
(x)) = cos(.B x) ~ cosh(,Bx ) = h 111(x) 

1 ( ( ·) . (· ·)) _ sen(.Bx) + senh(,Bx) _ 1 "( ) 
- - <i>t X + <03 X - - L X , 2,8 . . 28 

_1_(- . ( ) ( )) = - cos(,Bx) + cosh(.Bx) =h'( ) 
- 2,82 </>2 X + <7>4 X 2.82 X ' 

~(- + () .'.( )) = - sen(.Bx) +senh(,Bx) =h() 
- ·) •.)3 W l :r + <D.J X ·) 03 X • 

- /J "'-~,:...J 

(3.20) 

(3.21 ) 

(3.22) 

(3.23) 
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É importante salientar que a. função h(x) é a. solução da. equação modal 

(:3.15) sob condições impulsivas, isto é, ~~~(x) = h(x) satisfaz 

(3.24) 

X(O) = X'(O) = X" (O) = O, X111(0) = 1. 

Pode-se afirmar, então, que a base de funções 

{ h111(x) , h"(x) , h'(x) , h(x) } (3.25) 

é a base mais adequada para explicar as vibrações livres de vigas uniformes pelas 

suas vantagens algébricas (simplicidade e sistematização funcional) , computacionais 

(simplicidade do cálculo simbólico) e físicas (relação direta com as grandezas físicas 

do modelo). Outra característica desejável é a robustez dessa base quando os 

parâmetros se anulam (ou, na prática, quando são muito próximos de zero) . Em tal 

circunstância tem-se que 

lim h111(x) = 1 
/3-tO ' 

lim h"(x ) = x, 
{3-tO , 

•) 

lim h'(x) = ~-, 
{3-tO -

x3 
lim h(x) = -. 
{3-tO 6 ' 

e tais limites sugerem o uso da base "estática" 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

concordando plenamente com os resultados na literatura, [Claeyssen e Soder. 2002]. 
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Desafortunadamente, tais aspectos da eficiência desaparecem quando é 

considerada a base ': clássica" 

{ sen(,Bx) 1 cos(.Bx), senh(,Bx),cosh(Bx) }. 

O uso da base "impulsiva" (3.20-3.23) tem sido fortemente encorajada 

por Claeyssen, 1999,2002. 

3.4 Vigas Clássicas com Seção Transversal Contínua 

Neste caso, a massa linear ih(x) e a rigidez flexural K(x) são funções 

contínuas. O modo é calculado de maneira geral como em (2.27): 

X(x) = X(O)~i (x)+ X'(O)~z(x) - -~(~1 ~3(x)- K~O) (v(O)- ~:{~? M(o)) ~4(x), 
(3.31 ) 

e para as configurações específicas, mediante a tabela 3.4. 

Podem ser mencionados os seguintes casos de vigas com seção transver-

sal continua [Lin,2000]: 

1. Caso K(x) = a:(l + Bx f +2
. m(x) = a(l + {3x f 

:-Jeste caso. uma base de funções não normalizadas está dada por 

(,, 3'?) .) .. ~ 

onde Jn(() e}~(() são as funções de Bessel de primeiro tipo, isto é. 

satisfazem a equação diferencial 

,cfly(x) dy(x) ( " 2 ) 
::c 2 + .1·-d- + J:-- n y(:r;) = O. 

dx :r 
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I~ ( Ç) e f{ n ( Ç) são as funções de Bessel de segundo t ipo, isto é, satisfazem 

a equação diferencial 

2 cfy(x) dy(x) ( 2 2 ) ( ) 0 X d ? + x-d-- X + n y X = . x - x 
(3.33) 

>. é uma constante definida. por 

2 (aw2
) 

1
/

4 

À=- --
lrBI a 

(3.34) 

e ( é uma variável definida em termos de x como 

(3.35) 

Os casos mais conhecidos são quando n = 1: que corresponde às vigas 

em forma de cunha. e o caso n = 2 que corresponde às v1gas com 

variação linear na seção t ransversal. 

2. Caso K (x) = a(l + (3xf+
4

, m(x) = a(l + ,Bxf 

~este caso: uma base de funções para o espaço solução da equação 

modal (2.15) está dada pelas funções (1 + f3xf sendo z solução da 

equaçao 

a c..} 
.:

4 + 2(n + l )z3 + (n2 + n - l)z2
- (n2 + 3n + 2)z-

084 
=O. (:3.36) 

Para resolver (3.36). pode-se observar que tal equação é equivalente a 

2 n+2 n+2 aw 
( )2 ( )2 2 

z + ( n + 1 )z - ~) = ~ + afj4 : (3.37) 

e pela simples utilização da fórmula de Báskara. a última equação fica 

resolvida como 

(3.38) 
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onde a constante c está definida pela relação 

4 (n + 2)2 a0.J·2 
c= -- +-. 

2 a.B11 

Então, a base de funções está dada por 

24 

(3.39) 

r ( ) _ ( 1 1 fJ )-t(n+l+v'n2-3+c2) 
<f> l X - T X , 

, () (1 1 Q )-t(n+l+v'n2-3-c2) 
C/>2 X = T JJX • 

~(x) = (1 +~xrHn+I-v'nL3+c2), <P
4
(x) = (l + .Bxr Hn+I-v'nL3-c:l)

1 

(3.40) 

3. Caso K (x) = a(1 + ,Bxr, m(x) = a(l + .Bxt 

Neste caso, uma base de funções não normalizadas está dada por 

<P3(x) = (1 + .Bxr
2
senh(cx), d>4(x) = (1 + ,Bxf 2 

cosh (cx) . 
(3.41) 

onde c é uma constante definida por 

(3.42) 

Keste caso, a simplicidade algébrica dos result.ados permite escrever 

explicitamente as funções normalizadas { ~i} ;=
1 

como segue 

- l ( c2
- 2{32 

<P1(x) = c2(1 + ,Bx? c(Jsen(cx) + 2 cos(cx) + 

(:3.43) 

c2 + ? 8 2 ) cpsenh( ex) + 2 ~ cosh( ex) . 



3 .4 Vigas Clássicas com Seção Transversal Contínua 25 

- 1 (c2- 6/32 
<pz( x) = e3 (l + ,3x )'2 :._ sen( ex) - 2e.B cos( ex)+ 

(:3 .44) 

c2 , 6[32 ) 
':.. senh( ex)+ 2e/3 cosh( ex) , 

<P3( x ) c3(l ~ .Bx )2 ( -3,8sen( ex ) - 2 cos( ex)+ 

(3.45) 

:JBsenh( ex) + } cosh( ex)) . 

~4(x) = 2e3(l ~ {3x)Z ( - sen(cx) + senh(ex)) (3.46) 

4. Caso K (x) = a e-í3z, m(x) = ae- í3x 

Aqui, uma base de funções está dada por 

</>1 ( x) = exp [ ( ~.8 + J ,82 + 4e2) x] , <f>2( x) = exp [ ( ~.8 + J ,82 - 4c2) x] , 

a)3 ( x) = exp [ ( ~ p - J (32 + 4c2
) x} , </>4 ( x) = exp [ ( ~ .B - J ,82 - 4 c2) x] , 

(3.47) 
? 

onde c4 = a~- . 

~o presente trabalho, as funções normalizadas, d>i(x ), são mencionadas 

explicitamente só para o caso 3. Nos casos 1, 2 e 4, tais funções normalizadas não 

foram escritas aqui devido a seu tamanho. 



4 CÁLCULO MODAL PARA VIGAS NÃO UNIFORMES 

1'\este capítulo: são consideradas vigas com a rigidez e a massa linear 

(4 .1) 

respectivamente. 

De acordo com os resultados da seção 3.4, tem-se que as soluções nor­

m alizadas da equação modal 2.15 

d
2 

[ _. d
2
X (x) ] _ 2, dx2 11 (x) dx2 - m(x)w )1 (x) = O, 

estão dadas pelas funções 

l ( c
2 

2(32 

q;1(x) = c2(1 + {3x)2 c(3sen(ex) + - :.., cos(cx)+ 

e2 + 2(32 ) c,Bsenh(cx) + :... cosh(cx) . 

- 1 (c2
- 6B2 

• . 
<Pz( x) e;$(1 + fjx )"- :.., sen( ex) - 2c(3 cos( ex )-t-

c
2 + 68

2 
) 

2 · sen h( ex) + 2c(3 cosh (ex) , 

3Bsenh( ex) + ~ cosh( ex)) , 

64(x) = ? 3 ( 1 
1 B )2 ( - sen(ex) + senh(cx)) 

~c +, x 
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(4.2) 

(4 .3) 

( 4.4) 

(4.5) 

(4.6) 
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onde o parâmetro c está dado por 

sendo;.;.; a freqüência característ ica. 

a . . 2 
4 ..... 
c= - ­

Q 

Os valores dos parâmetros envolvidos são mostrados a seguir 

11 Parâmetro I Valor 

li 
a 1.78 x 107 ~m2 

B -1.241 x 10-1 m - 1 

a :3.65 x 105 E.gm 
L 1m 

Tabela 4.1 V a loTes dos parâmdTos 

-r -·· 

(4.1) 

Para os diversos t ipos de v1gas clássicas, as equações ca.racterísticas 

correspondentes são tomadas da tabela :3.4. com as funções Õ1 ( x) substit uídas pelas 

equações (4.:3 )-(4.6). 

:\as figuras dos modos de cada. configuração de viga . tem-se a segui nte 

di stribuiçào entre as cores e os modos: 

11 Modo I 

Primeiro 
Segundo 
Terceiro 
Quarto 
Quinto 

C or 

Verde 
Azul 

Vermelha. 
P reta 

.\Jarron 

li 

Tabela 4.2 Dislribuiçâo de core." para o:-: modo.-. 
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4.1 Viga Fixa-Fixa 

Figura 4.1 l "iga do tipo fixa-fixa 

Parâmetro c Freqüência Característica 

4 . 730040745 1.56.24 

7.85:3204624 ·:!:30.68 

10.995607"4 844.:31 

14.13116549 1395.69 

11.21815966 20"4.92 

Tabela 4.:3 Primeiros cinco mlores do parâmetro c e das f reqüências caracter·í.sticas 
de uma t:iga fi.ta -fixa 



4 .1 \ ' ig<t Pix<t-Fixa 

., r 
.!J 

0.5 

o 

-0.5 

-1 

-1.5 

Figura 4.2 Gráfico dos p1·imcims ciuco modos ch uma 1•iga .fi.ra-.fáa 
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4.2 Viga Fixa-Apoiada 

F igura 4 .:3 Figa do tipo fixa-apoiada 

Parâmetro c Freqüência Característica 

3.99660029 -5 111.54 

7.10102061:3 :352.13 

10.23725132 7:31.86 

I 
13.37262816 1248.81 

16.51032477 190:3.60 

Tabela 4.4 Primeiros cinco valores do pa1·âmetro c e das freqüências características 
de uma viga fixa-apoiada 



4. 2 h~ll Fixa-, \poiada 

1 ç 
. . J 

1 

0.5 

o 

-0.5 

-1 

., r­
- .!J 

Figura tl.4 Or(Uico dos pTimci1·os cinco modos de nma uiga fh:a-apoiada 
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4.3 Viga Fixa-Deslizante 

Figura 4.5 l'iga do tipo fixa-deslizant e 

Parâmetro c Freqüência Característ ica 

2.569721.580 46.11 

5.59703204:3 218.Ti 

8./0:3783981 529.0:3 

11.828.57010 911.08 

14.96029455 1.562.9.5 

Tabela 4 .. 5 Primeiro., cinco valores do parâmetro c e das freqüências características 
de 11ma t·iga fixa-des/i:;anff 



4 .3 V iga Pixa-Dcsli:aw le 3:3 

"1.5 

1 

[1.5 

o 

-IJ.5 

-., 

-"1.5 

Figura 1.6 Gráfico do;; p-rim.eú·os cinco nwdos de wna viga .fi:ra-de;;lizante 



4.4 Viga Fixa-Livre 

4.4 Viga Fixa-Livre 

" A,-------------------------".; 
/ I 
/ - - - - - - - - - - - - i 

/;, --------~ .' -

/ 

F igura 4.7 Viga do tipo fixa-livre 

Parâmetro c Freqüência Característica 

2.0:31982098 28.83 

4.81:3021991 161.71 

7.925:304628 438.6:3 

11.04648060 852.14 

14 .17696741 140:3.56 

34 

Tabela 4.6 Primeiros cinco 'Ualores do parâmetro c e das j1·eqüências características 
dt 11.ma viga fixa-livre 



4.4 Viga Pix;l-LÍ\'fc 

2 

1 

o I 

1 0.2 

-1 

-2 .. 

Figu ra 4.'"' Gráfico dos p1·imciros cinco modos de uma t'iga fi.ra -livn 



4.5 Víga A.poíada-A.poíada 

4.5 Viga Apoiada-Apoiada 

I 

l 
-~--- -- -- -- --;,r, 
I , -"-

Figura 4.9 Figa do tipo apoiada-apoiada 

Parâmetro c Freqüência Característica 

3.137217:30:3 68.7:3 

6.28.5242449 27.5 .87 

9.4269:39:352 620 .. 59 

12 . .56829248 1103.10 

15.709645:30 1123.44 

36 

Tabela 4.7 Pri meiros cinco valores do parâmetro c e das freqüências característ icas 
de uma viga apoiada-apoiada. 



4 .5 Viga 1\ poiada-Apoiada 
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Figura 4.10 Gráfico dos primeiros cinco modos de nma vi_qa apoiada-apoiada 
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4.6 Viga Apoiada-Deslizante 

--

Figura 4.11 Viga do tipo apoiada-deslizante 

Parâmetro c Freqüência Ca.racteríst ica 

1.10948987-5 20.41 

4.7131-58208 1-59.10 

1.892267118 434.98 

11.02:34-5894 848.59 

14.1 -5908171 1400.02 

Tabela. 4.8 PTim e?·ros cinco 1:alores do parâmef'ro c e das freqüências caracter-ísticas 
de uma viga apoiada-desli::ante 



4.6 Viga Apoinda-Dcsliznnl.e 

1.5 
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Ot= 
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-1 

-1.5 

Pigura ·1-.12 Ch-áfico dos primeiros cinco modos de 'lima viga apoiadn-dcsli::anl c 
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4.7 Viga Apoiada-Liv re 

' ' 
'~----- --- --- 1 i _______ _ 

Figura 4.13 Viga do tipo apoiada-livre 

Parâmetro c Freqüência. Característica 

4.00096027:3 111.79 

7.1107615-52 :3.):3 .10 

10.24011415 7:32.27 

13.37493077 1249.24 

16.51224-505 1904.04 

Tabela 4.9 Primeiros cinco valores do parâmetro c e das freqiiências características 
dt uma viga apoiad(L-/ivr·e 



4 .7 Vig;t ,\ poiadn-Livrr 11 
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Figura. 4.11 Gráfico dos prilneiros cinco modos de mna viga apoiada-livre 



4 .8 Viga Deslizante-Deslizante 

4.8 Viga D eslizante-D eslizante 

Figura 4.15 Viga do tipo deslizante-desli::ante 

Parâmetro c Freqüência Característica 

:3.23302542:3 72.99 

6.:3:31784691 219.97 

9.4-51157648 624.6-5 

12.59131118 ] 10/.15 

15.1280111:3 1121.4/ 

Tabela 4.1 O Primei?·os cinco valoTes do par·âmetro c e das fr-eqüências caracter·íslicas 
de uma víga du;/i::ant~ -d€-sli::anü 



4 .8 \' iga Deslizantc-Dcsliznutc> 

1 {: . :....J 
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115 
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Figura 4.16 Gráfico dos primeiros cinco nwdos dC' u.m.a viga dcs/i.,-:aHir-dcsli::an/,e 
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4.9 Viga Des lizant e-Livre 

Figura 4.1 í Figa do tipo deslizante-livre 

Parâmetro c f reqüência Característica 

2.479068249 42.92 

.5 .55299677:3 21-5 .:34 

8.675272:22:3 525 .. 57 

11.80754:304 913.61 

14.94:365239 1-559.47 

Tabela 4.11 Primeiros cinco valores do paTâmetro c e das j1·eqüências caraclerí..:;licas 
de nm.a rri.ga desli::ante-livr(. 



4 .9 Viga Deslizan/.(')- [,ivn.> L\5 

Figura 1! .18 Gráfico dos p1'Í'Ineúos cinco nwdos dr wnn vign dcsli:wnte-!iV?Y: 



4.10 Viga Line-Li..,·re 

4.10 Viga Livre-Livre 

--­' ------L---

Figura 4.19 Viga do tipo livre-livre 

Parâmetro c Freqüência Característica 

4. 7:38:306-594 1-56.19 

7.8-59949861 4:31.42 

11.0008870:3 84-5.12 

14.14141581 1396.54 

17.28239262 2085.19 

46 

Tabela 4 .12 Primeiros cinco t·alores do parâmetro c e das freqüências caracter{sticas 
de uma viga livre-livr·e 



4.10 Viga Linc•-J,ivrc fi 

2 

1 

o 

-1 

-2 

Figura 4.20 Gráfico dos primci·ros cinco modos de uma viga livre-livre 



4 .11 Coment.ários sobre os Resultados 

4.11 Comentários sobre os Resultados 

De acordo com os resultados obtidos, podem ser feit as as seguintes 

obsen·ações 

• Quando o parâmetro .3 é negativo. a amplitude dos modos é pequena 

no extremo esquerdo e resulta maior no extremo direito da viga. 

• Quando o parâmetro 3 é positivo, a amplitude dos modos é grande no 

extremo esquerdo c resulta menor no extremo direito da viga . 

• Quando o parâmetro ;3 é zero. a viga. é uniforme e os modos coincidem 

com os das vigas j á. estudadas por ~loschen. 1999. 

• Quando o parâmetro 3 é, em geral, não nulo, as freqüências carac­

terísticas aumentam em relação às vigas uniformes. 



5 CÁLCULO ANALÍTICO DOS M ODOS DE VIGAS NÃO 
C LÁSSICAS 

5.1 Condições de Contorno N ão Clássicas 

As condições de contorno aqui abordadas correspondem a reações res­

trit.iYas lineares associadas a elementos elásticos e inerciais. Estas condições podem 

ocorrer sozinhas ou em conjunto com as out ras. 

Basicamente, neste trabalho: sã.o consideradas quatro condições de con­

torno não clássicas. [Ciough, 199:3]: a mola lateral. a mola torsional. a massa con­

centrada e a massa inercial. Além destas existem muitas outras que aparecem com 

menos freqüênci a. 

Como no caso das condições de contorno clássicas. aqui também é re­

querido o cálculo simbólico dos modos ut.ilizando as funções de base com condições 

normalizadas no extremo esquerdo ( x =O) da viga. 

Similarmente à seção :3 .1. para fins de simplificação, adotam-se siglas 

para denotar as diversas condições de contorno não clássicas de uma viga. Ta,is siglas 

são most.radas na tabela 5.1. 

11 Condiçii.o j l\JoJa Lateral I }Jola Torsional I Massa Concentrada I .Massa. Rotacional 11 

li Sigla I J\'m I l\.r I llfc I f c jj 

Tabela 5.1 Siglas para as Condições de Contorno não Clássicas 

:\a tabela 5.2. são mostrados os esquemas que representam os diversos 

tipos de vigas com condições de contorno não clássicas consideradas. 

19 
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Tipo de Contorno Esquema Físico 

I 

.Mola lateral ~ 
< 

' I I • I 

~VIola torsional ~ 
\\\\\ 

:i\la.ssa concentrada I 
~ 
' 

.Massa rotacional I 
'.j 
/~ .... 

~ 

Tabela. .) .2 Condições de Conlor·no .\ .cio Clássicas 

A segu1r. na tabela 5.:3 são mostradas as equações correspondentes a 

cada condição de contorno não clássica. Cada. condi ção dr balanço de moment.o ou 

de força deve ser aumentada por uma condição em cada. extremo, pois são requeridas 

duéls em cada extremo. Um critério simples pa.ra determina.r a condição adicionéll é 

observando que com a ausência do dispositivo o contorno fica livre. isto é. o momento 

flelor e a força de cisalhamento seriam nulos. 

Outro fato importantf' de ser observado na tabela .5 .:3 é que:- ex iste mu­

dança de sinais ern um lado déls igualdades quando se mudél dE' ext remo. 



5.1 Condições Não Clássicas 

11 Extremo Lado esquerdo Lado direito 

li 
}lo la ô [ ~ 82 

] ô [ 8
2 

] 
Lateral d f\ (X) Ô -~ (O, i ) = - km tL (O. t ) (]X k( :t)Ô:!~ (L . t) = km·u (L.t) 

X :!. 

[ ô? ] 1\ (x) ô~~ (O. t) =O [ , ()2 'U J f\ (:r) ôx2 (L. t ) =O 

Mola [ 8
2 

J ô [ ô? ] ô · -u u 
Torsional f1'(x) Ô.'l:~ (0. t ) = kr 0~(0. t) h (x) Ô ,'2 (L. t) = -krdi(L. t ) 

:t :r 

ô [ ()2 ] (fX A" (:r ) ôx~ (O. t ) =O a [ • fYu J i:h: h (:r) axz (L.t ) =O 

l\lassa ô [ · ô2u J D2·u ~· ( 11· (:r ) g:~ ] (L . t ) = m c ~:~ (L . t) Concentrada dx A (x )D::r.·2 (O.t)=-mcat2 (0.t ) 

[ .. . ô2
u J l\ (x) Ô:t 2 (O.t) =O [h·(:r)g::J) ( L, l ) = O 

?\Iassa [ • Ô
2v] . ô3u [ . ô2u] . fPu 

Rotacional J\ (.r )0x2 (O . t) = 1-catzax(O. t ) I\ (x) a 2 (L. t ) = - ' c a ·>a (L. i ) 
X t- X 

a ( . ô
2
u J éh· A (1· ) ôx 2 (O.t ) = O ô [ · . ô

2
u ] d.r l\ ( x ) éh 2 (L. t ) = O 

Tabela .) .3 Condições dt. Contorno .Yâo Clássicas 
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Na tabela 5.4. são mostradas as condições de contorno não clássicas da 

equação modal (2 .15) 

d
2 

[ . r , d
2 
X ( x) l _ , 2 • _ 

dx2 A (x) dx2 - m(x)wX(x) - 0, (5.1) 

para ambos extremos da. v1ga. Pode-se observar que tais condições de contorno 

foram obtidas a partir das condições de contorno enunciadas na tabela 5.3. 

As funções JVi (x) e V(x) já foram definidas nas equações (2.22) e (2.24) e 

representam os componentes espaciais do momento fietor e da força de cisalhamento. 

respectivamente. 

Além do mais. tem-se incluído os parâmetros dos dispositivos 

• km representa a rigidez da mola lateral, 

• kr representa a rigidez da mola torsional , 

• m e representa a massa colocada na extremidade da viga, e 

• ic representa o momento de inércia produzido pela massa rotacional. 

Observa-se também que, corno no caso da tabela 5.:3. as condições na 

tabela 5.4 mudam de sinal quando se muda de extremo. 
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11 c~o Extremo x =O Extremo x = L 

li 
Km- Km V(O) = kmX(O), J\lt(O) = O V(L ) = - kmX(L) , M (L) = O 

Km - Kr V(O) = kmX (O), M (O) = O M (L) = krX'(L), V(L) =O 

Km - fVfc V (O) = kmX (O), M (O) =O V(L) = mcw2 X(L), J\lt (L) =O 

Km - fc V(O) = kmX (O), A1 (0)= 0 Jvt (L) = icW2 X'( L), V(L) =O 

Kr- Kr J\lt (O) = - krX'(O) , V(O) =O M (L) = krX'(L), V (L) =O 

[{r- A1c M(O) = -krX'(O), V(O) =O V(L) = mcw2 X (L ), M (L) = O 

I 
Kr- f c M (O) = -krX'(O), V(O) =O M (L) = icw2 X' ( L) , V(L) = O 

J\!fc- Me V(O) = - m cw2 X( O) , J\lt(O) =O V(L) = mcw2X(L), M (L) =O 

1\tlc - f c V(O) = -mcW2 X(O), M (O) =O M (L) = icw2 X' (L), V (L) =O 

Ic- Ic M (O) = - icw2 X ' (O), V(O) = O J\lt (L) = ÍcW2 X 1 (L): V(L) = O I 
Tabela 5.4 Condições de Contorno pam a E quação J'Yfodal para uma Viga com 

Condições de Contorno não Clássicas 
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5.2 Metodologia de Cálculo 

Para fins de ilustração. considere-se a configuração de viga com mola 

lateral na. extremidade esquerda e com mola torsional na extremidade direita, como 

é mostrado na figura 5.1 

Figura 5.1 Viga de tipo mola lateral-mola torsional 

Como sempre, a equação moda! está dada por (2.15) 

d2 [ -'( d2 X (X) l -( ) 2 dx2 R x ) dx2 - m x w X (x) =O, 

sujeita a quatro condições de contorno. 

De acordo com a tabela 5.4, tem-se então duas condições de contorno 

na extremidade esquerda 

V(O) = kmX(O), Jvt (O) =O, (5.2) 

e duas condições de contorno na extremidade direita 

JVf (L) = kr X 1 (L): V (L) = Ü. (5.3) 

O modo de vibração da viga está dado, de maneira geral, pela igualdade 

(? ·r) ~--1 



5 .2 Metodologia de Cálculo 5.5 

e então, devido às condições (5.2) tem-se que 

(5.4) 

A segunda das condições de contorno em (5.3), 

V(L) =O (5.5) 

implica que 

I< (L)X 111(L) + I<' (L)X"(L) = O (5.6) 

e, utilizando a última igualdade junto com (5.4), tem-se que 

km!<(L) d>'"(L)- K(L)Cb111(L) - I<'(L )Cb"(L) + km~<'(L ) Cb"(L) 
r i f\( O) · 4 

· 
1 

· 
1 /" (O) · 4 

X (O) = K(L)<I>~' (L) + K'(L);j>~(L) X (O). 
(5.7) 

Agora, pode-se substituir (5.7) em (5.4) e considerando que o modo é único exceto 

por um fator escalar , obtem-se 

X (x) = K(L)(J>~'(L)J> I (x) - ~7'(L)J>z (x)) + K' (L) (J>~(L)J> 1 ( x) - 97(L)J>z(x)) 

-L kmi<(L)( ' "'(L)' ( ) _ ' '"(L): ( )) 
I X(O) <1>4 </>2 X <!>2 <f>4 X 

+ kmK'(L) ( ' "(L)' () ' "(L)' ( ·)) f{ (O ) q>4 CD2 X -<p2 <P4 X (5.8) 

Pode-se conseguir maior simplicidade algébrica, definindo a função J>ij.k(x ) 

para i, j = 1, 2, 3, 4 e k = 0, 1, 2,3 como segue 

(5.9) 

onde 
-:-(J.·) dk I I 

<t>i (L ) = -i·k·<Pi(x)l . para. k=0. 1. 2.;3 
G 1. x= L 

(:J.lO) 
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com 

cfO - I -
d 

o<Pi(x ) = <J>;(L). 
X x=L 

(5.11 ) 

A equação (5.9) permite escrever o modo X (x) obtido na equação (5.8) 

como 

, - 1 - kmf{(L) 7 kmf<' (L) -
X (x) = P.. (L )d>z1.3(x ) +I< (L)<i>zt.z(x ) + I< (O) <!>42,3(x) + K (O) Ó42.2(x) . 

(5.12) 

A equação característica proveniente da primeira igualdade da equação 

(.5.3). 

M (L) = krX'(L), (5.13) 

está dada por 

lkrX'(L) + K (L)X" (L) =o i (5.14) 

onde X' (L) e X"(L) são calculadas a partir da expressão algébrica para o modo 

X (x) (5.12), e que em termos das funções d>ij.k(x) pode ser rescrita como 

k }"( L)' ' (L) k K' (L)' ' (L) 1 kmkrK (L) 7 t (L) 1 kmkrK' (L) -:1 (L ) ~r \. <1>21.3 + ~r 0 21.2 T K (O) <?42,3 T I\(0) <1>42.2 

.J...f.2(L) -" 1 ) , J"( L)J"'( L) -" ( ) km K
2
(L );;._11 ( ) kml\..(L )f.:' (L ) 7 11 ( ) O • \. <Pz1.3\X -r \. \ G>2 1.2 x + K (O) '~-'42.3 x + K (O) <P42.z x -

(5.15) 

Deve-se salientar que a definição (5.9) é muito útil , não só pela sua 

simplicidade algébrica mas pela facilidade com que pode ser inserido na programação 

simbólica para o cálculo das freqüências características e dos modos de vibração de 

diversos tipos de configurações de vigas. 

De maneira similar. foram calculados os modos para os out ros tipos 

de vigas com condições não clássicas e os resultados obtidos foram arranjados na 

tabela 5.5. Por simplicidade. escolheu-se a forma compacta (5.14) da equação ca.-

racterísti c a. 
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Viga. Modo X(x) Equação Característica 

K m - f{m K(0)~21.2(x) + kmq;42,2(x) kmX (L)- J<:(L)X"'(L) = O 

fl.m- Kr K(L)J>21,3(x) + K'(L)~21.2(x)+ krX'(L) + K(L)X"(L) = O 
kmK(L) ~ ( ) kmK'(L) ~ ( ) 

K(O) IP42.3 X + K(O) <P42.2 X 

Km- lvfc K(0)~21.2(x) + km~42.2(x) mcw2 X (L) + I<' (L)X"(L)+ 
K (L)X"' (L) = O 

K m -Kr K (L)~I,3(x) + K'(L)~21,2(x)+ icw2X'(L) + K(L )X"(L) = O 
kmK(L) ~ ( ) kmK' (L) ~ ( ) 

K (O) <P42,3 X + I<(O ) <P42.2 X 

Kr- Kr K(L)<f>12,3(x) + K'(L) <l>12,2(x)+ krX'(L ) + I<(L)X"(L) =O 
krK(L) ., krK '(L) -: 

K (O) <Pt3,3(x) + K(O) <Pt3,2 (x) 

Kr- J\!fc K(O)~I3,2(x) + I<'(0)~41,2 (x) mcw2 X (L) + K'(L)X"(L)+ 
I< (L)X"'(L) = O 

Kr - f c I<(L)~I2,3 (x) + I<'(L)~12,2(x)+ icw2 X'(L) + I<(L)X"(L) =O 
kr K (L) ., ( ) krf(' (L) ~ ( ) 

K (O) <PI3,3 X + K(O) 13.2 X 

illfc - i\1c 
- m w2 -
~21.2(x) + i(OJ<D24.2(x) mcw2 X (L) + I<'(L)X"(L)+ 

I 
K (L)X"'(L) = O 

I 1\1c- fc I K (L)~21 ,3(x) + K' ( L) ~2 1,2(x)+ icw2X' (L) + I< (L)X"(L) =O 
I m w2 - -

l\·(o) (K(L)<P24.3 (x) + K' (L)q)24.2(x)) 

fc- l c K(L)(/>12.3(x) + K' (L) <P12,2(x)+ 

J\sC;) (I<(L)<l>t3,3(x) + K'(L) <l>t3.2(x))+ icw2 X'(L) + K(L)X"(L) =O 

. 2 F"(O) 
tcw 1 (Y(L) ' ( ) F'(L)-; ( )) J\·2(Ü) \ <J>4J,3 X + \ <P41,2 X 

Tabela. 5.5 J'vfodos e equações camcter·ísticas para diveTsas configumçôes nao 
drí.ssicas de vigas (não-uniformes). 
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5.3 Vigas Não C lássicas com Seção Transversal Contínua 

A presença dos dispositivos mecânicos nas extremidades da viga só 

modifica as condições de contorno da equação modal. Os modos e freqüências ca­

racterísticas da viga foram calculadas na seção anterior na tabela 5.5. 

Por outro lado: o fato que a seção transversal da viga seja constante ou 

contínua em geral implica na utilização de funções de base que já foram vistas nas 

seções :3 .3 e 3.4 para o caso constante ou variável, respectivamente. Tais funções 

podem ser utilizadas também no caso das condições de contorno não clássicas. 



6 CÁLCULO ANALÍTICO DOS M ODOS D E V IGA S 
BISSE G MENTADAS 

Neste capitulo, é feito o cálculo analítico dos modos relativos às VI­

brações transversais de vigas bissegmentadas, isto é, com a presença de dispositivos 

mecânicos intermediários. descritas pela equação de Euler-Bernoulli: 

(6.1) 

O cálculo dos modos é feito resolvendo a equação modal 

correspondente à equação (6.1). 

Na seção a seguir , aborda-se o problema de determinar o modo X ( x) 

perante a presença de dispositivos mecânicos intermediários. ~a prática, podem 

aparecer configurações de vigas bem mais complicadas, que não serão abordadas 

neste trabalho. pela sua dificuldade algébrica. 

6.1 Configurações de Vigas com Dispositivos Intermediá rios 

Os tipos mais comuns de dispositivos intermediários encontrados na 

literatura, Clough & Penzien, 1993; são descri tos na tabela 6.1. 

Na tabela 6.2. são mostradas as condições de continuidade para os res­

pectivos dispositivos intermediários. Supõe-se que o dispositivos está localizado na 

posição x = f.l· 
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11 Tipo de Dispositivo Esquema Físico 

li 

Apoio simples (A) • • • X • • • ~ 
li 
I 

li • • • • • • 

Mola lateral ( f{m) ~ 
li 
li 

7t71t7tt7 l I' 

• • • (r') • • • 1 

!VIola torsional ( ](,.) ~ 
\\\\\ 

li 

I Massa concentrada ( A1c) • • • • • • 
I 

~ 
I 

li 
Massa rotacional ( Ic) • • • X • • • I 

~ I 
Tabela 6.1 Dispositivos Mecânicos Intermediários 
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Dispositivo Condições de Continuidade 

u(f.L- ,i) = u(f.L+,t) =O 

Apoio 
Ux(f.L- , i) = Ux(f.L+, i) 

li 
Simples 

!Vl(f.L - ' t) = l'vl(f.L+' t) 

u(f.L-, t) = u(f.L+, t) 

Massa 
'Ux(f.L-: i) = Ux(f.L+, i) 

Concent rada 
!vl(f.L - , t ) = M(f.L+, t) 

I 
V(f.L-, t) = V(f.L+: t) + fficUtt(f.L-, t) l 

li 

u(f.L- , t) = u(f.L+, t) li 

Massa 
Ux(f.L- , t) = Ux(f.L+, t) 

Rotacional 
M(ll-, t) = Nf(J.ot+, t) + ÍcUttx(f.L- 1 t) 

v (f.L - ' t) = v (f.L +' t ) I 

u(f.L - , t) = u(f.L+, t) 

Mola 
ux(f.L- , t) = ux(f.L+, t) 

I Lateral 
l'vl(f.L-,t) = M(f.L+,t) l 

V(f.L-, t) = V(f.L+, t) + kmu(f.L-, t) 

u(f.L-, t) = u(f.L+, t) I 
lVIola 

Ux(fJ,- , t) = Uz(p+, t) I 
Torsional 

M(f.L -, t) = NJ(f.L+, t) + krux(f.L- , t) 

V(J.L- .t) = V(J.L+.t) 
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6.2 Equação Modal e Condições de Continuidade 

O cálculo dos modos é feito através da equação modal 

d
2 

[} , ( ) d
2 
X ( x) l _ ( ) 2 ,. ( ) dx2 \. x dx2 - m x w X x =O, (6.3) 

sendo X (x) o componente espacial do deslocamento da viga u(x: t) = eiwtX(x). 

É conveniente calcular o modo X ( x) em duas parcelas, como é mostrado 

na figura 6.1 

X1(x) X2(x) 
o o 
r---- ------l 

I 

I L-p I 

Figura 6.1 Esquema de segmentação do modo X (:r) 

O modo X (x) é montado a partir de X 1(x) e X2 (x) como segue 

X(x) = (6.4) 

As condições de continuidade que aparecem enumeradas na tabela 6.2. 

podem ser traduzidas de maneira. que representem condições de continuidade para 

a função modal X ( x) na posição x = J.L. Isto pode ser visto na tabela 6.3. 

Desta maneira. dada qualquer configuração de viga bissegmentada, 

com um dispositivo in termediário. ter-se-á um problema de valor de contorno con-



Caso 

A 

Me 

f c 

A.m. 

Kr 
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Deslocamento Giro Nlomento F letor Força de Cisalhamento 

XJ(J.L) =X2(L - J.L) = 0 x; (J.L) == -X~(L - ~.~-) x;' (J.L) = X~'(L - 11) -

X J( Jt) = X2( L - J.L ) x;(J.L) = -X2(L- J.L ) x;' (J.L) = X2' (L - J.L) K '(J.L)X;' (J.L) + K(i-L) X;" (p.) = 

- K'(i!) X z' (L - 1-L)- K (i!) X 2" (L - J.L) 

+mew2 X 1 (I') 

X J(J.L) = X 2(L - JL) X[(i•) = -X2(L- ,.) A"(p.)X ;' (~t) = K(Jt) X2'(L- JL) x:"(~t) = -X2"(L- Jt) 

+icw2x ;(~t) 

Xt (l') = X 2(L - 11) x; (JL) = - .:'q (L - J.L) X['(iL) = Xz' (L - 11) -I<'(p.) X [' (I-L)- K (p.) X :"(JL) = 

K'(JL) X!j (L - J.L) + K (J.L) X z" (L- JL) 

+kmXt(JL) 

X I (I')= X 2(L - JL) x; (P) = -X2(L - JL) r:(J.L)X ;'(J.L) = 1\( J.L)X~' (L - J.L ) X{" (JL ) = -X~"(L -~t) 

-krX; (~t) 

Tabela 6.3 Condições de Continuidade para Vigas com um Dispositivo Inter­
mediário Clássico ou l':ão Clássico 

siderando a equação diferencial (6.3) junto com quatro condições de contorno e 

quat ro condições de continuidade. 

I 

I 
I 
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6.3 Metodologia de Cálculo Modal 

A abordagem apresentada a seguir, considera uma técnica algébrica 

mais ou menos simples para obter o modo normal e a freqüência característica de 

uma viga: a informação das condições de contorno e de continuidade, junto com a 

forma modal calculada em (2.27). 

De acordo com a formal moda} geral. calculada em (2.27), tem-se 

, -; I - /Vf (O) , 1 ( K'(O) ) -
X(x) = .X(O)<Pt(x)+X (0)<!>2(x) - K(O ) <P3(x) - K (O) V(O) - K(O) Jvt (O) <fy4(x) . 

(6.5 ) 

Para fins de ilustração considere-se a viga do t ipo L - Me- L mostrada 

na figura 6.2 

Figura 6.2 Viga do tipo L- Me- L 

Então, devido a que o momento fletor e a força de cisalhamento são 

nulos nos extremos livres , então tem-se que M(O) = V (O) = O. Portanto, para o 

segmento esquerdo tem-se que 

(6.6) 

e. para o segmento direito 
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Nas equações (6.6) e (6.7), as incógnitas são X 1(0), X~ (O), X 2 (0) e 

X~ ( O). Para a determinação de tais quantidades, ut ilizam-se três das quatro condições 

de continuidade, e a restante condição de continuidade é utilizada para determinar 

a equação característica e portanto, para calcular a freqüência característica. 

Assim, são ut ilizadas as seguintes t rês condições de cont inuidade 

X1 (1-') - X2(L - 1-'), 

X~(l-') - -X~(L- JJ) , 

X~' (JJ) - x;'(L- JJ) , 

(6.8) 

junto com as equações (6.6) e (6.7) . Exceto por uma constante, o modo X(x) está 

dado pelas componentes 

e 

X1(x) = (~2(JJ)J>21 ,12(L - JJ , L- JJ) + ~;(JJ )J>21.o2(L- J.L , L - 1-') 

+~~(J.L)?>2t.oi(L- J.L , L - 1-')] ~,(x) + [~~(JJ)~I2 . 12(L - JJ , L- J.L) 

+<P~ (JJ )~12,02( L - j),, L - IJ.) + ~7 (JJ )~12.01 (L - f.L , L - jJ) ] ~2( X) (6.9) 

[~~ (l-')~22.2o(JJ , L -11-) + J ; (l-');f>l2.zo(JJ , L - JJ) 

+6;(L- JJ)J2l .D2(JJ , JJ)]~~ ( x) + <P2(x) . 

A função (/.>ij.kl está definida algebricamente como 

(6.10) 

(6.11) 
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A equação característica está dada pela quarta condição de continuidade, 

expressa em termos de X 1 (x) e X 2 (x ): 

K(J-L )X~"(J.L ) + K'(J.L )X~' (J.L ) = -K(J.L)X~' (L - J.L ) - K'(J-L)X~(L- J.L ) + m cw 2 X1 (J-L). 

(6.12) 



7 CONCLUSÕES 

Nest e trabalho, apresentou-se uma metodologia simbólica destinada ao 

cálculo algébrico dos modos e a equação característica para configurações clássicas 

e não clássicas de vigas monossegmentadas e bissegmentadas com seção transversal 

contínua (constante ou variável) . O ponto chave da metodologia está na imposição 

de uma condição de normalização nas funções de base para construir os modos 

normais. Isto facilita a interpretação dos modos como configurações estáticas do 

deslocamento com in terrelações físico-matemáticas, que não aparecem quando são 

utilizadas outras funções de base que aparecem comumente na literatura. 

A metodologia provou ser simples no caso de vigas monossegmentadas 

com condições clássicas e não clássicas, requerendo o auxílio do computador no caso 

de configurações b issegmentadas. Foi necessária a introdução de novas definições 

algébricas para simplificar mais ainda o forma funcional dos modos. 

Esta abordagem provou ter uma característica unificadora pois pode ser 

utilizada para uma ampla variedade de t ipos de vigas. Em diversas dissertações sobre 

o modelo de Euler-Bernoulli no PPGMAp, por exemplo, Moschen, 1999; Morelat.to, 

2000: P asin, 2001; Juver , 2002, entre outras, foi feita uma abordagem matricial com 

auxílio de software simbólico e de maneira independente. A metodologia proposta 

ne.ste trabalho pode ser aplicada nos trabalhos mencionados acima. 

Sugere-se, para dar continuidade à aplicação desta metodologia, a im­

plementação de programas computacionais unificados para o cálculo modal dos di­

versos tipos de vigas. 

67 
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