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RESUMO

Neste trabalho analisamos a Equagéao de Lienard ' =y — f(z), ¢ =
—z onde f : § — R é de classe C'. Posteriormente, apresentamos
um estudo completo do retrato de fase da Equacdo de Van der Pol,
mostrando que ela possui uma solugao periddica e que toda solugéo
néo periddica tende para ela.

A Equagao de Van der Pol é encontrada quando tomamos f(z) =
z® — z, f : R — R na Equagao de Lienard.

Ao fim do trabalho apresentamos uma prova para sistemas de equacoes

diferenciais mais gerais do que a de Lienard.



ABSTRACT

In this work we analysed the Lienard Equations 2’ = y — f(z), ¥ =
—z, where f : R — R is C' function. Later, we did a complete study
of the phase portrait of the Van der Pol Equation, proving that it has
a periodic solution and that every non periodic solution tends to this
periodic solution.

The Van der Pol Equation is found when we take f(z) = z*® — =z,
f: R — RN in the Lienard Equation.

At the final of this work, we presented a proof to more general sys-

tems of differencial equations than Lienard.



INTRODUCAO

Vamos analisar neste trabalho a equagédo diferencial dada pela ex-

pressao abaixo:

(0.1)

onde f: R — R é uma funcio de classe C'.

Esta equacgéo diferencial é denominada de Equacgao de Lienard. Se
f(z) = z® — z, entao (0.1) é denominada de Equagdo de Van der Pol.

Observe que o ponto (0,0) é de equilibrio para a equacdo diferencial
(0.1), se f(0) = 0.

Consideraremos primeiramente, como exemplo, 0 caso mais simples,
quando f é linear.

Seja f(z) = Kz, K > 0. Entdo a Equagdo de Lienard tem a ex-

pressao:

Considere Z = (z,y). Podemos escrever a equagao acima da seguinte

forma:



Z' = AZ, onde

O polinémio caracteristico é: (=K —A)(=A)—(=1) =N+ K\+1.

—K+(K2-4)3
Lo

Assim, os valores caracteristicos sdo: A =
E facil ver que A sempre tem a parte real negativa. Assim temos que
A é um atrator e a origem (0,0) é um pogo. Entdo pelo Teorema de
Liapunov (Ver Sotomayor, 1979, cap. VIII, se¢éo 1, corolario 9), (0,0)
é um equilibrio assintoticamente estavel. Além disso, vé-se que (0,0)
é um pogo "espiralado” exatamente quando K < 2, pois neste caso os

autovalores terdo a forma a £ bi, a < 0.

A demonstragao dos fatos acima mencionados pode ser vista em de-

talhes no livro de J. Sotomayor [9].

Vamos agora considerar os pontos de equilibrio de (0.1) para uma
funcdo f: R — R classe C'.
Existe um tnico equilibrio Z de (1) obtido por:
y—fz)=0
—z=0

ou

Z = (0, £(0))



A matriz da primeira derivada parcial de (0.1) aplicada em (0, f(0))
~7'(8} 1
¢ dada por
-1 0

O polinémio caracteristico & (—f(0)=A)(=A)—=(—=1) = A+ f/(0) A\ +

SUUIHOELY

1 e seus valores caracteristicos sé@o dados por: A =

Com isto concluimos que Z é um pogo se f'(0) > 0, pois seus autova-
lores terdo a parte real negativa e Z é uma fonte se f’(0) < 0, pois seus
autovalores terao a parte real positiva.

Em particular para a equacgio de Van der Pol (f(z) = z®—=z) o dnico
equilibrio é (0,0), que é uma fonte, pois f'(0) = -1 < 0.

Equagoes do tipo acima sao extensamente utilizadas em aplicagées a
circuitos elétricos. Isto pode ser observado no trabalho ”On the Mathe-

matical Foundations of Electrical Circuit Theory”, [8]. Ver também [4]

e [5].

Definigao: Seja o fluxo ¢, associado a equagdo diferencial (0.1).
Dizemos que se (z,y) é tal que ¢;,(z,y) = (z,y) para um certo (z,y)
e tg > 0, (z,y) ndo de equilibrio, {¢:;0 <t < to} define uma solugéo

periddica.



Vamos iniciar agora o estudo da Equagado de Lienard para a funcao

f(z) = 23 — z. Deste modo

terd a expressao

(0.2)

Esta equacao é chamada de Equagao de Van der Pol. Neste trabalho
vamos fazer uma andlise completa do seu retrato de fase e provar o

seguinte resultado:

Teorema 1: Existe uma solugao periédica de (0.2) e toda solugéao
nao periddica, diferente do ponto de equilibrio, tende para esta solugéo

periodica.

Definigao: Considere o sistema z’ = g(z) onde g : @ — R™ é uma
funcdo de Lipschitz, Q C R" aberto. Seja (z(s).y(s)) uma solugdo
periédica de ' = g(z), 0 < s < to, onde (z(0),y(0)) = (z(to), y(to))-
Diz-se que a orbita periédica definida por (z(s),y(s)) é atratora se

existir 4 > 0 tal que se (z(t),y(t)) é uma solugdo de z’ = g(z) e

9



se |(z(s),y(s)) — (z(s),y(s)| < 4, para algum s, 0 < s < tg, entdo

(z(t),y(t)) estd definida para todo ¢ > s e Ve > 0,3IN > s > 0 tal que

(z(t), (t)) — (z(t), y(t)| <€, Vt > N.

O Teorema 1 pode ser generalizado da seguinte forma:

Teorema 2: Seja f uma funcio real par e g uma funcio real impar,
g(z) > 0, z > 0. Assuma além disso que g € C' e que f é uma funcdo
continua por partes. Considere F(z) = [ f(t)dt, G(z) = [; g(t)dt e
suponha que exista a > 0 tal que F(z) <Opara0<z <ae F(z) >0
crescendo monotonicamente para todo z > a. Considere também que
G(z) — o0 e F(z) — oo quando & — oo. Entdo a equagdo diferencial

e

z” + f(z)z'+g(z) = 0 tem uma unica solucdo periédica e ela é atratora.

E facil ver que a equagdo diferencial (0.2) satisfaz as hipdteses do
Teorema 2.

Para simplificar a demonstragao dos resultados principais deste tra-
balho (Teorema 1 e Teorema 2) optamos por apresentar apenas a prova
completa do Teorema 1. O Teorema 2 pode ser demonstrado com pe-
quenos ajustes desta prova.

Na seg@o 2 faremos um breve comentério sobre a demonstragao do

Teorema 2, no qual tomando g(z) = x, recaimos na equagao de Lienard.

10



Nas equagoes analisadas no presente texto mostramos a existéncia de
um atrator que é uma érbita periédica. Em dimensGes maiores podem
existir atratores cadticos e seu estudo é de fundamental importancia
hoje em dia.

Recentes estudos de solugdes geradas por computador para equagoes
de segunda-ordem, como as equagdes de Duffing, e sistemas auténomos
de terceira-ordem tem revelado inesperadamente solucées complexas
que podem aparecer de equacoes diferenciais nao lineares relativamente
simples.

O sistema

¥ =aly—-z) y=br—-y-—zz Z=zy-cy,

onde (a, b, ¢) sdo constantes, foi investigado pela primeira vez por Lorenz
(1963). As equagdes de Lorenz descritas acima sdo um modelo simpli-
ficado para a evolugdo dindmica do clima na atmosfera. Esta equagao
est4 definida no 3.

As solucgoes calculadas por computador para tal equagdo exibem
um comportamento complexo para uma ampla gama de valores de
parametros.

O comportamento dindmico complexo desta equagao descreve o caos
produzido pelo sistema, embora as solugdes (z(t),y(t),z(t)) fiquem

determinadas apenas pelos valores iniciais. As solucoes apresentam
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dependéncia sensitiva em relacdo a condigéo inicial, (ver [2]). Este
fenomeno ocorre para certas equagoes de terceira ordem ou superiores,
e sistemas de segunda-ordem forgados.

As equagoes de Lorenz e modelos similares tem auxiliado na inves-
tigacao de fluxos turbulentos em mecéanica dos fluidos. Certos aspectos
do comportamento ao longo do tempo destes sistemas mostram carac-
teristicas sistemdticas com um grau de independéncia das condicdes
iniciais e valores de parametros. Isto abre caminho para um estudo
matematico do comportamento cadtico.

Varios resultados matemaéticos recentes foram demonstrados para tal
equacdo, comprovando o que se observa da evidéncia numérica obtida
via computador, (ver [2]).

Conforme [5], pg. 337, a Equacdo de Lorenz pode ser vista como
uma generalizagdo de equacoes tipo Equagdo de Van der Pol.

O presente trabalho é uma breve introducao a dinamica dos circuitos
elétricos. Referimos o leitor a [8] para uma apresentagio sistemaética
dos " fundamentos matematicos da teoria dos circuitos elétricos”.

No trabalho ”Generalized Gradient Fields and Electrical Circuits”,
conforme (7], Alcides Lins Neto analisa sistemas gradientes associados

a circuitos elétricos gerais.



§1 A EQUACAO DE VAN DER POL

A equagao (0.2) pode ser expressa como (2, y') = b(z,y) = (bi(z,y), b2(z,v)),
onde by =y—23+zeby=—z.

Sabemos pela introdugéo que (0.2) tem um tinico ponto de equilibrio
em (0.0), e é fonte. O proximo passo é mostrar que toda solugio gira
no sentido horario em torno do equilibrio.

Para isto dividamos o plano zy em 4 regides distintas (conjuntos

abertos) A, B,C, D, como na figura 1.

As curvas abaixo delimitam as regices A, B,C, D
y—flz)=0
=1

Definamos 4 curvas:

v" ={(z,hy>0zx=0}

—-—

9" ={(z,y)iz>0,y=12" -z}

=iy < 0,8=20}

g ={(z.ysz<0y=2"-z}
Estas curvas sao disjuntas e junto com a origem formam a fronteira
das quatro regices A, B.C, D.

13
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FIGURA 1

Vejamos agora como o campo de vetores (z',y’) = b(z,y) comporta-

se nas curvas fronteiras. Lembrando que b(z,y) = (y — 2° + z, —x).

E claro que ' = 0 em (0,0) Uv* Uv™, e em nenhum outro lugar. E

z’ = 0 exatamente em g™ U g~ U (0,0). Além disto, em v™ temos que

b(z,y) = (y,0) comy > 0eem v™, b(z,y) = (y,0) com y < 0. Assim,

o vetor b(z,y) é horizontal em v™ U v~ e aponta para a direita em v™

e para a esquerda em v~.

Em g*, b(z,y) = (0,—z), com z > 0, e em g, b(z,y) = (0, —x),

com z < 0. Entéao b(z,y) é vertical em g™ U g~, apontando para baixo

em g~ e para cima em ¢g~. (Ver Figura 2)
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FIGURA 2

Em cada regiao A, B,C. D os sinais de z’ e 3’ sdo constantes. De
fato, na regido A temosy > 2~z ez > 0, assim, 2’ > 0 ey < 0. Em
B.y<z?—zez>0,assim, 2’ <0ey <0. EmC,y<z®*—ze
r<0,assim,z’ <0ey >0. Em D, y>z*—zexz <0, assim, 2/ >0
ey >0.

Portanto, em A o campo de vetores sempre aponta para 0 quarto
quadrante; em B, para o terceiro quadrante; em C, para o segundo

quadrante e em D |, para o primeiro quadrante.



A préxima parte de nossa andlise diz respeito a natureza do fluxo
no interior das regides A, B,C, D. A figura 2 sugere que as trajetdrias
espiralam-se em torno da origem no sentido horério. As trés préximas

proposi¢des vao descrever mais precisamente tal propriedade.

Proposicao 1: Toda trajetéria que inicia em v™ entra em A. Toda
trajetéria que inicia em A encontra g*; além disso encontra g+ antes

de encontrar v~, g~ ou v™.

Prova:

Seja (z(t),y(t)) uma curva solugao de (0.2) tal que a condigao inicial
(z(0),y(0)) € v™, com I = (a, B) sendo o intervalo maximal.

Temos entdo que z(0) =0 e y(0) > 0.

Assim 2'(0) = y(0) —2*(0) +z(0) > 0 de modo que para um pequeno
aumento de t, teremos z(t) > z(0) = 0.

Como o fluxo é continuo, a curva entra em A.

Para deixar A sem passar por g™, z'(t) tem que tornar-se 0 em algum
momento. Mas quando isto ocorrer (z(t),y(t)) estard em g¥. Logo se

(z(t),y(t)) vai encontrar g™ serd antes de encontrar v~, g~ ou v™.

Portanto a primeira e a ultima declaragoes da proposicao estao provadas.
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Afirmagéo: Se a trajetéria (z(t), y(t)) inicia em A, entdo (z(t), y(t)) €
g para algum t > 0.

A demonstragdo serd por contradigdo. Suponhamos que néo valha a
afirmacao.

Dado to = € > 0 fixo, (z(e),y(€)) € A. Assim z(e) > 0.

Seja P C ®? o conjunto compacto delimitado por v*, g™, a reta
y = y(e) acrescentando o ponto (0,0) para P ficar compacto. (Ver
figura 3).

Lembrando que para qualquer curva solugdo (z(t),y(t)), v'(t) < 0
em toda a regido A, a curva solugao (z(t),y(t)) esta em P, pelo menos
até um determinado tempo 1, € < t; < 3, com [ = (@, ) sendo o
intervalo maximal.

Como, por hipétese, esta curva nio encontra g*, pelo teorema da
nao permanéncia em compactos (Teorema em Sotomayor,1979, Cap.
VI, secao 1, corolério 4), ela estd definida para todo ¢ > 0.

Visto que z'(t) > 0 em A, temos que z(t) > z(e) > 0 para ¢ > .

Como por (0.2), ¢/(t) = —z(t) segue-se que ¥'(t) < —z(e) parat > e.

Para estes valores de t > € temos
y(t) < y(e) — z(e)(t —€),
pois

g8 ~le)iss / ¥ (s)ds < / (—z(e))ds = —(e)(t — €).

17
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(x(e), ¥(e)) g
—
P
FIGURA 3

Fazendo ¢ — oo temos que y(t) — —oo, 0 que é um absurdo, pois
em A, y(t) > m. onde m é o mfnimo de z* — z, para z > 0.
E isto é impossivel, a ndo ser que (z(t), y(t)) encontre g=.

Assim provamos a proposicao 1. a



Proposigao 2: Toda trajetéria que inicia em ¢g* entra em B. Toda
trajetoria que inicia em B encontra v~ ; além disso encontra v~ antes

de encontrar g, v* ou g™ .

Prova:

Seja (z(t), y(t)) uma curva solugdo de (0.2) tal que a condigao inicial
(z(0),y(0)) € g*. Entdo z(0) > 0 e y(0) = z%(0) — z(0).

De (0.2) e do fato acima temos que, z'(0) = y(0) — z*(0) + z(0) =0
e '(0) = —z(0) < 0, e isto implica que para um pequeno aumento de
t, y(t) decresce. Portanto a curva entra em B.

Seja h(z,y) = y — z° + z, logo Vh(z,y) = (=3z% + 1,1). Note que
h é negativo em C U B e lembre que o gradiente aponta na diregdo de
crescimento da funcéo.

Em g* temos b(z,y) = (¢',y') = (0,—z), onde z > 0. Assim,
< (=32 +1,1),(0,—z) > = —z < 0 para todo (z,y) € g*. Logo o
vetor b(z,y) aponta para dentro de B quando (z,y) € g7, visto que
Vh é perpendicular & g* e aponta para A. Desse modo, se a curva
solucao (z(t),y(t)) sair de B ndo serd por g~.

Como para sair de B, a curva solugdo precisaria cruzar v~ ou g~

segue que se a curva solugao sair de B serd por v~.

19



Dessa maneira, a primeira e a iltima afirmacdes da proposicio estao

provadas.

Afirmagéo: Se a trajetdria inicia em B, entdo (z(t),y(t)) € v~ para
algum t.

Dado t; = € > 0 fixo, (z(€),y(e)) € B. Note que z(t) é decrescente
em B.

Considere @ C R?, o conjunto compacto delimitado por g7, z = z(e),
r=06,0<d<z(e)ey=E, onde E < —[(z(e))® + z(e)] e d serd
especificado mais tarde.

Em principio poderiam ocorrer trés casos se a curva solugao (z(t), y(t))

nao cruzasse v_.

Caso 1: Suponhamos que a curva solugao néo saia do compacto @,
estando desse modo definida para todo t > 0, conforme teorema da ndo
permanéncia em compactos (Teorema em Sotomayor, 1979, cap. VI.
secao 1, corolério 4).

Ainda, V t > €, temos z(t) > 6, z(t) < z(e) e y(t) < y(e), porque
z(t) e y(t) sao mondtonas decrescentes em B.

De (0.2) temos y'(t) = —z(t) < —6.

Assim

y(t) - y(e) = f o (s)ds < —8(t —€).

20



ou seja,
y(t) <yle) —o(t —e).

Também Vt > €, temos
z'(t) = y(t) — z(t)® + z(t) < y(e) — 6(t — €) — & + z(e),

e entdo fazendo t — oc, temos z'(t) — - 0.
Logo, dado N > 0, 3 ¢, tal que V ¢t > g, 2/(t) < —N. Pelo teorema

do valor médio, 3 7 € (tg,t) tal que
2(t) — z(to) = (¢ — t0)2'(7) < (t — to)(—N) = —(t — to) V.

Entédo, z(t) < z(tg) — (t — to)N e ao fazer t — o0, obtemos que

z(t) — - 00, e isto é impossivel a ndo ser que a curva solugdo cruze v~

Caso 2 : Se o caso 1 ndo ocorre, entdo suponhamos que exista E
tal que a curva solugéo sai de @) atravessando o eixo z = 4, ficando
para sempre na regido delimitada por ¢, z = 0, ¢ = 0, y = E,
acrescentando o ponto (0,0) para a regido ficar compacta. Lembre que
z(t) é mondtona decrescente e y(t) também.

Obs.: O caso 3 trata da situagao alternativa.

Em cada ponto (z,y) do eixo v~ até a intersecdo com y = E considere
o fluxo tubular por (z,y). (Teorema em Sotomayor, 1979, cap. VI,
secdao 4, teorema 8). Fica assim definida uma cobertura com fluxos
tubulares centrados em (z,y) na parte do eixo v~ entrey =0ey = E.
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Como este segmento é compacto, podemos extrair uma subcobertura
finita centrada em (z;,¥;), ¢ € {1,2,...,k}. A seguir determinamos o
valor minimo de z no extremo direito da caixa de fluxo para cada
(zi,yi). Denote por Zp tal valor minimo. Se (z(t),y(t)) for tal que
z(t) < Ty, entdo pelo teorema do fluxo tubular ela cruza o eixo z = 0.

Podemos assumir, sem perda de generalidade que 6 < Zp.

Logo neste caso ela também cruza v~.

_Caso 3: Suponhamos finalmente que a curva solugdo saia de @
atravessando o eixo y = F, isto é, que 3 ¢y tal que V ¢ > £, y(t) < E.
Note que y(t) é mondtona decrescente em B.

Seja I = (o, 3) o intervalo maximal de (z(t), y(t)) tal que a condigéo
inicial (z(0),y(0)) € g*.

Seja to o primeiro ¢ tal que y(fy) = E. Se a medida que aumentarmos
t, (z(t),y(t)) ficar contido para sempre no compacto delimitado por g™,
z=1x(e),z =19, y=FE — 1 caimos no caso 1.

Seja t; > 1o, tal que y(t;) = £ — 1.

Entao

y(t,) —y(ted) =E—-1—E = -1

]
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Por outro lado, pelo teorema do valor médio, 3 7 € (to,¢;) tal que

y(t1) — y(to) = ¥'(7)(t1 — to)
= —z(7)(t, — to)
> —a(e)(ty — to).
Assim,

—z(€)(ty — to) < -1,

e entao,

1
ty —tg > ——=>0.

z(€)

De (0.2) temos
Z'(t) = y(t) — z(t)* + =(t)
< y(t) +z(t)
< E 4+ z(e) < —2%(e)

para t > to, pois E < —[z?%(€) + z(¢)].

Também,

o(t) ~ oltw) = | "l B =,

23



Assim,

z(t) < z(to) + (t — to)(—2>(¢))

E T 5%(—3:2(6)) —0

Entéo z(t) < 0 e isto é impossivel a ndo ser que a curva solucao cruze

v .

Logo, em todos os casos (z(t),y(t)) cruza v™.

E isto prova a proposigao 2. O

A demonstragéo que uma solugéo (z(t), y(t)) comecando em v~ cruza

g~ ¢ analoga ao caso anterior para a regiao A.

A demonstragdo que uma solucao (z(t).y(t)) comegando em g~ cruza

v* é andloga ao caso anterior para a regido B.

As proposicoes 1 e 2 e os comentérios acima, sugerem que a trajetoria

passa pelas regides A, B,C, D como mostrado na figura 4.
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FIGURA 4

Proposigao 3: Toda trajetéria (z(t),y(t)) € definida para ¢ > O.
Exceto para (0,0), cada trajetéria (z(t),y(t)) cruza repetidamente as
curvas v+, g, v, g~, no sentido horério, passando sucessivamente en-

tre as regides A, B, C. D no sentido horario.

Prova:
Seja (z(t), y(t)) uma curva solugdo tal que a condigao inicial (2(0),y(0)) €

.

U



Pelas proposigoes 1 e 2, sabemos que (z(t),y(t)) entra em A e en-
contra g*, entra em B e encontra v~, entra em C e encontra g, entra
em D e retorna para v™.

Assim, cada trajetdria cruza repetidamente as curvas v, g7, v, g~
no sentido horario.

Além disso, lembrando que nas regides A, B,C, D os sinais de z'(t)
e y'(t) sdo constantes, a curva solugdo cruza as regices A, B, C, D no
sentido hordrio.

Sabemos que (0,0) é um ponto de equilibrio de (0.2), portanto néo

cruza regiao alguma. O

Para analisar o fluxo ¢, de Van der Pol vamos definir uma aplicacéo
o:vT — v,

Para p € v™, a curva solugdo ¢:(p) em p é definida para todo t €
(a, 8) intervalo maximal. Na verdade vamos mostrar que 3 = 4+o0 no
teorema principal.

A partir do que vimos acima existird t;(p) = ¢t; > 0, tal que este sera
o primeiro t onde ¢, (p) € v™.

Defina o(p) = ¢, (p). Assim, o(p) é o primeiro ponto depois de p na
trajetéria de p, quando estara novamente em v™. (Ver figura 5)

A aplicacdo p — t,(p) é continua, pela continuidade do fluxo (Teo-

rema em Sotomayor, 1979, cap. II, sec@o 2, teorema 1) . Assim, o
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FIGURA 5

também serd continua. Além disso, ¢ é injetiva, pela unicidade da

solucao.

Proposigao 4: Seja p € v*. Entdo p é um ponto fixo de o (isto €,
o(p) = p) se e somente se, p estd contido numa solugdo periédica de
(0.2); (isto é. ¢¢(p) = p para algum t # 0). Além disso, toda curva

solugéo periédica encontra v™.

Prova:

(=) Por defini¢do o(p) é o primeiro ponto depois de p na trajetéria de

[
=1



p, quando esta volta a encontrar novamente v™. Entdo se o(p) = p,

decorre imediatamente que a trajetéria é periddica.

(<=) Vamos fazer a demonstragdo por contradigao.

Suponhamos que o(p) # p. Seja v* = v+ U (0,0). Podemos estender
o para uma aplicacdo v* — v* que € continua e injetiva, levando (0,0)
nele mesmo.

Identificamos v* com {y € R,y > 0} e designamos para cada ponto
sua coordenada y. Dessa maneira existe uma ordem natural em v* :
(0,y) < (0,2) se y < z.

Como o : v — v* é continua e injetiva, preserva ordem. Logo
se o(p) > p temos que o*(p) > o(p) > p, e por indugao o™(p) > p.
n=1.23,..

O mesmo argumento pode ser utilizado se o(p) < p.

Isto mostra que a trajetéria de p nunca cruza v™ outra vez em p, se
o(p) # p. Portanto ¢,(p) # p. para todo ¢ > 0.

Logo, se o(p) # p, p néo esta contido numa trajetoria periodica.

A ultima afirmagéao do enunciado da proposicéo 4 é consequéncia di-
reta da proposicéo 3, o que implica que toda trajetéria (exceto (0,0))

encontra v+. O

Definamos agora outra aplicagao.
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FIGURA 6

Para cada p € v™, seja t2(p) = t2 0 menor ¢t > 0 tal que ¢:(p) € v™.

Defina a aplicagdo continua o : v7 — v, a(p) = ¢, (p).( Ver figura 6)

A aplicagdo a é também injetiva pela unicidade das solugdes e assim

é monotona, pelo mesmo argumento utilizado para o.

Usando os métodos da proposi¢ao 1, pode-se mostrar que existe um
tinico ponto py € v™ e ts > 0 tal que a curva solugado {¢;(po); 0 < t < t3}
intercepta a curva g™ no ponto (1,0), onde g* encontra o eixo z.
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Para isto considere a solugao de (z',y') = b(z,y) tal que (z(0), y(0))
= (1,0) para valores de t < 0. Pode-se mostrar que existe —t3 tal que

(z(—t3),y(—t3)) corta o eixo v™. Denotamos tal ponto por pg.

Seja r = |po|.
Defina a aplicagdo continua 6 : v+ — R, (p) = |a(p)|* — |p|?, onde

|p| é a norma euclidiana usual.

Definamos também a aplicagdo W : ®? — R dada por W(z,y) =
5(z* + y?), desta maneira W é a metade da norma ao quadrado do
vetor (z,y).

A seguinte proposicdo é simples, mas importante para o estudo das

propriedades globais de (0.2).

Proposigao 5: Seja Z(t) = (z(t), y(t)) uma curva solugdo da Equagéo

de Lienard (0.1). Entdo (W (Z(t)) = —z(2).f(z(t)).

Prova:

Sejam W : R2 — R e Z : J — R? J C R, intervalo, assim
Wo Z:J— R e aplicando a regra da cadeia obtemos,
L(W(Z (1)) = AWz (Z2'(1) = =(®)'(2) + y(E) (2).

Substituindo (0.1), temos, z(t)[y(t)— f(z(2))]+y(t)[—z(t)] = —=(t) f(z(t)).
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Assim, c—f;(W(Z(t))) = —z(t) f(z(¢))-

Proposigao 6:
(a) 4(p) > 0se 0 < |p| <r, onde r = |py| da defini¢do acima.

(b) 6(p) decresce monotonicamente para —oo ao fazer [p| — oo, |p| > .

Prova:

(a) Lembre que W (z,y) = 3(z* + 7).

Seja () = (z(t),y(t)),0 < t < ty = t2(p) uma curva solucio que
une p € v* a a(p) € v, e identifique p com (0, p) e a(p) com (0, a(p)).
Neste caso consideraremos 0 < [p| < 7.

Por definicdo de 4. de W e pela proposi¢ao acima temos

§(p) = |a(p)|* - Ip?

= 2[W (0, a(p)) — W(0,p)]
. fo E%W(x(t),y(t))dt
-9 fo —o(t)[z(t)? — z(t))dt

Assim, 6(p) = 2 f;* z(t)*[1 — z(t)*]dt.
Como em A e B os sinais de 2’ e ¥y’ sdo constantes, a saber, em
A,z >0,y <0eem B, 2’ <0, ¥ < 0, temos que na regido de-

terminada pelo arco pg,a(pg) e pelo eixo y, qualquer curva solugao
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(z(t),y(t)) assume valores para z(t) entre 0 e 1. Lembre que por
hipétese, 0 < |p| < r, e ainda, que r = |py|, onde py é o ponto per-
tencente a v tal que a curva solugdo ¢,(py) intercepta a curva ¢g* no

ponto (1,0).

E isto prova a parte (a) porque o integrando z(t)%[1 — z(¢)?] é sempre

positivo para 0 < z(t) < 1.

Agora vamos provar (b).

Lembre que 6(p) = 2 [;? z(t)*[1 — z(t)?|dt = 2 [Lz(t)’[1 — z(t)?)dt.
Restringimos nossa atencao agora para os pontos p € v™ com |p| > 7.
Seja v(t) = (z(t),y(t)), 0 < t <ty = t2(p) uma curva solu¢io que

une p € v* a a(p) € v~, considerando [p| > r.

Dividamos esta curva solucdo v em trés curvas =i, ¥s.7ys COMO na

figura 7.

Entéo d(p) = 81(p)+02(p)+33(p), onde §i(p) = 2 [, 2(t)*(1—=z(t)*)dt,
=] e
Vamos mostrar que cada uma destas integrais decrescem quando |p|

aumenta, |p| > r.
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FIGURA 7
Ao longo de v, a relagdo t — z(t) = x € bijetiva, logo fazendo a

mudanca de varidveis podemos considerar para 0 < z < 1 que
! dt
81(p) =2 2(1—2%)—d
o) =2 [ 21— s

} o2 2
z*(1 — z*)
=2/ Tda:
0 dt

1.2 2
‘2/ —x(lzx]d:r:
g Yy—T°+2%
1 332(1—332)
_2'/; y(:c)-—:t:3~:-:1:dI

Acima denotamos y(z) = y(z(f)) quando fazemos a mudanga de

Il

coordenadas t — z(t) = z.



Quando p move-se para cima no eixo y, temos que y(z) — z° +

aumenta (para (z,y) € 11). Logo, d;(p) descresce quando |p| — ooc.

Lembre a seguinte propriedade de integrais: [’ h(z)dz = — fab h(z)dz.

Do mesmo modo, como no caso anterior para v, temos que ao longo

de v3, a relagdo t — z(t) = x é bijetiva. Logo considerando a mudanga

de variaveis para 0 < z < 1 temos

" dt
=0 o s
53(p) -flsctl o) Sl

1,201 .2
“Qjom_(ldx—z)dx

dt

v 2?(1—2?%)
. -2,/(; y(z) -—:3:3+de

Quando p move-se para cima no eixo y, temos que —(y — z° + z)

é positivo e crescente (para (z,y) € 73), € entdo d3(p) descresce ao

lp| — oo.

Em 7, temos que z > 1 e que z é uma fungao de y, pois %’f =—-z#0

[
H

neste trajeto. Note que %’; =

|2k

. pois ‘f—ﬁ # 0.

ol
-

Entao, como t — y(t) = y é bijetivo, para y; < y» temos
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62(p) =2 / 2(t)2(1 — 2(t)?)dt

—o f 2(y)2(1 - m(y)z)j—;dy
2/*" z(y)*(1 —m(yF)dy

dy
2 dt

“ z(y)*(1 — z(y)?)
2/y2 —$(y) dy

2 f * o)1 - 2(z))dy < 0

1
pois em 7y, temos z(y) > 1.

Quando |p| aumenta, o dominio de integragao [y;, y»| torna-se maior.
Como a fungéo y — z(y) depende de p, escreveremos ,(y).

Aumentando |p|, a curva 7, move-se para a direita, de modo que
z,(y) aumenta e z,(y)(1 — z,(y)*) diminui (pois z(1 — z*) é monétona
decrescente para z > 1).

Consequentemente, 0(p) decresce ao |p| crescer, pois o integrando
fica mais negativo e o intervalo de integragao aumenta. Além disso,

lim J5(p) = —o0,

|p|=—oc

pois dado —K < 0 existe B tal que Vz > B, z(1 — 2?) < —K.
Sendo assim temos que §(p) = 6(p1)+d(p2)+d(ps3) decresce monotoni-

camente para - 00 ao |p| — oo. O
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FiGura 8

Parte do gréfico de 4(p) como uma fungéao de |p| é esquematizada na

figura 8.

Provaremos agora o teorema principal enunciado na introdugéo.

Teorema: Existe uma solucao periddica de (0.2) e toda solugao
nao periddica, diferente de ponto de equilibrio, tende para esta solucao

periddica.

Prova: Pela proposicdo 6 sabemos que 6(p) decresce monotonica-
mente para —oc, se |p| > r, e §(p) > 0se 0 < |p| < r. Sendo assim,
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podemos escolher ¢;, g2 € v™ tal que 6(q1) > 0 e §(¢2) < 0. Como § é
uma fun¢édo continua, usando o teorema do valor intermedidrio temos
que existe go € (q1,¢2) tal que 6(gy) = 0. Como § decresce monotoni-

camente em [pg, +00) e é positiva em (0, po|, este go € tinico.

Vamos explorar agora as caracteristicas do campo dado por g(z,y) =
(y— 2+, -2z).

Observe que g(—z,—y) = —g(z, 7).

Entéo, se (z(t),y(t)) é uma curva solugdo, (—z(t), —y(t)) também
o 6. Com efeito, (—'(t),~y/(t) = —(='(2),¥'(8) = —g(z(t), y(t)) =
g9(—=(t), —y(2)).

Considere agora, a trajetéria para o unico ponto gy € v™ tal que
0(go) = 0. Este ponto tem a propriedade de que |a(gg)| = |go|. Pela
defini¢do da fungdo a temos que ¢4, (go) = —qo-

Por g(—z,—y) = —g(z.y) segue-se que oy,(—q0) = —(—g0) = go.

Entdo tomando A = 2t; > 0 teremos ¢,(gg) = go. Portanto, g esta
sobre uma trajetéria periédica.

Para investigar outras trajetérias definamos a aplicagdo 3 : v~ —
v™, que envia cada ponto de v~ para a primeira intersecgao de sua
trajetéria (para t > 0) com v™.

Pela simetria do campo 3(p) = —a(—p).



Que [ tem propriedades similares a a segue do raciocinio utilizado
anteriormente na proposicao 6.

Ainda, pela definicao de a e o temos que o(p) = B(a(p)). Lembrando
quec:vt —uvTea:vt — v,

Identificamos agora v* com os nimeros reais, designando para cada
ponto em v™ sua coordenada y. (Como na proposigao 4).

Assim, se p.q € v™ Uv~ escrevemos p > ¢ se p esta acima de g.

Observe que pela unicidade das solugoes se p > g teremos a(p) <
alq). B(p) < B(q) e o(p) > o(q), isto é, a e B invertem a ordem
enquanto o preserva.

Dividiremos em 2 casos:
Caso l: pevt,p>q
Caso 2: p € v™, p < qo.
Em ambos os casos considere ¢,(p) a trajetéria que passa por p num
determinado tempo com uma determinada condigao inicial dada.

Caso 1:

Vamos mostrar inicialmente que gy < o™(p) < (p), n =1,2,3...

Como p € v*, p > qo e a(q) = —go temos que a(p) < a(go) = —qo
e a(p) > o(g) = qo.

Por outro lado, é(p) < 0, pois p > go.
l2

Com isto temos que |a(p)|®> < |p|?, e assim temos que a(p) > —p.

Como (3 inverte a ordem, F(a(p)) < 8(—p) = —a(p) < p.

38



Assim, o(p) = B(a(p)) < p.

Com isso concluimos que p > go implica gy < o(p) < p.

Observagao: Esta propriedade assegura que para (z(t), y(t)) a solugao
com o intervalo maximal (o, 3) é tal que 8 = +o0, por um raciocinio
tipo segdo transversal e que as trajetorias contidas em compactos estao

definidas para todo t > 0.

Mostremos agora que gy < o>(p) < o(p).
Seja o(p) > qo
Tomando P = o(p) temos, pelo raciocinio anterior que gy < ¢(p) < P.

Isto €, go < a(o(p)) < a(p).

Por indugéo mostraremos que gy < 6™ '(p) < o™(p), n =1,2,3...
Suponhamos que "~ }(p) > go implique gy < o™ (p) < o™ (p).

Seja o™ (p) > go.

Tomando p = o(p), temos pela hipétese de indugao que g < o™(c(p)) <

o™ (a(p))- Logo g < 0™*!(p) < o™(p).

Entao concluimos que gop < 6" < p,n=1,2,3...
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Toda sequéncia mondtona decrescente e limitada inferiormente con-
verge, logo a sequéncia o™(p) tem um limite g; > g em v™.

Afirmamos que ¢; é um ponto fixo de ¢. Com efeito,

olg) —q =o( lim (c"(p))) — @

n—<+oc

= lim (o(0™(p))) — @

n—-+oc
=q—q =0
No caso 1 foi mostrado que se ¢, > go temos que g < 0(q1) < ;-
Mas, o(q1) = g1, entdo g1 = go.
Isto mostra que a trajetéria de ¢,(p) espirala se aproximando da tra-

jetoéria periédica quando t — oo.

O caso 2 em que p € v, p < qo, € a(go) = —¢qo € analogo. O

Dessa maneira mostrou-se que a Equagao de Van der Pol possui uma

solucdo periédica e que toda solugdo nao periddica tende para esta

solucdo periédica, girando no sentido horario em torno do equilibrio

0,0).
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§2 A EQUACAO DE LIENARD

Nesta secao vamos analisar o teorema 2 e dar uma breve idéia da sua
demonstragdo. Note que a equagdo diferencial z” + f(z)z’' + g(z) =0
quando g(z) = z fica da forma da equagdo de Lienard. O Teorema

abaixo contempla tal equagao.

Teorema 2: Seja f uma funcdo real par e g uma fungéao real impar,
g(z) > 0, z > 0. Assuma além disso que g € C* e que f é uma fungao
continua por partes. Considere F(z) = [ f(t)dt, G(z) = [; g(t)dt e
suponha que exista a > 0 tal que F(z) <Opara0 <z <ae F(z) >0
crescendo monotonicamente para todo z > a. Considere também que
G(z) — oo e F(z) — oo quando z — oo. Dessa maneira temos que
a equagao diferencial z” + f(z)z' + g(z) = 0 tem uma unica solugdo
periddica e ela é atratora.

Prova:

Neste caso devemos também mostrar que uma solucao comegando

m (0,y), y > 0, deve cruzar no futuro o eixo (0,y), y < 0 e assim por
diante. A prova é semelhante a anterior.

Considere o sistema z' = y—F(z), ¥ = —g(z) e considere a mudanga

U = 1y® + G(z) ao longo das solugdes. no lado direito do plano, ou
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FiGuraA 9

seja, quando z > 0.
Seja A'B'C'D’' e ABEFC D representantes da solugéo para > 0. (Ver
figura 9)
Fixada uma solugéo (z(t),y(t)), podemos escrever U como U(z) =
1y(z)? + G(z) ou U(y) = 39 + G(z(y)) em certas regides do plano.
Usando procedimentos analogos ao caso do Teorema 1 e ainda que
g . —F
dr y—F’
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mostra-se que Ug — Uy < Ugr — Uy
Usando procedimentos andlogos ao caso do Teorema 1 e ainda que

aUu
ay ="
mostra-se que Urp — Ug < Ugr — Up'.

Depois, mostra-se que Ug < Up e finalmente que Up — Uy < Up —
U Al

Para A’ pequeno mostra-se que Upr — Ugy > 0 e para A grande
mostra-se que Up < Uy.

De maneira andloga ao Teorema 1, defina a aplicagao de primeiro
retorno. (No caso do Teorema 1, a aplicagéo o).

Pelas caracteristicas monétonas de Up — Uy, prova-se de maneira
andloga o resultado desejado, ou seja, que existe uma érbita periddica
atratora.

Fica assim demonstrado o Teorema 2.

Na verdade segue da prova acima que toda solugao nao periddica
(diferente do ponto de equilibrio) converge a érbita periddica atratora.

3

Note que se tomarmos f(z) = z° — z no lugar de f(z) = z° — = as

hipéteses do Teorema 2 sao satisfeitas.
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