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Resumo: Neste trabalho, apresentamos alguns resultadbs sobre
homeomorfismos e difeomorfismos sem pontos periédicos em S!, ou
seja, no circulo unitdrio. Inicialmente consideramos algumas defini¢oes
como conjunto minimal e conjunto @ e w limite de 7, € S*.

Nosso resultado principal é o Teorema de Denjoy:

Teorema: Seja ¢ € Dif'(S'). Suponhamos que ¢ ndo tenha ponto
periddico, que preserva orientagdo e ainda que ¢’ seja de variacdo lim-
itada. Entdo, A = S*. (A denota o conjunto w limite de um ponto

z € S' qualquer).

Abstract: In this work, we show some results about homeomor-
phisms and difeomorphims without periodic points in S*, the unitary
circle. Initially we consider some definitions as minimal set and « and
w limit set of zo € St.

Qur main result is the Denjoy Theorem:

Theorem: Let ¢ € Dif'(S'). Suppose that ¢ do not have periodic
points, that preserves orientation and finally that ¢ is of bounded vari-

ation. Then, A = S'. (A denotes the w-limit set of any point z € S*).



segao 1

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracao do Teo-
rema de Denjoy que afirma que o conjunto w-limite de um difeomor-
fismo do circulo sem pontos periédicos e com derivada de variagio
limitada é o espago todo.

Inicialmente vamos apresentar alguns resultados gerais sobre Sis-
temas Din&micos [1] [4] [5].

Considere ¢ : X — X, onde X é um espago métrico compacto com
distancia d [3].

Vamos analisar em breve particularmente o caso em que X é S*, ou
seja, o circulo unitério.

Defini¢ao 1: Seja ¢ € Hom (X), onde Hom (X) denota a classe dos

homeomorfismos de X.

Os conjuntos

w(zo) := {z : Ik; = +00, hl—? ©" (zo) = z}
j—l oC

o(zo) = {z : Ik; = —o0, lim ¢ (z,) = z}
kj-r—oc

sio denominados respectivamente de omega e alfa limite de zq.



Definigao 2: Um conjunto S C X é dito minimal para o homeomor-
fismo ¢, se sé se, S é fechado, nao vazio, e invariante em relagio ¢ (isto
é, ¢(S) = S), e ainda que nao possua um subconjunto préprio de S
com as mesmas propriedades. Se X é um conjunto minimal chamamos

(X, ) de sistema dindmico minimal.

Exemplo 1: Seja ¢ : X — X um homeomorfismo e o um ponto

periédico, com periodo p, ¢?(zy) = zp. Entdo o conjunto

S = {20, ¢(%0); -, ¥* " (z0) }
¢ minimal.
Proposicao 1: Seja ¢ : X — X e S C X fechado e invariante. S

é um conjunto minimal para um sistema dinamico (X, ¢), se s6 se, a

trajetéria de qualquer ponto de z € S € densa em S.
Prova:
(=) : Seja z € S. Considere o conjunto
0(z) = {..., o " (x), ... @ (), T, (), ..., @ (Z), - }-
Temos que

0(0(z)) = {.., o 1(2), - T, 0(2), Z, P2 (2), ooy P (7), -} = B(2).
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Portanto, 6(z) é invariante com relagdo a .

Como ¢ é continua e X é compacto, entdo ¢(f(z)) = ¢(6(z))

Logo, ¢(8(z)) = 0(z)

Portanto, 5'(?) um conjunto fechado e invariante em S.

Como por hipétese S é minimal, entdo, 8(z) = S. Portanto, 8(z) é
denso em S.

(¢) : Admita S’ C S um conjunto fechado e invariante em S. Ora

se z € S’ entdo 6(z) C S', pois S’ é um conjunto fechado e invariante.
Por hipétese, 8(z) = S.
Logo, S' = S.

c.q.d
Proposigao 2: Seja ¢ : X — X. O conjunto w(zy), zg € X é um
conjunto fechado e w-invariante

Prova:

Vamos mostrar primeiro que w(zy) € fechado.

Seja (Yn)nen C w(zo) € ¥y — y. Fixado £ > 0,3ng € N tal que

£
n2n0=>11yn—yll<§
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Considere n; > ng. Como limy,100 ¢*(Zo) = yn, para alguma se-

quencia k; (pois y € w(zo)), entdo existe k; tal que

, ¢
| 6% (z0) = v ll< 3



Segue que

I ¥ (20) — v ISI @*(a0) = v [l + 1w v 1< 5 + 5 =&

Logo, dado £ existe & tal que || ¢*(zo)—y ||< &. Portanto, y € w(z).
Concluimos assim que w(zg) € fechado.
Vamos mostrar agora que w(zo) € invariante.

Seja y € p(w(zg)) entdo, Iz € w(zy), y = @(z). Segue que

3k; — +ootal que lim ¢ (zp) = =, logo,

j—++00o

o( im " (z)) = (z) =y, como ¢ é continua,
kj—+oo

Hm ¢(p" (o)) =y,

kj —+4c0

Logo,

kj-i-l(

lim ¢ Zo) =y =y € w(zo)

kj—+oc

Dai, p(w(zo)) C w(Zo)-

1

Aplicando o resultado acima para ¢!, obtemos ¢~ ! (w(zq)) C w(zy),

e assim aplicando ¢ em ambos os lados da expressdo acima obtemos

w(zo) C p(w(zo))



Vamos considerar a seguir difeomorfismos do circulo X = S*. Na
figura 1 mostramos o gréfico de T no caso em que T € a tranformacio
tal que T(z) =z+ A quando z < 1 — A, e T(z) = £ + A — 1 quando
z>1—)\ el € (0,1) é constante real. Note que T ndo é continua
como fungdo de [0, 1] mas é continua como funcio de S* em S*, onde
identificamos o 0 com o 1.

A figura 2 ilustra o grafico de um difeomorfismo qualquer do circulo
no circulo, visto como aplicagdo de [0,1] em [0, 1].

Seja « 0 ponto de descontinuidade (ver figura 2) no meio do intervalo
[0,1] de T (vista como fungdo bijetiva definida em [0, 1]).

T vai ser diferencidvel (como aplicacdo do circulo), se vista como
aplicacao de [0, 1] em [0, 1], é tal que:

a) T é diferencidvel em (0,) e em (e, 1).

b) o limite da derivada T"(z) & esquerda em 1 é igual ao limite da
derivada T"(z) a direita em 0. Exigimos ainda que o limite da derivada
T'(z) a esquerda em « seja igual ao limite da derivada 7"(z) & direita
el Q.

Se A for um numero racional racional, entdo pode se mostrar que
existem infinitos pontos periddicos para a T acima definida. Por outro

lado, se A for irracional entdao 7" ndo possui drbitas periddicas.



Na figura 2 mostramos o grafico de 7" no caso geral de um difeomor-
fismo do circulo que preserva orientagao sem pontos periédicos.

Observamos que quando mencionarmos um intervalo (a, b) no circulo
estaremos considerando o pedago de arco contido entre a e b e que se
dirige da a a b no sentido hordrio.

Proposicao 3: 0 Seja ¢ : S* — S' um homeomorfismo sem ponto
periédico. Para todo z,y € S* vale que w(z) = w(y) = a(z) = ay)

Prova:

Seja z € w(z). Vamos mostrar que dado y € S* e € > 0, existe 7 > 0
tal que |¢"(y) — 2| < €. Isto vai implicar que z € w(y).

Como z € w(z), entdo existe k; — o0, tal que lim, 400 % (z) = 2.
Fixado £ > 0 é possivel obter n,m € N tais que ¢"*(z),¢™(z) € (2 —
&, z+€).

Suponha , sem perda de generalidade que n > m.

Tome | = m — n.

Temos que (Zp,Zm) C (2 —§,2+§) onde z, = ¢"(z) € T, = P™(z).
Segue que ¢'((Zn, Zm)) = ™ ((Tn, Tm)) = (Tm, T2m-n)-

Note que [Zn, Tm] N [Tm; Zam-n] = {Tm}, caso contrério, ¢ teria um
ponto de periodo —I.

Da mesma maneira %((Zn, Zm)) = (T2m-n; Tam—2n)-

Note que [Zm, Zam-n] N [Z2m—n, Z3m-2n) = {T2m-n}, caso contrario, ¢

teria um ponto de periodo —I.



Tomando os intervalos ¥ ((zy,, Tm)), k € N, observamos que eles se
apresentam em uma sequencia de intervalos consecutivos.

Observe que ¢*(z,) ndo pode acumular em u € S, pois entdo u

seria ponto de periodo —L.
Continuando este processo obtemos ;s o f*([Zn, Tm]) = S* onde f =

¢'. Segue que dado v, existe k > 0 tal que

yE fk((xm .’Bm)) = Sgk(m—n)((xmzm))'
Como (Zn,Zm) C (z — &, 2+ £) entdo,

(Pk(m_n}((zm: zn)) C ‘rok(m_n)((z ~Ey ot &))

Dai,

y € ((z—€,248) 2 " ™M(y) € (2 -, 2+¢)

Logo, é possivel obter k; — oo tais que lim ¢ (y) = z.

Concluimos assim que z € w(y).

Trocando z por y, mostramos que w(y) C w(z). Dai, w(z) = w(y).
Por um raciocinio andlogo obtemos que «(z) = a(y),Vz,y € S*.

Vamos mostrar agora que a(z) = w(z).

Seja z € w(z), entdo existe k; — oo, tal que limg, 100 ¢ (2) = 2.
Fixado £ > 0 é possivel obter n,m € N tais que ¢"(z),¢™(z) € (z —
£,z+€).

Suponha , sem perda de generalidade que n > m.
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FiGura 2

Diferentemente do caso anterior, tome [ = n — m.

Vamos mostrar que que existe 7 < 0 tal que |¢"(z) — 2| < €.

Temos que (Zn, Tm) C (z—§,2+&) onde z, = ¢™(z) € z,, = Y™(2).
Segue giie ¢ ((Zns Zim)) =™ (Za:Tm)) = (Bms Zam—n)-
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Note que [Zn, Zm] N [Tm; T2m-n] = {zm}, caso contririo, ¢ teria um
ponto de periodo [.

Da mesma maneira ¢*((zy, Zm)) = (Zom-n) T3m-2n)-

Note que [Zm, Tam—n] N [Z2m—ns Tam—2n] = {Tom-n}, caso contrério, ¢
teria um ponto de periodo I.

Tomando os intervalos ¢*((z,,Zm)), k € N, observamos que eles se
apresentam em uma sequencia de intervalos consecutivos.

Observe que ¢*(z,) ndo pode acumular em u € S*, pois entdo u
seria ponto de periodo !

Continuando este processo obtemos Jys o f*([Zn, Zm]) = S* onde f =

©'. Segue, que existe k > 0 tal que

% € F¥((2n, Zm)) = @™ (%0, Tm))-
Como (Zn, Zm) C (2 — €,z + &) entdo,

@k(m_n}((mma Ta)) C (Pk(m_n)((z —gad+ ‘5))

z € P (2 - £,2+ ) 2 0 (2) € (2~ &2+ )

Logo, é possivel obter k; = —oo tais que lim " (z) = =.
Logo, z € a(z). Portanto, podemos concluir que w(z) = a(z).

c.qd
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Sob as hipdtese da proposicao acima vamos denotar a seguir por A

qualquer um dos conjuntos a(z) = w(z),z € S*.

Observagao: O conjunto A = w(z), definido acima é um conjunto
fechado e invariante em relacao a ¢. Segue da proposicao que A ndo
tem nenhum subconjunto com as mesmas propriedades. De fato, seja
B C A fechado e invariante, e suponha que A — B # (. Sejay € B, o
fato que w(y) = w(z) = A (para o z € S) e w(y) C B, nos daria uma

contradigdo. Concluimos assim que A é um conjunto minimal.
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secao 2

Denotamos por Dif' (S!) o conjunto dos difeomorfismos de classe C!
no circulo.

Nossa apresentcao estard proxima a que aparece em [3].

Dada uma funcio f definida em S* = [0,1) tomando valores reais,
seja 2o = 0 < 21 < ZTg... < Tp-1 < ZTp = 1, uma particio de S?,

denotamos
r=>|f() = f®i)l-
=1

Definimos Var(f) o supremo dos 7 quando variamos todas as particoes

finitas, como acima, para todo e qualquer n [4].
Definigao 4: Uma funcdo f é de variacdo limitadase Var(f) é finito.

Teorema: Seja ¢ € Dif'(S'). Suponha que ¢ nio tenha pontos
periddicos, que preserva orientacdo e ainda que ¢’ é de variagdo limi-

tada. Entdo, A = S*.

Prova: A prova serd dividida em trés partes.
Parte 1: Fixe zo € S! e denote 7 = ©*(z¢),Vk € Z. Fixadon € N
suponha que
(2> %0) (ax o1 k |< n} =0,

13



entdao, afirmamos que 0s pontos zg, Z1,Z2, ..oy Tn—1 € Teny Ten1y ooes T—1
alternam sobre S*. Isto quer dizer que todo arco (zx, zx_n) para cada
k=0,1,2,..,n— 1 ndo contém outros pontos do conjunto {z; :| j |<
n}.

Provemos esta afirmagdo supondo, por contradicdo, que ndo é ver-
dadeira.

De fato, note primeiro que nao pode acontecer de um destes interva-
los (z;, z;_p) estar inteiramente contido em outro (zx, Tx—,), pois entdo
@k ((z, Tk—n)) C (T, Tr_n) € consequentemente ¢’ ~* tem ponto fixo,
contradigdo com a hipdtese.

Escolhamos k£ > 0, o maior ntimero entre {—-n+1,...,~1,0,1,...,n—
1}, com a propriedade de (zj,Zk-n) conter algum z,,p € {—n +
1,.,-1,0,1,..,n—1}.

Se k =n—s, s > 0, terfamos para algum p que z, € (Tk, Tk-n)-
Suponha —n < p < m — s; assim Tpys = Tpin—k € (Zo,Tn), absurdo,
pois (zn,zo) N{zx :| k |< n} = 0.

Suponha p > n — s, entdo zx ou Ty_, estd contido em (z,,zp_n).
Entdo Ziin-p OU Ti—nin—p estd contido em (zn,zo), absurdo, pois

(@n, Zo) (k2| £

<n}=0.

Parte 2:
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Por hipétese, ¢ preserva orientagdo. Assim ¢'(z) > 0. Entdo, como

©' é continua, segue que existe a > 0 tal que

¢'(z) >a>0,Vz e St

Denotamos f(z) = log ¢'(z).

Afirmamos que a fun¢édo € de variacao limitada. De fato, tome uma

particdo de S* dada por &, &1, ..., 36y = &o.

Aplicando o teorema do valor médio para a fungio log u (para p > a),

obtemos do fato que £ logu = > a desigualdade
v—1 v—1
D 1 F ) = &) 1= | log ¢! (6i1) — log (&) <
i=0 i=0
v—-1
i ; 1 '
%, = | ' (&) — ©'(&) < SVary < +oo
i=0
Logo f é de variacao limitada.

Denote Var(f) por V.

Seja zg, n € Tk, | k |< n sob a hipétese que

(2 20) [ Yze | k < 0} =0,

Pela conclusdo na parte 1, os intervalos (zy, zr_n); & = 0,1,2, ...

sao dois a dois disjuntos. Dali,
n—1
Z | f(zk) = flzk-n) ISV
k=0

15
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Concluimos pela regra da cadeia que

n—1 n—1 d n(ﬂ:)
> f(z) =log [ ] ¢'(z) = log 22
k=0 k=0

e ainda que

n—1 n—1 -1 d.cp“(z ) d _ﬂ(IJ )
> f(@rn) =log [ | ¢'(@x-n) =log [ '(z;) =log ——=—log ol
k=0

k=0 =—n dz

Das duas tltimas igualdades obtemos:

n -n
V Zl log d‘P (IO) +log§o dizo) l

dz
e assim
dip"™ (o) dp™" (o)
s
V 2| log(——~ T
Dai,
de™ (z0) dp™"(z0)
g
log( dz dz )2V
isto implica que
do™(zo) dp™™(z
(0.1) (‘pd(z o) (de( %) > exp(~V)

pois a aplicacdo exponencial é uma fungao crescente.

Note que o resultado acima foi obtido para um zy para o qual vale

a propriedade (Z,,Zo) ({zx :| k [< n} = 0.
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Parte 3:
Vamos agora demonstrar a afirmagio do teorema.
A demonstragao serd por contradi¢do. Assuma que w(z) = A # S*.

O conjunto S* — A é aberto, conforme proposi¢io 2. Segue que

oo
§—A=UQ
n=0

onde I, n =0, 1,.... sio uma sequéncia de arcos disjuntos sobre S*.
O conjunto S' — A é y-invariante. Assim ¢*(Iy) = I,,, para algum
M.
Para diferentes k obtemos m; diferentes. De fato, assuma que existe
ki, ks € Z tais que @*1 (L) = I, = Im,, = ¢**(lp). Sem perda de

generalidade assuma que ks > k). Segue que

@B (I, ) = R (M (h) = ™ (h) = Iy, = Iy,

Dai, ©*2~* tem ponto fixo, mas isto é absurdo pois ¢ ndo tem pontos
periddicos.
Logo a afirmacéo é verdadeira.
Note que
o
(0.2) D | Ty | 1< 00
k=1

O comprimento de Ir,, pode ser estimado por baixo através de

03) |Im = [ 2

Io

. dyo*(z) T
dz 2| Io | min = =|Io|gtp(€i)
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onde §; € I,

Denotando por v; e y; respectivamente o minimo e 0 méximo de ¢’ em
I, . Considerando 0.2 e 0.3 temos que

+oo k-1

> [[w < +oo

k=1 i=0

Note que ¢'(z) > a > 0, logo,

Hi Hi Hi— UV Hi — Vi Hi — Vi
—=1 —=—=1)=1 <1 <

o — ==L S (Co=) s e
Logo,

f_éux i
= H( )<Hex

Temos ainda que

k—l - 1 k=1 i
H exp =0 *) = exp( = ; i—v)) < exp(EVa’rtp')

pois a funcdo exponencial € crescente. Dal,

]___[k_lﬂz‘ 1
0.4 =0 % <L exp(=Vary'
(0.4) T=lr XP(G @)

Da convergéncia da série S50, [T+-, v obtemos da desigualdade acima

que 3°%° TT¥72 1 ¢ limitado. Portanto, limy e [T5-g i =0

Como p; é o supremo da derivada ¢’ no intervalo I,,,., obtemos que

18



. dypt(z) -
khm e 0,Vz € I
0 mesmo argumento mostra que
. do~F(z —
lim i—u =0,Vz € I
k—+o0 dz

Assim,

i 425 do™(2)

i == O

Isto verifica-se em particular para z = z,, onde zy denota um dos
pontos extremos de I;.

A partir da proposicgo 2 e 3 sabemos que zg € A estd em w(zg).

Logo existe uma sequéncia n; — +oo tal que (zy;, Zo) ({zx :| &k |<
n;} = 0 verifica-se para n;. De fato, como zy € w(zy), entdo existe
uma subsequencia z,, — Tp, basta escolher z,; entre aqueles z,, que
de tempos em tempos sdo o mais préximo de zy (do que os seus ante-
cessores).

De acordo com que foi visto na parte 2, a desigualdade

dyo™(zo) d™™(z0)
dz dz

(0.5) > exp(-V)

é satisfeita neste ponto z, para todo n = n;. Assim obtemos uma

contradi¢ao com

i %) do™"(2)

=0.Vz eI,
k—+00  dT dz U, Ve £ lo

19



Portanto, S = A.

c.qd
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