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Resumo: 

Nesta dissertação estudamos extensões pn- cíclicas de um anel comutativo R de 
característica p1 com p primo, via vetores de Witt. Além disso, damos uma descrição do 
~/Pn X-módulo Tn(Xfpn ?L, R) das classes de isomorfismos de extensões pn- cíclicas de 
R. 

Abstract: 

In this dissertation we study cyclic p>~-ext.ensions of a commutative ring R of charac­
teristic p, where p is a prime integer, via Witt vectors. Moreover, we give a description 
of the :Efpn :E-module T.,(?Lfpn :Et R) of the isomorphism classes of cyclic p"--extensions 
of R. 
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INTRODUÇÃO 

Em (3], M. Auslander e O. Goldman introduziram a definição de extellJlão de Galois 

de an~js comutativoo. Posteriormente, S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg (5] 

desenvolveram uma teoria de Galois pa.:ra anéis comutativos. Neste trabalho eles obtém 

várias condições equivalentes que definem o conceito de extensões de Galois de anéis e 

obtém ainda um "teorema fundamental" (teorema II.3.4), o qual generaliza, para a.néis, a 

clássica correspondência de Galois conhecida. para corpos. 

Ao mesmo tempo,D. K. Ha.nison [12] mostrou que conjunto das dasses ele isomorlismos 

de extensõea de Galois de um anel R, cujo grupo de Galois é um grupo abeliano fixo G, 

é também um grupo abeliano, chamado grupo de Harrison T(G, R). 

A partir destes primeirO& trabalhos mencionados acima, muitas pesquisas foram desen­

volvidas com o objetivo de estudar as erlensões de GaloisJ suas propriedades1 sua estru­

tu:ra., o grupo de Harrison de um anel. Em particular, mostrou-se que o grupo de Harrison 

T(G, R) é determinado completamente se é conhecido o grupo de Harrison T(H, R), para 

cada grupo cíclico finito H. Este fa.~o moth·a. o estudo das extensões ''cíclicas'\ isto é, 

extensõea de Galois cujo grupo de Galois é cíclico. 

O objetivo desta dissertação é o de estudar extensões de Galois de um anel comutativo 

de característ.ica p com grupo de Galois cíclico de ordem fi', para n 2: 1. O caoo n ; L 

foi considerado por T. Nagaharae A. Nakajimaem [15]. Neste trabalho eles dete.rminaram 

complet.amente a estrutura das extensões de Galois com grupo de Galois cíclico de ordem 

p, de um anel comutativo de característica p. Posteriormente, o próprio Nakajima [16) 

aproveitou estes resultados pa.ra obter o grupo de Harrison para este caso. 

O caso gerall isto é, extensões de Galois cíclicas com grupo de Galois de ordem p» de 

um anel de característica p! foi estudado inicialmente por T. Wyller [21] e C. Greithe.r [9]. 

Mas s6 resultados parciais foram obtidos. Ainda. os métodos utilizados por estes autores 

são métodos cohomológicos, o que torna a leituxa do trabalho fundamental de \Vyller uma. 

tarefa mwto difícil. 

Os resultados gerais sobre estrutura. e classificação das extensões de Galois cíclicas de 

ordem rf' de um anel de característica p foram obtidas por M. Ferrero, A. Paques e A. 

Soledci., em [7] e [8]. Estes trabalhos tem ainda. a vantagem de serem desenvolvidos através 

de métodos mais diretos que os de Wyller e Greithet. 

Nestes últimoa trabalhos citados, mostra.-se que toda. ex1ensão de Galois cíclica de or­

dem p" ~ um certo quociente de um anel de polinômios a '\"árias indeterminadas, e re-

l 



ciprocamente. Estes resultados são aproveitados para descrever completamente o grupo 

de Harrison em tais casos. Uma descrição de tal grupo é obtida em [8], utilizando \•eto­

res de \Vitt, generalizando assim a teoria. dássica de Artin~Schreier~ \Vitt, para. corpos de 

cara.ten'stica p. 

No capítulo I apresentamos alguns resultados que são pré-requisitos para a leitura. do 

que segue, tais como módulos, álgebras, produtos tensoriais, etc. 

No capítulo Il são apresentad08 os resultados de Cha.se, Ha.rrison e Roeenberg, funda­

mentais em todo trabalho sobre teoria de Galois de anéis. O §1 contém o teorema. que 

caracteriza as diBtintas formas equivalentes da definição de extensões de Galois de um 

anel comú.tath•o(teorema II.1.6), a qual generaliza a definição para. o caso de corpoo. No 

§2 apresentamos alguns exemplos de extensões de Galois. O §3 é dedicado ao teorema 

fundamental( teorema. II.3.4.), o qual mostra. que e.nste correspondência. biwúvoca. entre 

subgrupos do grupo de Galois e certas subálgebras da extensão. O §4 é destinado a algu­

mas propriedades dos homomorfismos e automorfismos de nteilSÕe:s de Galois. Finalmente, 

no §5 introduzimos o grupo de Harrison de um anel comutativo R sobre um grupo abe­

liano G. Neste caso, por simplicidade, optamos por provar a teorema principal desta 

sessão (teorema 11.5.2) somente para grupos cíclicos, pois este é o caso conside.rado em 

nosso trabalho. 

O capítulo III expõe os resultados fundamentais desta diBsertação, segnndo (7] e (8], 

considerando extensões de Galois cíclicas de ordem rf' de um anel de característica p. 

No §1 estudamos, como introdução, a.~ extellBôes cíclica.~ de ordem p, de acordo com [15]. 

No §2 provamos que toda extensão de Galois de um anel comutativo de característica p 

com grupo de Galois cíclico de ordem pn. é um certo quociente de um anel de polinômios 

R[X0 , ••• , Xn-1] e reciprocamente. No §3 obteiilOS uma repre-sentação do grupo de Harrison 

T(lZ/p"lZ, RI como um quociente do grupo abeliano (W.(R),+), onde W.(R) é o anel 

de vetores de \Vitt sobre R. Desta representaçào segue que. T(Zjpr. 7Z., R) é um 7Lj;l'" 7L­

módulo livre, dete-rminado basicamente pela. estrutura de um grupo quociente de R, iBt.o é, 

por (R/ pR, + ), onde pR = { ,., - r : r E R} (Cmolário Ill.3.3). No §4 algllDS exemplos, 

complementos e algumas aplicações são apresentados. 

Em um apêndice, apresentamos os vetores de \Vitt e suas principais propriedades, fun­

damentais para. a compreensão dos resultados apresentados no capítulo UI. 

Finalmente, obser\--amos que uma citação do tipo 1.3.2 significa o segundo resultado do 

§3 do cap{tulo I, enquanto que uma citação do tipo 3.2 significa o segundo resultado do §3 

do capítulo que está. sendo lido. 
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CAPÍTULO I- PRELIMINARES 

Neste capítulo apresentaremos uma. série de resultados da. teoria de módulos e álgebras, 

que serão necessários a compreensão deste trabalho. Alguns resultados não serão seguidos 

da respectiva prm·a., para não nos alongarmos em demasia e por serem resultados suficien­

temente conhecidos. No entanto, o leitor interessado poderá recorrer a bibliografia indicada 

oportunamente. 
Todos os anéis aqui considerados possuem unidade e não serão necessariamente comu­

tativos. Se R Ç S é uma. extansão de anéis então vamos sempre supor que R e S tem 

a mesma unidade. Suporemos ainda. que todo homomorfismo de anéis envia a. unidade na 

unidade. 

§1. MÓDULOS 

Seja R um anel. Um R-MÓDULO À ESQUERDA M é um grupo abeliano odilivo, 

no qual está definido uma aplicação R x J.V - .U, por (t·, m) 1-+ rm, para cada. 

(-r,m) E R :x J.\1, chamada operação erlerna do R-môdulo, satis!a.zendo as seguintes 

condições: 

(i) 1'(1-'m) = (ff')m; 

(ii) 1'( m + m') = Nn + 1•m'; 

(iíí) (-r+ -r')m = rm + t•'m; 

(iv) lRm = m. 

para todo r, r' E R, m, m' EM. 

De forma análoga, podemos definir um R-módulo M à direita, se considerarmos a. 

operação externa J{ X R--;. J.\1, dada por (m,1') 1-t mr, para todo (m,r) E 1'! X R. 

Porém, escreveremos M é um R-módulo para. dizer que M é um R-módulo à esquerda.. 

salvo mensã.o explícita em contrário. 

Vejamos agora alguns exemplos: 

(a): Se R é um corpo, então um R- módulo não é nada. mais que. um espaço \<·etorial 

sobre R. 

{h): Todo grupo abeliano G é um X- -m6dulo, definindo--se. a operação externa de 

maneira. natural, como segue: Para. ca.da. n E 7L, g E G, temos: 

ng = g + • · · + g (n vezes) se n > O; 

ng = (-g) + ... + (-g) ( n ""zes) se n <O; 
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Og =O. 

(c): Qualquer anel R é um módulo sobre si me.smo (à. e.squerda ou à direita) 

considerando-se a. própria multiplicação do anel como operação erlana. Mais ainda., todo 

ideal de R é um módulo sobre R. 

Seja M um R-módulo qualquer. Dizemos que N Ç M é um R-SUBMÓDULO de 

M, se N é um R-módulo com as mesmas operações de M, isto é, N é um subgrupo 

ad.itivode (.~V,+) e rnEN, pa.racada f•ER e nEN. 

Se N1 e N':! são dois submódulos de M, então o conjunto N1 + N~ = { n 1 + n 2 : n1 E 

N1 , n 2 E N2 } é também um R-tmbmódulo de M, denominado SUBMÓDULO SOMA 

de N1 e N':l. 

Seja N1 um R-submódulo de M. Se existir um R-submódulo N, de M tal que 

N1 + N2 = 1\1 e N1 n N2 ={O}, dizemos que .~V é uma SOMA DIRETA de N1 e N2 , 

e representamos por Jf = N1 @ N2• Neste caso, dizemos também que N1 e N2 são 

R--.omandos diretos de M. 
Se M e M' são dois R-módulos e f : M ~ M' é uma aplicação tal que 

f(m,+m,)=f(m,)+/(m,) e f(!'m)=rf(m), paratodosm,m.,,mEM e rER, 
então dizemos que f é um R-HOMOMORFISMO de M em M'. Se lmf = M', 

di.emoo que f é um R- EPIMORFISMO, se kerf = {0}, di.emos que f íun R­

MONOMORF!SMO e, dizemos que f é um R-ISOMORFISMO, se kerf = {O} e 

lm.f = it/1 simultaneamente. 

NotMemos por H amR.( .U, M'J. o conjunto de todos os R-honu:unorfismos de .~.V 

em .ltf'. Este é um grupo abeliano aditivo com a soma usual de funções. Se definimos 

uma operaçào externa. da fonna. (''/)(m) = ''f(m.), pa..ra cada. ,.. E R, m E Af e 

f E H omR(1lf, .~.\!'), então H errnR(.~.Y, 1'1') adquire uma extrutura de R-módulo, como é 

fa.cil verificar. 

Seja N um R-submódulo de .~.Y. Então o conjunto 1VjN é um R-m6dulo com as 

operações Z + Y = ::zo + y e f'Z = 1'% 1 para todos i= :r+ N, fi= y+ N E }.ljN e ,. E R, 

chamado módulo quociente de .M por li/. 

A aplicação 7r: .~.V-+ J.V/N dada por :~T(:r.) =:r.+ N, para todo :r e},{, é chamada 

projeção canônica. e é um R-epimorfismo cujo núcleo é N. Esta. aplicação es1a.belece 

uma. correspondência biunívoca. preservando inclusões, entre os R- submódulos de lvf que 

contém N e os R- subm6dulos de MJN, como é facil verificar. 

Com relação à homomorfism.os de R-módulos, temos o seguinte teorema, cuja. prova. 

4 



pode ser encontrada em [ 14]. 

TEOREMA 1.1: ( Teorema de homomorfismos para módulos) Sejam AI, J.V' dois 

R-módulos, f: M __, M' um R--epimorfiomo. Se N é um R-m6dulo tal que N C kerf, 

então existe um único R--monomorfismo f: M/N __, ltf', tal que f = f o "• onde 

~: M __, M/N é a projeção canônica. Em particular, se N = ke1·f, então M/N o: ~r. 

Dados trêo R-m6duloa M,, M,, M, e f : M, __, M,, g : M, _, M,, dois R­
hom.omoriismos1 dizemos que M1 L 1112 ...!... M., ~ uma. l!lequê.ncia. exata. em M21 

se lmf = kerg. Maia ainda, se {llf;}iEI ~ uma la.mi1ia de R-módul.oe, onde! I ,é 

' I ' ' d ' di 1- M. li-i Al 1' M. /;+I onde um conJun o enumeravet e 1n ces1 en ao . . . i-l - i --+ i+ I -

f• E H omR( Mo 1 M;.,.1 ), para todo Í E I, ~ uma. sequênci.a exata. se é exata em Mi, para 

cada i t /, ou ~a. se I mf;-I = ker Ji.. 
D&da. uma. eequência. exat.a. O ---,. N1 L .... V ~ N2 ---,. O de R-m6dul01!1 t' R­

homomorfismos, dizemos que ela CINDE, se o R--subm6dulo I mf = kerg é um R­

somando direto de J\f, Temas então o seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada. 

em [14] ou [19]. 

TEOREMA 1.2: Seja O ~ N1 L M ...L. N, ~ O uma sequência exat.a de 

R-m6dulos e R-homomorfismos. Então as seguintes condições são equivalentes: 

( .. ) A • . o " f M 9 " • d J seque.noa e.xata - JY 1 - • - Jt:J - O em e; 

(ii) Existe um R-homomorfismo tj1: ~U- N1, tal que 'f/.1 o f= idN1; 

(iii) Existe um R-homomorfismo t/>: N2-+ 1lf! tal que g o t/J = id.N~; 
(iv) Existem R-homomorfismos 'f/1: M- N1 e tP : N:J - M, tais que T./.1 o f = 

idN1 , g o 4;t = idN, e f o 'lt, + 4;t o g = idM. Nestas condições AI ~ 11h $ N2 como R­

m6dulos. 

§2. MÓDULOS FINITAMENTE GERADOS, MÓDULOS LIVRES 

E MÓDULOS PROJETIVOS 

Seja Jf um R-m6dulo e S Ç .M um conjunto qualquer. É fácil ver que a intersecção 

de todos os R-wbmódulos de M qne contém S é o R- subm6dulo de M, notado 
• 

por [S], cujos elementos são todas as somas finitas do tipo E risi~ onde n ~ 1, ri E R 
i=l 

e s; E S, para lodo 1 ::; i ::; n. E.te subm6dulo ~ chamado SUBMÓDULO GERADO 

POR S. Se . [SJ =.V, dizeiiiO!l que S gera AI ou que S é unt sistema de geradores de 
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M. Ainda, dizemos que M é um R- MÓDULO FINITAMENTE GERADO, se exietir 

um conjunta finito S Ç M tal que [SJ = .M. Nais cuo, teiil05 llf = R.m1 -+- · · • + Rm...a, 
pa<a alguns m1 , •.• , m, E M. 

Um conjunto S é uma base de AI, se S é linearmente independente e [SJ = 111. 

Se A/ é um R-módulo que posstÚ uma base, então dizemos que M é um R-MÓDULO 

LIVRE. Neste caso, cada. elemento m € _U pode ser escrito de uma. única maneira. como 

uma. soma. finita m = Í:: r~s. 
•ES 

Todo et!pa.c;o vetorial sobre um corpo K é um K- módulo livre. Todo anel com 

unidade R é um R- módulo lh'Ie cuja base é {lJ!}. Mais ainda., dado um anel R, 
consideremos a soma. direta Jl.ll =$R;, com R;~ R, para. todo i E J, e indiquemos 

i<1 
por •; = (8;J), onde 5;J = 1 e Ó;J =O, se i i j. Então Jt.Il é um R- módlllo livre 

com base {c;};ei· Esta base é chamada base canônica do R--m6dulo Jt.Il. Ainda., se 

I= {1, ... , n}, então notamos .m•> em lugar de /t.Il. 
Seja G um grupo abeliano finito não nlllo. Então G é um ..:Z-módulo que não é livre. 

De fato, pelo teorema. de Lagra.nge, se n 2:: O é tal que J G J= n, e-ntão ng = O, para 

todo g € G e, portanto, não existe nenhum subconjunto não "-azia de G linearmente 

independente. Assim, G não possui uma base como 2Z -módulo. 

TemOB as seguintes propriedades para. módulos livres: 

PROPOSIÇÃO 2.1: 

(i) Se L é um R-módulo li\'Ie com base S e f: S ~ N é qualquer aplicação 

de S em um R-m6dulo ... 71r~ 1 e-.nt.ão e.xist.e um (mico R-homomorfismo f: L--.. N. o 

qual extende f. 
(ü) Se L é um R-módulo liYre com b .. e {z;};ei, então L"' RfJ1• 

(ili) Todo R-módulo .~[ é isomorfo a um quociente de um R--m6dulo livre. 

(h·) Sejam L um R-m6dulo livre, 1lf, N dois R-m6dulos, f: J.\{----;. N um 

R-epimorfismo e g : L __., N um R-homomorfismo. Então existe um R-homomorfismo 

h: L- M, tal que f o h= g. 

Prova: 

(i) Por hipótese, para cada mE A!, m =E r,s com r~ E R, pa.ra todo sE S . 
••• 

Dclinind.,_,. f: L - N, por lfm,l = L; r,f(s,l, pode-se verificar facilmente que l é 
•• s 

o único R-homomorfismo nas condições requeridas. 

(ii} Para proViU' (ü)1 basta de6.ni.r uma aplicação J: {:r.th~ - RJ..l), por /(llli) = e"f. 1 
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para todo i E I, onde { ei}ie! é a base canônica de fl!.I), e considerai' fJUa única extenfJào 

f: L - JI.(II, obtida de (i). Pode-se ver facilmente que f é um isomorfismo. 

(üi) S.ja M um R-módulo e {m;};eJ um conjunto de gerador .. de M (o qual 

sempre oxiste, pois o próprio M o é). Definindo então f : JI.(J) ~ M por f( e;) = m,, 

pa~:a. todo i E I e extendendo a um R-homomorfismo l : Rf..I) ___.... M, resulta. facilmente 

que f é um epimorfiamo e segue de 1.1 que M "'< R!.ll f ker f 
(i v) Seja S uma base de L como R- módulo. Se.ndo f : J.\1 ~ N um 

epímoclismo, então para cada sE S, existe um elemento m, E J.\1, tal que g(s) = j(m,). 

Defuúmos h : S - M, por h( s) = m., para cada s E S. Por (i), oxiste um único 

R-homomorfimo h : L ___.. .lú, o qual ext.ende h. Daí~ como l = E r,.s1 para cada ... 
I E L, onde r, E R, para todo • E S, temos (f oh)( I) = f(ii(l:>,•)) =f([; r,h(s)) = 

•ES •ES 
L r.f(m,) = L r,g(s) = g(L r,s) = g(l.). isto é, f o h = g. Isto finaliza a prova de 
•ES ••• • •• 
(iv ). 

Em outras palavras, (iv) mostra que dado o diagrama de flexas contínuas abaixo, existe 

um R- homomorfismo h tal que o diagrama completo se torna. comutativo. 

L 
n/ 1 g 
~f M-.N ~o 

Apropríedade (h•) é válida. não somente para. módulos lines. De fato, ela dá origem à 
definição dos módulos projetivos, a qual faremoa agora... 

DEFINIÇÃO 2.2: Seja R um anel. Dizemos que um R-módulo P é PROJE-

TIVO se 1 para quaisquer dois R-módulos ~\f~ N, um epimorfismo f : M --+ N e um 

homomorfismo g : P -----r N, sempre existe um homomorfismo g : P - M tal que 

f o !i= g. 

Claramente todo R-módulo livre é projetivo, maa a. reciproca não é verdadeira. Mos­

traremos um exemplo neste sentido, após o próximo resultado o qual dá uma. caracterização 

dos módulos projetivos. 

PROPOSIÇÃO 2.3: 

equivalentes: 

(i) P é projetivo; 

Seja P um R- módulo. ÁfJ tJeguintetJ afirmações fJão 

(ii) P é isomorfo a um R- somando direto de algum R-módu1o line; 
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(iii) Toda seqüência exata de R- módulos e R-homomorGsmos 

o-NLlJLP-o 

cinde; 

(iv) Existe um conjunto de elementOB z; E P e de R-homomorfismos /; : 

P --;. R, onde í E I ( I um conjunto de índices ) tais que: 

(a) v~ E P, };(z) = O exceto para. um número :6n.ito de Índices i E I; 

(b) E /;(x):t; = :t, Vx E P. 
;.e I 

Além disso, o conjunto de índices I pode ser tomado finito se e somente se P é um 

R-módulo finitamente gerado. 

Prova: A equivalência (i) <=> (üi) é imediata. Moste.Dl08 agora a equivalência (i) 

~ (ü). 

Seja P um R-módulo projetivo. Então existe um R-módulo livre L e um epi­

morfumo <p : L - P ( P "' Lfkel'<f' ). Consideremos então o seguinte diagrama: 
p 

J id 
L -.!..,. P - O 

Então e..-,ciste um homomorfismo h : P --;. L tal que h o ip = idp. Portanto, P é um 

R- somando direto de L. 
Reciprocamente, seja L um R-módulolivretalque L=PG:JQ. Seja j:M-N 

um R-epimorfismo de módulos e g : P - N um R-homomorfismo. Definimos 

g': L - N por g1(~) = z, se z E P e g1(z) =O, se z E Q. Então existe um 

homomorfismo h :L ~ M tal que f o h= g'. A8SÚ:n, tomando !J =h o j onde J' é a 

inclusão canônica P (,...,..>, L. Temos então g o f = g e portanto P é projetivo. 

Para. finalizar a prova, mostraremos (i) <:> (iv). Seja P um R-módulo projetivo. 

Existem um conjunt.o de índices I e R-homomorlismos tp : P - R-I) e 7r : Rf.J) - P 

tais que -;r o :.p = idp. PellE:Iando RJ.I) como um conjunto de funções de I em R, seja. 

"': m-11- R dada por 1r;(f) =f( i) para todo f E m.n. Então para todo f E Jl!.l1, 
temos E "•ff)e; ~ f, uma vez que [E 7r;(f)e;](j) = 7r;(f) = f(j). (lembramos que 

iei iei 
e; E JI!.I) é tal que e;(j) = li;"). Assim, {,.,e;} satisfazem as condições (a) e (b) de 

(iv), para en. Agora. seja. Zj = ?f( e,) e Ji = ';rj o <p. Claramente, fi(x) =o para. 

todos ~E P, i E I e El;(~)•; ~ E";(;>f•.H,.(e;) = ..-(E7r;(ll'(~))e,) = 7r(<p(<)) = ~. 
te! iel fEJ 

para todo z E P. Assim, {f;,z;} sa!i.fazorn (a) e (b) de (iv), para o R-m6dulo P. 
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Reciprocamente, se {fi, ~i}iei são tais que vale (a) e (b) de (iv), definimos 'P: P- J/! 1 1 

por l"fz)(i) = /;(~) e ~: R!Jl- P por .-(/) = Lf(i)~; É fácil verificar que 'P e 
iei 

.. são homomorfismos de R-m6duloo e .-(<p(z)) = Lfi(~)z; = z, para todo z e P. 
iE1 

Assim, .-o 'P = idp, de onde segue que P é isomorfo a um somando direto de JI!I) e 

portanto projetivo. 

COROLÁRIO 2.4: Seja P um R-m6dulo e seja N um R-sollUUldo direto de 

P. 
(i) Se P é projetivo, então N também é projetivo. 

(li) Se P é finitamente gerado) então N també-m é finitamente ge-.rado. 

Citamos agora um exemplo de um m6dulo projetivo que não é tine. Seja. l{ um 

corpo e A ::; ,.-\1:?{.K} o anel das matrizes quadradas sobre K. É fácil ver que 11 = 

{ (~ ~) : a,õ e K}, h={(~ ~) : c,d e K} são ideais à esquerda de A. Af!BÍmeles 

possuem uma. estrutura. de A-módulo à. esquerda.. Ainda, A= 11 $l2 como A-módulos. 

Agora, o anel A considerado como A-módulo é livre. Segue então da proposição anterior 

I I • . . M (b -a) (a o) (O o) 1 I • . que 1 e :J sao proJetlV08. as b -a b O = 
0 0 

• ogo, J nao p~w 

uma base como A-m6dulo e porlant.o não é livre. Analogamente, I':l não é livre. 

Con~ideremos agora. R e S anéis não necessariamente comutativos e f ~ R - S 

um homomorfismo de anéis. Então S pode ser vist.o como um R-módulo com a. operação 

?'S = j(t•)s, para cada -r E R, sE S. Isto induz, naturalmente, uma estrutura de R­
módulo sobre qualquer S-módulo. Isto acontece, por exemplo1 qua.ndo R é um subanel 

de S e f é a identidade. 

Feitas estas considerações, podemoo falar em transitividade de módulo projetivos e 

módulos finitamente gerados, e assim, obter o seguinte resultado cuja prova pode ser en­

contrada •= [6], [14] ou [4]. 

PROPOSIÇÃO 2.5: Sejam R e S anéis, f : R --;. S um homomorfismo de 

anéis e P um S-m6dulo. Então: 

(i) Se P é projetivo sobre S e S é proje.tivo sobre R, então Pé projetivo 

sobre R. 
{Ü) Se. P é finitamente ge.rado sobre S e S é finitamente gerado sobre R, 

então P é finitamente gerado oobre R. 

(iü) Se P é finitamente gerado coma R-módulo então P é finitamente gerado 
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como S-módulo. 

§3. MÓDULOS GERADORES 

PaYa qualqu•y R-módulo M, comrid•yemoo o subconjunto 1R(M) = {E f;(m;) : 
iEJ 

ft E Hom/l.(M, R), mt E ltl, I conjunto de fndices }. C-omo Homll.(M, R) é um R-

módulo à diYeíta, com a opeYação exlema definida poy (/•)(m) = f(m)•, pa<a cada 

r E R, J' E HomR(M,R) e mE M, segue que r!L;ti(m;)) = L;J;(rm;) E 7R(M) 
i€1 i€1 

e (L j';(m;.l)r = L;Uir)(m;) E TR(M). Assim, TR(M) é um ideal bilateYal de R, 
iEJ iEJ 

chamado IDEAL TRAÇO de M. 

O R-módulo M é dito um R-MÓDULO GERADOR, ou simpl .. mente um R­
GERADOR.. se TR.(M) =R. Porta.nio1 M ê um. R-gerador u a aomanta sa existirem 

• 
J,, ... ,J.EHomR(M,R) e m,, ... ,m.EM taisque Í:f;(m;)=l. 

i•l 
Aqui vale também a propriOO.a.de da. tcansitividade de módul03 geradores, como III.O!Itca 

a. seguinte propooição: 

PROPOSIÇÃO 3.1: S.jam R e S arulis o .p: R- S wn homomorfi.mo de 

anéis ta.l que S é um R--ge<adoY quando conoideyado como um R-módulo. Seja ainda 

}..f um S-módulo. Se 1\f é um S--gerador, então 1~ é também um R- gerador. 

Prova: Da hipótese- segue que e-xistem A, ... 1 fn E H ams( .U, S), mh .•. , mn E 
n m 

M, g,, ... ,g,. E Homn(S,R) e s1, •.• ,s., E S tais que L;J;(m;) = 1 = L;g;(s;). 
i=l i=l 

m " '" " 
EntâJJ, g;Ji E HomR(M,R), s;m; E M • LLY;f;(s;m;) = LLg;(s;f;(m;)) 

j-=1 i-=1 j::.l i-::1 
m " 

Í:9i(sJ· Lh(m..:JJ = 1. A~;sim, 1'! é R- gerad.or1 como queóaiilOf) mostrar. 
j=l i=l 

Um R-módulo M éditoum R-PROGERADORse M éfinitament•g"'ado,projeth·o 

e gerador sobre R. Obsenemos que da transitividade de módulos finitamente gerados, 

projetivos e geradores, decorre a seguinte 

PROPOSIÇÃO 3.2: ~jam R, S an~is e .t/J : R - S um homomorfismo de anéis 

tais que S é um R-progerador quando considerado como R- m6d.ulo. Então qualquer 

S-módulo .o/1 que é progerador sobre S é também R-progerador. 
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Lembremos neste momento que se ... V é um R -módulo, então o anulador de M em R 
é.oidealde. R definido por Á1ln(M)={rER:rm=O, \lmEM}. S. ÁnR(MJ={O} 

então dizemoo que M é um R-MÓDULO FIEL. 

LEMA 3.3: (Lema de Nala!yama generalizado) 

Sejam R um anel comutativo e 1'\f um R-módulo finitamente gerado. Então um 

ideal I de R v.rifica a propriedade H/= lo! se e somente se J +Ãna(M) =R. 

Prova: Suponhamos }J = Rm1 + · · · + RTnn, onde m1, ••• , fnn E M, e que I 
seja um ideal de R satisfazeudo IM = M. Como Á1ln(M) é um ideal de R, para 

obtermos I+ Ann(M) =R, basta mostrarmos que I E I+ AnR(~f). 

Consideremos ao subm6dulos M; = Rm;+ .. ·+ Rm., para cada. 1 :5: i< n etomamos 

J.Va+l = {0}. É su6.ciente mostrarmos que, pa.ra todo i E {1,21 ••• , n + 1}, existe a; E I 
tal que. ( 1 - a;)11f Ç ... Vi· De fa.to, neste. caso podemos concluir que existe llw+t E J, com 

(I- "•+11M C Mn+l =O, ou seja, 1- a,+' E A"n(M), ou ainda, I E I+ .4"-"·(M). 
Faremos isto por indução em i. 

'Ibma.ndo a1 =O, claramente (1- a1 )M = M = M,. Seja agora k E {I, 2, ... , n} 
e suponhamos que exista a,. E I tal que {1- a.~..) ... V ç;;; ... V~;. Então, (1- ak)llf = 
(I- a,)IM =I(!- ah)M <;;;IM,= Im, + · · · + Im.. Assim existem elementos "•i E I, 

• • 
para. cada. j = k, .... n, t.ais que (1-a~r)m,. = L ak;m; = aklrm~o+ L a,.;m;. Portanto, 

j•lo i•H+l 
• 

(1- ah- a..w.lmh = L ahjmi E MJ.+J 1 de onde r;egue que (1- a,..)(l- ah- aAA)M Ç 
i•k+l 

(1 - ak - alck)i\lk C 1U1r+l· Tomando então al.·+l = 2ak + aklc - at - a~;aa, obtemos 

"'+' EI e (1-aH,J=(l-a•l(l-a•-au), e conseqüentemente (1-ah+I)UÇMHI· 

Isto completa a prova da. indução e a primeira parte do lema. 

Reciprocamente, suponhamos que I+ AnR(1l!} = R, e mostremos que I1V = Jl!. 

Claram.e-.nte I11! ç;;; ... V. Seja a E I e J' E AnR(iV), tais que 1 =a+ ·r. Para cada 
m E J.V, m = 1m= (a+ 1')m = am + -rm =amE J ... V, já que r E AnR( ... \1). Logo 

IM = M o que complet.a a pro\-a do lema.. 

ÇQROLÁRIO 3.4: Seja R um anel comutativo e M um R-m6dulo finitamente 

gerado. Se MM = M, para todo ideal ma..irnal M de R, então M = O. 

Prova: SuponhamDe que .4! é tal que ~~M = Jf, para todo ideal mal..imal ./W de 

R. MO!Itraremos que, nestas condições, .AnR( 11/) = R. Assim obtemos M = LU = O, 
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P""' 1 E .AnR(M) 

Suponhamos, por absurdo, que Ân.n( .. V) ':fi R. Então existe algum ideal maximal M 

de R com Ann.(M) Ç M. Portanto, AnR(M) + M oF R, o que é uma contradição com 

o lema 3.3. 

É frequentemente dificil di(itinguir se um módulo finitamente gerado e projdivo é um 

gerador. Porém, no caso de anéis comutativos, temos um critério fácil, com auxilio do lema. 

anterior. 

PROPOSIÇÃO 3.5: S.ja R um anel comutativo e AI um R-módulo finitamente 

gerado e projetivo. Então Tn(M) E9AnR(A[) =R. 

Prova: Sejam !1.···,/ .. E Homn(1li,R) e m1, ... ,1~ E .J.V, coordenadas projetivas 
• 

de M sobre R. En1ão m = L fi(m)m,, para cada mE M, e J.(m) está em Ta(M). 
i:l 

Assim TR(M)M = M e segue do lema de Nakayama que TR(M) + .An,.(M) = R. Mas 

T,.(M).AnR(M) =O, já que, para qualquer cr E AnR(M). f E HomR(M, R) e mE M, 
temos o/(m) = f(am) = o. Segue daí que TR(M) n .AnR(M) = o. De fato, seja 

I = a:+ í3 com a· E TR(M) e í3 E Ann(M). Se :t E TR(M) n AnR(M), então 

x = lx = ax + í3x = O. Consequenlemente TR $ AnR(M) = R. 

COROLÁRIO 3.6: Seja R um anel comutativo. Um R-módulo M é R-
progerador se e somente se M é finitamente gerado .. projetivo e fiel. 

§4. PRODUTO TENSORIAL DE MÓDULOS 

Sejam R e S dois anéis. Suponhamos que M seja um R-módulo e um S-módulo 

simultaneamente. Se a multiplicação de elementos de .:.V pOT elementos de R comuta 

com a multiplicação por elementos de S, dizemos que M é um (R, S)-BIMÓDULO. Os 

bimódulos podem ser de vários tipos, dependendo de qual o lado que os a.néie operam. Se, 

por exemplo, R opera pela. esquerda e S pela direita, indicaremos este fato eacrevendo 

R1Vs. Neste ca.-ro, {Nn)s = 1'(ms), para todos ,. E R, mE 1\I e sE S. 

Durante este parágrafo, com a finalidade de simplificar notações, escreveremos RM, 
para dizer que _o\! é um R-módulo à. esquerda e ecreveremos 1\/R para. dizer que _o/f é 

um R-módulo à. direit.a.. 

Começaremos com a. seguinte 
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DEFINIÇÃO 4.1: Sejam MR. e RN R- -móduloo. Dado um grupo abeliano G, 

diz.e.mos qne uma. aplicação 4J : 1\f X N __, G é R-bilinear, se: 

(i) </>(m1 + m 2 , n) = ç\(m,, n) + ç\(m1 , n); 

(ii) ,P(m,n1 +n2) = ,P(m,n1 ) + ,P(m,n,); 

(iii) ç\(m~, 11) = ,P(m, m). 
para. todos m, m1, m2 E M, n, n1, tl.::! E N e r E R. 

Com as mesmas not~ acima., um par (T, r) con.stituido de um grupo abeliano T 
e uma aplicação R-bilinea< r: M x N-----> T é chamado PRODUTO TENSORIAL de 

Jf e N sobre R, se para. cada grupo abeliano G e para. cada aplicação R- bilinear 

,p : M x N --+ G existe um único homomorfiamo de grupos f : T --+ G lal que o 

seguinte diagrama. conmta 
MxN 

• 
/ 

T .!.... G 

Se. (T, r) é um produto ten.sorial de M e N, então claramente f o.,- é. R-bilinear, para 

cada. homomorfismo f: T- G. Assim1 (T, r) é um produto tensorial de J.V e N sobre 

R se e somente aeJ para cada grupo abeliano G, a correspondência f .....___. f o r define 

uma. correspondência biu.nívoca entre Homz(T, G) e o conjunto de todas as aplicações 

R-bilineares </> : M X N --+ G. 
A seguir mostraremos que um tal produto tenaorial existe e é único, a menos de iso­

morfismos. A unicidade é pa.rticula.rment·e fácil 

PROPOSIÇÃO 4.2: Se (T, r) e (T', ,.-') são do;. produtos teDBorixis de M e N 

sobre R, então existe um único homomOl'fismo de grupos f : T --,. T1 tal que r ;:: f o 1". 

Prova: A hipótese implica .a. existência de homomorfismos f e g tais que os 

seguintes diagramas são comutativos 

J\{ X N 1\f X l•l 

' •' ,. • 
/ ....... / ....... 

T f T' T' 
g T - -

Então a comutatividade dos diagramas 

MxN MxN 
' • • • 
/ ....... e / ....... 

T 
,., 

T T 
j,{T 

T ~ ~ 

13 



juntamente com a unicidade da aplicação na definição, faz com que tenhamos g o f = idx. 
Analogamente, mostrar- se que f o g = idp. Portanto, f é um isomorfismo como queríamos 

mostrar. 

Consideremos agora um grupo abeliano G Ji\-remente gerado por lil X N, como 7L­

módulo. Então G possui uma base (:r.a)('tw xN. Por simplicidade de notação escreveremos 

(m, n) em lugar de r(m,•) • A.sim, temos G = $ X(m, n). Seja agora H o 811bgrnpo 
M>t.!l 

de G gerado por iodos os elementos da. forma. 

(m1 + m,,n)- (m1,n)- (m2,n) 

(m,n1 +n,)- (m,n1)- (m,n,) 

(m••,n)- (m,m) 

para todos m,m11 m 2 E J1!1 n,n1,nz E N, r E R. Tomamos T = GJH e deiinim.os 

r:lr.lx!.V---l-T, por r(m,n)={m,n)+H. 

PROPOSIÇÃO 4.3: C:om M m.,.m .. notações acima, (T, r) é um produto teiiJ!Oriol 

de lvf e N sobre R. 

Prova: Seja 4> : M X N ~ F uma aplicação R-bilinear, onde F é nm 

grupo abeliano qualquer. Sendo G = $ X(m, n), existe um homomorfi•mo de grupoo 
MxN 

f': G- F tal que o diagrama comuta 

lvfxN 
T • ,/ \, 

G F 

Do fat.o que q, é R-bilinear, segue que H é um subgrupo de ker ] 1
• Logo e.xíst.e um 

homomorfismo de grupos f : T ____. F, tal que 

lvfxN 

G ..L F 

é. um diagrama comutativo. Finalmente, COlllO r(Af X N) gera T, segue que f é 

unicamente determinado por este diagrama. Assim está. demonstrada a propoE>ição. 

O produto t.ensorial (T, r) construída acima. aerá denotado por M ®R N e, pa.ra cada 

(m, n) E }Á>: N, eacreverelllOS r(m1 n) :::::; m e1 n. 
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ConAiderando-se os resultados obtido:s até agora., temos que lt/ ®11.N é o único (a 

menos de isomorfismos ) grupo abeliano que contém o gerado por { m 0 ft : m E 1\f, tt E 

N}, satisfazendo a seguinte 

PROPOSIÇÃO 4.4: ( Propriedade Universal do Produto Tenaoriru). 
Para cada. aplicação R-bilinear ..P : M x N --;. G, existe um único homomorfismo 

de grupos abelianos f : M®RN --+ G tal que f(m x n) = <P(m,n), para cada 
mE M, nE N. 

COROLÁRIO 4.5: Suponhamos f : M --+ M' e g : N --+ N' homomorfismos de 

R-módulos à direita e à. esquerd~ respectivamente. Então existe um único homomorfimno 

degrupoe /0g:M®RN--+M'®R.N' talque (JB•g)(mc>on)=f(m)0g(n), para 

todos m®neM®RN. 

Prova: Seja op:MxN--+M'®nN' definidapor op(m,n)=/(m)0g(n). Assim, 
tp é R-bilinear, como é fácil ver. Pela. proposição ant-erior, exist-e um único homomorfismo 

degrupoe ip:M®RN-M'®N' lalque .p(m0n)=9'(m,n)=/(m)0g(n). Basta 

então tomar f ® g ~ ljl. 

Em geral, o produto tensorial lvl ®.R. N não é um R-m6dulo. Porém, estruturas de 

bimódulos sobre M e N induzem uma estrutura de R-módulo em M ®R N. Mais 
precisamente, temos a seguinte 

PROPOSIÇÃO 4.6: Sejam R e S .. 
an""' e 

é um R-módulo com a. multiplicação externa dada. por r(m 0 n) ::;::;: -rm ~· n. Ainda, :se 

f : .U - .~!' e- g : N - N' são homomorfismos de (R, S)-bim6dulos e S-módulos, 

respectivamente, então f® g é um homomorfismo de R-módulos. 

Prova: Primeiro mostraremos que uma tal multiplicação externa está bem definida. 

Se-ja p,. : J.\{ - J.V. dada por p,.(m) = nn, para cada m E ,~.\!. Asaim, p,. é um 

homomorfismo de R- módulos, para cada. r t: R. Agora, observemos que rm ® n ~ 

(p, 0 idN )(m 0 n). A boa definição segue. 

É fácil "·er que esta operação tem as propriedades desejadM. 

Para>'e! que f 0g é um homomorfismo de R- módulos, obser>'l!moo que (/G•g)(r·(m·~ 

nl) = (f 0 g)(r·m 0n) = f(rm) 0 g(11) = r·f(m) B• g(n) = r(f B• gl(m B• n). Isto completa 

a. prova da. proposição. 

Analogamente, se N -=s Ns, então M®5 N pode ser "isto como um S-módulo à 
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direita via (m 0 n)s:::: m 0 ns. 

Está. claro portanto~ que se R é um a.nelcomuiativo, então oprodutotensorial M®R N 
é um R- módulo à esquerda e à direita. De fato, neste caso cada R-módulo é um módulo 

bilateral. 

Listamos agora algumas propriedades dos produtos tensoria.is. Uma prova para tais 

propriedades pode ser encontrada em [I] ou (6] 

1: O produto tensorial é associath·o no seguinte sentido~ Sejam R e S dois anéis. 

C-onsideromos os módulos LR, RMs e sN. Então (LQ!)RM)Q!)5 N e LQ!)R(MQ!)5 N) 

aio isomorfos, via o isomorfismo (l0m)0nt-+l0(m0n), para cada (l0m)®nE 

(L ®R AI) ®s N. 

2. Se R éumanelcomutativoe -~• N são R-módulos, então M®RN~N®RM, 

via o isomorfismo m 0 n 1-+ n ® m, para cada m 0 n E 1\f ®R N. 

3. O produto te.nsorial se. distribui em relação à soma direta: Sejam { M1}.:EI• { Nj hEJ 

famílias de R-módulos à esquerda e à direita, respectivamente, onde I e J são conjuntos 

de índices. Então temos 

(EfJ M,) @(EfJ N j)::; EfJ M;@ N, 
iel R jEJ ó·fl R 

"' 
,.;,. o isomorfismo <Em;) 0 !E ni) ,_. Em; 0 "i· 

i€1 "EJ <4I 1 ffiJ 

4: Dado um anel qualquer R e um R-módulo R-~, então .:.lf ~ R®R.Jf, como 

R- módulos, via o isomorfismo r 0 m H rm, para cada r® mE R®R M, tendo como 

aplicação inversa m .......,. 1 0 m, para cada m E M. 

Consideremos agora RN um R-módulo livre com ha.<>e { 11; : i E I}. Consequente­

mente-1 N = EJ1 Rn.,;. Nesta situaçào1 ~mos a. SE~guinte 
;EJ 

PROPOSIÇÃO 4. 7: Todo elemento de 1ll ®R.llt possui uma única. repreaentação 

como uma soma finita do tipo E mt ® n,, onde mt E M e m; = O exceto para um 
iEI 

número finito de índices i €: /. 

Prova: Sejam m E Jf, n E N. Então n = L rirli·. onde r.: E R e ri = O 
;EJ 

exceto para um número finito de fndices de i E /. Portanto1 m e• n = m 0 L rtfli -
iEJ 
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Em 0 r,n, =L: mri ® flt = L m.; 0 n., onde mi = mri E .~.1!. 
iEl iEl iE1 

Pa.ra Yer a. unicidade de tal escrita, consideremoo L ffli 0 fli E M ® N tal que 
iEI R. 

l:m;®n;=O. Como N=Ef)Rn;, teiDDO M®RN=M®R.f$Rn;)"'EJ1M@Rn;. 
iE/ i€1 iEI i.El R. 

Seja <P este isomorfismo. Então <P(E m; 0 n;_) = O em EJ1 M ® Rn;, e portanto, para 
#EI i.EJ R. 

cada i E I, m; ® 1Zi = O, visto como elemento de E9 ~~ ® R"i. 
i€1 R 

Fixemos agora., k E J. Como R~ Rn~t, segue que -~ ~ M®RR ~ M®R.RnN e 
assim, a. imagem de m,~, por este isomorfismo é m,~, ® n,~,, o qual é zero. Porta.nto, m,~, = O. 

Isto completa. a. prova.. 

PROPOSIÇÁO 4.8: Sejam R um anel comutativo e M um. R-módulo livre. 

Então toda. base de }J como R -módulO tem a mesma. caxdinalidade. 

Prova: Seja. M um R-módulo liwe e seja. }vi. um ideal maximal de R. Entã.o, 

R/ .,-\A é corpo. Consideremos "Jr : R --+ R/ .,Jv( a projeção canôníca.. Assim, Rj.lv1 é 

um R- módulo e podemoo considerar o produto tensorial R/M ®R M, o qual é também 

um R/.!vt-espaço vetorial, -via a operação externa i{ f •l> m) = zr ~· m, pa-ra todos 

fi E Rf.,-\A~ f B• m E Rj.,V( ®R }.1. Da proposição anterior segue que se { 7niher é: uma 

ba.e de M como R-módulo, então {l 0 m;};ei é uma base de R/A-í ®R M como 

R/ M-espa.ço vetorial. A reciproca é clara. Logo existe uma. correspondência biunívoca 

entre os elementos de uma base de .U e os elementos de uma base de R/.M ®R.M 

como Rj.AA.--espa.c;o vetO[ial. Do fato que duas bases de. wn e-spaço "\"·etorial tem a mesma 

cardinalidade, o result a.do segue. 

M. 

Neste caso, o cardinal de uma base de M como R- módulo é dito o posto do R-módulo 

A seguinte proposição é de fácil verificação. 

PROPOSIÇÃO 4.9: 
(i J Se a. sequência 

o - },J1 L ]![ ....!!....,. Afl' - o 

é uma. sequência. exata de R-módulos à esquerda, então a sequência. 

l\'@ 1v!' idN~f N ® }J i4N-0_9 N ® }JII - o 
R R R 

é também exata.. para qualquer R-módulo à. direita N. 
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(ü) Se a sequência 

o - M' ..J.... M ..JL. M" ~ O 

é uma sequência exata de R-módulos à. direita, então a. sequência 

M'@N tem~ M@N "'"'r M"@N ~o 
R R R. 

também é exata, para qualquer R-módulo à esquerda N. 

(iii) S. 

o - M1 L AI .JL.. AI" - o 

é uma sequência exata. que cinde, então a sequência 

o~M'Q9N 1~ M@N~ M"@N~o 
R R R 

é também uma aequência exata que cinde, para qualquer R-módulo à esquerda N. 

Dado um R-módulo R1\f e um epimoclismo f : AR. - BR.1 segue de (ii) da. 

proposição anterior que f®idM: A®RM ~ B®RM é t-ambém um epimorfismo. Para 

alguns R-módulos \--ale uma propriedade análoga, no caso em que f é um monomor· 

fismo. Este é o caso dos módulos projetivos, como veremos adiante. De fato esta última 

propriedade nos dá a seguinte 

DEFINIÇÁO 4.10: Seja RH um R- módulo. RM é dito um módulo plauo ••, 

para todo monomorfismo l: AR~ BR, f®idM: A®RM ~ B®RM é também um 

monomorfismo. 

Observemos que se tem uma. definição análoga. de módulos planos, para o caso de _1\..f 

ser um R-módulo à direita. 

Prm-aremoe agora um result.ado sobre módnl06 planos. 

TEOREMA 4.11: Seja fi:M = Efj M,. Então M é plano ee e .somente se Mi é 

plano, para cada i E I. 

Prova: Seja f : A.R ___, BR um monomorfiamo de R-m6du1os. Considerem06 o 

seguinte diagrama comutativo: 

A®RM; A®R(EflM;) 

"' t 
Efl(A@M,) 
IEI R 
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onde as setas verticais são os isomorfismos dados na propriedade 3 acima.. Segue daí que 

f 0 idM é um monomorfismo se e somente se (j ~· idu;) é um monomorfismo, para cada 

i E J. Assim, o teorema. está provado. 

Esta.mos agOTa em condições de provar o seguinte 

TEOREMA 4.12: Todo R-m6dulo projetivo é plano. 

Prova: Seja ll.M um R-módulo projetivo. Como todo módulo projetivo é isomorfo 

a. um somando direto de um módulo livre, pelo teorema 4.11 é suficiente mostrarmos este 

teorema para. o caso .n1lf =R R. Isto segue da. comutati,;dade do seguinte diagrama: 

onde f : A ___, B é um monomoirfismo de R- módulos à direita.. 

Finalizaremos este parágrafo apresentando o seguinte resultado, cuja. prova. pode ser 

encontrada em [6]. 

PROPOSIÇÃO 4.13: Seja R um anel comutativo e M, N dois R-m6dulos. 

(i) Se 1\1 e N são finitamente gerados sobre R, então li/ ®R N é ta.mbé-m 
nm R-m6dulo finitamente gerado. 

(íi) Se 1V e N são R- m6d.ulos projetivos, então ,~.\{ ®R.N é taJ.nbém um 

R-módulo projetivo. 

(iü) Se Jl! e N são R- geradores, então ,~.\1 ®.n N é também R- gerador. 

(i v) Se JV e N são R- progeradores 1 então Jl! ®.n N é também R- progerador. 

§5. ÁLGEBRAS 

Seja A um anel. Chamamos centro de A, e notamos por Z(A), ao conjunto 

Z(.i) ={a e .i: az = xa, Vx e A}. Facilmente se vê que Z(A) é um subanel de A e 

que A é comutat.ivo 6e e somente se Z(A) =A. 
Seja agora. R uma.ne-lcomutativo. Dizemooqueumand A éuma.ÁLGEBRASOBRE 

R (ou uma R-ÁLGEBRA) oe existir um homomorfismo de anéis <i> : R- Z(A). Se 

A= Z(A), dizemos que A é uma R- ÁLGEBRA COMUTATIVA. 

Na que segue, sempre consideraremos R um anel comutativo com unidade, salvo 

mensão em contrário. 
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Dado uma R-álgebra A podemos dotárla de uma estrutura de R-módulo à esquerda 

e. à direita. da seguinte forma: Se tP : R - Z {A) é o homomorfismo que caracteriza A 

como R-álgebra, então de:finimos a multiplícacão externa por m = ,P(r)a e ar= "9i(r), 

para cada a E A, r E R. 

Observemos que esta de:6:nição equivale a dizer que A é um R-módulo satisfazendo 

r(a1 a2 ) = (r•a1 )a2 = a1(1'~), para cada. r E R. a1 1 ~ E A. De fato, se A é um 

R-módulo satisfazendo tal propriedade, então ,P: R --+ Z(A), dada por ,P(rj = •IA é 
um homomorfismo.de anéis, como é íácil verificar. 

Daremos agol:a alguns exemplos de R-álgebras: 

EXEMPLO 1: Claramente o próprio anel R é nma R-álgebra. Basta considerar 
• 

o homomorfismo identidade. Mais ainda, f($.nl = $R;, com R. !:::! R (i = 1, 2, ... , n) é 
f=l 

uma R-álgebra via a aplicação diagonal r H (r, r, ... , r). para cada r E R. 
EXEMPLO 2: ConBideremos G um grupo multiplicativo e S um anel com 

unidade. De:finimos o ANEL DE GRUPO DE G SOBRE S, como o conjunto S[G] = 
{E a9g : 89 E G, Vg E G, e Bg =O, exceto para. um número finito de elementos sE S }. 

gEG 

_tu, oper..,re. de S[G] •ão definida. da seguinte forma; 

L>•g + L>•g = L)r, + s,.lg 
gEO gEO gEG 

I; r,g I; ••h = I; (r,s.)gh 
gEG hEG g,hEG 

para todoa L r,g, L s,h E S[G]. Desta forma. S[G] é um anel com unidade e é comu-
s>eG hEG 

tativo se e somente se S é comutativo e G é abeliano. Definindo-se uma multiplica.ção 

por escalares da fonna 8(2: 8 9g) = L(s89 )g, para <:ada. 8,8 9 E S, g E G, S[GJ torna-se 
gEO gEO 

um S-módulo line com base formada pelos elementos de G. Se S é um anel comu-

tati,·o, teremos s[f L s9g)(L r, h)] = s(L: (s9r,.)gh) = L (ss,r.)gh = L (s,.,·,)gh = 
gEO h.EG IEQ fEG JEG 

I>~ "EG' "'f'U 

(Í: s,g)(L (<P,)h) = (L s,g)[s( L r,h)J. para cada sE S, L .•,g. L l';h E S[G]. As-
9ea hEG gEO hEG gEG hEG 

sim, S[G] é uma S-álgebro, se S é comut.ativo. Est.a S-álgebra é chamada ÁLGEBRA 

DE GRUPO de G sobre S. 

EXEMPLO 3: Se K é um corpo, então um anel A f: O é uma K -álgebra. 

se e somente se A for um anel contendo um subanel isomorfo a K, pois neste caso o 

homomorfismo tJ>: K - Z(A), que define a e.strutura. de. l\."-álgebra é necessariamente 

injetivo. 
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EXEMPLO 4: Seja R um anel. C'<lnsideremos Mn(R) o a.nel das matrizes 

quadradas de ordem n sobre R. Então Mu(R) é uma R- álgebra. De fato, seja 

I E M.(R) a matriz identidade. Consideremos a aplicação <P : R --; M.(R) dada 

por tfl{.,.) = r I, para todo r E R. Claramente 4> é wn homomorfismo de anéis e 

..I E Z(M.(R)). 

Seja A uma R-álgebra. Então um subanel de A, o qual é uma R-álgebra via o 

mesmo homomorfismo que define a R-álgebra A, será dito uma SUBÁLGEBRA de A. 

Dadas duas R-álgebras A e B, dizemos que uma aplicação f : A --; B é um 

homomorfismo de R-álgebras se f é um homomorfismo de anéis e também um homo­

morfismo de R-módulos. O leitor poderá verificar que f : A - B é um homomorfismo 
de R-álgebras se e somente se o diagrama. abaixo comuta.: 

R.!!..B 

"'· ! } A 

onde ~A e <P& São as respectivas aplicações canônicas. 

Sejam .4 e B duas R-álgebras. Podemos considerar o produto tensorial A0RB, 
o qual também é um R-módulo. Definindo-se em A0RB um produto da forma (o1 0 

b,)(a, 0 b,) = a,o, &• b,b,, para cada a, 0 b,,a, 0 b, E A0J<B, A0J<B torna-se 

uma R- álgebra. Observemos que este produto está bem definido. De fato, fixamos 

a, E A e b., E B e sejam f : A - A e g : B - B definíd"" por f(o) = aa., 
e g( b) = bb::J, rt>Spectiva.mente. Consideremos rp : A X B - A {S1 B definido por 

,a( a, b) =/(a) 0 g(b). Assim, ,a é R-bilinear e pela propriedade universal do produto 

tensorial, segue que existe um único homomorfismo de grupos f 0 g : .4 & B - A 0 B 
tal que (f 0 g)(a 0 b) =/(a) ($• g(b) = aa.1 ($• bb,. Segue daí que a multiplicação definida 

acima. está bem definida.._ como queríamos provar, 

Observemos ainda que se A e B são R-álgebras comutativas, então as estruturas 

de A-módulo e B- módulo de .4 0R B fazem deste anel uma álgebra sobre A e B, 
respectivamente. 

§6. ÁLGEBRAS SEPARÁVEIS 

Dado um anel A., denotaremos por A.:t ao anel definido sobre o próprio conjunto A., 

com a. mesma adição de .4 e com a multiplicação definida como segue: :r * y = yz, para 
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todos :r!y E A.". Com estas operações é fácil ver que A" é também um anel, chamado 

ANEL OPOSTO DE A.. Ainda, A é um a.nel comutativo se e somente ae A = A 0
• 

É fácil ver também que se A é uma R-álgebra então A0 também o é. Neme caso, 

N é chamada de ÁLGEBRA OPOSTA DE A. Podemos considerar o produto tensorial 

d.. R-álgebrM A® N, o qual também é uma R-álgebra, denominada ÁLGEBR.4. 

ENVOLVENTE DE A e denotada por A'. 
Seja então A uma R-álgebra e consideremos •ua álgebra envolvente A• ; A® A•. 

A R- álgebra. A possui uma. estrutura. de A"-m6dulo à. esquerda., ,;a. a operação externa. 

(a0r.~0)b;:::;: abc(l, para todos a0é' E A"-, b E A, como é fácil verificar. 

Existe também uma aplicação I':-~' ---> -~• definida por I<( a 0 c") = ac", para cada 
a 0 c" E A... Assim, J.l está bem definida e é um homomorfismo de A~-módulos. De 

fato, consideremos a aplicação f : A X A0 
- A, dada por f(a, C

0
) = ac(\ para cada 

(a, c") E A x _4°. Temos que f é R-bilinear. Logo, pela propriedade uni,·ersal do produto 

tensorial, existe um único homomorfismo f: A® A 0 --+A, tal que /(a0c0
) = J(a, c0

) = 
oo0 , para cada o g. rjJ E _.1 ®A a, Então f = p.. Mais aind.a., J.l ~ um epimorfismo 

de A'-módulos, como é fácil ver. Este homomorfismo é chamado HOMOMORFISMO 
CONTRAÇÃO. 

A partir de agora. não faremos mais distinção entre um elemento a E A e seu cores­

pendente a0 E A", indicando ambos por a, para simpli.fi.car notações. 

Fazendo J = kerf.', obtemos a. seguinte seqüência. exata de Ac-módulos 

Mostraremos agora que J é exatamente o ideal de At gerado por todos oo elementos 

da.{orma a{$rl-le1a. De fato, ternce a01-10a E J, pois p(a@l-1C$•a) =a-a= O. 
n n • 

Reciprocamente, se L a; 0 b; E J, segue que L a,b, "' O e daí, O = O 0 1 "' L a;b; 0 I. 
t=l f=l t=l 

f1. fi. " fi. ,. 

Asoim, La; 0 b; =La; 0 b;- (L a.;b; 01) = L(a, 01)(10 b;)- 2:(o; 0l)(b; 01) = 
i=J i=l ;=1 i=l i=l 

" L:< a; 01)(10 b,- b; 01) 
i=i 

No que segue, J.i sempre denotará o homomorfismo contração e J seu núcleo. Estamos 

agora em condições de provar o seguinte 

TEOREMA 6.1: 
equivalentes: 

Seja A uma. R-álgebra. Então as seguintes condições aão 
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cinde; 

e 

(i} _.l é wn _.t.e-módulo projetivo; 

(Ü) A seqüência exata de _.te-módulos 

o - J c....,. At. _.!::.,. A -... O 

(ili) Existe um elemento e E A• tal que /'(<)=I e Je =O; 

(i v) Existem elementos :t;, Yi E A, com OS í.:::;; n, tais que 
• 
L:~iYi = 1 
i= I 

• • 
Lzz; 0 Yi = L:~i 0y,z 
i=J i=l 

para. cada ~ E A. 

Prova: Claramente. {i} e (ü) são condições equivalentes. Pa.ra mostrarmos que. {Ü) 

implica (üi) suponhamos que a seqüência 

O -----+ J ~ A' ---"-... A ~ O 

cinde. Então existe um Ae-homomorfismo 1}.•: A --+ A05
• com J1 o 1}.• = idA. Agora., 

escolhendo e. = ~·( 1), te. mos p:( e) = 1. Mostremos que este é o ele.mento procUrado em 

(iü). Para tanto, só falta ver que J e. = O. De fato, para cada 118, a - a 0 1 E J, temos 

(10a-a(,)!)e. = (l~'·a-aG•l),P(!) = ~·((10a-a01)1) = ,l•((l•<Ja)l-(a01)1) =~·(a-a)= O. 

Assim, como J ége-radoportodososele-mentosda.forma. l®a-a®l segue que Je;; O! 
como querla.mos mostrar. 

Reciprocamente, dado e. E _.t~ tal que p(e) = 1 e Je =O, e considerando a aplicação 

'if-1 : A --+ A~ dada por 'l,b(a) = (a. 0 l)e, para cada a E A, temos que-. tj.1 é um 

homomorfismo de A'-módulos. De fato, como Je = O temos (I (5o a)e. = (a C';• !)e. 
Dai, ~•(a) = (a CS• !)e = (10 a)e e assim, ~·(a(~ a'x) = ~·(ara') = (ara1 0 !)e. = 

(a> 0 !)(a' •:;) !)e. = (a• G I)( I 0 a')e =(ar 8• a') e= (a •:;) a')(x 0 l)e = (a 8• a')'i•(x) para 

todos (a0a') E A<, x E A. Além disso, po~•(a) = p((a•:;ll)e) = (a<'Hll'(e) =a li= a 

para. cada a E A. Assim, a. seqüência de A"-- módul06 

cinde. Isto mostra que (iü) implica (ii). 
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n " n 
z, = y, = e;, 1 ~ i ~ n, obtemos L z,r(y;) = L e,ai(e;) = L e,ei+i (.m<ld ftJ = boJ, já. 

iel i•l i•l 
que e.iei+j (múd nl = Ó~i+j (mod n)· Portanto, (S, a) é uma extensão de Galois de R. 

EXEMPLO 2.2: Seja p um número primo e R uma álgebra. comutativa. sobre 

7.ljp7.l (ou seja, R é um anel de característica p ). Dado r· E R , consideremos 

R{x] = R{X]/(X~>-X -.,.), onde ~=X +(X~>-X -1") é aclassede X módulo o ideal 

gerado por XP- X-.,., Consideremos ainda a: R(x]-+ R{x], definido por a/ R= idR 

e u(x) = ~ + 1. Nesta.'3 condições, (R[x], a) é uma extensão de Galois de R com grupo 

cíclico de ordem p. 

Inicialmente mostraremos que u está bem definida e é um automorfismo de R(~J. 

Consideremos ..p : R[X] -+ R[ X], definida por ..pj R = ídR- e c,c(X) = X + 1 e 

ainda 1/J : R[X] --;. R{ X] definida por 1f:J R = ídR e Tt•(X) = X - 1. Claramente 

c,c e tt• são homomorfismos de anéis. Além disso, ..p o 1f:( X) = c,c( X - 1) = X e 

Tt• o ..p(X) = ·':b(X + 1) = X. Portanto, c,c o 1j: = ·tj; o c,c = ídR[X] e então c,c é um 

automorfismo de R{X]. 
Como ..p(XP-X -1·) =(X +l)P-(X +1)-.,. = XP+1-X -1--r = X~>-X -1·, segue 

que c,c(I) = I, onde I é o ide.al gerado por XP-X_,.. Então cp induz um automorfismo 

u: R[x]--;. R[x], dado por a/R= idR. e a(x) = x + 1, onde R{x] = R{X]/(XP -X -t·) 

e x = X + (XP - X - ·r). Assim, u E.>.stá. bem definida e é um automorfismo de R[ :r). 
Para ver que u tem ordem p, observem06 que ui(:r.) = :r.+ íl, O 5 i ~ p. Assim, 

a;(:r.) :j: :r. para todo 1 ::; i::; p- 1 e aP(::r.) = x. Isto mostra que aP = id e ai f. id, 

se 15i~p-l. 
p-1 

Agora, dado o: = L a..zi E R{x], com o., E R, O ::; i ::; p- 1, temos o-(a.> = 
;=o 

p-1 p-J p-1 p-1 

a( L: a;.x') =L a;a(;:r.i =L a;(.x + l)i. Então a( a')= a· se e somente se E a;(.x + 1); = 
i:O i:O i:O i:O 

p-1 

L a;xi. Esta. igualdade nos dá. o seguinte sist.ema.: 
i=O 

ao - ao + a1 + · · · + <li + · · · + ap-1 
a1 a 1 + · · · + ia; + · · · + ]>- lap-t 
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o qual admite solução do tipo nt = O ( 1 ~ Í ~ p - 1) e <1<J E R, como é fácil verificar. 

Logo q(_a) =a se e somente se a= ao E R. Portanto (R[:t])(crl = R. 

Finalmente medraremos que {R[x],a) é uma extensão de Galois de R, Mostrando 

que vale o Ítem {f) do teorema 1.6. Antes, observemos que, para cada r E (a), r ':f; id, 

existe j E { 1, ... , p - 1} tal que r = ai. Assi~ r( ::c) - :r. = ai (:r.) - ::c = :r. + j 1 - :r. = j 1 

onde j é inversível em R! sendo O :f; j = jiR =] E :rtjp:rt. então r (;r)- x <1. .:\1! 
para. todo TE (u), T :f íd e para. todo ideal maximal .M de R[z]. Portanto (R[z],u) 

é uma extensão de gal.ois de R com grupo de Galois cíclico de ordem p. 

EXEMPLO 2.3: Seja R um a.nel comutativo com unidade. Seja. n um inteiro 

maior ou igual a 2, tal que n E R", onde R* representa o conjunt-o dos elementos de 

R que são inversíveis em R. Suponhamos que existe uma. raiz n-ésima. primitiva. da. 

unidade Ç E R tal que 1- (i E R• para. todo 1 si< 11. St>ja a E R• e consideremos 

S = R(::c] = R[X]j(Xn- a), onde :r.= X+ (Xn- a). Nestas condições, (S,a) é uma 

extensão de Galois de R com grupo de Galois cíclico de ordem n, onde q é tal que 

a( ::c l = ex. 
Consideremos Ítúcialmente os homomorttsmos cp: R[.\l- R[X], dado por cpf R= idR 

e 'i'{X) = ÇX e tf.:: R[X] _.. R[X], dado por tf.:/R = idR e 1i•(X) = çn-lX. Assim 

temos 1i· o ;p(X) = 1i•(ÇX) = Ç1t·(X) = eç"-1X = çnX =X e c.p o tf:(X) = r;o{çn-1X) = 
Ç"-1cp(X) = Ç"-1ÇX =.;"X= X. Logo, tfocp = cpotf; = idR[x], o que mostra. que c.p é um 

isomorfismo. Agora, como cp( xn -a) = cp( X )n - cp( a) = çn .xn -a = xn-a, segue daí que 

cp(J) =I, onde I é o ideal gerado por (Xn- a). Então cp induz um R-automorfismo 

u: R[X)/(Xn- a)~ R[X]/(Xn- a) ta.l que q(x) = ~x , onde x = X+ (Xn- a). A.lém 

disso, a ordem de u é igual a n, pois ui(x) = fx #::c (1 ~i ~ n-1) e qn(z) = çnx = z. 
Segue daí que ( u) é um grupo cíclico de ordem n. 

n-1 

Con~1deremos agora s E S = R[x]. Temos s = L a;xi, com a; E R (O~ i~ 11- 1). 
•=o 

n-1 n-1 n-1 

Então a(s) = u(L a;x') = L a;a(::c )' = L <liç',/. Logo, a(s) = s se e somente se 
j=() i=O i=O 

n-1 n-1 

L a,;~irr.i =L a,x'. Não é difícil ver que isto equivale a. <li= O para todo 1 ~i~ n -1, 
i=O i=O 
uma vez que 1 -f: E R* para tais valores de i. Assim, <i(s) = s se e soment.e se 

s = ao E R, isto é, Str = R. 
Para mostrar que (S, O') é uma extensão de Galois de R, dado r E (a) , com r# id, 

basta encontrarmos .>. E R[ :z] tal que r( .À) - .>. ~ ,Vt, para todo ideal maximal .M de 
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R[x]. Seja. e-.ntão r= ui ( 1 ~ i ~ n- 1). Tomando-se À= ~ = X + (Xn.- a) tem-se: 

r(>.)- À= -r(z)- ~ = tri(~)- ~ = eix- ~=(~i -1)z. Agora., (ei -1)a! E M 1 para. todo 

ideal maximal M de s, pois e;- 1 e ~ são inversíveis em s Uá que ~"·=a E R· ). 
Portanto, (S, cr) é uma. extensão de Galois de R com grupo de Galois ddico de ordem 

n~ como queríamos provar. 

Nosso pró~o exemplo mostra uma extensão de Galois cujo grupo de Galois não é 

cíclico. 

EXEMPLO 2.4: Seja R um anel comutativo com unidade. Consideremos (S, G) e 

(T, H) duas extensões de Galois de R com grupos de Galois G e H 1 respectivamente. 

Então S®T é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G X H= {(tr, 'T): 

u E G, -r E H}, onde G x H atua sobre S ® T via (u, -r)(s ~~· t) = u(s) ~~· r(t), para 

todos s C!H E S®T, (tr,r) E G x H . 

Vamos moatrar inicialme-..nt.e que (S ® T) 0 xH = R. Segue do corolário Il.l.9 que S ® T 

é uma extensão de Galois de S com grupo de galois H, onde H é visto como { íd} x H. 

Analogamente, S ~ S® R é uma extensão de Galois de R com grupo G ~ G X {íd}. 

Logo, temos: (S®T)GxH = ((S®T){id}xH)Gx{id} = (S®R)Gx{íd} =R® R~ R. 

Para most.rar que S ® T é uma extensão de Galois de R, basia exibir a.s coordenadas 

de Galois de S ® T sobre R. 
Do fato que (S, G) e (T, H) são extensões de Galois de R., segue que existem elementos 

n 

x1 . ...• x,.:yl, ... ,y" E Se th .... ,tJ.n,; Vl •·· ·•Vn E T. tais que L:xiu(y;) = Ól.n• para 
t~l .... 

cad[t cr E G e L u.;r(vj);;:; ÓJ,,.. para cada r E H. Tomando ent.ã.o a;i = x; ~') u;. b;:i;;:; 
j=O 

y; 0 Vj, 1 ~i~ n e 1 ~ j ~ m, temos I; a;;(a, r)(b,J) = ~)z, 0 u;)(u, -r)(y; 0 ui)= 
iJ iJ 

n m 

2::(:r; 0 uj )(a(yí)0r(uj)) = 2::xíu(y,)0ujr(vj) = L X;a(yi)@ Lujr(vj ) = Ó1,"0é1,.,. = 
iJ '" i:l j=l 
61,(<7, ... )· para cada (u. -r) E G x H. Segue dai que S ® T é uma extensão de Galois de 

R com grupo de Galois G x H. 

O exemplo anterior pode ser generalizado. Mais precisamente, se (St , Gt), ... , (Sn,G .. ) 

são extensões de Galois de R, então S1 ® · · · ® S" é uma extensão de Galois de R com 

grupo de Galois G1 X • • • X G0 • 

Além disso, aplicado aos exemplos anteriores, este exemplo permite construir extensões 

de Galois com grupos de Galois do tipo G x G x · · · x G, onde G é um grupo cíclico de 
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ordem finita. 

Se (S, G) é Ullll\ extensão de Galois de R, onde o grupo de G é abeliano, dizemos 

que S é uma EXTENSÃO ABELIAN A DE R. 

Como todo grupo abeliano finito G admite uma decompüb~çào do tipo G = H 1 x H'J x 

· · · x H., , onde cada H, é um grupo de ordem pot.ência de um primo, então o exemplo 2.4 

aplicado a teoria do próximo capítulo, nos pernút.e construir extensões abelianas de R. 

§3. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS DE ANÉIS 

Neste parágrafo provaremos o chamado teorema fundamental da teoria de Galois de 

anéis: o qual generaliza o teorema fundamental da teoria de Galois de corpos. Para que 

nossos resultados também s~am válidos para anéis com idempotentes próprios: precisamos 

da seguinte 

DEFINIÇAO 3.1 : Seja S uma. extensão de Galois de R com grupo de Galois G 

e seja T um subanel de S. Dizemos que T é C- forte, se a restrição à T de qualquer 

dois elementos de G forem iguais ou fortemente distintos, como aplicações de T em S. 

Claramente: se S não possui idempotent-es próprios: então qualquer subanel de S é 

G-fort.e. Estamos agora. em condições de provar o seguint.e 

TEOREMA 3.2: Sejam S uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G, 

H um subgrupo de G e T = SH. Ent.ã.o T é uma R-algebra sepa.rá.\·el G-forte, S 
é uma e:\'iensào de Galois de T com grupo de Galois H e H é o conjunto de todos os 

elementos de G que, restritos à T, são a identidade. Se, além disso, H é normal em 

G, eutão T é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G/ H. 

Prova: Temos que mostrar as seguintes afirmações: 

(i) T é uma R- álgebra separável e G-forte; 

(ii) S é uma e.xtensão de Galois de T com grupo de Galois H ; 

(iii) H= {u E G: u(t) = t , Vt E T}; 

(iv) Se H <I G então T é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G/ H. ,, 
Sejam x1 ..... x"; Yl· ...• Yn E S tais que L x,cr(yi) = ó1,D'. para qualquer cr E G. 

i=l 
D 

Em partjcular. Í: x;r(y,) = S1,.,. , pa.ra todo r E H Ç G. Sendo por hipótt>se, T = SH, 
i=l 

segue do teort-.ma 1.6(b). que S é uma extensão de Galois de T com grupo de Galois H. 

Isto mostra (ü). 
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Seja agora H' = {u E G : u(t) = t, Tlt E T}. Querem08 mostrar que H = H'. 

Claramente, H' é um subgrupo de G e H Ç H'. Ainda, SH = T = SH', como é fácil 

verificar. Então S é uma. extensão de Galois de T com grupo de Galois igual a. H e 

H'. Segue do teorema 1.6(e) que S®S é um S-módulo livre de posto 11 e também 

n', onde n =I H I e 11' =I H' I· C-omo S é um anel comutativo resulta da proposição 

I.4.7, que n = n', ou seja, H= H', o que mostra. (iii). 

Agora, por 1.6{c) S é um T-módulo projetivo e finitamente gerado. Logo existem 

elementos s1 , . : •• , sr; Cf1 , • •. , 'Pr E H omT( S, T) , coordenadas projetivas de S como T­

módulo. Então, s;~·sjES®S e cp,·~.pjEHomT(i!)T(S®S,T®T), l~i,j~r, são 

coordenadas projetivas de S ® S como T ® T - m6dulo, como é fácil verificar. 

Como S é uma extensão separável de R, S é projetivo sobre S ® S. Logo S 

é projetivo sobre T ® T , pela transitividade dos módulos projetivos {proposição 1.2.5). 

Agora, do fato de S ser uma. extensão de Galois de T e do corolário 1.8, segue que T é 

um T -somando direto de S , e isto implica. que T é um T ® T -somando direto de S . 

Portanto, T é um T ® T -módulo projetivo. Consequentemente, T é uma R-álgebra. 
separável. Obtemos assim a primeira parte de (i). 

Para mostrar que T é C- forte faremos as seguintes observações. Como S é uma 

extensão de Galois de T com grupo de Galois H, segue do corolário 1.8 que existe c E S 

tal que trH(c) = L p(c) = 1. Sejam zh •.. , Zn ; Y~t .. . , Yn E S, satisfazendo a. condição 
pEH 

(b) do t.eorema. 1.6, para 5 e G, e sejam :t~ = L p(xic), y: = L p(yi), l $ i $ n. 
pEH pEH 

Temoo :c ~, i E sH = T. De fato, para todo TE H, r(~)= r( L p(y,_)) = L rp(yi) = 
pEH pEH 

L rp(yi) = y:, 1 ~ i ~ 'Tl. Analogamente, r(~D = x~, 1 ~ i ~ n. Além disso, 
TpEH 

para. q E G, t x~crü.<) = t (2: p(x;c)) q (.L r(y,)) = t (2: p(xic) L crr(y,)) = 
•=l 1= 1 pEH TEH i=l pEH r EH 

t 2::: .o(x;c)crr(y;) = 2::: p(c) (t p(x i)<1r(yi)) = L p(c)Sp,.,T• Se cr r;. H, não 
i.a l p1T~H p,r~H i=l p0rEH 

pod~mos kr qr = .o (<.~a.so (~ontrhl'io. têríamos q = .or-1 E H, uma. cont.ra.dição). 
n 

Consequentement.e, L z~q(y: = O. Se u E H! existe exa.t.amente um r E H tal que 
i=l 

n ~ 

qr = p. Ent ão temos: L :c~u(yi) = L p(c)6p,.,.f' = L p(c) = 1. Logo, L z~q(y~) =O 
i=l p,rEH pEH i = l 

11 

se u ~ H e E x~q(yD = 1 se O' E H. 
i=l 

48 



Consideremos agora <7, T E G tal que q /T # T fT. Então rq-l f/_ H, poLS se 

t E T ~ tal que .:7(t) = t 1 :/: t2 = r(t), segue que T<7-1(t1) = r(t) = 12 • Seja e E S 
um idempotente tal que u(t)e. = r(t)e, para todo t E T. Então r.r(y~)e. = r(y!)e, 

n n 

pa.ra cada i= 1, 2, ... , n. Segue daí que O = L x~-r-1a(y;.)i·-1 (e) = L zir-1 (a(y;)e.> = 
i=l i=l 

n n 

L x~r-1 (-r(yDe) = L x~v:r-1 (e) = r-1(e). donde segue que e = O. Portanto. T é 
i=J ~J 

G-íorte, completando a pro\--a de (i). 

Suponhamos finalmente que H é normal em G. Então para cada a E G, -r E H, 
temos uru-1 E H, isto é, u-1ru(t) = t, paxa. t.odo t E T . Equiva.lentement.e, 

r(u(t)) = cr(t). para t.odo te T, ou ainda., cr(t) E T = S8 • para t.odo tE T. Isto é o 

mesmo que dizer que u JT é um automorfismo de T , para todo r.r E G. 

Considere~Il06 o grupo quociente G /H. É fácil ver que para <f = a H E G /H, temos 

Õ' ={rEG: r/T = a/T}. Observemos ainda que a cada Õ' E GfH associa-se um 

único automorti~mo, a. saber, r.r/T de T. Logo G/H é isomorfo a. um grupo de 

a.utomorfismoa de T. Temoe que mostrar ainda. que TGfJJ = R. Claramente rGIJJ 2 R. 
Reciproca.ment.e, ee t E TGfJJ, ent.ã.o u(t) = t, para t.odo CT E G. Ist.o sígrúfica que 

t E S0 =R. Port.anto ra;H = R,como queríamoa moetra.r. 

Falta ver que T é uma extensão de Galois de R. Para tanto, basta observar que os 

elf'mentos :r.L ?J. (1 ~i < n) d~.finidos acima., satisÍazêm o Ítem (b) do teorema 1.6, para 
n 

T e R, pois se tJ = idT, então q E If e dai L zitJ(y;) = 1. Agora, se tJ =F idT, q f/. H 
Í=l 

n. 

e net1t.e caso, L x~<1(y;) = O. Isto most.ra. (i v) e completa. a prova. do t.eorema. 
i=l 

Para provar o teorema fundamental, precisamos de uma recíproca do teorema anterior. 

Temos o seguinte 

TEOREMA 3.3: Seja. S mna. e~i~n~ão d~ Galoi$ d~ R çom grupo d~ G~oi$ O 4? 

T uma R--subálgebra separável de S [ a qual é O-forte). Seja H o subgrupo de G 

definido por H= {rEG: r(t) = t, Vt E T}. Então T = S 8 . 

Prova: Como H= {rEG: r(t) = t, Vt E T}, segue. que T Ç S 8 . Então temos 

que most.ra.c apenas que S 9 Ç T. Pelo corolário 1.9. S ® S é uma. e.xt.ensão de Galois 

de S com grupo de Galois G, onde G atua sobre S ® S via a segunda. variável (isto é, 

u( s 0 s') = s 0 u( s1 
) , para cada s 0 s' E S ® S, u E G ). Consideremos o isomorfismo 

h : S ® S - E do teorema. 1.6( e). Segue daí que E é também uma extensão de Galois de 
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S com grupo de Galois G: onde a ação de G se transporta para E via o isomorfismo h. 

Vejamoscomoéestaaçã.o. Paracada <1 E G, v E E: temos h-1(v) = L:si0t, E S@S . 
• 

Entã.o: (O'(v))(r) = (hoqoh-1(v))(r) = hoq((Ls,®t,)](-r) = I;h(s;0<7(t,))(r) = 

I: s,rO'(t ,) , 
i 

E 8;íO'f.t i.>· 
• 

;. . 
para cada r E G. Agora., v(r<7) = hh- 1 (y_)(rq) = L h(s, 0 t.}(r<7) = 

' 
Logo, a ação de G em E está definida por (q(v))(r) = v(rq) . 

T é um subanel de S e como S é R- projetivo a injeção T <--4 S induz um 

monomoriismo S®T- S@S. Então podemos identificar S®T com h(S®T) Ç E. 
MOi!t.raremOt! a seguir qu~ Efi = h(S®T). 

r 

Seja G = U <J;H uma partição de G, onde O'iH # <7JH, se i =F j, 1 :::;; i,j :::;; r 
icl 

e EH = {v E E: r(tl) = t', 'Ir:/; E H}. Então v E EH se e somente !Se r(t') = v, para 

cada r E H: isto é., v(a) = {r(v))(u) = v{ur), para cada. u E G, T E H. Logo, 

v(u,r) = v(u; ), para cada -r E H, 1 ~ i ~ 1'. Segue daí que v é constante sobre 

cada classe lateral a, H ( 1 S í ~ ,. ). Reciprocamente, se v é constante sobre cada 

classe lateral a;H (1 ~i~ ·r), então temos v(ur);;:; v(a), para cada. u E G, r E H. 

Assim, (r(v))(cr) = v(crr) = v(cr) e segue que r(v) = v, para todo r E H, isto é, 

1.• E E". Porr.aot.o, EH é o conjunto de todas as funções de G em S, as quais são 

constant.es em cada. classe <1 H, com <1 e G. Assim, se s 0 t E S ® S8 , para cada 

-r E H e 1 ::; i ~ ,., temos h(s C~· t)(u;;) = sair(t) = sa1(t) = h(s 0 t)(u;). Segue que 

h(S®T) Ç h(S®SH) Ç E". 

É fá.dl \'(':! que M a.plica.c;Õés j, : E ~ S, defiuidM por la( u) = t.•(q,), 1 ~ i ~ r, 

são homomorfismos de S- álgebras. MOBtraremos que f11 ••• , fr são fortemente distintas 

como homomorfismos de h(S ® T) e-ln S, denotando ainda com f• a restrição de 

cada f; à S-subálgebra h(S ® T) de E. Se i f: j então q-10'j ~ H. Logo existe 

t E T tal que ,.,(t) # Uj(t). Assim, f,( h( 1 G• t)) = h{1 0 t)(a,) = u,(t) #; uí(t.) = 
h( 1 0 t){uj) = Jj(h( 1 0 t)) e segue que j,jh(S ® T) 1 ]j/ h(S ® T). Seja e E S wn 

idempotente não nulo. Como T é G-forte, existe t E T tal que a,(t)e 1 u1(t)e. Logo, 

j,(h(H~.H))e = h(l(!:H)(cr,)e = a;(t)e 1 aj(t)e = h(10t)(uj)e = /i(h{l 0t))e .. Isto implica 

que f;J h(S ® T) e h/h(S ® T) são fortemente d.istiot.os, se i # j, como queríamos 

most.ra.r. 

Sendo que T é R-separável e S é uma R-álgebra comutativa, segue que S ® T é 

uma S-álgebra saparável1 de 1.6.5. Então como S® T ~ h(S®T), temos que h(S®T) 

é S-separá.vel. Logo, pelo lema 1.2, existem idempotent~ u11 , ..• , Wr E h(S ® T) , dois a 
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dois ortogonm, tais que j,(~)w, = :r:w;, para cada :r: E h(S®T) e w1(a;) = /;{w1) = 
~ 

6,J ( 1 S í .S r). Mostraremos agora que EH = L Sw,. 
i=l 

Como h( S ® T) <;; EH, eegue que 1.VJ, ••• , Wr t EH. Seja então v € EH. Te1Il06 
~ ~ ~ 

{~ v(O'i)wi)(O';) = ~[v(O',)]wi(O';) = ~ tJ(0',)6,J = v(O'j). 1 :$ j .S 1•. Ent.ã.o tJ = 
••1 ·-1 ••1 
r ~ 

Lv(u;)w, e segue que EH = í:Sw• C h(S(j!)T). Portanto, E8 = h(S®TJ. 
i=J i=l 

Agora., (h(S®S)]H!:::: E 8 = h(S®T) Ç h(S®SH) Ç EH. Assim, h(S®T) = 
h(S®S8 ), donde segue que S®T = S®S8 . Aplicand.CHSe agora a função ír®ids e 

o lema 1.8, que noe garante que tt•(S) =R, tE'.mos S8 :::: R®S8 = (tt•®id9)(S®S) = 
(tt• ® id5 )(S ® T) = R® T:::: T. Portanto, S8 = T e isto completa a prova do teorema. 

Os dois úHimos1eoremas nos dão a seguin1e generalização do 1eorema funda.men1al da 

teoria. de Galois 

TEOREMA 3.4: Seja. S uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G. 

Então existe uma corespondê.ncia biunívoca (invertendo a ordem) entre os subgrupos de G 

e R-subálgebras separáveis de S (as quais são O-forte]. 

Se T é uma R-subálgebra separável de S (G-forte], então o subgrupo correspondente 

é HT = {a € G: a(t) = t, Vt € T}. Esta correspondência preserva a ação de G da 
seguinte maneira: Se u E G e T é uma R- subálgebra separável (G-forte] de S, então 

Ht~(T) = r:r HTr:r-1• Além disso, um :subgrupo H de G é normal :se e soment.e se S8 

é le\-ado sobre si mesmo por todo elemento de G. Neste caso, sH é uma. e,..-tensão de 

Galw de R com grupo de Galois OfH. 

Prova~ A correspondência biunívoca segue facilmente dos teoremas anteriores. 

Sejam a E G e T uma R-11ubálgebra separável de S [O-forte]. Devemos mostrar 

que Ht!(T) = u Hpu-1• Agora~ sendo T R-separável, a(T) também o é~ pois a é um 
automorfismo. Logo, pelos teoremas anteriores, temos Htl(TJ = fr E G : r(t) = t, Vt E 

a(T)} = {rEG: ra(t) = a(t), Vt E T} ={rEG: a-1rr:r(t) = t~ 'Vi E T} = {rEG: 
0'-1ra E HT} = r:r HT0'-1• 

Suponhamos que S8 é le\'a.do sobre si meamo por todo elemento de G. Enlão 

u(SH) = se, para todo u E G, e segue que HsB = HIT{sB I = uH slla-1. Por outro 

lado, pela. correspondência bi.unívoca, H sH = H e logo H = O' H 0'-
1

, para todo O' E G. 

Consequentemente H é normal em G. A recíproca foi mostrada no teorema 3.2. 
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§4. HOMOMORFISMOS DE EXTENSÕES DE GALOIS 

Neste parágrafo discutiremos alguns resultados sobre homomorfismoe de extensões de 

Galois. ComeçarelD08 com o seguinte 

TEOREMA 4.1: Sejam S uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G, 
A uma R-álgebra comutativa e f, g : S ....... A homomorfismos de R- álgebras. Então 

existe um único conjunto {e.. : a E G} de idempotentes de A, dois a dois ortogonais 

(alguns deles possivelmente nulos) tais que L c11 = 1 e g(s) = L f(u(s))ell, para cada 
~EO ~EO 

sE S. 

Reciprocamente, qualquer aplicação g : S ___.. A definida por uma tal fórmula é um 

homomorfismo de R- álgebras, se f o é. 

It-1 f~ Prova: Seja () a composição das aplicações E ____.. S ® S ----.. A ®A A A, onde h 

é o isomorfismo do teorema 1.6(e) e J.1 é o homomorfismo contração definido no capítulo 

anterior. De6ta íonna O é um homomorfismo de R-álgebras. Seja agora v~ E E 
tal que v11 ( r) = ó.,,.,., para. todo r E G. Já VÍin08 que o conjunto {v., : u E G} 

é um conjunto de idempotentes de E, dois a dois ortogonais, cuja soma. é um. Seja 

e.11 := 6(v.,.) . Se u -:/; r, e11e.,. = 8(vu)O(v.,.) = O(v.,.v,.) =O, pois v.,.v,. =O. Ainda, 

e;= c11 e., = O(v~~)O(v.,) = O(v!) =O( v~~)= e11 e L e.,= L O(v11) = 6(L v.,)= 8(1) = 1. 
~EO IIEO ~EO 

Portanto. {e.,. : a E G} é um conjunto de idempotentes de A . dois a dois ortogonais e 

cuja soma é um. 

Para ver a unicidade, consideremos { d.,. : a E G} um conjunto de idempotentes de 

A: dois a dois ortogonais, cuja eoma. é um e tal que g(s) = E f(q(~))d~: para todo 
~EG 

8 E S. Seja h-1 (v11) = E s; 0t,, onde Bi, t ; dependem de q E G. Então L Birf.t,) = 
i i 

Í:h(s,0ti)(r ) = v.,.(r) = ~~.r· Logo, e~= 9(v~) = {J.lof 0 goh-1](v.,. ) = JA(Í:f(~,)0 
i • 

g(t;)) = Lf<~;)g(t;.> = El<~·) L f(r(t;))d,. = í: f<E~;r(t;))d,. =L f(~~~.,.)dr = d". 
i i t'EG 1'EG i 1'EG 

Para obter a expressão de g observemos inicialmente que h(l ® s)(r) = r(s) = 
L u(.,_>v.,( r), para todo r E G, ., E S. Isto é, h(1 0 -') = L o(.,)v6. Pondo,como 
6EO ~ea 

antes, h -l ( ~~~) = L s, ~· t,' e sendo h( 1 ~· s) E E, aplicamos e em ambos os lados da 
i 

igualdade h(10~) =E <r(s}vll . Obt~mosentão O(h(l 0~.l) = [/.lof 0 goh-1](h(10s)) = 
v EO 
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{JJof®g](l®.!) = JJ(l0g(s)) = g(s) e B(L a(.9)vcr) = (!Jof®goh-1](L a(.9)v6 ) = 
crEG crEO 

ÚJ o l0 g](L a(&)h-1(vcr)) = E Ef(a(s))f(&;)g(t;) = E f(a(&))(Ef(a,)g(t,)] -
uEO crEG t crEG ; 

L f(a(s))ev. Portanto, g(.s) = E f(a(.9))ecr. para cada a E S. 
crEO crEG 

Reciprocamente, seja g: S-;. A definido por g(s) = L f(a(s))ev. onde f: S __,.A 
crEO 

~ um homomorfismo de R-álgebras e {eu} creo ~ uma famfiia. de idempotentes dais a. 

dois ortogonais cuja. soma é um. Vamoe mos1rar que, nestas condições, g é também um 

homomorfismos de R-ál~bras. De fato, g é claramente aditivo e se "· t E S então 

u<s)g(t) = f I: f(a(s))ecr (r: Jfrft))e"") = I: J<afs)rft))ever = I: J<afs)a(t))ev = 
~EG f'E0 cr,r crEO 

g(st) e ainda g(rs) = E J(ofrs))e, =r E f(a(s))e, = rg(s), para todo r E R, o que 
crEO crEO 

completa a prova. 

COROLÁRIO 4.2: Com as mesmM hip6te6e8 e notaç~ do teorema. anterior, se A 

não p088ui idempotentes pr6prios, então existe um único elemento a E G tal que g = f a. 

Prova: O conjwtto {eu : u E G} de idempotentes de A definido no teorema 

anterior, possui todos oe elementos nulos, com excessão de um deles! a. sa.ber, ev = ll para. 

algum <1 E G. Logo, pa.ra todo sE S, temos g(s) = f(a{s)), isto é, g = j<1. 

No seguinte corolário, j: ~- HomR(S,S) é o isomorfismo do teorema 1.6(c). 

COROLÁRIO 4.3: Seja S uma. extensão de Galois de R com grupo de Galois 

G e IV o semi-grupo multiplicativo do anel doe endomorfismos de anéis de S formado 

pel06 endomorfismos que deixam R fixo. Então I·V Ç H omR(S, S) e j - 1(1V) consiste de 

todos 06 elementos de ~ da forma E e6 u.,., com { e6 } ~ uma família de idempotentes 
crEG 

dois a dois ortogonais de S , cuja soma é 1. 

Além disso, se todo idempotente de S está. em R, então todo elemento de W é 

um automorfismo. Assim o grupo dos R-automorfismos de S é isomorfo, via. j-1 • ao 

subgrupo multiplicativo de a.nel de grupo R( G) Ç ~, constituído dos element06 L eva, 
cJ>EO 

como acima. Finalmente, S não possui idempotentes pt6prioe se e somente se IV = G, 

isto é, se e somente se G é o conjunto de todos os R~domorfismos de S. 

Prova: Seja. W o conjunto de todos os endomorfismos de S que deixam R 
fixo. Claramente U' Ç H om11.(S, S) e ~V é um semi-grupo multiplicativo. Fazendo, no 
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ieorema 4.1, A= S e f= ids obtemos g(s) = L a(.9)ecn para cada g E W, s E S. 
v EO 

Considerando agora o isomorfismo i : b. ---+ H omR(S, S) definido em 1.6(c). temos 

j-1(g) = j-1(Í: e.,.a) = E e.,.u.,., para todo g € W. Reciprocamente, também do 
vEO vEG 

teorema 4.1 a~UEI que j(L e.6 u6 ) E K', o quE~ prova. a primeira parte. 
v EO 

Para obtermos a segunda parte, suponhamos que S\ R não contenha nenhum idempo-

tente. Claramente, {L ecruQ') (2: e~tt,.-t) = L e6a( e,. )u'"'-J = L e!Uid = L eQ' = 
~ea ,.ea ,.,,.eo creo creo 

1 pois o-(e,.) = e,., para todo r E G (e,. E R). Então, id = j( Í: e v Uv .E e,. U,.-1) = 
crEG rEG 

i(L !6Uv)i(L t!:,.U.,.-t ) e isto implica que j(Í: !6tscr) = [i(Í: e,.u,.-t )J-1

. Consequen-
crEG ,.EG O"EG T€0 

temente, os elementos de W são automorfismos e W é isomorfo a um subgrupo de 

R( G) Ç À, \ia j-1 ( aqui temos R(G1 C À, via a aplicação O' .._... U00 ). 

Suponhamos agol'a que S n.ia possua nenhum idempotente pr6prio. Então, pela 

corolá.rio 4.2, segue que pai' a. iodo g € W existe um único q E G tal que g = q , 

isto é, lV = G. Reciprocamente, se lt- = G e e E S é um idempotente tal que 

e "# O e e. -::/; 1, então tomando u, r E G, u "# r, temos j(euv + (1- e)u,.) e' ~V. 
Agora, sendo que 1-1"' = G, temos que o homomorfismo g = j(euv + (1- e.)u.,.), verifica 

g = p E G, para. algum p E G. lato é uma contradição, pois se eu+ (1- e)r = p, então 

ep(s) = e(eu + (1- e)r){s ) = ea(s}, de onde segue que p = u já que os elementos de G 

são fortemente distintos. Analogamente, de (1- e)p(s ) = (1- e)r(s) segue que p =r. 
Isto não pode acontecer, pois u :F T. Assim! a prova está completa.. 

TEOREMA 4.4: Sejam S e S' duas extensões de Galoi.s de R com mesmo grupo 

de Galois G, e seja f : S '"""? S' um homomorfismo de R- álgebras e G-m6duloe. Então 

f é um isomorfismo. 

Prova: C-onsideremos :r.1 , ... , z,.; y1 , • • . , y,. E S aa.tí..sW-endo o ítem (b) do teorema 

1.6 e seja tr = L q a função baço. Mostraremos que f é um isomorfismo, mostrando 
veG 

que f é injetora e sobrejetora.. 

Seja sE S tal que j(s} =O. Sendo que f é um O-homomorfismo temos f(q(sy;}) = 

f(a(s)u(y;)) = /(a(s))/(u(y;}) = u(j(s})u(j(y;)) =O, para cada u E G e 1 ~i~ n . 

Assim, f(tr(syd) = O e como tr(syd E R, resulta que tr(syd = O, 1 S i S n. 
ft " ~ 

Então, O = LZ;tr(sv;) = L E z;o-(.,)o-(v;) = L q(.,) L z,u(v;) = L a(.,)61 . .,. ~ "· •-1 •-1 .eo .ea •-1 .,eo 
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Consequentemente f é injetora. ,. 
Seja agora ~'E S'. Como f é um G-homomorfi.smo, temos f(~~;tr(f(Yi)s')) = 

•=• ft • 

LU(x.) L u(/(yl))u(~')) = ,E (/(L x,u(y;))u(s') = L /(6t.v)u(s') = id(s') = s'. 
ial "EG <rEG tal "EG 
Logo, f é sobrejelora e portanto a prova eetá completa. 

TEOREMA 4.5: Seja S um anel comutativo sem idempotentes próprios, G um 

subgrupo arbitrário do grupo de automorfismos de S e R= SO. Suponhamos que S é 

uma R-álgebra separável e finitamente gerada como R-módulo. Então G é finito, S 

é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G e G é o grupo de todos os 

R-automorfismos de S. 

Prova: É cla.ro que S ® S é uma S-álgebra via o primeiro fa.&or •. .t\inda., se s11 ••• 1 11,. 

são elementos que geram S como R-módulo, então é íacil ver que 1 ® &1 1 • • • , 1 ® s.,. são 

geradores de S ® S como S - módulo. 

Sejam u1 1 ••• ! a. elementos distintos de G. É fácil ver que as aplicações li : S ® S -+ 

S definidas por /; = 1-l o ( 1 ~ u; ), 1 ~ i < n, onde p é o homomorfismo contração, são 

homomorfismos de S-álgebras. 

Como S ® S é S-eepará.vel e f 1: ••• , f" são fortemente distintos segue do lema. 

1.2 que existem idempotentes e1 , • • • , e,. E S, dois a doia ortogonaiá taiA que f,( e,) = 1 

e f•(z) ei = :r.ei, para cada z E S@S. Assim, /;/(S®S)e.; : (S®S)ei -+ S é 

um isomorfismo de S-módulos, para 1 ~i ~ n. De fato, vejamos que Jt/{S®S)ei 

é uma bijeção, para qualquer tal i. Dado :r. E S ® S , tal que f i(zei) = O, segue · 

que O = j,(xe;) = f,(x)/;(e;) = j,(x ). Logo, ze; = j,(z )e..a = O o que prova que f; 

é injetora. Cosideremos agora s E S. E·xiste s' E S tal que u;(s') = s. Assim, 

/•((1 ~· s')ed = f,(l·» s')/i{et ) = f•(l ·» s') = O'i(s') = s. Logo, ftf(S -<i> S)e, é também 

sobrejetora.. 

Definindo agora e= 101 - e1 - ·· · -e,., temos que e é um idempotente ortogonal 
ft 

a cada e,, como é fácil \ 'et. Deste modo, S ® S = ffi(S 0 S)ei $(S ® S)e, como 
icl 

S- módulo. Assim, S ® S p068UÍ um S-somando direto line de posto n, a saber, 
n n 

$(SQ9S)c; ~ S" (via E}1J;/(SQ9S)c; ). 
á:l icl 

Seja M um ideal maximal de S . Então Sf.M é um corpo e .M(S®S) é um 

ideal de SQ!)S. Portanto, S®Sj.}.A(S®S) é um espaço vetorial sobre SJM de 

maneira natural. Como S ® S poesui um somando direto de posto n sobre S , segue 
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que dímstM[S®S/M(S®S)J ~ n. 

Por outro lado, como 1 ~ $,, 1 S i S r geram S ® S como S-m6dulo. 1 ~ $,, 1 S 
i S r , geram S®S/M(S®S) como SJM- espaço vetorial. CoiUJeqÜentemente teii1.08 

dímsrM[S®S/M(S®S)] Sr. Logo, l(G) = n S 1', isto é, G é finito. 

Como S é R-separável e S 0 =R segue do teorema 1.6 que S é uma. ext.ensão de 

Galois de R com grupo de Galois G. Ainda., do fato que S não possui idempotentes 

próprios segue, pelo corolário 4.3, que G é o grupo de todos os R-automorfismoe de S. 

Isto completa. a. prova. do teorema.. 

§.5 - O GRUPO DE HARRISON 

Neste parágrafo suporemos sempre que G é um grupo abeliano e R é um anel 

comutativo. 

Duas extensões de Galois S e T de R com mesmo grupo de Galois G são ditas 

isomorfas, se existir um isomorfismo de R-álgebras !f': S __,. T que comuta com a ação 

de G, isto é, o seguinte diagrama é comutativo, para todo q E G: 

S ...:L, T 
{1 ! 

s 
! (J 

T 

Consideremos agora. a classe (i.,._ de todas as extensões de Galois de R com grupo 

de Galois G. Podemos definir uma relação de equivalência em ÍÍ"R de maneira. natural, 

como segue: Dados S, TE~, dizemos que S e T são equivalentes se e somente se 

S e T são isomorfos como extensões de Galois de R. Notaremos por [S] a classe de 

equivalência de S e T(G, R) denotará o conjunto de todas estas d~ de equi\'-alência. 

Assim, T( G, R) = {[SJ : S é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G }. 

Decorre do exemplo 2.4 do parágrafo 2, que se S e T são duas extensões de Galois 

de R com mesmo grupo G, então S ® T é também uma extensão de Galois de 

R com grupo G x G. Agora Ã(G) = { (a-1,a) : a E G } C G x G é um 

subgrupo de G x G. De fato! (id, id) E Ã(G) e para (a-1! a)! (r-1, r) E Ã(G)! 

temos (a-\ a) o (r-1
! r)= (a-1r-1, aT) = ((ar)-t, aT), já que G é abeliano. Portanto! 

.ó.(G) é um subgrupo normal de G x G, e podemos então coll8iderar o grupo quociente 

G x G/ Ã(G). Telll08 então a seguinte 

PROPOSIÇÃO 5.1: Com as mesmas notações acima., G x G/Ll.(G) ~ G. 
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Prova: Seja 'P: G x G---+ G, dado por ~o-, r)= ur. É fácil Y('I que <p é um 
homomorfismo sobrejetor. Agora., kerlp = { (O' , r) E G x G : qr = id } = { (q-1 , q) 

O' E G x G} = ô.{G). Portanto, G x G/ô.(G) ~ G, como queríamos mostrar. 

Segue do teorema fundamental que ( S ® T)~(GI é uma extensão de Galois de R com 

grupo de Galois G, onde G atua sobre S ® T via o-® id, para q E G. 

Vamoe definir agora uma operação em T(G, R) como segue: Dados [S], {T] E T(G, R) 
definimos (SJ•(T]=(({S®T)~G), {q@Íd: uEG})]. Éfácil\o-erquese [S]=[S'] e 

(T] = (r], t>.ntão [SJ • (TJ = [S'] • (T']. Logo, • está bem definida.. F.stamos agora t>m 

condições de apresentar o seguinte 

TEOREMA 5.2: 
abeliano. 

C'()m as mesmas notações anteriores, T( G, R) é um grupo 

Prol--aremos es1(' teorema. somente pa.ra o caso em que G é um grupo dclico, pois este 

é o caso que interessa em n068o trabalho. O leitor inteTessado poderá encontrar uma prova 

para o caso geral em [12]. 
Suporemos então G = ZjnZ e moatraremos que (T(7ljn7l, R),*) é um grupo 

abeliano. 

Prova do teorema 6.2: É claro que a MBociatividade e a comuta1ividade de 

• d~o~m da associa1ividade e comu1athidade do produ1o tensorial., respectivamente. 

Então falta mostrar que • possui um elemento neutro e que todo elemento de T(7Z/n7Z, R) 

p068ui um simétrico com relação à *· 
Usaremos a notação ( S, u) para indicar que S é uma extellBào de Galois de R com 

grupo cíclico gerado por 0'1 e [S, q) para indicar sua respectiva classe em T"(7Ljn7l, R). 
" CoDAideremoa lE = ffiRe.i, onde {ei h~;~"" é uma íamilia de idempotentes ortogoWÚB 

i•l 
cuja soma é 1. Vimos no t..xt.mplo 2.1 do parágrafo 2 que (JE, r) é uma ext.ensão de Galois 

de R com grupo cíclico de ordem n gerado por r, onde T é o a.utomorfi.8mo de 1E que 

atua da forma r(ed = e .. '+1 {mod ") (1 ::; i< n). Mostraremos que [JE, r], assim definida, 

é o elemento neutro de *· 
Seja (S, <1] e T(Z/nZ, R). Temos [S, <r] • [lE, r] - [(S ® .lE)"-JGh·, <1 0 1], sendo 

que .ó.(G) = (u-1 e• r) neste caso. Devemos moetrar então que ((S ® JE)u-'~, O' e• 1] = 
[S,O']. Para tanto observemos que se a E S®lE = S®(EB;'.1Re..;} , então existem 

" 
elementos ~, E S, i = 1, ... , n, tais que a = L s; ® e. e esta representação é única, 

i•J 
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~ndo que (10 e,_h~;~" é uma. base de S®JE sobre S. Assim, (0'-1 0 r)(a) = .. .. 
(0'-1 0 r)(2; Si. 18• ed = L 0"-1(s,) 18• et+J (mod ,.;. Então temos a E (S ® IE)"-'fd'r se 

i=l i=l 

e somente se 0'-1(&t) = .,~ , 0'-1(s:?) = s3, ••• , 0'-1(&"-d = s,., 0' - 1(s,.) = -'t· Logo, 
ft ft 

(S®lE)6-1~" = (S®Ef7&.)"-1
fd'r' = {L0"1-i(s) 0e; : sE S}. 

tg} tal 
Q 

Definimos então cp: S --o- (S®JE)"-•c..,., por cp(s) = í:u1- i(s) 0 e;. Assim, cp 
i=l 
" eet.á. b~.m d~.finida. e é sobre-jetora. Como kt.rl{J ={sE S : _E~-if&) 0 t.1 =O};; {0}, 

i=l 
segue que if> é também injet.ora. Most.rare.mos que if> é um isomorfismo de anéis. De 

f7. 

fato, é claro que <P(1) = 1 e pata todos ~. t € S, temos cp(s + t) =L u1-i(s + t) 0 e, = 
i=l 

" Q ft 

L(0'1-'{&) + 0'1-'(t)) 0 e, = (L 0'1-'(s) <9 e,)+ (L u 1-'(t) 0 e.) = cp(s) + <P(t) e <P(~) = 
i=l i=l •=1 

n n n " 

L 0'1-e(st) ~ t.; =L: CT1-e(s)~-·(t) 0 t.; =<L: CT1-e(s) ~ e,)(!:0'1-
1(t) 0 t. i) ;; <P(s)sc(t), 

t=J t=l •=1 i::J 

pois { t.,h~•s" é uma fa.mília. de idempotentes ortogonais. 
O seguinte diagrama 

s...t.. 
CT! 
s 

(S ®.JE)u-•er 

!CT01 
(S®JEy-•e.,. 

é claramente comutativo. Resulta então que cp é um isomodiam.o de extensões de Galois. 

lEito é, ((S ® .IE).:r-•er , q 0 1] = (S, q), pata todo [S, q) E T(~/nZ, R). 

Para mostrarmos que todo elemento de T(Z/nZ) possui um simétrico com relação 

à • , mostraremos primeitro que, para todo [S,O'] € T(Z/nZ, R), temos [S,O'Jk = 
(S, ~-1 

(moc:l n)], se (k, n) = 1. 

Dado [S, a] E T(Z/nZ, R) seja [T, a] = [S, aJA-. Por indução em k, segue que 

(T,a] = [S,a]Jc = ((S0Jc)(.:r-tet ~· .. ·@lJ{;:..,.,0'®1®· · ·® 1], onde sslt = 5® · · ·® S (k vezes) , 

0'-1 0 1 0 · · · 0 1 possui k - 1 fatores e O' ® 1 0 · · · 0 1, k fatores. Assim, T é um 

subanel de S@k e a a.t u.a em T, "ria O' ® 1 (51 • • • (51 1. Moetraremoe agora que ~ atua 

em T da forma a 0 u ~· · · · 0 a (k fatores) . 

Como ((0'-1 0 10 · · · 0 1) 0 O')(a) =a, pa.ra todo a E T, segue que (a 010 · · · ® 

1) o ((a-1 0 1 ® · · · ® 1) ® a)(a) =(a 0 1 ® · · · ® l)(a), ou seja, (10 1 ® · · · ® a)(a') = 
(a (5• 1 0 · · · 0 l}(o:), para todo a· E T. Da mesma forma., [S, 0'].11 = [S, 0']11- 2 • [S,u]!:l = 
[(.sek-!:1 ® .se2)(u-• @t@ .. -el )e(o-et), O'~· 1 ($• ••• ~· 1] (onde u-1 e· 1 e· ... 0 1 possui k- 2 

fatores e u010 · · ·01, k fatores) e também como ((u-1 ®1®· ··® l) ® (u 0 1.l)(a) =a, 
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para todo Q E T, segue que (O' 0 1 ® · · · 0 1)(a) = (u ® 1 ® · · · ® 1) o ((0'-1 0 1 ® 

· · · 0 1) 0 (u 0 1))(a) = (1 ~· 1 0 · · · ~· u 0 1)(o). Repetindo eAte argumento obtemos 

(0'~• 10· ··C!H)(o) = (100'0 .. ·01)(a) = ... = (1~· l~· .. ·~·a)(o), para todo o E T. Logo, 

tr"(o) = (u®lG~o. ·®l)k(o) = [(u@lg .. · .g.t)o· .. o(lg•le•· .. g.a))(a:} = (ag•ag •. · ·e•O')(a}, 
para todo o E T. Portanto, a.k age sobre T via a® u €~· · · · g, a, como quena.mos 

mostrar. 

Consideremos agora a restrição do homomorfismo contração JJ: T----+ S. Temos assim 

o seguinte diagrama: 

Ls 
! f7 

s 

o qual é comutativo. Logo, p : (T, ~) - ( S, u) é um isomorfismo de extell8ÕEts de Galois, 

pelo teorema 4.4. 

Se (k, n) = 1, podemos considerar o inteiro k-1 (mod n) e o a.rgumento acima. 

(aplicado à. (S, ,;.-1 
(mc.od "')mostra que p' : (T, a) ~ (S, ,;.-1 

(mc.d ")) é um isomorfismo 

de extell8ôes de Galois. Portanto, [S, o']k = [T, u] = [S, u•-• (DKid ")]. 

Assim, (S,u]" = [S,u],_1 * [S,u] = [S,u- 1] * [S,u) = [(S®S)"~~.u-1 01), pois 

n- 1 = -1 (mod n). Vamos mostrar agora que ((S®S"~~.u-1 01] é o elemento 

neutro de T(ZjnZ, R), obtendo que o inverso de [S,u] existe em T(7Ljn7L, R). MaiB 
aind~ {S, 0']-1 = (S, u)n-1, para. todo {S, u] E T(Z/nZ, R). 

tt-1 

Conaic:l"'r"'moa o i.omor6amo h : S ® S - E = E9 Se, 1 elo tEorema 1.6(e}1 onde 
i=O 

n-1 

t; denot.a tJ11; (O ~ i ~ n- 1). Dado v € E, temos tJ = L s•t•· Como v(ai) = 
i= O 

D-1 D-1 R-1 

L 8;e;(cri) = L 8;8;,; = s;. para t.odo O~ i~ n -1, segue que v = 1: t•(q')e,. Assim, 
i=O i=O i=O 

D-1 

dado s®t E S ®S. temoe h(s0t) = L s;e;, onde Sj = h(8 ® t)(ui) = scri(t). pa.ra t.odo 
i= O 

n-1 

O<j<n-1, ietoé, h(80t)= L80''Ú)t;. Tomandoagora u(s)®u(t) eS®S, temos 
i =O 

D-1 A-1 

h(u(s)•»O'(t)) = Lu(s)ui+l(t)e1 = Lu(sui(t))f.i. Portanto, se sCS•t E (S®S)cr~ , 
i=O i=O 

A-1 A-1 n-1 
t-.ntão E s,e; = h(s®t) = h(u(s) ~·q(t)), ou seja, L su'(t)f.i =E u(sq'(t))e;, de onde 

•=o i=O i=o 
resulta u(s;) = u(&qi(t)) = sq1(t) = s;, para todo O ~i~ n -1 e portanto, s; € R, O< 

59 



" i ~ n - 1. Assim, h((S ® S)6 cocr) C 1E = $ Re;. Claramente, /E Ç h((S ® S)cre6
). 

í•l 
n 

Consequentemente, h/(S ® S)11v;ocr : (S ® 8)606 ~ 1E = tB Re; é um isomorfismo de 
9=1 

R- álgebras. Notemos por h' tal iwmorfi.smo. 

Do exemplo 2.1 e da. prova do teorema. 3.3 segue que E ~ S ® S é uma. extewsà.o de 

Galois de R com grupo de Galois Z/nZ x 7Z/n7Z, gerado por (q, id) = ho(q@id)oh-1 

e por (id, q_) =h o (id@ q_) o h-1. 

"-1 

Seja o: = L a; 0 b; E (S (8> 5)11~". Então h(o:) = L r,et, onde r, E R, O ~ 
i=O 

n-1 n-1 n-1 

i ~ n - 1 e r; = L r,e;(qi_) = h(a)(qi) = L:; at<Ti(b;). Agora, (<1-1
, id)(L r;e;.) = 

i=O •=o •=o o-1 ("-1 ) o-1 M-1 
ho(u-1{S•Íd)oh-1(?: r,e,) =h .?: u-1(a.i)@ b; = .?: u;e;, onde u; = ?: u-1(~)ui(bd = 

,.o t.O ,.o t.cl 
fl-1 

u-1(L a,ui-1(b;)) = u-1(r;-1 tmod,1). Úui!K'ja., (u-1,1d) =r, onde r ~o automorumo 
i:<l 

de lE daào por r( e;)= e;+1 (mod ,.). Portanto o seguinte diagrama 

(S®Ste~r 
0'_1.0 id ! 

(S@S)ae11 

~/E 
! (<1-1 

1 id) = T 
h' 

--t lE 

é evidentemente comutativo e [(S ® S)11811, 0'-1 0 id] = (JE, r]. Isto completa a prova para 

o caso cíclico. 

NOTA: A prova do teorema acima mostra que todo elemento de T(7Lfn7L, R) é Ulll 

elemento de ordem. n. De fato, para todo [S, u] E T(7Ljn7L, R), [S, a]" é a identidade 

do grupo T(2Z/n2Z, R). 
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CAPÍTULO 111 : EXTENSÕES DE GALOIS DE ANÉIS DE 

CARACTERÍSTICA p. 

Neste capítulo suporemos sempre R um anel comutativo de cacacterística. p, onde 

p é um núme-ro primo, isto é, para. todo r E R temos pr =O. Neste caso, R contém 

Z / pZ como subanel. 

Dado uma. extensão A de R, dizemos que A é uma extensão p"-clclica. de R, se A 
é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois dclico de ordem p,.. As extensões 

ptt-cíclicas de R serão notadas por (A, O'), onde u é um gerador do grupo de Galois 

da extensão A de R. Ainda, notaremos por [A, o'] a classe de (A, u) no grupo de 

Ha.rrison T(:Ejptt :E, R). 

Começaremos estudando as extensões p-dclicas de R, segundo o trabalho de T. Na­

gahara e A. Na.lca.jima [15]. Apáe, obte.re.m.oa uma gene.raliza.ção deste caso, apresentando 

resultados obtidos por M. Ferrero, A. Paques e A. Solecki. Observemos que alguns resul­

tados foram obtidos previamente por T. Wyller, em [21] e C. Greíther, em (9] {corolário 

2.4 e teorema 3.2 ), mas estes autores usaram métodos cohomológicos. Seguiremos aqui os 

métodos diretos de M. Ferrero, A. Paques e A. Solecki ( (7] e (8] ). 

§1. EXTENSÕES p-CÍCLICAS 

Do exemplo L2.2, temos o seguinte: 

TEOREMA 1.1 : Seja /(X)= XP- X-" E R{ . .\l Então (R{X]/(/(X)),u) é 
~ ' . R, R{ .. \1 R{ .. \1 

uma e.xtemao p-c1clica de onde u : (J'(X)) - (J(X)) é o R-automormmo dado 

por o-(X + (l(X)) = X+ 1 +(!(X)). . . . 

M05tracetn06 a. reciproca. detJte teorema.. An~ porém, provaremos o seguinte : 

LEMA 1.2 : Seja. A. uma. extensão de R e O' um R- automorfismo de A. Se 

existir a E A tal que a'P- a E R e a(a) = a+ 11 então existe um R-isomorfismo cp 

tal que o diagrama abaixo comuta: 

R[ X] 
(/(X)) 
. til ! 
R[ X] 

(f{XJ) 

~ Rfa] 

l uI R[ a] 

...!..,. R[a) 
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onde j(X)=XP-X-(aP-a) e t/.• éo R-isomorfiAmodefinidoac:ima.por t/.•(7.)=7-+1 1 

para z =X+ (j(X) ). Em particular, R[ a] é uma extewsào p- cidica. de R com grupo 

de Galoi.s (a/R[a]). 

Prova! Consideremos <p1
: R[X]- R{a], definido por r,c'(g(X)) = g(a), para todo 

g{X) E R[.\} Assim, rrJ é um homomorfi.smosobrejetor. C-omo /{X)= XP-X -(aP-a), 

segue que /(a) =O, e consequeotemente, (/(X)) Ç kerr,c'. 
"' 

Consideremos agora h(X) = 2: riX' E R[X], tal que h(a) =O. Então, O= O'( h( a)) 
t=O 

m m m 

:::; tT(L 1'ia') = I: r1t7(a)' = I: r,(a + 1)1 = h( a + 1). Repetindo este argumento, segtte 
t=O i=O i=O 

que <1
1(a) = a + i, O ~ i ::; p - 1 são raizes de h(X). Agora, como f(a) = O, segue 

pelo a.lgorítmo da cliYisào, que /(X) = (X - a)q(X), com q(X) E R[ .. \l, onde o grau 

de q{X) é p- 1. Ainda, como J(a + 1) =O, temos q(X) =(X- {a+ l))q'(X), com 

q1{X) E R[.\l, onde o grau de q1 é p-2. C-ontinuando este raciocínio, e pelo lato de /(X) 

ser um polinômio mônico, segue que /(X)= (X- a)(X- (a+ 1)) ... (X- (a+ p- 1)). 

Logo, dado g(X) E kef'r,c' , tem08 g(a) = O e consequentemeote, pelos argumentos 

anteriores, g(X) =(X- a) ... (X- (a+ p- l))h(X) = /(X)h(X), com h{X) E R[ . .\1, 

ou seja, ke,•tp' Ç (/(X)). Portanto, ke'''f'' = (f(X)) e então existe um R- isomorfismo 

tp: R[.\l/(f(X))-+ R[a], induzido por tp1
• 

Conside.remos agora g(X)+(J(X)) E .R{.\1/(f(X)). Temos, (tpot/.•)(g(X)+{j(X))) = 

tp{g(X +I)+ (f(X))) = g(a +I) e ("o tp){g(X) +(/(X)))= a(g(a)) = g(a + 1). Logo, 

cp o 1jJ = u / Rfa] o ..p e o diagrama comuta. Isto completa a pro~-a do lema. 

O seguint.e t.eorema. é uma reciproca do teorema 1.1: 

TEOREMA 1.3: Seja A uma extensão p- ddica de R com gruJ.X> de Galoi.s (u). 

Então existe a E A tal que CT{a) =a+ 1. Neste caso, aP- a E R e R[a] =A. Alé.m 

d.isso, existe um isomorfismo de extensões de Ga.lois (R[ .. \1/(f(X)), ti•) ~ (A, u), onde 

f(X) = XP- X- (aP- a) e 1jJ é tal que 1ti(X +(/(X)))= X+ 1(/(X)). 

Prova: Como A é uma extensão de Galois de R, existe um elemento c E A tal que 

tr(cr.l( c) = 1. Tem06 ainda. (") = { id, u, u~, .. . , "p-t} = {a,"~, ... , a'}. Consideremos 

então os elementos z; = 1 + 1 + · · · + 1 (i somandos ), 1 ~ i ~ p. Assim, z; E R C A, 

para. i= 1, 2, ... ,p e z1 =O, pois R é um anel de característica. p . Claramente, temos 

a(z;) =:r.; e :r.;= :r.;+l - :r.1, para 1 ~i ~ p. 

Definimos então a = - t Ziu1(c). Assim resulta. u(a) = u (-t Zia1(a)) = 
;.t ••1 
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Jl p Jl p 

- I;:z:;ai+l(c) = - I:(:z:õ-tl- :Z:t )ai+l(c) = -I; :z:H1ai+l(c) +L :z:la;+l(c) =a + 1. Logo, 
i=l i=l i=l i=l 

O'(a) =a+ l. 
Do fato que A(v) = R segue que aP- a E R, pois a(a"- a) = a(a)P- q(a) = 

(a + 1 )P - (a + 1) = aP + 1 - a - 1 = aP - a. Agora, do lema anterior segue que existe um 

R-isomorfismo ;p tal que o diagrama abaixo comuta: 

R[X] ..:!.... R[a] 
{/(X)) 
. ti' ! ! <1 I R[ a] 
R[X] ~ R{a] 

(f( . .'fl) 
onde /(X)= XP- X- (aP- a) e T/.•(:z:) = z + 1, para :z: =X+ (/(X)). Assim, R(a] 
é uma extensão p- cíclica de R com grupo de Galois (a/ R[a]). 

Resta mostrar que R[a) = A. Para tal, é suficiente ob8ervannos que R[a) e A são 
e.xtenaõea de Galois de R com grup08 de Galois (a/ R( a]) e (a), respectivamente, e a 

inelUBâo R[a] ._A é um homomorfismo de exteMÕes de Galois. Então segue de IL4.4, 
que R[a) =A. 

COROLÁRIO 1.4: Sejam A e A' duu extelll!Ões p--dclicM de R com grupoe 

de Galois {a) e {a'), respectivamente. Se a E A e a' E A' são tais que a(a) =a+ 1 e 

a'{a') = a'+1, então: {A, u) é isomorfo à (_..l1,a1) se e somente se aP-a = a'P-a'+(rP-1')1 

para algum r E R. 

Prova: Suponhamos que existe um isomorfismo de exte.nioes de Galois cp: (A, a)-+ 

(A', a'). Neste caso, temoe u'{lf'(a)- a')= (u' o lf')(a)- u'(a') = (lf' o u){a)- u'(a') = 
o?(a + 1)- (a'+ 1) = <p(a) - a', ou seja, .;p(a)- a' E R, já que At<'') = R. Assim, 

tomando t' =~{a)- a', temos a'P- a'+ (,.1' -1') = a'P- a'+ (cp(a)- a')P- (~{a)- a')= 

a'P- a'+ ;?(a)' - a'P -l,C{a) +a'= ~(a~'- a) = aP- a, pois aP- a E R. 

Reciprocamente, suponhamos que existe ,. E R tal que aP - a = a.P - a' + ( rl' - r). 

Então temos aP -a = ( a+r)P- (a' +f'). Definindo então ..p : R( a] - R(a1, por cp/R= idR 

e cp(a) =a' +r, segue que cp é um R- homomorfismo de anéis bem defuúdo, como é fácil 

ver. Agora, como (u' o ~)(a) = 0'
1(a' +r) =a'+ 1 +r e ~o u){a) = cp(a + 1) =a'+ r+ 1, 

segue de 11.4.4 que :p é um isomorfismo de ext-ensões de Galois de R. Do t.eorema. 
anterior, temos A = R[a] ~ R(a1 =A', ou seja, (A, a)~ (A', a'). 

Queremos agora classificar as extensões p-eíclicas de R. Mostraremos que esta clas­

sificação é feita. segundo a estrutura. do anel R, ~isto que existe uma extellBão p-cíclica. 
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de R, para cada 1' E R. a aabe1 R{X]J(XP- X -1•), e t.oda e:d.ensão p- dclica de R 
é desta forma. C-omeçaremos por observar que o conjunto pR = {,•P- ,. : ,. E R} é wn 

subgrupo do grupo adi1ivo R. De ía1o! O = 1' - 1 E pR! e dados rP - r, s1' - s E pR! 

temos (1·P- r)+ (sP- s) =(r+ s)P- (r+ s) E pR. Então podemos coMidera.r o grupo 

quociente RjpR. Vamos mostrar que T(7Ljp7L, R), o qual de.notaremoA simplesmente 

por T1 (R), é isomorfo ao grupo aditivo RjpR. Para tanto, consideremos a aplicação 

O : T1 (R) - R/vR, definida como segue: Dado {A., o] E T1(R), existe a E A. tal que 

cr(a) = a+ 1, aP- a = r" E R e A = R{a]. Definimos então 6({..1, cr]) = (r0 ], onde 

(r o) = r o+ pR E R v/ R. Do corolário 1.4 segue que O está bem definida e é injetora. É 
claro que O é também sobrejetora., pelo teorema 1.1. 

Agora. estamos em condições de provar o seguinte: 

TEOREMA 1.5: 

isomorfismo de grupos. 

Com as mesmas notações acima, 8 : T1 (R) ~ R/ pR é wn 

Prova Faha apenas ver que 8 é um homomorfismo de grupos. Consideremos 

então [A, cr], [B, T] E T1(R). Sejam a E A e b E B tais que cr(a) = a+ 1 e 

r(b) = b + 1. Considerem06 ainda r 0 = aP- a e r0 = bP- b. Temos que Ill08trar 

então que O([A, u] * [B, Tj) = 6 (l(A® B)u-~~,a e~ 11) = [ro + ''b]· Para. tal, definimos 

r:.= a(St1 + 10b E A® B. Como (cr-1 0T}(c) = (u-1 0 r)(a01 + 10b) = (u-1 ® r)(a® 

l)+(u-1 0r)(l0b) = (a-1)01+10(6+1) = a01-101+10b+ 101 = a01+10b =c, 
segue que c E (A ® B )u-

1 ~. Além disso, como ( u ® 1 )(c) = (a ·~ 1 )(a e· 1 + 1 ® b) = 

(a 01)(a 01) + (u (~} 1)(10b) = (a+ 1) ® 1 + 10b =a 01 + 101 + 10b =c+ 1, segue que 

cE(A®By-Je,. verifica(u·~l)(c)=c+l. Assim, O([(A®B)u-1~1 u·~1J) =(cP-e]= 

{ (a 0 1 + 1 ($1 b )" - (a 0 1 + 1 0 b)] = [ (a 0 1 )" + ( 10 b )" - (a 0 1) - ( 1 0 b)] = {a,. (St 1 + 10 bP -

a ~~ 1- 10b] = [(aP- a) 0 1 + 10 (bP- b)] =[-r,. 01 + 1 ~~.,.,]=[(r.+ t'0) 01] =[-r,.+.,.,]. 
Logo, e é um isomorfismo de grupos, como queríamos mostrar. 

§2. EXTENSÕES ~-CÍCLICAS 

Neste parágrafo descreveremos as extensões p~- cíclicas de um anel R, .... -ia o a.nel de 

vetores de \Vitt sobre R. Usa.relD08 então os resultados obtidos no a.pêndicel bem como 

manteremos aquelas notações. 

Da.do um anel A e z = (:r.o, ... , Zn-1) E ~V,.( A), notaremos :r:' = (zo, ... , Zn-~) E 

J.f'n-t(A) e (:r.',O) = {zo1 ••• 1 :r.n-~,O) E W,.(A). Ainda., ao longo deste capítulo, R[-\1 
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de.notará o a.nel de polinômios nas indete.rminadas X = {X0 , ••• , Xn-l) e para todo 

,. E ~Vn(R), notaremos por {X:r -X - r) o ideal de R(.\1 gerado por todas as 

componentes de X"'- X- r E H'n(R(X]). 

Se .A = R{X] e X'" -X' = (/0(X'), . .. 1 /n-'J(X')) E l~7~-J(A), onde /,(X') = 
f,(X0 , •• • ,X"_2) E Z/pE[X0, ••• ,X"_2), O ~ i ~ n- 2, então segue do teorema 

A.2 e corolário A.3 que em te fn-l (.X') E E jpE[X0 , •• • , X"-2), tal que {X', O)"' -
(X',O) = {/o(X'), ... ,fn-'J( .. \'), /n-1(X')). Além disso, se B é uma álgebra sobre 

ZjpZ, então para todo b = (bo, •.. ,b"_~) E ~V"_1 (B), temos (b', O)"- (b', O) = 
(/o( b ), · • ·, /n-·J{b), /n-1 {b )). 

Lembramos ainda que se ;p : A -+ A. é um homomorfismo de anéis, então VJ se 

extende naturalmente a um homomorfismo de anéis de ~V .. (A.), por {a0 , •• . , a"_1 ) H 

(??(ao), ... , ??(a.,._1 )), para todo (a0 , • • . , a,._1 ) E H',.(..l). Por simplicidade de notação, 

escre,·eremos ifJ para. denotar tal extensão. Aind~ é cla.ro que ifJ o if = if o ifJ. De fato, 

cpo?r(Cl{), ... , a,._l) = ??(~, ... ,~_1 ) = (1r?(~) , ... , ??(~_1 )) = {cp(ao)'>, . . . ,cp(a"_l)Jt) = 
~(??(ao), ... , cp(~-~)) = 1r o r,c(ao, ... , ~-1), para todo {C!{), •• • , a,.-1) E H'"(..t). 

Seja (A, cr) uma. e.xtensão p71-cíclica. de R. Notaremos por ..t~r o anel fixo de A, 

por (a). 
Podemos provar agora o seguinte teorema., o qual é uma. generalização do teorema 1.1 

TEOREMA 2.1: Sejam a= (ao, ... ,a"_1 ) E ~V"(R) e A= R(.\1/(Xtr- X- a). 

Então (A, <1) é uma. extellBão p"-dclica de R com grupo de Galois ( <1) gerado pelo 

automorfismo a : ..t~A talque a(:r.)=:r.+l em ~V"(A), onde z=X+(Xs- -X-a). 

Prova: Consideremos M aplicações cp: R[X]- R{ .. \1, dada. por se/ R= idR, ??(X)= 
X+ 1 em ~V"(R{X]) e V.•: R(X]--+ R{ .. \1, dada. por 1Ji/R = id1h 1/.•(X) =X- 1 em 

W,.(R[X]). É fácil ver que 'f> e 'Í' são R-homomorfismoe de anéis e como rpotf.• = tf.•ofr? = 
id~qX), segue que I{> é um R-isomorfismo de anéis. Considerando então a. extensão na.tural 

de 1fJ ao anel ~V"(R{ . .\1), temos cp(X• -X- a)= (X+ I)•- (X+ 1)-a= x•- X- a. 
Então, chamando I ao ideal (X•- X -a), é fácil ver que 'f'( I)= I e assim 1p induz wn 

R-isomorfismo GT : R[X]/ I- R(4\l/ I , dado por a (z) = :r.+ 1, onde z = (z0 , ••• , :r.n-l) E 

W"(..l) é tal que :r.;= X;+ (Xs-- X -a). Assim, ..1 = R[.\1/I = R(zo, ... , :r.,.-t)· 

Vam05 agora mostrar que a é um automorfismo de ordem p". De fato, a1"(x) = 
:r. + P'l = :z: + V1(1) = (:r.o,··· 1 Z1-hZ1 + l,Jh+1 1 ... 1 Ya-1 ), com Yi E R, para todo 

I+ 1 ~ j ~ n- 1, iato é, riP'J R(z0, . . . , z,_1] = id~qro , .... ~,.,]· Auim, aP·(:r.) = :r. e 
I 

q P ( z) i: :r, para. todo O ~ l ~ n - 1. Logo, <1 é um automorfismo de ordem p'', e ele 
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gera um grupo cíclico de ordem r? 
Queremos mostrar agora que Av= R. Claramente R Ç Au, basta então mostrar que 

A<r ~ R. Seja a· E Atr. A.ssim., temoe aÍ(a') =a, para todo O~ j ~ p"-1. Eacrt'vendo a· 
p-1 

na forma a= ,E {)-;~~-l' com {)-;E R[~0 •••.• Xn-2]. O~ i~ p -1, temoe ali"'-' (a)= a, 
i =<I 

p-1 p - 1 

ou equivalentemente, L c:r,(x,._1 + 1)' = Í: c:r,x~_1 , já que aP"-1(x,._t) = z"_1 + 1. 
iaO taO 

Desenvolvendo esta igualdade r~ulta o seguinte sistema: 

ao + o-1 + a~ + · · · + o-; + · · · + tlp-J - o-o 

a1 + ( ~) a2 + .. · + (;) ai + .. · + ( P ~ 1) a,-1 - a1 

-
(p -1) Oi+ • • • + i Op-l a· · 

' 

-
a ·p-:J + (p- l)op-1 - a·r-:J 

a,-t - C\'p-1 

de onde segue que a 1 = ao2 = · · · = a,_1 = O como é fácil verificar. Logo, ao = a0 E 

R{z0 , ••. , z~-2]. Repetindo-se este argumento tantu vezes quanto necessário, obtemos 

a = ro ER e portanto A~~' Ç R , de onde segue que _4~~' =R. 

Para ver que A é uma extensão de Galois de R com grupo (a), usamoe õ item 
(f) do toorema II.1.6. Como para todo -r E (a) tem08 r = aí, para algum O ~ 

j ~ rf' - 1, então r(~) = a Í (z) = z + jl. Escrt'vendo j = l1p'1 + · · · + l,.p'•, 

onde s1 < s 2 < ... < s, e O $ li $ p- 1, 1 ~ i ~ r, com /1 ~ 1, obtemos 

r(x) =X+ jl =-r.+ (llp'J + ... + /,p'•)l = z + /1p'1 l + · .. + l,p'rl = x + l1 V'J(l) + 
... +l, V'•(l) = (~o, ... ,x," ... , z"_I) +(O, ... , O, ll, t,1+1 J· .. ,t"_l), com t; E R, para 

todo s1 + 1 $i $ n- 1, onde h oucupa a s1-ésima posição. A~im, r(x,1 )- x.1 = l 1 

que é um elemento inversivel em R. Portanto, para todo r E (u), r # id, existe um 

elemento y E A tal que <r(y) - y é inversÍvel em R. Segue então de II.1.6(f) que A. é 

uma extensão de Galois de R, o que completa a prova do teorema.. 

A e_xtensão (A, q) construída no teorema acima será chamada a extensão p"-cíclica 

canônica de R associada com a, a qual será denotada por {Ao, u). Ainda, o elemuto 

z E lV"(A) tal que a(z) = z + 1, será dito um elenrmento canônico da exte-.nsâo (A0 , a). 

Da prova do teorema anterior, obtemos o seguinte 

COROLÁRIO 2.2: Seja a E Wa(R) e (~,a) a ext.eru~ão p"-dclica canônica de 
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R associada com a. Seja x = (:!!0 , ••• , x,. _1 ) E ~V .. ( A) o elemento canônico de (_.10 1 a). 

Então A .. = R[x] e A!,J = R{2!o, ... , 2!l-1J· 

Como recíproca do teorema anterior, podemos apresentar o seguinte resultado, o qual 

corresponde ao teorema 1.3 

TEOREMA 2_3: Seja (A, a) uma extensão pn-cícüca de R. Então existe 

'Z E ~V"(A) tal que a(z) = z + 1. Neste caao, temos z~~'- z E tV"(R) e A= R[z]. 

Prova: Como (A, u) é uma extensão de Galois de R, segue do corolário II.L8 

que existe zo E A tal que f1"(6)(Zo) = 1. Tomando z = (z0,0, ... ,0) E tVn(A) 
p~-1 p~-1 ,~-1 p~-1 

e t = .E u'(z). temos u(t) = u( Í: u•(z)) = Í: u'+1(.z) = L u1(z) = t, isto 
i=O i:O i=O i~ 

é, t E (Wn(A)Y = K',.(Av) = K',.(R). Agora. como trc_6 )(z0 ) = 1 segue que t = 
( 1, t11 ••• , tn-t), com t; E R, 1 ~ i < n- 1. Assim, pela proposição A.13 do apêndice, 

p"-1 

segue que e.xiste t-1 E Jf',.(R) tal que u-l = 1. Logo te,rnos 1 = tt-1 = r 1 L u1(z) = 
tetO 

p"-1 p"-1 L ui(t-1 z). 
i~ 

Tomando entã.o x = - 2: iui(C1.z). obte.mos x E W11(A) e u(x) = 
i =<I 

p•-1 p"-1 p"-1 p"-1 

u(- 2: iui(r1 z)) = - I: iui+1(C1.z) = - 2: (i+ l)o-'+1(t-1.z) + I: o-'+1(t-1 z) = 
i=O i=O i=O i=O 

p"-1 p"-J 

- L: iu'(c1 z) +L o-1(r1 z) - z+ 1. Além disso, temos q(zlf - x) = (z+ 1)~~' -(x+ 1) = 
i=<l i=O 

xlf- x, em K'n(A). Segue daí que xlf- x E K7"(R). 
Para mostrar que A = R{z], obsen-emos que R(:r.] Ç A. Além disso, CT/R{z) é 

claramente um automorfismo de R{z] e da prova do teorema 2.1, segue que l(u f R[ :r]) = 
p'\ (R[z]) 6 fR{rJ = R e que R[:t] é uma extensão de Galois de R. Assim, (R[:t], q / R[z]) 
é uma ext.ensão p"-dclica de R. Gonsidere11l06 então o diagrama aba.ho: 

R[:r.] ~ A 
cr/R[x] ! ! cr 

Rf'Z] ~ A 

Este diagrama é claramente comutativo, logo R[:r.]::: A, por IL-1.4. Portanto, A= R{z] 
e isto completa a prova do teorema. 

COROLÁB.IO 2.4: Sejam A e R anéis tais que R Ç A e seja rr um R-

automorfismo de A. Então (A, a) é UIIU\ extensão p"-cídica de R se e somente se 

(_..1, q) é isomorfa à extensão ,"-cíclica canônica de R MSOcia.da com algum elemento 
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a E 1-f',.(R). Neste caso podemos toma.r a= zw- z, para algum z E ~V.,(A) tal que 

u(z)=z+l. 

Prova: MOBtraremoa que se (A, u) é uma extensão pn-cíclica de R e.n.tão 

(A,u) ~ (A0 , p) para algum elemento a E ~V~(R). A recíproca é imediata. 

Seja então (A, u) uma extensão p"- cíclica de R. Logo, existe z = (zo, ... , z .. -t) E 

1-f',.(--l), tal que u(:r.) =:r.+ 1 e seja a= zw- :r.. Con.aideremoe ll = (l-~, ... ,1'.,_1 ) 

um conjunto de indeterminadas sobre R e tomemos o anel de polinômios Rfl1· A 

aplicação f : R(r1 -+ A definida por f/ R = id e f(r~) = ~; , O ~ i ~ n - 1, é 
um R-homomorfismo de anéis. Olhando agora sua extensão natural à 1-f' .. (R[l-1) telllDS 

f(l' "'- r· -a) = zw - z -a = o. Segue daí que f(1) = o, onde I = (l'"'- Y- a). 
Assim, f induz um R-homomorfismo g : R{11/1-+ A, dado por g(y) = z , onde 

y = Y + I. Seja r o R-automorfismo canônico da extensão R Ç R{ X]/ 1. Então 

g o r(y) = g(y + 1) =:r.+ 1 = u(:r.) = u(g(y)) = <1 o g(y). Portanto, g o r= <1 o g e segue 

então de II.4.4 que g é um isomorfismo de extensões de Galois. Isto completa. a. prova. 

Finalizamos este parágrafo observando que toda extensão p"-áclica de R pode ser 

mergulhada em uma enensã.o pm-cíclica de R, para. todo m > n. Mais precisamente! 

PROPOSIÇÃO 2.6: Seja (A, q) uma extell6ão pft-cíclica de R. Então para. todo ,.. ,. 
m > n existe uma extensão pm-cíclica (B, r) de R, tal que (A, q) ~ (W , r/ Bf' ). 

Prova: Pelo corolário anterior~ existe a = (ao, . . . 1 a,._1 ) E H',.(R) tal que (A, q) ~ 
(R[XJ/(Xw- X- a), p), com p(:r.) = :r.+ 1, onde z =X+ (Xs-- X- a) . Escolhendo 

arbi.trariamente On1 • •• 1 a,_1 E R e fazendo b = (a0 , • • • , a .. - 1 , a,., ... , ~-1) E ~Vm(R), 

consideremos (B, r) a extensão pm--cíclica canônica associada com b. Então, B = 
.Rfl1/(r·w- Y - b), onde Y = (ró , ... , r;.,._1 ) é um conjunto de indeterminadas sobre R 

· e r é tal que r(y) = y + 1, com y = Y + (Fw- Y- b). 

Segue da prova do teore.ml\ 2.1 que B-r'· = R(y0 , • •• ,y,._1J. Consideremos entM o 

seguint.e diagrama.: 

_!'_ R(xo, . . . , x,.-1] = A 
! (}' 

_!'_ R{xo, ... , Xn-1] =A 

onde l/i = l'; + (Yfr - y- b), Zj = xi + (X"'- X -a), o ~ i ~ n- 1 e cp 

R- homomorfismo definido por -.pf R= idR. e ·.p{y;) = z,, O ~i~ n- 1. 
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Como este diagrama. é comutativo, segue de II.4.4 que ({> é um isomorfismo de extensões 

de Galois de R! o que completa a prova da proposição. 

§3. CLASSIFICAÇÃO DAS EXTENSÕES p"-CÍCLICAS 

A partir deste parágrafo, Tn(R) denotará o grupo de Harri.wn T(:E/p"-7~, R) de 

extensões p,.- cíclicas de R. N088o objetivo aqui é determinar a estrutura deste grupo 

como um quocie.nte do grupo aditivo ~V.(R). 

Definiremos p~V"(R) = {a"'- a: a e ~V,.(R)}. Do !ato que '1r é um homomorfismo 

de anéis, segue que p~V"{R) é um subgrupo do grupo aditivo U'"(R). 

Dada uma e~tensão _p'l-cídíca (A, a) de R, existe :r e U1n(A.) tal que a(:r) =:r+ 1 

e a=%~~' - z E ~V,.( R), pelo teorema 2.3. Um tal a se.rá dito vetor de \Vitt correspondente 

à exte.nsão (..1, a). Com esta convenção podemos pro\-ar nosso próximo resultado, o qual 

é uma generalização de 1.4. 

LEMA 3.1: Sejam (A., u) e (B, r) duas extensões ~-cíclicas de R, e sejam 

a e b vetores de Witt correspondentes às exte.nsões (A, u) e (B, r), respectivamente. 

Então {..l,a) éisomorfoà (B,r)seesomentese a=b (modp~Vn(R)). 

Prova; Sejam X = {Xo, ... , Xn-1 ), l' = (l'ó, ... , }~_1 ) indeterminadas sobre 

R, z. e y elementos de J!f',.(A) e J!f'n(B), respectivamente, tais que a{z.) = :r+ 1 e 

r(y} = y+l. Sejam ainda, a= z.~ -z. e b = y, -y. Sabemos que A~ R[X]/(X~~' -X -a) 

e B ~ R{Y]/(Y .. - Y -b ), pelo corolário 2.4. Suponhamos a= b (mod pR'"(R)). Então 

existe r E W"(R) tal que b =a+ r .. - J'. 

A aplicação <.p : R(X] - R[Y], dada por rp I R = id R e ..p( X i) = a;, onde <>i é a 

í-ésima componente de Y +r em U'n(R[}l), para O~ i~ n-1, é um R-homomorfismo 

de anéis. Olhando s'ua exte.nsâo natural 'f': J.f'"{R{X])--+ ~V,.(R{Y]), temos rp(X) = Y +r 

e portanto cp(X~~" -X -a) = (1-' +r)~- (Y +7•) -a= ys--Y -a+rS' -r= Y~~"-Y -b. Segue 

então que ..p induz um R-homomorfismo de ané.is g: A- B, dado por g(z) = 11 +r. 

Como r o g(:r) = r(y +r) = y + 1 + r= g(:r + 1) = g(a(::r.)) = g o u(:r) , segue que 

r o g = g o a e então g é um isomorfismo de extensões de Galois, por II.4.4. 

Reciprocamente, suponhamos que f: (A, u)- (B, r) é um isomorfismo de extensões 

de Galois. Do!atoque r{f(z)-y) = rof(z.)-r(y) = fou(z.)-(y+l) = /(:r)-y, segue que 

f(z)-yE~V,(R). Toma.ndoentão r=/(z)-y, temos rS'-r=(f{:r.)-y)~~"-(j(z.)-y)= 

/{:r~")- YS'- /(:r)+ fi= /(:r.rr- :r.)- (ys-- y) = j(a)- b =a- b, isto é, a= b +r"'- r. 
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Portanto, a:; b (mod. p~V .. (R)), como querÍa.m08 mostrar. 

Notaremos por wn(R) o grupo quociente w"(R) = W"(R)jpl-f'"(R). Vamos definir 

uma aplicação B" : T"(R) -+ w"(R), como segue: Dada wna exte.nsão ~-cíclica (A, O') 

de R, seja a E ~V,.( R) um vetor de \Vitt correspondente ã e-.xtenAão (A, 0'). Definimos 

e-ntão Bn([A, O']} = (a], onde (a] = a+ plof'n( R). Segue do lema. anterior que (}" está. bem 
definida e é injetora. Segue também do teorema 2.1 que ().,. é sobrejetora. Vamos mostrar 

em n0660 próximo toorema que 8,. é um isomorfismo de grupoo. Ant-es po~m, obeen"amoe 
que no caso n = 1, esta aplicação coincide com a aplicação 8 definida no parágrafo I. 

lntroduzirem06 ainda. as seguintes notações: Se a= (a0 , ••• , a"_t) E ~Vn(A), escrevere­

mos a®1 = (a0®1, ... ,a"_1 (!H) E ~Vn(A®B). Assim, {a~·l)lf = ((a~·l)P, ... ,(a.,._1{9 

1)1') = {~~· l, ... ,a!_1 e• I)= a"' e• L Mostrare~ ainda que (a+b)~l = a®1+be•l, 

para todos a= (ao, ... , On-J),b = {bo, ... , bn-J) E ~Vn(A). De fato, consideremos 

I : A - A® B , dado por /(a) = a e· 1, para. todo a E A. Asaim, f é um R­
homomorfismo de anéis. Então f possuí uma extensão natural f: lVn(A) - H'"(..l ® B), 

dada por /(a)= f(a0 , ••• , a,._1) =(/(ao), ... , /(a"_1)) = (ao~· 1, ... , an-1 0 1) =a 01 
em H',.(..l ® B). Como f é um homomorfismo aditivo, segue que (a+ b) ® 1 =f( a +b) = 
f( a)+ f(b) =a ® 1 + b ~· 1. 

Ainda., se p: .4. -r A é um homomorfismo de R-álgebras, então p01 : A® B -r A® B 

é também um homomorfismo de R-álgebras. Considerando então sua erlensão natural 

p e• 1 : 1-f'n(A®B) - Wn(A®B), temos para cada a E 1-f'"(A.), (p ® 1)(a ® 1) = 
(pC~H)(ao®1, ... ,a"_J~'l) = (p(ao)~· l, ... ,p(an-Il®l) = p(a)C$• 1 . Demaneíraaná.loga, 

todas as considerações acima podem ser feitas à. segunda variável em ~Vn(A ® B). 

Estamos agora em <:ondiçoo de mostrar o seguinte 

TEOREMA 3.2: Com as mesmas notações acima, ' e um 

isomorfismo de grupos abelianos, para todo 11 ~ 1. 

Prova: Já. sabemos que 8,. é uma bijeção. Falta então m06trar que 8" é um 

homomorfismo de grupos. Sejam (A.,u) e (B,,.) duas extemões p"-cíclicas de R e 

sejam z E lf',.(A) e 11 E lf'n(B) tais que u(:r.) = :r.+ 1 e r(y) = y + 1. Logo, 

B,.([A, u]) = [a) e B"<(B, '1']) = [b], onde a = :r.-x - % E 1-f'nC R) e b = y"' - 11 E 1-f'n( R). 

Temos que mostrar que Bn([--1, u] • [B, '1']) = (a + b]. Para tal, cooside.remos z = 
% 0 1 + 1 0 y E IV"(A ® B). Como (u-1 0 r H.~)= (0'-1 0 r)(% 0 1 + 1 ® y) = u-1(x) 0 
r(1)+u- 1{l)®r(y) = (%-l)®l+10(y+1) = %0l-l®l+l®y+l0l = x®1+10y = z, 
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segue que : E loi111 ((A ® B)u-'~). Além diftBo, (u G• 1)(:) = (u ~ 1)(~ ($• 1 + 1 ~ y) = 
u(z) ~ 1 + a(l) ~· 11 = (z + 1) 0 1 + 1 ($• 11 = ~ 01 + 1 ($• 1 + 1 011 = : + 1. Assim, 
z E ~Vn((A®B)<'-•e,.) é tal que (a01)(:) =: + 1. 

Agora., do fato que [(A® B)6 -•®,., <T~H] =[A, a]•[B, r], segue que O .. ([A, u]•[B, r)) = 

[: lr - =] = [ ( ~ 0 1 + 1 ª' 11 )~~" - (% 0 1 + 1 0 11)] = [ (% ª' 1) Ir + ( 1 ª' 11) Ir - (% ($• 1 ) - ( 1 ª' 11)] = 
(z~~' 01 + 10y~~'- z C!!• 1 -10y] = (z~~'- z C!!• 1 + 1 C$• 1111' -11] = [a+ b], como que.ríam.os 

prmrar. 

Vamos mostrar agora que todo elemento de Tn(R) possui ordem aditiva dhisor de p"'. 

Inicialmente, seja. a= (ao, ... , a.,._1) E H' .. (R). Então V( a~~'- a)= V( a~~')- V( a)= 

(V(a))~~' -{V(a)) E p~V,.(R) e n-{a~~' -a)= (a•)~~' -{a~~') E pH',.(R). Assim, V(p~V,.(R)) Ç 

p~Vft(R) e K(pl'f'"(R)) Ç p~Vft(R). Logo as aplicações V e 1r induzem naturalmente 

homomorfismos aditivos de wn(R) em w,.(R), os quai'3 notaremos por v e ?1", respec­

thamente. Se (a] E Wn(R), e.ntão a-r = a {mod .,K'ft{R)) e assim [a] = [a•] = [at. 
Segue que a. aplicação 1r ; w .. (R) - w .. (R) induzida por ?I" ; ~Vn(R) - Wn(R) é a 

aplicação identidade em w,.(R). 

Agora, do fato que pa = V(a-r) em H'n(A), temos que p(a] = v((a]~~') = v([a]) em 

w,.(R). Assim p»[a] = v»([a]) = O, para todo [a] E w 0 (R). Logo todo elemento de 

w .. (R) tem ordem a.diti"-a um divi.<1or de p"' e segue que w,.(R) é um 7Lfp"'~ -módulo. 

Portanto T .. (R) ~ w .. (R) possui uma estrutura de 7Lfp7L- mlxlulo. 

Assim, T1 {R) ~ R/ pR é um espaço vetorial sobre :E jp~ e portanto T1 {R) possui 

uma base &tinta do conjunto vazio, sempre que 1;(R) :f O. Mostrarem08 que T,.{R) é 
~/~E-módulo livre com posto dímm,,mT1{R). (Para o caso T1{R) =O ver o corolário 

4.8, adiante) . 

Suponhamos T1(R) :/; O e fixemos uma. base { ut)iEl de RjpR sobre 7lfp7l, isto 

é, R f pR = {JJ ~~p~ui . Como ut E R/pR, para todo i E I, existe a, E R tal 
i€1 

que u; =a,+ pR. Consideremos u~ ={a,, O, ... , O] E wn(R) (i E I). Para termos uma 

descrição mais precisa do grupo de Harri.son Tn.(R), provaremos primeiro o seguinte 

TEOREMA 3.3: C-om as mesmas notações acima, Wn(R) é livre sobre ~/pn. lZ 

com base { u~ )iei· 

Prova: Suponhamos que para uma subfanu1ia finita a1 , ••• , a. E {a;)iEl• e inteiros 
11 

nlt ... , n., 1 :-5 na S: pn - 1, 1 :-5 i :-5 $ 1 temos 2: n,[a~, O, .•. , O] = O em w,a(R). 
i=l 

Escrevendo 111 = ,\lip"-1 + · · · + >.rtiP"-11
, onde O :-5 Àji < p- 1, l S: n, seja. t tal. que 
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.Àlf :f: O e .Àl+r.k = O, para todo 1 ~ .,. ~ n - 1 e todo 1 :s; k ~ s. (eventualmente 
• .t. 

podem08 ter l = n). Temos então O = L ni[~, O, ••• , O] = L ,L: Àj;p"-i[a;, O, •.. , O) = 
i=l •=1 i 

• • L -'t•P"-{[ai, o ..... o]+ L .E -'i•P"-i[a;. o, . . . , O]= [O, . .. I o.~-1 ... . , ~-dl onde Cn-1:;;; 

t=1 i=1 J'>l 
" E ~~•a• e Cn-1-l, .•. , C..+1 E R. Logo existe b = (bo •.. . , bn-1) com 

i=l 

(O, ... 1 O, C..-11 ••• 1 C..-J) = (bo, ... 1 bn-1)"' - (bo , · · ·, bn-1) = (bo, · · ·, bn-1-b O,··· 1 0)"' + 
(O, ••. 1 O, bn-1, ... 1 b,._l)"' - (bo, .. . , bn-1-b O, •.. 1 O) -(O, .. . , O, bn-l1 ••• 1 b,._t)· 

Consideremos o homomorfismo cp: ~V,.(R)-+ H'"_,_,( R) dado por cp(a0 , ••• , an-1 ) = 
(ao, ... , a,.-l-J ) . Aplicando este homomorfismo ao primeiro e ao último membro da igual­

dade acima segue que (bo, ... , b,.-J-1 )r- (bo, ... , bn-1-t) = O em H',.-J-I(R), e assim, 

bf = b; , O S i S 11- I- 1. Portanto, em H1,.(R), telll08 (b0, ••• , b,.-l-b 01 ••• 1 O)"' -

(bo, ... 1 bn-1-1 1 O, . .. , O) =O. Logo, (0, ..• , O, t.'n-f1 ••• 1 '-'n-1) = (0, ... , O, bn-11 •• • , bn-1 )~~"-
• 

(O, ... , O,bn-l• ... , bn-1) e então Cn-l = ~-l-bn-1 E pR. Seguedaíque í: A,,(a,+pR) = 
i=l 

[O] em R/ pR, o que contradiz a. escolha. de (<Ji)iEI, pois ,'.Jt :F O. Assim, ( ~)iEI é um 

sistema linearmente independente sobre 7.Z / p" 7.Z. 

Falta mostrar e.ntão que (udiei é um sistema de geradores de wn(R) como 7.lfp"7l­

módulo. Para tal, seja L o 7L/p" 7l- submódulo de w"(R) gerado por (u,)iEI· 

Como [yo, Yl, .. . , Yn-1] = [yo, O, ... , O] + {o, Y1, O, .•• , O] + · · · + [o, . .. , O, Yn-1], para todo 

[yo, .. . ,fln-1] E wn(R), é suficiente mostrarmos que [0, ... , 01 Yi, O, ... , 0] E L, onde l/i 

aparece na i-ésima componente, pa.ra todo Yi E R, O ~ i ~ n - 1. Faremoe isto por 

indução. 

Seja y"_1 E R um elemento qualquer de R. Por hipótese, existem elementos 

a17 •• • , am E (a,);er e inteiros À17 ... , .À.n {O ~ >.j S p - 1) tais que ll"- 1 + pR = 
m m 

L >.;a;+ pR. 
i=l 

Logo existe ,. E R tal. que Yn.-J = L >.;ai + ~ - .,. . 
j=l 

m m 

Portanto te-

mos (0, ... , O, 1/n-1) :;;; (0, . .. , O. L ÀjGj + 1-P- r) :;;; (O .. ... O, .E Àjaj) + (0, ... , O. r),.-
~1 w 

m 

(O, •.. , O, r) e assim, (0, ... , O, Yn-1] - {0, •.. , O, L ,\a;) 
j el 

m 

L >.;p"-1[ai, O, .. . , O] E L. 
j:l 

m 

- L .-\jv"- 1([aj . O, •.. , OJ.> -
j•l 

Suporemos por indução que, para todos !li+ h ... , !ln-1 E R, [O, . . . ! O, y;+l , ... , Yn-t] E 

L . Consideremos e.ntão y; E R. ~existem a, .. . , a, E (adiei e inteiros /Jl , ... , P.l 
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f 

com O ~ J.lk ~ p- 1, 1 ~ k ~ l ~ IJ E R tais que y; = L J.liai + ~ - s. Agora., 
i=l 

l I 

(0, ... , O, y,, O, •.. , O) = (0, ..• , O, L Piai + ~- s, O, .•. , O) = (0, •.. , O, L J.liai, O, ••. , O)+ 
j:l j:l 

(O, ... , O, s, O, ... , O)"- (O, ... , O, s, O, ... , O) +{O, .. . , O, c4+J, ... , d"-l ), onde di+l! ... , cln-1 
são elementos de R e sE R está. na. i-ésima componente. Então temos: 

l 

[o, ... ~ o, Yi, o~ ... ~ o] = [o, ... ~ o, E JJia;~ o, ... , o]+ [o, ... , o~ d;+h ... , ci,._I] 
i=l 

I 

- L t4jpi(aj. o, ... 1 o]+ (o, ... I o. di+ li ••• I dn-1] 
j=l 

I 

Como [o, ... I o. di+l! . . . I d,.-1] ~ r: PiP•[aj, o ..... o] são elementos de L. ~ue que 
j=l 

(0, ... , O, y1, O, ... , O] E L. Completando assim o processo de indução e a prova. do teorema. 

Do teorema. a.nterior obtemos os eeguimes corolários: 

COROLÁRIO 3.4: Com as mesmas notações anteriores, temoo: 

Tn(R) ~ {f)(?Z/]1' 7Z)8;1(t() 
jeJ 

para todo n ;:= 1. onde 0,71 (~) são geradores livres de T"(R). 

COROLÁRIO 3.5: Seja F um corpo finito de característica p. Então Tn(F) ~ 

7Zjp"' 7L, para todo 11 ~ 1. 

Prova: Pelo teorema anterior, ~suficiente provar este corolário pa.ra o caso n = 1. 

Suponhamot< ent.ão que F posBU.Í rf" element.oo. Consideremos o homomorfismo adit.i\o·o 

f{): F- F, delinido por f{)(a) = aP- a, para cada a E F. C-omo lmf{) = pF, segue 

que Fj/ce,·..p ~ pF. Agora, lcerf{) é justamente o conjunto de todas as raízes, em F, do 

polinômio YP- Y E F[Y]. Assim, jkertpj = p e portanto, I F/ke.rtp I= pm-l . Logo, 

I FjpF I= p e então dímJR:fpíB(FjpF) = 1. Portanto, FjpF ~ 7Zjp7Z. 

§4. EXEMPLOS E CONSEQÜÊNCIAS 

ApresentamOil a seguir alguns exemplos, ond.e dareDlDf:l uma. descrição de T .. (R), para 

n ~ 1. De acordo com o teorema 3.3 e o corolário 3.4, é suficiente apresentarmos uma. 

base de R/ pR como 7L / p?Z -e8paçD vetorial. 
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Observemos ainda. que o resultado do corolário 3.5 continua. válido para. qualquer anel 

R de caracterutica. p tal que dimzr;1,z(R/vR) = 1. 

EXEMPLO 4.1: Seja. S = R{[.\.1] o anel das séries formais sobre R. Então temos 
?Q 

SfpS ~ RjpR. De fato! dado um elemento g =L c;X' E s~ é claro que L gpi E s e 
i~\ j-::0 

-:<.• . 'X . 'X . 

então g = (L gP')- (L gP')P. Assim! tomando f = -L gP' E S temos g = P' -l 
j=O j:O j=O 

de onde segue que g E ~S. Seja. e.nt.ão o homomorfismo ~~ : S __, R/ pR. dado por 
00 .X. 

tJ!(L ai X i) = ao+ ~R e seja. h E kert$1. Então h = L a;X; é tal que ao = O (mod ~R). 
j=O j=O 

Logo e~t.e b0 E R tal que lfo - b0 = O{) e neste caao, h = ~ - bo +L a;X' E pS. 
i>l 

Portanto, lce.t•t/J Ç pS. A reciproca é clara e segue então que ke.t't/' = pS. - ÁlssÍ.m existe 

um isomorfusmo '{J : S/ pS - R/ pR. 
Desta forma, se (a;);er é uma. ía.mília de elementos de R taa que (a;+ pR);er é uma 

base de RfpR como 7Lfp7L-espaJ;.o vetorial, então {a.a + pS);er é uma base de SfpS 

como 7.l / p7.l--e-spaJ;O vetorial. 

Em particular, se R é um corpo finito de cara.cter{etica. p, segue do corolário 3.5 que 

.R{[.\1]/pR[[X]] ~ 7.lfp7.l. 

Antes de apresentarmos o próximo exemplo, veremos um lema que nos será. útil. 

LEMA 4.2~ Seja. R um anel de cara.ct.er.íat.ica. p. Ent.ã.o Rf~R ~ RfpR, onde 

R= RJN(R) e .N(R) = {1· E R: 3n E ..Wtal que r"= o}. 

Prova: C-omeçaremos por obsen<U' que para todo tE N(R) existe um a E R tal 

que a'- a = t. De fato, seja t E N(R). Então existe n E IN tal que t11 =O. Seja i o 

menor inteiro tal que tP" = O. Temos t = t + fP - tP + t~>' - t~>' + .. · + tP'-
1 

- tP'-J - tP' = 

(t + fP + • • · + tPI-t)- {_t + tP + • • · + fPi-l _)P = aJ'- a, onde a = -(f+ tP + · · • + fPi-l ). 

Portanto tE pR., para todo tE N(R) e segue daí que N{R) Ç pR. 

Consideremos agora. os homomorfismos de anéis ~ : R - R, definido por .;:>(1·) = 
f= 1· + N(R). para. todo r E R e 1/J: !l- !lfrp!l. da.do por ~~(;•) = [r], para. t.odo 

f = 1' + N (R) E /l, onde [r] = r + rp!l. Consideremos também a. composição destes 

homomodismos r'"= ~~o~: R- llfrp!l. Assim r'" é um homomorfismo sobrejet.or. 

Seja. 1' E ker.;:>•. Então .;:> • ( 1') = [r] = [õ]. Logo existe s =E R tal que f = §1l - s e 

a.ssi.m. t-.xi.ste um t E N (R), tal que -r = sP - s + t. C-omo N (R) Ç pR temos t = aP - a , 
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para. algum a E R. Logo r= sP- s + t = sP- s + aP- a= (s + a)P- (s +a) E pR e 

segue daí que ker<p* Ç pR. 

Agora dado r E pR temos .P*(r) = tj:o;p(r) = 1/.•(r+N(R)) = [õ), pois N(R) Ç pR. 
Logo ker:p:t. = ~R e portaut.o "'* indu~ um isomorfismo ;p : RjpR -.. R.jpR. Ist.o 
completa a prova do lema. 

OBSERVAÇÃO 4.3: Segue deste lema que Ta(R) ~ T,(R), se R é um anel de . . . . 

caracterlstica p. &!te resultado vale em geral. De fato, C. Greither e R. Haggenmüller em 

(10] moetrara.m que T( G, R) ~ T(G, ll), para. todo grupo abeliano G, onde /l = RfN(R). 

Gostaríamos de lembrar ainda que R/N(R) é um anel sem elementos nilpotentes 

próprios e que R[X] possui elementos nilpotentt>s próprios se e somente se R possui 

elementos nilpot.entes própri06. Podemos agora apresent·ar D05SO próximo exemplo. 

EXEMPLO 4.4: Seja S = R[X] o anel de polinômios na indetenninada X. 
Queremos encontrar uma ba.se de SfpS como 7.tfp7L-espa.ço \'etorial. Do lema. anterior 

segue que podemoe supor R um anel sem elementos nilpotentes. 

Tomando R'P = {rP: r E R} é fácil ver que R! é um 2l/p7L-subeapa.c;o vetorial de 

R. Se.ja (bj )jEJ' uma. base de R! sobre 2ljp2l e sejam Cj E R elementoe tais que 

bj = cj, para todo j E J'. Extendendo esta baae a uma base (b; );EJ' U (bj)jeJ" de R 
como 7Ljp7L-espaJ;O vetorial e tomando 1 = 1' U 1", definimos: 

(*) Bo = {a; + f>S : i E J}, onde (a , + pR),EI é uma base de RjpR como 

2ljp2l-espaço vetorial; 

(**) B~;. = {b;X11 + pS: j E J}~ se (k,p) = 1 e k ~ 1; 

(•••) B~r={bjX11 +pS:jEJ"}, se (k , p)=p e k~I. 

Afirmamos que B = U BJt é uma base de SfpS como 7Zfp7Z- espaço vetorial. 
k=O . 

Moet.raremos isto a. seguir. 

Precisamos '\-"er que B é um sistema de geradores de SfpS e que é linearmente 

independente sobre Z jp7L. 

Para a primeira parte, é suficiente mostrar que cXá + pS é UllU\. combinação linear 
O(j 

finita de elementos de B = U B", pa.ra &odo c E R, i E IN. Faremos is&o por indução 
Ir =O 

em t . 

Se i = O o resultado segue trivialmente. Suponhamos que pa.ra todo i < I, eX' é 

combinação linear de elementoe de B e mostremos que eX1 também o é. 
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Como c E R, temos que c = L ).jbJ ! onde ~\ E lL/p:tl! para todo j E J e 
jEJ 

>.,j :f: O somente para. um número finito de valores de j E J. Temos então, cX1 + pS = 

L ).,jbjX1 + rpS = 2: ).,jbj.X1 + pS + L ÀjbjX1 + rpS. 
jEJ jEJ' jEJ" 

Suponhamos (l.p) = 1, en~ão cX1 + pS = L >.Jb;Xl + rpS = L Ã;bJ};.·l + pS) que 
jEJ jEJ 

é uma combinação linear de elementos B , do tipo ( ** ). Agora, se (l, p) = p e.ntão 

I - kp, p&ra algum k E Z . Nee1e ca80, <:X1 +pS- .E ,\;h;X1 + pS + .E ,\Jh;X1 + fJS., 
jEJ' jEJq 

(E Ã;b1X", + L >.;b1 ... Yil,) + ~s = LE (ÃJcJXA:), + E >.Jb;X.~~,J + rpS = 2: Ã;(cJXA: + 
jEJ' jEJ" jEJ1 jEJ" jEJ' 

pS) + L Ã;(b;X.IIp + pS). Assim, o eegundo somat.ório é uma combinação linear de 
jEJ" 

elementos de B 1 do tipo ( * * *) e o primeiro, é também uma combinação linear de 

elementos de B , por hipótese de indução. Portanto, c.Y1 + pS é uma combinação linE~ar 
00 

de elementos de B, e aseim B = U B1c é um sistema de geradores de SI pS como 
Ira O 

7l I p:ll- espaço \'et.oria.l. 

Pa.ra ver que B é linearmente independente tomamoe uma. combinação linea.t finita. do 
tn 

tipo 2).>-J~tb;XJc+pS) =O em SfpS. Então I: >.;1cbJXk =L >.iOa,+ I: I: >.;~cb;Xh+ 
j ,/;. j,k iEI t•l jEJ' 

(t,r)wl 
m ~ 

L; L; >.,iJcb; XIt = f"- f , para algum f E R[X]. Suponhamos f= L;d,Xl, com 
,_, j eJ" 

( 0\ , r)-r 

<4-. #o. 
laO 

Se n =O, então L À;oa; = cPo- do E pR. Isto implica que L .-\o(a; + pS) =O, de 
iEl iEJ 

onde resulta .À;0 =O, para todo i E J, pela. escolha dos elementos ai (i E 1). A pro\<-a 

está. completa neste caso. 
m 

Se n > O, comparando os termos de maior grau na igualdade E À;oa;+ EC E >.p,br,Y"+ 
iei · k=l jEJ' 

" n L 1\p,b;Xk) = (2:: drX1
) 11 - (L dJX1

) , obtemoo 2:: À;,.b;.\'711 = ~XnP, uma vez 
j€J 11 1:0 l=O je.f'' 

que m = np e port.ant.o a soma L ÀjlrbjX
11 não aparece neste caso. Segue daí que 

jEJ' 

L Àjmbi = ~ E RP íl L Rb; ;:;:; O, de onde resulta. ~ = O o que é uma contradição 
jEJ" jEJ" 

00 

com o fato de R não ~uir elementos nilpotentes próprios. Portanto, B = U B~c é 
k:O 

um sistema de geradores linearmente independente de S/pS, uno é, é uma base de S/pS 
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como ~~p~- espaço vetorial, como querlamoe II105trar. 

EXEMPLO 4.5: Seja F um corpo de característica p e S = F((X)) o corpo das 

séries formais sobre F, isto é, S é o corpo de fraçoe.s do dominio de integridade F[[ X]]. 
É fácil ver que S ={L ~Xi: a, E F, n E~}. 

·~ 
Consideremos o Z/pZ-tmbeapa~;o vetorial I = {L a,X' : a, E F} de S. Por 

·~1 
um cálculo semelhante ao do exemplo 4.1, obtemoo I = pi. É fácil ver ainda que 

S/ I ~ F[X-1] ~ F[t], onde t é uma indeterminada. sobre F. Mostraremos que 

SfpS ~ (Sji)jp(S/1) ~ F[t]fpF[t] e então podemos construir uma hase de SjpS como 

ZjpZ--espa.ço vetorial analoga.me.nte ao e.xe.mplo anterior. 

Seja f = L a,x• E pS. Temos fP - f - (~ a,x• + ~ a,x•)P - (~ a,x• + 
i>J i<O i>1 i<O 

L CliXt) = (L ~)f1)'- (L aiX') (mod p/). Logo. -pSj I~ pFp.·-1] . Segu~ daí que 
i>l i<O i<O 
- .§1.L - Plt-t~\ F[t]1 SfpS::::::: fiS{I ::::::: fiF x- ~~F t, como queríamoe moetrar. 

Vamoo dar agora. algullU\8 collBeqiiênciaa dos resultados obtidos neste capitulo. 

Dado [A, o] E Tn{R), uma extensão p"- cíclica de R, segue do corolário 2.2 e teorema. 
N-1 

2.1 que B = Au" é uma extensão [P-1- dclica de R, com grupo de Galois (ujB). 

É •·l 
fácil ver que se (A, u) ~ (A' ,u') então (B,ufB) ~ (B',u'/B'), onde B =_.te" 

n-1 

e B' = .4."'' Podemos então definir uma aplica~;ã.o '!/.• : T,.(R) -;. T,._1 ( R), pondo 

ti•([A.,a]) = [B,ujB] E Tn_1 (R), para cada [..t,u] E Tn(R). Denotando .k'n{R) = ke-r1j1 

e 'Y: K,.(R) c...;. T,.(R) a inclusão canôrúca, obtemos a seguinte seqüência exata: 

(4.6) 

Queremoo mostrar que K.,.(R) ~ T1(R). Antes porém, fare1Il08 algumas observaç~. 

Denotaremos por (E,.{ R) , p,.) o elemento neutro de T,.(R). Conforme parágrafo 5 
p"-1 

do capítulo II, E,.(R) = E9 Re,, onde {e,}o~·~p"-l é uma família de idempotentes 
i:O 

ortogonais cuja soma é um, e a ação de p.. é dada por p,.(e,) = e.;+l (mo<i "")· Pelo 

que vimas neste capítulo, sendo que o elemento neutro de w,.(R) é [O, .. . , O] , segue 

que (E,.(R), Pn1 ~ {R[X]f(X~~:- X), r,.), onde X = (X0 , ..• , X,._1 ) é um conjunto de 

indeterminadas sobre R e rn(x.) = x. + 1, com :t = (:to, ... , Xn-d e z, = X;+ (X .. -

X), O ~ i ~ n - 1. 
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Observemos que o ideal (X~~" - X) de R[XJ é igual ao ideal gerado por (Xg­

X0 , ••• , X~_1 - X,_t). De fato, seja I= (X""- X) e 1 = (Xg- X 0 , •• • , X!_1 - X,_l). 
E-ntão, X,.. -X = (XÕ, ... , X!_1 ) - (Xo, .. . , X,._1 ) = {Xõ, o, ... , O) - (X0 , O, . .. , O)+ 

(O, .Yf, . . . , ~\;_1 )- {0,~\1 , · · ·,~\,._t):: {O,.Yf, .. . ,.Y!_1) -{O,.Yt, ... ,~\,.-J) {~ J). 
Proceguindo este raciocúúo, obtem06 X,..- X= O {mod J), isto é, I Ç J. 

Reciprocamente, X,..- X :: O {mod I) , implica que X~~' = X (mod J) e con­

aeqüêntemente Xf = X, (mod I), o ~ i ~ n- 1. Portanto, (Xg- X 0 , ••• , X!_1 -

X.,-1) =O {mod I) e assim, 1 Ç I. 

Assim, escrevemos (En{R), Pn) ~ (R{Xo, ... , Xn-1]/(XÕ- Xo, ... , X!_1 - Xft-1), rft) 
onde r"(zo, ... , Zn-1) = (:r.o, ... , :r.ft-1) + 1 e :r.,= X;+ (.X&- Xo, .. . , X!_1- Xn-I), O~ 

i~ n- L 
Observemos também que K.,(R) é o conjunto de todos os elementos [A, o'] E T,.,(R) 

,.•-• 
tais que (B, uj B] = (En-1(R) , Pn-1], onde B =_.tu . 

Dado [C, '7] E T1(R), existe a E R tal que 61([0, '7]) = (aJ, isto é, C~ .R{~\1/(X"­

X- a) e -q{X + (XP- X- a)) = X+ 1 + (XP- X- a). Auim, associamos com 

[C, -q) E Tt{R) a classe (..1, u] E K,.(R) tal que 

{..l, u) - (R[X]/(X~~'-X-(O, ... , O, a), r) 

( 
R{Xo, .. . , Xn-1] ) 

,..... ( ,,, ,, , , , , , "-p "- ) • r 
."lo -."lo, . ..•• .,.,_:.? - .'l.,._:z, ""a-1 - ""-1 -a. 

onde T atua. da. forma r (zo , ... ' z,_I) = (:r.o, . . . 'Zn-1) + 1, com :r.; = xi + (X! -
, , , .·p , .. 't'P 't' ) 
.·\o , . . . ' .·\n.-2 - .·\n-:J, ~'\n-1 - .'\,_1 - a . Pode-se ver que a aplicação T1(R) - Kn(R), 

assim definida., é um isomorfismo. 

No que segue identificaremos K,.(R) com T1(R) via este isomorfismo. Com esta 

identificação, a seqüência ( 4.6) se torna equh-alente a seguinte seqüência: 

O seguinte resultado é claro. 

PROPOSIÇAO 4.8: O tJeguint.e diagrama é comutativo 

O ~ T1(R) 
! 81 

o - Wt{R) 
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onde I{'' : w1(R) - wn(R) é dado por so'([a]) = [O, ... , O, a], para. todo [a] E w 1(R) 

e ,fl: w,.(R)--+ W 0 _ 1 (R) é dado por ,P'([~, ... ,Cln-t]l = [ao, ... ,an-~], para todo 

[ao, ... , lln-1] E wn(R). 

COROLÁRIO 4.9: Com 8B me8II18.8 notações anteriores temOB: 

(i) Se TJ(R) =O, então T"(R) =O para todo n ~ 1. 

(íí) Se T1(R) ':/;O, então T,.(R) contém um eleme.nto de ordem f?. Neste caso a 

seqüência ( 4. 7) não cinde. 

Prova: (i) Se Tt(R) =O então, por (4.7), temos T,.(R) ~ Tn-t(R), para todo 

n ~ 1. Assim Tn(R) =O, para todo 11 ~ 1, segue por indução. 

(íí) Só temos que mostrar que se T1(R) ;f O então a seqüência (4.7) não 

cinde. Isto é claro pois se Tn(R) ~ T1(R) E9 T"_1(R), todo elemento de Tn(R) teria 

ordem aditiva divisor de pn-l ~ o que é um absurdo. 

Pelo teorema 3.2 EIXÍSte um elemento de ordem tfl em Tn(R), para n ~ 1. Nosso 

próximo resultado DOB a.u.xilia a encontrar tais elementos. 

PROPOSIÇÃO 4.10: Suponhamos que T1(R) é um ~fp7l~paço vetorial não 

trivial e seja a E R. E-ntão [a) tem ordem aditiva p em w1(R) se e somente se 
[a, a1 , . •. , a"_1] tem ordem aditiva. pn em w,.(R), para todos a1, ... ; a,_-1 E R. 

Prova: Se o = p"-1 [a ~ al ~ ... ! a,.-1) = v"-1([a! al, ... I Dn-tD = [o, ... ) o! a]. segue 

que (0, ... , O, a) = b"- b, para algum b = (bo, ... , bn-1) E ~Vn(R). Assim (0, ... , O, a) = 
(bo, ... , bn-1)\lr- (bo, ... 1 b,_l) = (b', 0)\lr- (b', O)+ (0, ... , O, ~-1)- (O , ... 1 O, bn-1 ). Apli­

cando o homomorfismo projeção canônica cp : H"',.(R) ---+ ~V,._1 (R), ao primeiro e ao 

último membros da igualdade acima, obtemos b'"- b' =O em H"'n- 1(R), isto é, bf = b, 

para todo O 5 i 5 tl- 2. Assim, (O, ... ,O, a) = (O, ... ,O, b~_1)- (O, ... ,O, b.-1) = 
(O, •.. , O, IJ!_1 - bn-1) e então a= b!-J - bn-1 E pR. 

Logo, se [a) tem ordem aditiva. p em w1(R), a~ pR e então p"-1 [a, Ch, ... , a,, _t] =/: O. 

Isto implica qu~ [a, a 1, ••• , a,._1] tem ord~m p" em w,.(R). 
Reciprocamente, se (a, a 1 .. • 1 ~-1] tem ordem aditiva fi' em wn(R), segue que 

pn-1[a,a11 .. • , a"_t] =/:O. Facilmente se verifica que [a] tem ordem p em w1(R). 

Apresentaremos a. seguir dois lemas. As respectivas provas serão omitidas para não nos 

extenderm08 demasiadamante. O leitor interessado poderá obtê-las em ([15], lema 1.2 e 

teorema 1.8(2), respectivamente). 
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LEMA 4.11: Seja. R wn anel JJt\Dl idt\Dlpotentes próprios ~ f (X) = XP - X - 1'0 E 

R{4\l Então f (X) é irredutível se e somente se f ( ,. ) :f O, para todo .,. E R. 

LEMA 4.12: Seja (A, u) uma pn- e.xtensão cíclica de R e R1 o anel fixo de A 

por (u~>). Então A é um corpo se e somente se R1 é um corpo. 

Com o awo'lio destes lemas, podemos provar o seguinte resultado, o qual caracteriza os 

elementos de ordem p" em Tft(F), quando F é um corpo de característica. p. 

PROPOSIÇÃO 4.13: Sejam F um corpo de característica p e a = ( ~ •... , "'--1.> € 

H'n(F) . Seja (A", r) a e.xtensão pn- cíclica canônica de F associada com a. Então as 

seguintes condições são equivalentes: 

(i) XC- Xo- ao E F{Xo) é irred.utivel; 

(ii) ..tA é wn corpo; 

(iii) (A4 , r] é um elemento de ordem p" em Tn(F). 

Prova; Segue do corolário 2.2 que A:"'= F{zo] ~ F[Xo)/(Xô- Xó- a0 ). Então a. 

equivalência (i) <:> (Ü) segue do lema 4.12. 

A equivalência (i) {:} (iii) é conseqüência do lema 4.11 e da proposição 4.10. Basta. 

observar que ao E pF se e somente se XC- X0 - a0 não p08sUÍ raízes em F. 

Como aplicação dos resultados anteriores obtemos a. seguir o grupo de Harrison do anel 

R/ pR onde R é um anel qualquer e pR é o ideal de R definido por pR = {pr. : r E R}. 

Este foi obtido por M. Ferrero e A. Pa.ques mas não está. publicado. 

Se R é um anel e p um número primo, denotam08 por ~Vn(pR) o conjunto de vetores 

de \Vitt de W,.(R) cujas compone.ntes estão em pR. St-ja ~V= p~V .. (R) + J.i'',. (pR) ç; 
J!Jl,. (R) o conjunto de todas as somas x + y, com x E plVn(R) e y E U1,.(pR), onde, 

como antes, pif'n(R) = {a~~:- a: a E lVn(R)} . 

Consideremos agora o anel fl = RfpR. Assim, ll é um a.nel de cara.cterístic:a p. 

Seja ainda, T"(fl) = T(7L/p~7L, .R). Temos então o seguinte 

COROLÁRIO 4.14: Com as mesmas notações acima., W é um subgrupo de 

1-V"(R) e T11.(fl) ~ l~~(R)fW. 

Prova: Consideremos a. projeção canônica. g : R - R. e sua extensão natural 

g: W,.(R) ~ Wn.(R). É claro que g comuta. com 1r. VejamOB agora que kerg = lt~(pR) . 
É e\idente que l·fn(pR) Ç kerg. Consideremos então a= (ao, ... , an-1 ) E kerg. Assim, 

O= g(a) = (g(ao), ... , g(a"_l)). Segue dai que g(a;) =O em R., para. todo O~ i~ n-1, 
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ou SeJa., a = (ao, ... ' a...-t) E H'" (pR). 

Consideremos ainda a projeção canônica g': IVn(R) ---.. wn(R) e seja 1,1 = g'og. Então 

1,1 : W"(R) ~ w.,..(R) é um homomorfismo sobrejetor e temoe w.,..(R) :: W"(R)/ket't,1. 
Vamos mostrar então que ktrY' = W ! o que completa a. prova. do corolário. 

A inclusão W Ç kery> é clara. Seja. a = (a0 , •• • ! a"_1) E ker;.p. Então Y'(a) = [õ] em 

w,.(R), iet.oé. g'og(a) = g'(g(a)) = [õ]. ]stoimplica.que g(a) E ket•g' = pWn(R). Assim, 

existe b E pW,.(R) t.al que g(a) = b .. -b. Agora., como g é sobrejetora.. existe b E Wn(R) 
tal que b = g(b). ~ta forma, g(a) = g(b)~- g(b) = g(b~- b), pois g comuta com ~. 

Porta.nt.o g(a- (b .. - b)) = O em W,.(R). Ist.o implica. que a- (b .. - b) E kerg = W.,..(pR). 
Logo, a E pH'n(R) + H',.(pR), o que mostra. que ke1'g Ç ~V. 

OBSERVAÇÃO: O fato de lt- !er um subgrupo d~ lt-"(R), pa.ra um anel qualquer 

R, é um pouco surpreendente! mas pode ser obtido também diretamente! independente do 

corolário anterior, como aplicação dos resultad06 do apêndice (Lema. A.l e corolário A.5). 

81 



APÊNDICE - ANÉIS DE VETORES DE WITT 

Introduziremos aqui os anéis de vetores de 'Witt sobre um anel comutativo A. O ca.so 

que mais nos interessa. é quando A é um anel de ca.racterlstica p, onde p é um primo. 

Contudo, começaremos por definir os vetores de Witt sobre um anel contendo o corpo dos 

racionais. Nesta exposição seguiremos D.J. Winter [20,apêndice \V] e P. Ribemboim [18]. 

Consideremos então um anel A. tal que t1J ~ A, onde (/} denota. o corpo doe números 

racionais. Sejam p um número primo e n um número inteiro positivo. Consideremos o 

anel comutativo {A'\+, ·), onde .-ltt = .-1 x .-1 x .. · x .-1 (tl fatores ), + e · são as 
operaçôe5 usuais de soma. e prod.ut.o, definidas componente à. componente. 

Consideremos agora. a. aplicação '!: An - An, definida. por -y(a0 , ••• , a,._1 ) = (ao, a~+ 
p' p 2 , .. -J ~J,._, ,,'l-1 ) d ( ) d pah <l() + JX11 + p a2, · .. ,ao + ].~Ul + "' + Jo' <ln-1 , para. to O ~~ • .. , an-1 e 

An. Do fato de p ser inversfvel em A segue que, para cada ( b0 , ••• , b,._1 ) E An, existem 

únicos a0 , • •• , an-l E .4. tais que: 

ao 
a~+ pa1 

como é fácil verifical'. Segue então que "'/ é uma bijeçcão. Logo, podemoe definir duas novas 

operações em ..tn como segue: Dados a= (<lQ, ... ,<In-1), b = (bo, ... , b"_1) E A", existe 

um único c = (eo, ... , Cn-t) E A'", tal que 1'( c) = I'( a)+ l'(b). Definim06 então at17b = c. 

De maneira. a.náloga, definimos a 0 b. Desta forma, as propriedades das operações + 
e · se transportam para as operações ~ e 0, via. a. aplicação )', como é fácil ver. 

Assim, (An, ~, <!:•) é um lUtei comutati"-o, o qual será chamado ANEL DE VETORES DE 

WITT SOBRE A , com respeito à p, e será denotado por ~V,(A). Observemos que a 

estrutura do anel H'n(A) foi definida de tal forma que a aplicação -y : H1,.{A) ~ _..tn é 

um isomorfismo de anéis. 

Da definição de tj] e <:!) segue fa.cilmente que 1 = ( 1, O ... , O) E J.iln(A) e O = 
(O , ... , O) E ~V,(A), são a. unidade e o elemeuto zero do anel ~V,.( A), respectivamente. 

Observamos ainda que se 1p: A~ A é um endomorfismo de anéis, então também o é 

rp• :A"' - An dado por rp•(ao, ... , Gn-1 ) = (..p{ao), ... 1 ~an-J )). Este último se extende 
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naturalmente a um endomorfismo rp- de U1,.(A), pois o diagrama abaixo comuta 

A" ~· A" .__,. ,-1 ! ! ,-1 
H',.(A) ,.·-____.., lF,.(A) 

onde 'P•• = ·y- 1 o 'P• o "I· Desta forma, se>••( ao, ... , CJn-t) = ('P{ao), ... , '{)(a..- 1)), para. 

todo (ao, ... , a...- 1 ) E J.f'"{A). Por simplicidade de notação, escreveremos rp em lugar de 

rp-

Dado a= (a0, ••• , On-1) E W,(A.), notaremos por [a<0>, ... , a<o-11] o elemento y(a) = 
,...P p .. -l ~....P .. - 3 

1 ) i " --. dad ( ) b (ao, uo+pa1 , ... 'ao + J.IUJ +·. ·+p"- an- 1 E . "l
11 

• .l\.88lm, 08 a= ao, ... ' <lrt-1 ' = 
(bo, ... ! b"_t) E l{i~(A.)! temoe ')'(a) = [a(o)! .. . ! a<"-11], ')'(b) = W01

! . .. ! b(n-1 )) e então 

[(a $ b )lO I, ... , (a $ b)ln-1 ~ = )"(a$ b) = ,.,(a) + ,.r(b) = [alO I, ... , aln-1)] + [b<OI, . .. ! b(D-1)l 

ou seja., (a+ b)(il ;:;; a<•> + b(i)! para todo O $i$ n -l. Analogamente! (ab)li l = alilbliJ! 

pa.ra. todo O $ i :5; n - 1. 

A paxt.ir de agora notarelll08 õ:P- e <,:) por + e ·, respecth.·amente, pois est.aremos 

sempre operando em J.f1, {A). 
Dado a = (<1<!, ••• ,a...- J) E ~Vn(A) , existem elementoe a,<0>, ••• 1 a,<•-l) E A tais que 

( { ~O) '"-
1

] • ~ b" - N t ao, . . . I a.,,_l) ::;; a •... I a . polS "'! e l.JeÇa<>. et!te CMO .emOI!I 

,(0) bé a =ao e tam m 
;.. O) _j)i _j)é-l . 

a = <ro + pco1 + · · · + p• a;, 1 ::$ i ::$ n - 1 

ou, equivalentemente 
_1{0) 

~=a , e 
Ui = 1/}i[a,(•l- (~~-~ + ~-~ + · · · + pi- laf_t)), 1 ~i$ n- 1. 

Vamos determinar agora, com auxílio das fórmulas acim.a., a.lgu.mas componentes de 

a+ b e ab. Sejam a = (ao, .. . , a,._1 ), b = (bo, ... , bn-1) E J.f'n(A), temos a+ b = 
((a+ b)o, ... , (a+ b)n- t) e ab = ((ab)o, ... , (ab)n-1) , onde: 

(a+ b)o =(a+ b)IO) =aiO)+ b(O) = 0o + bo 

(a+ b)I = 1/p[(a + b)(l) - (a+ b)~ = 1/p(a111 + b(l)- (ao+ bo)P) = 1/p(~ + pa1 + llo + 

p-d ~) t. . . . 
p~- fao + bo}P) = a1 + 61 + 1/p(~ + bg- (ao+ bo)") = a1 + 61-~ p%bô 

· P) 

onde ( ~ ) indica ao númeroo combinalórioo correopondenl<> e ~ € Z. poio i #- O. 

Da mesma maneira: 
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(ab)0 = aobo 

( ab h = t?obl + a1 lfo + pa.1 bt 
Poderíamos naturalmente tentar calcular todas as componentes de a+ b e ab, para. 

a, b E ~Vn(A), mas estes cálculos são muito difíceis. 

Obsen-amos que as duas primeiras componentes de a+ b e ab em ~V"(A) são 

polinômios com coeficientes inteiros nas componentes de a e b. Mostraremos mais 
adiante que todas as componentes de a+ b e ab em ~Vn(A) são dadas por polinômios 

com coeficientes inteiros. Estes polinômios serão utilimados para definir o anel de vetores 

de \Vitt sobre um anel de característica. p, pois neste caso, (A",+,·) não se.rá isomorfo 

à. (A." 1 ffi, 1:!) ). Antes porém, definiremos dois operadores que nos serão úteis no decorrer 

deste apêndice. 

Sejam 1r: ~Vn(A) ___. H',.(A), definido por lr(a) = atr = (t?o, ... , ~-J) e V : H',.(A)--+ 
H'"(A), dado por V(ao, ... , an-t) = (0, ao, ... , a,.-::.~), para. todo (ao, ... , an-1 ) E H',.(A). 
Estes operadores são chamados operador p-ésima potência e operador translação, respecti­

vamente. Convém observar que V o 1r = 1r o V, como é fácil verificar. 

Da. definição do opera.dor -:r segue que, se (ao, ... ,~_1 ),[a<0>, ... ,ah•-l~ E lVn(A), 

então temos ao= al01 e ali+l) = (a•)<'> + p'+1at+I • O~ i~ n- 2, como é fácil verificar. 

Observemos ainda. que, pa.ra a, b E A , onde A. é um a.nel qualquer, temos a = b 

(mod pr A) implica. a' = bP (mod p~+l A), onde r é um número inteiro positivo e 

p um primo qualquer. De fato, se a = b (mod p" A), então existe a' E A tal que 

a = b + pr a'. Assim, aP = (b + pr a')P = bP + t ( ~ ) ~·p;., a" = /:f+ p"+1a", onde 
i=1 \ 

a"= [,P-1 a' +É ( ~ ) r,p-ipir-{r+l)a'; E A. Assim, a= b (mod p"+1 A). 
i=2 \ 

Estamos em condições de provar o seguint.e 

LEMA A.l: Sejam a= (ll(), ..• , lln-J), b = (b0 , .• . , b.,.-1) elementos de ~V .. ( A), e 

seja j >O e O ~ k ~ n- 1. Então a.s seguintes condições sã.o equivalent-es: 

(a.) a, E b, (mod piA), O~ i~ k 

(h) a<•> = bli l (mod pHi A) , O S: i S: k 

Prova: Faremos a prova deste lema por induçã.o com respeito a k. Para k =O a 

equivalência é trivial. 

Para mostrar que (a) implica (b ), !aremos a seguinte hipótese de indução: Suponhamos 

que a.= b, (modptA) (O~ i~ k) implica ali)= blil (modpi+i.4.) (O~ i~ k). 

Temos que mostrar então que se a; = b, (mod piA), O~ i ~ k + 1 então a!lt+ll = b(!.+ll 
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(mod pi+k+l A). 

Suponhamos então que a; - b; (mod pÍ A), O ~ i ~ k + 1. Segue daí que af = bf 
(mod pi+l A), O ~ i ~ k + 1. Como af = (a~~'), , para todo O ~ i ~ n- 11 decorre da 

hipótese de indução que (a•)<•> = (b•)<•> (mod pi+'+lA), O 5 i 5 k. Assim, alk+l)­

b(.lr+ll = (ar)IM)- (b''')(k) + }1'+1(alc+l- blc+l) = ~+1 (a.J.+1- bM+l) = O (mod pi+JJ+1A), 
como queríamos provar. 

Para provar a. recíproca, faremos a seguinte hip6tese de indução: Suponhamos que 

a(iJ = b('J (mod pi+' A), O ::; i ::; k, implica at = b, (mod piA), O ::; i ::; k. Para. 

mostrar que (b) implica. (a), analogamente ao a.n1.erior, basta moe1ra.rmoe que a{i) = b('1 

(mod pi+'..t), O::; i 5 k, implica ak+J = bk+l (mod piA). 
Suponhamos então que a(il = b(") (mod pi+'A), O ::; i ::; k + 1. De alil = b(il 

(mod pi+'_.t), O < i < le, segut' por indução que a, = b; (mod piA), O ~ i ~ le. 

Isto por sua vez implica que af := bf ( mod pi·t1 _.l ) 1 ou St'ja, temos (a~~"), := (b~~"), 

(mod pi+1 A), O::; i=:; k. Da.primeira.pa.rtevemque (a•)<'> = (b11'_){i) (mod pi+'+1 A), O::; 

i 5 k. Agora, como a{lt+ll - b(Jc+l) = (a•)(JcJ - (b•)(JcJ + ]1t+1(ak+l- b~+d, segue que 
....k+l( ) "+k+l • . . 
p · ak+l- h .r.+ I E P' A, ou seJa, a.r.+I -bk+l E p1 A. Isto é, a~+l = b.lr.+l (mod P' A), 
o que completa. a. prova. do lema.. 

No que segue, E denotará o anel dos inteiros, E[Xo, . .. , X;; l'õ, .. . , lj] denotará 

o anel de polinômios na.-; indeterminadas X = (X0 , ••• , X;) e Y = (}~, ... , lj ), O < 
j ~ n- 1, com coeficientes inteiroe e (X0 , •• • , X;;}~, .. . , }~- )~{X0, ••• , X;;}~, ... , }~·], o 

ideal ge.rado por {X o, ... , X;; l'ó, ... , l'j} no anel X[Xo, . . . , X;; l'ó, ... , l'j]. Com estas 

notações, t.emos o seguinte: 

TEOREMA A.2: Sejam X,.,}:, O 5 r, s ~ n -1, indeterminadas sobre 7L. Então 

existe polinômios si, mi E (X0 , •• • 1 Xjj l~, . . . , lj)Z[X0 , ••• 1 Xj; l~, ... , lj], O~ j ~ 11-l, 

unicamente determinados, tais que: 

(a) tp'"(.siJP;-i = (t,Jxf'-i) + (tp'·l~p>-i), O~ i~ n-1. 
J=O 1=0 1:0 

~ 1-J (~ . •-J) (" . . 1-J) (b) ~(m;)P = ~p'Xj Lj = o•pYf , O~ i~ 11- 1. 
;:0 J::(j 

Nota: Observemos que estes polinômios Bj, mi, O $ j 5 n- 1, se existirem 

aã.o exatamente as componentes de X + }' e XY, para X = (X0 , ••• , Xn-l ), Y = 
(ló, ... , Yn-1) E ~'n(.Z[Xo, .. . 1 Xn-1; Yo, ... , Yn-1]). Logo, estão unicamente determina-

dos, pois ''i : ~Vn(~(Xo, ... , Xn-Ji l'ó, ... , }~_t]) - (7L[Xo, ... 1 Xn-1; ló, ... , Yn-l])n é 
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uma bijeção. 

fkcorre ainda destas f6rmulas que a i-ésima componente de X+ Y e XY em 

W,.(Z[X0 , •• • , X,_1 ; 1~, ... , 1:_1]), O ~ i ~ n - 1, se escreve em função da i-é.sima 

componente e das componentes anteriore-.s de X= (X0 , •.• , X,._1 ) e de Y = (1'0, ... , }~_1) . 

Prova do Teorema A.2: Vamos fazer apenas a prova de (a), a qual será feita por 

indução. A prova. de (b) é inteiramente análoga. Temos que mostrar apenas a e.xistência 

destes polinômios, uma .. -ez que a. unicidade já está clara.! pela. nota. acima. Para tal! consi.­

de-.remos X = (X0 , ••• , X,._1), Y = (10, .. . , r~-~) E if',.(zt(Xo, ... , X,.-1; rõ .... , 1:-1]) e 

seja h = (X0, ••• , X~; l'õ, ... , 1'k)zt[X0 , ••• , Xk; ió, ... , rk], O ~ k ::; n- 1. 

Para k =O, (a) se torna so = X 0 + YÕ, o qual é evidentemente um polinômio em lo. 
Suponhamos que s, =(X+ Y); E I,, O~ i~ k, para algum k ~ n- 2. Mostraremos 

que SJ.+l =(X+ r')k+1 E Jlc+t· 

Temos: 

(( , , 1r)-;:)· _ ( t.• "L')P _ ( ·{ t.• '' ··1r 1T.))P = ·( t.•p ''P•}rp "L'P) = -·~ + • - _.,_ + .l f - s • .. ,.o,· · · 1 -"'" o, .. ·' • - s, "'"'O 1 .. • 1 ·"'i , O , .. · ' .l f -

(X"+ Y"); (mod pJ,), O ~ i ~ k. Segue do lema anterior que ((X + Y)")(1) = 
(X" + Y" )<'1 (~od p;+l I,), O ::; i :5 k. Em particular te:rnoo ((X+ Y)" )<~> = (X" + Y")1k 1 

(mod plf+l h). 
Por outro lado, (X"+ Y")lkl = (X")(Jc l+ (Y")<~> = x<k+t l+ ylk+t l -pk+1(X11+1 + }í.-+1). 

Logo, (X"+ 1'"")(.1'1 = X{k+l) + r ·{J..+tl = (X+ Y){k+l) (mod [1'+1 h+1). Então, temos 

1'+1(X+Y)k+l =(X +Y)1k+l)_((X+Y)")1k 1 =O (mod ~+liJc+l)• outK'j~ (X +Y)k+I = 
811+1 E h+1, como queríamos mostrar. 

COROLÁRIO A.3: Seja A um anel comuta.t.ivo contendo o corpo doo racionais. 

Sejam a= (<1<l , ... , <ln-J), b = (bo, ... , bn-t) E if'n(A). Então: 

a+ b = ( so( ao, bo ), s1 (ao, a1; bo, b1), ... , Sn-1 ( <1{) , . .. , Cln-1i bo, .. . , bn-1)) 

ab = ( mo(ao, bo), ml (ao, a1; bo, b1), .. . ! m ,._l( ao, ... ' a,.-1; bo, ... ! bn-1)) 

Prova; As equações do teorema anterior continuam válidas, se substituirmos X = 
(X o, ... , Xn-1) e Y = (l'Õ, ... , 1~-t) por a = (ao, ... , an-1) e b = (bo , .. . , bn-1 ), respecti­

vamente. Basta considerar o homomorfismo de anéis cp: Z[Xo, .. . , Xn-1 i 1-õ, . .. , 1";.-1]­

A, dado por cp(X;) = a;, cp(l:) = b;, O ~ i ~ n- 1, e aplicar sua exte.nsão natural 

cp: ~V .. (Z[X0 , .. . , X .. -1; :1-~ , . .. , 1: -1] - J.i',.(..l). 

Seja agora A. um anel comutativo qualquer cuja característica é zero. Consideremos 

B = ..1.3!!-{0} o anel de frações de A, com respeito à Z- {0}. Nestas condições, temos 
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o seguinte diagrama.: 

onde as setas verticais significam as inclusões Z ~ A e (/} '--" B, respectivamente. 

Logo podemos supor sempre que A está contido em algum anel que contém o corpo dos 

raoonalS. 

Consideremos o homomorfismo inclusão canônica. A'-+ B e erlendemoa à H'n(A) '-+ 

li'n ( B). Dad06 a = (ao, . . . 1 a,..-1 ), b = ( bo, . . . , bn-1) E ~Vn( A), facilmente se vê que 

s;(ao, . .. , a,; bo, . . . , b;), m;(ao, . .. , a,; bo, ... , b;) E ~Vn(A), para todo oS i S n-1. Nosso 

próximo resultado é cla.ro e mOBtra. que H',.(A) é também um anel comutativo. 

COROLÁRIO A.4: Seja A um anel comutativo de característica zero. Sejam 

a = (ao, . .. , an-l ), b = (bo, ... , bn-1) E ~Vn(A). Então: 

a+ b = ( So( ao, bo), S1 (ao, OJ j bo, b1), ... , Sn-1 (<li), ... , an-1; bo, .. ·, brt-l)) 

ab = (mo{ ao, bo), m1 {ao, a1; bo, b1), ... , m,._l( ao, ... , a,.-1; bo, ... , b,._l) 

Em particular, H',.(A) é um subanel de ~V,.(B). 

Ainda., da prova do teorema anterior e do lema A.l temos o seguinte 

COROLÁRIO A.5: Sejam a= (GtQ! ••• 1 an-1), b = (bo, ... , bn-1) E W~a(A). Então 

temos ((a+ b)~~") 1 = (a~~"+ blr); (mexi pA) e ((ab)~~"), = (a~~"b~~"), (mod pA), para O S 
i~n - 1. 

Resumindo oe resultados anteriores, temos o seguinte 

TEOREMA A.6: Seja. A um anel comutativo de característica zero. Então 

H',.(..!) é um anel comutativo. Dados a= (ao, ... , a,._1) , b = (b0, • • • , b,._1 ) E H',.(..l) e.ntão 

as componentes de a+ b e ab em H',.(J.), são dadas por polinômios com coeficientes 

int.eiros calculados em ao , . .. , ar~-li bo, ... , b,._l· 

Antes de definirmos oo anéis de vetores de \Vit.t sobre um anel de caraderímica p, 

veremos algumaB propriedades doe operadores 7t' e V definidos anteriormente. 

PROPOSIÇÃO A.7: Seja a= (ao, ... , a,._1) E H'~a(A) , Então i'(V1(a))-

Prova: TemOI!I l·(a) = (0, ao •... , a-,._2) = [a~0> , .. . , aJ"- 1>], onde: 

a.,t•> = o 

87 



,<•-1) • - 1 _j:) .. -:: 1 . _p•-!: _ _p•- J. 2 . 2 
a = oP + pcr1 + · · · + p"- ~-:1 = p( cro + Jll'1 + · · · + p"- a"-2) = pa"- . 

Ou seja, '"t(V(a)) = [O,pa1°l, ... ,pa<"-21]. Agora, iterando i vezes obtem06 o resultado 

desejado. 

COROLÁRIO A.S: Sejam a~ (Qa, ..• , Ot.-1). b:: (bo, ... , ba-1) e Wa(A_). En1io 

V( a+ b) = V(a) + V(b). 

Prova: Temoe a+b = ((a+b)0, ••• , (a+b),.-1) = ,-1([(a+b)(0)! ... ! (a+b)(n-l)_)]. Re­
sulta da proposição anterior que '"t(V(a+b)) = [O!p(a+b)1°l, ... ,p(a+b_}{n- 2)] = [O,p(a<0>+ 
b(o).), •• • , p(al11-2)+b<"-2)] =[O, paiOl, ..• ,pa(n-21]+[0, pb(o), ••• ,pb<"-2~ = )'(V{a).)+"t( V(b)). 

Agora, como ,..,. é um isomorfismo de anéis, segue que .oy(V(a))+.oy(V(b)) = .oy(V(a)+ V(b)), 

de onde segue que V(a + b) =V( a)+ V(b). Assim, o corolário está. provado. 

Dado a E A, notaremos {a} = (a, O, ... , O) E ~Vn(A). Assim, temos 1'({a}) = 
(a, aP, . . . , aP·-']. Segue da prop06ÍÇào A.7 que '){Vi({ a}))= [0, ... , O, p•a, ... ,.tfaP"-'-1], 

para O ~ Í ~ 11 - 1. Desta forma, para cada a = (ao, ... , an-1) E ~Vn(A) e b E 
11-1 11-1 

A, temos a= L:V;({a;}) e {b}a = (ba0,b1'a1 , ... ,bP·-•an-1 ) = L:v'({lla.}). De 
;.o i•o 

n-1 n-1 
L_ ~ ·( r.ri({ ·})) _ ~(O O i . i _J)•-i-l] _ [ (0 ) (n-1)1 , fá.ciJ' J.a.to, ~ 1 v a; - LJ , .•. , , p Oi, •.. , p ~ - a , ... , a · J1 como e 

i::O i•O 
n.-1 

vE~ri.fica.r. Assim, 2:Vi({a.}) =a. Ainda, -y({b}a) = [b,bP, ... ,bP,._1][al0'l, ••. ,a("-1~ = 
i =O 

[ba(o),bFa<l), ... ,bJ'"-'cl"-1)]. Logo, {b} = (baQ,bPa1 , .... bP"- 'an-d1 como é fá.dl ver. 
n-1 

Logo, {b}a =L 1 -;({lf;a~}) . 
t=O 

Dados a= (ao, .. . , a,._1),b = (b0 , ... ,b,._t) E ~V .. (A), cfuemos que a e b sao 

elemen1os disjun106 sempre que, para cada. O ~ i ~ n - 1, t.emoo: ou a; = O ou b; = O. 
Resulia daí a seguinte 

PROPOSIÇÃO A.9: 

elementos disjuntos. Então a+ b = (ll() + bo, . . . , a,.-1 + b .. - 1)· 

n.-1 tt-1 n-1 n -1 

Prova: Temos a+b =E Vi({ a;})+ E V'({b;}) =L v·i({at}+{b;}) =L v·i( {a,+ 
i:O i:O i=O i::O 

b,}) = (Cl() + bo, . .. , On-1 + bn-t), como queríamos mostrar. 
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Finalmente, dado X = (Xo, ... 'xft_l) indetenninadas sobre 7l, COI18Íderemos o 

anel de polinômios a n indeterminadas 2Z[~\l = 2Z[X0 , ••• , X.,_1). Obseivemos que 06 

polinômios (pX); e (V(XIf)); (O $ i $ n- 1) p06Suem coeficien~ em JZ. Assim 

lemos o seguinte 

PROPOSIÇAO A.lO: Com as mesmas notações acima, (pX_>, = (V(X .. )_), 

(mod pZ[ .. \1), para todo O ~ i ~ n - 1. 

Prova: Sabemos que (pX)<•> = px<•.l = p(X"'(i- t> + pi.X1) = px..<•-1
> = l.(X"')(i) 

(mod p'+1~[X]). pa.ra t.odo O:$ i:$ n -1, pois l.(X"')í.') = pX..<'-1
), pela propoeição 

A.7. Então segue do lema A.1 que (pX); = (V(XIf)), (mod p2Z[X]), O < i ~ n- 11 

como queríamos provar. 

Consideiemos agora um anel A de característica p. Seja H''n(A) = {(0(), ... , ~-1) : 

fli E A,O ~i~ n -1} e tomemos a= (ao, ... ,a...-1) e b = (bo, .. . ,bn-1) em H"T,.(A). 
Seja 2Z[X, Y] := JZ(X0 , • •• , X"-1 ; 1~, ... , 1'~-1) o anel de polinômioe nas indeterminadas 

X = (Xo, .. . , Xn-1) e Y = (1~, ... , Y .. -1 ). Seja ainda cp : tVn(~[X, 11) - tVn(A) o 

homomorfismo induzido por X,,_.. ai, }: ,_.. b,, o 5 i~ n- 1. Sabem06 que: 

XY = (mo(Xo, Yo), ... , ffin-t(Xo, ... , Xa-t i }~, .. . , }~-1)) 

em H''n(.~[X, }l)· Definimos então a + b e ab \'Í.a '{J, como segue: 

a+ b = (sõ( <lo 1 bo), · .. , Sn-_1 (ao,···, <In-li bo, .. · 7 bn-Il) 

ab = ( tfio(ao , bo), ... ,-n~-1 (ao, ... ! ~-1; bo, ... 'bn-1)) 

em H''n(--1), onde .f;( ao, ... ,~; b0 , ••• , b;) , rii;(ao, .. . , <In-i; bo, ... , b .. -i) são as expressões 

obtidas dOB polinômios s; , m; do teorema A.2, respectivamente (o ~ i ~ n - 1), 

substituindo-se cada coeficiente inteiro por seu correspondente em :tt jp~. Desta form~ 

(tVn(A), +, ·) é um anel comutativo, chamado ANEL DE VETORES DE \VITT SOBRE 

A. De fato, sejam X= (Xo, . .. , X~-~), Y = (ró, ... , }~-~) e Z = (Zo, ... , Z~-~) indeter­

minadas sobre ZZ. Seja o anel :tt[X, 1~. Z] = Z(Xo, ... , X~-1 i r~, ... , r;.-1 i Zo, ... , Z,.-1] · 
Definindo-se então o homomorfismo '!jJ : if' .. (Zl[X, Y, Z]) ~ U'"(A), por 1/J(X) = 
t,lo(Xo, ... , Xn-1) = (ao, ... , On-1) = a, t,b{}.) = (1";,, ... 1 1:-1) = (bo, ... , bn-1) = b e 

t/.•(Z) = 'f/1{Z0 , ••• , Z,._1 ) = (c0 , .•. , c,_1 ) = c, onde a, b, c E W,(--1), podemos observar 

que as propriedad.e.s de anel comutativo de ~V,.(:tl[X, Y, Z] induzem propriedades análogas 

em. H''n(A), via o homomorfismo t/.•. 
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Aind~ no caso de A. ser um anel de ca.raderística p todas as congruências acima se 

tornam igualdades. Assim, temos a seguinte 

PROPOSIÇÃO A.11: Seja A um anel de característica p. Então, (a + b )r = 
ar +br (ab) .. = a .. b .. e pa = V( ar), para. todos a, b E W .. (A). Além d.i86o, pia= Vi( ar') . , . . . . 

Queremos mostrar agora. que o anel primo de lV,.(A) é lV,.(2Z/p2Z) ~ 7.Zjpa 2Z. 

Para tal, corusiderelll08 o homomorfismo -.p : Z - 'Vn(A), dado por cp(m) = m1 = 
1 + · · · + 1 E H'n(A), para. todo mE 2Z. Então lm cp é o subanel primo de H'nCA). 
Como p"1 = V"(1) = o e pi1 = v•(1) ~ o, para todo O 5 i 5 n - 1, segue que 

çc(l) tem ordem aditiva pn, de modo que Im tp possui p" elementos. Agora, como 

lm cp Ç H' .. (E/pZ) e 'V .. (2Z/p2Z) possui p" elementos, segue que lm tp = lV .. (.E/pZ) 

e portanto H'n(7.Zfp7.Z) ~ 2Zfp2Z. Assim, temos o seguinte 

TEOREMA A.12: Seja A um anel comutativo de característica. p. Então lVn(A) 

é um anel comutativo tal que para todos a, b E lVn(A), as componentes de a +b e ab em 

~' .. (..!) são polinômios com coeficientes em Z/pZ. Além disso, 1f: lV,.(..l) _. ~' .. (..!) é 

um homomorfismo de anéis e o anel primo de lV"(A) é 'V .. (2Z/p2Z) ~ Z/p"2Z. 

Para finalh:ar este apêndice, mostraremos a seguinte 

PROPOSIÇÃO A.l3: Seja. A um anel de característica p e a= (ao, ... ,a,._1 ) 

um element.o de 1-V"(A). Então a é im·ersfvel em lf""(A) se e somente se ao é inversfvel 

emA. 

ProVB.! Suponham08 que a = (OQ, •.• , ~-1 ) E lV .. (A) é inversível em U'"(A). 

Então existe b = (b0 , ... , b"_1 ) E lV"( A) tal que ab = 1. Logo, aobo = 1 em A, isto é, 
, . " I t 

~ e mverstve em .-1.. 

Para provar a recíproca, observamos que dado um elemento c= (eo, .. . , Ct.-1) E ~',.(..!) , 

e.xiste uma extensão B de A e um elemento b E H'"(B) tal que b~ = c. De fato, basta 

tomar B = A(_\1/(Xr- c)= ..t[zJ, onde z =X+ (X• - c) e X = (X0 , •.• , X"_1 ) é um 

conjunto de indeterminadas sobre A. Tomando b =:r, temos btr = :llt' =c em U'n(B). 

Além disso, se b = (bo, ... , b,._1 ) E ~Vn(A) é ta.l que bo =O então b = V(c) para algum 

c E W,.(A). 

Suponhamos então a = (ao, ... , a,._1 ) E ~' .. (A), com a0 inversível e.m A. Seja. 

b = Caõ\ O, ... , O) E ~Vn(A). Temos 1 - ab = d = (O! d1 , ... , dn-d E Wn(A.). Então 

existe algum c E 1-f',.(A) tal que d = V(c). Seja. B a. extensão definida. a.cim.a. e 
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c' E U-7n(B) um tlt>ment,o tal que c'r = c. Então, d" = (V(c))" = 1-(c) . .. 1-(c) = 
V(c'r) ... V(c'r) = 1-n((c'").:") = o em Wn(B). Como W,.(A) <--.. Wn(B). segue que 

cJn =O em U1,.(A). Logo, d = 1- ab é um e-le-mento nilpotente de U1
11 (A.) e portanto 

1-d é inversível em U'n(A). Mas 1- d = 1-(1- ab) = ab. Isto completa a prova da 

proposiçã.o. 
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