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Resumo:

Nesta dissertagio estudamos extensdes p"— ciclicas de um anel comutativo R de
caracteristica p, com p primo, via vetores de Witt. Além disso, damos uma descrigéo do
Z[p" Z-médulo T, (Z/p"Z,R) das classes de isomorfismos de extensdes p"— ciclicas de
R.

Abstract:

In this dissertation we study cyclic p"—extensions of a commutative ring R of charac-
teristic p, where p is a prime integer, via Witt vectors. Moreover, we give a description
of the Z/[p" Z-module T.(Z/p*Z,R) of the isomorphism classes of cyclic p”-extensions
of R.



Indice

Capitulo I : Preliminares

§1 = MOAUIOB « - - v e eee e e e e 3
§2 - Médulos Livres, Médulos Finitamente Gerados e Médulos Projetivos ........... 5
§3 - MSdulas Geradores ....o.vvvrvnren vt ettt i e 10
§4 - Produto Tensorial de Médulos ...... ... il 12
§5 = ABEDEAS ...\ttt r et e et et 19
§6 - Algebras SEPATAVEIS . .....ueuretisssersersenntonntan e e e aa e ans 21
§7 - A FungBo TIBCO - ottt i ittt e e 27

Capitulo II: Teoria de Galois de Anéis Comutativos

§1 - Extensbes de Galols de Anéis Comutativos ........... oo, 32
LA =3 1) ») o 2 P 43
§3 - O Teorema Fundamental da Teoria de Galois de Anéis ....................... 47
§4 - Homomorfismo de Extensdes de Galois ............... ..ol 52
85 - O Grupo de Harrison ..........cooiiii i 56

Capitulo: Extensoes de Galois de Anéis de Caracteristica p

81 - ExtensOes p-Clelicas .. ...ttt e 61
§2 - Extensdes pm—clcHeas ..o i e e e 64
§3 - Classificagao das extensdes p"—ciclicas .......... .. ..ot 69
§4 - Exemplos & COnseqUEncIas ... ..uvuiatntteninn et tanar et aanarnnanas 73
5 <) 1o Lo O 82



INTRODUGAO

Em [3], M. Auslander e O. Goldman introduziram a definigio de extensio de Galois
de anéis comutativos. Posteriormente, S. U. Chase, D. K. Harrison e A, Rosenberg [5]
desenvolveram uma teoria de Galois para anéis comutativos. Neste trabalho eles obtém
varias condigbes equivalentes que definem o conceito de extensdes de Galois de anéis e
obtém ainda um "teorema fundamental” (teorema I1.3.4), o qual generaliza, para anéis, a
cléssica correspondéncia de Galois conhecida para corpos.

Ao mesmo tempo,D. K. Harrison [12] mostrou que conjunto das classes de isomorfismos
de extensdes de Galois de umn anel R, cujo grupo de Galois € wum grupo abelianc fixo G,
¢ também um grupo abeliano, chamado grupo de Harrison T(G, R).

A partir destes primeiros trabalhos mencionados acima, muitas pesquisas foram desen-
volvidas com a objetivo de estudar as extensdes de Galois, suas propriedades, sua estru-
tura, o grupo de Harrison de um anel. Em particular, mostrou-se que o grupo de Harrison
T(G, R) é determinado completamente se é conhecido o grupo de Harrison T(H, R), para
cada grupo ciclico finito H. Esie fato motiva o estudo das extensodes "ciclicas”, isto &,
extensdes de Galais cujo grupo de Galois é ciclico.

O objetivo desta dissertacio é o de estudar extensées de Galois de um anel comutative
de caracterfstica p com grupo de Galois ciclico de ordem p*, pata n> 1. Ocaso n= 1,
foi considerado por T. Nagahara e A. Nakajima em {15]. Neste trabatho eles determinaram
completamente a estrutura das extensdes de Galois com grupo de Galais ciclico de ordem
p, de um anel comutativo de caracteristica p. Posteriormente, o prépric Nakajima [16]
aproveitou estes resultados para obter o grupo de Hazrison para este caso.

O caso geral, isto ¢, extensbes de Galois efclicas ¢com grupo de Galois de ordem p* de
um anel de caracteristica p, fol estudado inicialmente por T. Wyller [21] e C. Greither {9].
Mas sé resultados parciais foram obtidos. Ainda, os métodos utilizados por estes autores
sd0 métodos cohomoldgicos, o que torna a leitura do trabalho fundamental de Wyller uma
tarefa muito dificil.

Os resultados gerais sobre estruiura e classificaghio das extensdes de (Galois ciclicas de
ordem p" de um anel de caracterfstica p foram obtidas por M. Ferrero, A. Paques e A,
Solecki, em [7] e [8]. Estes trabalhos tem ainda a vantagem de serem desenvolvidos através
de métodos mais diretos que oa de Wyller e Greither,

Nestes ftltimos trabalhos citados, mosira-se gque toda extensio de (alois ciclica de or-

dem p" é um cerio quociente de um anel de polindmios a virias indeternmnadas, e re-



ciprocamente. Estes resultados sio aproveitados para descrever completamenie o grupo
de Harrison em tais casos. Uma descrigio de tal grupo é obtida em [8], utilizando veto-
res de Witt, generalizando assim a teoria cldssica de Artin-Schreier-Witi, para corpos de
carateristica p.

No capitulo | apresentamos alguns resultados que sio pré-requisitoe para a leitura do
que segue, tais como mddulos, dlgebras, produtos tensoriais, etc.

No capftulo II sio apresentados 08 resultados de Chase, Harrison e Rosenberg, funda-
mentais em todo trabalho sobre teoria de Galois de anéis. O §1 contém o teorema que
caracteriza as distintas formas eguivalentes da definicio de extensdes de Galaois de um
anel comutativo{teorema II.1.6}, a qual generaliza a definicio para o caso de corpos. No
§2 apresentamos alguns exemplos de extensdes de Galois. O §3 ¢ dedicado ao teorema
fundamental{teorema I1.3.4.), 0 qual mostra que existe correspondéncia biunivoca entre
aubgrupas do grupo de Galaia e certas subalgebras da extensdo. O §4 & destinado a algn-
mas propriedades dos homomorfismos e automorfisinos de extensdes de Galois. Finalmente,
10 §5 introduzimos o grupo de Harrison de um anel comutativo R sobre um grapo abe-
Hano (. Neste caso, por simplicidade, optamos por provar o teorema principal desta
sessdo (teorema [[.5.2) somente para grupos ciclicos, pois este é o caso considerado em
nosso trabalho.

O capitulo II expde os resultados fundamentais desta dissertagio, segundo {7] e [8],
considerando extensdes de Galois ciclicas de ordem p" de um anel de caracteristica p.
No §1 estudamos , como introdugdo, as extensdes ciclicas de ordem p, de acordo com [15].
No §2 provamos que toda extens&o de Galois de um anel comutativo de caracteristica p
com grupo de Galois ciclico de ordem p™ ¢é um certo quociente de um anel de polinGmios
R[X,, ..., X,-1] ereciprocamente. No §3 obtemos umna repregentagao do grupo de Harrison
T{Z/p"Z,R) como um quociente do grupo aheliano (W.(R),+), onde W,.(R) & o anel
de vetores de Witt sobre R. Desta representagio segue que T(Z/p"Z R} é um Z/p"Z-
moédalo livre, determinado basicamente pela estrutura de um grupo guociente de K, isto é,
por {R/pR,+), onde pR = {#¥ —»:r € R} (Coroldrio II1.3.3). No §4 alguns exemplos,
complementos e algumas aplicacSes sfo apresentiados.

Em um apéndice, apresentamos os velores de Witt e snas principais propriedades, fun-
damentais para a compreensac dos resultados apresentados no capitulo III.

Finalmente, observamos que uma citacio do tipe 1.3.2 significa o segundo resultado do
§3 do capitule I, enquanto que uma citagio do tipo 3.2 significa o segundo resultado do §3
do capitulo que esta sendo lido.

(8]



CAPITULO 1 - PRELIMINARES

Neste capitulo apreseniaremos uma série de resultados da teoria de modulos e Algebras,
que serdo necessdrios & compreensio deste trabalho. Alguns resultados nao serio seguidos
da respectiva prova, para nio nos alongarmos em demasia e por serem resultados suficien-
iemente conhecidos. No entanto, o leitor interessado podera recorrer a bibliografia indicada
oportunamente,

Todos 0s anéis aqui considerados possuem unidade e nio serio necessariamente comu-
tativos. Se R C S ¢ uma extansio de anéis entdo vamos sempre supor que R e S tem
a mesma unidade. Suporemos ainda que todo homomorfismo de anéis enviz a unidade na
unidade.

§1, MODULOS

Seja R um anel, Um R-MODULO A ESQUERDA M ¢ um grupo abeliano aditivo,
no qual esti definido uma aplicagho R x M — Af, por (r,m) — #m, para cada
(r,m) € R x M, chamada operagio externa do R-médulo, satisfazendo as seguintes
condi¢es:

(i) »(+'m)=(r')m;

(il) r(m+m')=rm+rm'

(i) (r+rfm=rm+r'm;

(iv) lgm = m.
para todo rr' € R, m,m' € M.

De forma analoga, podemos definir um R-médule M i direita, se considerarmos a
operagdo externa M x R — M, dada por (m,?} — mr, para todo (m,r) € M x R.
Porém, escreveremos M ¢é um H-mddulo para dizer que M é um R-médulo & esquerda,
salvo mensao explicita em contrério.

Vejamos agora alguns exemplos:

(a): Se R é&um corpo, entio um R— médulo ndo é nada mais que um espago vetorial

sobre K.
(b}: Todo grupo abeliano G é um Z- -médulo, definindo-se a operagio exierna de

maneira natural, como segue: Para cada n € Z, g € G, temos:
ng=g+-++¢ (n vezes)se n> 0
ng:(-—g)+..o+(—-g) (n‘u’ezeslse ﬂﬁo:



O0g=0.

(c): Qualguer anel R é um méddulo sobre si mesmo (& esquerda ou i direita)
considerando-se a prépria multiplicaciao do anel como operagido externa. Mais ainda, todo
ideal de R é um mddulo sobre K.

Seje M um R-médulo qualquer. Dizemos que ¥ € M é um R-SUBMODULO de
M, se N éum R-mobdulo com as mesmas aperactes de M, isto é, N ¢é um subgrupo
aditivade (M,+) e »n€ N, paracada r€R e n€ V.

Sa N, e N, sio dois submddulos de M, entioo conjunta N, + AN, = {n, #n,:n, €
Ny,ng € No} € também um R-submédulo de M, denominado SUBMODULO SOMA
de N, e AN, .

Seja N; um R-submdédulo de M. Se existir um R-submédulo N; de M tal que
Ni+Ny=AM e Nyn N, = {0}, dizemos que M ¢ uma SOMA DIRETA de N, e N,
¢ representamos por M = N; @& N,;.  Neste caso, dizemos também que N; ¢ N, sio
R-somandos diretos de M.

Se M e M s8odas B médulose f: M — M & uma aplicagio tal que
flmy + mp) = flmi) + f(mo) e flrm) = rf{m), paratodos my,my,m€ il e r€R,
entio dizemos que f é um R-HOMOMORFISMO de M em M’ Se Imf = M’
dizemos que f & um R- EPIMORFISMO, se kerf = {0}, dizemos que f tim R-
MONOMORFISMO e, dizemos que f ¢é um R-ISOMORFISMO, se kerf = {0} e
Imf = M’ simultaneamente.

Notaremos por Hompg(Af, M'), o conjunto de todos oz R-homomorfismos de M
em M’. Este é um grupo abeliano aditivo com a soma usual de fungBes. Se definimos
uma operagio externa da forma (»f)m) = »f{m), paracada » € R, m € M e
f € Homa(A, M"), entio Homp(M,Al') adquire uma extrutura de R-mddulo, como é
facil verificar.

Seja N um A-submédulode M. Entho o conjunto A/N é um R-médulo com as
operages Z+j=z+y e r¥ =7z, paratodos F=z+ N, y=y+ N e M/N e r€ R,
chamado mddulo quociente de A por N.

A aplicagho 7: M — M/N dada por x(2) =2+ A, paratodo z € M, échamada
projecao candnica € é um R-epimorfismo cujo nicleo € N. Esta aplicacdo estabelece
uma correspondéncia biunivoca preservando inclusdes, entre os R- submddulos de M que
contém N eos R-submédulos de M/XN, como é facil verificar.

Com telagio 3 homomorfismos de R-mdédulos, temos o seguinte teoreme, cuja prova



pode ser encontrada em {14].

TEOREMA 1.1: ( Teorema de homomorfismos para médules) Sejam Af, M’ dois
R-médulos, f: M — M' um R-epimorfiamo. Se N éum B-médule tal que N C kerf,
entio existe um wnico R-monomorfismo f: M/N — M'. tal que f = fow, onde
x: M — M/N ¢ a projegio candnica. Em particular, e ¥ = kerf, entdo A[/N ~ Af'.

Dados trés R-mddulos M, Mo, M; e f: My — M, g : My — M,, dois R-
homomorfismos, dizemos que M, Lo My 2 M, & uma sequéncia exata em M,
se Imf = kerg. Mais aindn, se {Af},es ¢ uma familia de R-modulos, onde I é
um conjunto enumeravel de indices, entdo ... M-, fi-‘«- Al; (R Miys -'ﬂ—""q- ... onde
fi € Homgp(M;, M;,;), para todo 1 € I, é uma sequéncia exata se & exata em Af;, para
cada 1 €17, auseja, se Imf; .1 = kerfi.

Dada uma sequéncia exata 0 — N, N M- Ny, — 0 de R-médulos ¢ R-
homomorfismos, dizemos que ela CINDE, se 0 R-—submddulo Imf = kerg é um R-
somando diteto de M. Temos ent3o o segminte resuwltado, cuja prova pode ser encontrada
em {14] ou [19].

TEOREMA 1.2: Seja 0 — N, LML Ny — 0 uma =equéncia exata de
R-médulos ¢ R-homomorfismos. Entdo as seguintes condiges sio equivalenies:

() A sequ&ncié. exata 0 — N, Ly Ny — 0 cinde;

(ii) Existe um R-homomorfismo 1 : Al — N, tal que ¢io f = idy;

(i) Existe um R-homomorfismo ¢: Ny — Af, tal que go¢ = idy.;

(iv) Existem AR-homomorfismos #: M — Ny e ¢ : Ny — M, taisque tho f =
tdy, god = idy, e foi 4 dog = idy. Nestas condigbes M =~ N; D N; como B~
modulos.

§2. MODULOS FINITAMENTE GERADOS, MODULOS LIVRES
E MODULOS PROJETIVOS

Seja M um R-méduloe $C A um conjunto qualquer. £ fécil ver que a intersecgio
de todos 08 R-submddulos de M que contém S é o R- submddulo de M, notado
por [S5]., cujos elementos sao todas as somas finitas do tipo 2 ris;, onde n>1, rE€R

i=1

e €8, paratodo 1< i< n Estesubmédulo é chamado SUBMODULO GERADO
POR 5. Se [§] =M, dizemos que S gera M ouque S & um sistema de geradores de



M. Ainda, dizemos que M é um R- MODULOQ FINITAMENTE GERADQ, se existir
um conjunta finito S C M tal qua [8] = M. Nasta caso, temas M = Bmy + .+« 4 Bm,,
para alguns my, ..., my, € M.

Um conjuntc S é uma base de Af, se S ¢ linearmente independente e [S] = M.
Se M éum R-médulo que possui uma base, entdo dizemos que M é um R-MODULO
LIVRE. Neste caso, cada elemmento m € M pode ser escrito de nma inica maneira comao

uma gomn finita m = Z T8,
€5
Todo espago vetorial sobre um corpo K ¢ um K- moddulo livre. Todo anel com

unidade R é um R~ médulo livre cuja base é {1z}, Mais ainda, dado um anel R,
consideremos a soma direta R =D R;, com R; =~ R, paratodo i€ I, e indiquemos
por ¢; = (é;;), onde &;; =1 e 6,-:5-{—— 0, se 1# 7. Entio R éum R- mddulo livre
com base {¢;};e;- Esta base é chamada base canénica do R-médulo R(D. Ainda, se
I'={1,...,n}, entio notamos R em lugar de R(D,

Seja G um grupo abeliano finito ndo nulo. Entdo G é um Z-mddulo que nao € livre.
De fato, pelo teorema de Lagrange, se n > 0 € tal que | G [=n, entio ng = 0, para
todo ¢ € G e, portanic, nao existe nenhum subconjunto nio vazio de (G linearmente
independente. Assim, G n3o possui uma base como Z-mddulo.

Ternos as seguinies propriedades para médulos livres:

PROPOSIGAO 2.1:

(i) Se I éum R-médulolivre combase § e f:8 —+ N équalquer aplicagéo
de S em um R-médulo N, entdo existe um dnico R-homomorfiamo f: I — N, o
gual exiende f.

(i} Se L éum R-mddulo livre com base {z:}ier, entio I = R{T),

{i1) Todo R-médulo Al & isomorfo a um quociente de um R-mdédulo livre.

(iv) Sejamn L um RB-médulolivre, A, N dois R-médulos, f: M — N um
R-epimorfismoe ¢: L — N um R-homomorfismo. Entéo existe nm R-homomorfismo
h:L — M, talque foh=yg

Prova:
(i) Por hipdtese, pata cada m € M, m = 2 r,s com r, € R, paratodo s € 5.
2€5
Definindose f:L — N, por f(m)= E r,1{s), pode-se verificar facilmente que f €

sET
o tpico R-hemomorfismo nas condigdes requeridas.

(i1} Para provar (ii}, basta definir uma aplicagdo f: {#:}ier — RY), por f(z;) = &,



paratodo i € I, onde {¢;};c; é a base candnica de RD, e considerar sua inica extensio
fi:L~— RO, obtida de (i}). Pode-se ver facilmente que f ¢ um isomorfismo.

(1)) SejJa M um R-mdduloe {m;}ic; um conjunto de geradores de A (o qual
sempre existe, pois o proprio M 0 é). Definindo entdo f: RO —s M por f(e&) = my,
para todo 1 € I e extendendo a um R-homomorfismo [ : R —— M, resulta facilmente
que f € um epimorfismo e segue de 1.1 que M ~ B\ /kerf

(iv)] Seja S uma basede I como R- médulo. Sendo f: M — N um
epimorfismo, entio para cada s € S, existe um elemento m, € M, tal que g(s) = f(m,).
Definimos h: S — M, por h(s) = m,, patacada s € S. Por (i), existe um dnico

R-homomorfimo h: L — M, o qual extende h. Dai, como ! = ) r,s, para cada
€5

{€L, onde r, € R, paratodo s €8, temos (foh)(l) = f(A(Y_ r8)) = f(O rh(s)) =
€5 s€8

Z rof(m,) = Z r,g(s) = g{z r8) = g(l). istoé, foh=g. Isto finaliza a prova de

Egs) €S €S

v).

Em outras palavras, (iv) mostra que dado o diagrama de flexas continuas abaixo, existe
um R- homomorfismo & tal que o diagrama completo se torna comutativo.
L L
he Ly
o f -
M - N — 0
Apropriedade (iv) é valida ndo somente para médulos livres. De fato, ela d4 origem &
definicio dos médulos projetivos, a qual faremos agora.

DEFINIGAO 2.2: Seja R um anel. Dizemos que um R-médulo P & PROJE-
TIVO se, para quaisquer dois R-médulos M, &) um epimorfismo f: M — ¥ eum
homomorfisme g : P — N, sempre existe um homomorfismo §: P — M tal que
fog=y.

Claramente todo R-médulo livre é projetivo, mas & reciproca néo ¢ verdadeira. Mos-
iraremos um exemplo neste sentido, apds o préximo resultado o qual d& uma caracterizagio

dos médulos projetivos.

PROPOSICAO 2.3: Seja P um R- médulo. As seguintes afirmacdes sSo
equivalentes:
(1) P e projetivo;
(ii) P éisomorfo n um R- somando direto de algum R-médulo livre;



(1) Toda sequéncia exata de R~ modulos e A-homomorfismos

G—W.l‘v—frﬂl-—g—rp——%o

cinde:
{iv) Exste um conjunto de elementos z; € P e de R-homomorfismos f; :
P— R, onde 1 €7 (I um conjunto de indices } tais que:
(a) Vz € P, f;i(z} =0 exceto para um mimero finito de indices 2 € I;
(b) 3 flz)es=2, Vz € P.
Além disso, o conjt;:s:a de indicea [ pode ser tomado finito se e somente se P é um
R-médulo finitamente gerado.

Prova: A equivaléncia (i) < (i) é imediata. Mostemos agora a equivaléncia (i)
& (i),

Seja P um R-mdédulo projetivo. Entio existe um R-mddulo livie L e um epi-
morfismo ¢ : [, — P ( P~ L/kerp ). Consideremos entdo o seguinte diagrama:

P
Jid
L 2, p —
Entdo existe um homomorfismo h: P —— L tal que how = idr. Portanto, P é um
R- somando direto de L.

Reciprocamente, seja L um R-mddulo ivietal que L= PP Q. Seja f: M — N
um FR-epimorfismo de médulos e ¢ : P — A um KR-homomorfismo. Definimos
g:L — N por gllz) ==z, se 2€P e ¢g(2) =0, s z € Q. Entio existe um
homomorfismo h:L —— M talque foh=yg'. Assim, tomando §=hoj onde 7 éa
inclusdo candnica P «= L. Temos entdo o f =g e portanto P ¢ projetivo.

Para finalizar a prove, mostraremos (i} <« {iv). Seja P um R-mdédula projetivo.
Existem um conjunto de indices | e R-homomorfismos ¢: P — R ¢ z: RO — P
tais que 7oy = #dp. Pensando RY) como um conjunto de fances de I em R, seja
7t R — R dada por =(f) = f{i) paratodo f € R'I). Entio paratodo j € R(D,
temos Zﬁr,(j)e, = f, uma vez que [Z 7 (fel(7) = ®(f) = f(7). (lembramos que

i€d
e; € RD é tal que e5) = &) -\ssnm, {m,e;} satisfazem as condiges (a) ¢ (b) de

(iv), para RY).  Agoraseja z; = w(e;)) e fi = m;0¢. Claramente, fi(x) = 0 para

todos r€P i€l e Zf.(.r]z. E‘:r.(qa(z))ﬁ‘(e )= w(z rilp(e)le)) = 7(plz)) = =,
para todo = € P. Asmm.. {fi=:) sa.tmfa.zem (a) e {b) de (iv), para 0 H-médulo P.



Reciprocamente, se {f;, 7;};e; 580 tais que vale (a) e (b} de {iv}, definimos ¢ : P — RI7

por p{z)(3) = fi(x) e n: RD — P por #(f) =Y f(i)x; E fécil verificar que ¢ e
sel

7 a0 homomorfismos de R-médulos e w(p(z)) = Z fi{2)z; = z, para todo z € P.
' 13

Assim, 7oy = idp, de onde segue que P ¢ isomorfo a um somando direto de R¥Y) e

portanto projetivo.

COROLARIO 2.4: Seja P um R-méduloeseja N um R-somando direto de
P
(1) Se P é projetivo, entdo N também é projetivo.
(i) Se P & finitamente gerado, entdo & também ¢ finitamente gerado.

(Citamos agora um exemplo de um mddulo projetivo que nao é livre. Seja A um
corpo @ A = M,(K) o anel das matrizes quadradas sobre K. E ficil ver que I =

a © b eEK), L= 0 . 1¢,d € K ) sdoideais & esquerda de A. Assim eles
b 0 0 d

possuem uma estruturade A-mddulo & esquerda. Ainda, A =1, @I, como A-mddulos.

Agora, o anel A considerado como A-médulo é livre. Segue entio da proposi¢do anterior

ue [; e [y sdo projetivos. Mas (b _a) (a 0) = (0 0
e foe fa 50 projeuivos. b —a/\b 0 00
uma bage como A-médulo e portanto nio € livre. Analogamente, [; nao é livre.

). Logo, I nao possui

Consideremos agora R e S anéis ndo necessariamente comutativos e f: R — S
um homomorfismo de anéis. Entdo S pode ser visto como um R-mddulo com a operagéao
rs = f(r)s, paracada r € R, s € §. Isto induz, naturalmente, uma estrutura de R~
mddulo sobre qualquer S-médulo. Isto acontece, por exemplo, quando A ¢ um subanel
de S e f éaidentidade.

Feitas estas consideragdes, podemos falar em transitividade de médulo projetivos e
modulos finitamente gerados, e asgim, obter o seguinie resultado cuja prova pode ser en-
contrada em [6], [14] ou [4).

PROPOSICAO 2.6: Sejam R e § anéis, f: R — S um homomorfismo de
anéis ¢ P um S-mddulo. Entao:
(1) Se P e projetivosobre S5 e S5 & projetiva sobre R, entho P & projetivo
sobre R.
(1) Se P ¢ finitamente gerado sobre S e S & finitamente gerado sobre R,
entdo P ¢ finitamente gerado sobre K.
{iii) Se P ¢ finitamente gerado coma R-mddulo entic P ¢ finitamente gerado



como S—-médulo.
§3. MODULOS GERADORES

Pare qualquer R-médulo M, comnsideremos o subconjunto Tp(M) = {z filmy)
iel

fi € Homg(M, R), my € M, I conjunto de indices }. Como Homp(M,R} é um R-
médulo & direita, com a operagdo externa de finida por (fr)(m) = f(m)r, para cada
re€ R, € Homa(M,R) e m €M, segue que (2 filmi)) = Zf,(rm.] € Tr(M)

s€l
e (2]‘ dmr = 2(}‘;1‘)("3.) € Te{M). Assim, TR(M) € um 1dea.l bilateral de R,
cha.ma.do IDEAL TRA(;O de M,
O R-médulo M ¢ dito um R-MODULO GERADOR, ou simplesmente um R-
GERADOR, se Tz(M) = R. Portanto, M & um R—geradnr %2 e s0mente se existirem

fireosSo € Homa{ M. R) e ma,...,m, € M tais que ZJ'.(m,_) =1.
iml
Aqui vale também a propriedade da transitividade de mdédulos geradores, como mostra
a seguinte proposigao:

PROPOSICAO 8.1: Sejam R e S andise ¢: R —+ S um homomorfismo de
anéis tal que S é um A-—gerador quando considerado como um R-mddulo. Seja ainda
M um S-mddulo. S¢ M éum S-—gerador, entic M ¢ também um R- gerador.

Prova: Da hipotese segue que existemm f,...,f. € Homgy(AM,S), my,...,m, €
M, g1..- 10 € Homg(S, R} € 51,...,5, € 5 tais que Ef,-(m;) =1=Y% g;(s;}.

=1 =1

Entio, g;fi € Homa(M,R), s;mi € M e Y Y gifi{sjm) = EZg,(a Folma 1)
J=li=l —1 =1

Zgj(s_,- Zf,-(m,-}) = 1. Assim, A/ é R- gerador, como queriamos mostrar.
ist f=1

Um R-mdédulo M éditoum R-PROGERADOR se M ¢ finitamente gerado,projetivo
e gerador sobre R. Observemos que da iransitividade de mddulos finitamente gerados,

projetivos e geradores, decorre a seguinte

PROPOSICAO 8.2: Sejam R, S anéise ¢: R — § um homomorfismo de anéis
tais que S é um RA-progerador quando considerado como K- médulo. Entdo qualquer
S—mddulo M que é progerador sobre S é também KR-progerador.
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Lembremos neste momento que se M é um R-mddulo, entao o annlador de M em R
éoideal de R definido por Anxg(M}={r€R:rm=0, Yme A }. Se Ang(d) = {0}
entio dizemos que M é um R-MODULO FIEL.

LEMA 3.3: (Lema de Nakayama generalizado)

Sejam R um anel conmiativo e M um R-mdédulo finitamente gerado. Entfio um
ideal I de R verifica a propriedade A = A se e somente se J + Ang(M) = R.

Prova: Suponhamos M = BRm; 4+ ---+ Rm,, onde my....,m, € M, e que [
seja um ideal de R satisfazendo JM = M. Como Ang(¥) € um ideal de R, para
obtermos I 4 . Ang(M) = R, basta mostrarmos que 1& I+ Ang(A/}.

Consideremos os submddules M; = Rm;+---4+ Rm,, paracada 1 < i< n e tomamos
M. = {0}. E suficiente mostrarmos que, para todo i € {1,2,...,n+ 1}, existe a; €
tal que (1—a;)Af C M;. De fato, neste caso podemos concluir que existe a,4; € I, com
(1= Gp4))M C Mpyy =0, ouseja, 1= any € Ang(M), ouainda, 1€ J+ Ang(M).
Faremos isto por indugao em 1.

Tomando a; = 0, claramente (! —ay)M = Af = M,. Seja agora k € {1,2,...,n}
e suponhamos que exista a; € I tal que {1 —a )M C M;. Entio, (1 - o, )M =
(1—aq) M =1(1—ap)M CIMy=1Tmy +- + Im,. Assim exlstem elementos a; € 1,

paracada j=k.....n, taisque (1—az)my = z (MrjMy = Gty + 2 a;m;. Portanto,
FL Y Fmkel
n

(1 =ap —aplmg = E apim; € Miey, de onde segue que {1 = ax){l —ap —awIM C
F=hk41
(1 — a3 — am)Ay € M. Tomando entdo a4y = 205 + aj — af — aga, obtemos

are1 €1 e (1—apyy) = (1 —ap)(1—a —ap), e conseqiientemente {1 —ag;)Af C My,
Isto completa a prova da inducao e a primeira parte do lema.

Reciprocamente, suponhamos que I + Ang(df) = R, e mostremos que JM = Al
Claramente JAf C M. Seja s €1 ¢ »r € Anzg(Af}, tais que 1 = a+r. Paracada
mEM m=1lm=(at+rym=aem+rm=0am€lIM, jidque r € Ang(M). Logo
IM =M o que completa a prova do lema.

COROLARIO 3.4: Seja R um anel commitativoe M um R-mddulo finitamente
gerado. Se MM = M, para todo ideal maximal M de R, entio M = 0.

Prova: Suponhamos que 3 étal que MM = A, paratodoideal maximal M de
R. Mostraremos que, nestas condigdes, Ang(Af) = R. Assim obtemos M = 1A/ =0,
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le.EI 1€ Aﬂg(.au)

Suponharnos, por absurdo, que Ang(M) # R. Entdo existe algnm ideal maximal AA
de R com Ang(M)C M. Portanto, Ang(M}+ M # R, o que é uma contradigio com
o lema 3.3.

E frequentemente diffcil distinguir se um module finitamente gerado e projetivo € um
gerador. Porém, no caso de anéis comutativos, temos um critério facil, com auxilio do lema

anterior,

PROPOSICAO 8.5: Seja R um anel comutativoe Af um R-médulo finitamente
gerado e projetivo. Entio To(M) @ Ang(Af) = R.

Prova: Sejam fi,...,f, € Homg(3l, R) e my,...,m, € M, coordenadas projetivas
de M sobre R. Entio m=)_ film)m;, paracada m€ M, e f(m) estdem Tr(M).

i=1

Assim TR(M)M = M e segue do lema de Nakayama que (M) + Ang(M) = R. Mas
Tr(M)Ang(M) =0, j& que, para qualquer « € Anp(M), f € Homa(M,R) ¢ me M,
temos of(m) = flam} = 0. Segue daf que Tr(M) tAng(Al) = 0. De fato, seja
l=a+8 com a € Tg(M) e B € Ang(M). Se z € Tz{A[)N Angz(M), entio
¢ = le = az + Bz = 0. Consequentemente Tr@ Anr(M)=R.

COROLARIO 3.8: Seja B wm anel comutativo. Um R-médulo M € R~

progerador se e somente se M £ finitamente gerado, projetivo e fiel.
§4. PRODUTO TENSORIAL DE MODULOS

Sejam R e S dois anéis. Suponhamos que M seja um R-mdédulo e um S-mddulo
gimultaneamente. Se a multiplicagio de elementos de A/ por elementos de R comuta
com a multiplicacao por elementos de S, dizemos que 3 éum (R, S)-BIMODULO. Os
bimédulos podem ser de varios tipos, dependenda de gual o lado que os anéis operam. Se,
por exemplo, R opera pela esquerda e S pela direits, indicaremos este {ato escrevendo
rAls. Neste caso, (rm)s =r{ms), paratodos »r€R, m€ Al e s€ 5.

Durante este pardgrafo, com a finalidade de simplificar notagdes, escreveremos rM,
para dizer que M é um R-médulo A esquerda e ecreveremos Mp para dizer que M &
um R-mddulo a direita.

Comegaremos com a seguinte



DEFINIGAO 4.1: Sejam Mz e gN R--médulos. Dado um grupo abeliano G,
dizemos que numa aplicacio ¢: M x ¥ — G é R-bilinear, se:
(i) ¢lmy + ma,n} = (my,n} + d(ma,n};
(i} d(myny+ng) = d(m,ny) + S(m,m,);
(iil) ¢(nr,n) = (m, rn).
para todos m,my,ma € M, n,m,n €N ¢ rER.

Com as mesmas notagdes acima, um par (7T, r) constituido de um grupo abeliano T
e wma aplicacio R-bilinear 7: M x ¥ — T ¢ chamado PRODUTO TENSORIAL de
M o N sobre R, se para cada grupo abeliano G e para cada aplicagio R- bilinear
¢: M x N — G existe um tnico homomorfismo de grupos f : T — G tal que o

segninte diagrama conmia
MxN

¢
o« h
T L G

Se (T,r) é um produto tensorial de M e N, entio claramente for & R—biiinea.r, para
cada homomorfismo f: T —= G. Assim, {T,7) é um produto tensorial de M e N sobre
R se e somente se, para cada grupo abelianc G, a correspondéncia f ~—— fo 7 define -
uma correspondéncia biunivoca entre Homz(7T,G) e o conjunto de todas as aplicagdes
R-bilineares ¢: M x N — G.

A seguir mosiraremos que um tal produto tensorial existe e € Unico, a mencs de iso-
morfismos. A unicidade ¢ particelarmente fécil

PROPOSICAO 4.2: Se (T,r) e (T",7') sio dois produtos tensoriais de A e ¥

sobre R, entfo existe um tinica homomorfisma de grupos f: T — T7 tal que ' = for.

Prova: A hipdtese implica a existéncia de homomorfismos f e g tals que os

geguintes diegramas sao comutativos

Mx N MxN
d AN € V' N
T L T T -2, T
Entio a comutatividade dos diagramas
Mx¥N Mx XN
< N e d N,
T 2/, T T Mz, T
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juntamente com a unicidade da aplicacio na definicdo, faz com que tenhamos go f = id;.
Analogamente, mostra- se que fog = idp. Portanto, f éum isomorfismo como querfamos
mostrar.

Consideremos agora um grupo abeliano G livremente gerado por M X N, como Z-
mddulo. Entfo G possui uma base (z,)acarxn. Por simplicidade de notagio escreveremos
(m.n) emlugarde z(ma) . Assim, temos G'= € Z(m,n). Sejaagora H o subgrupo

AMxN
de G gerado por todos os elementos da forma

(ml + mg,n) — (mhn) — {ma, 'n)
{m,ny + ng) — (m, ny) — (m, ma)
() = (o, #0)

para todos m,my,my € M, nyny,ne € N, r € R. Tomamos T = G/H e definimos
r:Mx XN —T, por 7(m,n)={m,n}+ H.

PROPOSICAO 4.3: (lom as mesmas notagdes acima, (7, T) éum produto tensorial
de M e N sobre R

Prova: Seja. ¢ : M X N — F uma splicagic R-bilinear, onde F é um
grupo abeliano qualquer. Sendo G = €5 Z(m.n), existe um homomorfismo de grupos

MxN
f': G — F tal que o diagrama comuta
MxXN
- 3
N
O AN F

Do fato que ¢ é R-bilinear, segue que H ¢é um subgrupo de kerf’. Logo existe um
homomeorfismo de grupos f: 7 — F, tal que
MxN
< AN
G L F
é um diagrama comutativo. Finalmente, como r(M x N) gera T, segue que f ¢é

unicamente determinado por este diagrama, Assim estd demonstrada a proposigio.

O produto tensonal {T,r} construido acima serd denotado por M &g N e, para cada

(m,n) € M x N, escreveremos r(m,n) =m@n.
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Considerando-se os resultados obtidos até agora, temas que A/ @z N & o dnico { a
menos de isomorfismos ) grupo abeliano que contém o gerado por {m@n : m€ M, n€
X}, satisfazendo a seguinte

PROPOSIGAO 4.4: ( Propriedade Universal do Produto Tensorial).

Para cada aplicacic H-bilinear ¢ : M x N — ({, existe um vnico homomorfismo
de grupos abelianos f : Af@pr N — G tal que f(m x n} = &(m,n), para cada
meM, neN.

COROLARIO 4.5: Suporhamos f: M — M' e g: N — N' homomorfismos de
R-médulos & direita e & esquerda, respectivamente. Entdo existe um tinico homomorfismo
degrupos fOg: MQrN — M @z N tal que {(f@g)(m@n) = f(m)Dg(n), para
todos m®ne M@y N.

Prova: Seja p: AIxN — M'®z N’ definida por p(m,n) = f(m)@g(n). Assim,
v é R-bilinear, como ¢ facil ver. Pela proposicio anterior, existe um tdnico homomorfismo
degrupos ¢: M@y N — A'Q@N' tal que p(m@n) = plm,n) = f(m) @ g(n). Basta
entdo tomar f &g =@

Em geral, o produto tensorial M @p N nio é um R-médulo. Porém, estruturas de
bimddules socbre 3 e N induzem uma estrutura de R-médulo em M ®@p N. Mais

precisamente, temos a seguinte

PROPOSICAO 4.6: Sejam R e & anéise pMg, ¥ médulos. Entic M ®x N
é um R-mdédulo com n multiplicagao externa dada par r{m @ n) = rm @ n. Ainda, se
f:M— A e g: ¥ — N' sio homomorfismos de (R, S5)-bimddulos e S-médulos,

respectivamente, entdo f® ¢ € um homomorfismo de R-mddulos.

Prova: Primeiro mosiraremos que uma tal multiplicaciio externa estd bem defimda.
Seja p,: M — M dada por p,(m) = rm, paracada m € M. Assim, p, é um
homomarfismo de R~ modulos, para cada r» € R, Agora, observemos que rm S n =
(pr @ idu)}(m ©n). A boa definicio segue.

E f4cil ver que esta operagio tem as propriedades desejadas.

Para ver que f©g é um homomorfismo de R~ mddulos, observemos que {f&g¢)(r(m®
n)) = (F 9)(rmOn) = frm) D g(n) = rf(m) @ g(n) = r(f @ g)(m & n). Isto completa
a prova da proposigio.

Analogamente, se N =5 N¢, entdo M Qs N pode ser visto como umm  S-moédulo &
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direita via (m @ n)s = m @ na.

Est4 clato portanto, que se R ¢ um anel conmtativo, entdo o produto tensorial M @5 ¥
é um K- médulo i esquerda ¢ & direita. De fato, neste caso cada R-médulo é um médulo
bilateral.

Listamos agora algumas propriedades dos produtos tensoriais, Uma prova para tais
propriedades pode ser encontrada em [1] ou [6]

1: O prodato tensorial € associativo no seguinte sentido: Sejam K e S dois anéis.
Consideremos os madulos Lg, pMs e sN. Entio (LQzM)®s N ¢ LQr(M Qs N)
sio isomorfos, via o isomotfismo (/I @m)@ns | @ (mE&n), paracada (I@m)&n €

(LR M) R N.

2. Se R éum anel comutativoe M, .N sdo R-modulos,entio M@z N ~NQr M,
via 0 isomorfismo m@2n—=n®m, paracada m@n € M Pz N.

3. O produto tensorial se distribui em relagho & soma direta: Sejam {M}ier, {N;}ies
familias de R-mddulos & esquerda e 3 direita, respectivamente, onde / e J sdo conjuntos
de indices, Entdo temos

(DUIRQD NN =DM RN,
eI R

jeJ il R
JET

via o isomorfismo (3_m) & (> nj}— Y miGny
i€l el a
4:  Dado um anel qualquer R e um R-mddulo p3f, entio M ~ R®xr A, como
R~ moédules, via o isomorfismoe r @ m — rm, paracada r&m€ RQz M, tendo como

aplicaciio Inversa m+— 18 m, paracada m & M.

Consideremos agora 2N um R-mdédulo livie com base {n; :i € I}. Consequente-

mente, N = @R‘ni. Nesta situagio, temos a seguinte
et

PROPOSIGAO 4.7: Todo elemento de A/ ®g N possui uma énica representagic

como uma soma finita do tipo Em, Srn,onde my € M e m; =0 excelo para um
134

mamero finito de indices 1 € /.

Prova: Sejam me M, ne N. Entio n = Zr‘-n.-.‘ onde € R e r,=0

V€1
exceto para um ndmeto finito de indices de i € 1. Portanto, m@n=m® ngn,- =
€]

16



2m®r,-n;=2mr.—®m= Zm, @ n;, onde m; =mr; € M.

i€l i€l i€l
Para ver a unicidade de tal escrita, consideremos Zm @n, €M ® N tal que
i€l
Zm®m—0 Como N = @Rm,, temos M Qr N = M@R(@Rn,}*-@M@Rn.
el 1€l €d R

Seja ¢ este isomorfismo. Enta.o ¢(Z m;@n)=0 em @ M ® Rn;, e portanto, para

cada 1€ [, m; @ n =0, visto como elemento de @ﬂl@ﬂm
13 R
Fixemos agora, # € [. Como R~ Rn,, segneque M~ M@rR~ M®RgyzRn, e
agsim, a imagem de my por este isomorfismo € 1y @ ry, o qual é zero. Portanto, m;, = 0.

Isto completa a prova.

PROPOSIQAO 4.8; Sejam R um anel comutativoe M wm A-maddulo livre.
Entao toda base de M como H-moddulo tem a mesma cardinalidade.

Prova: Seja M um R-médulo livre e seja M um ideal maximal de R. Entio,
R/M é corpo. Consideremos x: B — R/AM a projeciio canénica. Assim, R/ M é
um R- médulo e podemos considerar o produto tensorial R/AM ®p A, o qual é também
um R/M-espago vetorial, via a operagdo externa F(F © m) = TF ¢ m, para todos
€ R/M, #@m € RIM®y M. Da proposigio anterior segue que se {mi}igs & uma
base de M como R-médulo, entdo {1 @ mi}ier ¢ uma base de B/ MQ®rM como
R/M-espago vetorial. A reciproca é clara. Logo existe uma correspondéucia biunivoca
entre os elementos de uma base de A/ e os elemmentos de uma hase de R/ M Py M
como R/M-espago vetorial. Do fato que duas hases de um espago vetorial tem a mesma

cardinalidade, o resultado segue.

Neste caso, o cardinal de uma base de M como R—mdédulo é dito 0 posta do R-médulo
M.

A seguinte proposigao é de ficil verificagBo.

PROPOSIGAO 4.9:

(1} Se a sequéncia

0— M -Loar Lo g
¢ uma sequéncia exata de H-modulos & esquerda, entao a sequéncia

NQM 'E NQMEENRM —0
R R

R
é também exata, para qualquer R-moédulo i direita N.
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(113} Se a sequéncia
0— M LML M —0
& uma sequéncia exata de R-mddulos & direita, entdo a sequéncia
MRQN " W QN Y QN —0
R R R

também ¢ exata, para qualquer R-mdédulo a esquerda X.
0— M -Loar L A" —o0
€ uIma sequérncia exata que cinde, entio a sequéncia
g — M’.®N /2y MEN pally M'QN—Q
R 'R R
é também uma sequéncia exata que cinde, para qualquer H-mddulo & esquerda N,

Dado um R-mddulo gdf e um epimorfismo f : Ap — Bp, segue de (#1) da
proposicio anterior que f@idu : AQr M — B @z M ¢ também um epimorfismo. Para
alguns R-médulos vale uma propriedade aniloga, no caso em que f ¢é um monomor-
fismo. Este é o caso dos modulos projetivos, como veremos adiante. De fato esta dltima
propriedade nos da a seguinte

DEFINICAQ 4.10: Seja zAf um R-médulo. pM 4 dito um médulo plano se,
para todo monomorfismo j: Ag — By, f@®iudy: AQzM — BRz M ¢étambém um

monomorfismo.,

Observernas gue se tem uma definigdo andloga de modulos planos, para ¢ caso de M
ser um R-médulo & direita.
Provaremos agora um resultado sobre mddulos planos.
TEOREMA 4.11: Seja pM = (DM, Entio M & planoc se e somente se M; &
igl
plano, para cada 1 € 1.
Prova: Seja f: Azp — Br um monomorfismo de A-mddulos. Consideremos o

geguinte diagrama comutativo:

AQrM=AR(DM) ¥ BJUPM)=BRM

gl ig] R
= |} l =
. Jr( Gidy‘] . .
BAaRM) T DB M)
Igr R i€l R
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onde as setas verticais sfo os 1somorfismos dadas na propriedade 3 acima. Segue dai que
f®idy é um monomorfismo se e somente se {f @ id,;,) é um monomorfismo, para cada

€ I. Assim, o teorema estd provado.
Estamoe agora em condigdes de provar o seguinte
TEOREMA 4.12: Todo AR-mddulo projetiva ¢ plano.

Prova: Seja pM um R-médulo projetiva. Como todo médulo projetivo é isomorfo
a um somando direto de um mddulo livre, pelo teorema 4.11 é suficiente mostrarmos este
teorema para o caso M =5 R. Isto segue da comutatividade do geguinte diagrama:

A®rR ¥ B®R.R
~ | l =~
A L. B

onde f:A— B éum monomoirfismo de R— moddulos & direita.

Finalizaremos este paragrafo apresentando o seguinte resultado, cuja prova pode ser
encontrada em [6].

PROPOSIGCAO 4.13: Seja R um anel comutativo e M, N dois R-mdédulos.
(i) Se Af e N sio finitamente gerados sobre R, entio M @z N é também
um A-médulo fimitamente gerado.
(ii) Se M e N sfo R- mddulos projetivos, entdio M @ N é também um
R—-maédulo projetivo.
(ii)) Se Al e N sido R- geradores, entdio M @z ¥ é também R- gerador.
(iv) Se Al e ¥ siao R- progeradores, entao Af ®z N étambém R- progerador.

§5., ALGEBRAS

Seja A um anel. Chamamos centro de A, e notamos por Z(A), ao conjunto
Z(d)={a€d:ax =za, Ve € 1}. Facilmente se vé que Z(A) é umsubanel de A e
que A € comutativo se e somente se Z(A4) = 4.

Seja agora R um anel comutativo. Dizemos que um anel A é uma ALGEBRA SOBRE
R {ou uma R—ALGEBRA) se existir um homomorfismo de anéis ¢ : R — Z(A). Se
A= Z{4A), dizemos que A é uma R- ALGEBRA COMUTATIVA.

No que segue, sempre consideraremos R um anel comutativo com unidade, salvo

mensdo em contririo.
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Dado uma R-élgebra A podemos doté-la de uma estrutura de R-mddulo & esquerda
e A direita da seguinte formar Se ¢: R — Z{1} é o homomorfismo que caracteriza _{
como R-ilgebra, entio definimos a multiplicacio externa por ra = ¢(r)e e ar = ag(r),
paracada ¢ € A, r € R.

Observemnos que esta defini¢io equivale a dizer que A é um H-mddulo satisfazendo
r{myaz) = (ray)a: = ay(ra;}, paracada r € R, a;,a;, € A. De fato, s5e 4 é um
R-madulo satisfazendo tal propriedade, entdo ¢: R — Z(.1}, dada por &(r} =#1, &
um homomorfismo de anéis, coma é facil vertficar.

Daremos agora slguns exemplos de R-glgebras:

EXEMPLO 1: Claramente o préprio anel {Z ¢ uma R-§lgebra. Basta considerar
o homomorfismo identidade. Mais ainda, R = @ R, com R;x R(:=1,2,...,n) &

=1

uma R-4lgebra via a aplicagao diagonal r +— (r, ;',- .. ), paracada r& R,
EXEMPLO 2: Consideremos G um grupo multiplicativo ¢ S wum anel com
unidade. Definimes 0 ANEL DE GRUPO DE G SOBRE 8, como o conjunto S[G] =

{D 549 : 8, € G, Vg €, e 5,=10, exceto para um nimero finito de elementos 5 € § }.
o

As operagbes de S[G] sdo definidas da seguinte forma:
2, 7e9+ X 809 = D [ry+85)g
9€a 9€G

gECF
T D shh= 3 (rgn)gh
gEG heq mheG

patatodos Y reg. 3. sih € S[G}. Destaforma. S[G] é um anel com unidade e é comu-
g€G AEG
tativo se e somente se S & commuiativo e G & abeliano. Definindo-se uma multiplicacio

por escalates da forma. 8() | s5,9) = ¥ _{64,)g, paracada 5,5,€ 5, ¢ € G, 5[] torna-se
ged ged
um S-mddule livre com base formada pelos elementos de &. Se S é um anel comu-

tativo, teremos s[( Y. 5o (3 mh)] = o3 (eamn)gh) = 3 (sa4radgh = D (s4oralgh =

G G G
gel ked 1€ :6 :gﬂ

AgT £
(X 392 (sra)h) = (32 so9){s{ 3 ruh)). paracada s €5, 3 90,3 7k € S[G). As-
9€Q AEG ¥€a hea g€G  heG
sim, S{G] é uma S-dlgebra, se § €& comutativo. Esta S—4lgebra é chamads ALGEBRA

DE GRUPO de G sobre S.

EXEMPLO 3: Se K ¢ um corpo, entdo um anel A # 0 é uma KA-dlgebra
se e somente se A for um anel contendo um subanel isomorfo a K, pois neste caso o

homomorfismo ¢ : K — Z{_{), que define a estrutura de L'—dlgebra é necessariamente

injetivo.



EXEMPLO 4: Seja B um anel. Conmderemos M,(R} o anel das matrizes
quadradas de ordem n sobre R. Entdo M,(R) é uma R- ilgebra. De fato, seja
I € M, (R) a matriz identidade. Consideremos a aplicacho ¢ : R — M,(R) dada
por &(r) = rI, para todo vy € R. Claramente ¢ é um homomorfismo de anéis e
rI € Z{M,.(R)).

Seja A uma R-dlgebra. Entio uwm subanel de A, o qual é uma HA-dlgebra via o
mesmo homomorfisio que define a R-élgebra 4, serd dito uma SUBALGEBRA de A.

Dadas duas R-dlgebras A e B, dizemos que uma aplicagio f: A~ B éum
homomorfismo de R-dlgebras se f é um homomotfismo de anéis e também uvm homo-
morfismo de R-mddulos. O leitor podera verificar que f: A — B ¢é um homomorfismo
de R-ilgebras se e somente se o diagrama abalxo commuia:

R 22, B
f
da 1
A

onde ¢, e ¢ S30 as respectivas aplicagdes candnicas.

Sejam A e B duas HR-algebras. Podemos considerar o produto tensorial A®pz B,
o qual também € um R-médulo. Definindo-se emn {®x B um produto da forma {z ©
bidlaz © ba) = ayaa & bybs, paracada @ 6,0 Qb € AQr B, AQrB toma-se
uma fi— dlgebra. Observemos que este produio estd bem defimdo. De fato, fixamos
€A e b, €B esejam f: A— A e g: B — B definides por f(a} = aa,
e g{b) = bby, respectivamente. Consideremos ¢ : A x B — 1@ B definido por
wla, b) = fla) ®g(b). Assim, ¢ é R-hilinear e pela propriedade universal do produto
tensorial, segue que existe um dnico homomorfismo de grupos 2 ¢9: A B — A2 B
tal que (f @ glla D6) = fla) & g{b) = aa; @ bb,. Segue daf que a multiplicagio definida
acima estd bem definida, como gueriamos provar,

Observernos ainda que se A e B s3o R-algebras commtativas, entdo as estruturas
de A-médulo e B- médulo de A®z B fazem deste anel uma algebra sobre A e B,

Tespectivamente.
§6. ALGEBRAS SEPARAVEIS

Dado um anel A, denotaremos por A° ao anel definido sobre o propric conjunto A,

com a Tnesma adigio de A e com a multiplicaciio definida como segue: r »y = yz, para



todos 2,y € A°. Com estas operagOes € ficil ver que A° ¢ também um anel, chamada
ANEL OPOSTO DE A. Ainda. A ¢é um anel comutativo se e somente se A = A°.
E facil ver também que g¢ A & uma R-&lgebra entao A° também o €. Neste caso,
A° ¢ chamada de ALGEBRA OPOSTA DE A. Podemos considerar o produto tensorial
daa R-4lgebras A@ A°. o qual também é uma R-4lgebra, denominada ALGEBRA
ENVOLVENTE DE A e denotada por A*

Seja entdo A uma R-dlgebra e consideremos sua dlgebra envolvente A° = A® A°.
A R-3lgebra A possul uma estrutura de A°-mdédulo i esquerda, via a operagio externa
{a ®°)b = abe®, para todos s ®c® € A%, b € A, compo é ficil verificar.

Existe também uma aplicagho g : 4* — 4, definida por 1{a ®¢°) = ac®, para cada
S¢® € At Assim, u estd bem definida ¢ € um homomorfismo de A*-mddules. De

fato, consideremos a aplicagio f : .4 X A® — A, dada por f(3,¢°) = ac®, para cada
(a,c®) € Ax 4°. Temos que f é R-bilinear. Logo, pela propriedade nniversal do produto
tensorial, existe um tinico homeomorfismo f: A® 4° — 4, tal que f{a@c®) = f(a.c®) =
ax®, paracada 0@ € {®A°. Entdio f = p Mais ainda, p & um epimorfismo
de A*-mddulos, como é facil ver. Este homomorfismo é chamado HOMOMORFISMO
CONTRACAO.

A partir de agora nao faremos mais distingido entre um elemento ¢ € A e gen cores-
pondente a° € A°, indicando ambos por @, para simplificar notagoes.

Fazendo J = keru, obtemos a seguinte seqliéncia exata de A*-~-mddulos

Mostraremos agora que J € exatamente o ideal de A® gerado por iodos os elementos
daforma a@1~ lﬂla De fato, temos a@l—l@a €J, pois pla@l—1@a} = a—a= 0.
Reciprocamente, se Za, @b; € J, segue que Ea,b‘ =0 ¢dal, 0=0Q1= Za,b ® 1.

s—l i—]. i=l
Aseim, Za.- b= 2{1; b — {Z b @ 1) = E(‘a.— QI10H) - Z(‘ai QNS =

=} =3 =] a=1 i=1

w196 —-5e1)
i=1
No que segne, u sempre denotard o homomorfismo contracao e J seu micleo. Estamos

agora em condigdes de provar o seguinte

TEOREMA 4.1: Seja A uma H-algebra. Entdo as seguintes condighes sao
equivalentes:

5
o



(i) 4 é&um _{*-médulo projetivo;
(ii) A seqiiéncia exata de .i°-médulos

cinde;
(i1} Existe um elemento e € A* tal que p(e)=1 e Je=0;
(iv) Existem elementos 2;,y; € A, com 0 <1< n, tais que
E iy =1
=1
e

n "
2z Qu=3 5 Qyz
=1 =2
para cada x € A.
Prova: Claramente {1} e (ii) sfo condigbes equivalentes. Para mostrarmos que {ii)

implica (i} suponhamoes que a seqiiéncia
0 —J—= A4 —0

cinde. Entéo existe um A®-homomorfismo ¥ : A ~—— A®, com pod = idy. Agora,
escolhendo e = ¢{1), temos p{e) = 1. Mostremos que este é o elemento procurado em
(it1). Para tanto, sé falta ver que Je = 0. De fato, paracada 1@ o —-a@ 1€ J, temos
(1®a—a@l)e = (1Ge—a@1)¥(l) = ¢[(1@a—a@ 1)1} = ¥[{1Da)1~(a@1)1] = i(a—a) = 0.
Assim, como J ¢é gerado por todos os elementos da forma 1Ga—a®1 segue que Je =0,
como quetiamocs mostrar.

Reciprocamente, dado e € .{* tal que u(e) =1 e Je = 0, e considerando a aplicagio
¥ 1 A —+ 4° dada por #¥(e) = (a® l)e, paracada @ € 4, temos que ¥ é um
homomorfismo de .1*-mddulos. De fato, como Je = 0 temos (1 & a)e = {a & 1e.
Dai, w(a) = {a @ l)le = (1 @ ale e assam, ¥(a @ o'z} = Y(azd) = (azd @ 1}e =
ez @1 @ lle=(z @ 1)1 G dle=(az@c)e=(a Do)z & l)e = (6 @ a')yy(z) para
todos {(a@a') € A®, 2 € A. Alémdisso, poy(a) = {(e@l)e)=(a@1)ule) =all=a
pata cada a € A. Assim, a seqiéncia de A*— modulos

0 —Jes A Fu 4 — )

cinde. Isto mostra que (iii) implica {ii}.



" ™" "
zi =y =¢, 1<1< n, obtemos Zz;r(y;) = ZE.'G"(_C;_) = Z€&€;+j {mad n) = 50J: Ja
iel i@l 1=l
que €€i4; (medn) = Oii4; (modn)- Forfanto, (S,0) € uma extensdo de Galois de R.
EXEMPLO 2.2: Seja p um ndmero primo e R uma dlgebra comutativa sobre
Z[pZ (ou seja, R & um anel de caracteristica p ). Dado r € R, consideremos
R[z] = R[X]/(X?—X —r), onde 2 =X+ (X?—X —r) éaclassede X mddulo o ideal
gerado por X7 — X —r. Consideremos ainda o : R[z] — R[z], definido por o/R = idg
e o(z) =« + 1. Nestas condigdes, (R[z],0) é uma extensao de Galois de R com grupo
ciclico de ordem p.

Inicialmente mostraremos que ¢ estd bem definida e é um automorfismo de R[z].
Consideremos ¢ : R[X] — R[X], definida por ¢f/p = 1dg e (X) = X +1 e
ainda v : R[X] — R[X] definida por /R = idg e %(X) = X — 1. Claramente
w e 4 sdo homomorfismos de anéis. Além disso, pow(X) = (X —-1) = X e
Yop(X) = (X +1) = X. Portanto, o = o = idgx) e entio ¢ é um
automorfismo de R[.X].

Como p(X?—X—7) = (X+1P—(X+1)—r=XP41-X—1—r = XP_ X —», segue
que @(f) =1, onde I éoideal gerado por X?—X —». Entdo ¢ induz um automorfismo
o : R[z] — R[z], dado por o/R =1dr e o(z)=2+1, onde R[z] = R[X]/(X?-X —»)
e z=X+(X?=X—r) Assim, o estd hem definida e é um automorfismo de Rfz].

Para ver que o tem ordem p, observemos que o'(z) = z+11, 0 <1 < p. Assim,
o'(z) #z paratodo 1<i<p—1 e o’(z)=2 Istomostraque of =id e o' # 1d,
se 1<21<p—1.

=1 _
Agora, dado o = > a2’ € Rlx), com a € R, 0< i< p—1, temos o(a) =

p—1 _ =1 _‘=0 r—1 . p—1 ’
O'{E a;z') = Z aol(z) = E ai(z+1)". Entio o(a) = a se e somente se E az+1) =
=0 i=0 t=0 =0

Pl
)" az'. Estaigualdade nos da o seguinte sistema:
=

[ @ = ato+daitta
ay = a+---+iag+--+p—la,,

e

\ a’P"l = a?_]
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o qual admite solugdo do tipo a; =0 (1 €1 < p=-1) e ay € R, como é facil verificar.
Logo o(a)= o se e somente se « = ag € R. Portanto (R[«])"! = R.

Finalmente mostraremos que (R[z],0) é uma extensido de Galois de R, Mostrando
que vale o item (f) do teorema 1.6. Antes, observemos que, para cada 7 € (o), 7 # 1d,
existe j € {1,...,p—1} talque 7 =o', Assim, 7{z)—=2 =ol(z)=z=z+jl=2=j,
onde j éinversivel em R, sendo 0 # j = jlg =) € Z/pZ. entao t(x)—z ¢ M,
para todo r € (o), T # id e para todo ideal maximal M de R[z]. Portanto (R[z],0)

¢ uma extensdo de galois de R com grupo de Galois ciclico de ordem p.

EXEMPLO 2.3: Seja R um anel comutativo com unidade. Seja n um inteiro
maior ou igual a 2, tal que n € R*, onde R" representa o conjunto dos elementos de
R que s3o inversiveis em R. Suponhamos que existe uma raiz n—ésima primitiva da
unidade ¢ € R tal que 1—¢ € R* paratodo 1 <:<n. Seja a € R* e consideremos
S = R[z] = R[X]/(X" —a), onde 2 = X 4 (X" —a). Nestas condiges, (S,s5) é uma
extensdo de Galois de R com grupo de Galois ciclico de ordem n, onde o é tal que

o(z) = &=.

Consideremos inicialmente os homomorfismos ¢ : R[X] — R[X], dado por ¢/R = idg
e o{X)=¢X e ¢ : R[X]— R[X], dado por ¢:/R = idgr e ¥(X)=£"1X. Assim
temos %0 p(X) = ¥(EX) = £¥(X) = 61X = £X = X e pod(X) = p(e1X) =
"o X) =X =X = X. Logo, ¢op = poyi = idgx), 0 que mostra que » éum
isomorfismo. Agora, como @(X"—a) = ¢(X)"—¢(a) = "X —a = X" —a, segue dai que
¢(I) =1, onde I éoideal gerado por (X" —a). Entdo ¢ induz um R-automorfismo
o+ RIX]/(X"—a) — R[X]/(X"—a) talque a(¢) =€z, onde ¢ = X+ (X" —a). Além
disso, a ordem de o éiguala n, pois o'(z) =z #2 (1 <i<n—1) e o™(z) = €'z = 2.

Segue dai que (o) € um grupo ciclico de ordem n.
n—1
Consideremos agora s € S = R[z]. Temos s= ) «u', com ¢; €R(0<i<n—1)
=0

n-1

n—1 n-1
Entao ofs) = O’(Z a;z') = Za;a(z]‘ = Em{izi. Logo, o(s) = s se e somente se
=0 =0 =0

n—1 -1

Z af'z' = Z a;z'. Nio é dificil ver que isto equivale a a; =0 paratodo 1<i<n—1,
i=0 i=0 _

uma vez que 1 — £ € R™ para tais valores de 1. Assim, o¢(s) = s se e somente se

s=u €R, istoé, ST =R.
Para mostrar que (S,0) é uma extensio de Galoisde R, dado 7 € (¢), com 1 # 1d,
basta encontrarmos X € R[z] tal que r(A\) — A ¢ M, para todo ideal maximal M de



R[z]. Seja entio r=0/ (1<i<n—1). Tomandose A=2= X+ (X" —a) tem-se:
rA)=A=r(2)—2z=0i(2)—2=¢2—2 = (6 =1)2. Agora, (¢} —1)z € M, para todo
ideal maxlmal M de S, pois & —1 e z sioinversiveisem S (jaque 2" =a € R" ).
Portanto, (S,o) é uma extensio de Galois de R com grupo de Galois ciclico de ordem

n. como querfamos provar.

Nosso préximo exemplo mostra uma extensio de Galois cujo grupo de Galais nio é
ciclico.

EXEMPLO 2.4: Seja R um anel comutativo com unidade. Consideremos (S,G) e
(T, H) duas extensdes de Galois de R com grupos de Galois G e H, respectivamente.
Entao S®T € uma extensao de Galois de R com grupo de Galois G x H = {(o,7) :
o € G,r € H}, onde G x H atuasobre S@7T via (o,7)(s@t) = o(s) & r(t), para
todos s@t€SQ®T, (o,7) EGx H.

Vamos mostrar inicialmente que (S® T")9*# = R. Segue do corolérioI1.1.9que SQT
é uma extensio de Galois de S com grupo de galois H, onde H é visto como {id} x H.
Analogamente, S~ S® R é uma extensio de Galois de R com grupo G ~ G x {id}.
Logo, temos: (S @ T)9*H = ((§ Q@ T)lidlxH)ox{id} = (SQ R)°*H} = RQ R~ R.

Para mostrar que S® 7T é uma extensio de Galois de R, basta exibir as coordenadas

de Galois de S®T sobre R.
Do fato que (S,G) e (T, H) sioextensdes de Galoisde R, segue que existem elementos
n

2l s LUl U €S € Upyenny Upille. . Uy € T, tais que Zz;a(g.):él_‘,' para
=1

cada ¢ € G e Y ujr(v;) = 6y, paracada € H., Tomando entdo ¢ = 2; Q. b =
7=0

vi@v,1<1<n e 1<j5<m temos Za,‘,'(_a, T)(bi) = Z(_z.- ©u)(o, )Ny @) =

Z(:r 2u;)(o(y)®7(v))) = Z:.:r o(y:) @u;7(v;) Z:r 0(1;,)®Zu ™(v;) =6, 264,.=
61 (e7). baracada (o.7) € G x H. Segue dai que S®T é uma extensao de Galois de
R com grupo de Galois G x H.

O exemplo anterior pode ser generalizado. Mais precisamente, se (S;, Gy),...,(S,,G;)
sao extensdes de Galois de R, entdo S;®---® S, é uma extenséo de Galois de R com
grupo de Galois G; % + -« X G,.

Além disso, aplicado aos exemplos anteriores, este exemplo permite construir extensGes

Id

de Galois com grupos de Galois do tipo G x G x -+ X G, onde G ¢ um grupo ciclico de
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ordem finita.

Se (S,G) é uma extensio de Galois de R, onde o grupode G é abeliano, dizemos
que S éuma EXTENSAO ABELIANA DE R.

Como todo grupo abeliano finito G admite uma decomposigao do tipo G = H; x Hy x
.+« x H,, onde cada H; é um grupo de ordem poténcia de um primo, entdo o exemplo 2.4
aplicado a teoria do préximo capitulo, nos permite construir extensoes abelianas de R.

§3. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS DE ANEIS

Neste paragrafo provaremos o chamado teorema fundamental da teoria de Galois de
anéis, o qual generaliza o teorema fundamental da teoria de Galois de corpos. Para que
nossos resultados também sejam vélidos para anéis com idempotentes préprios, precisamos

da seguinte

DEFINICAO 3.1: Seja S uma extensio de Galois de R com grupo de Galois G
eseja T um subanel de 5. Dizemos que T é G-forte, se a restricio & T de qualquer
dois elementos de G forem iguais ou fortemente distintos, como aplicacdes de T em S.

Claramente, se S nao possui idempotentes préprios, entao qualquer subanel de S ¢é
G-forte. Estamos agora em condigdes de provar o seguinte

TEOREMA 3.2: Sejam S uma extensao de Galois de R com grupo de Galois G,
H um subgrupode G e T = S, Entiao T é uma R-algebra separivel G-forte, S
é uma extensdo de Galois de T com grupo de Galois H e H ¢é o conjunto de todos os
elementos de G que, restritos & 7, sdo a identidade. Se, além disso, H ¢é normal em
G, entdao T é uma extensdo de Galois de R com grupo de Galois G/H.

Prova: Temos que mostrar as seguintes afirmagoes:

(1) T é uma R-algebra separivel e G-forte;

(i1) S € uma extensido de Galoisde T com grupo de Galois H;

(i) H={c€G:0(t)=tVt €T}

(iv) Se HAG entao T é uma extensao de Ew'a.lois de R com grupo de Galois G/H.

Sejam Zi.....TuiY1..... Yo € S tais que Zm‘-c(y,-] = 6,0, para qualquer ¢ € G.

=1

Em particular, ) z;7(%) = &,, paratodo 7€ H C G. Sendo por hipétese, T = S¥,
i=1

segue do teorema 1.6(b), que S € uma extensao de Galois de T com grupo de Galois H.
Isto mostra (i1).



Seja agora H' = {0 € G : o(t) = {,Vt € T}. Queremos mostrar que H = H'.
Claramente, H’ é um subgrupode G' ¢ H C H'. Ainda, S¥ =T = S#', como é ficil
verificar. Entao S ¢é uma extensao de Galois de T com grupo de Galois igual a H e
H'. Segue do teorema 1.6(e) que S®S é um S-médulo livre de posto n e também
n', onde n=|H| e n'=| H'|. Como S é um anel comutativo resulta da proposi¢io
[4.7, que n=n', ouseja, H = H', o que mostra (iii).

Agora, por 1.6(c) S é um T-médulo projetivo e finitamente gerado. Logo existem
elementos sy,...,8,;¢1,...,¢, € Homg(S,T), coordenadas projetivas de S como T-
médulo. Entdo, s;Gs; ES®S e ¢, Dp, € HomT®T(S®S,T®T], 1<4,5<r, sao
coordenadas projetivas de S® S como T @ T-mébdulo, como é facil verificar.

Como S é uma extensio separavel de R, S ¢é projetivo sobre S@S. Logo S
é projetivo sobre T® T, pela transitividade dos médulos projetivos (proposicao 1.2.5).
Agora, do fato de S ser uma extensao de Galois de T e do corolario 1.8, segue que T é
um T-somando direto de S, e isto implica que T é um T @ T-somando direto de S.
Portanto, T é um T ® T-mddulo projetivo. Consequentemente, 7' é uma R-dlgebra
separivel. Obtemos assim a primeira parte de (i).

Para mostrar que T é G-forte faremos as seguintes observagbes. Como S é uma
extensao de Galois de T com grupo de Galois H, segue do coroldrio 1.8 que existe c € S
tal que try(c) = Z plc) =1. Sejam zy,...,2,3Y.---,Yn € S5, satisfazendo a condigio

pEH

(b) do teorema 1.6, pata S e G. esejam z{ = Y plzic). yi= D p(y:). 1< i< n.
pEH pEH

Temos «,,y, € $¥ =T. De fato, para todo 7 € H, 7(¥/) =7(} p(w)) = 3 rolyi) =
pEH pEH

Y 7plys) = ¥, 1 £ i £ n. Analogamente, () =z}, 1 < i < n. Além disso,

TpEH

para ¢ € G, ix,{d('y:_) = i (Z P(-riﬁ)) a (E T(-yi)) = i (z plzic) 3 G'T(yi)) =
i=1 \pEH

=1 =1 \pEH reH rEH

Y Y alziderim) = Y ple) (Zp(x.-)cr'r('y.-)) = Y o(c)sper. Se o ¢ H, nio
=1 pr€EH p.lreﬂ =1 gTEH )
podemos ter or = p (caso contrdrio, terfamos ¢ = pr~! € H, uma contradigio).

n
Consequentemente, Zz:a‘(_y: =0. Se o € H, existe exatamente um 7 € H tal que
'=1 “ - - "
or = p. Entdotemos: ) xio(y))= 3 p(c)éper = Y p(c) =1. Logo, 3 zia(y)=0
i=]1 pTEH PEH i=1

se c¢ H e Y zio(y)=1 se c € H.

i=1
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Consideremos agora o,7 € G tal que ¢/T # 7/T. Entio o™l ¢ H, pois se
t €T étal que oft) =1t; # 1y = 7(t), segue que 7o~ (ty) = 7(t) =1{,. Seja e€ S
um idempotente tal que o(t)e = r(t)e, para todo t € T. Entio o(yl)e = (yl)e,

para cada i=1,2,...,n. Segue daf que 0= xirlo(y))r " (e) = Y zir7 (a(y!)e) =

i=1 =1
n

Y zir 7 r(yh)e) = 3 zlyir™'(e) = 77'(e). donde segue que ¢ = 0. Portanto, T &

aj-forte, completand't; Ja prova de (i).

Suponhamos finalmente que A é normal em G. Entdo paracada ¢ € G, 7 € H,
temos oro~! € H, isto é, o7 'ro(t) = ¢, para todo t € T. Equivalentemente,
r(o(t)) = o(t), paratodo t €T, ouainda, o(t) € T =S¥, paratodo t € T. Istoéo
mesmo que dizer que ¢ /T é um automorfismo de 7', para todo o € G.

Consideremos o grupo quociente G/H. E fécil ver que para ¢ = oH € G/H, temos
#={r €G:7/T =0/T}. Observemos ainda que a cada 7 € G/H associa-se um
inico automorfismo, a saber, ¢/ de T. Logo G/H é isomorfo a um grupo de
automorfismos de T. Temos que mostrar ainda que T9/# = R, Claramente T%/# 3 R.
Reciprocamente, se t € T9/#, entdo o(t) = t, paratodo o € G. Isto significa que
{ € 89 = R. Portanto T%# = R como queriamos mostrar.

Falta ver que T é uma extensdo de Galois de R. Para tanto, basta observar que os

elementos z!, 3! (1 €1 < n) definidos acima, satisfazem o item (b) do teorema 1.6, para

T e R, poisse & =idy, emtdo 0 € Hedai ) 2/6(y))=1. Agora,se & #idr, o0 ¢ H

=1
T
e neste caso, ) z/2(y!) = 0. Isto mostra (iv) e completa a prova do teorema.
=1
Para provar o teorema fundamental, precisamos de uma reciproca do teorema anterior.

Temos o seguinte

TEOREMA 3.3: Seja S uma extensao de Galois de R com grupo de Galois G e
T uma R-subdlgebra separavel de S [a qual é G-forte]. Seja H o subgrupode G
definidopor H={r€G:7(t)=¢tVt€T}. Entao T =S54

Prova: Como H={re€G:r(t)=tVt €T}, segueque T C S%, Entio temos
que mostrar apenas que S¥ C T. Pelo corolario 1.9, S®S é uma extensio de Galois
de S com grupo de Galois G, onde G atuasobre S® S via a segunda variadvel (isto &,
o(s@s')=s@oao(s'), paracada s@s'€S®S, 0 € G ). Consideremos o isomorfismo
h:S®S — E do teorema 1.6(e). Segue dai que F é também uma extensao de Galois de
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S com grupo de Galois G, onde a agdo de G se transporta para E via o isomorfismo A.
Vejamos como ¢ esta agao. Paracada o € G, v € E, temos h™1(v) = Zs,—é’}ti € 5@5.

Entdo, (o(v))(7) = (hoooh™(v))(7) = hoo[(3 s @ )](7) = 3 hls; ® o(ti))(r) =
zsira[_i.-), para cada 7 € G. Agora, v(70) =' hh=(v)(ro) = Zh(a; ® 1;)(ro) =
ia;‘ro(i,-_). Logo, a acao de G em £E esta definida por (a('u)_)(jr) -"—" v(‘ra_).

T é urm subanel de S e como S €é R- projetivo a injecdo T «— S induz um
monomorfismo S@T — S®S. Entao podemos identificar S®T com A(S®T) C E.
Mostraremos a seguir que E¥ = p(S®T).

Seja G = UO}'H uma partigio de G, onde . H # o;H, se 1# 3 1<,7<r
e F¥ = {y E‘E?l: 7(v) = v,¥7r € H}. Entio v € E¥ se e somente se 7(v) = v, para
cada 7 € H, isto é, v(o) = (r(v)){c) = v(or), paracada o € G, 7 € H. Logo,
v(o;7) = v(o;), paracada 7 € H, 1 <1 < ». Segue dai que v é constante sobre
cada classe lateral o;H (1 € 1 < r). Reciprocamente, se ¢ ¢ constante sobre cada
classe lateral o;H (1 < i < r), entdo temos v(or) = v(o), paracada o0 € G, r € H.
Assim, (7(v))(¢) = v(o7) = v(0) e segue que 7(v) = v, para todo r € H, isto é,
v € Ef, Portanto, E# & o conjunto de todas as funcdes de G' em S, as quais sio
constantes em cada classe ¢H, com ¢ € G. Assim,se s@t € SQSH, para cada
r€H e 1<i<r, temos h(s@t)(o;7) = soyr(t) = soy(t) = h(s ©t)(0;). Segue que
MS®T)Ch(S®SH)C EX.

E fécil ver que as aplicagdes f; : E — S, definidas por fi(v) = v{oy), 1 <1 < »,
sd0 homomorfismos de S-dlgebras. Mostraremos que fi,...,f, sao fortemente distintas
como homomorfismos de A(S®T) em S, denotando ainda com f; a restricio de
cada f; & S-subdlgebra A(SQ®T) de E. Se i+#; entio o0~'0; ¢ H. Logo existe
t €T tal que oi(t) # o;(t). Assim, fi(h(1@¢)) = A(1 ®t)(s:) = ailt) # o;(t) =
h1@t)(o)) = f;(h(12¢)) e segue que f/A(SQT) # f;/R(SRT). Seja ¢ €S um
idempotente nio nulo. Como T é G-forte, existe t € T' tal que o;(t)e # o;(t)e. Logo,
filh(1@t))e = h(1@t)(0y)e = oi(t)e # oj(t)e = h(1®t)(0;)e = f;(h(1@¢))e. Istoimplica
que fi/h(S@T) e f;/h(S@T) sdo fortemente distintos, se 7 # j, como queriamos
mostrar.

Sendo que T é R-separavel e S é uma R-dlgebra comutativa, segue que S®T é
uma S-dlgebra saparavel, de 1.6.5. Entao como S® T ~ h(SQ®T), temos que h(SQT)
é S-separavel. Logo, pelo lema 1.2, existem idempotentes wy,...,w, € A(S®T), dois a
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dois ortogonais, tais que fi(z)w; = zw;, paracada z € h(S®T) e w;lo;) = filw;) =
§;; {1 €1 <r). Mostraremos agora que %= iS’w.'.

Como h(S®T) C E#, segue que u.s,,...,:: € Ef, Sejaentic v € Ef. Temos
[5: v(o)wi)(o;) = )i[v(d;)he(ﬂf} = iv(a.-)é.-.,- =vo;). 1 €£j<r. Entdo v=

=] =1 =1

Y u(o;)wi e segue que EY =" Suy CA(SQYT). Portanto, B¥ = A(S®T).
=1 i=1

Agora, [A(S@S)F = E¥ = WS®T) C h(S®SH) C EX. Assim, A(SQT) =
h{(S® S$7), donde segue que ST = S®SH. Aplicando-se agora a fungio #r®ids e
o lema 1.8, que nos garante que {r(S) = R, temos S¥F ~ R SH = (tr ®ids)(S®S) =

(tr®ids)(S®T) = R®T ~T. Portanto, ST =T e iato completa a prova do teorema.

Os dois dltimos teoremas nos dao a seguinte generalizagao do teorema fundamental da

teona de Galois

TEOREMA 3.4: Seja S uma extensido de Galois de R com grupo de Galois G.
Entao existe uma corespondéncia biunivoca (invertendo a ordem) entre os subgrupos de G
e R-subilgebras separaveis de S [as quais s30 G-forte].

Se T é uma R-subalgebra separdvel de S [G-forte], entdo o subgrupo correspondente
é Hp = {0 € G:0o(t) = t,¥t € T}. Esta correspondéncia preserva a agao de G da
seguinte maneira: Se ¢ € G e T é uma R- subélgebra separavel [G-forte] de S, entdo
Hyry = 0Hypo™l. Além disso, um subgrupo H de G ¢ normal se e somente se SH
¢ levado sobre si mesmo por todo elemento de G. Neste caso, $¥ ¢é uma extensio de

Galois de R com grupo de Galois G/H.

Prova: A correspondéncia biunivoca segue facilmente dos teoremas anteriores.

Sejam 0 € G e T uma R-subdlgebra separivel de § [G-forte]. Devemos mostrar
que Hypy=oHpo™'. Agora, sendo T R-separdvel, o(T) também o ¢, pois ¢ € um
automorfismo. Logo, pelos teoremas anteriores, temos Hyp) = {r € G : 7(t) =1,V €
oT)}={reG:ro(t) =) ME€T}={r€G:07lro(t) =t M €T} ={reC:
¢ 'ro € Hr} = oHypo™\.

Suponhamos que S¥ ¢ levado sobre si meamo por todo elemento de G. Entdo
o(8¥) = S#, paratodo o € G, e segue que Hgw = H,sn) = cHsno™. Por outro
lado, pela correspondéncia biunfvoca, Hsu = H e logo H = oHo™, paratodo ¢ € G.
Consequentemente H ¢ normal em G. A reciproca foi mostrada no teorema 3.2.
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§4. HOMOMORFISMOS DE EXTENSOES DE GALOIS

Neste pardgrafo discutiremos alguns resultados sobre homomorfismos de extensdes de

Galois. Comegaremos com o seguinte

TEOREMA 4.1: Sejam S uma extensao de Galois de R com grupo de Galois G,
A uma R-glgebra comutativae f,g:S — A homomorfismos de R- Algebras. Entdo
existe um dnico conjunto {e, : ¢ € G} de idempotentes de .4, dais a dois ortogonais

(alguns deles possivelmente nulos) tais que Y e, =1 e g(s) = )_ f(o(s))es, paracada
oed L {=l¢)
g€ S.

Reciprocamente, qualquer aplicagéo g : S — A definida par uma tal {érmula é um
homomorfismo de R- &lgebras, se f o é.

Prova: Seja 6 acomposicio das aplicages £~ S@® 5% AQ A% A, onde h
é o isomorfismo do teorema 1.6(e) e p é o homomorfismo contragio definido no capftulo
amterior. Desta forma 6 ¢ um homomorfismo de R-dlgebras. Seja agora v, € F
tal que v,(r) = b,,, para todo 7 € G. Ja vimos que o conjunto {v, : 0 € G}
¢ um conjunto de idempotentes de E, dois a dois ortogonais, cuja soma é um. Seja
e = 0(v,). Se o # 1, eqer = 8(v,)0(v,) = 0(v,v,) = 0, pois v,v, = 0. A.inda,
e2 = €0 = (us)0(vs) = 0(v3) =0(vs) =es € ) eo= E b(va) = 0D vo) = 6(1) =

o€0 o€0
Portanto, {e, : o € G} é um conjunto de ldempotentes de A, dois a dois ortogonais e

cuja soma € um.
Para ver a unicidade, consideremos {d, : ¢ € G} um conjunto de idempotentes de

A, dois a dois ortogonais, cuja soma é um e tal que g(s) = E f(o(s))d,. para todo
T€G

8€S. Seja h™'(v,) = Zs;@t;, onde s;, t; dependem de ¢ € G. Entéo Za;r[ti) =
Eh(s. S G)(7) = v,(7) = 65, Logo, e, =08(v,) =[uof@goh™|(v,) = #('E ()&
g(t ) = Ef(a,)g(t )= 2 () Z flr@i)de = 3 f(3 2 aiv(t:))dr = 3 f(6")dr da.

r€G 1 T€G
Para obter a expressio de ¢ nhservemoa inicialmente que A(1 & s)(r) = 7(s) =
Z o(8)vs(7), patatodo 7 €G, s €S. Istoé, h(1@s)= Z o(s)v,. Pondo,como

o€0 c€Q
antes, h™(v,) = Zs; &t;, esendo A(1& s) € E, aplicamos f em ambos os lados da

igualdade h(1@3s) = ) o(s)v,. Obtemos entio #(h(1@s)) = [uof@goh~|(h(183)) =
c€G



(e f®g)(183) =p(12g¢(s)) = g(s) e 9(20(8)0«)—[;4 f&gohTN(} o(s)vs) =

o€l
o s @g(X ala)h™(ve)) = 3 Ef(a(snf(a.)ga ) = T 7leONE 1(sdste) =
e€d oEG i cEG
Zo' f(o(s))e,. Portanto, g(s) = EG f(o(8))es, paracada s€S.
o€ o€

Reciprocamente, seja g: S — A definido por g(s) = )_ f(o(s))es, onde f:5 — A

o€l
¢ um homomorfismo de R-4lgebras e {e,},eq ¢ uma famflia de idempotentes dais a
dois ortogonais cuja soma €é um. Vamos mosirar que, nestas condigoes, ¢ ¢ também um
homomorfismos de R—n’ljzbras. De fato, ¢ € claramente aditivo e se 5,2 € S entdo

g(s)g(t) = { X flo(s))es (Z f {'f('t))cr) = Y flols)r(t)ese, = 3 fla(s)o(t)le, =
€G

red o7 o€Q
g(st) eainda g(rs) = Y. f(o(rs)le. =r Y, f(o(s))e, = rg(s), paratodo r € R, oque

vEG ce€q
completa a prova.

COROLARIO 4.2: Com as mesmas hipdteses e notagdes do teorema anterior, se A
nao possul idempotentes préprios, entdo existe um tnico elemento ¢ € G tal que ¢ = fo.

Prova: O conjunto {e, : 0 € G} de idempotentes de .{ definido no teorema
anterior, possui todos os elementos nulos, com excessio de um deles, a saber, ¢, = 1, para
algum o € G. Logo, para todo s € S, temos g(s) = f(o(s)), isto é, g = fo.

No seguinte coroldrio, j : A — Homg(S,S) é o isomorfismo do teorema 1.6(c).

COROLARIO 4.3: Seja S uma extensio de Galois de R com grupo de Galois
G e W o semi-grupo multiplicativo do anel dos endomorfismos de anéis de S formado
pelos endomorfismos que deixam R fixo. Entio W C Homg(S,S) e j~ (W) consiste de

todos os elementos de A da forma 2 e Uy, com {&,}seq uma familia de idempotentes

vEG
dois a dois ortogonais de S, cuja soma é 1.

Além disso, se todo idempotente de S estd em R, entio todo elemento de W ¢
um automorfismo. Assim o grupo dos R-automorfismos de S ¢ isomorfo, via j~!, a0

subgrupo multiplicativo de anel de grupo R(G) € A, constituido dos elementos Z €a0,
o€l

como acima. Finalmente, S nao possui idempotentes proprios se e somente se W = G,
isto €, se e somente se G é o conjunto de todos os R-endomorfismos de S.

Prova: Seja W o conjunto de todos os endomorfismos de S que deixam R
fixo. Claramente W C Homg(S,S) e W é um semi-grupo multiplicativo. Fazendo, no
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teorema 4.1, A=S e [ =ids obtemos g(s) = Z o(s)e,, patacada g€ W, s € S.

o€eQ
Considerando agora o isomorfismo j : A — Homg(S5,5) definido em 1.6(c). temos
i) = j"(z €s0) = Z eoUs, para todo g € W. Reciprocamente, também do
o€Qd cE€Q
teorema 4.1 segue que J(Z esu,) € W, o que prova a primeira parte.
o€Q
Para obtermos a segunda parte, suponhamos que S\ R nao contenha nenhum idempo-

tente. Claramente, (.E e,u,) (Z e,-u,-:) = Z ea0(er)ge-t = Z eSuyq = Z o
o€C o€G

€a T€G o, r€G
1 pois ole,) =e,, paratodo 7 €G (e, € R). Entho, id =j(} es, ) €th-1) =
c€qG g T€G
HY eotss)i(D €rup-1) e isto implica que J(Z Colis) = [;(Z e,u,-:)} . Consequen-
o€G T€G cEG reC

temente, os elementos de W sdo automorfismos e W ¢é isomorfo a um subgrupo de
R(G)C A, via ;7' (aqui temos R(G) C A, via a aplicagio ¢+ u, ).

Suponhamos agora que S nio possua nenhum idempotente préprio. Entdo, pelo
corolério 4.2, segue que para todo ¢ € W existe um tdnico o0 € G tal que ¢ = o,
isto 6, W = G. Reciprocamente, se W = G e ¢ € § é um idempotente tal que
e#0 e e # 1, entio tomando o,7 € G, o # r, temos jleu, + (1 — e)u,) e w.
Agora, sendo que W = G, temos que o homomorfismo g = j(eu, + (1 — e)u,), verifica
g=p€GQG, paraalgum p € G. Isto é uma contradigio, pois se e+ (1—e)r = p, entdo
epls) = elec + (1 — e)7)(s) = ec(s), de onde segue que p = ja que os elementos de G
sao fortemente distintos. Analogamente, de (1 —e)p(s) = (1 —e)r(s) segue que p=r.
Isto ndo pode acontecer, pois ¢ # 7. Assim, a prova estd completa.

TEOREMA 4.4: Sejam S e S’ duas extensdes de Galois de R com mesmo grupo
de Galois G, eseja f:S5— S um homomorfismo de R-&lgebras e G-mddulos. Entao

f & um isomorfismo.

Prova: Consideremos 2;,...,Zni¥1,---s¥n € S satisfazendo o item (b) do teorema

1.6 e geja tr = 2 o a fungao trago. Mostraremos que j € um isomorfismo, mostrando
a€G
que f éinjetora e sobrejetora.

Seja s € S tal que f(s)=0.Sendoque f é um G-homomorfismo temos f(o(sy;)) =
flals)a(y:)) = flals))flaly:)) = ol f(s))o(f(y:)) =0, paracada 0 €G e 1 <1< n.
Assim;, f(tr(sg)) = 0 e como ir(sy) € R, resulta que ir(sy;) =0, 1 <17 < n.
Entdo, 0 = Y zitr(sy) = 3. Y xio(s)o(yi) = 3 0(8) Y zio(y) = Y 0(8)610 = &.

=1 v=1veq ceG =1 o€
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Consequentemente f € injetora.
Seja agora &' € 5. Como f é um G-homomorfismo, temos f(z:t;tr(_ fw)s') =

=1

> f(2) X o(fwNo(s) = (L ziow))ol(s) = 3 flhioa(s) = ids) = o
.I:c:go, i cg c:obrejetora. - portan’t?:aa p;‘:ra estd completa. -

TEOREMA 4.5: Seja S um anel comutativo sem idempotentes propriocs, G um
subgrupo arbitrério do grupo de automorfiamos de § ¢ R = S9 Suponhamos que S é
uma R-algebra separivel e finitamente gerada como R-mdédulo. Entio G é finito, S
€ uma extensdo de Galois de R com grupo de Galois G e G é o grupo de todos os

R—-automorfismos de S.

Prova: E daro que S®S é uma S-dlgebra via o primeiro fator. Ainda, se s;,...,s,
8d0 elementos que geram S como R-mddulo, entdo € facil ver que 18 3s;,...,18 s, sio
geradores de S@ S como S-mddulo.

Sejam 0y.....0, elementos distintos de G. E facil ver que as aplicagdes f;: S® S —
S definidas por f; = po(1®0;), 1<i<n, onde p éo homomorfismo contragio, sio
homomorfismos de S-dlgebras.

Como S®S é S-separivel e f,....,f. sdo fortemente distintos segue do lema
1.2 que existem idempotentes e;,...,e, € S, dois a dois ortogonais tais que fi(e;) =1
e flz)e; = ze;, paracada z € S®S. Assim, f;/(S®S)e; : (S@S)e; — S é
um isomorfismo de S-médulos, para 1 < i < n. De fato, vejamos que f;/(S® S)e;
é uma bijegdo, para qualquer tal 1. Dado z € S®S, tal que fi(ze;) = 0, segue:
que 0 = fi(ze;) = fi(z)file;) = fi(z). Logo, ze; = fi(z)e; = 0 o que prova que f;
€ injetora. Cosideremos agora s € S. Existe s’ € § tal que o;(s') = s. Assim,
(1€ 8)e) = fi(1©s)fi(ed) = (19 ) = as) = s. Logo, fi/(S® S)e; € também
sobrejetora.

Definindo agora e=1@1—¢; —+--—¢,, temos que e ¢ um idempotente ortogonal

a cada e, como é ficil ver. Deste modo, S®S = P(S) S)e: P(S) S)e, como
S-médulo. Assim, S®S possui um S-somando d.i';:to livre de posto n, a saber,

@(S@S]c; ~ 5" (via @f,‘/(5®5)c; ).
1=1 =l

Seja M um ideal maximal de S. Entao S/AM é um corpoe M(S®S) é um
ideal de S®S. Portanto, S®S/M(S®S) é um espago vetorial sobre S/AML de

maneira natural. Como S® S possui um somando direto de posto n sobre S, segue
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que dimgp[S@ S/ M(S@S)] 2 n.

Por outro lado, como 1§ s;, 1<i< s geram S®S como S—médulo, 18 s;, 1<
i<y, geram S® S/M(S®S) como S/M- espaco vetorial. Conseqiientemente temos
dimgm[S® S/M(S®S)] < »r. Logo, I(G)=n<r, istoé, G é finito.

Como S é R-separivel e SY = R segue do teorema 1.6 que S é uma extensio de
Galois de R com grupo de Galais G. Ainda, do fato que S nio possui idempotentes
proprios segue, pelo corolédrio 4.3, que G € o grupo de todos o8 R-automorfismos de S.
Isto completa a prova do teorema.

§.5 - O GRUPO DE HARRISON

Neste parigrafo suporemos sempre que G € um grupo abeliano e R é um anel
comutativo.

Duas extensces de Galais S e T de R com mesmo grupo de (alois &' sdo ditas
isomorfas, se existir um isomorfismo de R-algebras ¢ : S — T que comuta com a agao
de G, isto é, o seguinte diagrama é comutativo, para todo ¢ € G:

§y L 7T
o | l o
5 -2 T

Consideremos agora a classe (r de todas as extensdes de Galois de R com grupo
de Galois G. Podemos definir uma relagido de equivaléncia em (n de maneira natural,
como segue: Dados S, T € ¢p, dizemos que S e T s&o equivalentes se e somente se
S e T sao isomorfos como extensdes de Galois de R. Notaremos por [S] a classe de
equivaléncia de S e T(G,R) denotari o conjunto de todas estas classes de equivaléncia.
Assim, T(G,R) = {[S] : S é uma extensao de Galois de R com grupo de Galois G }.

Decorre do exemplo 2.4 do paragrafo 2, que se S e T sio duas extensdes de Galois
de R com mesmo grupo G, entdio S®7T é também uma extensio de Galois de
R com grupo G xG. Agora A(G) ={(c7lo) : 0 € G} CGxG éum
subgrupo de G x G. De fato, (id,id) € A(G) e para (o7 1.0). (771 1) € A(G).
temos (07'.0)o(r . 7)= (¢ ,o7) = ((07)7,07), }d que G ¢ abeliano. Portanto,
A(G) é um subgrupo normal de G x G, e podemos entio considerar o grupo quociente
G x G/A(G). Temos entdo a seguinte

PROPOSIGAO 5.1: Com as mesmas notagdes acima, G x G/A(G) =~ G.
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Prova: Seja ¢:G x G — G, dado por ¢{o,7) =0T, E ficil ver que ¢ é um
homomorfismo sobrejetor. Agora, kerp = { (0,7) EGXG : or=1d } ={ (c7%0) :
o € GxG}=A(G). Portanto, G x G/A(G) ~ G, como queriamos mostrar.

Segue do teorema fundamental que (S ® 7)A¢) ¢ uma extensio de Galois de R com
grupo de Galois G, onde G atua sobre S@QT via o ®id, para o € G.

Vamos definir agora uma operagio em T'(G, R) como segue: Dados [S5],[T] € T(G, R)
definimos [S]*[T]=[((SQT)AD,{c @id : ¢ € G })]. E fécil ver que se [S] =[] e
[T] = [T'], entdo [S]*[T] =[S *[T"]. Logo, * estd bem definida. Estamos agora em
condi¢tes de apresentar o seguinte

TEOREMA 5.2: Com as mesmas notagdes anteriores, T'(G,R) é um grupo
abeliano.

Provaremos este teorema somente para o caso em que G € um grupo ciclico, pois este
€ o caso que interessa em nosso trabalho. O leitor interessado podera encontrar uma prova

para o caso geral em [12].
Suporemos entio G = Z[nZ e mostraremos que (I'(Z/nZ,R),*) é um grupo
abeliano.

Prova do teorema 5.2: E claro que a associatividade e a comutatividade de
= decorrem da associatividade e comutatividade do produto tensorial, respectivamente.
Entao falta mostrar que » possui um elemento neutro e que todo elementode T(Z/nZ, R)
possui um simétrico com relacio & *.

Usaremos a notagdo (S,0) paraindicar que S é uma extensio de Galois de R com
grupo ciclico gerado por o, e [S, o] para indicar sua respectiva classe em T,(Z/nZ, R).

Consideremos IF = é Re;, onde {e;}i<i<n €uma familia de idempotentes ortogonais
cuja soma € 1. Vimos n(;-t:xemplo 2.1 do pardgrafo 2 que (/F,7) é uma extensio de Galois
de R com grupo ciclico de ordem n gerado por 7, onde r é o automorfismo de [E que
atua da forma 7{e;) = €;41 (modn) (1 <1< n). Mostraremos que [/F, 7], assim definida,
é o elemento neutro de *.

Seja [S,0] € T(Z/nZ,R). Temos [S,o]*[E.r] = [(S®E) 9,0 @1)], sendo
que A(G) = (¢7' @ r) neste caso. Devemos mostrar entio que [(S@ FE) ¢ 0@ 1] =
[S,c]. Para tanto observemos que se a € S@IF = S@(&",Re;), entio existem

elementos 8, € S5, 1 = 1,...,n, tais que a = 23; @ e; e esta representacio € umica,

=1
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sendo que (1 & €;)1<icn € uma base de SQIE sobre S. Assim, (07! @ 7)(o) =
('L %@ &) = Za“l(s ) @ €i41 (modm) Entdo temos a € (S@IE)"™'®" se

=1

e somente se ¢7(s) = 32 o) = 53y vy 07 (8y-1) = 8a; 07Y(8,) = 81 Logo,
(SQE) "o —(5@@&.)’"@' {zj o'(s)@e; : s€S).
=] =]
Definimos entdo ¢ : S — (S@IE')’_'G", por ¢(s) =) o'(s) @e;. Assim, ¢
=1

estd bem definida e € sobrejetora. Como kerp = {s€ S : Y o' '(s) @ ¢; = 0} = {0},
=1
segue que ¢ também injetora. Mostraremos que ¢ um isomorfismo de anéis. De

1+
fato, é clarzo que (1) =1 e para todos 3,2 € S, temos @(s+1) = Zal"i(s +1) Qe =

i=1

i:(a“"(s_) +o' i) @ e = (i a'(s)®e)+ (i o) ®e) = p(s) + p(t) e p(st) =
=1 =1

i o (st) S ¢; = Zn: P (s @ & = (50 (s) GJ(Z 7' (t) @ €)) = (s)elt),

=1 =1

pois {ei}igicn € uma. famflia de idempotentes ortogonais.

O seguinte diagrama
s L (SQE)yer
ol ledl
S L (SQE)'er
é claramente comutativo. Resulia entio que ¢ é um isomorfismo de extensdes de Galois.
Istoé, [(S®E) ' ,0®1]=[S,0], paratodo [S,0] € T(Z/nZ, R).

Para mostrarmos que todo elemento de T(Z/nZ) possui um simétrico com relagio
& *, mostraremos primeitro que, para todo [S,0] € T(Z/rZ,R), temos [S,0]F =
[S,g*™" (modn)] ge (k,n)=1.

Dado [S,0] € TNZ/nZ,R) seja [T,o] = [S,c]*. Por indugio em k, segue que
[T,0] =[S, o]* = [(SEk)leT @1C 810 551 Q.- ®1], onde S =S5Q@---®S (k vezes),
c'®1Q---%1 possui k—1 fatorese 0 212---8Q 1, k fatores. Assim, 7 é um
subanel de S e o atuaem T, via 0 @1@:+-@ 1. Mostraremos agora que o* atua
em I daforma o®oc @ - ®@c (k fatores).

Como ((¢7'@1@:--@1)®0) o) =a, paratodo « €T, segueque (61D &
No((¢67'218---01)Q0)(a)=(c218:--®1)(a), ouseja, (1210 So)(a)=
(0©1@.:-®1)(a), paratodo a € T. Da mesma forma, [S,o]* = [S, ofir2«[S oP =
[(S9*2 @ S82)e™'616-21)e®) o @ 1@ ---@ 1] (onde 0! @1@--- @1 possui k—2
fatorese 0 212---21, k fatores) e também como ((¢™'©168--81)8(c21)){(a) = o,
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para todo « € T, segue que (6 21% - @1)a) = (0 Q1Q---Q1)o((c77 218
~@1)@(c®1))a) =(1@1&---@c &1)(a). Repetindo este argumento obtemos
(e@1@- - @1)(e) = (1009 --@1)(a) =... = (1&1&---@c)(a), paratodo a € T. Logo,
o*a) = (¢@1@: - -@1)(a) = [(¢@1&: - -@1)0: - -0(1@1&" - :R0)](a) = (0@0&" - -@0)(a),
para todo o € T. Portanto, o* agesobre T via 0 @0 &+ @0, como queriamos
mostrar.
Consideremos agora a restrigdo do homomorfismo contragdo u: T — S. Temos assim
o seguinte diagrama:

&

q
. o

o P |

Wn+—Wn
qQ

[
—

o qual é comutativo. Logo, p : (T, c*) — (S, 0) é um isomorfismo de extensdes de Galois,
pelo teorema 4.4,

Se (k,n) = 1, podemos considerar o inteiro k~! (mod n) e o argumento acima
(aplicado & (S, g ™' (med n)) mostra que 4 : (T,0) — (S, ot (med ")) é um isomorfismo
de extensdes de Galois. Portanto, [S,0]* =[T, 0] = [S,0*™" (medn)],

Assim, [S,0]" = [S,0]*" ! % [S,0] = [S,07!] % [S,0] = [(S® S)*%?, 67 @ 1], pois
n—1= -1 (modn). Vamos mostrar agora que [(S® S°%?,¢~* & 1] é o elemento
neutro de T(Z/nZ, R), obtendo que o inverso de [S,0] existe em T(Z/nZ,R). Mais
ainda, [S.0]™! =[S,o]*"!, paratodo [S,c] € T(Z/nZ, R).

He=l

Consideremos o isomorfismo A : S®S — F = @3&.‘, do teorema 1.6{e), onde
i=0
n-1
¢; denota i (0<i<n—1). Dado v € E, temos v =) ¢ Como v(o?) =
n-1 - n-=1 = f=1 .
Z s;ei(0?) = Z 8;6;; = 3; paratodo 0 <i<n—1, segueque v = E v(o')e;. Assim,
i=0 =0 =0
n=1
dado sQt€SQ®S. temos h(s@t) =) s;¢;, onde s; = h(sSt)(0?) = s07(t). para todo
i=0
n=-1
0<j<n—1, istoé, h(s®t)= 2 sa*(t)e;, Tomando agora o(s)Qa(t) € S®S, temos
n-1 -1
ho(s) @ a(t)) = D a(s)a™(t)e; = D a(so'(t))e;. Portanto, se s @t € (S® S)7%7,
i=0 i=0

a—1 n—1

entao 2 si¢; = h(s ®t) = ho(s) @ o(t)), ou seja, z sa'(t)e; = E o(sa'(t))e;, de onde
resulta a(a,) = o(s0'(t)) = s0*(t) = 3;, para todo 0 < i<n—1e portanto. s, €R 0L
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i<n-1 Asim, h((S®S5)%)CE = éﬁe,-. Claramente, E C h((S® 5)°®°).

1wl
Consequentemente, h/(S® )" : (S® 5)*% — [E = D Re; € um isomorfismo de
=1
R~ dlgebras. Notemos por A’ tal isomorfismo.

Do exemplo 2.1 e da prova do teorema 3.3 segue que F =~ S®S € uma extensao de
Galois de R com grupo de Galois Z/nZ x Z /nZ, gerado por (0,1d) = ho(c ©id)oh™
epor (id,0)=ho(id®a)oh™.

n—1
Seja. a = a; @b € (S®S5)°®. Entdo hla) = Y rie;, onde ri € R, 0 <

=0

n-1 a-1 n—1
i<n—1ce r;=) reo) = h(a)(o’) = Za;a"[b;_). Agora, (o7%,id)(}_ rie;) =
i=0

=0 i=0

=1 H=1 ne=1 =1
ho(a-l@id)oh'l(z rie;) = h (E o™ Ha;) @ l:-,-) = E v;e;, onde uj = E o~ Ya;)a? (b)) =
=0 i=0 im0 ie0
ne=l

a=(3 aic?" (b)) = ™Hrjer (moam)- Ouseja, (¢71,id) = r, onde r & o automorfismo
i=0
de IF dado por 7(e;) = €i41 (modn). Portanto o seguinte diagrama
(S@sre 2 E

c"l@id | | o7 dd)=1
(5®S)1* = E

é evidentemente comutativo e [(S® S)7®%, 071 @1d] = [[E,7]. Isto completa a prova para
o caso ciclico.

NOTA: A provado teorema acima mostra que todo elementode T(Z/nZ, R) é um
elemento de ordem n. De fato, para todo [S,0] € T(Z/nZ,R), [S,0]" é a identidade
do grupo T(Z/nZ, R).
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CAPITULO III : EXTENSOES DE GALOIS DE ANEKIS DE
CARACTERISTICA p.

Neste capftulo suporemos sempre R um anel comutativo de caracteristica p, onde
p € um nimero primo, isto é, paratodo r € R temos pr = 0. Neste caso, R contém
Z|pZ como subanel.

Dado uma extensao A de R, dizemos que A é uma extensao p"—ciclicade R, se A
€ uma extensio de Galois de R com grupo de Galois ciclico de ordem p®. As extensGes
p"—ciclicas de R serdo notadas por (A,0), onde o ¢é um gerador do grupo de Galois
da extensio A de R Ainda, notaremos por [A,o] a classe de (A,s) no grupo de
Harrison T(Z/p"Z, R).

Comecaremos estudando as extensces p-ciclicas de R, segundo o trabalho de T. Na-
gahara e A. Nakajima [15]. Apads, obteremos uma generalizagao deste caso, apresentando
resultados obtidos por M. Ferrero, A. Paques e A. Salecki. Observemos que alguns resul-
tados foram obtidos previamente por T. Wyller, em [21] e C. Greither, em [9] (corolario
2.4 e teorema 3.2 ), mas estes autores usaram métodos cohomolégicos. Seguiremos aqui os
métodos diretos de M. Ferrero, A. Paques e A. Solecki { [7] e [8] ).

§1. EXTENSOES p-CICLICAS

Do exemplo 1.2.2, temos o seguinte:

TEOREMA 1.1 : Seja f(X)=X?-X —r € R[X]. Entio (R[X]/(f(X)),0) é
uma exto-ansio -p-—ciclica. de R, onde o: ( ﬂ::’}) — (ﬁ[:;” é o R-automorfismo dado
por ol X + (f(X)) = X + 1+ (f(X)).

Mostraremos a reciproca deste teorema. Antes porém, provaremos o seguinte :

LEMA 1.2: Seja A umaextensiode R e ¢ um R-automorfismo de A. Se
existir a € A talque aP —a € R e a(a) =a+ 1, entio existe um R-isomorfismo ¢

tal que o diagrama abaixo comuta:

RIX]

Ty o
ot Lo/
RX] e pr
rxy o A
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onde f(X)=XP=X=(af=a) e ¢ é o R-isomorfismo definido acima por ¢(z) = z+1,
para z =X +(f(X)). Em particular, R[a] é uma extensao p- ciclicade R com grupo
de Galois (o/R[a]).

Prova: Consideremos o' : R[X] — Ra], definido por ¢'(g(X)) = g(a), para todo
g(X) € R[X]. Assim, ¢’ é um homomorfismo sobrejetor. Como f(.X) = X? =X —(a?P—a),
segue que f(a) = 0, e consequentemente, (f(.X)) C kery'.

Consideremos agora A(X) = ) r.X* € R[X], tal que A(a) =0. Entdo, 0= o(h(a))

=0

= a(Y_nd') = Sono(a) = Soria+ 1) = h(a+1). Repetindo este argumento, segue
i=0 im0 i=0
que o'(a) =a+1, 0<1i<p—1 sioraizes de h(X). Agora, como f(a) =0, segue

pelo algoritmo da divisao, que f(X) = (X = a)q(X), com ¢(X) € R[Y], onde o grau
de ¢(X) é p—1. Ainda, como f(a+1)=0, temos ¢(X)=(X —=(a+1))¢'(X), com
¢'(X) € R[X], ondeograude ¢' é p—2. Continuando este raciocinio, e pelo fatode f(X)
ser um polinémio monico, segue que f(X)=(X —a)(X —=(a+1))...(X =(a+p—1)).
Logo, dado g(X) € kery’, temos g(a) = 0 e consequentemente, pelos argumentos
anteriores, g(X)= (X —a)...(X —(a+p—=1)A(X) = AIX)NX), com A(X) € R[X],
ou seja, kere' C (f(X)). Portanto, kery' = (f(X)) e entdo existe um R- isomorfismo
¢ : R[X]/(f(X)) — R[a], induzido por ¢ .

Consideremos agora g(X)+(f(X)) € R[X]/(f(X)). Temos, (woy)(g(X)+(f(X))) =
wlg(X + 1)+ (f(X)) =gla+1) e (o0¢)(9(X)+ (f(X))) = o(g(a)) = g(a+1). Logo,
¢ow=0o/Rla)oyp e o diagrama comuta. Isto completa a prova do lema.

O seguinte teorema € wmna reciproca do teorema 1.1:

TEOREMA 1.3: Seja .{ uma extensio p-ciclicade R com grupo de Galois (o).
Entao existe a € 4 tal que o(a) =a+ 1. Nestecaso, a® —a€ R e R[a] = A. Além
disso, existe um isomorfismo de extensdes de Galois (R[X]/(f(X)),¥) >~ (4,0), onde
AX)=Xr =X —(aP=a) ¢ y étal que $X+(FX))=X+ 1IN

Prova: Como A é uma extensao de Galois de R, existe um elemento ¢ € A tal que
tr)(c) = 1. Temos ainda (o) = {id,0,0%,...,07"'} = {0,0%...,0P}. Consideremos
entio os elementos z; =14+ 1+4:.-+1 (1 somandos ), 1 <:<p. Assim, z; € RC A,
pata i=1,2,...,p e z, =0, pois R é um anel de caracteristica p. Claramente, temos
olzi) =z;e z; =2;41 — 7y, para 1<:1<p.

P

' .
Definimos entio a = —Ez.—ar"(f:}. Assim resulta o(a) = a’(—Zz.'a"(a)) =
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L4 ; L4 ' 4 . L4 '
=Yz () = = D (7ip1 —21)a"V () = = Y zips0" () + D 710" (c) = a+ 1. Logo,
=1 =1 =1 =1
o(a) =a+1.
Do fato que A) = R segue que o —a € R, pois o(a? —a) = a(a)f — o(a) =
(a+1)?—(a+1)=aP+1—a—1=a” —a. Agora, dolema anterior segue que existe um

R-isomorfismo ¢ tal que o diagrama abaixo comuta:

RX]
FEy o e
b Lol
ey T Rl

onde f(X)=XP=X —(a?—a) e ¢(z)=z+1, para z =X + (f(X)). Assim, R[d]
é uma extensdo p- ciclica de R com grupo de Galais (o/R[a]).

Resta mostrar que Rfa] = 4. Para tal, é suficiente observarmos que Rla] e { sdo
extensdes de Galois de R com grupos de Galois (o/R[a]) e (o), respectivamente, e a
inclusao Rfa] < 4 é um homomorfismo de extensdes de Galois. Entao segue de IL4.4,

que R[a] = A.

COROLARIO 1.4: Sejam A e A’ duas extensdes pciclicas de R com grupos
de Galois (o) e (o'), respectivamente. Se s € { e o' € {' sdotaisque o(a) =a+1 e
o'(a') = a'+1, entdo: (A,0) éisomorfoa ({',0') se esomentese af —g = aP—a'4(+?—r),

para algum r € R.

Prova: Suponhamos que existe um isomorfismo de extenSoes de Galois ¢ : (4,0) —
(A',6'). Neste caso, temos o'(¢(a) — a') = (o' 0 ¢)(a) — (a') = (¢ 0 7)(a) — (a') =
pla+1) — (a' + 1) = ¢(a) — a’'. ou seja, p(a)—a’ € R, jé que A" = R, Assim,
tomando » = p(a) —a', temos aP —a'+ (rP = r) = a® —a' + (¢(a) = o'} = (p(a) = a') =
a® —a' + pla)f —a® —¢la)+a' = p(c? —a) =a? —a, pois a? —a € R.

Reciprocamente, suponhamos que existe » € R tal que a? —a=a® —d' + (¥ —r).
Entdo temos af —a = (a+r)P—(a'+r). Definindo entdo  : Rla] = R[a'], por ¢/R =1dx
e ¢(a) = a'+r, segue que ¢ é um R-homomorfismo de anéis bem definido, como é facil
ver. Agora, como (c'op)(a) =o'(d'+r)=a'+1+4r e poo)(a) =¢la+1l)=d +r+1,
segue de [1.4.4 que » ¢ um isomorfismo de extensdes de Galois de R. Do teorema
anterior, temos { = R[a] ~ Rl[a"] = A', ouseja, (4,0) ~ (4,).

Queremos agora classificar as extensdes p-ciclicas de R. Mostraremos que esta clas-
sificacdo é feita segundo a estrutura do anel R, visto que existe uma extensdo p—ciclica
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de R, paracada r € R, asaber R[X]/(X? — X —7), e toda extensdo p- ciclica de R
é desta forma. Comecaremos por observar que o conjunto pR={P —r:» € R} é um
subgrupo do grupo aditivo R. Defato, 0 =17 —1 € pR, e dados * —r, s — s € pR,
temos (¥P —r) + (s — s) = (» + s)? — (r + s) € pR. Entdo podemos considerar o grupo
quociente R/pR. Vamos mostrar que T(Z/pZ,R), o qual denotaremos simplesmente
por Ti(R), é isomorfo ao grupo aditivo R/pR. Para tanto, consideremos a aplicagao
6 : Ty(R) — R/pR, definida como segue: Dado [4,0] € Ti(R), existe a € 4 tal que
ola)=a+1, a?»—a=r, € R e 1= Rla] Definimos entio 6([.1,0]) = [r.], onde
[ra] = ra + pR € Rp/R. Do corolério 1.4 segue que 0 estd bem definida e € injetora. B
claro que 6 é também sobrejetora, pelo teorema 1.1.

Agora estamos em condigGes de provar o seguinte:

TEOREMA 1.5: Com as mesmas notagoes acima, ¢ : T3(R) — R/pR é um
isomorfismo de grupos.

Prova  Falta apenas ver que 6 ¢é um homomorfismo de grupos. Consideremos
entio [A,0],[B,7] € Ti(R). Sejam a € A e b€ B taisque o(a) =a+1 e
r(b) = b+ 1. Consideremos ainda r, = a? —a e r, = b —b. Temos que mostrar
entdo que O([d,0] = [B,7]) =8 ([(A@ By e s @ 1]) = [rs + rp). Para tal, definimos
ce=a@1+10b€ A®B. Como (c'@7)c)=(c"'@r)(a@1+1@b)=(c"'@r)(a®
D+{c"'27)(18b) = (a—1)21+18(b+1) = aR1-121+18b6+121 = a@1+1Qb = ¢,
segue que ¢ € (A® B)*™'®".  Além disso, como (¢ ®1)(c) = (¢ @ 1) (a@1+19b) =
(c@D(a@l)+(c@1)(10b) =(a+1)21+1@b=a@1+1@1+10b=c+1, segue que
c€(A@®B)° %" verifica (¢ ®1)(c) = c+1. Assim, 6 ([(A@ By 7'e" 59 1]) = [P—c] =
[(e@1+1@6)P—(a@1+106)] = [(e@1)P+(1Q6P —(a®1)—(19b)] =[0G 1+ 106 —
a@1=10bl=[a? =a)@1+10 (P =b)]=[ra @1+ 1@ ry] = [(ra + 1) @ 1] = [rq + 1]

Logo, 6 é um isomorfismo de grupos, como gueriamos mostrar.
§2. EXTENSOES -CICLICAS

Neste pardgrafo descreveremos as extensées p°— ciclicas de um anel R, via o anel de
vetores de Witt sobre R. Usaremos entdo os resultados obtidos no apéndice, bem como

manteremos aquelas notagoes.
Dado um anel 4 e z = (zo,...,2n—1) € W,(A), notaremos z'= (zy,...,2Zn-a) €
Wo-i(d) e (2',0) = (zq,-..,7n-2,0) € W,(A). Ainda, ao longo deste capitulo, R[X]
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denotara o anel de polindmios nas indeterminadas X = (X,,...,X,.;) e para todo
r € W,(R), notaremos por (X* — X — »r) o ideal de R[X] gerado por todas as
componentes de X" — X —» € W,(R[X]).

Se A=RX] ¢ X" =X'= (fo(X)..., fos(X) € Woos(4), onde F(X) =
fi(Xoy... . Xo—2) € ZJpZ[Xy,...,Xp-2], 0 £ i £ n— 2, entdo segue do teorema
A.2 e corolario A.3 que existe f,1(X') € Z/pZ[X,,...,Xs2], tal que (X', 0)" —
(X0) = (fo(X')y..., faa(X"), fa-1(X")). Além disso, se B ¢é uma algebra sobre
Z[pZ, entao para todo b = (bg,...,0n-3) € W,o_1(B), temos (',0)" — (¢',0) =
(fo(b), .- -y fa-a(b), fa-1(b)).

Lembramos ainda que se ¢ : A — A é um homomorfismo de anéis, entio ¢ se
extende naturalmente a um homomorfismo de anéis de W, (4), por (ao,...,00-1) —
(p(ag),.--,9{an-1)), para todo (ao,...,0,—) € W,(1). Por simplicidade de notagdo,
escreveremos p para denotar tal extensdo. Ainda, é claroque wox = rop. De fato,
¢ o x(aq, .- '3an—l) = ‘P(‘%: R ,ﬂﬁ_ﬂ = (1,9(05). seey 'P(a'{—l ’) = (9"(00)?:-— . ’¢(an—1)’) =
7(@(ao),- ., ¢(an-1)) = 7 0 (0o, ..., @n-1), paratodo (ao,...,an-1) € W,(4).

Seja (.4,0) uma extensdo p"—ciclica de R. Notaremos por .1 o anel fixo de A4,
por (o).

Podemos provar agora o seguinte teorema, o qual é uma generalizagio do teorema 1.1

TEOREMA 2.1: Sejam a = (ao,...,dn1) € Wa(R) & 4= R[X]/(X* =X - a).
Entdao (A,0) é uma extensiao p"-—ciclica de R com grupo de Galois (o) gerado pelo
automorfismo o: 4 — A talque o(z)=z+1 em W,(A), onde z =X +(X*-X-a).

Prova: Consideremos as aplicacdes ¢ : R[X] — R[X], dada por ¢/R = idg, o(X) =
X+1 em W,(R[X]) e ¢: R[X]— R[X], dada por ¥/R =1idg, ¥(X)=X -1 em
W, (R[X]). E fécil ver que p e % sao R-homomorfismos de anéis e como goti = tiop =
tdpix), segue que ( éum R-isomorfismo de anéis. Considerando entio a extensiio natural
de ¢ aoanel W, (R[X]), temos (X" —X —a)=(X+1)"—(X+1)—a=X"-X—-a.
Entdo, chamando I acideal (X* =X —a), é ficil ver que p(f) =] e assim ¢ induz um
R-isomorfismo o : R[X]/I — R[X]/I, dado por o(z) = z+1, onde z = (z4,...,Tp1) €
Wo(1) étal que z; = X; 4+ (X* =X —a). Assim, 4= R[X]/I = R[z,,...,20-1]-

Vamos agora mostrar que ¢ é um automorfismo de ordem p®. De fato, of'(z) =
z4+p1l = z4+ V1) = (20y.+2+Z1-1,21 + L, Y141y -+ Ya=1), com y; € R, para todo
l+1<j<n-1, istoé a"'/R[zo_,...,z;_l] = dpyry,. .z, Assim, o (z) =z e
a"(z_) # x,paratodo 0 <1< n—1. Logo, ¢ é um automorfismo de ordem p", e ele
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gera um grupo ciclico de ordem p*
Queremos mostrar agora que A% = R. Claramente R C A%, basta entio mostrar que

A° C R. Seja a € A”. Assim, temos 0/(a) = a, paratodo 0 < j < p"—1. Eacrevendo a
p=1

naforma a= Y o;z,_;. com o; € Rlzg.....20-5]. 0L i< p—1, temos o (o) = a,
=0
' p—1 - p-1 ;
ou equivalentemente, Zm(z,_, +1) = Za’,-:::‘_], jad que 0P " Yzpy) = 24y + L.
1=0 i=0

Desenvolvendo esta igualdade resulta o seguinte sistema:

' Gt asFagto oot ay = a
: a i

m+(f)az+“-+(;)a;+-~+(p1 )a&_,,..l = o

.

-1
; a,-+---+(p'- )Gp-l = oy
ap—a+(p—1)ap-y = ap-g
L Opml = Kpml
de onde segue que o = a; = +«- = a,; = 0 como é facil verificar. Logo, a = a; €
Rz,,...,z,-2]. Repetindo-se este argumento tantas vezes quanto necessario, obtemos

a=r, € R eportanto A? C R, de onde segue que A7 = R

Para ver que A é uma extensao de Galois de R com grupo (o), usamos o item
(f) do teorema II.1.6. Como para todo 7 € (¢) temos r = o/, para algum 0 <
] €£p°—1, entio 7(2) = o/(z) = z+ j1. Escrevendo j = Lip™ + .- + L,p*,
onde $; < s < ...<s, e 0<L<p-1,1<:1<7r com [, > 1 obtemos
rz)=z+jl=cz+(hp"+ - +lp" I =24+ hp"l+ - +1prl =24+ LV(1)+
oo LV (1) = (20yeaeyZygreiosZac) F(0,...,0,11,t,41,---tu—1), com & € R, para
todo s, +41<i<n-1, onde /; oucupaa s;—€sima posi¢do. Assim, 7(z,,)—=z,, =4
que é um elemento inversivel em R. Portanto, para todo 7 € (), r # id, existe um
elemento y € A tal que o(y) —y é inversivel em R. Segue entdo de IL.1.6(f) que 4 &
uma extensao de Galois de R, o que completa a prova do teorema.

A extensdo (A,o) construida no teorema acima sera chamada a extensao p"—ciclica
canonica de R associada com a, a qual serd denotada por (4,,0). Ainda, o elemnto
z € W,(A) tal que o(2) =2+ 1, serd dito um elemmento candnico da extensao (4,,o).

Da prova do teorema anterior, obtemos o seguinte

COROLARIO 2.2: Seja a € Wa(R) e (Aa, o) a extensio p"—ciclica candnica de
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R associada com a. Seja z = (zg,...,2n-1) € W,(4) o0 elemento canénico de (4,, 7).

Entao 4, =RJz] e _-l:rl = Rlzq,...,2Z1)

Como reciproca do teorema anterior, podemos apresentar o seguinte resultado, o qual

corresponde ao teorema 1.3

TEOREMA 2.3: Seja (A,0) uma extensio p"-ciclica de R. Entao existe
z € W,(A) tal que o(z) = 2+ 1. Neste caso, temos 2" —2 € IV, (R) e 4= R[z]

Prova: Como (4,0) € uma extensdo de Galois de R, segue do corolario II.1.8

que existe 3 € A4 tal que trp)(z) = 1. Tomando : = (2,0,...,0) € W,.(A)
-1 it | b it

e t= ) 0'(z). temos o(t) = o( ) o'(2)) = 3 o (2) = 3 o'(x) = ¢, isto
+=0 =0 +=0 =0

¢, t € (W.(A))7 = W,(A%) = WL(R). Agora, como tr,)(z) = 1 segue que t =

(1L,14...,tp-1), com t; € R, 1 <i<n-—1 Assim, pela proposigio A.13 do apéndice,
-1

segue que existe t™1 € W, (R) tal que #™ = 1. Logotemos 1 =#t"1 =1 Z o'(z) =
R = e =0
Z o'(t7:). Tomando entdo » = — Z io'(t™12), obtemos » € W,(A) e o(2) =
i=0 P i i=0 s
o(— z io'(t72) = E o't (t7z) = = 3 (i + 1ot (t72) + Z it i
=0 =0
L -1

- Z ta"(t z]+ Z '(t z) = 2+1. Além disso, temos o(z*—2z) = (z+1)"—(2+1) =
2* — .r em W, (A} Segue dai que x* —x € W, (R).

Para mostrar que A = R[z], observemos que R[z] C A. Além disso, o/R[z] ¢
claramente um automorfismo de R[z] e da prova do teorema 2.1, segue que (c/R[z]) =
p® (R[z])/M] = R e que R[r] é uma extensio de Galois de R. Assim, (R[x], 0/ R[z])
é uma extensdo p"—ciclica de R. Consideremos entdo o diagrama abaixo:

Rlz] — .
o/R[x] | | o
Rlz]) — A1

Este diagrama é claramente comutativo, logo R[z] ~ 4, por I1.4.4. Portanto, A = R[z]
e isto completa a prova do teorema.

COROLARIO 2.4: Sejam {4 e R anéis taisque R C A eseja ¢ um R-
automorfismo de A. Entdo (.{,0) é uma extensio p"-ciclica de R se e somente se

(4,0) é isomorfa A extensio p"—ciclica candnica de R associada com algum elemento
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a € W,(R). Neste caso podemos tomar a = z" — z, para algum z € W,(4) tal que
olz) =z + 1.

Prova: Mostraremos que se (A,0) ¢é uma extensio p"—ciclica de R entdo
(4,0) > (4,,p) para algum elemento a € W,(R). A reciproca é imediata.

Seja entio (A,0) uma extensdo p"- ciclicade R. Logo, existe z = (zq,...,2,—1) €
W.(4), talque o(z) =2+ 1 eseja a = z" —2. Consideremos Y = (¥;,...,Y,4)
um conjunto de indeterminadas sobre R e tomemos o anel de polinomios R[Y]. A
aplicagio f : R[Y] — A definidapor f/R=1id e f(}¥;)=2;,,0<i<n-1 ¢
um R-homomorfismo de anéis. Olhando agora sua extensao natural A W, (R[Y]) temos
f¥Y*=Y —a)=2"~2z—a=0. Seguedaique f(I) =0, onde I = (¥Y* =Y —a).
Assim, f induz um R-homomorfismo g : R[Y]/I — A, dado por g(y) = z, onde
y =Y +1I Seja 7 o R-automorfismo candnico da extensio R C R[X]/I. Entdo
gor(y)=gly+1)=2+1=0(2z) = o(9(y)) = o0 g(y). Portanto, goTr=0co0g e segue
entdo de I1.4.4 que ¢ € um isomorfismo de extensdes de Galois. Isto completa a prova.

Finalizamos este pardgrafo observando que toda extensio p*—ciclica de R pode ser
mergulhada em uma extensao p™—ciclica de R, paratiodo m > n. Mais precisamente,

PROPOSIGCAO 2.5: Seja (A,0) uma extensdo p®—ciclicade R. Entdo para todo
m > n existe uma extensio p™—ciclica (B,7) de R, tal que (4,0)~(B" .T/Bf"_).

Prova: Pelo corolario anterior, existe a = (ag,-..,dn-1) € Wa(R) tal que (4,0) =~
(R[X]/(X* =X —a),p), com p(z) =z+1, onde z = X 4+ (X* — X — a). Escolhendo
arbitrariamente a,,...,0,-1 € R e fazendo b = (ao,..., 001,805+, @m-1) € Wi (R),
consideremos (B,7) a extensio p™-—ciclica canonica associada com b. Entio, B =
RY)/(Y* =Y —=b), onde Y = (Y5,...,Y¥n-1) é um conjunto de indeterminadas sobre R

‘e 7 étalque 7(y) =y+1, com y=YV +(¥Y"=Y =b).
Segue da prova do teorema 2.1 que B = Rlyo.... Yn-1). Consideremos entao o

seguinte diagrama:

B =Rly,...,¥a-1] = Blro,...,2um] =4
) /B | lo
B = Rlyo,. .- ¥n-1] — Rlrg,...,xn1]=A4

onde i = Y+ (Y " =Y =b), z; = Xi+(XA*=-X=4a),0<i<n—-1¢e ¢ éo
R-homomorfismo definido por p/R=1dp e ply) =2z, 0<i1<n—-1
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Como este diagrama é comutativo, segue de [1.4.4 que ¢ é um isomoarfismo de extensées
de Galois de R. o que completa a prova da proposigio.

§3. CLASSIFICACAO DAS EXTENSOES p"-CICLICAS

A partir deste pardgrafo, T,,(R) denotard o grupo de Harrison T(Z/p"Z,R) de
extensdes p"— ciclicas de K. Nosso objetivo aqui € determinar a estrutura deste grupo
como um quociente do grupo aditivo W,(R).

Definiremos plW,.(R) = {a" —a:a € W,(R)}. Do fato que 7 é um homomorfismo
de anéis, segue que plV,(R) é um subgrupo do grupo aditivo W,(R).

Dada uma extensio p"—ciclica (A4,0) de R, existe z € W, (1) tal que o(z) =z +1
e a=2"—z € W,(R), pelo teorema 2.3. Um tal a serd dito vetor de Witt correspondente
A extensdo (.4,c0). Com esta convengdo podemos provar nosso préximo resultado, o qual

€ uma generalizagdo de 1.4.

LEMA 38.1: Sejam (d,0) e (B,r) duas extensdes p"—ciclicas de R, e sejam
a e b vetores de Witt correspondentes as extensdes ({,0) e (B, r), respectivamente.
Entao (4,0) éisomorfo & (B, r) se e somentese a=b (mod pIV,(R)).

Prova: Sejam X = (Xo,...,Xp=1)y, Y = (¥o,...,Ys—1) indeterminadas sobre
R, z e y elementos de W, (A) e W, (B), respectivamente, tais que o(2) = 2+ 1 e
r(y) = y+1. Sejamainda, a = 2"~z e b = y"—y. Sabemos que 4 ~ R[X]/(X*—X—a)
e B~ R[Y]/(Y"—Y —b), pelo coroldrio 2.4. Suponhamos a =b (mod pW,(R)). Entdo
existe r € W,(R) tal que b=a+r" —r.

A aplicagio ¢ : R[X] — R[Y'], dada por ¢/R =1idgp e ¢(X;)=0;, onde o; éa
i-ésima componente de Y +r em W, (R[Y]), para 0 <1 < n-1, é um R-homomorfismo
de anéis. Olhando sua extensao natural o : W, (R[X]) — W, (R[Y]), temos ¢(X) =Y +r
e portanto @( X" =X —=a) = (Y+r) = (Y+r)=a=Y"=Y —g4r=r=¥"=Y —=b. Segue
entio que  induz um R-homomorfismo de anéis ¢: .4 — B, dado por g(z) =y +r.

Como rog(z) =rly+r)=y+1+r=g(z+1) = glo(z)) = goo(z), segue que
TOog=goo eentao ¢ € um isomorfismo de extensdes de Galois, por I1.4.4.

Reciprocamente, suponhamos que f:(.4,0) = (B, ) ¢é um isomorfismo de extensdes
de Galois. Do fato que r(f(z)=y) = rof(z)=7(y) = foo(z)=(y+1) = f(z)—y, segue que
f(z)—y € W,(R). Tomandoentdo r = f(z)—y, temos »* —r = (f(z)=y)"=(f(z)—y) =
)=y = flz)+y=f(z"=z)=(y* —y)=fla) —b=a=0b, istoé, a=b+r" —r.
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Portanto, a =6 (mod plWV,(R)), como queriamos mostrar.

Notaremos por w,(R) o grupo quociente w,(R) = W, ,(R)/pW,(R). Vamos definir
uma aplicacio 6, : T,,(R) — w,(R), como segue: Dada uma extensdo p"-ciclica (4,0)
de R, seja a € W,(R) um vetor de Witt correspondente i extensio (4,c). Definimos
entio 6,([A,o]) = [a], onde [a] = a+ oW, (R). Segue do lema anterior que 6, estd bem
definida e € injetora. Segue também do teorema 2.1 que 6, € sobrejetora. Vamos mostrar
em nosso proximo teorema que &, € um isomorfismo de grupos. Antes porém, observamos
que no caso n =1, esta aplicacdo coincide com a aplicacao € definida no parégrafo 1.

Introduziremos ainda as seguintes notagdes: Se a = (ao,...,0,-1) € W, (A4), escrevere-
mos a®1 = (ap®1,...,0,-1@1) € W, (AR B). Assim, (a@1)" = ((a@1)?,...,(2n-1 D
1Y) =(a§&1,...,a0_; @1) = a" @1. Mostraremos ainda que (a+b)@1=a@14+b6@1,
para todos a = (ag,...,an-1),0 = (bo,...,00—1) € W,(A). De fato, consideremos
f:A— A®B, dado por f(a) =a @1, paratodo a € A. Assim, f é um R-
homomorfismo de anéis. Entdo f possui uma extensdo natural f: W, (A) — W,(1® B),
dada por f(a) = f(ao,---+8n-1) = (flao),-.., f(@n=1)) = (@G & 1,...,0,.191) =aD1
em W,.(4® B). Como f é um homomorfismo aditivo, segue que (a+b6)®1 = f(a+b) =
fla)+ flb)=a®1 +be 1.

Ainda se p: A — A éum homomorfismo de R-4lgebras. entdo p21: AQB — AQB
¢ também um homomorfismo de R-dlgebras. Considerando entio sua extensio natural
p@1: W (AQB) — W, ({®B), temos para cada a € W,(4), (p@1)(a®1) =
(P& 1)(a®@1,...,0,1@1) = (plag) &1,..., p(apn-1) 1) = p(a)@1. De maneira ansloga,
todas as consideragGes acima podem ser feitas & segunda varidvel em W,(A® B).

Estamos agora em condigdes de mosirar o seguinte

TEOREMA 3.2: Com as mesmas notagdes acima, 8, : T,(R) = w,(R) é um
isomorfismo de grupos abelianos, para todo n > 1.

Prova: Ja sabemos que #, ¢ uma bijjecao. Falta entao mostrar que 8, € um
homomorfismo de grupos. Sejam ({,0) e (B,7) duas extensdes p"—ciclicas de R e
sejam 2z € W, (A) e y € W, (B) taisque o(2) = 2+1 e r(y) =y+1. Logo,
0a([4,0]) =[a] e 8,([B,7])=[b], onde a=2" —2 € W, (R) e b=y" —y € W,(R).

Temos que mostrar que 0,([.4,0] *[B,7]) = [a + b]. Para tal, consideremos z =
z201+18yEW,(ARB). Como (671 27)(2)=(c"'27)(z21+18y)=0"{2)®
(1) 40" 1)S7(y) = (2-1)81+12(y+1) = 221-181+18y+121 = x81+12y = 2,
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segue que ¢ € ”’,,((A@B]“-l@"). Além disso, (c @ 1)(z) =(c@1)(z2@1+19y) =
o(z)©14+0(1)@y=(z4+1)01+1Qy=21+1@14+10y =2+ 1 Assim,
z€ WL((4A® B)‘_‘e") étalque (c®@1)(c)=z2+1.

Agora, do fato que [(A@B)‘_‘@',a@ 1] = [A, o]*[B, 7], segue que 8.([A.o]=[B,7]) =
[("=z=[(z@1+1Qy)" = (z2@14+10y)] =[(z@1) +(1Cy) " —(z@1)-(1&y)] =
2"©1+10y"-2z@1-10y]=[z"-2€1+1&y" —y] = [a+ b], como queriamos

provar.

Vamos mostrar agora que todo elemento de T,(R) possui ordem aditiva divisor de p".

Inicialmente, seja a = (ag,...,a,-1) € W,(R). Entdo V(a* —a)= V(a") — V(a) =
(V(a))*—(V{a)) € pW,(R) e n(a®—a) = (a*)*—(a*) € pW,(R). Assim, V(plV,(R)) C
oWa(R) e x(pW,(R)) C pWa.(R). Logo as aplicagdes V' e 7 induzem naturalmente
homomorfismos aditivos de w,(R) em w,(R), os quais notaremos por v e =, respec-
tivamente. Se [a] € wn(R), entdo a* =a (mod pW.(R)) e assim [a] = [a*] = [a].
Segue que a aplicagio = : w,(R) — w,(R) induzida por = : W,(R) — W,(R) éa
aplicagio identidade em w,(R).

Agora, do fato que pa = V(a*) em W,(d1), temos que pla] = v([a]") = v([a]) em
wo(R). Assim p"[a] = v*([a]) = 0, para todo [a] € w,(R). Logo todo elemento de
w,(R) tem ordem aditiva um divisor de p" e segue que w,(R) é um Z/p"Z —médulo.
Portanto T,(R) 2 w,(R) possui uma estrutura de Z/pZ-mddulo.

Assim, T)(R)~ R/pR é um espago vetorial sobre Z/pZ e portanto T)(R) possui
uma base distinta do conjunto vazio, sempre que T3(R) # 0. Mostraremos que T,(R) é
Z[p" Z-maédulo livre com posto dimg,zTi(R). (Paraocaso Ti(R) =0 ver o corolario
4.8, adiante).

Suponhamos Ti(R) # 0 e fixemos uma base (y;);e; de R/pR sobre Z/pZ, isto
é, R/pR = P Z/[pZu,. Como u; € R/pR, paratodo i € I, existe a; € R tal

i€l

que u; =a;+ pR. Consideremos u} = [g;,0,...,0] € w,(R) (1 € I). Para termos uma
descrigdo mais precisa do grupo de Harrison 7, (R), provaremos primeiro o seguinte
TEOREMA 3.3: Com as mesmas notagoes acima, w,(R) é livre sobre Z/p"Z

com ba.';e (u:-).-e;.

Prova: Suponhamos que para uma subfamilia finita aq,...,0, € (q;)ies, e inteiros

Meeafy, 1 S0 €p°—1, 1 <1 <5, temos Y nfa;0,....0] = 0 em w,(R)
=1

Escrevendo n; = Ayp" ™' + -+ Aiqp"™", onde 0< A Sp—1, { < n, seja t tal que
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M #0 e MNyys =0, paratodo 1 £ r<n-! etodo 1<k < 3. (eventualmente
i 4
podemos ter [ = n). Temos entio 0 = ) n;fa;,0,...,0] = 33 X;ip"7[a;,0,...,0] =

=1 i=1 j

Y " e 0.....0] + Y 3 Xip" [0 0,...,0] = [0,...,0.at1. .., Cay), ONdE oy =
i=1 i=1 y>1

3 Niai € Cuoio1r---:Cu41 € R. Logo existe b= (b, ....b,—1) com

=1

(0; ==y 01 Cr—ly-==y cn—.l) = (bOp n—l )' (6031 n—l) — (bﬁ n--i—‘h 0)t

(0,-..,0, bn-!'! eenybuea) = (boy-- s Bpat=1,0 0) - (0,--.,0, 5..-1, S .-1)-
Consideremos o homomorfismo ¢ : W.,(R) — W._i—1(R) dado por ¢(ag,...,0p-1) =
(agy .-, @n=i-1). Aplicando este homomorfismo ao primeiro e ao tltimo membro da igual-
dade acima segue que (by,...,bn1=1)" — (bo,..-,00=1=1) =0 em W,..;..,(R) e assim,
¥ =b0<i<n=-1-1. Portantn, em W',.(R), temos (bg,...,bymta1,0,...,0)F —
(Bose oy Opatag0ye sy 0) =10. . Liogoy (050005 8patysnnigCaey) = (052240 bn-—h u—xl -

1 I || b,,_;, vevsbpo1) eentio ¢,y = _;—b,_; € pR. Segue daf que Z .-\;,(a,+pR) =

[0] em R/pR, o que contradiz a escolha de (a;)iez, pois Ay # 0. Assnn, (ul)ier é um
sistema linearmente independente sobre Z/p"Z.

Falta mostrar entdo que (u;)ie; € um sistema de geradores de w,(R) como Z/p"Z-
médulo. Para tal, seja L o Z/p"Z- submddulo de w,(R) gerado por (1;)ig;.
Como [0, ¥1s-- -+ ¥n-1] = [¥0,0,...,0] +[0,21,0,...,0] +---+[0,...,0,y,—1], para todo
[40s- - +¥n—1] € wa(R), é suficiente mostrarmos que [0,...,0,%,0,...,0] € L, onde y
aparece na !-ésima componente, para todo y;, € R, 0 <1 < n— 1. Faremos isto por
inducéo.

Seja  yYu—1 € R um elemento qualquer de R. Por hipdtese, existem elementos
a1, O € (ai)ier e inteiros Ay,..., A, (0 £ }; £ p- 1) tais que yu—; + pR =

Z,\ a; + pR. Logo existe r € R tal que y,—y = E,\ a; + +* —r. Portanto te-

=1 i=1
mos (0,...,0.¢-1) = (0,...,0.3 Aja; +7* — ) = (0.....0, 3 Xja;) + (0,...,0.r)" —
i=1 t—-i
(0,...,0,7) e assim, [0,...,0,yu—1] = o5 0y z:.-\ a;] = ZAjv“_l([aj,O,...,O]_) -
j=l =1

™m
> A" Ya;,0,...,0] € L.
J=1
Suporemos por indugdo que, para todos Yig1y--«s¥n—1 € R, [0,... 0, %41y vy Yn—1] €

L. Consideremos entdo y; € R. Assim, existem a;,...,q € (g;)ic; e inteiros py,...,
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{
com 0 <€ €p—1,1< k<! e 8 € R tais que y;=2,u,-a,-+a”—s. Agora,
5=1
{ !
(0000 s0,3::0y004,0) = (0,...,0, ) psaj +8° — 2,0,...,0) = (0,...,0, ¥ p;,0,....,0) +

=1 i=1
(O,...,0,3,0,...,0]’—(0,...,0, 3901-'-t0)+(0!"'!01di+1!'“sdu—llv onde di-i-l!'-'!dn--l

sdo elementos de R e s € R estd na i—ésima componente. Entao temos:

{
[0-.--“.0:%':0-.---10] = [0)'“'.0’2#,{03'!0:'":0]‘!"[0:---:Oedl'+1:-")dn—1]
3=1

J .
= Z!‘jp'[ajcal ce 10] + [0! vony Oudigay s -'1dn—-1]
i=1

I
Como [0,...,0,dis1y...,dn—y] ¢ 3 p;0'[a;,0,...,0] sdo elementos de L, segue que
et
[0,...,0,%,0,...,0] € L. Completando assim o processo de indugio e a prova do teorema.
Do teorema anterior obtemos 0s seguintes coroldrios:

COROLARIO 3.4: Com as mesmas notagdes anteriores, temos:

To(R) = D(Z/p Z)6; (v)
el

para todo n > 1, onde 67'(u!) séo geradores livres de T,(R).

COROLARIO 3.5: Seja F um corpo finito de caracteristica p. Entdo T,(F) =
Z[p"Z, paratodo n > 1.

Prova: Pelo teorema anterior, € suficiente provar este corolario para o caso n = 1.
Suponhamos entdo que F possui p™ elementos. Consideremos o homomorfismo aditivo
@: F — F  definido por ¢(a) = af —a, paracada a € F. Como Img = pF, segue
que F/kerp~ pF. Agora, kery é justamente o conjunto de todas as raizes, em F, do
polinémio Y?P —Y € F[Y)]. Assim, |kerg| = p e portanto, | F/kery |= p™ . Logo,
| F/oF |=p eentio dimg,z(F/pF)=1. Portanto, F/pF ~ Z[pZ.

§4. EXEMPLOS E CONSEQUENCIAS

Apresentamos a seguir alguns exemplos, onde daremos uma descrigio de T,(R), para
n 2 1. De acordo com o teorema 3.3 e o corolario 3.4, é suficiente apresentarmos uma
base de R/pR como Z/pZ-espago vetorial.
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Observemos ainda que o resultado do corolario 3.5 continua valido para qualquer anel
R de caracteristica p tal que dimgpz(R{pR) = 1.

EXEMPLO 4.1: Seja S = R[[X]] o anel das séries formais sobre R. Entao temos
S/pS ~ Rf/pR. De fato, dado um elemento g = Zc;. " e S, éclaro que Zg”j €S e

21 =0

entao g—(Zg"’ —(Zg‘"’)” Assim, tomando f = — ig’iES temos g= fP—f
7=0 =0

de onde aegue que g € pS. Seja entdo o homomorﬁsmo ¢ : 8§ — R/pR. dado por

y{z a;X') = ap+pR eseja h € keryy. Entioh = Za,A étal que ap =0 (mod pR).
j=0 3=0

Logo existe by € R tal que b} — by = ay e neste caso, h =8 —by+ 5 ;X' € pS.
i>1

Portanto, kery C pS. A reciproca é clara e segue entdo que keryr = pS. Assim existe
um isomorfismo ¢ : S/pS — R/pR.

Desta forma, se (g;);e; € wma familia de elementos de R tais que (a; + pR);e; é uma
base de R/pR como Z/pZ-espago vetorial, entdo (a; + 9S);e; @ uma base de S/pS
como Z[pZ—espago vetorial.

Em particular, se R é um corpo finito de caracteristica p, segue do corolario 3.5 que
R[X])/pR[[X] = Z/pZ.

Antes de apresentarmos o préximo exemplo, veremos um lema que nos serd 1til.

LEMA 4.2: Seja R um anel de caracteriatica p. Entdao R/pR >~ R/pR, onde
R=R/N(R) e N(R)={r€ R:3n € INtal que r* = 0}.

Prova: Comegaremos por observar que para todo t € ¥(R) existe un a € R tal
que a? —a=t. De fato, seja t € N¥(R). Entdoexiste n € I¥ talquei” =0. Seja 1 o
menor inteiro tal que t*' =0. Temos t =t +#P — P 47 — 7 f... 47" — ' =
G+t 4+t =+ tP 4+ TP =aP—a, onde a=—(t+tP - +77),
Portanto { € pR, para todo t € A(R) e segue dai que N(R) C pR.

Consideremos agora os homomorfiamos de anéis ¢ : R — R, definido por ¢(r) =
f=7r+N(R), paratodo r € R e ¥ : R — R/pR. dado por (¥) = [f]. para todo
#=r+N(R) € R, onde [f] =7+ pR. Consideremos também a composigao destes
homomorfismos ¢+ = oy : R — R/pR. Assim g+ é um homomorfismo sobrejetor.

Seja 1 € kerp+. Entdo p=*(r) =[] = [0]. Logoexiste 5 =€ R talque 7 =3 —3 e
assim existe um ¢ € N(R), tal que r = 3P —s+¢. Como N(R) C pR temos ¢ = a? — g,
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para algum a € R. Logo r=sP —s4it=sP=s+al —a=(s+a)f = (s+a) EpR e
segue dal que kerox C pR.

Agoradado r € pR temos px(r) = ¢:0p(r) = ¥ (r+ N(R)) = [0], pois N(R)C pR.
Logo kergs = pR e portanto p* induz um isomorfismo @ : R/pR — R/pR. Isto
completa a prova do lema.

OBSERVAGAO 4.3: Segue deste lema que To(R) =~ T,,(R), gse R é um anel de
caracteristica p. Este resultado vale em geral. De fato, C. Greither e R. Haggenmiiller em
[10] mostraram que T(G, R) ~ T(G, R), para todo grupo abeliano G, onde R = R/N(R).

Gostariamos de lembrar ainda que R/N(R) é um anel sem elementos nilpotentes
proprios e que R[X] possui elementos nilpotentes préprios se e somente se R possui
elementos nilpotentes proprios. Podemos agora apresentar nosso proximo exemplo.

EXEMPLO 4.4: Seja S = R[X] o anel de polinomios na indeterminada X.
Queremos encontrar uma base de S/pS como Z/pZ-espago vetorial. Do lema anterior

segue que podemos supor R um anel sem elementos nilpotentes.

Tomando RP = {»? :» € R} é ficil ver que RP é um Z/pZ-subespago vetorial de
R. Seja (b;)jesr uma base de RP sobre Z/pZ e sejam c; € R elementos tais que
b, = cg, para todo 7 € J'. Extendendo esta base a uma base (;);es U (bj)jesn de R
como Z[pZ—-espago vetorial e tomando J = J'U J", definimos:

(¥) By = {a;+ S :1 € I}, onde (o;+ pR)ic; é uma base de R/pR como
Z | pZ—espago vetorial;
(xx) By = {bjX*+pS:j€ J}, se (kyp)=1¢e k21
(#x%) Bp={b;X*+pS:5€J"}, se (,p)=p e k21
Afirmamos que B = U B, é uma bhase de S/pS como Z[pZ- espago vetorial.

_ . k=0
Mostraremos isto a seguir.

Precisamos ver que B ¢é um sistema de geradores de S/pS e que é linearmente
independente sobre Z/pZ.
Para a primeira parte, é suficiente mostrar que c¢X' + pS é uma combinagio linear

finita de elementos de B = | | Bx. paratodo c € R, i € V. Faremos isto por indugdo
) k=0
em 1.

Se i =0 o resultado segue trivialmente. Suponhamos que para todo i < /, cX' ¢
combinag3o linear de elementos de B e mostremos que cX' também o é.
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Como c € R, temos que ¢ = ZAjb_,-, onde \; € Z/pZ, paratodo j € J e
1€J

Aj # 0 somente para um nimero finito de valores de j € J. Temos entdo, cX'+pS=
A X +0S= 3 b X' +pS+ 3 A X'+ 0S.
jeJ jeJ! JjeJ"

Suponhamos (I,p) = 1, entdo cX'+ pS = Z ,\_,-ijI + oS = E Ajbj)z" + pS) que

J€J 3€J

é uma combinacio linear de elementos B, do tipo (*x). Agora, se (/,p) = p entdo
| = kp, para algum & € Z. Neste caso, cX'+pS = 2 Mo X+ pS+ Z Abi X! 4+ pS =

Jet! j&I*
(20,57 4+ 3 00 X%) + 08 =[S (X xR + ¥ A0, X%) + 08 = 3 Aj(o, X% +
Jet! i€ jet! J€J" j€J!
pS) + E ,\_,-('bjl"" + pS). Assim, o segundo somatdrio é uma combinagéo linear de

jeJv
elementos de B, do tipo (% x x) e o primeiro, é também uma combinagao linear de

elementos de B, por hipdtese de indugao. Portanto, cX’+ oS é uma combinagio linear

de elementos de B, e assim B = (] Bi ¢é um sistema de geradores de S/pS como
k=0
Z [pZ— espago vetorial.

Para ver que B ¢ linearmente independente tomamos uma combinagio linear finita do
m

tipo ) (Axb; X*+pS) =0 em S/pS. Entdo Y Aub; X* =3 Xoait+ Y 3 Aub; X*+
J’..k j’k €] L jEJ'
m (&, p)m1 !
3. 3 Aj;.b,-.Y" = fP — f, paraalgum f € R[X]. Suponhamos f = Y dX', com

dn # 0.
Se n=0, entao E Xioa; = df — do € pR. [sto implica que Z Mola; + 9S) =0, de
1€l i€l
onde resulta );, = 0, para todo 1 € I, pela escolha dos elementos a; (1 € I). A prova

estd completa neste caso.

m
Se n > 0, comparando os termos de maiar grau na igualdade z: .\;oa;+2( Z }._,-;,bj.:{*-l-
i€l k=1 j€J

n n
3 AiwbiXF) = (X dX')YP — (3 diX'), obtemos Y NiwbiX™ = ZX™, uma vez
J€T" 1=0 (=0 jETH

que m = np e portanto a soma Y ,\_,-kijJ' ndo aparece neste caso. Segue dai que

3€J!

Y Aimb; =d% € RPN Y Rb; = 0, de onde resulta @2 = 0 o que é uma contradicio
jEJ" J'GJ'H

com o fato de R nao possuir elementos nilpotentes préprios. Portanto, B = U By, ¢

k=0

um sistema de geradores linearmente independente de S/pS, isto é, é uma base de S/pS
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como Z[pZ- espago vetorial, como queriamos mostrar.

EXEMPLO 4.5: Seja F' um corpo de caracteristica p e S = F((.X)) o corpodas
séries formais sobre F, isto é, S & o corpo de fragoes do dominio de integridade F[[X]].
E ficil ver que S={Y aX':a;€F, n€ Z}.

i>n
Consideremos 0 Z/pZ-subespago vetorial [ = {Z aX':a, € F} de S. Por
i1
um calculo semelhante ao do exemplo 4.1, obtemos [ = pl. E fécil ver ainda que
S/I ~ F[X™'] = F[t], onde t é uma indeterminada sobre F. Mostraremos que
S/pS ~ (S/1)/p(S/I) ~ F[t]/pF[t] e entio podemos construir uma base de S/pS como
Z [ pZ—-espago vetorial analogamente ao exemplo anterior.

Seja f =Y aX* € pS. Temos fr—f = (L aX + ¥ aX')P - (L aX* +
>1 i<0 i>1 i<0

Y aX) = (3 aX'P = (3 aiX*) (mod pI). Logo. pS/I =~ pF[X~]. Segue dai que
21 ;(0 »<0

-1
S/pS = vi'ﬂ e~ ﬁ.‘ﬁ—_h —F%li, como querfamos mostrar,

Vamos dar agora algumas conseqiiéncias dos resultados obtidos neste capitulo.

Dado [4,0] € T,(R), uma extensdo p"- ciclicade R, segue do coroldrio 2.2 e teorema
2.1 que B= A" & uma extensio p" - ciclica de R, com grupo de Galois (o/B).
E fcil ver que se (A,0) ~ (A',c") entio (B,o/B) ~ (B',¢'/B'), onde B = 4
e B = 4"' . Podemos entdo definir uma aplicagiéo ¥ : T,(R) — T,-1(R), pondo
¥([4,0]) = [B,0/B] € T,~-1(R), paracada [{,0] € T,(R). Denotando K,(R) = kery

e p: A, (R)—T,(R) ainclusio candnica, obtemos a seguinte seqiéncia exata:

0 — Ku(R) <> TW(R) % T\_1(R) — 0 (4.6)

Queremos mostrar que K,(R) ~ T3(R). Antes porém, faremos algumas observagdes.

Denotaremos por (E.(R),p.) o elemento neutro de T,(R). Conforme parigrafo 5
pm—1

do capitulo II, E.(R) = P Re;, onde {ei}ocicpr—1 é uma familia de idempotentes
=0

ortogonais cuja soma € um, ¢ a acao de p, € dada por pa(ei} = €41 (modpny. Pelo

que vimos neste capitulo, sendo que o elemento neutro de w,(R) é [0,...,0], segue
que (E.(R),pn) ~ (R[X]/(X* - X), 1), onde X = (X,,...,Xao1) € um conjunto de
indeterminadas sobre R e 7,(z) =z 41, com z = (z¢,...,Zp-1) e z; = X; + (X"~
X), 0<i<n—1.
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Observemos que o ideal (X* = X) de R[X] é igual ao ideal gerado por (X} —
Xoy-. oy X2_, = X,-1). Defato,seja I =(X*=X) ¢ J=(X§-X,,...,X7_, =-X,,)
Entao, X* - X = (X},...,X2_,) = (Xo,...,Xn1) = (X7,0,...,0) — (X,,0,...,0) +
(0,X0,.., X2_) = (0,Xs,.., Xous) = (0, X0, X2y = (0, Xi,..., Xors) (mod J)
Proceguindo este raciocinio, obtemos X* — X =0 (mod J), istoé, I C J.

Reciprocamente, X" = X =0 (mod /), implica que X* = X (mod ) e con-
sequéntemente X7 = X; (modJ), 0 <i < n-1. Portanto, (X} — X,,..., X7, -
Xo-1)=0 (modI) eassim, JCI.

Assim, escrevemos (E,(R),pn) = (R[Xo,..., Xa<1)/(XE — Xo,..., XE_) — Xoc1),7n)
onde Tn(Zoy..-,Zn-1)=(Z0y..-1Zn-1)+1 e z; = X;+ (X} - Xo,..., X2 _; —Xp2), 0L
t<n-—1

Observemos também que K,(R) é o conjunto de todos os elementos [A,c] € T,,(R)
tais que [B,o/B]=[E,_1(R),pp-1), onde B = .-l"'.-l.

Dado [C, 5] € Ty(R), existe a € R tal que 6,([C,n]) =[g], isto é, C ~ R[X]/(X? -
NX=0) e p{XY +(XP =X =4a)) = X +14(X?=X —a). Assim, associamos com

[C,n] € Ti(R) aclasse [ 0] € K,(R) tal que
(4,0) ~ (R[X])/(X*-X-(0,...,0,a),7)

o ( R[.‘— 1. ey ‘X‘-ﬂ-l‘l T
- (-Yg a -}(03 """ ‘5—2 == arn-‘la ‘Yz—I e qu—l - a) i
onde r atua da forma 7(zg,...,Z.1) = (2g,-.-,2Zp-1) +1, com z; = X; + (X7 -

Xoyo oy XJ o — X, X3, — X1 —a). Pode-se ver que a aplicagio T3(R) — K,.(R),
assim definida, é um isomorfismo.
No que segue identificaremos A, (R) com Tj(R) via este isomorfismo. Com esta

identificacdo, a seqiiéncia (4.6) se torna equivalente a seguinte seqiéncia:
0 — Ty(R) = To(R) = T,4(R) — 0 (47)

O seguinte resultado é claro.

PROPOSICAO 4.8: O seguinte diagrama é comutativo
0 — TUR) L TR & Lsll) — ©

O A -
0 — wi(R) & wp(R) % wpy(R) — 0
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onde ¢': wy(R) — w,(R) é dado por ¢([a]) = [0,...,0,a], para todo [a] € uw,(R)
e ¢ :w,(R) — wa_y(R) é dado por 4'([ag,...,an-1]) = [Go,-..,0a-3], para todo
[ao, - - -y an—1] € wa(R).

COROLARIO 4.9: Com as mesmas notacdes anteriores temos:
(1) Se T1(R) =0, entio T,(R)=0 paratodo n > 1.
(1) Se Ti(R) #£0, entdo T,(R) contém um elemento de ordem p". Neste casoa

sequéncia (4.7) nao cinde.

Prova: (1) Se Ti(R) =0 entdo, por (4.7), temos T,(R)=~ T,_;(R), para todo
n> 1. Assim T,(R) =0, paratodo n > 1, segue por indugio.
(1) S6 temos que mostrar que se T3(R) # 0 entdo a seqiiéncia (4.7) ndo
cinde. Isto é claro pois se T,(R) = T;(R)@ T,-1(R), todo elemento de T,(R) teria
ordem aditiva divisor de p®~!. o que é um absurdo.

Pelo teorema 3.2 existe um elemento de ordem p* em T,(R), para n > 1. Nosso

proximo resultado nos auxilia a encontrar tais elementos.

PROPOSICAO 4.10: Suponhamos que Ti(R) é wm Z/pZ-espaco vetorial nio
trivial e seja o € R. Entdo [a] tem ordem aditiva p em w;(R) se e somente se
[a,a1,...,80-1] tem ordem aditiva p" em w,(R), paratodos aj,...,an-; € R.

Prova: Se 0 =p" a.a1.....an—1) = v"([a.a1,.. ., Gn=1]) = [0,...,0.¢]. segue
que (0,...,0,a) = b* —b, para algum b= (b,...,b,—;) € W,(R). Assim (0,...,0,a) =
(Bos- s but)® = (Boy <« Bus) = (8, 00F = (8", 0) +(0,...,0,68_,) = (0,...,0,b,_1). Apli-
cando o homomorfismo projecdo canénica ¢ : W,(R) — W,.—1(R), ao primeiro e ao
iltimo membros da igualdade acima, obtemos b —b' =0 em W,_;(R), isto é, & =,
para todo 0 < 1 < n—2. Assim, (0,...,0,a) = (0,...,0,65_,) — (0,...,0,b0) =
(0,...,0,b% _; —b,.;) eentdo a=0_, —b,., € pR.

Logo, se [¢] tem ordem aditiva p em wi(R), o € pR eentdo p* [a,a1,...,a4-1] # 0.
Isto implica que [o,04,...,0,—;] tem ordem p" em wu,(R).

Reciprocamente, se [a,0...,a,-;] tem ordem aditiva p" em w,(R), segue que
p" Ya,aq,.. ., ay_1] # 0. Facilmente se verifica que [a] tem ordem p em w,(R).

Apresentaremos a seguir dois lemas. As respectivas provas serao omitidas para nao nos
extendermos demasiadamante. O leitor interessado poderd obté-las em ([15], lema 1.2 e

teorema 1.8(2), respectivamente).
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LEMA 4.11: Seja R um anel sem idempotentes proprics e f(X) = XP =X =1, €
R[X]. Entio f(X) é irredutivel se e somente se f(r) # 0, paratodo r € R.

LEMA 4.12: Seja (.4,0) uma p"- extensdo ciclicade Re R, o anel fixode 4
por (of). Entdo A € um corpo se e somente se R; é um corpo.

Com o auxilio destes lemas, podemos provar o seguinte resultado, o gual caracteriza os

elementos de ordem p* em T, (F), quando F é um corpo de caracteristica p.

PROPOSICAO 4.13: Sejam F um corpo de caracteristica p € a = (aq, ..., Gn-1) €
Wa(F). Seja (44,7) aextensdo p"- ciclica candnicade F associada com a. Entao as
seguintes condigoes 8do equivalentes:

(i) XF—Xo—ag € F[X,] é irredutivel;

(i) 4. éum corpo;

(ii) [Aas,7] € um elemento de ordem p* em T,(F).

Prova: Segue do corolério 2.2 que 4?" = Flzg] ~ F[X,]/(X3 — X¢ — ag). Entdo a
equivaléncia (1) < (ii) segue do lema 4.12.
A equivaléncia (i) < (iii) é conseqiiéncia do lema 4.11 e da proposicio 4.10. Basta

observar que a, € pF se e somente se X} — X, —ap nao possui raizesem F.

Como aplicagio dos resultados anteriores obtemos a seguir o grupo de Harrison do anel
R/pR onde R ¢ um anel qualquer e pR é oideal de R definido por pR = {pr:r € R}.
Este foi obtido por M. Ferrero e A. Paques mas nao esta publicado.

Se R éum anel e p um mimero primo, denotamos por W,(pR) o conjunto de vetores
de Witt de W,(R) cujas componentes estio em pR. Seja W = plWV,.(R)+ W,.(pR) C
W,(R) o conjunto de todas as somas z+y, com z € plV,(R) e y € W,(pR), onde,
como antes, pW,(R) = {a* —a:a € W,(R)}.

Consideremos agora o anel R = R/pR. Assim, R é um anel de caracteristica p.
Seja ainda, T,(R)=T(Z/p"Z, R). Temos entio o seguinte

COROLARIO 4.14: Com as mesmas notagoes acima, W ¢ um subgrupo de
W.(R) e TH(R) =~ W,(R)/W.

Prova:  Consideremos a projecio candnica g : R — R e sua extensdo natural
g: Wo(R) — W,(R). E claro que g comutacom 7. Vejamos agora que kerg = W, (pR).
E evidente que W,(pR) C kerg. Consideremos entdo a = (aq,...,dn-1) € kerg. Assim,
0 = g(a) = (g{ao), ..., g(an-1)). Segue dai que g{a;) =0 em R, paratodo 0 < i< n—1,
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ou seja, a = (ag,...,an-1) € W,(pR).

Consideremos ainda a projegao canénica g’ : W,(R) — w,(R) eseja ¢ = g'og. Entio
@ : Wo(R) — w,(R) é um homomorfismo sobrejetor e temos w,(R) = W,(R)/kerp.
Vamos mostrar entdo que kery = W, o que completa a prova do coroldrio.

Ainclusdao W C kery é clara. Seja a = (ag.....an-1) € kerp. Entao ¢(a) = [0] em
w,(R), isto é, g'og(a) = g'(g(a)) = [0]. Isto implica que g(a) € kerg’ = pW,(R). Assim,
existe b € pW,(R) tal que g(a) = d—b. Agora, como g é sobrejetora, existe b € W,(R)
tal que b= g(b). Desta forma, g(a)= g(b)* —g(b) = g(b* —b), pois g comuta com =.
Portanto g{a—(b*—b6)) =0 em W,(R). Isto implica que a—(b*—b) € kerg = W,(pR).
Logo, a € pW,(R) + W,.(pR), o que mostra que kerg C V.

OBSERVACAO: O fatode W ser um subgrupo de W, (R), para um anel qualquer
R, é um pouco surpreendente, mas pode ser obtido também diretamente, independente do
coroldrio anterior, como aplicagdo dos resultados do apéndice (Lema A.1 e corolario A.5).

81



APENDICE - ANEIS DE VETORES DE WITT

Introduziremos aqui os anéis de vetores de Witt sobre um anel comutativo A. O caso
que mais nos interessa é quando A é um anel de caracteristica p, onde p ¢ um primo.
Contudo, comegaremos por definir os vetores de Witt sobre um anel contendo o corpo dos
racionais. Nesta exposigio seguiremos D.J. Winter [20,apéndice W] e P. Ribemboim [18].

Consideremos entao um anel A tal que @ C A, onde @ denota o corpo dos nmimeros
racionais. Sejam p um nimero primo e n um ndmero inteiro positivo. Consideremos o
anel comutativo (A", +,:), onde A" =dx {x--- x4 (n fatores ), + e - sdoas
operagoes usuais de soma e produto, definidas componente & componente.

Consideremos agora a aplicagdo v : A® — A", definida por ~(aq,-..,0n-1) = (g0, ad +

o =3
00 PR s Bl gl o vn g e oY, R 6685 s esBiini) (8
A™. Do fato de p ser inversivel em {4 segue que, para cada (by, ..., b,~;) € A", existem

unicos ag,...,d,—1; € A tais que:
ag = b
ah + pay = §
l-'l.. n—-1 )
ay +padd .+ = b

como ¢ facil verificar. Segue entéo que ~ € uma bijegcdo. Logo, podemos definir duas novas
operagoes em .1" como segue: Dados a = (ag,...,an-1), b= (bo,...,bs—1) € A™, existe
um unico ¢ = (€gy«.-,Cnm1) € A", tal que 7(c) = v(a)+ v(b). Definimos entio aBb = c.
De maneira analoga, definimos a & b. Desta forma, as propriedades das operagdes +
e - se transportam para as operagoes & e &), via a aplicagao ¥, como é facil ver.
Assim, (A",9, @) é um anel comutativo, o qual sera chamado ANEL DE VETORES DE
WITT SOBRE A, com respeito & p, e sera denotado por W, (A). Observemos que a
estrutura do anel W,(A4) foi definida de tal forma que a aplicagao ~ : W, (4) — 4* ¢
um isomorfismo de anéis.

Da definicio de ® e @ segue facilmente que 1 = (1,0...,0) € W, (4) e 0 =
(0,...,0) € IV,(A4), 830 a unidade e o elemento zero do anel IV, (A), respectivamente.

Observamos ainda que se ¢ : A — A é um endomorfismo de anéis, entdo também o é
@*: A" — A™ dado por ¢*(ag,...,0n-1) = (¢(a0),---,¥(Gn-1)). Este tiltimo se extende



naturalmente a um endomorfismo ™ de W,(d), pois o diagrama abaixo comuta

A !-’_., An
¥ i :
W.(4) = W,(A)

onde ™ = 4"'oy* o+ Destaforma ¢**(do,...,an-1) = (¢(a0)... ,P(an-1)), para
todo (ag,...,an-1) € W,(4). Por simplicidade de notagio, escreveremos ¢ em lugar de

@

Dado a = (ao,...,an-1) € Wa(A), notaremos por [a{,...,a® 1] o elemento ¥(a) =
(ag, g+pay,. .. ,ao +pa:p"'-:+ +p*la,1) € 47, Assim, da.doa a=(qg... Ay=1)y b=
(boy- -+ baey) € Wio(A), temos y(a) = [a@,....a* 1], y(b) = [6!°....,6(1)] e entio
[a@8)9,...,(ad b)) = y(a B b) = v(a) + +(b) = [, ...,at" D] + [6, ... 6=-D)],
ou seja, (a+b)" = a4+ 50, paratodo 0 <{<n—1 Analogamente, (ab)¥) = al!%),
paratodo 0<i<n-—1.

A partir de agora notaremos £ e & por + e -, respectivamente, pois estaremos
sempre operando em W, (4).

Dado a = (ag,...,an—1) € Wy(A), existem elementos a'm!. . .,a’['_n € 4 tais que
(agy:++yay-1) = [a*....,a"""], pois ¥ € bijegio. Neste caso temos

" =gy e também af —c% +pap + vt pa, 1<i<n—1

ou, equivalentemente

g = aﬂ”, e

o =1/p[e — (@ +pay 4 +plaly)) 1<i<n— L.

Vamos determinar agora, com auxilio das {érmulas acima, algumas componentes de
a+b e ab. Sejam a = (gg,...,00-1), b = (boy...,001) € W,(A4), temos a+b =
((a+b)oy...,(a+b)uzy) e ab=((abo,...,(ad),-1), onde.

(a+b)o = (a+ )9 = a4 bO = 6+ by

(a+5)1 = 1/p[(a+ b)) = (a+b)5] = 1/p(a'? + 5O — (ag + bo)?) = 1/p(af + pas + 6§ +

wif T
pbE — (a0 + bo)®) = a1 + by + 1/plag + 8§ — (a0 + 6o)) = a1 + b1 — Z —;— 5764

(%)
€ Z, pois t# 0.

onde ( 1: ) indica os niimeros combinatérios correspondentes ¢

Da mesma maneira:
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(ﬂb]o = 3050

(ab)y = abby + asbf + pa;by

Poderiamos naturalmente tentar calcular todas as componentes de a+b e ab, para
a,b € W,(A), mas estes calculos sio muito dificeis.

Observamos que as duas primeiras componentes de a+b6 e ab em IV, (4) sdo
polindmios com coeficientes inteiros nas componentes de a¢ e b. Mostraremos mais
adiante que todas as componentes de a+b e ab em 1V,(A) sido dadas por polindmios
com coeficientes inteiros. Estes palinémios serdo utilizados para definir o anel de vetores
de Witt sobre um anel de caracteristica p, pois neste caso, (A", +,:) n#o sera isomorfo
A (A" &®,®). Antes porém, definiremos dois operadores que nos serio iteis no decorrer
deste apéndice.

Sejam 7 : W,(A) — Wa(4), definido por w(a) = a" = (a,...,al_;) e V: W,(4) —
W,(4), dado por V(aq,...,an-1) = (0, a0,...,an-3), paratodo (ag,...,an-1) € Wo(d).
Estes operadores sdo chamados operador p-ésima poténcia e operador translacao, respecti-
vamente. Convém observar que Vorn=r0oV, como é ficil verificar.

Da definigdo do operador 7 segue que, se (dg,...,0,-1),[a{?,...,a!""'T] € W,(A),
entdo temos ag = a'® e a"*Y) = (a")) 4 p**lay,, 0 < i< n—2, como é ficil verificar.

Observemos ainda que, para a.b € A, onde A ¢é um anel qualquer, temos a = b
(mod p"A) implica a? = 6® (mod p"*'4), onde r € um nimero inteiro positivo e
p um primo qualquer. De fato, se a = b (mod p"A), entdo existe a' € A tal que
a="b+pa. Assim, a® = (b+pd') =¥ + i( f ) Fip"a" = 1 + p'*la”, onde

=1

P . y
a"=bta + ) ( f ) PTG € A, Assim, a=b (mod prt'4).
=2

Estamos em condigdes de provar o seguinte

LEMA A1: Sejam a = (ag,..-,@n-1), b= (bo,...,bp—;) elementos de IV, (4), e
geja >0 e 0< k< n-—1. Entao as seguintes condigbes sao equivalentes:

(a) ai=b (modp’d), 0<i<k

(b) a® =8 (mod pP*4), 0<i<hk

Prova: Faremos a prova deste lema por indugio com respeito a k. Para £ =0 a
equivaléncia € trivial.

Para mostrar que (a) implica (b), faremos a seguinte hipstese de indugio: Suponhamos
que o; = b (modp’A) (0 €7 < k) implica ') = b') (mod p*4) (0 < i < k).
Temos que mostrar entdo que se a; = b (mod pA), 0<i < k+1 entdo g+l = ptk+1)

84



(mod p5+k“--l).

Suponhamos entdo que a; =b; (mod p’d), 0 <1< k+1. Segue dai que af = tf
(mod p*1A4), 0 <1< k+1. Como o = (a*);, paratodo 0 <t< n-—1, decorre da
hipétese de indugio que (a*)®) = (")) (mod pP+*'4), 0 < i < k. Assim, a'*+D) —
B = (aF)*) — (67 )%) 4 P (apgs = biat) = P ares = bisr) = 0 (mod p't*H14),
COmO QUeriamos provar.

Para provar a reciproca, faremos a seguinte hipétese de inducéo: Suponhamos que
a! = b (mod p'**A), 0 £ i < k, implica a; = b (mod p’A), 0 < i < k. Para
mostrar que (b) implica (a), analogamente ao anterior, basta mostrarmos que a'?) = p(*!
(mod p/*' 1), 0 < i<k, implica apys = bry; (mod pl o).

Suponhamos entio que a® = 4 (mod p'+A), 0 < i < k+1. De o =
{mod p'*{), 0 < i < k, segue por indugdo que ao; = b; (mod p’4), 0 < i < k.
Isto por sua vez implica que of = 5’ (mod pP*' 1), ou seja, temos (a*); = (b%);
(mod p/**4), 0 €1 € k. Da primeira parte vem que (a”)®) = (b)) (mod p/*+*+14), 0 €
i < k. Agora, como a'¥*1 — ptk+1) = (g7)k) _ (pm)K) 4 phHl(q, L — Briy), segue que
PPt (ag1 —bie1) € PHHL, ouseja, ager —bpys € PA. Istoé, aper =bryy  (mod p'A),

0 que completa a prova do lema.

o

No que segue, Z denotard o anel dos inteiros, Z[Xp,...,X;;p,...,Y;] denotard
o anel de polindmios nas indeterminadas X = (X,,...,X;) e ¥ = (};,...,Y;), 0 £
j £ n=1, com coeficientes inteiros e (X,,...,X;;Yo,..., Y[ Z[X,,..., X3 Yo,..., Y]], o
ideal gerado por {Xo,...,X;;Yo,...,¥;} noanel Z[X,,...,X;;Y;,...,Y;]. Com estas
notagoes, temos o seguinte:

TEOREMA A.2: Sejam X,,Y,, 0 <r,s<n—1, indeterminadas sobre Z. Entéo
existe polinémios s;,m; € (Xo,..., X;;Y5,... V) Z[X,,..., X;5Y0,...,Y}], 0< j < n—1,
unicamente determinados, tais que:

(@ P (7 = (Epfx:-’”) * (Zwa’”) R
7=0 i=0

7=0

i ‘
) 3 (m; P = (Z p?'.Y;"’) (Ti=0p77), 0<i<n=-1.
7=0 =0
Nota: Observemos que estes polinémios s;,m;, 0 < j € n— 1, se existirem
sdo exatamente as componentes de X +Y e XY, para X = (X,,...,X,1).Y =
(Yo,...,Yo—1) € Wo(Z[Xo, ..., Xn-13Y0,...,Yp—1]). Logo, estdo unicamente determina-

#

dos, pois 7 : Wa(Z[Xo,-- -, Xncs; Yo, , Yaus]) = (Z[Xo, .-, Xnct; Yo, Yori ) &
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uma bije¢ao.
Decorre ainda destas férmulag que a i —ésima componente de X +Y e XY em
WAZ[Xoy-- Xae13Y¥0,. ., Y01]), 0 €1 < n—1, se escreve em fungdo da 1—ésima

componente e das componentes anteriores de X = (X,,...,X,_;) ede Y = (},,..., Y _1).

Prova do Teorema A.2: Vamos fazer apenas a prova de (a), a qual sera feita por
indugdo. A prova de (b) é inteiramente andloga. Temos que mostrar apenas a existéncia
destes polindmios, uma vez que a unicidade jd estd clara, pela nota acima. Para tal, consi-
deremos X = (Xo,...,Xp1), Y = (Yo,..., Y1) € WAZ[X,, ..., Xoo1; Y0, ., Yoo1]) €
seja I = (Xo,..., Xx; o,...,h)Z[Xo,...,..X}”?a,...,'Y;‘], 0<k<n-1.

Para k=0, (a) se torna sy = Xo+ Yo, oqual é evidentemente um polinémio em .
Suponhamos que s; = (X +Y); € I;, 0 <1<k, paraalgum k < n—2. Mostraremos
que Spg1 = (X + Y )iy1 € fiqa.

Temos:

(X+Y)P)=(X+Y)F = (s:(Xoy..., X Yo,..., X3))? = 5(. APV, Y )=
(X*+Y"), (modph), 0 £ i £ k. Segue do lema antenor que ((X +Y)y)® =
(X*+ ¥ (mod p™*L), 0 €3 < k. Em particular temos ((X+Y)")® = (X7 + y=)i0
(mod 1),

Por outro lado, (X7+Y ™)) = (X7)(ki (Y7 )k) = X+ Lyt _ k1 (X + Vi),
Logo, (X7 4 Y7 = Xtkt1) 4 U1} = (X 4 V) (mod p*+1],,,). Entio, temos
PHUXHY )i = (X4Y)ED—((X+Y)) M =0 (mod p*+ [i41), ouseja, (X+Y )1 =

8x+1 € Iy41, como queriamos mostrar.

COROLARIO A.3: oeja A um anel comutativo contendo o corpo dos racionais,
Sejam a = (ag,...,an-1),0={bo,...,bn-1) € W,(4). Entdo:
a+b = (so(ao, bo), s1(a0,31;b0,61)s- ., Sn—1(@0s. .., @n-15b0,...,b5-1))
- (mo(ﬂogbo),mi(aos 01250eb1), 1mn—1(ﬂo¢ s On1; o, . . bn-l))

Prova: As equagdes do teorema anterior continuam vailidas, se substituirmos X =
(XoyooeyXng) e Y =(30,...,¥,—1) por a = (ag,...,0n-1) € b= (bg,...,bs—1), respecti-
vamente. Basta considerar o homomorfismo de anéis ¢ : Z[X,,... \",,_1, 0y e ey Yno1] =
A, dado por @(X;) = ag;, @(};) = b, 0 £ 1 < n—1, e aplicar sua ext.ensio natural
e: WAZ[Xo,.. ., Xne1; Y00y Youa] = W, (H).

Seja agora A um anel comutativo qualquer cuja caracteristica é zero, Consideremos
B = {z_{0} o anel de fragBes de A, com respeito a3 Z — {0}. Nestas condigdes, temos
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o seguinte diagrama:

A —= B

T )

Z — Q
onde as setas verticais significam as inclusbes Z — A e @ — B, respectivamente.
Logo podemos supor sempre que A esta contido em algum anel que contém o corpo dos
Tacionais.

Consideremos o homomorfismo inclusio canénica { <+ B e extendemos & W, (A4) —
W.(B). Dados a = (ag,...,8n-1),0 = (bo,...,bps—1) € W,(A), facilmente se vé que
si(ag, ... a3 00, ..., 0;), mi(ag,...,aib0,...,6;) € W,(A), paratodo 0 <1< n—1. Nosso
proximo resultado é claro e mostra que W,(4) é também um anel comutativo.

COROLARIO A.4: Seja A um anel comutativo de caracteristica zero. Sejam
a = (dgy...,0n=1)y0 = (bo,...,0n=1) € W.(A). Entdo:

a+ b = (so(ao, bo), s1{ao, a1;bo, b1, . .-, $n=1(a0, - -, @n=1ibo, - . .y 1))

ab = (mo(ao, bo), m1(ao, a1; bo, b1), - - ., Mu—1(a0, - - ., Gn13 b0, - - -, bu1)

Em particular, W,(.1) é um subanel de W_(B).

Ainda, da prova do teorema anterior e do lema A.1 temos o seguinte

COROLARIO A.5: Sejam a = (dg.... tne1):6 = (b, ..., bn-1) € Wa(A). Entéo
temos ((a + b)*); = (a* +b%); (mod pA) e ((ab)*); = (a"b"); (mod pd), para 0 <
1<n—1.

Resumindo os resultados anteriores, temos o seguinte

TEOREMA A.6: Seja A um anel comutativo de caracteristica zero. Entio
W,(4) € um anel comutativo. Dados a = (ag, ..., @u-1), b = (b, ..., be—1) € W,(1) entdo
as componentes de a+b e ab em W,(.d), sdo dadas por polindmios com coeficientes

inteiros calculados em ag,...,@n=1;00, .+, 0p=1.

Antes de definirmos os anéis de vetores de Wit sobre um anel de caracteristica p,
veremos algumas propriedades dos operadores = e V definidos anteriormente.

PROPOSICAO A.T7: Seja a = (agy...,an-1) € Wo(4), Entio +(Vi(a)) =
[0y0050,%1%, 00, pa®1=0) DL ign~1,

Prova: Temos 17(a) = (0.aq.....a5-2) = [a."m.. 5% .a’ta-”], onde:
A%
a =0
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o = 0 + pag = pag = pa'®!

A =0 hpdl T 4t M =p(a] Hpal e+ P Pang) = pa" R
Ou seja, 7(V(a)) = [0,pa',...,pa®?]. Agora, iterando i vezes oblemos o resultado
desejado.

COROLARIO A.8: Sejam a = (G0, ... ane1) b= (bo,...,bac1) € WalA). Entio
V(a+b) = V(a) + V(b).

Prova: Temos a+b = ((a+b)o,. .., (a+b)no1) = Y 2([(a+8)?, ... (a+b)"D)]. Re-
sulta da proposigéo anterior que (V(a+b)) = [0,p(a+8)%, ..., p(a+6)"")] = [0, p(a® +
6@), ..., p(a"=A4p"=2] = [0, pa'®, ..., pa®=]4[0, pb®, ..., pb'" =21 = y(V(a))+(V(b)).
Agora, como ¥ é um isomorfismo de anéis, segue que ¥(V(a))++(V(b)) = v(V(a)+V (b)),
de onde segue que V(a+b) = V(a)+ V(b). Assim, o corolario estd provado.

Dado a € A, notaremos {a} = (a,0,...,0) € W,(A4). Assim, temos +({a}) =
[a,a?,...,a""""]. Segue da proposigio A.7 que W Vi({a})) =[0,...,0,p'a,...,Fa?" "],
para 0 € 7 < n—1. Desta forma, para cada a = (ag,...,an—1) € W,(4) e b €

n=1 — ‘
A, temos a= Y V'({a;}) e {b}a = (bag, P61, ... 07" ap_g) = E"‘({é’f“i})' De
i=0 1=0
n=-1 n=1 o
fato, Z’Y”’H({a-‘})) = 2[0,-,-,0,pia;,...,p§af""] = [a‘o’,...,a(”"l)], como é facal
i=0 =0
n=1

verificar. Assim, Z "ﬂ({"i}) = a. Ainda, y({b}a) = [b’bp’.“’bp"_’][am)’.“ !a{n"”] =
i=0
[ba®, 82D, .., 67" aln=D)],  Logo, {b} = (bao.bPay,...,b*" 'a,_;), como €& facil ver,

n-1 .
Logo, {b}a =3 1*({t a}).
i=0
Dados a = (ag,..,@n1)s 0 = (bgy...,bnq) € W,L(A), dizemos que a e b sio
elementos disjuntos sempre que, paracada 0 <1< n-—1, temos: ou a; =0 on b =0,
Resulia dai a seguinte

PROPOSIGCAO A.9: Sejam a = (ao,..-,an-1),0 = (borev. buoy) € Wo(A),
elementos disjuntos. Entdo a+b = (ag + by, ..., 0n—1 + ba-y).

n=1 Ne=l = =1

Prova: Temos a+b= E V’.({n.-})+z Vi{{b;}} = Z V"({a‘-}+{b,-}) = Z Vi {a;+
i=0 =0 i=0 i=0
b:}) = (a0 + bo, - . ., @u—1 + bu—1), como queriamos mostrar.
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Finalmente, dado X = (X,,...,X,~;) indeterminadas sobre Z, consideremos o
anel de polinémios a n indeterminadas Z[X] = Z[X,,..., X,-;)- Observemos que os
polindmios (pX); e (V(X™)); (0 <i<n-—1) possuem coeficientes em Z. Assim

temos o seguinte

PROPOSICAQ A.10: Com as mesmas notagdes acima, (pX) = (V(X™))
(mod pZ[X]), paratodo 0<i<n-—1.

Prova: Sabemos que (pX)® = pX() = p(X LA p'X;) = pX A (X™)®
(mod p** Z[X]). paratodo 0<i<n-—1, pois X" = p}f"{"_”, pela proposicao
A.7. Entio segue do lema A.1 que (pX); = (V(X*)); (mod pZ[X]), 0 £ i <n-1,
cOmo querfamos provar.

Consideremos agora um anel A de caracteristica p. Seja W, (4) = {(ag,...,8n-1) :
a €A 0<L1i<n—1} e tomemos a = (dg,...,an-1) € b= (bgy...,0n-1) em W,(A).
Seja Z[X, Y] = Z[. i v Maets Roviasa 1’;_1] o anel de polinémios nas indeterminadas
X=(Xo...,.X0n-1) ¢ ¥ =(30,...,Yac1). Seja ainda ¢ : WL(Z[X,Y]) — W.(4) o
homomorfismo induzido por X~ a;, ¥;—b;, 0 <i<n-—1. Sabemos que:

XX = CaolXier Y5, s Bpmth Kigosins Koot Wiy comg Mo )

XY = (mo(Xo,Y0),- .., maa(Xo, .. ., Xaca; Yo, .-, ¥ami))

em W,(Z[X,Y]). Definimos entdo a+b e ab via p, como segue:

a+ b = (o(ao, bo),- - -, Sne1(d0, - - -, @n=1jbo, - - ., bni))

ab = (1mg(ao, bo), - - - s Mu1(@y - - -y A1 by - o 5 bnq))
em W,(4), onde §(ay,...,a;bo,-..,b), mi(ag,...,an-i;bo,...,bs—;) 830 as expressdes
obtidas dos polinémios s;, m; do teorema A.2, respectivamente (0 < i < n — 1),
substituindo-se cada coeficiente inteiro por seu correspondente em Z/pZ. Desta forma,
(W.(A),+,*) é um anel comutativo, chamado ANEL DE VETORES DE WITT SOBRE
A. Defato,sejam X = (Xo,..., Xp=1), Y = (Yo,..., Ye1) € Z =(Zp,..., Zp-1) indeter-
minadas sobre Z. Sejao anel Z[X,Y,Z] = Z[X,,...,Xp=1;Y0,-. <, Yn=1; Z0, .- -, Zn-1).
Definindo-se entdao o homomorfisme 1w : W,(Z[X,Y,Z]) — W.(4), por #(X) =
W(Xo, ..., Xac1) = (80y..-18am1) = 3, ¥(Y) = (35,..., Y1) = (o, e bpa) = b e
WZ) =(Zoy...  Zomy) = (coy...yCam1) = ¢, onde a,b,c € W,(1), podemos observar
que as propriedades de anel comutativo de W,(Z[X,Y, Z] induzem propriedades andlogas

em W,(d{), via o homomorfismo 4.
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Ainda. no caso de A ser um anel de caracteristica p todas as congruéncias acima se

tornam igualdades. Assim, temos a seguinte

PROPOSICAO A.11: Seja A um anel de caracteristica p- Entdo, (a+b)* =
a*+b%, (ab)* = a*b* e pa = V(a*), paratodos a,b € Wo(A). Além disso, p'a = V"(_a"‘).

Queremos mostrar agora que o anel primo de W,(4) & W,(Z/pZ) ~ Z/p"Z.
Para tal, consideremos o homomorfismo ¢ : Z — W,(4), dado por ¢(m) = ml =
14..-4+1€ W,(d), paratodo m € Z. Entio Im ¢ é o subanel primo de W,(d).
Como p"l =V™(1)=0 e p'1l = V¥1) # 0, paratodo 0 €< i < n—1, segue que
@(1) tem ordem aditiva p®, de modo que Im ¢ possui p" elementos. Agora, como
Im ¢ CW(Z[pZ) e Wo(Z[pZ) possui p" elementos, segue que Im o = W,(Z/pZ)
e portanto W,(Z/pZ) ~ Z/pZ. Assim, temos o seguinte

TEOREMA A.12: Seja .{ um anel comutativo de caracteristica p. Entao W,.(A)
é um anel comutativo tal que para todos a,b € W,(A), as componentesde a+b e ab em
W,.(4) sdo polindmios com coeficientes em Z/pZ. Além disso, x: IW,(4) — W, (1) é
um homomorfismo de anéis e o anel primo de W, (4) é W, (Z/pZ) ~ Z/p"Z.

Para finalizar este apéndice, mosiraremos a seguinte

PROPOSIC;LO A.13: Seja A um anel de caracteristica p e a = (ag,...,¢n-1)
um elemento de W,(A). Entéo a é inversivel em Wo(A) seesomentese ag é inversivel

em A.

Prova: Suponhamos que a = (ag,...,8n-1) € W,(A) é inversivel em W, (1).
Entao existe b = (bg,...,bn-1) € Wo{A) tal que ab=1. Logo, agby =1 em .4, isto &,
ao & inversivel em .

Para provar a recfproca, observamos que dado um elemento ¢ = (¢o,. .., n-1) € Wo(d),
existe uma extensaio B de A e um elemento b € W,(B) tal que b = c. De fato, basta
tomar B = A[X]/(X*=c)=A[z], onde =X+ (X"=¢c) e X =(X,,..., Xso1) éum
conjunto de indeterminadas sobre A. Tomando b=z, temos b" =2 =¢ em W, (B).
Além disso, se b= (bg,...,bp—1) € W,(A) étal que by =0 entio b =V(c) para algum
c € W, (A).

Suponhamos entio a = (ag,...,0,-1) € W,(4), com g, inversivel em .. Seja
b= (ag’,0,...,0) € W,(A). Temos 1 —ab=d = (0,dy,...,dn—y) € Wy(4). Entdo
existe algum ¢ € W,(4) tal que d = V(c). Seja B a extensio definida acima e
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¢' € W,(B) um elemento tal que ¢” = ¢. Entdo, d" = (V(¢))* = 17(¢)...1(c) =
V(). V(™) = 1(")*") =0 em W,(B). Como W,(4) — W,(B). segue que
d" =0 em W,(A). Logo, d=1—ab é um elemento nilpotente de W,(.4) e portanto
1—d éinversivel em W, (4). Mas 1 —-d=1-(1—ab) =ab. Isto completa a prova da

Proposicao.
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