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ABSTRACT

The inverse of Drazin is developed for rings and
then restrict to the case of equare matrices over complex
field and over finite fields or congruence rings. Applica
tions to singular differential and diference equation and

cryptography are considered in this work.



RESUMO

A inversa de Drazin € apresentada, sendo primei-
ramente estudada sobre anéis comutativos e apds, esta no-
cao € particularizada para o caso de matrizes quadradas
definidas sobre o corpo dos complexos e sobre os aneis
Zt. Tambem saoc vistas aplicacgoes da inversa de Drazin em
Equagoes Diferenciais e em Diferenciagao Matriciais com

coeficientes singulares e em Criptografia.



INTRODUCAO;

No capitulo I, "A inversa de Drazin, em anéis",
a inversa de Drazin & apresentada e € feito um estudo de
suas propriedades em um anel gualquer, como sua unicidade
quando existir.

Além disto, é feita uma rapida comparagao com a
r-regqularidade de Azumaya.

No capitule II, "A inversa matricial de Drazin",
a nocdo de inversa de Drazin € particularizada para o
anel das matrizes quadradas n x n definidas sobre o cor-
po dos complexos. Para este anel, € garantida a existén-
cia da inversa de Drazin para qualquer elemento A, isto &,
existe uma Gnica matriz A° tal que:

D D

A" A =AA

AD A AD = AD

Am+1 AD Am, para algum m > 0

I

No capitulo III, "A inversa matricial de Drazin
em corpos e anéis finitos", & feita uma extensao do es-
tudo da inversa de Drazin para corpos e anéis finitos, vi-
sando aplicagoes em criptografia.

Nos capitulos IV e IV sao feitas aplicagbes da
inversa de Drazin em sistemas de equagces diferenciais ma-

triciais, codificacao e decodificacgao criptografica.



CAPITULO 1



I - [INVERSAS DE DRAZIN EM ANEIS

[.I - INTRODUCAQ

"As Unicas algebras com divisao sobre o corpo
dos numeros reais s3ao a menos de isomorfismos, o  proprio
corpo dos nimeros reais, o corpo dos nuimeros complexos e
os quartenios reais" (1).

Este classico teorema de Frobenius, estabelece
que nao existe outro sistema hipercomplexo além dos re-
ais e dos complexos, que possua simultaneamente as proprie
dades de comutatividade e inversibilidade de elementos nao
nulos. Para exemplificar este problema, basta tomar o ca-
so do conjunto M {conjunto de todas as matrizes guadradas
nxn definidas sobre o corpo dos complexos); Em geral, nes
te Sistema temos que AB £ BA, um elemento nao nulo pode
nao possuir inverso multiplicativo e além disto, pode ocor
rer que existam A, B elementos nao nulos de M_ tais que
A B =0 mesmo que B A # 0.

Muitos problemas interessantes recaem em equa-—

goes do tipo Ax' + Bx = £, com A,B £ M portanto &€ neces-

.

n!

sario que sua solucdo possa ser encontrada, mesmo que A~
nao exista. Para tanto, iremos desenvolver um estudo so-
bre a inversa de Drazin, que possibilitara resolver muitos

problemas no caso de matrizes singulares.



1.2 - PROPRIEDADES E DEFINIgées:

A seqguir, introduziremos o conceito de inversa
de Drazin (3), propriedades relativas a unicidade e rela-

coes com a m - regularidade de Azumaya {2).

pEFINIcAO [.2.1

Dado um anel associativo R e x € R entac, X pos

sui inversa de Drazin em R, se existe ¢ ¢ R, tal gue:

i) CxX: = KC
. m m+1
ii) x = x c ; algumme WN*
o 2
iii) ¢ = ¢c"x

TEOREMA [.2.1

Seja R um anel associativo. Se x ¢ R, entao x
possui no maximo uma inversa de Drazin, e além disto, se
esta inversa de Drazin existe, ela comuta com todos os e-

lementos que comutam com X.

PROVA .

Sejam R anel associativo e x ¢ R. Vamos supor
que ¢y, €y sejam duas inversas de Drazin de x.

Assim temos:

Existem m ¢ IN* , n ¢ IN¥® tais yue:
Cc,X = XC 2 'm+lc B E O 2}
: I i ’ E: * 1 1
% = X¢ " "n+1c sy = C 2x
L 2 7 o 5 4 =3 2

Vamos supor que m > n assim 4 r ¢ IN* tal que
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E assim:
- xm+l _ xm+lc _ xm - xr+n _ xr ) xn _
L 1
_ .r _n+l r+n+1l m+1
Isto é:
+ -
A) ¢, xrn ! - xm = lc2

Gy = 2x = XC 2
- - ]
B) 1 1 1
Cy = C 2x = Xc 5
2 2 "2
i _ n+l n
Vamos agora mostrar que c; = ¢y ¥ i e INa

usando indugao temos:
para k = 1

= 2 r B
c; = ci X po

Vamos supor valido para n < k, n e I
Vamos provar que vale para n = k + 1

(o (ki )+l X{k+1) = C.k C'z}{ Xk = C.k C. Xk = C.k+l Xk =g
L 1 1 1 1 2 i i

pela hipotese de inducao;e em particular obtemos:

Assim, por A e C

& W m+L S mtl (& Xm+l) & i@ mtl Km) & E &
1 1 : 1 2 1 ’ 2
———rrrn m+l) o i Xp&i’ & mtl _ oW e mHl &
172 L 2 i 2 C T2 2
Assim provamos gue x &€ R possui no maximo uma
inversa de Drazin. Vamos supor agora gue:

x € R; Jec e R, ¢ inversa de Drazin de x
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Seja y e R tg. ; Xy = yx
Assim:

e y= nym =y (xm+lC} =c £ yc = X y C

de onde por inducgao obtemos:

gnﬂ.xm y==xm ycm*'l e portanto:
cy = Cm+l L e oy 5 an+1 _ yxm d“+l _

& y(gﬂl £n==yc

C.Q.D:

Este teorema nos diz gque a inversa de Drazin, se

’ o= - d o
existe € unica e portanto podemos nota-la por x . Além

=1

? o 7 -1 d :
disto gquando x & inversivel temos que x = x , pois e

satisfaz i, ii, iii exigidos pela definicao 1.

coroLARIO [.2.1.1

Se Xys Koo sao elementos de um anel asso-

Z-:j
: ’ i st d d : -
ciativo R, tais que hl' x2,...,%j existem & com xS . X,.=0

(s, £t = 1,2,...7 & 8 # t), entao:

X F Xy Fewod xj possui inversa de Drazin, com:

a . d _d d
(xl %, +. .KJ) = Xy ok Xyl k]
PROVA.
Sem perda de generalidade, suponhamos j = 2.

Seja Xp Tuex, =V, comu.v = 0 = Y
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Isto é u e v comutam; Assim pelo teorema 1 te-

d d
mes gque u; U, V, V comutam.

a d

+ v) (u + v) 4

udu + udv + vdu + v v

=uud+vud+uvd+vvd

i) (u

(u + v) (ud + vd)

I

d

ii) (u + vd)z(u + V) u@ 2 d.4 4.8

(W2 + % + 5 + D) v

ud}2 u + (vd)2 v =u+ Vv

= |
iii) Escolhendo m suficientemente grande temos que:

m m+l d m _ m+l d
u = u u e v =v v

Logo:

G o V)1'n+l (ud i vd) - um+l ud e vm+l vd - um & Vm =(ufvfn

v d a ; :
Assim vemos que (u- + v ) satisfaz as proprieda-
des da definicao 1 para o elemento u + v € R; assim pela

unicidade da inversa de Drazin, quando existe temos que:

(u+ %= @+ v
CLQy B
DEFINICAO [,2.2
J
Chamamos de "indice de x" e notamos por ind (x)
ao menor inteiro positivo tal que g xm+l xd
OBS: Convenciona-se que quando a inversa de Drazin de um

elemento X € R nao existe, entao ind(x) = o
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TEOREMA 1,2.2

Seja x €¢R, anel associativo tal que xd exista,

.k
seja k € N* entao x possui inversa de Drazin (xk ¢ -

)
d, k ; By - . P
(x7)" e ind(x") =g e IN*, tal gque 0 < kg - ind(x) < k.

PROVA :
Por i) da definigao 1 e indugao temos que:

k xd

% -

gk .k
) b4 X

(x7)

Também por indugao, por ii) e iii) da definigao
1 respectivamente temos que:

ind (x) _ Kind(x)+j

X (xd)j e que

d d, j+1

X = (x7) xj, para 4 = L,.2,...

Logo, como kg > ind (x) temos
(xd)k = xkq ~ ind(x) xind(x]

_ xkq - ind(x) Xind(x)+k (xd)k -
xk)q-i-l (xd k

( )

e

HE = w5 e (0

Assim (xd)k satisfaz as condigOes para (xk)d e
ind(x) < q.

Finalmente, se ind{xk} < g teriamos:

{xk)q—l - xk (xd)k & S Xd - xk—l (xd)k
e portanto
Xk{q—l) - xkq + (k=1) - (k-1) (xd)k -

. xk(q—l)+l (xk—l {xd}k) = GJKlag-+l d
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isto é, pela definicao de ind(x) teriamos que :

k (g-1) > ind(x)

0 que contradiria nossa definicao de qg.

C.0Q.D.

TEOREMA [.2.3

Dado um elemento x de um anel associativo, en-—
tdo se x possui inversa de Drazin xd, temos que xd também
possui inversa de Drazin (xd)d, e ind(xd) = 1, logo (xd)d=

x2 x4,

PROVA |

Seja x £ R anel, tqg xd exista.

Seja f = xzxd

Vamos mostrar que f = {xd)d.
i) xdf = xd x2 xd = xdx X xd=x2 xd xd = f xd
ii) £ = x2 xd = X2 (xd)2 ¥ = x2 xd X xd L fx(xd)zx
2 xd xd - f2 d
1i1) xH? £ = xH? x® 9 = xH? xx x9 =
= xd x.xd = (xd)2 X = xd
logo:
(xd)m - (Xd)m-l xd = (Xd}m—l (xd)2 5
(xd]m+l f para m > 1

logo temos pelas definicgoes 1 e 2 que:
£ = (xH%e ina (x =1

Ca.D.



COROLARIO [.2.3.1

Dado um elemento x de um anel associativo R, en-

= d,d - = .
tao (x) = x se e somente se x possui inversa de Drazin e

ind(x) = 1, neste caso, para y € R ; Xy = yX se e somente
d d
se X y = yx
PROVA
d, d ;
Se (x7) = x pelo teorema anterior temos

ind((xd)d) = 1 e portanto ind(x) = 1.

Vamos supor que xd existe e que ind(x) =1 dai
como:
2 d :
X = X x , pelo teorema anterior temos
(xd)d = f = x2 xd = X

€. 0.D.

COROLARIO [.2.3.2

Dado um elemento x ¢ R anel associativo tal que

kydyd _ k

& X , para k € IN e k > ind(x).

X exista, entao ((x

PROVA':

Seja x € R tal que xd exista.

da_ .4k

Pelo teorema ],2,7 temos qgue existe (x*) o I

assim pelo teorema ]1,2,3 ind((xk}d) = 1 e portanto pelo co

3 -
rolario 2,2,3,] temos que ({xk)old = xX.

| IR € ) 28
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COrROLARIO [.2.3.3

Dado x £ R anel associativo,

tal que xd exista

entﬁo ((xd}d)d = xd
PROVA |

Pelo teorema 1.2.3, como existe, temos que
(xd)d existe e ind(xd) = 1 assim pelo coroldrio 1.2,3.1
({Xd)d)d _ xd

Agora faremos um breve estudo sobre
dade seguindo Azumaya (2) e assim mostraremos

gularidade & direita implica na existéncia da

Drazin.

DEFINICAO [.2.3
J

Seja R um anel associativo, dizemos

C.0.D.
T = regulari
que a 1 - re

inversa de

que x € R, &

fortemente m - regular em R se existem a €¢ R, b € R e

pe IN*, g € IN*® tais gues

1) xP = xp+l . a

2) %9 = pxTtl
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TEOREMA [.2.4

d : "
X existe se e somente se x & fortemente m - regular.

PROVA .

m > ind(x)

Dado um elemento x £ R anel associativo,

temos:

m_ m+l _d a_ _ a
X = X X e X X=X X

logo:

Existem a = b =xXe p = q

m tais que

xP = xp+l ! e x? = b.xq+l

entao

d ; ;
Vamos supor que x existe; assim para qualquer

Vamos supor agora que x é fortemente 71 - regular,

assim existem a, b ¢ Re p, g € W* tais que:

priedades:

x5 = xP+l . a e x3 = bxq+l
sejam = max (p, q) e ¢ = x" gl
dai:

xm+l a = x" = bxm+l

e

X b.xm+l.a = bx"

assim por indug¢ao temos que

m _k k _m
X a =Db a para Kk & Lpdieas
m _m+1l m+l m
escolhendo ¢ = X  a = b X temos as
; m _m+1 m+1 m m _m m
i) X = ¥ X a = X aa =X a =5»

= pttl mdl _ om+l mo o oL

pro-

m



18

ii) Por inducao temos que

m+k _k m
X a = x
iii) Por i e ii acima:
2 m+l _m+1l m+1 m+1
c’m = gxec = cX a = X c a
m m+l _

Assim pela definicac 1.2.1 e pelo teorema 1.2.1

temos que ¢ = X

C.Q.D.

Pela prova do teorema anterior temos que ind (x)

| A

| A

P P + (g-p)

X = X

assim,

o]
-4
]

21

B o Xt &

%3 a9P = 4F

297P

q-Pp

min (p, q), pois se p < g temos que:

43 JG-P

p x3t1 A1

max (p, q), além disto também & facil mostrar que ind(x)

Para maiores informagoes sobre m - regularidade,

ver Azumaya (2).

coroLARIO [.2.4.1

Seja R uma dlgebra de dimensac finita.

ra um dado x & R,

bra gerada por x.

; d
existe x

e

d
X

pertence a uma

Entao pa

subalge-
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PROVA.
Seja k = dim(R), desta forma temos que

2 3 k k+1
e B B ey Koy X

J

sao linearmente dependen

tes, dai, para j < k+1, x pode ser escrito como uma com

binagao linear do x3+l, xj+2,..., isto é:
k+1 . k-3 3 §
X7 = X a. x- = I (&, xl) x3+1
i=j+l * f=p AL

Assim x & fortemente m - regular com a = b na

definicdo de fortemente m - regular como um polindmio em

X e assim pelo teorema 1.2.4 xd existe.

C.Q.D.

Mais geralmente, este resultado vale para todos

os anéis algébricos, nos quais por definicao a cada elemen
to x corresponde um inteiro j(x) tal que xj(x)

Jx)+1

€ combina

cao linear de x e poténcias maiores.

Da definigao e da unicidade temos gue tomar a in
versa de Drazin, quando existir,de um elemento comuta com
todo homomorfismo e anti-homomorfismo contidos no anel. Em
particular, numa algebra matricial sobre o corpo dos com
plexos, a inversa de Drazin de um conjugado (ou transposto)
de uma matriz dada & o complexo conjugado (ou transposto)
da inversa de Drazin. Assim, a inversa de Drazin de uma
matriz x dada, é real (simétrica hermiteana, etc...) quan

do x o for. Pode-se também mostrar usando iii) e o coro
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lario 1.2.4.1 qgue a propriedade de ter todos os autovalo-

res reais e nao negativos é preservada.

[.3 CONDICOES SUFICIENTES PARA A PSEUDO-INVERSIBILIDADE EM
v
ANEIS,

Seguindo Azumaya (2) podemos definir:

DEFINIEEO 1.5,1

Seja R um anel associativo. Dizemos que X € R
@ ™ - regular a direita se existem p inteiro positivo e

P
a ¢ R tais que x = xp+la.

DEFINIgEo 152

Chamamos de indice de x a direita em R anel asso

. . ; ; P

ciativo e notamos por r(x) ao menor inteiro p tal gue x
P41

X .

It

= a, para a ¢ R; Dizemos que r(x) = » se X nao &
1 - regular a direita.

Da mesma forma podemos definir:

DEFIthﬁo [.3.3

Seja R um anel associativo, dizemos gque X € R
€ 1 - regular a4 esguerda se existem g inteiro positivo e

b ¢ R tais que: %3 = bxq+l.
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DEFINICAO [.3.4
i

Seja R um anel associativo, chamamos de indice a

esquerda em R e notamos por 1(x) ao menor inteiro g tal
+ .

gque x% = px9 l, para b € R; Dizemos gque 1l(x) = = quando

X nao @ m - regular d esquerda.

Obviamente, pelo teorema 4 temos que ind(x) é fi
nito se e somente se r(x) e l(x) sao finitos e seguindo a
demonstragéo deste mesmo teorema temcs que se ind(x) < o
entdo ind(x) = 1l{x) = r(x). Observamos também ¢que apesar
nao existir inversa de Drazin de um elemento % € R, po

de acontecer de l({x) < = e r(x) <

pDEFINICAO [.3.5
y

Seja T um subconjunto de um anel associativo R,

assim definimos:

i(T) = sup ind(x), % BT
r(T) = sup r(x), % &
1iT) = sup 1lix), x e 7T

Onde o supremo tem conversao natural para valo-
res infinitos; isto &, i(T) = « sempre que ind(x) < = ,
¥x ¢ T, mas estes valores sao ilimitados, ou quando i(x)=
para algum x £ T, observacoes similares valem para r(T) e
1(T).

Notemos também que r{T) < 1i(T) e também que as

definigoes de ind(x), 1(x) e r(x) sao consistentes com o



conceito de Indice de um dado elemento nilpotente de um
anel, isto &, cada elemento x nilpotente, possui inversa
de Drazin xd = 0 e portanto ind(x) = r(x) = 1(x) < w©

e satisfaz:

xind(:{) = 6 com xind(x)—l Z0
(caso contrario, como xind(x) = xlnd(x)+k = (xd)k (*) pa-
ra algum k grande se xl(X)"l = 0 teriamos que (*) vale

para ind(x)-1 o que seria uma contradigao).

Seja N(R) = {x € R/x & nilpotente}, assim obser
vamos que:

i(N) = r(N) = 1(N) possivelmente infinitos, a-
gora se i(N) < = teriamos expressa a condicao dos ele-

mentos nilpotentes terem Indice limitado.

TEOREMA 1.3.1

Seja R um anel associativo, cujos elementos nil

potentes tem indice limitado (i(N) < w ). Entao cada e-
lemento x 7 - regular a direita de R possui inversa de
Drazin, com ind(x) = r(x) = l(x) < i(N).

PROVA .

Seja x £ R T - regular a direita.

Dai existem p inteiro positivo e g € R tais que

Pelo teorema 1.2.4 basta-nos mostrar que exis-
tem g inteiro positivo e b £ R tais que x9 = b.xQ+l
. L 1
Por indugao temos; xp = xPik 3 aﬁ, . T L2

@ assim,
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P+k

Ptk P k. xP+k j o = B

% i? « s P _ xP+k_ak

) = (x
para k = 1,2;.:.

= ; £ —— ~
e também, cada um dos 2 monomios da expressao

- £
P ak xp+k)- P4k

(x , possuem X

como fator pela direita, e

assim tomando-se p.t > p+k temos que para cada k;

P+k, t+1
X

P k ) = 0 para t suficientemente grande.

(x - a
Como i1(N) < o temos que:

(xP - ak xP+k)l(N) = 0 e assim

e L T T

I

Agora escolhendo k (i(N) - 1) p+l chegamos ao

desejado, isto &:

b £ R tal que x1 =p xq+l onde g = i(N) p e
assim de i) e ii) da definicao 1.2.1 temos que (x - 2 ¥
0 para algum m, de onde concluimos que
2 xd)l(N}

(x - x = 0 e assim por i)

LAWY o AT y, onde y & um polindmio em

d — : 4
x e x , adequado com coeficientes inteiros e sem termos
constantes e logo, por i) e pela prova do teorema 4 con

cluimos que ind(x) < i(N).

C.Q:D.

OBS.: Na demonstracao acima fol explicitada a representa-

o d P P+1
cao x =X . a 5



COROLARIO 1.35.1.1

Seja R um anel associativo cujos elementos nilpo

tentes tem indice limitade. Entao, se cada elemento de R

€ 7 - regular a direita, R deve ser limitadamente 1 - re
gular a direita, isto & r(R) é finito e r(R) = i(R) = i(N)
PROVA:

Do teorema 1.3.1 segue que
i(R) < i(N), assim

r(R) < i(R) = i(N) < r(R)

Q. D

Nota: Azumaya (2) mostra que a hipotese do corolario 1.3.1.1
de 1w -~ regularidade a direita pode ser substitui
da por 7 - regularidade.



CAPITULO II
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IT - A INVERSA MATRICIAL DE DRAZIN

2,1 [INTRODUGCAO

Neste capitulo sera explorado o conceito de in-
versa de Drazin para o caso particular da Algebra das ma-
trizes guadradas n x n definidas sobre o corpo dos comple-
x0s M . O fato de My possuir divisores do zero, ou seja
de nao possuir inversa multiplicativa para todos os seus
elementos distintos de zero, faz da inversa de Drazin uma
fonte de estudo bastante interessante. Em particular, ela
é de grande utilidade na resolucao de equacoes diferenciais
(ou em diferencas) matriciais com coeficiéntes sigulares.

Também sera visto que a inversa matricial de
Drazin de uma matriz quadrada A, pode ser expressa como um
polinomio em A, cujos coeficientes podem ser calculados em
termos dos autovalores de A, ou através da forma candnica
de Jordan, pela qual podemos encontrar uma matriz nao sin

gular 1, tal que para gualquer A ¢ Mn;

c 0 -1
A= T T (1)
0 N

onde C & inversivel e C ¢ M, e N é nilpotente e N ¢ M, on
de s= dim (R(AY)), t= dim(N(a¥)) e n= s+t

Além disto sera mostrado que
A =T 3y (,ﬂ}

é a inversa de Drazin de A. Observa-se também que se A &

inversivel o bloco N ausentar-se-a de (1) e portanto AD#¥4
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e se A é nilpotente o bloco C ausentar-se-a de (1) e por

tanto A.D= Oo

2.2 DEFINICOES E PROPRIEDADES ALGEBRICAS

Se A é uma matriz complexa n x n, € conhecido
: ; i ~ . > m m
que existe um inteiro nao negativo m tal que C=R(A")+N(A),

m+1)= posto (Am), onde R e N

ou equivalentemente, posto (A
denotam respectivamente imagem e nicleo. O menor inteiro
com esta propriedade € chamado de indice da matriz A e
sera notado por K= ind(A). Quando K= (0 temos cque A & nao
singular.

Como ja é conhecido pelo capitulo anterior que

a inversa de Drazin quando existe é uUnica, podemos defi-

nir:

DEFINICAD 2.2.1

Seja A ¢ M_ com K= ind(A). Uma matriz A" com as

propriedades:

i) A" A A= A
ii) AAT = A A
gy a5 aPe aF
Sera dita a inversa de Drazin de A.
A existéncia da inversa matricial de Drazin é

conseqliéncia de uma das variacgoes mais simples do teore-

ma de Jordan.



28

TEOREMA 2.2.1

Sejam A ¢ M_ e ind(A)= k 2 0, entao existe uma

matriz T nao singular tal que:

onde C é inversivel e N nilpotente de indice K.

PROVA:

Seja A uma transformacao linear induzida sobre

c™ e K= ind(n)
se r= posto (2%) entdo dimm(a%))=n - r
sejam

VT' Vz,..., Vr uma base para R(AK)

K
Vr+1’ Vr+2""' Vn uma base para N(A™)

como

c®= r(a¥) + n(a¥)

V1, Voreesr Vg é uma base para ¢,

Como R(AK) e N(AK) sao subespacos invariantes de
A e AK(N(AK))= 0, tomando

T= [V], Vi yonss g Vn] temos o teorema.

C.Q.D.

Utilizando a definicao de inversa de Drazin e

a forma canonica para A sera encontrada agora, a forma
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; . D
da inversa de Drazin A .

1
c O
T—1

Seja A= T
0O N

com T & M, nao singular
A e Mn
C matriz quadrada nao singular.

N matriz nilpotente de ordem K.

A A
seja aPa p | 11 12| o1

Aoy Bag
onde Aij {(i= 1,2; j= 1,2) sao matrizes quadradas onde C
e A11 tem as mesmas dimensoes. Para que AD seja a inversa

de Drazin da matriz A, devemos ter que

Ak+1 AD_ AK, logo:
et A A K
5 1o M2l -1 et o] -
0 0 Byq By 0 0

e assim, concluimos que

5. =1 ; -
A11h c e ATZ" 0

usando a comutatividade entre A e AD temos que

al | k. AR sro 8 A= 0

Finalmente, como AD A AD= AD, temos

§ [c o {c‘1 0 . 1 o -
!o N L0 A, 0 A,

logo:

(3) N.(A,,)"= A,, multiplicando por =1



30

k~1 ; - Nk“

isto e 0 = 1(A2

2)
_ v k-2
da mesma forma, multiplicando (3) por N

K1 3 ked
NT By, 7= N oY)

por 4

N A22= 0

usando o mesmo raciocinioc sucessivamente, temos:

2 3 - = _
A N(A22) = 0 isto e A?z‘ 0

25" )
¢ portanto

aPe 7 P

que satisfaz a definigao 2.2.1. Como M é um anel asso-
ciativo, decorre do teorema do capitulo I e da construcao
acima que AP existe e & fnica. Além disto AP coincide
com A~ quando ind(A)= 0.

Temos assim as propriedades:

i) AP+1 AD: AP se p > ind(A). p inteiro nao negat.

ii) Se A é nao singular APy

$11) RAZ)ye RS
iv) N@aP) = N5y

Y D_,D .
v) A. A= A7 ., A= PR(AK) _ N(AK)

i D D =
vi) (I - A A )= (I = A A)= PN(AK} ) R(Ah)

onde K= ind (A)
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TEOREMA 2.2.2

Sejam A ¢ M_ tal que ind(A)= K, p inteiro nao ne
gativo e X elemento de Mn tal que XAX= X, AX= XA e

0 Sl X, entao p > K e X= B

PROVA:
se aP*1 x- AP entdo rR(aP*") © Rr(aP)
seja r € R(Ap) isto €; existe y tal que AP v= r
ou aAP*1 xy- ¥, isto @ r & R(Ap+1)
logo aP*1 x- aP ¢ R(aP) = R(Ap+1) e assim sé podemos
tex que p > k.
Agora, seja p= k + 1 com i > O

K P-i 1 4P -i

aks a el P-141

1

aP*1 x- a x= A% ¥ & as-

sim X satisfaz a definicao de AD, logo pela existencia IS

unicidade de AD ja provadas tem que X= AD

CelaD

DEFINICAO 2.2.2

Seja A ¢ Mn’ chamamos de "CENTRO DE A" e nota-

mos por CA' ao produto

G,% A a2 a- a® 2P AP A%
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DEFINICAO 2.2.3

Seja A ¢ Mn’ chamamos de "PARTE NILPOTENTE DE A"

e notamos por N,, a expressao:

Al‘

N,=A~-C,= (I -A" A)A

DEFINICAO 2.2.4

A decomposigao A= Cp + N, é dita decomposicgao

"CENTRO NILPOTENTE DE A".
Agora em termos da representacao candnica de A,
serao encontradas as formas de C, e N, como ja foi feito

D - ; ; ;
para A”. Isto e, sabemos que existem T,C matrizes inver-

siveis e N matriz nilpotente tais que:

cC 0 C 0
A= T =1 e aPo p1
0 N 0 0
assim,
e 0
Q= a® 2P ]
0 0
[ =)
0 0 3
NA= A - CA: T g T NA nilpotente de

indice K= ind(A)

TEOREMA 2.2.3

Seja A £ M_, A possui decomposigdo Unica na for
ma A= X + Y onde XY = YX = 0 ind(X) < 1 e ¥ nilpotente

de indice K= ind(A). Mais ainda, neste caso X= CA e mzNA.
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PROVA:

c 0 -1
Seja A =T 3

0 N

sejam X, Y tais que A= X + Y, XY= ¥X= 0, ind(X)
Y nilpotente com indice K= ind(A).
- se ind(X)= 0 entao X & inversivel, logo Y = 0 e

inversivel.

- se ind(X)= 1 :

vamos escrever X e Y em sua forma canonica

como ind(X)= 1 +  Ni= 0
como Y € nilpotente C,= 0
Assim temos que XY = YX = 0

e A= X + Y =+ C.I =C e N, =N

logo

COROLARIO 2,2.3.1

Seja A ¢ Mn' p inteiro positivo, assim:

P— - P—
) RS (NA) = N

(Cp A

A

se p > ind(A) entao 2% e

£1 e
A @
E.0.0,



LEMA 2.2,1
Seja A € M_ valem as afirmagoes
i) N, .Ch= C,.N,= O
ii) N
iii) ind(A®)= ind(Cy)= 1 se ind(a)> 1
e 0 se ind(A)= 0

iv) ¢, A AR = A A C.=C
v) (AD)D= C
vi) A= C, se ind(A) < 1
vii) ((aP?)?)P= a
vida)y K= A€
ix) @)% @h)P
%) AT = & B3P T =& 2P
xi) AP(T - a aP)= (r - a aP) aP- o

xii) (a A)D= a_'1 AD se a_1 existe

xiii) (I - A AP)%= 1 - A AP para r= 1,2,3,...

OBS.: Para demonstrar qualquer das propriedades acima bas
ta fazer as contas usando a forma canonica, e em
x1iii) usando inducao.

2.3 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DA INVERSA DE DRAZIN

Neste item, a notacao 3 (A) serda usada como sen

do o espectro da matriz A, isto e:



3(a)= {w/w & autovalor de A}

Da algebra Linear, sabemos que se A € uma ma-
triz nao singular valem as propriedades:

1) we 3(A) se e somente se W e & FA) .

2) X & autovetor associado a W de A se e sO

mente se X € autovetor associado a w-1 de A_1.

3) sSeAe M e X é um vetor nao nulo, tal que
existe p inteiro positivo e w ¢ 03 (A) escalar, para o
qual (A - wI)P X=0 e (A - WI)P_1 X # 0, entao X e di-

to autovalor generalizado de A de grau p.

4) X e autovalor generalizado de grau p de A

; < " = 4
associado a w ¢ g (A) se e somente se X e autovalor

generalizado de grau p de 2~ associado a w~! ¢ 5 (A"

)4

Nesta secao, serao vistas algumas situacoes se

melhantes a estas para a inversa de Drazin AD.

TEOREMA 2.3.1

Sejam A € Mn , k= ind(a), w £ 0

i) w e O(A) se e somente se wﬁ, £ 3(AD]

ii) X € autovetor generalizado de A de grau

p associado a W ¢ 3 (A) se e somente se

X é autovetor generalizado de aP  ge grau

p associado a W = = B(AD)

iii) X é autovetor generalizado de A associado

aw=0 se e somente se X ¢ N(AK} = N(AD)



36

PROVA:
Se ind(A)= 0 entao A é inversivel, logo vale o
teorema.
Se ind(a) > 0
c 0 -1 U1
Seja A= T T e X= T
0 N U,

com T,C inversiveis, N nilpotente, X autovetor generali

zado de A de grau p associado a w # 0

Assim
A- wI)Px=0 e (a-wnPTx o0
isto e
(-3 | - we 8] . IF U,
T T - T i\ T =0
-O N - 0 WI‘J U2
c - wi 0 1 e & U,
T T T & B
L 0 N - wI U2

'(C - wI)P U1

P
| (N - wI) U,

e isto ocorre se e somente se U, € autovetor generaliza-

do de grau p para Ce U, = 0.

2

Como C & inversivel e

g D &
A =T T, temos o teorema
0 0

C.Q.D,
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COROLARIO 2.3.1.1

Seja A ¢ M com K= ind(aA), se X é autovetor

generalizado de A correspondente a w # 0, entao X ¢ R(AK)

PROVA:

Para X ¢ R(AK} deve existir Y Tq:

AK Y = X

U
pelo teorema anterior temos que X = T [ 1}

logo, existe Y = T [C"K U1] tal que
0

C.0.0.

2.4 REPRESENTACAO DE AD COMO UM POLINOMIO

Sabe-se, da teoria das matrizes gue se A € nao

1

singular entao A~ pode ser expresso cComo um polinomio

em A, Agora sera visto que AD possui uma propriedade se-

melhante.

TEOREMA 2.4,1

Se A = M, entao existe um polindmio p(x) tal
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PROVA:

Seja A= T o~ , T, C inversiveis e N

nilpotente de indice K

C é nao singular, logo existe g(x) polindmio tal que

e = q(C)
Seja p(x)= xk(q(x))k+1, assim:
K K+ 1 c® o] fatey o ]F

p(A)= A (g™ =T n

0 0j |0 q () |
el ™t o] et o] 4

p(A)= T T = oL T = A

0 0 0 0

C.0,D,

Observa-se que o polinomio construido acima €,
em geral, de grau mais elevado que o necessario. Sera cons
truido agora um polinomio de grau menor, gque da mesma

forma expressa AD em termos de A,

TEOREMA 2.4,2

Seja A c M_ , sejam Wor Wyreo.p W, OS auto-
valores distintos de A com w, = 0. Seja m, a multipli-
cidade algébrica do autovalor vy (s 1,2,0804 €Y B
m= n - My = M, + My + ... M

Seja p(x) um polinomio de grau n - 1 tal que
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m-1

pi{x)= " {ro AR I SR S S X ), cujos coeficientes
ry sao as Unicas solugoes do sistema m x m de equacdes
lineares.
(OBS. : (.)(l) notara a iézima derivado com respeito a
W )
1 . o) i= 1,2 t
w, - Py BEERE 8 8
L
=4 2 = p'iw,)
(w.) i
i
mi—1
(=1) (m.-1)! (m,--1)
= = p e (w.)
i
desta forma p(A)= AD
PROVA:
J O 1
Seja A=T T ' escrita em forma de Jordan
0 N

com J, N matrizes banda diagonais.

Assim J= diag. (B1, . Br)

N= diag. {N1, S Ng)

onde cada Bj é uma forma de Jordan correspondente aos

autovalores nao nulos, com we # 0, isto é:
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Vg, 1 0 0 s:0 D0 0
0 we 1 0 0 0
.= < = (1)
BJ - L]

com s £ m

E cada Nj uma matriz banda de Jordan corres-—
pondente a um auto-valor nulo, isto & cada N. tem a for
ma de (1) com w,= 0. Desta forma J € nao singular e

N e M e nilpotente de indice K= ind(A) < a,
0

e agora,

[p(J) 0 } 2 [p(J) 0] "
p(A)= T T s P T
0 p(N)

pois NM = 0 implica que p (N)= 0
como
p(J)= diag (p(B1), i p(Br))

basta mostrar que p(Bj)z Bj"1 para cada J.
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De (1) temos que:

[ (s-1)
plw,) P (W) P (We)

7] (5=171

o
g
g

LU

p(Bj) = p' (we) =

11

0 B s semeanas s gd p(we)

. ___S X s
r- -,
= [La. =3 ST I O 4 i
2 3 ]
e w w
e e (we)
Bi%g i, S .
. ~ e~ .
W ~ 2 \\ &
€ YW | :
: -.\ \,\ \\ -
- \\ ~ '\\
. ~ 3 ~
. N % ~ -1
. \\\ i o = (B.)
o LY 5 \ _}
- ~ ~ ~
- ~ \\ \\
‘ S W
- Y
: LY ©
: E
- \\ \
~ Wiy
» ~
N N 1
0 a8 8 & 8 " 88 4oaaoao s - - \O \\_"“'—
We

assim p(A)= aP

C.Q.D.
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0 teorema acima pode ser usado com eficiencia

no cilculo de A° sem & grande em relacao a n.

Exemplo 1:
2 4 6 5]
1 4 5 4
0 =3 = 0
-1 -2 =3 -3
3 (A)= {0,0,1,1} isto ém, = 2 m, = 2
onde
_.m m-1
plx)= x (aO faX o+ ... kA, 40X ) e
pla;)= p'la;)= =1 isto é:
i a. i & '
i (a.)
1
pl1)= 1= ag + a,
p'(1)= -1 = 2a, + 3a,
isto e ag = 4 e a.I = oy
" 3 -1 2 5|
aP= 2% (a; I + a,A)= A(4L + 3A)= | 2 1 3 3
-1 0 -1 -1
-1 0 -1 -1

Sabe-se que para cada matriz A ¢ M =~ existem dois
polindmios de especial importancia, o caracteristico e o
minimal. Seja m(x) o polinamio minimal de A, isto é:

m(x)= xd * @ :-:d“‘I ¥ e B B.X # @

1 0

Se a,= 0 entao A ¢é singular, logo det(A)= 0
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se e somente se agp = 0 em m(x), assim, se ag £ 0

A = - + ag g A + ... + @A+ a 1)

a 1

Agora se det(A)= 0, isto e ay= 0 temos:

DEFINICAO 2.4.1

Chama-se indice do autovalor nulo ao menor hu-

mero i tal que:

0= ag = .... = A4 e a. £ 0

TEOREMA 2.4.3

S s-1 ii
Se A € Mn e mi{x)= x" + ag_q ¥ cee *oagxT,

com a, £ 0 & o polindmio minimal de A, entao i= ind(a).

PROVA:
c 0
Seja A= T T
0 N

-,

com T, C inversiveis e N nilpotente de indice K m(A)= 0,

logo:

CS 0 -1 Cl 0 -1
0= T a T + «2. +a, T i B

0 N 0 N
isto e

S i cipgS=1 s—-1-1
0= N +e..+a; N - NYN +a. 4 N ¥ Lot a1I)

como (NS71 & ag_q el RPOR a ) é inversivel sO pode

mos ter que N* = 0 isto é i > K. Se i > K entio
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seja m(x)= Ai g(A) assim Adm(x)= T - g(A) como m(x)= 0

entao

T q(A) logo existe r(x)= ol

q(x) tal
que r(A)= 0 e grau(r(x)) < grau(m(x)) o gque & uma con-

tradicao, logo K = i .

C.Q.D.

COROLARIO 2.4,3.1

Seja A ¢ Mn , K= ind(A) e m;, a multiplicidade
algébrica do autovalor nulo.

Neste caso m, > K

PROVA:

Seja m(x)= xk(xs"k + a xs_1"k+...+ a

X +a
s—1

k+1 k)
0 polindomio minimal descrito no teorema anterior com ak==0.

Como m(x) divide p(x) s6 podemos ter que m, > k.

Ca0.D.

Pode-se notar que calcular AD através do teo-
rema 2.4.2 & uma tarefa dificil, pois € necessario en-
contrar todos os autovalores de A e suas multiplicidades,
porém muitas vezes poder-se-a calcular os coeficientes do
polinomio caracteristico de A mais facilmente sem utili-

zar seus autovalores.
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TEOREMA 2.4.4

Seja A ¢ M e K= ind(A), escrevendo uma equa-

cao caracteristica como

my

- m N-M n-7-m ] ] o] 54 .
0= xT (x + B X Ftoeot Lmo X gmt_ x qlx)

n-1

com an £ 0 e

=1 n-my, -1 n-mp, -2
r(x)= ;. (x + Bn_1 X b5 0wt an + 1};
m,
sem, <n; e r(x)= 0 se my = n, entao
D e a+ . i )
A = A (x(A)) para cada inteiro e > k.
PROVA:

Se my = n entao A é nilpotente, logo AD =i )

Se m <n

-1
0= A™® g(A) multiplicando ambos os lados por (AD)m”
temos:
0= (AD)mO =1 Aqu(A)= (AD)mn -2 Ao = 1 g (a) =

2 e 5 A0 gil)
assim
aal r(a)=aal (21— PN a s 8 41))=
B m
g 9
_ D -1 n-=my . 2 _
= A~ 3 (A tooat Lmu+1 A + Emg+Il—
Mo
w B | ool @) » Bj= &
B
mﬂ
. - D D
isto e A= A A" r(A) e portanto:
BN o 2P leim) e |, aad,
Ae (AD}e+1 " Ae+1 AD(I(A)]e+1

C.Q.D.



Sabe-se que o indice de uma matriz jamais pode
ra exceder sua dimens3ao nem o numero m, do corolario 2.4.3.1,

logo teremos assim:

COROLARIO 2.4.4,1

Seja A € M_; aP- a%(r(a))

n+1
n' -

Amu{r{z\”m,]i- 1
onde r(x) ¢é o polinomio descrito no teorema 2.4.4.

Para A € Mn os coeficientes da equacéo carac-

teristica x + B " o f(4x + fo = 0 de A podem

ser calculados recursivamente como:

TP - J
(2) bn—j" 3 Tr(A Sj_1} onde:
{3) By= £ B;= &8 o =5
g 3= n-j
. - J=1 _
pois S.= AY + e A # om0 F Presy L
Este algoritmo podera ser usado para obter a
matriz r(A), como estd mostrado no tecrema abaixo.

TEOREMA 2.4.5

Seja A ¢ M e r(x) como no teorema 2.4.4,

n
Se n = my; entao 2" 0, se n > m, entao
r(A)= ] S onde B e S
) Ema n-m, -1 ' m, m, +1 n-m -1

sao calculados como em (2) e (3). Entao

o a3
AD - 1 A Sn—mu -1 Pbara cada

i
1 > ind(A) .
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2:5 AD COMO UM LIMITE

Nesta secao sera mostrado como a inversa de
Drazin e o Indice da matriz gquadrada podem ser caracteriza

dos em termos de um limite.

DEFINICAOD 2.5.1

-y - = 3 - — D - — P D
Sejam: A € Mn : CA— A AT A ; NA‘ A -CA-(I-AA ) A

entao definimos poro inteiros m > -1

AD se m= =1

CA(m) = ARFE 3P A 22 se m= 0

CITI

A se m> 1

Jb se m= -1
()

TEOREMA 2.5.,1

Seja A ¢ Mooe ind(A)= K, para 1 > k inteiro

1 L

A” = lim (Al+ + zI)‘T A

z“}O

Para cada 1 © IN

AP = 1im @V 4 z;)? CA(l)

z—0
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PROVA:
Se k = 0 entao det(A) # 0 logo vale o
tado.
Se k > 0, e para qualguer 1 > k
T S8 ettt o210 11 et
(A + zT) AT = P 1+1
L..O Iq + Z I_ 0

+ zI) (& 0| P

como C € inversivel

-1 -1
8 0| P
1im @X*Y « 21”7 At = B [ } .
0 0

z-0

Para 1 inteiro positivo, temos:

13 53 ! ez 0 ¢t 6
(A + zI) CA =P 141 J P
L 0o v aar] [0 o
e v 2T et o 1
= P P—
L 0 0

logo como C & inversivel

1 L D

: 1+ i _
lim (A + zI) CA =

z+0

COLORARIO 2,5.1.1.

seja A &M A= lim (™1 4 21)”]

z--0

resul -

C.0.D.
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PROVA:
Como n > ind(A) pelo teorema 2.5.1, vale o co-
rolario.
Ealdabls
LEMA 2.5.2

Se A e M, € uma matriz singular, entao para um

inteiro positivo p, temos que:
ind{Ap)z 1 se e somente se p > ind(A). Equiva-

lentemente temos que o menor inteiro positivo 1 para o

qual ind(Al)z 1 é& o indice de A.

PROVA:

Seja A € Mn' escrita em sua forma canodnica, is
toé A= T [S g} T lcom T, C inversiveis e N nilpotente

de indice K= ind(A) . Vamos supor p < ind(A)

Se N= 0 entaoc ind(A)= 1 isto & p= 0

Contradicao
Se N £ 0
P e 0 .4 p
AT=T T e N # 0 pois p < ind(A)
o nF

logo ind AP £ 1

isto & ind(AP)= 1 entdo p > ind(a)



Suposicao p > ind(A) e A= T T

logo ind(aAF)= 1

C.Q.D.

LEMA 2.5.3

Se N & M, € nilpotente e ind(N)= K, e m,p sdo
inteiros nao negativos, entdo:
lim 20 + zI)”' N

z=+0

existe se e somente sem + p > K-

Quando este limite existe temos:

0 se m=20

lim 2z(N + zi[}_1 = T —
z~+0 (-1) NP sem >0
PROVA:
Se N =0 entao K =1 e
1im 2" '1 se p=0 e m > 1
iim 270 gf . 4%
20 0 se p > 1

isto & 1lim z
z-0

P ;
0 existe para K= 1 se e somente se



) w8 Gt
Se N # 0entao K > 1 e (N + 2I) '= & (-1) -
: i+1
1=0 7
Assim:
w4+ zE) "V WP = 2Pt gPLB2 WP L

+(__,”m—2z Nm+p—2 N (_1)m-1 NPT

w7 »
P (_1}m Nm+p . . (,1)k 1 Np+k 1

Z

k-m
VA

Sem+p >k entao o limite existe pelo des-
crito acima. Se o limite existe entao pelos calculos acima
m+
devemos ter que N P. ¢

logom + p > k

(o5 18 )

TEOREMA 2.5.4
Sejam A ¢ M e ind(A)= K, m,p inteiros, sao ne-

gativos, o limite:

(4) 1lim zm(A + zI)"1 Ap existe se e somente se
z>0

m + p > k e neste caso o valor do limite &€ dado por

m -1 .p z° AP se m= 0
(5) lim 2z (A + zI) ar = g "
z+0 (=931 (z-an ) Am+p_1 sem>0
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PROVA:

Se k = 0 é imediato

Se k 2 1

c 0 -1
Seja A= T T com P,C inversiveis e
0 N
N nilpotente de indice k
entao:
N A 2™ (c+2z1) "1 P 0
(6) z"(a + z1)”' AP =7 n ¥
0 2" (N+2zI) ' NP
como C & n3ao singular,
i 1 0 se m>0
(7) lim Z (C+ZI) =
e Pt se m=o0
assim o limite desejado existe se e somente se
lim z"N+zI)”! NP existe
z+0
pelo lema anterior temos que este limite existe se e so-
mente se m + p > k e a expressao 5 é obtida de 6,7 e do
lema anterior.
C.0,:D,

COROLARIO 2.5.4.1

Seja A ¢ M equivalem-se:

n r

i) ind(A) = K

ii) K € o menor inteiro nao negativo tal que

@i



lim (A + zI)—?ﬁ{existe
z=0

iii) k é o menor inteiro nao negativo tal que

lim zk(A + ZI}_‘l existe

z-+0
iv) ge indla)s k entSe 1lim (aeer) 'l aPin.
z>0
(k=1)
Gy

v) Quando k > 0 lim zk(A+zI)_1=(—1“94(Iﬂmfﬁak-t:
z—~>0

(k-1)
NA

COROLARIO 2.5.4,2

Sejam A € Mn e 1 inteiro tal que 1 > ind(A)>0,

= 1 i =
entao lim (A + zI) ' (Al + zl T 1 = Al 1

20

TEOREMA 2.5.5

Seja A ¢ M ; O menor inteiro nao negativo tal

que

(8) lim (Al+1 + zI)_1 Al existe &€ o indice A.
z-0

PROVA:

Se ind(A)= 0 a existéncia de (8) é clara.

Se ind(A)= k > 1

Seja A:T(C ﬁ] ™1 com T,C inversiveis e
0 N

N nilpotente de indice K.
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- T eV a7t o .
(A~ "+zI) A= T 141 <t T
0 (N + zI)T N
como C é inversivel 1lim (Cl+1 + 211"1 et existe,
z=>0
agora -1
1+1 1
ity oyt e 14 B ~| & =
z J Z
? (-1)™ N T m(1+1) N
m=0 & z
que possui limite se e somente se le 0,

isto @ 1 > ind(A)

C. 8D\

2,6 A INVERSA DE DRAZIN COMO UM GRADIENTE

Recentemente Gabriel e Hartwig (8) caracteriza-
ram a inversa de Drazin de uma matriz quadrada A como o}
gradiente matricial do algoritmo de uma fungao  exponen-
cial, explorando para tanto, uma expressao dos coefi-
cientes da matriz adjunta adj(wl - A). Osresultados mais
simples serao enunciados a seguir.

Sabe-se que para uma matriz inversivel A a for-

mula de cCayley é:

A_1 _ adj(a)
|a]

pode ser escrita na forma conveniente:
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@“M? - <L taay i) ® 75 1n[a] (1)
|a]
onde
3f
V., E(x) = s , X= [X..] nxn
= Bxij nxn 13

f(X)= f(x11, X12;-ocf l‘(nn

De fato, se A possuli determinante IAI e cofato-
res A.. , entao.
1]
adj(a)® = 7 |al

onde os componentes 44 da matriz A sao consideradas co
mo variaveis independentes, logo

; T
adij (A)

\?A ll‘liAI = _liT VA|AI= IAI

A generalizacao de (1) para a inversa de

Drazin € da forma

@”7T - vy In |w(a) |

para uma funcao apropriada W(x). Esta estabelecido em

(8) que a matriz potencial W(x) pode ser expressa na
forma:

F;kz KRy g smveeeenen x{xd_

Xy i hk\~

1 : : ““‘\\\
W(x)= x,, x\.\\ 0
\\\\\.
X0y Koy g wreeeneeeeens Xy | (k+1) x (k+1)
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onde os X sao coeficientes de polinomio caracteristico de
wl - x, isto e,

n-k

k k
kel W Feeot W l] = w A (w)

lwl - x|= w" [x, + x

com X, #0 para k > 0

Também € conveniente salientar que os autores
constroem outros J{x), de funcao potenciais para os "coe-
ficientes adjuntos” xj da matriz

n-1

adj(wl - X)= X + X,W + oo + T w

0

2.7 DOIS ALGORITMOS PARA 0 CALCULO DE AD

ALGORITMO 2.7.1
Computagao de AD onde A ¢ Mn e ind(A)= K

1) Seja p inteiro tal que p > k
(Podemos tornar p= n se nenhum valor menor puder ser
determinado)
se AP= 0 entdo A é nilpotente logo 7= 0.

Vamos supor que 0> £ 0

IT) Reduz-se AP por linhas a sua forma hermiteana escalona
da H,P. (Ver observacao 1). A segfiéncia da redugdao nao

precisa ser armazenada.
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III) Notando a posicao na diagonal principal dos elemen-

tos nao nulos em HAP seleciona-se as colunas

dis-

tintas de AP que chama-se de V1, V2... Vr (Esta e

uma base para R(Ak)).

V) Forma-se a matriz I - HAP e armazena-se suas
nas nao nulas. Chamaremos estes elementos de Vr
Vr+2 T Vn. (Esta € uma base para N[AK)).

V) Constroi-se a matriz nao singular
P= [V1 ¥ Vr Vr+1 w Vn]

VI) Computa-se g

1

VII) Forma-se o produto P~ ' AP, que sera da forma

cC 0 -
P A P= , C nao singular

> 3 N nilpotente

VIII) Computa-se ¢!

c‘1 0

IX) Computa-se AD, como AP= p g
0 0

Exemplo 2.7.1

Seja A = |~1 1 1

Vamos encontrar AP pelo algoritmo acima.

I) Como nao é conhecido ind(A) seja p= 3
8 0 0
ats L 0 8
0 0 0

A3 # 0 logo passo II

colu-

+1!
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I1) 1 0 O

I1I) elementos nao nulos da diagonal a;q= 1, logo a 12 co

luna de AB & tomado como a base de R(AK) isto é:

8

V1= -8

0
Iv) I - HAP =10 0 0
0 1 0
0 0 1

suas 22 e 3@ colunas nao sao nulas, logo:

- —

0 0
V,= 1 Vy=| 0 sao base para N(Ak)
0 1
V) Assim P=|-8 0 0
-8 1 0
0 0 1
vi) p~ ' =TJ1/8 0 0
1 1 0
o o 1
vir) ' ap = F 5 0 0
0 1 1
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VIII) C= 2 assim gl e 1/2
D -1
IX) A" =P |1/2 0 O P = 1/2 0 0
0 0 0 -1/2 0 O©
0 0 0 0 0 0
ALGORITMO 2.7.2
~ D
Computacgao de A~, A ¢ Mn
I) Faga S0 = I recursivamente compute
S. =23 8, B w LF B s =t T (&8
J 3= n-7j n-j == ( 3—1)'
ate algum St = 0 com St—1 £ 0.
II) Seja u um numero tal que b _u £ 0 e b o1 = Pa_uos =
cee S bn—t-1 = 0 (note que n-u = my a multiplicidade al-
gébrica do autovalor zero).
: e B L+1 N £+1
III) Seja £ = n-u e compute Sn—m0—1 = Su+1

IV) Compute AD COomo

Note gque nem todo Sj computado deve ser armaze-

nado. Se b 3 £ 0, entao Sj_? pode ser esquecido. A--
lém disto Sj—1 precisa ser armazenado até o proximo b
ndo zero aparecer. Note também que este algoritmo produz

o valor da multiplicidade algébrica do auto valor zero de

a,
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EXEMPLO 2.7.2

Se’ja
] 10 -8 &6 -3-.
12 -10 8 -4
e 1 =1 +1 0
i o S 2
L. N
Vamos usar o algoritmo acima para computar AD.
i Sg = I by = -Tr (AS;) = -Tr (A) = -3

7 -8 6 -3

S= 8—3:
1 =88 L i wf =3 0
=5 3 w3 =
14 12 -10 5
-20 18 =16 8
AS, = 5 P . |+ By = _1_ Trias,)=2

-12 12 =10 5
-20 20 <16 8

-4 4 =2 1
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M B
-4 -4 4 -2
38 -8 8 -4
8. s o i
A 52 = 4 -4 4 2 :’31 = __%__Tr(A 82)—0
0 0 0 0
83 = A 52
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
e S4 = A 53 = 0

Assim t = 4 no exemplo, é

W

multiplicidade algé

brica do auto valcr zero é my = 2

II) Seja u = 2

III) Seja £ = 2

Iv) Compute AD — Az S? = =1 Az S?
b3 8
2
como segue. Como 82 = A 81 + b2 I temos que A 52 Sf =
2 .3
= A S1 + b2 A S1 .
a2s3 - rias,) s, -b, (as)] s
1 2 1 2 1 17
A 82 e A S1 ja foram computados somente duas

multiplicacoes matriciais serao necessarias.
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Agora:
m -1 4% 42 &
B -24 24 -24 12
(A 82) 81 =
~12 12 -12 &
o 0 0 0
16 ~12 8 =4
16 =12 8 -4
£(A82}S1 - 2(AS1)] = -4 4 -4
- 8 -8 8 |
" =16 42 -8 4]
B T 8 9
[(A S,)s5,-2 (85,18, =
8 -8 8 -8
| 16 16 16 =16 _
Logo: "~ & ~3f3 1 =172]
A (R
D o3
A w=d A% S %
3 1 s 1 1 1
i -2 2 =2 2_



CAPITULO II1
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ITT - A INVERSA MATRICIAL DE DRAZIN EM CORPOS E
ANEIS FINITOS:

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, iremos estudar a inversa de Dra-
zin de matrizes quadradas definidas sobre Zt' Os casos
mais importantes para as aplicagoes dadas no capitulo 5 sao
Lagr Ly ¢ IL3-

Como ja sabemos dos capitulos anteriores a inver
sa de Drazin de uma matriz quadrada A € a Unica matriz qua
drada, notada por aP que satisfaz simultaneamente as trés
equagoes:

K+1 D k

i) A A” = A , para algum k > 0
ii) a°aa® =P
iii) a AP = aAPa

Além disto, também ja foi mostrado no capitulo
2 que a inversa de Drazin, AD, de uma matriz guadrada so-
bre ©, pode ser expressa como:

al = A% [q(a)]

k+1
onde f(x) é um polindmio tal que ¢t = g(C) e
C 0 ]

A=T T , com T e C inversiveis
0 N

e N nilpotente.
No caso de corpos e anéis finitos, sera demons-

trado o mesmo resultado por caminho diferente.



3.2 DEFINICDES:

DEFINICAO 3.2.1

Y € dita uma (1k, 5) inversa de A se Ak Y A= Ak
e AY = YA.
LEMA 3.2.1
Se Y € uma (11, 5) inversa da matriz quadrada
A, entao X = al v 2 uma inversa de Drazin para A.
PROVA:
Seja Y uma (11, 5) inversa de A.
Assim:
Al y -2l & av - va
logo, se X = Al Yi*1 temos,
£) Bt AR YY) s Y & s
i) ab%a s a0 g gdd gl Lg% T gl
ry = B g gb
i1i) X A X = n21-5-1 Y21+2 " Y2l Y21+1=...ﬂﬂ'YLH=X
E.0.D.
Sabemos que |A I - A| = 0 é a eguagdoc caracte-
ristica para A matriz quadrada nxn, logo:
A (K » A 2w al e 8% 5w PN e v oaw AF et 3L,
*oeee £ O A+an=0
onde a, = {~1)iUi e oy € a soma dos menores
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principais de ordem i, assim, temos que:
Existe r > 0 tal que a, - r = 0, (an_r exis-
t? T Byl = waw = = Thae 0
logo:
1) Ser =0 =+ a¥ & x1 pois a_ = (-1 |a] e (an}"'1
existe.
2) Se r=n ~> AD = 0 pois, como ag = 1 A (X)) =0, logo
A" = 0 e portanto A é nilpotente.
3) Se 0 < r < n temos que:
n n-1 n-2 X
AT+ a, X +a, A toe.. ovag A 0
=1 n n-1 r+1 r
(anmr) [ A7+ a, A + ey b an—(r+1} A 1 +X =0
r o r+l -1 n-r-1 n-r-2
AT = A | = i, (A +a, A taouut
an_r_1)] dai fazendo
g(r} = = (a )_1 ()\n-r-1 ¥ sve + @ } temos
> n-r ’ n-r-1
que :
A o Ar+1 q(i)
Além disto q(A) & uma (1%,5) inversa de A, pois:
1) a"™" g = AT
ii) A. q(ad) = g(A). A
logo pelo lema 3.2.1, sO podemos ter que:
r r+1 ? .
X = A" (g(a)) e uma inversa de Drazin de A,

e assim, pela unicidade da inversa de Drazin temos que:

D z

AP - a r+1

(g(n))
Observamos que na formula acima, as

maicres qgue n-1

que:

podem ser substituidas utilizando o

poténcias

fato



n
A + a

1

Exemplo 1:

n-1

A
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£ vow &
n-=x

A definida sobre o anel 226'

i 5

19

11

= 0

19

1

1

1

1

4

Vamos encontrar a inversa de Drazin da Matriz

Primeiramente vamos calcular os menores princi-

pais de A:

Q
1}

02‘:

assim

9+7+8+14
Fo 8
e
9 8

8 7
15 0
"9 15
15 8
19 1
3+ 0 +
| a | =

(mod 26)

15 ] 9
+

8 | | 19

14 ) !
+

14 | 1

9 8 19

8 7 11

119 11 14

7 0 11

0 8 1

[ 11 1 14
(mod 26)

s 23

19

14

14

7 0

+ +
0 8

=+ 15 (mod 26)



14 a
(ad + 14 A
(A

(a® + 14 A + 15 1)

(17 5%+ 4 A % 21 T)

3

2

+ 14 A + 15 I)

08 &° + % A w

2

-12
15

=23

e portanto temos por i)

q(h)
Assim,
AD =
+
assim
AD

Para simplificar os cédlculos, no fim deste capitulo,
tabela gque lista as inversas de Drazin das matrizes

dradas nao inversiveis e naoc nilpotentes de ordem

2

A q(h]2

SA

3(25A

5

2A3

+ 6A

3

170" + 4 A + 21 I

4

68

14

(mod 26

(mod 26)

3 (mod 26)

0

4 _ 15, &) ¥ &

A

A

que:

A (17 Az

]

b 947 ¥ 158°

15A

)

A

0

+ 25A% 4+ 16A) + 6(12A

+ l2A2

18

17

+ 25A

LV 23

23 19
]

1947 + 2A

para r =

+ 25A)

3

2

1

+ 4 A 4 21 1)2 =

+ 11a% + 23a)

+ 3A

uma
qua-

menor

ou igual @ 5 em termos de seus coeficientes da equacgao ca
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racteristica.

Observagoes:

1) oQuando an_l existe entao Al existe e Al = al
Exemplo:
2 _ -1 _
Se A (A) = A" + 2A + 31 = i 3 e a, & 'g

AL a4+ 21 +# 327 =0

como A7Y # 0 &6 podemos ter que:

A+ 21 + 3A_l = 0

9A + 18I + A % = 0

ALl = 17a + 81

2) Se uma matriz guadrada A, satisfaz uma equagao M(A)= 0
de grau menor que n, entao AD pode ser calculado, usando

M(A) = 0.

3 AP nu G :
3.3 AD NUM ANEL GERAL Z.

Para encontrarmos a inversa de Drazin num anel

7

L gualquer, iremos necessitar do Teorema do resto Chi-

t
nés, aqui enunciado, o qual esta demonstrado em Tim Ander-

son [5].

TEOREMA 3.3.1 (TEOREMA DO RESTO CHINES)

Sejam My, Mype..m, inteiros 2 a 2 primos entre

si. Assim o sistema de congruéncias x

C1 (mod m.[);.... 7

x = ¢,  (mod m) possui solugao x dada por:
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X = (MlxlCl + M2x2C2 + . F Mw xw Cw} (mod M)

onde Mi = M ; M = My Mo;e.0,M, € X, @ a solugaoc
m,
% 3

da congruéncia M, x; = 1 (mod mi).

Vamos agora encontrar a inversa de Drazin de uma
matriz quadrada A definido sobre 'Zt' Para isto, vamos
primeiramente considerar o caso particular, onde t = Py-Py

-v-¢Pp, cCOm Py # pj para i # j. Sabemos que

I < n-1 } r
A (X)) = X7 + ay A £ e P _ S AT+

L) + a A

a }
cnﬂr+1‘x LI

com A (A) = 0.
Frequentemente, teremos gue o Gltimo coeficiente

ndo nulo deste polindmio & ndao inversivel em Z, © nestes

casos iremos considerar as congruéncias simultdneas

A (A) 0 (mod p;)

A (A) = 0 (mod pz)

A (A)

"

0 (mod pw)

obtendo-se assim A" = AD (mod pi), e desta forma aplicando

o teorema dc resto Chinés chegamos a a° (mod t).



EXEMPLO 3.3.1

Vamos encontrar AD, sabendo que A(A) = A3 + 3A2+

14A ¢é sua equagao caracteristica e t= 26 = 13.2

1

MDC (14,26) # 1 logo nao existe (14) — (med 26)

Assim, vamos considerar as congruéncias simulta-

neas.

2% 4 S8* & B

A% & 3A% &P (mod.  2)

0 (mod 26)

pela tabela 1 do apéndice encontramos:

D _ 3a% + 8a tmed 13

P e gl ied 23

It

A

Agora, aplicando o teorema do resto chines, usan

bk 2
do os coeficientes do A como ¥ e os de A como y temos:

X1 (mod 2) e X =3 (mod 13)
y =0 (mod 2) e y =8 (mod 13)
fazendo my = 2 e m, = i3 MDC (2,13) =1 e M;:“ﬁj“b = 26
temos Ml = M = 13 M2 = M = 2
ml H'l2
Ml % = 2(mod 2) > l3xl = 1l(mod 2)
7 X1 = 1(mod 2)
M2 %, 1l({mod 13) =~ 2x2 = 1l(med 13)
¥ X, = 7(mod 13)
Ml yy = 1{mod 2) > Y1 = 1l(mod 2)
M2 Yy = 1{mod 13) Yo z 7(mod 13)

e portanto
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X 2 M €

1 %1 X 13.1.%.+2.3.7F = 8§55

il

+* MZ C2 X,

"

i

3 {(mod 26)

D

y =M Cy y; + M, Cyp vy = 23l 112

il

y 8 (mod 26)

e assim temos qgue

A
A” = 3A7 + 8A (mod 26)

26 obtem-se a regra pratica:
(mod 2) e x = C, (mod 13)
solucao & dada “por:

x = (C, + 13) {(mod 26) se C; + C, é Impar.

x = C, (mod 26) se C,+C, é par.

Nota: Para t

(S|
-

Vamos agora considerar o caso geral isto é:

h h

h
t = p1 1 12 2w wwe W Py, W o onde pelo menos

um dos h, é maior ou igual a 2 e com p, # Py para i# 3.
Como no caso anterior consideraremos as congruén

cias simultaneas.

A(A) £ 0 (mod py"1), ..., A(A) = 0 (mod p"w)
e deste modo obteremos:
A2 2 a.l wod p, ) , (Ls1, vesr W)
5
Agora, usando-se o lema combinam-se estas con-

o D ;
gruencias para encontrarmos A en Z Obviamente nos

&
so problema aparecera ao calcularmos AP se A esta em th

com h > 2, para resolve-lo, iremos considerar sua equa-
cao caracteristica.

n n-1 k k-1 5
A ta 4 A + oo+ &, A r &1 A F s HERFST = 0

(mod ph) com p primo e h > 2.
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1) Se ay, a; ... a, ; sao miltiplos de p entdo:
A" = p aOA“'l ¥ aen Fie 01 lood pl)
elevando tudo & h temos:
Anh = 0 (mod ph), isto & A @& nilpotente e por
tanto AP = 0 {mod ph)

2) Se existe i € N tal que a; nao & maltiplo de p, is-

to & existe k tal que (ak}_l existe e a

k""l' ak_2, . o= ao
sao mualtiplos de p. Assim:
n . n-1 K k-1
e pertanto
n =L Ky 3E h
(A + a4 A e s, =B akA Y 20 (wmod p)
h k-hi LV " n—k h - h
A (I +1O A+ G A2 + L.+ oo A ) 0 (mod pr)
2R v . AQANYE 0 (med B
onde
- " n-k-1
Q(A) =3 ( YO g Yl A ¥ ou ¥ Yn_k_l A )
e assim
akB o aKPRL o) 2 0 (moa pM)
isto é
Akh _ Akh+l 0(2)

além disto
AQ(A) = Q(A)A, e portanto Q(A) & uma (1k, 5)in
versa de A e assim pelo lema 3.2.1 temos que:

] kh kh+l

A" = A (Q(A)) (mod ph)
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EXEMPLO 3.3.2
2

Seja o anel 272 e A° - A + 6I = (med 72)
Assim aP = 2
12 =88 = 2°.3%; lsbo s py =2 hy =3
Py = 3 h2 = 2

22 + 7 + 6T = 0 (mod 8), e 7 ndo & multiplo de

2 logo, iremos aplicar o caso 2.

22 + 78 = 21 (mod 8)

a2 + 78)° 2 0 (mod 8)
(A{A+7I))3 = 0 (mod 8)
A% a+70)° 2 0 (mod 8)

desenvolvendo

A3 (A3 § BR° ¢ 3+ 7I) = 0 (mod 8)

23 1+ 7 a3 91 5. 2% 4 913 =0 (mod 8

A3 (r - A (Az + 5A + 31I) = 0 (mod 8)
A3 = A4 (Az + S5A + 31I)
assim
) 2 2
Q(A) = A" + 5A + 31 mas, A" = A + 2I, logo:
Q(A) = 6A + 5I e portanto,
aP = 3% a4 50
AD = AB pois Q2 = 4A2 + 4A + I e assim Q4 = T
D 3 2

A = A = A" + 2A = 3A 4+ 2I (mod 8)



A2 - A+ 61 =0 (mod 9)

A2 + 8A + 6T = 0 {(mod 9)

8 nao & mialtiple de 9 logo aplicaremos o caso 2.

A% + 8A = 31 (mod 9)

(A2 - BA)2 = 0 (mod 9)

A2 (A + 8.[)2 = 0 (mod 9)

A2 (Az + 7A + I) = 0 (mod 9)

AZ (I + A(A + 7 1)) =0 (mod 9)
Az (I - A (8A + 2I)) = 0 (mod 9)
2%z a° (8A + 2I) (mod 9)

assim
Q(a) = 8A + 21
A0 = &% (Ba + TLY°
3 3 2
AY = A (8A~ + 6A° + 6A + 8I)

mnas AZ = A + 3I, logo

al = AZ (S(A2 + 3A) + 6A2 + 6A + 87I)
L= A2 {5A2 + 3A + 8I)
A0 = A° 5 (A & 3T) % 3A 4 BD)
2% = g o 55°
2P = B8(AY + 38) + &a°
AT = 4A2 + OR
AD = A 4+ 3I (mod 9)
Isto é&:
al = 3a + 21 (mod 8)
AP = A + 31 (mod 9)

Agora, usando o teorema do restc chinés da mesma forma que

no exemplo 3.3.1 obteremos

AP = 19a 4+ 661 I(mod 72)
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3.4, APENDICE

TABELA DAS INVERSAS DE DRAZIN DE MATRIZES QUADRADAS SINGU-
LARES E NAO NILPOTENTES ATE ORDEM 5 EM TERMOS DOS COEFICL
ENTES DA E@UA;EO CARACTERISTICA.

ORDEM 2
2.1 A +an=0 as g™
ORDEM 3
5.3 A ol e 4 o g7 B
3.2 A +an’+ma=0 2 = 72 [a A% + (2%) A
ORDEM 4
4.1 Al+an’=0 Y
4.2 A4+aA3+bA2=O AD=[{a2—b) A3+(a3-—-2ah} Az]
4.3 A4+a A3+b Azwa =0 AD = c-2 [b A3+ (ab-c) A2+ (bz—ac) Al
ORDEM 5
59 AP gamrsD I wE
B2 AS + a Aq + b A3 =0 AD = b“4 {(a3—2ab) A4+(a4-3a2b+b2):"s3]
5.3 A LEA 4 BA 4@ =0 Meo? aas® i+ (4 cah s
+ (2abe-b -c?)a’)
5.4 }\.5 + 4 ;-.q +:b ;-\.3 + cI\2+ AD = cl_2 [(c A4 + (ac—d) .?\3 %
+da=0 + (be-ad)A> +

s |
+ (¢“-bd) Al
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213

E

TABELA DAS INVERSAS EM 225

Lyg:

e

! ™

Ly3:

em

12

te]

6
3

1k

L:
10

3
9




CAPITULO 1V
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IV - EQUACOES DIFERENCIAIS MATRICIAIS ORDINARIAS

4,1 INTRODUCAO

A solucao da equagao diferencial matricial.

1) Ax + Bx = f£(t), x(0) = xo

€ obtida através de formula de variacao dos para

metros quando A € uma matriz ndao singular; mais precisa-

mente:
2) K=Xh+xp
onde
A" st
3) X, = e x(0)
1
é a solugac da equag.o homogénea associada, e
~1 B
4) & w1 t - -2 B(L—b‘f{s)ds

é uma solugao particular de 4) quesatisfaz prﬂ:O.

Se A €& uma matriz singular, as formulas 3) e 4)
nao pecdem ser utilizadas. Mais que isto, o problema ini-
cial 1) pode ser inconsistente (sem solucoes), ou consis-
tente (com sclugoes), mas sem unicidade.

Como exemplo podemos citar:

Seja A = < ; B = A 0
0 0 0 1
O problema de valor inicial Ax' + Bx = 0, x(0) =

= [1,1]T claramente nao tem solugao.
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|f'o 0 0 : 1
Agora, se A = 0 0 0 e B = 0 0 0

Lo 0 0. o o o |
com x(0) = [1,1,1}T nao é dificil verificar que o proble-
ma de valor inicial Ax' + Bx = 0, x(0) = ¢ possui infini-

tas solugoes. Note que nos dois exemplos acima até temos

gue AB = BA.

0 nosso estudo restringir-se-a ao caso em gue se
1) possuir soluc¢oes elas sao unicas, propriedade esta que
sera referida como solavel ou tratavel. Estabeleceremos
uma condicao equivalente de solubilidade, para dali deter-
minar a validade das formulas 3) e 4) com modificacoes
apropriadas. Isto sera feito com o auxilio da inversa de
Drazin. Este estudo dividir-se-a em duas etapas, a primei
ra onde consideramos © caso onde os coeficientes matrici-

als A e B comutam e a seqgunda, o caso geral,

4,2 A EQUACAO Ax'+ Bx = F(T) QUANDO AB = BA
Consideramos a equa¢ao homogénea matricial.
1) Ax' + Bx = 0 , AB = BA

e a decomposigao centro nilpotente de A (dada no capitulo 2)

C 0

2) A=C, +N, = T o~

onde
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sao tais que Cy Ny =N, C =0, & o Ny € nilpotente de

indice k = ind(a). Em 2), C ¢ inversivel e N € nilpoten

te de ordem k.

Agora, considerando

3) Xy = ADAx e Xy = (T .~ AD A) x

e multiplicando 1) per AD e (I - AD) respectivamente,
obtemos o "desacoplamento":

-Ao Bx

4) x'] + ADBx1 = 5
5) NAX'Z - Bx, = 0
devido a:
X = X, o+ X,
NA Xy = NA AD Ax = A{(I - ADA]AD Ax = 0,

e as matrizes envolvidas comutarem,

E claro que a existéncia ou unicidade da seolucac

do problema inicial,

6) Ax' + Bx = 0, x(0) = x AB = BA

0"
dependera essencialmente da analise da equacao 5), pois pa
ra cada sclucao X5 de 5), quando existir, obtemos facilmen
t¢ a solucgao % de 4). Em particular, como Xy = 0 & solu-

¢ao, obtemos que

D
7) x(t) = e ~A Bt 2Py
é a solugao de 1) para cada vetor g. Além disto, 6) e

. D
consistente sempre gue x, = A" Aq para algum vetor q.
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Observamos que a solugao 7) é analitica em t

e que a procura de solucoes analiticas

3 c
m=0 " m!

x(t) =
para a equacao 1), equivale a solugaoc de equacoes em dife

rengas.

8) Acm,f + ch = 0

utilizando o desacoplamento anterior, ou seja

D ~ D
a, = A ACm e W, ® (1 A A}cm

obtemos o sistema equivalente a 8)

, D _ D
8") um+1 + A Bum = A va

8 F¥y N + Bv. =0
m

A vm+1

Como u. = 0 satisfaz 8''), decorre gue

D ,m

9) e, = (-A"B) ug
onde

D
2t ug = ATAqQ
para algum vetor g. Assim:

we) = 1w € = & (-a"B)" " a7 ag -
m=0 — m! m=0 m!
Do,
_ e-4§Bt£J)Aq'

coincide com 7).

O seguinte lema sera frequentemente utilizado.
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LEMA 4.,2.1

Sejam A e B matrizes gue comutam e gue N(A)

N(B) ={0}. Considerando A em sua forma centro-nilpotente,

entao
B 0
7 E
10) B = T 6 B T
2
onde B, é inversivel e de dimensao igual a parte nilpoten-

te de A, isto é N. Além disto

D

11) (T - aP2) BYs: 1 - aPa

PROVA

Escrevamos B =T T

com B1 e B2 de mesma dimensao de C e N respectivamen

te. Como A e B comutam, temos gque a'B BAJ para cada

inteiro j > 0. Portanto CJB1 = B1C3, CJG1 = G1Nj ;

s PO J Jg. = ]
N G2 = 62C ; N B2 = B2N .
Fazendo j igual ao indice de A e utilizando o

fato que C e inversivel, decorre que G1 = G 0.

2:

Se B, nao fosse inversivel, teriamos que B, v=0

para algum v nao nulo. Sendo N nilpotente, existe um

inteiro m nao neqativo tal que N v o= 0, Nm"1 v £0 e

B. (Nm_1)v / Nm~1 (82 v} = 0. Por outro lado,
0

x =T N1 % seria nao nulo, com Ax = Bx = 0. Por

hipotese isto nao pode ocorrer, logo B, € inversivel.

Temos ainda que:
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51 0 B.I 0
1 D 1D
(T BT)" =T "BT = ” D
0 82 0 B2
logo 5
0 0 B 0 B 0
(1-aPa)BPB = T e L 5| Tl |
0 a4, 0 BZ 0 BZ
0 0
- T =1 = (1-aPa).
0 I
C.0.D.
TEOREMA 4.2.1
Suponha que AB=BA e que N(A) [] N(B) = {0}, en

tao:

1) Qualquer solucao da equagao Ax' + Bx = 0, é da forma:

D
12) x(t) = e® BEAD pq

2) Qualquer solucao da equacao ACm + BC_ = 0 é a forma:

+1

D..m
1.3) Cm = (~-AB) C

PROVA:
E suficiente estabelecer que as eguacoes 5) Q

8'') possuem somente a solugao nula. Para tanto vamos mul
k-1

A
2 . k-1
Decorre dail gue BNA Xy = 0.

tiplicar 5) por N , onde k € o Indice da matriz A,

g r Sp = aP Aq, para algum vetor .
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u
Fazendo Xy = T 5 ,
obtemos: _
0 0 u 0
0 =BN T % = k-1 =T k1
- A 2 0 BZN v BZN v
Sendo 82 inversivel, decorre que Nk-Tv =0 e
k-1
o =
portanto NA X, 0.
: 2 k-2

Agora multiplicando 5) por NA ’ e como
NAk-TXé = 0, obtemos que BNAk*zxz = 0. Utilizando o argu
mento anterior, segue-se que Ng-zv = 0 e que NAk_zxz = 0.
Seguindo do mesmo modo, chegamos & v = 0 e Bx, = 0. Por-
tanto, temos x, = T [: E J com BTu = )

- d . '
Porém, (I - AA }x2 = X, implica que
0 0 u 5
Q=7 = R
0 I 0 0

isto €, u = 0 pois T é nao singular, conse-

quentemente, devemos ter X, = 0.

A mesma demonstragao € feita para a segunda par-

te do teorema (equacaoc em diferencgas).
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Campbell em seu trabalho observa gue na demons-
tragao do teorema anterior, sao usadas muitas propriedades
de Drazin, logo uma inversa distinta da de Drazin geralmen

te nao podera ser usada.

Nos exemplos dados anteriormente para a equacgao

AX' + Bx = 0 tinhamos como coeficientes:

i} A = ¢} 1 ) B = [ 1 0
0 0 L 0 1
Assim N(A) [] N(B) = {0} e como A é nilpoten-

D
te temcs A

0, logo a equacao dada possui somente a solu

¢cdao trivial.

b) A = o 1 0], B=[0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Assim N(A) 1 N(B) # ({0}
D
Notamos gque e “A° Bt 2D A & nulo, mas a equacao

possui solugoes nao triviais.
Comparando agora a inversa de Drazin com uma
(1,2) inversa para A, isto €, e uma pseudoinversa X pa-

ra a matriz dada, tal que satisfaca as equacées AXA A e

XAX = X, podemos ver que X = [ ? ? } é uma [1,2] in
versa para A do exemplo a), e que e -XBtXAq = e 'XtXAq &

distinta de zero para qualquer g distinto de zero e por-
tanto € uma solu¢ac nao trivial de Ax' + Bx = 0, o gue con
tradiria o teorema anterior, assim concluimos que nao o

possivel resolver este problema com uma (1,2) inversa.
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Vamos agora considerar a equagao

nao homogénea

14) Ax' # Bx = £(t), AB = BA
Utilizando a decomposicdo 2) em 14), decorre
gue
15) x1' + RD Bx1 = AD f
16) N, x,' + Bx, = (I - AAD)f
A 2 il
uma solucgao de 15) é& imediata:
D
17) x 6] = LB @ PR 1Oieiie
Afirmamos que:
k-1 : )
18) x,(0) = (1 - aa®) 1 (-aP)d BD £13) (g
3=0
& a solugao de 16) para f k-vezes diferenciavel, e
N(A) ) N(B) = {0}. Facamos T"sz = [u v]T. Multipli-
cando 8) por NAR_1 e utilizando o 1lema 4.2.1, obtemos:
k-1 k-1 D . ~
BNA X,y = NA (I - AAT)E, isto e:
0] [o 0 | [u 0 0 0 0 £ 0
1 1 et
O By le &' v o T lo 1][%][®B
P -
=
[ N £
portanto, 8 3 82'1 Nk_1f2
ou equivalentemente, N b=-lg. = " 2Pt
A 2 A
Multiplicando 8) por Nﬂk_ e utilizando o fa-
. . ke, L. E=2
to que NA X, = Ny B°f', decorre BNA Xy = NA .
(I -~ AAD)F - NAk_1EDf' e portanto temos:
k=2 -1 k=2 -2 k-1
NA N = B2 M f2 - B2 N f2,

ou simplesmente
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k-2 B k-2.D. k-1 D,2 _,
NA %2 = NA B5E = NA (B7)
Em geral
by - .
k-3 J7 i k+i-3 _—-(i+1) (i) ;
NA v ilo (=1)" N B f2 , ou ain-
. "1 . . . .
dga w, X%, = “x (-nt R g )L
A 2 A
i=0
e 3= . .
R VT L

fazendo k = ] obtemos

k=1 : . :
T " D, i i v s - S ;4
Xo = kg (I - AA7) (-aB7)" B £ =)
k-1 . .
. T = AAD) e (-apP) t gP f(l)
0 0 4
devido a, (I - AAD}z [ } = (I - AAD)l
0 I

Com esta demonstracao acima, acabamos de mostrar o:

TEOREMA U4.,2,2

Se AB = BA, N(A) ] N(B) = {0}, k = ind(A) e se
f & k-vezes continuamente diferenciavel entao Ax' + Bx = f

€ consistente e uma solucao particular é dada por:

D., ,t D
§ = A2 28 BE Jra e Bsf(s} %
p, w=T D D .(n)
+ (1 -an) 3, (-aBY)" BY £ com a arbi-

trario.

TEOREMA 4.2.3

Se AB = BA e N(A) [l N(B) = {0}, entao a solu-
cao geral da equacao Ax' + Bx = f(t), com f(t) k-vezes di-
ferenciavel, ¢ dada por:

D
D .t _-aP B(t-s) .D .
G—A Bt AD g * Ya e AT f(s) ds +
k—1 . ‘
+ (I -2aa”) 5 (-aBP)® gP £(i)
=0

131) =% =
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onde k € o indice da matriz A, e g é um vetor.

OBS.: A prova deste teorema é uma conseguéncia direta do
teorema 4.2.2 e 4.2.1 .

LEMA 4.2.2

Se existe ¢ tal que (cA + B) é inversivel, en-

tao comutam ic = (ch =« B)_1 A e EC = (cA + B)_1 B

PROVA:
Vamos supor que existe ¢ tal que (cA + B) ™! exis

te assim:

I = (cA + B)”1 (cA + B) = c(cA + 51“1 A + (cA + B)‘1 B, is
to é:

£ = CAC 4 BC

agora multiplicando esta equag¢ao por RC pela esquerda e
depois pela direita obtemos que:

ﬁc = cﬂcﬁc + ACcBc e

A, =cAA, c + Bcﬁc

C=iQDs

DEFINICAC 4.2.1

A equagao Ax' + Bx = 0 sera dita regular quando
o polinomio p(w) = det (wA + B) nao se anula identicamente,

isto & (cA + B)™' existe para algum escalar c.
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TEOREMA 4.2.4

A equacao AX' + Bx = 0 tem solucgao Unica para
condigoes iniciais consistentes se e somente se ela é regu

lar.

PROVA:

Vamos supor que existe c¢ tal gue (cA + B) é in
versivel, assim N(A) = N((cA + B)“1 A) e N(B)= N((cA +Eﬂq1B).

Seja v t N(A) [] N(B).

Assim Av = 0 e Bv = 0 1logo (cA + B) v = 0 e
como (cA + B) €& inversivel temos que v = 0, isto &
N(ﬁc) N N(EC) =(0}
logo, pelo teorema 4.2.1 temos que (cA + B)"] Ax'+ (CcA+B) =1
Bx = 0 tem solugao Unica para condigoes iniciais consis-
tentes.

Agora supondo que AxX' + Bx = 0 possui solucao
unica para condig¢oes iniciais consistentes e gque (cA + B)
nao & inversivel para nenhum ¢ temos:

Existe w_ # 0 vetor tal que (cA + B) w, =0, fazendo x_=

o
2] e 104 Lemos:
hC - -
tc slo: : - =
g Y e ] = - = - > assim x_ € uma solucga
Axc ce nwc e ch Bx e ass o solucao
de Ax' + Bx = 0.
Somente n dos W podem ser LI, assim tomemos um
subconjunto w_ _. . ¢, # 0 e portanto sao vetoreslD, assim
i—J-’ -
1
L, . W = Q
1=1 C,
i

vamos definir
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te.
1
m ., e W

i
oo L
i=1 i c

i
logo, ¥ e =zero satisfazem a equacdo dada em x(0) = 0 o

gue contraria a hipdtese de solugao unica para condigoes

iniciais consistentes.

CaDs

LEMA 4.2.3

Se A e B sa&o matrizes quadradas de dimensido n

tais que (cA + B)-1 existe para algum ¢, entao indepen-
dem do ¢ escolhido,

D

-~ -1 D -1 - D . -
c Al AT, ﬁc, AT, (cA+B) '; B & (cA+B) A, B c© nﬁHAC)

Se b # c tal gque (bA + B)"] exista

D 1

(bA+B™ ' ) =

I

1) A (bA+B) ™1 = ( (bA+B)~' (cA+B) (cA+B)™! A)

1

( (ca+B)™! (basB)) ™ ﬁC)D (bA+B) ™! =

1

AE [ (cA+B)~V (ba+B) ] (basB)~! = ADC (cAsB) !

2) multiplicando 1) por A pela direita temos

2 5 -AP3

L c:=Ab By,
3) multiplicando 1) por B pela direita temos
<D D -
(= qzz'ﬁkjbb

4) Prova de forma semelhante a 1) que
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Ecd (CA + B).'1 = B, (bA + B)“1

b

5) De 4), multiplicando por A pela direita e usando o lema

. bg ..l ks 3 D
anterior temos que BC Rc = Bb ﬂb isto é RC BC

6) ind(A°) é o menor inteiro k tal que posto (Rck) = pos

ke & k+1
c

assim
i = k =
posto (Abk) = posto [(bﬁC + &) 1ﬁC]= posto [(bA_+B_) kﬁck] -

posto (ﬁck]

C.0.D.

Dada uma equac¢ao diferencial matricial singular
regular

ax' + Bx = £,
consideramos a equac-o associada

Ax' + Bx = £,

onde

1

A = (cA+B) ' A; B = (cA+B)"1 B: F = {cA+B)“1 £

sao tais que AB = BA
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TEOREMA 4,2.5

Supondo que: 1) Ax' + Bx = 0 tem soluc¢ao Gnica
para condigoes iniciais consistentes ou equivalentemente,
existe ¢ tal que (cA+B) é inversivel e 2) A, B, £ estdo

definidas como acima 3) k = ind(A),

Entao:
Ax' + Bx = £, x(0) = x, tem solucao se e somen
te se
19 %, = 5&° (1-AEP) w (~1)® (a8Py® gP gin
0 7 q nZo '~ (0) - P2

ra algum g

uma solugao particular de Ax' + Bx = £ é:

D D k-1
50) mo= KP o0 BE fat e Bs f(s)das + (1-AA") nZo

( —!\B’ ) ) ngD
onde a e arbitrario.

A solugao geral de Ax' + Bx = £ é:

sD = =D = Dz
51 =me e® BU b q+f\D g B fat gh B4 f(s)ds +
k-1
+ =K © (587" &P g0
n=0
com q ¢ c™. Além disto, a solucao satisfazendo x(0) = x
e encontrada fazendo q = Xg © a = 0 em 21,
EXEMPLC 4.2.1
Consideremos a equagao diferencial homogénea

onde 5
1 0 =2 W 0o 1 2

B = (@] w99 7
2 3 2 J 18 14 10

z (n)

0
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Vemos gque A e B sao ambas singulares e nao comu

tam, mas A + B & uma matriz inversivel, logo multiplican-

do a equacao por (A + B)_1 chegamos a Ax' + Bx = 0 onde
R T S
= (@B a = 4 6 5 =2 e
3
-3 2 10
6 6 4 T
B=1-48 = 1 -6 -2 2
3
3 -2 )

Os auto valores de A sao 0, 1, 3 assim A pode ser compu

tada pelo teorema 2.4.2 como:

Logo para condigoes iniciais consistentes temos que:

T 1s 14 10 ] [, (97
_(0)
(1-AA%) x(0) = 1 i e Ll 5 = 0
’ 9 7 5 . (0)
" g Le

Existe somente uma equagac independente envolvida:

9% . (0} + ?x2 (0) + 5x

1 (0) =0

3
Como os autcvalores de (-ADB) sao 0, 0, 2/3, nao €& dificil

computar a matriz exponencial como:
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18 1 - 201 - 23 .0

-A"B

2(t) =& Tox(0) = 2t/3,

—
ol
o
N
(5]

1
o

16 (1-e x2(0)

0 132 -1 2623 g 34 (0)

Neste sistema podemos usar a equagao para elimi-

nar um dos X -

TEOREMA 4.2.6

Se a equacao homogénea Axn+1 = Bx_ & tratavel,en
tao a solucao geral € dada por:
AsP q sen =20 q vetor de C"
22) X
A =D\ N
(A7B)" g g8 ¥ = 1423 pvnn
onde X = Wa-8)" A e B = (wA~B)"1B e w um nimero com-

plexo tal que (wA-B)"1 existe. Mais ainda, ¢ e ¢ & ve

tor consistente inicial para 22 e somente se Céitfﬂﬁk),on—

de k = ind(A). Neste caso a Unica solugao, sujeita a

Xy = C e dada por X, = (ﬁDB)n &y B=0:T2435:00 o A equa

gao nao homogénea AX .q = Bx, + £ também é tratavel. Sua

solucao geral é para n > 1.

n-1 g K1 .
_ ;aDayn 54D 5 <Dy Dt~ % 5 B 1
23) x = AB) Aq+A .3 (KB £, - (1-BA") .r, (AB )18
onde
= (wa - B)~" A, B(wA - 3)“18, £, = (whA - B):1

k = ind(&) e q = €™ .

A solucao x_ & independente de w.

*es i 4. ali
seja w = -(I - AR”) .i, (AB")” B” £,. O vetor
¢ & um vetor consistente inicial se e somente ¢ esta no

dominio {w + R(ﬁkl}.

n+i
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PROVA:

Como Ax ., = Bx, é tratavel, multiplicando por

(wA—B)_1 obtemos a equacao equivalente:

ﬁxn+1 = ﬁxn, isto é
c 0 x(1} I + wC 0 x(1)
n+1 n
(2) - (2)
0 N ® 0 I+wN G
L n+1 n
(2} _ VE = wN)"k NS - 0

Assim X
S0 n

(1) W= S o (1)
X = & (I - wC) X .

e a solucao da equagao homogénea segue.

0 resto da prova segue diretamente do teorema



CAPITULO V
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V - APLICACOES DA INVERSA DE DRAZIN NO SISTEMA
CRIPTOGRAF1CO DE HILL

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulc apresentaremos algumas aplicagoes
da inversa de Drazin em problemas de criptogragia, maispre
cisamente no sistema desenvolvido por Hill [7] [8]. O con
ceito basico na crixptografia é o de "codificagao", c qual
entenderemos como uma transformacao injetiva entre dois
conjuntos numéricos discretos. Sua transformacac inversa

é referida como "decodificacao".

Por exemplo, se considerarmos as letras do alfa-
beto em correspondéncia biunivoca com 226’ entao a trans-
formacao linear E(x) = ax + b, onde a € primo com 26 e b
é um numero arbitrario de 226‘ define uma codificacao de
226’ nele mesmo. Neste caso, D(y) = (y-b). a“1 é a fun-
gao decodificagao. Se supuzermos que a correspondéncia u
sada € a =+ 1; b »; .... z - 26 teremos que a palavra "mas
sa" corresponde a (13, 1, 19, 19, 1). Usando em E(x)

a=3 e b =1 temos que a codificagao pela transforma-

gao E(x) em Z26 e (14, 4, 5, 5, 4), a gual usando nova-

mente a correspondeéncia alfa numérica corresponde as le-
tras N, D, B, E, D. Tendo a disposigao a fungao "decodifi
cagao” D(y) = (y-1).9, €& a mensagem recebida NDEED obtem-

se gque a mensagem enviada & MASSA.

Fste dispositivo, todavia é muito fraco para man

ter segredo da mensagem enviada, pois mesmo nao possuindo
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a fung¢ao decodificagao seria possivel por tentativas e pe-
la freqliéncia alfabética na lingua portuguesa, isto &, no
portugués duas letras iguais juntas provavelmente serao ss
oﬁ rr e portanto a letra E »s ou E - r em ambos o0s
casos D & uma vogal, sendo assim um texto extenso seria

facilmente decodificado. [13]

Para evitar este problema Hill em 1925 introdu-
ziu a codificacao matricial que consiste na transmissao de
bloco de letras em lugar de letras simples (mono alfabeti-
co), de modo a tornar muito oneroso os calcules da fre-
gqliéncia alfabética. Assim, vamos considerar uma funcao
codificacao E(x) de (226)m em si mesmo, onde m denota o
comprimento do bloco. Em particular, Hill considera

E(x) = Kx
onde k € uma matriz mxm, cujo determinante €& primo com 26
e portanto nao singular e X um vetor mx1. Porem, com o
advento do computador, mesme estes calculos tornam-se via-

veis e assim Levine em 1958 propos k como sendo a matriz

k = A + Bt
onde A, B sao matrizes mxm fixas e t € um parametro em
226 que varia a cada bloco. Além do esforgo computacio-
nal no processo de decodificacao, surgem problemas com er
ros de transmissao, os quais no caso matricial propagam-—
se tornando indecifravel a mensagem. Por tanto, & de inte
resse determinar a possibilidade de construir um codigo
sem este defeito. Gabriel [11 demonstra esta possibilida

de e seus resultados foram generalizados e simplificados

por Hartwing [12,13) utilizando a inversa de Drazin, este mé-
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todo serd o objetivo deste capitulo.

5.2 A INVERSA DE DRAZIN NO SISTEMA CRIPTOGRAFICO DE
HILL (W-KEY)

Na sec¢ac anterior, foi mencionada a possibilida-
de de um sistema de codificacgao no qual a chave para o pré
ximo passo seria uma funcao codificada a cada passo e nao
dependente de uma codificagao prévia. Um método assim foi
aperfeigoado usando inversa de Drazin em conjugagao ao sis
tema criptografico de Hill. Em [10] mostra-se como cons-
truir matrizes com as propriedades acima mancionadas. Aqui

iremos discutir 2 destes métodos com exemplos.

19 cAsSO, W-KEY

As matrizes chaves de Drazin usam conjuntos de
parametros:

1) Uma sequéncia de numeros inteiros hH’HZ’”'}

1 2 n, 2 m onde m grafos estao sendo codificados.

2) Duas sequencias de elementos inversiveis de
Ly toag, aypenad 5 By, Byreand

Os métodos para geracao destes parametros serao
descritos posteriormente.

No sistema de Hill, como usual, o texto & escri-
to na forma de uma matriz retangular com m linhas e n co-
lunas. A sequéncia n, € usada para "quebrar" o texto em
blocos com n,; colunas adicionadas de colunas suficientes
de zeros para formar matrizes quadradas, as quais chamare

mos de Pir Poyonn o Cada bloco Pi sera codificado como

uma unidade.
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Definimos a W-key como:
k(Pi} = oy (P,

Nesta formula 6 e By sao selecionados das
sequéncias { ai} gt Bi} respectivamente e P,  representa
um bloco e PD sua inversa de Drazin.

By entdo sera codificado para C,, definido por:

{(3) A matriz k(Pi) @ inversivel com inversa k' (Ci)
onde
D2 -1 D
' — 0 [ B 'q 5
k (Ci) .X.i (‘-i } + B, {-L Cici )
Assim cada bloco Pi do texto original sera dado
por:
Pl = k (Ci). Cl

Logo, as formulas codificacdo e decodificacao 2
e 4 podem ser simplificadas para:

o D D
C3= &3 Py" # By (T By PRy (5)

P. = o, C_ D

\_1 .
i § g * Li (T - €3 C4

)Cy (6)

Onde 5 e 6 constituem a W-key.

Antes de dar um exemplo, vamos provar as afirma-
¢coes 3,5,6.

1) k(Pi) e inversivel: (Obs.: Vamos omitir o sub

indice i).
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PROVA:

Basta mostrar que k({(P) . kD(P) = 3.
seja & = a(®P)® e B = BE - 2D

Assim temos:

a.B = a 8% (1 - pp®) = o pp” (2P - pPpRD) -
= o HPD (PD - PD) =0
e da mesma forma
B.A =0
logo, como (A + B)D = AD + BD se A.B = B.A = 0 temos:
P = a+BP =22+ P = (2 B®3HP + B8 - PP =
- 2 .
= oV i@®D2 g iz -0PP -
s oy (P2 PD)2 + 6”1 g
5 g P4 (PD)2 £ B € pPD) &
s VP P4 3"7 (I - pP°)
Logo:

k(o) . W) ta B e @ -2 T a P +p" (-] =

3.D.3 D 2

PP+ @ -2 & o802 3P

®*)% (T - pP°) + o~ '8 (1-pPP)pPoP

H
n

22 (Ppp) PP « T - b 4 o 271D 2 ~ PPrPre?) + o7 8 (P pP-porPppP) -

1

=P P PD Pb + I - PPD T R

C.0.D,

2) k'(C) = k " (P)



PROVA:

[B(I - PPP)P] [ o P

i

(k (p)p) P

(GPD-l-

Dy _
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D, 2

[( & (PT)}T «+

8 (1 - ppP)p)P
[(B(I - PPD)P]D

PD , pois:

AET = TP n? -

(OLPD]D +

[ & BP] [8(1 — PPP)P] =

= (R(I = PPO)P [ « pP1 = ap (pP° - pP® PPP] = O
Além disto,
g.eP = [ pP 4 B(I = PPD}P] [ -1 p® PD} =
cp” 2 PP 4 8 o (T = ppP) BB° & pEP
Logo:
k'(C) = ¢ & 2f B?® o 8t - ppP) =

@ (P4{PD)2} » B fr - oo =

3) €= o P + B

(

I - PPD)P

)
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PROVA:
Cc = kip)p = [o (22)% + 8 {1 - pPP) D =
= aP? + 8 (I -PPY)P
C.0.D.
p o= we® + 8" {x - cclye
PROVA :
P o= XY E).C = [ate?)? £ 87 (1 - eeyTe
= uCD + B L (.- CCD]C
C.0.D.

EXEMPLO 1:

Vamos codificar o texto "METODO DE HILL" usando

W--key com, m = 5 n, = 13 n, = 2 Ny = 2 a, = i B1 = B
ay, = 15, B, = 23, oy = 3, By = 11 e usando a correspondén
cia alfabética:

A =7 B = 12 ¢ = 20 B =

E =1 =14 G = 13 H =4

I =6 g = 20 ® = 19 L =M

M= 3 N = 16 b= B P =15

0 =10 R = 23 e = 22 T = 2
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U= 18 V = 24 W =28 X =z 9
¥ =17 Z = 25
1} A primeira coisa a ser feita e formar o reténgulo com
o texto a ser codificado, com m = 5, completando os espa-
gos exedentes com uma letra gualquer
M E T 0] D
(0] D E H I
L L D D D
?2) Usando a tabela alfa-numérica dada, temos:
3 1 2 5 0
5 0 1 4 6
11 11 0 0 0
3) Usando n, = 1, n, = ng = 2 e completando as colunas

que sobram com zeros, encontrando assim as matrizes P, ,P

P3-

1} Codificando P

1

3 0

P, = 5 0

11 0

0y = R F a, = i
g, = 0
=0

T2

ol 1 2 o5 o o
ol lo 1 ol |4 6 o0
ol 11 o o o o o]
By Py

0

0

0

23 (mod 26)
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Assim, temos que

(p1)3 & 23(p1)2 =0 (mod 26)
como existe (23) ™1 pela tabela do apéndice do capitulo
temos:
()0 = -25(p1)2 - {p1)2 (mod 26)
D 2
(PT) = (P1) = 9 0 0
15 0 0
11 0 0
D
como (I - P1 P1 ) P1 = 0 temos:
11 0 0
D
C1 = 7(P1) = 1 0 0
23 0 0

agora, desprezando as duas ultimas colunas da matriz C1
usando a tabela alfa numérica dada, temos as letras

L

E

R

23 Codificando P

2
1 2 0
Ry = 0 1 0
11 0 0
o = T+ 1Ts 2% a, = -2 = 24 (mod 26)
0y = 1 ra, = 1
Oy = 0

Assim temos que:
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)% + 24 (2,)% + P, 20 (mod 26)
como existe (1)1 pela tabela do apéndice do capitulo 3
temos:
gl = 1 (24 g 4 26° - 1w By
1 4 0 i 2 0 1 24 0
)P 24f 0 1 o|+3f0 1 o|=]0 1 o0
11 22 0 11 0 0 11 8 0
como
(r - P, P2D) = 0 temos:
1 24 0 15 22 0
C2 = 15 0 1 0 = 0 15 0
11 8 0 9 16 0

agora, desprezando a Ultima coluna da matriz C, e usando a

tabela alfa numérica dada, temos as letras

P S
D P
X N

3) Codificando P3

5 0 0
Py = 4 o 0
L_ 0 0 0
0y = 5 + 6 = 11 a, = =11 £ 15 (mod 26)
0y = 4 (mod 26)~ Ay 4 (mod 26)
. = 0D
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como MDC (4,26) # 1 vamos usar o teorema do resto chinés
para encontrar (PB)D.

3

3) + 4 P, = 0 (mod 12)

@)% + 2% 20 (mod 2)

pela tabela do apéndice do capitulo 3:

(P3)D = 5 (P3)2 {mod 13)
(p;)° = (p,)? (mod  2)
pelo teorema do resto chines:
(ey)P = 5(py) 2 (mod 26)
21 o0 o
(py)° = 12 24 0
0 0 0

como (I - P3 P3 ) P3 = 0, temos:

21 0 0 11 0 0
C3 & 3 12 24 0 = 10 20 0
0 G Q 0 0 0

o que corresponde as letras

L D
0 C
D D

logo, por 1), 2), 3) temos a mensagem codificada:
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L P S L D
E D P Q c
R X N D D

isto &,
LERLDFDPQCVXNDD

sera a mensagem transmitida.

EXEMPLO 2:

Vamos decodificar a mensagem "LERLDFDPQCV

X N D D" usando g Ny, Ngp My ;1, En B s Uqr Ggy On iden-

()

ticos ao exemplo 1.

A primeira coisa a ser feita € arranjar a mensa-
gem em blocos, obtendo 01, Cohy C3 com 0 uso da tabela al-

fa numerica.

L P S L D
D D P 0 C
R X N D D

assim temos:

11 0 0 5 e 0 14 0 0

1 0 0 0 5 G 10 20 0

23 0 0 21 16 0 J 0 0 0
cC C @
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1) Decodificando C1.
11 0 0
C1 = 1 0 0
| 23 0 0 |
Assim:
(C1}3 + 15((;,!)2 2 0

pela tabela do apendice do capitulo 3:

19
(CTJD " 21(01)2= 23
9
como (T = €. ¢.2)y ¢. =0
1 €4 1=

© que corresponde as letras

M

0
L
2) Decodificando C2
[ 15 22 o0
By = 0 15 0

Assim,

n1 = s
02 =
(mod 26)
0 0
0 0
0 0
3
5
11
C‘f..l = 4
0, = 17
03 = g



3 2

(C,)~ + 22 (C2) + 17 (C2) =0 {mod 26)

2

pela tabela do apéndice do capitulo 3:

7 14
D -2 2 2
(Cz} = (17) [22(C2} O (570 daue 17)C2] - 0 -
25 0
como (I - C, C D} C, =0
y il 1
i 14 0 1 2 0
P1 = 15 0 7 0 = 0 1 0
25 0 0 11 0 0
o que corresponde as letras
E T
D E
L D
3) Decodificando C3
11 0 0 01 =z 5 # a1 = 21
c3 = 10 20 0 o, = 12
0 0 0
03 2 g
Assim
3 2 2 B — _
(CB) + 1{C3) + 7.2 C3 = D mod 26)

como MDC (12, 26) #£ 1

(cy)? + 8(C)% + 12 C5 = 0 (mod 13)

(€3)° + (€)% 2 0 (mod 2)

pela tabela do apéndice do capitulo 3:

() = 8(c)%  (mod 13)

2

(c3)D = (Cy) tmed 93
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Assim, pelo teorema do resto chinés,

D _ 2
(CS) = 21 C3 (mod 26)
19 0 0
D _
(C3) = 10 2 0
0 0 0

D
como (I - C3 C3 J €4 =0

o que corresponde as letras:

0 D
H iy
D D

Logo, por 1), 2), 3) temos o bloco

M E T 0 D
0 D E H I
L L )] P B

METODO DE HILL
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E importante detectar possiveis falhas dc siste-
ma dado, o sistema W-Key depende essencialmente de 3 pon-

tos:

1) A escolha da correspondencia alfabética

2) A escolha dos parémetros n o

1% ChE By

3) A escolha de m.

Supondo 1 e 2 conhecidos e supondo tambeém que

- < 2 = 1 2 - .
1 < n, <m, o; e 81 desconhecidos, vemos em 226 a; e 31

podenm ter escolhas a cada passo da codificacao. Se n.., oy
e Bi sao 1 ou algum outro valor conhecido, nao existe pro

blema algum para encontrar o texto P. Assim, € muito im-
portante a variacao destes parametros.

Devemos notar também gue se num dado passo pePs
I, ou (I - CCD)C = 0 entao o texto P sera dado por P =
aCD com ¢ limitado a 12 escolhas, se n, = m, isto sugere
gue o texto cifrado seja escrito em conjuntos de m colunas
consecutivas 1, 2, ... m; 2, 3, ... m+ 1; 3, 4, ... m

+ 2; ... formando assim matrizes inversiveis que podem ser

testadas para o plano texto com 12 tentativas dadas por

B = qC se ni < m escreveremos o texto cifrado em h co
lunas
Vg P s BF Do By wwen B B T wous

estes conjuntos de h colunas para os quais (I - CCD) C =20

ocP.

podem ser testados usando as 12 escolhas para o em P

Iremos agora obter uma forma alternativa de

e =ap® s g (x-pedip

psame? + 8! 2 - edPe



Da formacao dos blocos P. pela adic@o de colu-
- B
nas nulos, como ja foi visto na secao anterior quamk;ni<nn

temos que o bloco P, pode ser escrito na forma:

|
[a i 0
P = |e———— —1: ———————
B {0
I
onde A é uma matriz quadrada n, xn, e P €& uma matriz

quadrada m x m. Assim, pelo capitulo 2 temos que:

P 2 e A ———
|
5D} oJ
Dai;
ppP =
| BaP 0 |
C A% aP 0 |
2
B2 p7 =
_BanP 0
(r = pP?)P = P ~ p° PP = A(T - aaP) 0l
B(I - BB") 0
Assim:
~aD 0 ALT - aa°) 0
=4 + 0



Da mesma forma temos:

Onde A' & uma matriz quadrada n, xn;, ecC é uma matriz

quadrada n x n

@R g7
o? «

| B'@an® o |

C@an? 8T Matz -aa®) o
D= + g1

| B@a9? o [_B'(I -8'B'%) o

Vamos agora considerar os casos:

1) Se A' é inversivel + A' A’ L DL -

2) Se A' & nilpotente - 0 algum h - A'D = 0

v
—
p=d
-
—
"

+P=R28'C e C = RP

3) Sen. =1 » A = [all ; A’ [a1'1

o)
1]

col (a1, Agrens n)

C

i

col (a1, Agpee. @ )

Neste caso C = U P e P =101 |8
o que & facil demonstrar

OBS.: Quando n, = 1

x | 1] 3] 7] 9| 11] 15] 17| 19| 21| 23] 25| 13} o] 2
ARLEAE AR L

! 4| 6
[10]

| | 8| 1o| 12
L] 1| of1s| 3] 19] 7| 23] 11] 5| 17| 25| 23] o0]20]10]24]18]

4| 12
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14 |22 | 8 | 2 |16 | 6
af Be A & gA' 2 L =0 (mod 26)
comn,
(8, 26) = 1, 2064#£ 0 C = Al 0
B' 0
= D
entao P = a C° + 13 0 0 1
B'(A'+I) O J
: o |2 1 o
b) B8Se A + CA" + 2 11 =0

o par € o=0, 271 #0 entao P = ac? 13¢

RESUMO :

Na codificacao de uma W-key em Z?G temos:

P = UC (C = U 'p) quando:

1) n, =m e C é inversivel

2) n. <m e C=c¢c%2cP

3) (A')" = 0 algum h

4) n, = 1

Supondo o alfabeto e o valor de m conhecidos, um

método para atacar as VW-key é:
1) Se n. =m
X
Comecando com as colunas

Ty @9 o MF By Iy cow WH T wan
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determinar se l::"1 existe (I - CCD = 0} se sim, P = UC e
como U_1 existe testa-se as 12 escolhas possiveis paraU,

olhando para o plano texto horizontal e verticalmente

2) Se s h < m

testa-se (I - CCD)C
Se for zero, P = UC e usam-se as colunas

Yo 20 won B 3 2, By wne B *¥7

.
2 .-

testa-se vertical e horizontalmente

3) teste se (A'}r = 0 para algum r

assim P = UC

4) p/ n, = 2 use as formulas dadas acima.

5) ni = P = UC para cada coluna cifrada

Em todos os casos existem 12 escolhas para U,

que € bem melhor que o caso geral, no gual existem 144 —122

escolhas para o e B.
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5.3 0 METODO V-KEY

No método V-key séo adiciconadas caracteristicas
nao existentes no W-key que ira acrescentar a este método
grande dose de seguranga.

Além das sequencias (n;), tay), (By) de parame-—
tros o método V-key possui uma sequéncia de matrizes si-

T ; i ~ i
B7), cujas dimensoes dependem

metricas (81, BE"")’ (Bi
da sequeéencia {ni).

Como no casc anteriocr o texto sera escrito na.fog
ma de uma matriz retangular de m linhas e a sequéncia
(ni) determinara como as colunas serao quebradas, para
formar os blocos de tamanho m X n.. Os blocos serao chamg
dos de P, e a matriz B, associada ao bloco P, tera a di-
mensao n; xn,.

i
Uma matriz quadrada V. (m x m) sera definida por:

1) Vi = PoBy Pu™ = Vi
i - i . L

e a matriz chave kifvi] m X m correspondente ao bloco Pi
sera definida por:

D 4 D -
2) ki(Vi} = 4y Vi + By {E = Vi Vi ) V-key

0 codigo correspondente ao texto Pi sera

3) Ci = ki(Vi)Pi

Para decodificacao do bloco C;, a matriz Yi(m x m) sera de
finida por:

. rl‘
4) Yi = Li Bi Ci

que sera usada para definir a matriz chave de decodifica-

caoc
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5) ki' (¥:) =a, ¥.© + B.

onde

_ '
Pi = ki (Yi) Ci

Vamos mostrar agora que k; (V.) é inversivel e que

-1

B'{Y) = k" (V)

Para tanto

1) k(v).X° (V) =1

K(V) = aV? + B(I - VWP)

kDW)= m%’+eu-mPnD= m¢%D+{HI—\N%D

pois VD(I - VVD} =

= o~ WAL 4+ g7 (1 - WD)

logo:

"

(aV® + 8 (I = w21 1o v2P & g~ (x - wP) 2

v (vP) 2 & ag~ T (1-wP) +8a~1V3VP (1-vWP) + (1-wWP) 2=

K (V) K2 (V)

]

=V £ 0 04T ~VWP =1

Além disto; wP = YYD, pois:

Y = [k(V)P] B [K(V)P)]T = k(V)P B PT (k(v))T =
= k(v (k)T
como B e simetrica:
ve = 2B pPO)T = p BT pT = pEpT = v

V também e

Considerando agora que
k(V) & simétrica, isto e

T

(k)T = (o % BIT = WOIIT = oW + B0 = (V)2 5

V2 + 8 (T - V2 V) = k(W)
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temos que:

Y = K(VIV K(V) = (a0 + 8(1-vWP)]v[avP+p (I-vvD)]
= 2PV + V(I + Ba(T-WP)WP+E2 (1P v (T-WP)
= a® 2% g% (z - WOV
e assim
R R B . I g .
pois V2 (I - WP)v = 0
e portanto:
WP = (02 ¥ & B2 (@ - VOIV) [0 v° ¥P1 = P
Assim,
K (E) = g8 % BT (T -7 =6 72 v° v manPye

o W

= e P e g

1l

(1 - wP) = kP v) = x~ V(v

C.Q.D.

Agora daremos um exemplo do método, codificando

o mesmo texto anterior

METODO DE HILL

EXEMPLO 3

Vamos codificar o texto "METODO DE HILL"™ wusando

V-Key com
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m= 3 {a1f 81) = (7, 9)
n, = 1 (az, By) = (15, 23)
n2 = 2 (0‘.3; 83) = (3, 11)
T, = 2
usando a correspondéncia alfabetica
A =6 B o= 12 e = 1 D= 0 E = 1 F = 14
G =13 H =4 E = 7 g = & K=19 L = 20
M =3 N = 16 0= 5 P = 15 = 10 R = 23
S = 22 T &2 U = 18 V = 24 W =8 X = 9
¥ = 1% Z = 25
M B T 0 D
0 D E H &
L L D D D
convertendo a valores numéricos
= ' - 2 1
n, = 1 L Ry = 2 : n, = 2 ,
3 =1 Z v 5 g
1 1 i
) "0 1 ' 4 & *
1 i ]
20 '20 0 'O o'
] 1 1
como sequéncia Bi vamos usar as matrizes simétricas

B.] = [6] B2 2 5 1 B3 = 2 1
1 2 1 2

Neste exemplo os parametros foram escolhidos arbitrariamen

te.

1) Calculo de C1
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3 (6] [3 5 20] = 2 12
Wy % 5 12 20
20 22 2

Para obter a equagao caracteristica de V

o4 = 4 > a; = =4 = 22 (mod 26)
02= 03=0
logo
v13 " 22v12 % 0 mas MDC (22, 26) #
logo:
v s 9v12 = 0 (mod 13)
1
3 _
V- = 0 (mod 2)
i

(v)P = 297 (w2 (moa 13)
(V1}D =0 (mod 2)

isto é
(V1)D = 12 (V1)2 (mod 13)
WP =0  (mod 2)

Assim pelo teorema do resto chinés temos:

v,” = 12(v1)2 (mod 26)
(v1)D " 18 4 16 ] , v1{v1)D 4 20 16
4 24 18 16 18

16 18 20 12 20

1

1 calculamos:

12

20
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logo, como (u1, 61) = (7, 9)
’ o D D
k1(v1) = 7 v,T o+ 9(1 - V1(V1) ) = 7

14

e portanto

Cy = k (VP = 7 14 4 3
14 15 24 5 1 g
4 24 1 20
- [ p
Z
s

2) Calculo de C

<
b
I
o -
- o
1
— [®]
o -
et
F -
e -
- o
e
o o
Bt
1
-—
L fe
Do w

20 0 2 20
a g ® 10 = a.i = 16
23
5] 2 = 23
o 3 = 0
Dai:
3 2 - -
A + 16V + 23V 0 (mod 26)

(23, 26) = 1 1logo pela tabela do capitulo 3 temos:

14
15

24

15

22

20

20

1l

24

17
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v.D (23)“2 [16 v22 + (162 - 23) v21
v,2 -3 [16 v22 + (22 - 23) v
D 2
- P
v, = 22v,° 4 23V,
10 14 4 10 11 20
Ve om
2 = 14 O 20 | + [ 11 20 18 |.
4 20 8 20 18 18
[[20 o5 24
= [ 25 20 12
24 12 0
11 6 6 16 20 20
D D
VoeVyo = 6 15 14 I -Vyv,” = 200 12 19
6 14 2 20 12 25
como {uz, 82) = (15, 23)
kptVy) = 15 v.,P 4 23(1v.y.D) . 18 3 14
p 2l 2 3%
3 4 14
14 14 3
logo:
18 3 14 f 1 2 12 13
Comky (Vy)P,=| 3 4 14 I 0 1] =123 10 -
14 14 3] 20 o 22 16
F_"B G
R Q
1
L S N_|
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3) cCalculo de C,

4 iy
5 0 2 1 5 4 0
VB = 4 7 1 2 0 q 0
| 0 0
24 23 0
23 4 0
0 0 0

Sua equacao caracteristica é:

3 2 =
(V3) ™ + 24(V4) " + 9 (V4) = (mod 26)
como (9, 26) = 1 diretamente pela tabela do capitulo 6 te
remos:
0 4 0 12 5 0
0= B(v) 2 T, =
3 = 8(Vy 3 = 4 18 0 | + 5 2 0| =
0 0 0 0o 0 0
12 9 0
= 9 20 0
0o o0 o0
1 0 0 0 0 0
D D _
VB'V3 = 0 1 0 I - V3 V3 = 0 0 0
0 0 0 0 0 1

como (u3, ﬂ3} = (3, 11) temos:

10 1 0

D s 111 = wu.P

K3(Vy) = 3Vy 3Va ) 1 8 0

1l
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logo:
2 7 T Z
0 0 D D

e assim a mensagem recebida seria

P B G T L
Z R 0 e H
S S N D D

'p B G T I Z R Q C H S S N D D*

EXEMPLO 4:

vamos decodificar

"P B G T I 4 R Q C H S S N D D"

usando os mesmos dados dos exemplo 3.

19) Separa-se o texto em bloco

P : B G ! T I
! L}
Z R Q & H
] L]
S S N o, D D
15 12 13 10 1
Assim: C1= 25 C2: 23 10 C3= 1 8
22. |}~ 22 10 0 o0
Agora dedodificando CT’ C2, C3, isto e encontran
do P1, P2, P3:
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1) Calculando P

15 24 14 4
¥, = C, B, c1T= 25 (6] [15 25 22] = 14 6 24
22 4 24 18

cuja equagao caracteristica e:

(x))? + 4(21)2 = § (mod 26)
Assim
(Y1)3 " 4(Y1)2 =0 (mod 13)
3
()% = 0 (mod 2)

pela tabela do apéndice do capitulo 3 temos:

2

= 2 Y1

(mod 13)

S
L
o

(mod 2)

Assim, pelo teorema do resto chinés:

(v )P = 14 (y1)2 (mod 26)
isto e
8 22 10
D
(¥,) = 29 5 8 e as?im; como o = 7
63_23
10 8
25 2 8
L} -y D i D_,
k") = 7Y, 3T - ¥, YT = 2 15 22
8 22 13
e 3 M
P1= k1 (Y1)C1 = 5 - &

20 L



2) Calculando P

2

—

12
23
|__22
-

2

9

18

1 2 + 2 4 - a1

Lol

9
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131 2 1 12 23 22
10 L1 2} [13 10 16} &
16
9 18
z 99
22 0
= 23

2 18} [2 22]

+ = 4-3-12-16 = 25

18 0 22 D

logo, a Equagao caracteristica correspondente é:

3 2 _
(Y2) 22 Y2 + 25Y2 = @
pela tabela do capitulo 3 temos:
)2 = 25 (2092 & (8
2 B 2
2 2
= 1 (22 Y2 + 17Y2
19 16
D 2
(Y2} = 22 Y2 + 17 Y2=22 16 23
0 24
2 14 0 8 23 20
= |14 12 8 + |23 8 10
0 8 18 20 10 0
como (a, B—T) = (15, 17) temos:

(mod 26)
2
2°-25)v,] =
)

0 2 9 18
24 + 17 9 2 22
2 18 22 0
10 il5l 20
= 11 20 18

20 18 18
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10 11 20 16 20 20
D D, _
Ky (X, = 15(25) " + T2(I¥¥7) = 15000 o5 45 | # 17 1og 12 12
20 18 18 20 12 25
20 9 14 4% 5 8 6 11 16
= 9 14 10 | + 2 22 22 | = | 11 10 6
14 10 10 | 2 2 8] | 16 6 19
6 11 16 | 12 13
]
Py= ky (¥, € = 11 10 6 23 10 i
| 16 6 19 | L 22 16
[~ % 2 BT
0 1 sts D E
20 0 i,
Calculando P3
Fg % [2 1j| {2 7(] 4 3 0
~ 111 4 1 2} 9t 4 OF =13 284 @
¥3=C.B,Cy" =
0 0 0 0 0
cuja equacao caracteristica é:
(Y.)> +24v.2 +9v. = 0 (mod 26)
‘3 3 8=
como (26, 1) = 1 diretamente da tabela do capitulo 3:
. al 2 %
(Y3)" = (9)7° [24(¥5)" + (247 - 9)¥,)
18 22 0 f"z 21 0 20 17 0
Y3D= 8Y22+?Y3= 32 0 8] + j2t 12 o] = | 17 42 @

o
o
o
o
o
o
o
o
o
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1 0 0

D
t3exq = 0 1 0
0 0 0

-1
como (33, 83 Y = (3, 19)

. ~ D D, _
ky'(¥y) = 3Y,0+19(I-Y,Y,°) =

8 25 0
e 1 a

Pa=k3' (¥3) C3= | 55 10 o
0 0 19

Assim escrevendo
) P1 P2 P3 - M'E
O ' D
L 3 I

temos a mensagem decodificada

"METODO DE HILL"
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5.4 GERACAO DE SEQUENCIAS E PARAMETROS

Nesta secido serdo sugeridos métodos para  gerar

varias sequéncias de parametros

1) A sequéncia (ny) = (n,, ny, wnu)

usa-se uma formula de recorréncia, por exemplo

sem=4e

Xnpa = EFpoq * X (mod 53)

Xy = 5

x2:‘|?

teriamos; a sequéncia:

(5, 17, 22, 39, 8, 47, 2,49, 51; ¥, 45...) a
qual reduzido a uma sequéencia médulo 4, na qual usamos a

classe do 4 ao inveés da classe do zero, teriamos a sequén

cia (ni)

(ni) = (M VT8 24 35 45 25 Ve 35 3y Vieas)

2) As sequéncias (ai) e (Bi)

Usamos também formulas de recorréncia, mas toman

do modulo 12 e apos a tabela de correspondéncia

aoug |1 ]|3|s|7]9|nlis|17]19]21] 23

Por exemplo, tomando a mesma formula de recorrén

cias anterior com x, = X, = 5 obtemos a sequéncia modulo

1 2

12
g 5. 90, 3, 8, Y % 15 % .

e agora pela tabela anterior, temos
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(13 11 28, Ty 194 255 B 34 Ty s ww)

que & aceitavel como sequéncia (a;) ou (B,;), e depois vari-
ando as condigoes iniciais, obtem-se sequéncias distintas
para o, e Bi.

3) A sequéncia matricial B,

Selecionam-se duas matrizes inversiveis triangu-
lares inferiores (mxm) e definidas em 226' as guais chama-
remos de A1, AZ‘
Definem-se as matrizes:

A4 =A.3 . Az’ . e

que sao também inversiveis e triangulares inferiores.

Define-se

Para um dado n,, usa-se o canto superior esquerdo.

EXEMPLO
3 0 0 7 0 0
BRART by = 1 8 G| Bae 19 1 0
17 6 19 | 4 42 17
assim,
" "
21 0 0
Ay =BAy,Ay = | 9 5 0
1M1 6 11
- -




Agora se n, = 2 n, = 1
L} fI!
81 = A1. A1
e como n, = 2
T
1 =, —
82 = A2 A2 =
e como n, = 1 52 = [23]
. + A
B3 = A3A3 =
e como n3 = 3 B3
T
1 -
84 = AQ.A4
e como n4 = 2 B4

e assim por diante.
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0 0
5 0
8 5
n4 =
12
15
20
9
.
3 2
24 10
10 7
T 23
2 25
25 18
25 7
7 2
23 25
3 8
8 3
17 16
3 8
8 3

; ete

25
20

10

12

15

3
25

18

1
16

12

teriamos:
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OBS.: Se um texta de comprimento L for codificado, usando
m-grafos, isto requerera um arranjo retangular de m
linhas.

L =nN+N' com (0 < N'< m)

Se N' > 0, juntam-se zeros suficentes ao texto para
ser possivel construir um retangulo de n colunas, on
de o novo comprimento do texto L sera dado pela for
mula anterior onde

n=N se N' =0 e n=N+1 se N' > 0.

Também sera feita uma adaptacao nas n, sequéncias ,
se tivermos que: '

n1 + n2 = saw nh < n
e
n1 + n2 - mh+1 > n

neste caso n, , sera substituido por:

Mpyq =0 = (ng +ny + oo my)

Claramente notamos que os métodos V-Key e W-Key
vistos neste capitulo nao sao métodos manuais, mas computa
cionais, mesmo que sejam usados para "mensagens curtas, a-

lém disto a W-Key é certamente mais fraca que a V-Key.
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