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RESUMO 

Este t r a b a l h o  a n a l i s a  numer ica  e e x p e r i m e n t a l -  

mente p r o b  1 ernas de f I uê n c i  a do con cre t o ,  checando métodos 

t r a d i c i o n a i s  jã p r o p o s t o s  e ,  sugerindo uma solução numéri- 
c a  p a r a  esses p r o b l e m a s .  

I n i c i a l m e n t e  é f e i t a  uma anãlise dos fundarnen- 
t o s  d a  v i s c o e l a s t i c i  dade e s u a  aplicação p a r a  a representa - 
ção  do comportamento mecân ico  do c o n c r e t o .  Es tudam-se ,  a 
segui r ,  a s  t e o r i a s  de D i s c h i n g e r  e Arutyunyan e ,  p ropõe-se  

uma solução nurnéri c a ,  a qual é checada com as t e o r i a s ,  pe- 

l a  resolução de exemplos .  F i n a l m e n t e ,  é detalhada a execu - 
ção de e n s a i o s  de f luênc ia  e relaxação,  a n a l i s a d o s  os  re-  
s u l t a d o s  o b t i d o s ,  t e c e n d o - s e ,  tambgm, algumas recomenda- 

ções .  



ABSTRACT 

I n  the  present w o r k ,  problems o f  creep o f  

concrete are a n a l i  zed b o t h  numeri cal ly e x p e r i m e n t a l  l y ,  

c l a s s i c a l  comparing methods a n d  a numerical procedure f o r  

the s o l u t i o n  o f  t h e s e  problems. 
F i r s t l y ,  fundarnentals o f  v i s c o e l a s t i c i t y  a n d  

i t s  appl i cat ion to concrete b e h a v i o r  representation are 
presented. T h e n  , t h e  t h e o r i  e s  o f  Di s c h i  nger a n d  Arutyunyan 
are s t u d i e d ,  and the computi ng numerical s o l u t i o n s  a r e  

compared i n  severa1 examples.  Fina l ly ,  experientes on 
creep and r e l a x a t i o n  are descr ibed,  and i t s  r e s u l t  are 
a n a l i  zed .  Some coments on  p o s s i b l e  future developments 
are included.  



INTRODUÇAO 

1 . 1  - O b j e t i v o  e I m p o r t â n c i a  do Problema 

Com o  i n c r e m e n t o  d a  u t i l i z a ç ã o  do c o n c r e t o  p r o  - 
t e n d i d o  nas grandes o b r a s  c i v i s ,  t o r n o u - s e  e v i d e n t e  a ne- 

c e s s i d a d e  d o  e s t u d o  de s u a  f l u ê n c i a .  Po r  s u a  v e z ,  c o m  o  
s u r g i m e n t o  d a s  u s i n a s  n u c l e a r e s ,  o p r o b l e m a  ve - se  a g r a v a d o  

d e v i d o  as a l t a s  t e m p e r a t u r a s  de e x p o s i ç ~ o  do c o n c r e t o .  

!!esmo a temperaturas a m b i e n t e s ,  a f l u ê n c i a  d o  

c o n c r e t o  pode c h e g a r  a s e r  o t r i p l o  d a  de formação  e l ã s t i -  
ca.  E m  v i s t a  d i s t o ,  se  f a z  o b r i g a d o  um exame m a i s  c u i d a d o  - 
so d o  e f e i t o  d a  f l u ê n c i a  sempre  que os e f e i t o s  de deforma-  

ção se jam i m p o r t a n t e s ,  como p o r  e x e m p l o ,  nas  p e r d a s  da f o l  

ç a  de p r o t e n ç ã o  ou n a  v a r i a ç ã o  das  r e a ç õ e s  de a p o i o .  
O o b j e t i v o  des te  t r a b a l h o  é r e a l i z a r  um e s t u d o  

t e õ r i  co e x p e r i m e n t a l ,  p a r a  r e s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  de f l  uên - 
c i  a do c o n c r e t o ,  checando m e t o d o s  t r a d i  c i  o n a i s  jã p r o p o s -  
tos  e ,  s u g e r i n d o ,  uma s o l u ç ã o  numér i ca  p a r a  e s s e s  groble-  

m a s .  
V á r i o s  a u t o r e s  p ropuse r am r e l a ç õ e s  p a r a  expres - 

s a r  a l e i  de v a r i a ç ã o  d a  f l u ê n c i a .  As p r i m e i r a s  t e o r i a s ,  
o b t i d a s  com b a s e  e x p e r i m e n t a l ,  não r e f l e t i a m  a i n f l u ê n c i a  
d a  i d a d e  d o  c o n c r e t o .  P o s t e r i o r m e n t e ,  c o n s t r u i r a m - s e  e x -  

pressões ,  l e v a n d o - s e  em c o n t a  a i d a d e  do c o n c r e t o  p e l a  i n -  
c1 usão de c o e f i  c i e n t e s  c o r r e t i  v o s ,  o b t i  dos p a r a  uma i dade 

f i x a  e b a s e a d o s  em e x p e r i ê n c i a s .  F i n a l m e n t e ,  chegaram-se a 
e x p r e s s õ e s  mais  p r e c i s a s ,  com a u t i l i z a ç ã o  não de c o e f i c i -  
Gntes de c o r r e ç ã o ,  mas d e  f u n ç õ e s  d e p e n d e n t e s  d a  i d a d e  d o  

m a t e r i a l .  D i s c h i n g e r  1111 f o i  quem s u g e r i u ,  primeiramente,  
uma t e o r i a  mais  s i m p l e s ,  des te  t i p o ,  p a r a  u t i l i z a ç ã o  em 
p r o b l e m a s  de a n á l i s e  e s t r u t u r a l .  A p ó s ,  Arutyunyan 111, p~ 

pôs uma t e o r i a  m a i s  complexa ,  c u j a  r e s o l u q ã o  a n a l í t i c a  r e -  



c a i  no uso da f u n ç ã o  gama i n t ò m p l e t a .  E s t a s  duas t e o r i a s  

foram as escolhidas  p a r a  a a n á l i s e  teÓri c a ,  v i s t o  semm as 
de maior u t i l i z a ç ã o .  

Com o a d v e n t o  do computador, v ã r i a s  so luções  
numéricas,  como a de B a z a n t  131,  foram u t i l i z a d a s  n a  reso-  
lução de problemas de f l u ê n c i a .  No t r a b a l h o ,  sugere-se uma 

solução numéri  ca baseada  na r e p r e s e n t õ ç ã o  i n t e g r ã l  , com a 
d i v i ç ã o  do tempo e f e t u a d a  de df v e r s a s  rnanei r a s .  

1 . 2  - Conteúdo 

No capítulo 2 ,  f a z - s e  um estudo sobre o s  cor- 
pos v i s c o e l ã s t i  cos em g e r a l ,  com uma a n á l i s e  de seu compor - 

tamento ,  e ,  s u a  representação por modelos reoI8g icos .  
E s t e  enfoque, é uma preparação para o t e r c e i r o  

cap? tu1 o ,  que ana7 i sa o comportamento v i  s coe1 2s ti co do con - 

ereto. Neste c a p 7 t u 1 0 ,  tarntiEm são estudadas e a n a l  i s a d a s  

as  t e o r i a s  de D i s c h i n g e r  ( 1 1  1 e A r u t y u n y a n  ( 1  1 ,  seu compor 

t a m e n t o  e c o r r e s p o n d ê n c i a  com m o d e l o s  reo lõg i cos .  
No quarto c a p i t u l o ,  6 d e s e n v o l v i  d a ,  e n t ã o ,  a 

so lução  n u m é r i c a  para o s  problemas de f l u ê n c i a ,  a n a l i s a n d o  

tambgm, a f u n ç ã o  que d e t e r m i  na os in t erva lo s  de t e m p o .  A 

s o l u ç ã o  numéri  ca  proposta  e c h e c a d a ,  no quinto  c a p i t u l o ,  

com exemplos r e s o l v i d o s  pelas teor ias  de Dischinger  e Aru- 
t y u n y a n .  

Aprese d t a - s e ,  no c a p i t u l o  s e i s ,  os e n s a i o s  r e a  - 
l i z a d o s .  E d e t a l h a d o  o s i s t e m a  de a p l i c a ç ã o  e manutenção 

da carga, os  s i s t e m a s  de medição  de d e f o r m a ç ã o  l e n t a  e d e s  - 
c r i t o s ,  por f i m ,  o s  e n s a i o s  rea l izados .  

No sétimo cap?tulo a p r e s e n t a m - s e  a aná l i s e  dos 

resu l tados  o b t i d o s  dos e n s a i o s ,  onde tambem, s ã o  d e t e r m i n a  - 
d a s  as constantes  v i s c o e l ã s t i c a s  do concreto .  As c o n s t a n -  

t e s  s ã o  d e t e r m i n a d a s  p e l o  método de R o s s  1261 e Ishai ]181. 

De posse d a s  constantes são reproduz idas  as c u r v a s  de  f l u -  



ê n c i  a pelas teori  as  e s t u d a d a s .  
F i n a l  mente, no c a p i t u l o  9 ,  apresentam-se as 

con c1 usões e a1  gurnas recomendações, t a n t o  da p a r t e  t eõ r i  - 
c a ,  como da experimental.  



FUMDAMEITOS DA VISCOELASTICIDADE 

2 . 1  - I n t r o d u ç ã o  

Na t eor ia  e l ã s t i c a  c l á s s i c a ,  d i z - s e  que a con-  

d i ç ã o  de t e n s ã o  de um corpo s õ l i d o  e d e t e r m i n a d a ,  u n i v o c a -  

mente, p e l a  sua deformação.  E s s a  r e l a ç ã o  u n i v o c a  é d a d a  

p o r :  

0 = R ( E )  

e a r e l a ç ã o  i n v e r s a  é Ü n i c a ,  

E m  muitos mater ia i s ,  como m a d e i r a ,  p l á s t i c o ,  con - 

ereto, e s s a  relação u n i v o c a  e n t r e  tensão e deformação não 

e x i s t e .  Por exemplo ,  o corpo 6 capaz  de deformar-se com o 
t e m p o ,  e n q u a n t o  s u a  cond ição  de t e n s ã o  6 c o n s t a n t e ,  o u ,  va-  

r iar  seu e s t a d o  de t e n s ã o  sem rnodi f i c a r  s u a  deformação. As- 

s i m ,  ã maioria dos materiais  r e a i s ,  t e m  um comportamento 

dependente  d a  h i s t ó r i a  do processo de c a r g a ,  i s t o  e ,  as t e n  - 

sões em um momento t dependem, n ã o  somente das  deformações 
deste momento, mas também das deformações a n t e r i  ores .  Nes- 

tas c i r c u n s t â n c i a s ,  a variacel  tempo t deve s e r  levada em 

consideração. 

Os materiais  que têm esse t i p o  de comportamen- 

t o  s ã o  denominados i n e l á s t i c o s  ou  m a t e r i  a i s  com memóri a .  
Para  e s t e s  mater ia i s  pode e s c r e v e r - s e  de forma geral 



onde i n d i c a  a h i s t ó r i a  da carga no intervalo [ O ,  

t ] ,  e V, é um f u n c i o n a l ,  q u e  t r a n s f o r m a  a cada  i n s t a n t e ,  

a h i s t ó r i a  de  tensão  em h i s t õ r i a  de deformação  c o r r e s p o n -  

d e n t e .  

Da mesma f o r m a  pode e s c r e v e r - s e :  

com s i g n i f i c a d o  a n ã l o g o  p a r a  
t 
E ( r )  e E. A s  va r iãve i s  

+r= O 

b á s i c a s  s ã o  a t e n s ã o  D, a d e f o r m a ç ã o  E e o  tempo t. 

Hã t e o r i a s  q u e  es tudam o s  m a t e r i a i s  i n e l á s t i -  

c o s  s o b  d i f e r e n t e s  a s p e c t o s  ou e n f o q u e s ;  uma d e l a s  é a cor  - 
r e s p o n d e n t e  a o s  m a t e r i a i s  e l a s t o - p l ã s t i c o s ,  c u j o  c o m p o r t a -  

m e n t o  é i n d i f e r e n t e  ã e s c a l a  do tempo;  o u t r a ,  a v i s c o e l a s  - 
t i c i d a d e  1 i n e a r ,  q u e  a n a l i s a  os m a t e r i a i s  c u j o  cornpor ta-  

m e n t o  6 i n d e p e n d e n t e  da e s c a l a  de  t e n s õ e s .  A s  c o n s i d e r a -  

ç õ e s  e a p l i c a ç õ e s  d e s t e  t r a b a l h o  assumem a condição de ho - 

m o g e n e i d a d e  do m a t e r i a l .  Na verdade,  t r a b a l h a - s e  çom um 

m a t e r i  a 1  não-homoggneo,  o c o n c r e t o .  M a s ,  r e s a l t a - s e  que, o 

c o n c r e t o  pode s e r  c o n s i d e r a d o  como e s t a t i s t i c a m e n t e  homo- 

gêneo s e  o tamanho da peça f o r  bem m a i o r  que o do a g r e g a -  

do, O u t r a  r e s t r i ç ã o  a s e r  f e i t a  que s e  c o n s i d e r a m  a s  

c o n d i  ç õ e s  i s o t g r m i  c a s  . 

2.2 - E n s a i o s  de  F l u ê n c i a  e de R e l a x a ç ã o  

No e s t u d o  do c o m p o r t a m e n t o  dos m a t e r i a i s  v i s c o  - 

e l á s t i c o s ,  d o i s  t i p o s  de  e n s a i o s  são ,  p a r t i c u l a r m e n t e ,  i m -  

p o r t a n t e s .  O p r i m e i r o ,  d i t o  de f l u c n c i a ,  onde o c o r p o  de 

p r o v a  6 s u b m e t i d o  a uma de te rm inada  t e n s ã o ,  a q u a l  é m a n t i  - 

da c o n s t a n t e  no  tempo.  Esse t i p o  de h i s t ó r i a  de  carga  po-  



F i g u r a  2 . 1  - E n s a i o  de F l u ê n c i a  



de s e r  r e p r e s e n t a d o  por i n t e r m e d i o  da expressão 

o (t) = o. H(t - r o )  

onde 

é a função de H e a v i s i d e  ou s a l t o  u n i t ã r i o ,  e mostrada con- 
forme a f igura Z . l . ( a ) .  

Se o  mater ia l  f o s s e  e l á s t i c o  a c o r r e s p o n d e n t e  
h i s t ó r i a  d e  deformação s e r i a :  

conforme a f i g u r a  2 . l . b .  

Para um mater ia l  v i s c o e l ~ s t i c o  tem-se uma h i s  - 
t õ r i a  de deformações, a q u a l  e s t á  i n d i c a d a  na f i g u r a  2 .  I ,  
. c ,  i s t o  e ,  a d e f o r m a ç ã o  cresce ,  a i n d a  q u e  a t e n s ã o  perma- 
neça c o n s t a n t e .  Pode-se representar essa  h i s t õ r i a  de de-  
f o r m a ç ã o  por 

E ( t )  = 

[..o,ro, - + c  [ao*t..o] 

Desde  l o g o ,  percebe-se que existem d u a s  catego  
r i a s  de d ~ f o r m a ç õ e s  n o s  mate r i a i s  v i s c o e l ã s t i  c o s .  A p r i -  

meira, que  ocorre em um in terva lo  de tempo m u i t o  pequeno, 



denominada de e l á s t i c a  ou  i n s t a n t â n e a  e ,  a segunda,  que 

d e s e n v o l v e - s e  l e n t a m e n t e ,  chamada de deformação t e n t a  

ou v i s c o e l ã s t i c a .  P o r  e x e m p l o ,  p a r a  o caso do c o n c r e t o ,  

a deformação l e n t a  é t r ê s  a q u a t r o  vezes maior  que  a i n s -  

t a n t ã n e a ,  de um modo gera l ,  p a r a  uma d e t e r m i n a d a  tensão. 

O segundo t i p o  de e n s a i o ,  que i n d i c a  as c a r a c -  

t e r i s t i c a s  v i s c o e ~ ã s t i c a s  d o  mater ia l ,  é d i t o  e n s a i o  de r e  - 
laxação. N e s t e  ensajo o corpo de p r o v a  é submet ido a uma 
h i s t ó r i a  de deformações,  que é m a n t i d a  c o n s t a n t e  no tempo 

e pode ser  r e p r e s e n t a d a  p o r  

resultando d a i  um e s t a d o  d e  tensões 

O que ocorre pode  s e r  v e r i f i c a d o  na  f igura S .  

2 .  C o m  as deformações constantes as  'tensões diminuem com 
o tempo. Nesse caso  pode-se tambzm separar d u a s  categorias 

de e f e i t o s  sobre a s  t e n s õ e s ,  a s  i n s t a n t a n e a s  e a s  v i s c o e -  

l á s t i c a s =  

2.3 - Linearidade 

Na e l a s t i  c i dade ,  d i z - s e  que e x i s t e  1 i n e a r i d a d e  

e n t r e  t e n s ã o  e deformação quando pode  ap l i car - se  o pr inc i  - 
p i o  da superposi cão. E s t e  p r i n c y p i o  d i z  que, p o r  exemplo ,  

a deformação provocada por uma tensão 2 a 0  5 o d o b r o  da d e  - 
formação provocada p o r  ao. Já  p a r a  mater ia is  viscoelás t i -  

c o s ,  a l i n e a r i d a d e  é d e f i n i d a  p e l o  p r i n c i p i o  de Bol tzmam, 
segundo o  qua l  , d a d a s  duas h i s t õ r i a s  d e  c a r g a ,  

t 
01 (d* 

.c=o 



Figura  2.2 - E n s a i o  de relaxação 

t 
5 ( r )  com a s  correspondentes de formações  
2 T = o  

o f u n c i o n a l  D deve s a t i s f a z e r  a r e l a ç ã o  



p a r a  qualquer  v a l o r  de a,, 0 2 ,  q ( r )  e ~ ~ ( 4 .  
-r=o T = O  

P o r  exem - 

p l o ,  p a r a  u m  mesmo t empo t l ,  a d e f o r m a ç ã o  p r o v o c a d a  p o r  

uma t e n s ã o  2 a o H ( t l )  é o d o b r o  d a  p r o v o c a d a  p o r  u m a  t e n -  

s ã o  o o H ( t l ) .  Da mesma m a n e i r a ,  o principio é a p l i c a d o  p a  - 

ra h i s t õ r i a s  de d e f o r m a ç õ e s  p r e s c r i t a s  . Em ensaios  d e  l a  - 

b o r a t õ r i o ,  a l i n e a r i d a d e  E v e r i f i c a d a  através  d e  d e t e r m i -  

nações  da relação t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o ,  p a r a  d e t e r m i n a d o s  pe - 

r iodos  de c a r r e g a m e n t o  t l ,  t2...t, A s  c u r v a s  o b t i d a s  

s ã o  d e n o m i n a d a s  isõcronas e ,  se f o r e m  r e t a s ,  o mater ia l  
d i t o  v i s c o e l á s t i c o  l i n e a r  ( f i g u r a  2.3) 

F i g u r a  2.3 - Curvas  Isócronas 

P a r a  o s  m a t e r i a i s  viscoelãsticos 1 i n e a r e s ,  a s  

relações 2 . 2 - 3  e 2 . 2 . 5  podem ser e s c r i t a s  d a  forma: 



- I 
o n d e  R e C são funções l i n e a r e s ,  que fo rnecem em cada 

i n s t a n t e ,  t > T o '  a s  h i s t ó r i a s  de t e n s ã o  e d e f o r m a ç ã o ,  

c o r r e s p o n d e n t e s  a v a l o r e s  c o n s t a n t e s  da de fo rmação  e 

s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e .  

2 . 4  - Teorema de R i e s z  

As equações 2 . 1 . 3  e 2 . 1 . 4  s ã o  b a s t a n t e  g e r a i s  

e se rvem p a r a  t o d o s  o s  m a t e r i a i s  d i t o s  s i m p l e s ,  s e j a m  

e l á s t i c o s ,  p l ã s t i  c o s ,  v i s c o e l ~ s t i c o s ,  e t c .  N o  c a s o  de 

e l a s t i c i d a d e  l i n e a r ,  a r e l a ç ã o  f u n c i o n a l  6 a s i m p l e s  mul - 
t i p l i c a ç ã o  p o r  u m a  c o n s t a n t e ,  Já a v i s c o e l a s t i c i d a d e  li- 

n e a r ,  c o r r e s p o n d e  ao c a s o  em q u e  as  f u n c i o n a i s  s ã o  l i n e a  - 
r e s  e c o n t ? n u o s .  

No c a s o ,  t r a b a l h a - s e  com m a t e r i a i s  que s a t i s -  

fazem o p r i n c í p i o  de B o l t z m a n n ,  i s t o  é, l i n e a r e s .  J á  a 

c o n t i  n u i  d a d e ,  geralmente, s e  cumpre. Imp l  i ca  em, P o r  
e x e m p l o ,  e x e c u t a r  d o i s  t e s t e s  com h i s t ó r i a s  de deforma-  

ções s i m i l a r e s  e o b t e r  r e s u l t a d o s  também s i m i l a r e s .  En- 
- 

t ã o ,  como o f u n c i o n a l  n a  v i s c o e l a s t i c i d a d e  l i n e a r  e li- 

near  e c o n t i n u o ,  p o d e  apl icar-se  o t e o r e m a  de R i e s z .  Es-  

t e  t e o r e m a  d i z  que se 

=t 
&(r) = V [ ~ ( t ) ]  e D é l i n e a r e  c o n t í n u o ,  

r = O  

e n t ã o  ~ ( t )  p o d e  ser expresso medi a n t e  a i n t e g r a l  de S t i e l t j e .  

onde D(t,r) 

~ ( t )  = d õ / d t  

c d e t e r m i n a d o  por V e independe de ~ ( t ) .  

e x i  s t e ,  pode e s c r e v e r - s e  também: 



- 
N a t u r a l m e n t e ,  s e  a histõria d e  de fo rmação  e 

d a d a ,  pode  e s c r e v e r - s e ,  a n ã l o g a m e n t e ,  a partir de 2.1 .4 .  

e ,  d a  mesma f o r m a ,  s e  g ( t ) =  - d E  e x i s t e ,  
d t 

Uma e x g l  i c a ç ã o  i n t u i t i v a  pode s e r  dada a o  t e o  - 
rema de R i e s z .  Aproxima-se uma h i s t ó r i a  d e  t e n s ã o  por uma 
série de degraus de pequen? m a g n i t u d e  como na f i g u r a  2.4.  

F i g u r a  2 . 4  - Expl icação do Teorema de Riesz 



ç â o  de o ( t )  como i n c r e m e n t o s  d e  c a r g a  expressos p o r  ; ( r j )  

Toma-se um d e g r a u  g e n é r i c o  c e n t r a d o  
d 

a l t u r a  c o r r e s p o n d e n t e  ~ ( T ~ ) A T ~ ,  onde A r i  e o 

e n t r e  um d e g r a u  e o a n t e r i o r .  Po'de c o n s i d e r a r - s e  

em r , com i 
i n t e r v a l o  

a v a r i a  - 

O e r r o  de  ap rox imação  pode s e r  d i m i n  

zendo o s  4 r i  i n f i n i t e s i m a i s  No l i m i t e  

H ( ~ - T ~ ) A T ~ .  A h i s t ó r i a  de t e n s õ e s  pode s e r  e x p r e s s a  

um somatõrio dos d i v e r s o s  i n c r e m e n t o s  d e  c a r g a  

têm c o n s t a n t e s .  

Desta  f o r m a ,  o b t é m - s e  a r ep r e sen t açã  
ç ã o  o ( t )  em t e r m o s  d a  função  de H e a v i s i d e  H ( t  

por  
q u e  s e  m a n  

e n o  1 i m i t e  para a r i  *O 

Sabe-se que,  p a r a  um m a t e r i a l  dado,  

determinar ,  com b a s e  em um e n s a i o  d e  f l u ê n c i a ,  a 
de d e f o r m a ç õ e s  c o r r e s p o n d e n t e  a um s a l t o  u n i t á r i o  

ga  ( v e r  2 , 2 ) .  A r e s p o s t a  é e x p r e s s a  p e l a  função  

Por  c a u s a  d a  l i n e a r i d a d e  do f u n c i o n a l ,  pode 

partir de 2 . 4 . 5  

pode-se  
h i s t ó r i a  

de c a r -  

D ( ~ , T ) .  
e s c r e v e r - s e  a 



q u e  e q u i v a l e  a 2 . 4 . 6 .  

Logo,  o  teorema de R i e s z  pode ser  i n t e r p r e t a d o  

como uma redução  d a  h i s t õ r i a  de c a r g a  soma de funções sal - 
t o  u n i t á r i o  e a s u p e r p o ç i ç ã o  dos  e f e i t o s  c o r r e s p o n d e n t e s .  

E s t a  r e p r e s e n t a ç ã o  é ,  à s  v e z e s ,  chamada  de m é t o d o  de supey  

posição e ,  geralmente,  aparece l i g a d a  a o s  nomes de  B o l t z -  

mann e V o l t e r r a .  P e l o  mesmo r a c i o c T n i o ,  se a h i s t 6 r i a  d e  

deformações E d a d a ,  c h e g a - s e  a :  

N o t a - s e  que  a f u n ç ã o  D ( ~ , T )  q u e  a p a r e c e  em 2 .  

4 . 1  e ,  s implesmente ,  a resposta do material a uma f u n ç ã o  

s a l t o  u n i t á r i o ,  i s t o  é,  a resposta a um e n s a i o  de f l u ê n c i a  

com u o = l .  Da mesma forma, E ( ~ , T )  é a r e s p o s t a  a um e n s a i o  

de r e l a x a ç ã o ,  com ~ ~ = 1  . 
Pe lo  p r i n c y p i o  da c a u s a l i d a d e ,  o q u a l  d i z  que 

o s  e f e i t o s  s ã o  p o s t e r i o r e s  a s  c a u s a s ,  vem p a r a  T > t, D ( ~ , T )  
= O, de modo que o l i m i t e  superior d a s  i n t e g r a i s  em 2.4 .8  e 

2 . 4 . 9 ,  pode s e r  subs t i tu ido  por t .  Da mesma f o r m a ,  se  o 
m a t e r i a l  não f o r  carregado a n t e s  do in tante  T = T ~ ,  o l i m i -  

t e  i n f e r i o r  d e s t a s  in t egra i s  pode s e r  substitu?do por T I .  

L o g o ,  as r e l a ç õ e s  2.4.8 e 2 . 4 . 9  podem s e r  e s c r i t a s :  

. ( t )  = I:, ; ( T )  D ( t , = )  d r 



I n t e g r a n d o  2.4.10 e 2 , 4 . 1 1  por p a r t e s  vem 

onde 

são denominados, r e s p e c t i v a m e n t e ,  d e  a d m i  t ã n c i a  de f l u -  

ê n c i a  e a d m i t â n c i a  de r e l a x a ç ã o  e ,  E ( T ~ )  = l / D  ( T ~ )  

= E ,  e o mõdu lo  i n s t a n t ã n e o  de  e l a s t i c i d a d e  no in s -  
t a n t e  T ~ .  

A s  equações 2 .4 .12  e 2 . 4 . 1 3  são e q u a ç õ e s  i n  - 

t e g r a i s  de V o l t e r r a  f u n ç õ e s  de a ( t )  e ~ ( t )  r e s p e c t i v a m e n  - 

t e  com núc leos  2 . 4 . 1 4  e 2 . 4 . 1 5 .  N o t a - s e  que, s e  D ( ~ , T )  

e E ( t , r )  forem c o n s t a n t e  e i g u a i s  a 1 / E  e E ,  r e s p e c t i v a -  
mente,  o b t e m - s e  a l e i  e l á s t i c a  linear, expressa em 2 . 1 . 1  

e 2 .  1.2.  Os n ú c l e o s  D(t,r) e E ( t , r )  s ã o  c h a m a d o s  de 
f unção  de f l u z n c i a  e de r e l a x a ç ã o  r e s p e c t i v a m e n t e .  

2 . 5  - E n v e l h e c i m e n t o  

O b s e r v a - s e ,  t a m b é m ,  que D ( t , ' c )  e E ( ~ , T )  s ã o  

funções d e  d u a s  variáveis. A primeira,  t , é o tempo em 

que se e s t ã  medindo  a resposta d a  f unção  e ,  a s e g u n d a ,  r ,  
d e a i d a d e  do c o r p o  de p r o v a  n a  ho ra  do c a r r e ~ a m e n t o .  Esta 



dependênçia d a  idade do corpo de prova, 6 denominada enve- 
l h e c i m e n t o ,  e pode ser melhor observada reescrevendo-se os 
nücleos D ( t , r )  e E ( t , r )  d a  seguLnte  maneira: D ( t , t - T )  e 
E ( t , t - t ) ,  onde t-T O tempo s o b  c a r g a .  

E x i s t e m  m a t e r i a i s  sem e n v e l h e c i m e n t o ,  como I 

plástico, e m e t a i s  a baixas t e n s õ e s .  N e s t e  caso ,  as fun- 

ções  são de, a p e n a s ,  uma v a r i á v e l ,  o tempo a p ó s  a carga, ou 

s e j a ,  D ( t - T )  e E(t-T). 

2 . 6  - Modelos Reolõgicos 

Na viscoel as t i c idade  1 i n e a r ,  destacam-se d u a s  
abordagens  p a r a  os  fenômenos e s t u d a d o s .  A primeira, t e n t a  

traduzir, de f o r m a  a n a i i t i c a ,  a s i t u a ç ã o  geral; a outra,  
tende a esquematizá-la , com modelos mecãni  c o s  compostos, os 
quais  representam, geralmente, um modo apropriado de i n t r o  - 

d u z i r  os c o n c e i t o s  fundamentais da  v i s c o e l a s t i c i d a d e .  

0s modelos reolÕgicos s ó  devem s e r  considera- 
d o s  como representação ideal  do comportamento real , geral - 
mente m a i s  c o m p l e x o .  Alguns autores Ihes dão g r a n d e  i m p o r  - 
t ã n c i a  e consideram que ,  o problema de d e s c o b r i r  proprieda 
des de a l g u m  meio particular, está reso lv ido  quando o mode - 

10 adequado f o r  d e s c o b e r t o .  Na r e a l  i d a d e ,  e l e s  a j u d a m  r 
interpretar essas  s i t u a ç õ e s ,  mas não são fundamentadas no 
d e s e n v o l v i m e n t o  de uma t e o r i a  c o n s i s t e n t e  d e  m a t e r i a i s  com 

memória. Saber  se um material reage de acordo com os mo- 

delos, é uma q u e s t ã o  de t e s t e s .  
\ 

Os rnodel o s  r e o l  Ó g i c o s  apresentados neste  c a p r t y  

10,  seguindo o que t r a d i c i o n a l m e n t e  se  a p r e s e n t a  em obras  

de  v i s c o e l a s t i c i d a d e ,  não levam em c o n t a  o enve lhec imen to  

q o  m a t e r i a l .  
0s elementos b á s i c o s  dos modelos reo1Ógicos são 

a mola e o amortecedor. A o  aplicar uma força P em uma mo - 



l a ,  seu comprimento a u m e n t a  de  uma c e r t a  q u a n t i d a d e  e ,quan  - 

do a f o r ç a  é removida ,  e l a  v o l t a  a o  s e u  tamanho o r i g i n a l .  

O mesmo fenõmeno 6 o b s e r v a d o  em um t e s t e  de  t r a ç ã o  com u m  

m a t e r i a l  e l á s t i c o .  Uma mola p e r f e i t a m e n t e  linear e sem i- 

n é r c i a  s i m b o l i z a  a l e i  de  Hooke.  

onde E ,  é denominada de mÓdulo de e l a s t i c i d a d e  

neo .  
Um amortecedor é composto por  um p i s t ã o  que s e  

move em um c i l i n d r o  com f u n d o  f u r a d o ,  de modo que não en- 
t r e  a r  em seu i n t e r i o r .  Entre o c i l i n d r o  e a p a r e d e  do 

p i s t ã o  há um l u b r i f i c a n t e  v i s c o s o ,  de modo que,  uma f o r ç a  
P é n e c e s s á r i a  p a r a  d e s l o c a r  o  p i s t ã o .  Q u a n t o  m a i o r  e s s a  
f o r ç a ,  mais r á p i d o  s e  move  o pistão. A q u i ,  t a m b é m ,  p o -  

de compara r - se  com t e s t e s  de  t r a ç ã o  de d e t e r m i n a d o s  mate- 
r i a i s .  Q u a n d o  a f o r ç a  é a p l i c a d a ,  a b a r r a  E e s t i r a d a .  En- 

t r e t a n t o ,  o a l o n g a m e n t o  não é p r o p o r c i o n a l  ã f o r ç a ;  quem 
v a r i a  com a f o r ç a  é a v e l o c i d a d e  de deformação .  O amor te -  
c e d o r  r ep re sen t a  a l e i  de Newton 

é a v e l o c i d a d e  d e  d e f o r m a ç ã o  - e n é o  coe- onde  E = - 
d t  

f i c i e n t e  d e  v i s c o e l a s t i c i d a d e .  

A s  mo1 a s  r e p r e s e n t a m  a s  deformações r e v e r s i -  
v e i s ,  r e l a c i o n a d a s  com a e n e r g i a  p o t e n c i a l ,  e n q u a n t o  os  a -  
m o r t e c e d o r e s  simulam a s  deformações i r r e v e r s 7 v e i  s que  se ca - 

r a c t e r i  zam p e l a  d i s s i p a ç ã o  d e  e n e r g i a .  Combi nando-se  os 
d o i s  elementos a n t e r i o r e s ,  a m o l a  e o  a m o r t e c e d o r ,  pode ob - 

t e r - s e  d i f e r e n t e s  representações  do comportamento v i s c o e -  

l ã s t i c o  1  i n e a r ,  i n t e r m e d i ã r i o s  e n t r e  o comportamento e l á s -  



F i g u r a  2 . 5  - Modelos r e o l õ g i c o s  - ( a )  Mola e lás t ica  

( b )  Amortecedor 
viscoelas ti co 

t i c o  l i n e a r  e o v i s c o e l á s t i c o  puro. O s  modelos r e o l õ g i c o s  

b á s i c o s  são o modelo de Maxwel l  e o  modelo de Ke lv in -Vo ig t .  

2 . 6 . 1  - Modelo de Maxwel l  

O modelo de Maxwel l  é a combinação de uma m o l a  

com um amortecedor em s e r i e  ( f i g u r a  2 . 6 ) .  

F i g u r a  2 . 6  - Modelo de Maxwel l  

As equações do modelo são:  

- Equação de e q u i l i b r i o  



- Equação de compatibil i d a d e  

€0) = ~ ~ ( t l  -+ ~ $ 1  

- Equações c o n s t i t u t i v a s  

q ( t )  = E E E I ~ )  

o , ( t l  = 0 ;,o) 

O s  s u b i n d i c e s  E e r e p r e s e n t a m ,  r e s p e c t i v a m e n  - 
t e ,  a s  tensões  ou d e f o r m a ç õ e s  na mo1 a e no a m o r t e c e d o r -  

D i f e r e n c i a n d o  a equação d e  c o m p a t i b i l i d a d e  2 .  

6 . I  . 2  com r e s p e i t o  a o  t empo  e s u b s t i t u i n d o  pelos valores de 
2 . 6 . 1  . 3  e 2 . 6  1 obtém-se 

que é a equação  d i f e r e n c i a l  do modelo de M a x w e l l .  

A solução g e r a l  de 2 . 6 . 1 . 4  para uma h i s t ó r i a  

de tensão d a d a ,  serã:  

Da mesma f o r m a ,  para uma h i s t ó r i a  de deforma-  

ção  d a d a  obtém-se d a  resolução da e q u a ç z o  d i f e r e n c i a l  de 

p r i m e i r a  ordem 2 . 6 . 1 . 4  



por partes 
Para obter -se  a f u n ç ã o  de f l u ê n c i a  i n t e g r a - s e  
2 . 6 , 1 . 5  para obter  

E ,  dessa expressão,  2 . 6 . 1 . 7  e de 2 . 6 . 1  -6, r e -  
t i r a - s e  a f u n ç ã o  d e  re laxação  e fluência, respectivamente, 

ou  s e j a :  

As a d m i t ã n c i a s  de relaxação e f luênc ia  são: 

Realizando um e n s a i o  de f l u ê n c i a  com o mode lo ,  

onde a t e n s ã o  é m a n t i d a  c o n s t a n t e  e i g u a l  a o o H ( t - r ] ) ,  a 

e x p r e s s ã o  2 ,6 ,1 .5  t r a n s f o r m a - s e  em: 

que é a equação d e  u m a  reta que passa por  o l / E  em T I .  A O  
descarregar o m o d e l o ,  em t = t, , ocorre uma deformação i ns - 

t a n t ã n e a  no v a l o r  de -cr,/E, i s t o  é, a mola l ibera  toda sua 



e n e r g i a  p o t e n c i a l  e n q u a n t o  o amortecedor permanece sem se  
deformar. E s t e  comportamento es tá  i n d i c a d o  na f i g u r a  2 . 7  

'1 , tl t ,.r 

Figura 2.7 - Experiência de f luenc ia  de um modelo Maxwell 

S e ,  em t = t l  , a experiência de f luência con-  
t inuasse ,  a deformação cre scer ia  sem 1 i m 7 t e .  D e n t r o  do do 
rn ín io  das  equações  c o n s t i  t u t i v a s  1 i neares, o modelo mostra 
um t i p i c o  comportamento de f l u ido ;  c a p a c i d a d e  d e  se de for -  

m a r  i 1  i m i t a d a m e n t e  sob pressões f i n i  t a s .  Por i s s o  tam- 
bém chamado de f l u T d o  de M a x w e l l .  



Agora ,  em t = T toma-se  uma deformação cons-  1 '  
t a n t e  e i g u a l  a o. H ( t - r l )  E uma experiência de relaxa- 
ç ã o .  Fazendo em 2 . 6 . 1 . 6  ~ ( t )  = H ( t - r l )  

onde 6 ( t - r , )  é a f u n ç ã o  de Dirac, d e r i v a d a  da função de 
Heav i  s ide .  Integrando 2 . 6 . 1  .ll vem 

Figura 2.8 - Experiencia de relaxação de um Modelo de Maxwell 



O comportamento do m o d e l o  para essa experiência 
de relaxação e s t á  i n d i c a d o  na  f i g u r a  2 . 8 .  A tensão decres-  
ce  com o tempo e tende a zero p a r a  t -3-. O e x p o n e n c i a l  

da equação 2 . 6 . 1 . 1 2  E / q  tem dimensão i n v e r s a  d o  tempo e ,  
é denominado seu inverso  de t empo  de r e l a x a ç ã o ,  e represen - 
t a d o  por T. Se e s t a  relação, T = n/E, variar,  a v e l o c i d a d e  

de r e l a x a ç ã o ,  i s t o  é, a inclinação da curva tambem v a r i a ,  L o -  

g o ,  T dá uma i d é i a  da demora d o  processo de re laxacão .  As- 

s i m  nos c a s o s  l i m i t e s ,  T+= ,  o modelo de Maxwell repre- 
s e n t a  m a t e r i a i s  e l á s t i c o s ,  e T * O ,  representa m a t e r i a i s  

v i s c o s o s  ( f i g u r a  2 . 8 ) .  

2 . 6 . 2  - Modelo de K e l v i n - V o i g t  

O m o d e l o  de K e l v i n - V o i g t ,  é composto p e l a  com - 
b i n a ç ã o  de uma mola e um amortecedor em p a r a l e l o  ( f i g u r a  2 . 9 ) .  

F i g u r a  2 . 9  - Modelo de 

KeIv i  n-Voight 

Como e s t ã o  em p a r a l e l o ,  a d e f o r m a ç ã o  EE d a  mo- 

l a  é i g u a l  a deformação do a m o r t e c e d o r .  A s  equações 

correspondentes a o  modelo s ã o :  

- Equação d e  equilíbrio 



~ ( t )  = o E ( t )  + o q ( t )  

- Equação de compatibilidade 

~ ( t )  = ~ ~ ( t )  = ~ ~ ( t )  

- ~ q u a ç õ e s  c o n s t i t u t i v a s  

Substituindo 2.6.2.3, com 2.6.2.2 em 2.6.2.1, 

o b t é m - s e  a equação diferencial d o  m o d e l o  

A so lução  dessa equação diferencial para uma 
h i s t ó r i a  de tensões  d a d a  6 :  

Integrando-se por p a r t e s  2.6.2,5 obtém-se uma 

equação na f o r m a  2.4.10. L o g o ,  a f u n ç ã o  de f luênc ia  do 

modelo  s erá :  

A f u n ç ã o  de relaxação, que a respos ta  do mo- 
d e l o  a uma f u n ç ã o  ~ ( t )  H ( t - - r )  para ~ ( t ) = l ,  pode ser ob- 

tida diretamente de 2.6.2.4. 



As a d r n i t ã n c i a s  de f l u e n c i a  e relaxação são, 
respectivamente: 

Para uma experiência de f l u ê n c i a ,  onde ~ ( t )  = 
o. H ( t -  T,), e n t r a - s e  em 2 . 6 . 2 . 5  e o b t é m - s e :  

# 

Em t== a deformação e n u l a  e em t = -  
1 ' e 

i g u a l  a oo/E, conforme  f igura 2 . 1 0 .  Para uma deformação 

m u i t o  grande ,  a deformação 5 proporcional ã tensão. E ,  es - 

t e  é quase um comportamento de c o r p o  s õ l i d o .  Por e s t e  mo- 

t i v o  o modelo também G chamado de só1 i d o  de Kelvi n .  

A r a p i d e z  do c r e s c i m e n t o  da deformação d e p e n d e  
do valor v / E  que,  no c a s o ,  G chamado de tempo de retarda- 
ção - T .  Ao se re t i rar  a c a r g a  em t = t l ,  a deformação de - 
cresce  e ,  para  um tempo i n f i n i t o ,  t ende  a zero .  Esta cur- 
v a  é chamda de curva de recuperação do material .  

J á  uma e x p e r i ê n c i a  de re laxação  do modelo é i m  - 
p o s s í v e l ,  p o i s ,  aplicando uma deformação ~ ( t )  = E, H(t-r, ) ,  

2 . 6 . 2 . 4  transforma-se em: 

e ,  para t = T a f u n ç ã o  de D i r a c  toma a f o r m a  6 ( ' r l  - T ~ )  1 '  



Fig .  2.70 - Ensaio de FlGncia em um Modelo Kelvin-Voigt e 
posterior descarregamento 

e assume um valor i n d e f i n i d o ,  de f o r m a  que não haverá uma 

t ensão  d e f i n i d a .  

2.6 3 - Hodel  o s  general i z a d o s  

Os modelos de Kelvin e de M a x w e l l  r e p r e s e n t a m  

apenas, garci almente, o compor tamen to  rea l  dos m a t e r i a i s  

v i  scoel  ã s t i  c o s  . Para mel horar a representação ,  p o d e - s e  

u t i l i z a r  o u t r a s  combinações  e s p e c i a i s  de m o l a s  e amortece- 

d o r e s .  D o i s  são  os m e i o s  de constru ir  modelos  m a i s  comple - 
x o s :  o modelo de K e l v i n  general i t a d o  e o modelo de Maxwell 



generalizado. O modelo g e n e r a l i z a d o  d e  Maxwell, com n e l e  - - 
m e n t o s  de t e m p o s  d e  re ta rdação  d i f e r e n t e s ,  e de boa repre- 

sentação, s o b r e t u d o ,  p a r a  e n s a i o s  de r e l a x a ç ã o .  e compos-  

to por d i v e r s o s  m o d e l o s  de M a x w e l l  em p a r a l e l o  ( f i g u r a  2 .  

1 1 ) .  

& 

F i g u r a  2 . 1 1  - Modelo g e n e r a l i z a d o  de Maxwell 

A s  equações d e s t e  modelo s ã o :  

- Equação de equi  l i b r i o  

- Equação de c o m p a t i b i l i d a d e  

E ( t )  = 

- Equações c o n s t i  t u t i v a s  





Figura 2 . 1 2  - b l o d e l o  generalizado de Kelvin 

As e q u a ç õ e s  de Kelv in  g e n e r a l i z a d o  são:  

- Equações de equilibrio 

- Equação d e  compatibilidade 

- Equações cons t i  t u t i v a ç  

Da mesma forma, utilizando a solução d a  equa- 

ção  diferencial 2 . 6 . 3 . 1 1 ,  para uma determinada tensão co-  

n h e c i d a ,  encontrada em 2.6.3.5, obtém-se com o auxTiio das 
equações de equil7brio e de c o m p a t i b i l i d a d e  do modelo:  

P o r t a n t o ,  a f u n ç ã o  d e  fluência e a a d m i t ã n c i a  



de f l u e n c i a  s e r ã o :  

" ~ ( t - r )  = - L 1 - e " ~  
r= l  

A equação diferencial do m o d e l o ,  o b t i d a  a p a r -  

t i r  de 2 . 6 . 3 . 1 1 ,  s erá:  

Cabe notar que as equações generalizadas d o s  

modelos de K e l v i n  e M a x w e l l  tomam a f o r m a  g e r a l  de: 

o n d e  P e Q são operadores d i f e r e n c i a i s ,  d a  forma 

C o m  p,  e q r  s ã o  c o e f i c i e n t e s  c a r a c t e r i s t i -  

c o s  do  m o d e l o  e po=l . A e q u a ç ã o  2 .6 .3 .16  é c o n h e c i d a  co-  

m o  equação  c o n s t i t u t i v a  d o s  materiais viscoelãsticos e é a 

descrição matemát i  ca  d o  c o m p o r t a m e n t o  mecãni c o  desses ma- 

teriais. 



2 . 6 . 4  - Mode lo  s t a n d a r d  

Um dos mais conheci dos mo de 1 o s  general i zados , com 

t r e s  parâmetros, compostos por uma m o l a  e um elemento de K e l v i n  e m  
s é r i e ,  representado na f igura 2 . 1 3 ,  e o modelo s tandard.  

F i g u r a  2 .13  - Modelo S t a n d a r a  

N o t a - s e  q u e  o mode lo  c o r r e s p o n d e  a um m o d e l o  

de K e l v i n  generalizado, no c a s o  em que r i ,  = O e E 3  = E4  = 

E 5  . .  .... - m *  

A s  equações  c o r r e s p o n d e n t e s  a o  m o d e l o  são:  

- Equações de e q u i l i b r i o  

- Equações d e  compat i  b i  l i  dade 

- Equações c o n s t i  t u t i v a s  

o E l ( t )  = ~ ~ ~ ( t )  

u k ( t )  = E7 - ~ ~ ( t )  + l i *  L k ( t )  ( 2 . 6 . 4 . 4 )  

Escrevendo 2 .6 .4 ,4  d e  forma o p e r a c i o n a l  



e ,  e n t r a n d o  com 

que n a d a  m a i s  d o  que  a e x p r e s s ã o  2 . 6 . 3 . 1 6  do m o d e l o  ge-  
- n e r a l i z a d o  de K e l v i n ,  com n l = O  e E S = E 4 = E , =  ... - -, 

3 

D e s e n v o l v e n d o - s e  e s s a  e x p r e s s ã o  chega-se  a uma equação  do  

t i p o  2 . 6 . 3 . 1 7  

q u e  e uma equação diferencial l i n e a r  d o  t i p o  y l ( x ) + A ( x )  y 

= B ( x ) ,  onde A ( x )  e B ( x )  s ã o  f u n ç õ e s  c o n h e c i d a s .  

A solução de 2.6.4.7 p a r a  uma h i s t ó r i a  de.car - 
g a s  c o n h e c i d a s  e ,  p a r a  uma h i s t õ r i a  de d e f o r m a ç õ e s  c o -  

n h e c i d a ,  e ,  r e s p e c t i v a m e n t e :  

I n t e g r a n d o  por p a r t e s  2 .6 .4 .8  e 2.6.4.9, ob-  
tGm-se equações  d o  t i p o  2 . 4 . 9  e 2 . 4 . 1  1  



t 
E: 

--- 
o,,, = I T I  k, - (1 - e  '2 

r 1 E1 + € 2  

0s n i i c l e o s  d a s  equações i n t e g r a i s  2 . 6 . 4 . 1 0  e 

2.6.4.11 s ã o  a função  d e  f l u e n c i a  e r e l a x a ç ã o ,  r e s p e c t i -  
vamente ,  do modelo s t a n d a r d .  D i f e r e n c i a n d o  e s t a s  funções 

com r e s p e i t o  a T ,  o b t é m - s e  a a d r n i t ã n c i a  de f l u ê n c i a  e 

a admi  t ã n c i a  de r e l a x a ç ã o ,  o u  s e j a :  

R e a l i z a n d o  uma e x p e r i ê n c i a  de f luênc ia  com uma 

t e n s ã o  n ( t )  = o. H(t - r l  ) ,  vem d e  2.6.4.10 

Pode-se n o t a r  que, p a r a  t = r ,  , a deformação é 
e l á s t i c a  e i g u a l  a u0/El e ,  a p a r t i r  d a i  c r e s c e  exponen-  

c i a l m e n t e  a u m  v a l o r  l i m i t e .  Se em t =  t l ,  o mode lo  f o r  
descarregado h a v e r á  um decréscimo i m e d i a t o  d o  v a l o r  oo/E1 



na deformação e, a p a r t i r  desse s a l t o ,  tenderá exponencial- 
mente a zero ( f i g u r a  2 . 1 4 ) .  

F i g u r a  2 . 7 4  - E n s a i o  de F l u e n c i a  de um Modelo 
S t a n d a r d  e posterior  descarregamento 

O envelhecimento d e  materiais, como o concre- 

t o ,  pode  s e r  representado por modelos com coef ic ien tes  variá - 
v e i s .  N e s t e  c a s o ,  a l g u m a s  d a s  suas v a n t a g e n s ,  como a f ã c i l  
d e t e r m i n a ç ã o  das equações m a t e m ã t i c a s  e ,  a simplicidade de 
interpretação f í s i c a ,  são ,  parcialmente, perdidas. Este pro - 
blema será abordado  em maiores d e t a l h e s  no c a p í t u l o  3 .  



C A P I T U L O  3 

VISCOELASTICIDADE DO CONCRETO 

3 . 1  - Introdução 

O c o n c r e t o ,  a s s i m  como outros mater ia i s ,  p o s -  
sui a propriedade d e  c o n t i n u a r  s e  deformando a o  l o n g o  do 

tempo,  mesmo quando a tensão é m a n t i d a  constante O U  T 

v a r i a r  s e u  e s t a d o  de tensão, m a n t e n d o  i n a l  t e r a d a  uma de - 
formação que I he  t enha  s i d o  i m p o s t a :  V e r i f i c o u - s e  q u e ,  
mesmo p a r a  tensões m u i t o  b a i x a s ,  o concreto  apresenta essa 
dependênc ia  do .  tempo na re lação  tensão-  deformação. 

Sendo o c o n c r e t o  um material v i s c o e f ã s t i c o ,  ne  h 

c e s s i  t a - s e  s a b e r  se e x i s t e  uma r e l a ç ã o  l inear  e c o n t i n u a  
entre t e n s ã o  e d e f o r m a ç ã o  t e n t a ,  p a r a  a p l i c a r - l h e  a t e o r i a  

v i s t a  no c a p i t u l o  a n t e r i o r .  A c o n t i n u i d a d e ,  também, p a r a  

o c o n c r e t o ,  é normalmente a c e i t a ,  f a l t a n d o ,  p o i s ,  demons- 

trar-1 he  a 1 i n e a r i d a d e .  

3 . 2  - L i n e a r i d a d e  

A c o n d i ç ã o  de 1 i n e a r i d a d e  de um f u n c i o n a l  f o i  

d a d a  por 2.3 .2  no c a p T t u l o  2. E x i s t e m  três s i t u a ç õ e s  p r i n  - 
c i p a i s  a a n a l i s a r ,  dependentes d a  h i s t ó r i a  d e  tensão a p l i -  

cada :  a compressZo, a recuperação d a  f l u ê n c i a  e a tração. 

3 . 2 . 1  - L i n e a r i d a d e  e n t r e  t e n s ã o  e f l u è n c i a  do concreto 
submetido ã compressão 

C o m  a r e a l i z a ç ã o  de um grande  número de traba-  
lhos  e x p e r i m e n t a i s ,  executados  por d i v e r s o s  p e s q u i s a d o r e s ,  

c o n s t a t o u - s e  q u e  e x i s t e  1 i neari  dade e n t r e  tensão e defor- 

mação lenta, e x c e t o  em espécimes c a r r e g a d o s  numa i d a d e  rnul  

t o  j o v e m :  um a três  d i a s .  A d ú v i d a  que p e r s i s t e  é quanto 
a o  l i m i t e  d a  re lação  l i n e a r .  



Há uma g r a n d e  d i f e r e n ç a  nos r e s u l t a d o s  o b t i -  
d o s ,  por exemplo,  em termos de percentagem entre  tensão e 
resistgncia, p o i s  os valores  variam de 0,20 a 0,75 [ 2 ] .  

Essas diferenças se devem ãs diversas condições dos ensa -  

i o s  e da rigorosidade através da q u a l  são  anal isados  os  
resul  t a d o s .  

Freudenthal e R o l l  [15] r e a l i z a r a m  ensa ios  com 
d iversas  misturas de concreto .  O resultado de um dos en- 

s a i o s  é mostrado n a s  curvas i s õ c r o n a s  da f igura 3 . 1 .  

Figura 3 . 1  - R e l a ç ã o  entre n í v e l  de tensão e 
f 1 uên c i  a dos ensaios de Frendenthal 
e R o l l  [15] ,  com concreto 1:6. 

d o t a - s e  que a l i n e a r i d a d e  e x i s t e  a t é ,  aproxi-  
madamente ,  20 a 26% da res i s t ênc ia  de ruptura do c o n c r e t o .  
Esses v a l o r e s ,  b a s t a n t e  b a i x o s ,  foram confirmados por ou- 
t r o s  t e s t e s  com misturas d i f e r e n t e s ,  e x e c u t a d a s  p e l o s  mes- 

mos autores .  C o n c l u i u - s e  que, em g e r a l ,  a m e d i d a  que o  tem - 



po d e  e n s a i o  c r e s c e ,  hã u m  aumen to  no v a l o r  l i m i t e  d a  re- 
l a ç ã o  linear. 

G r a n v i l l e  1161, com u m  c o n c r e t o  de endurecimen - 
t o  r á p i d o ,  de  mistura 1 : I  , 5 : 3 ,  também chegou a v a l o r e s  b a s  - 
t e n t e  b a i x o s ,  p a r a  o v a l o r  l i m i t e ;  em t o r n o  d e  2 2 %  d a  t e n -  

são de r u p t u r a  p a r a  uma c a r g a  m a n t i d a  p o r  14 d i a s .  

D a v i ç  e D a v i  s [ ~ O J ,  encon t r a r am v a l o r e s  d e  0,26 

d a  t e n s ã o  de  r u p t u r a  p a r a  e s s e  l i m i t e ,  com a t e n s ã o  a t u a n -  
d o  d u r a n t e  200 e 1 2 0 0  d i a s ,  a p r e s e n t a n d o  a b s o l u t a  não l i -  

n e a r i d a d e  p a r a  t e n s õ e s  a c i m a  de  0,40 de  resistência d o  c o n  - 
ereto. 

Para Jordaan 1191 e B a z a n t  [ 4 ] ,  são  a c e i t o s ,  de 

um modo g e r a l ,  va lores  a b a i x o  d e  40% da r e s i s t ê n c i a  d o  con - 
ereto. 

Saliente-se que ,  em uma e s t r u t u r a  s imples ,  n o r  - 
malmente, p o s s u i - s e  c o e f i c i e n t e s  d e  s e g u r a n ç a  d e  1,96, p a -  

ra o c o n c r e t o ,  e , 1 , 6 1 ,  p a r a  o  a ç o .  C á l c u l o s  e s t e s  e f e t u a  - 

dos com cargas  t o t a i s .  Mas, p a r a  o  e s t u d o  da  f l u ê n c i a ,  l e  - 
v a - s e  em c o n t a ,  a p e n a s ,  a s  c a r g a s  permanentes somadas a 
uma p a r c e l a  d a s  c a r g a s  a c i d e n t a i s .  

Pode c o n s i d e r a r - s e  e n t ã o ,  que, e s t r u t u r a s  c o r -  
r i q u e i r a s ,  trabalham, p r a t i c a m e n t e ,  d e n t r o  de ' l i m i t e  d e  l i -  

n e a r i d a d e  d o  c o n c r e t o  c o m p r e s s ã o .  

3 . 2 . 2  - L i n e a r i d a d e  entre  t e n s ã o  e r e c u p e r a ç ã o  d a  f l u e n c i a  
d o  c o n c r e t o  

J á  p a r a  o c a s o  da  r e c u p e r a ç ã o  d a  f l u ê n c i a ,  o 

problema não é t ã o  s imples .  P e l a  f i g u r a  3.2 pode - se  v e r  

que ,  quando o concreto é submeti do a uma carga constante e p o s t e r i o r  - 
mente d e s c a r r e g a d o  de urna parte desta c a r g a ,  o c o r r e  uma r e c u -  

p e r a ç ã o  d e  d o i s  t i p o s :  a primeira, i n s t a n t ã n e a ,  r e p r e s e n t a  
a d e f o r m a ç ã o  e l ã s t i c a  c o r r e s p o n d e n t e  t e n s ã o  r e m o v i d a  e 

a o  m õ d u l o  de e l a s t i c i d a d e ,  no momento d o  descarregamento;  a 



C .  

s e g u n d a ,  gradual, e chamada de r e c u p e r a ç ã o  d a  f l u e n c i a .  

E s t a  Última é m e n o r  que a deformação l e n t a  precedente. 

Mc Henry [23] propôs que a recuperação da f l u -  

e n c i a  f o s s e  t r a t a d o  como um fenômeno l i n e a r ,  i s t o  ê,  e n c a -  

rado como a a p l i c a ç ã o  de uma carga n e g a t i v a  no  in s tan te  do 
descarregamento e ,  que induz a uma d e f o r m a ç ã o  l enta  igual  
e o p o s t a  a q u e l a  c a u s a d a  p o r  uma c a r g a  p o s i t i v a ,  d a  mesma 
magnitude, a p l i c a d a  n o  mesmo tempo, com a ressalva de ten- - 
s õ e s  próximas a s  tensões Ú l t i m a s .  

r recuperação 
i ns t a n t a n e a  

r--c;f~ração 
- I u e n c ~ a  

I 1 
I 7 I 

defouimação 
residual  

I 

Figura 3 . 2  - Recuperação d a  Fluência 

O pr inc ip io ,  se  v á l i d o ,  s e r i a  de grande v a l o r  
p r á t i c o ,  pela s impl i f i cação  d o s  cá l cu lo s  de estruturas  s o b  

tensão v a r i á v e l .  M a s ,  t e s t e s  ef e t u a d o s  mostram que a re -  

cuperação da deformação l e n t a  depende de m u i t o s  f a t o r e s  e 
que,  quase sempre, o p r i n c i p i o  de superposição de Mc Henry, 

s u b e s t i m a  e s s a  recuperação,  na deformação. A s  formas de 

como se dá a r e c u p e r a ç ã o  da deformação l e n t a  e a s  expres-  

sões ana l7 t i cas  para  o seu c ã l c u l o ,  v a r i a m  de autor para  
a u t o r .  O que se pode d i z e r  com c e r t e z a ,  6 que e x i s t e  um 



p e r i o d o  i n i c i a l  d e  recuperação  r z p i d a ,  s e g u i d o  de um pe- 
r r o d o  d e  recuperação  l e n t a ,  n o  q u a l  a l i n e a r i d a d e  f i c a  com - 
promet ida  e não 6 bem d e f i n i d a .  

3 . 2 . 3  - L i n e a r i d a d e  en t re  t e n s ã o  e f l u ê n c i a  d o  concreto sub - 
m e t i d o  a  t r a ç ã o  

No c a s o  da  r e l a ç ã o  t r ação -de fo rmação  l e n t a ,  o s  
d a d o s  e x i s t e n t e s  s ã o  menores a i n d a .  

Parece  q u e  a d e f o r m a ç ã o  l e n t a  na t r a ç ã o ,  5 g r c  
porcional t e n s ã o  a p l i c a d a  a t é  a r a z ã o  de 0,50 entre es- 

t a  e a t e n s ã o  de r u p t u r a  [23]. G r o z d e s  [15] d e s c o b r i u ,  mes 

mo, l imi tes  m a i s  a l t o s  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d e .  

Aparen temente ,  o  comportamento t r a ç ã o ,  com 

r e s p e i  t o  1 i n e a r i d a d e ,  assemel ha-se,  em m u i  t o ,  a o  compor- 

t a m e n t o  ; compressão do c o n c r e t o .  

A s s i m ,  d e n t r o  de  determinados l i m i t e s  e sob c e r  - 
t a s  c o n d i ç õ e s ,  pode c o n s i d e r a r - s e  a r e l ação  t e n s ã o  a p l i c a -  

da  - d e f o r m a ç ã o  l e n t a  do concreto, l i n e a r  e ,  nessas c i r -  
cunstâncias, o teorema de R i e s z  é v á 1  i d o  p a r a  es t e  material 

3 .3 - Envelhec imento  d o  Conc re to  

O c o n c r e t o  é um m a t e r i a l  que  m o d i f i c a  suas p ro  - 
p r i e d a d e s  m e ~ â n i c a s ~ m e s m o  b a s t a n t e  tempo a p ó s  a s u a  f abr i -  . f 
cação .  Este f a t o ,  como já f o i  v i s t o ,  l e v a  a uma dependên-  

c i a  d a  i d a d e  d o  corpo  de prova e é chamado e n v e l h e c i m e n t o  

do c o n c r e t o .  I s t o  ocor re  porque  a s  reações  q u r m i c a s  e f 7 -  
s i c a s ,  em e s p e c i a l  a h i d r a t a ç ã o  do c i m e n t o ,  cont inuam ao  
l o n g o  do tempo.  

D e s t a  m a n e i r a ,  a deformação l e n t a  de  um co rpo  

de p r o v a  de  c o n c r e t o  não depende a p e n a s  de tensão e do tem 

po d e c o r r i d o  a p ó s  a s u a  a p l i c a ç ã o ,  mas também da i d a d e  d o  



corpo de p r o v a  no  i n í c i o  do e n s a i o  (como mostra a f i g u r a  

3 . 3 ) .  A s  f u n ç õ e s  d e  f l u ê n c i a  e de r e l a x a ç ã o  do c o n c r e t o  

tem expressões do t i p o  D ( t , r )  e E ( t , r )  n a  r e p r e s e n t a ç ã o  i n  - 
t e g r a l .  

F i g u r a  3 . 3  - I n f l u ê n c i a  da i d a d e  r n o  m õ d u l o  de 

e l a s t i  c i  dade i n s t a n t â n e a  e tambem n a  

f l u ê n c i a  do concreto. 

O b s e r v a - s e ,  nas c u r v a s  e x p e r i m e n t a i s  da f i g u r a  

3 . 3 ,  que  o rnódulo de  e l a s t i c i d a d e  i n s t a n t â n e o ,  também, v a -  

r i a  com a i d a d e  T .  

A i n v e s t i g a ç ã o  e x p e r i m e n t a l  d a s  p r o p r i e d a d e s  e - 
l ã s t i c a s  do c o n c r e t o  m o s t r a  q u e  E ( T )  aumenta  com a i d a d e  

T d o  c o n c r e t o  e q u e  aumenta mais rapidamente em um e s t a d o  

de i d a d e  j o v e m ,  particularmente, no pr imeiro  mês d e  wolda-  
gem. ~ u b s e ~ i e n t e m e n t e ,  com o a u m e n t o  da i d a d e  do m a t e r i a l ,  

a v e l o c i d a d e  de a u m e n t o  de  E ( T )  d i m i n u i  gradualmente e ,  o 
fenõmeno, a s s u m e  uma c a r a c t e r i s t i c a  a s s i n t õ t i c a .  I s t o  in- 



d i c a  que o p r o c e s s o  de endurec imento  do concreto e s t á  quase 
compl e t o .  Q u a n d o  d a  representação do c o n c r e t o  por mode- 
l o s  reolÓgicos pode-se l e v a r  em conta  o e n v e l h e c i m e n t o ,  s i m  - 
p l e s m e n t e  subst i tuindo os parameiros E e TI, r e s p e c t i v a -  
mente,  o mÕdulo  de e la s t i c idade  i n s t a n t â n e o  e o c o e f i c i ê n -  

t e  de v i s c o e l a s t i c i d a d e  p o r ,  E ( T )  e n ( r )  o n d e  r é a i d a -  

de do mater ia l ,  no i n í c i o  do ensaio. 

3 . 4  - CaracterPsticas ~ ã s i c a s  da F l u ê n c i a  d o  Concreto 

Para a determinação das c a r a c  t e r i s  t i  c a s  básicas do 
comportamento viscoelãstico do c o n c r e t o ,  p o d e - s e  t r a b a l h a r  

tanto  com a função  de f l u g n c i a ,  quanto  coni a f u n ç ã o  de 
r e l a x a ç ã o ,  já que o s  d o i s  fenõmenos são a s s o c i a d o s  e podem 

s e r  e s t u d a d o s  experimentalmente, P e l a  resolução da equa-  

ção  integral  2 . 4 . 1 0 ,  conhecida a função de f l u ê n c i a  po- 

de-se obter  a f u n ç ã o  de re1 axação  e ,  vice-versa, p a r a  

a equação 2.4.11.  Mas, em laborat6ri0, e m a i s  simples tra - 
b a l h a r - s e  com e n s a i o s  d e  fluência do q u e  com e n s a i o s  de r e  - 
l a x a ç ã o .  P o r  esse m o t i v o  se  dã maior i n f a s e  a es tas  fun- 

ções e ,  a s  p r o p o s t a s  normalmente  apresentadas, são nesse  

s e n t i d o .  

T e s t e s  levados a e f e i t o  no estudo da  fluência 

de v ã r i o s  materiais, i n c l u s i v e  o  c o n c r e t o ,  têm most rado  que 

e la  ocorre  em todas as tensões,  incluindo aquelas com car- 
g a  de pequena duração ,  que p r o d u z i r i a m ,  apenas ,  deformações 

e l ã s t i c a s .  
A l é m  d i s s o ,  normalmente estuda-se, separadamen- 

te, a resposta e l á s t i c a  e a c u r v a  de deformação l e n t a  do 
mater ia l .  P a r a  t a n t o ,  d e f i n e - s e  a f u n ç a o  de f l u ê n c i a  como 

a soma de duas funções ,  ou s e j a :  

onde E(=), é o módulo de e l a s t i c i d a d e  do m a t e r i a l  no i n s -  



t a n t e  T d o  ca r r egamen to  e ,  C ( t , - r ) ,  6 a deformação 

em um tempo t ,  também chamada de f unção  de fluência. 

l en ta  

Não é uma t a r e f a  s i m p l e s  o b t e r  expressões  a n a -  
l i t i c a s  p a r a  a f u n ç ã o  de f l u ê n c i a  e ,  p a r a  a e l a b a r a ç ã o  de 

d 

uma t e o r i a ,  e n e c e s s á r i o  p a r t i r  d a s  c u r v a s  ex-  

p e r i m e n t a i s  d e  f l u ê n c i a .  A e s t r u t u r a  da  expressão a n a l 7 t i  - 

ca deve r e f l e t i r  a s  p r o p r i e d a d e s  b ã s i c a s  do processo de 

f l u ê n c i a  n u m  c o r p o  real  e ,  não c o n t r a d i z e r  os resul tados 
e x p e r i m e n t a i s .  Ao mesmo tempo, d e v e r i a ,  t a n t o  q u a n t o  p o s -  

s i v e l ,  u t i l i z a r - s e  dos m e i o s  u s u a i s  d a  matemã t i ca  p a r a  s o -  
l u ç ã o  d e  s e u s  problemas b ã s i c o s .  

A i d g i a  de e s c r e v e r  fenõmenos de m a t e r i a i s  com 

rnemõria por  meio de  i n t e g r a i s  de l i m i t e  s u p e r i o r  var iável ,  
o r i g i n o u - s e  com B o l t z m a n n  e f o i  d e s e n v o l v i d a  n o  t r a -  
h a l h o  de V o l t e r r a .  A d i f i c u l d a d e  b á s i c a  c o n s i s t e  na esco-  
l h a  d o s  núc leos  d a s  equações 2 .4 .10  e 2.4.11. P a r a  a e x -  

p r e s s ã o  a n a I T t i c a  d a  l e i  de  f l u ê n c i a  d o  c o n c r e t o  e x i s t e  

um g r a n d e  numero  de  r e l a ç õ e s  referentes  ao n ú c l e o  d e s s a s  

equações ,  p r o p o s t a s  p o r  diversos a u t o r e s .  

A n t e s  de l a n ç a r - s e  qualquer p r o p o s i ç ã o  c o n c e r -  
d 

nente  ao t l p o  de função d e  f l u ê n c i a  e n e c e s s á r i o  t e r  em 

c o n t a  s u a s  p v o p r i e d a d e s  b ã s i c a s  e a dependência da i d a d e  e 

do tempo,  a p õ ç  a c a r g a ,  d e s t a  função. 

O b s e r v a n d o - s e  a f i g u r a  2 . 4 ,  que mostra r e s p o s -  
t a s  c a r a c t e r i s t i  c a s  d o  c o n c r e t o  s u b m e t i  d o  a uma t e n s ã o ,  

p o d e - s e  c h e g a r  a a l g u m a s  p r o p r i e d a d e s  b á s i c a s :  

a )  A f l u ê n c i a  é p o s i t i v a ,  

pa ra  '1' t > 

p a r a  Y t 

p o i s  s e  dá no mesmo s e n t i d o  que a de fo rmação  e l á s t i c a .  



b )  Sua t a x a  de c r e s c i m e n t o  d i m i n u i  com o aumen - 

t o  d o  tempo a p ó s  a c a r g a ,  ou  s e j a ,  

l i m  a C ( t , ~ )  = O 
t = m  a t  

p o i s  a deformação l e n t a  não c r e sce  i n f i n i t a m e n t e  com o t e m  h 

p o  após a c a r g a ,  m a s  tem uma a s s i n t o t a .  

F i g u r a  3.4 - R e s p o s t a s  c a r a c t e r i s t i  c a s  d o  c o n c r e t o  sub-  

m e t i  do a t ensões  c o n s t a n t e s .  



c )  Observa-se na f i g u r a  3.4, que a função de 
f l u e n c i a  decresce u n i f o r m e m e n t e  e ,  6 l i m i t a d a ,  com r e l a -  

ção  ã i d a d e  do m a t e r i a l ,  i s t o  é, 

onde,  C, 6 o v a l o r  l i m i t e  da f u n ç ã o  p a r a  uma d a d a  i d a d e  

do m a t e r i a l .  I s s o  p o d e  s e r  melhor o b s e r v a d o  p a s s a n d o - s e  

um p l a n o  p e r p e n d : c u l a r  a o s  e i x o s  T ,  t e p a r a l e l o  a o s  e i -  

,xos r ,  D ( t , r ) .  A i n t e r s e c ç ã o  desse  p l a n o  a com a s  c u r v a s  

d a s  d i v e r s a s  i d a d e s ,  p r o d u z  uma c u r v a  que d e c r e c e  u n i f o r -  

m e m e n t e ,  a t z  um d e t e r m i n a d o  7 i m i t e  maior que z e r o .  A e x i ~  

t ê n - c i  a de d e f o r m a ç ã o  1 en t a  para c o n c r e t o s  envelhecidos, f o i  , 
m u i t a s  vezes, d e i x a d a  de l e v a r  em c o n t a  p o r  t e o r i a s  v i s c o -  

e l á s t i c a s .  

d )  F i n a l m e n t e ,  ver i f i ca -se ,  e x p e r i m e n t a l m e n t e ,  

que o v a l o r  da  f u n ç ã o  de  f l u ê n c i a  d e v e  d i f e r i r  p a r a  m a -  

t e r i a i s  de d i f e r e n t e s  i d a d e s ,  a i n d a  que e s s a  d i f e r e n ç a  se - 

j a  pequena.  

B a s i c a m e n t e ,  e s s e  c o n j u n t o  de i d é i a s ,  de uma 
- 

forma g e r a l ,  e que l e v a  e s c o l h a  de uma f u n ç ã o  de  f l u ê n -  

c i  a a p r o p r i a d a .  

3 . 5  - Expressões A n a l i t i c a s  p a r a  F l u é n c i a  do  Concre to  

E x j s t e m  um grande número de re lações  p r o p o s -  

t as  p o r  v á r i o s  a u t o r e s  p a r a  a expressão a n a l i t i c a  d a  l e i  

de variação da função  de f l u ê n c i a .  

A s  p r i m e i r a s  teo r i as ,  o b t i d a s  com b a s e  em e x -  
periencias, não r e f l e t i a m  a i n f l u e n c i a  da  i d a d e  T do con - 



c r e t o ,  na l e i  d e  v a r i a ç ã o  d a  f l u ê n c i a  com o  tempo. Logo,  

o s  n ú c l e o s  d a s  equações  i n t e g r a i s  dependiam a p e n a s  d a  d i -  

f e r e n ç a  de  d o i s  a rgumen tos ,  o t empo  de  a p l i c a ç ã o  da  c a r g a  

T e o  i n s t a n t e  de  o b s e r v a ç ã o  t .  U t i l i z a v a - s e  essa  forma 

p o r  ex igênc ia  d a  f o r m u l a ç ã o  do c i c l o  f e c h a d o  de V o l t e r -  
r a ,  que e x p r e s s a  a i n v a r i a n ç a  da  equação  i n t e g r a l ,  com 

r e s p e i t o  ã mudança da or igem do tempo. 

Ao s e  tomar  uma função  de  f l u ê n c i a  C ( ~ , T )  C O -  

mo função  somente  d a  d i f e r e n ç a  de  argumentos  ( t  r ) ,  mos- 
& 

tra-se, f a c i l m e n t e ,  que a f a m i l i a  de  c u r v a s  d e s c r i t a s  e 
c a r a c t e r i z a d a  por  d e s l o c a m e n t o s  r T g i d o s ,  p a r a l e l o s  a o  e i -  

xo  d a s  a b c i s s a s  e com uma a s s i n t o t a  g e r a l ,  d e p e n d e n d o  a p e  - 
n a s  d o  tempo t ,  a p ó s  a aplicação da  c a r g a .  D e s t a  mane i ra ,  

o  rnÓdulo de e l a s t i c i d a d e  d o  m a t e r i a l  s e r i a  uma q u a n t i d a -  
de  c o n s t a n t e .  Por tan to ,  e s s a s  t e o r i a s  não são capazes de expli - 
c a r  um certo nGmero de p r o c e s s o s  b á s  i c o s  , que ocorrerr, nas e s -  

t r u tu r a s  e que dependem da i dade d o  m a t e r i a l  ( f i g u r a  3 . 5 ) ,  

Em o u t r a  e t a p a ,  t e n t o u - s e  cons t ru i  r e x p r e s -  
s õ e s  a n a l i t i c a s ,  l e v a n d o - s e  em c o n t a  a i n f l u ê n c i a  d a  

i d a d e ,  p e l a  i n c l u s ã o  de um c o e f i c i e n t e  de c o r r e -  
ção  nas  f u n ç õ e s ,  o b t i d o  p a r a  uma i d a d e  f i x a  = b a -  

s e a d o  em expe r i ênc i a s  e d i s p o s t o  em t a b e l a s .  Tem-se en- 

t ã o  uma f u n ç ã o  d e p e n d e n t e  d a  i d a d e  na forma: 

o n d e  A é uma c o n s t a n t e  pre d e t e r m i n a d a .  

F i n a l m e n t e ,  chegou - se  a e x p r e s s õ e s  mais p r e -  

c i s a s  com a u t i l i z a ç ã o ,  não de  c o e f i c i e n t e s  de c o r r e ç ã o ,  

mas de  f u n ç õ e s  dependen te s  da  i d a d e  d o  m a t e r i a l  



F i g u r a  3.5 - Curvas  g e r a d a s  p o r  funções  s o m e n t e  da d i f e r e n -  
ç a  dos a r g u m e n t o s  ( t ,  T } .  

E o c a s o  das t e o r i a s  e s t u d a d a s  nos prõximos i tens,  
q u e  l e v a m  e m  c o n t a  a i d a d e ,  m u l t i p l i c a n d o  uma função  de T 

p o r  uma f ( t -T ) .  E s t a  representação d o  comportamento v i s c o -  

e l á s t i c o  d o  c o n c r e t o  e a a d e q u a d a  e s c o l h a  da f unção  C ( t , r )  

a i n d a  5 um tema a b e r t o  a d i s c u s s õ e s .  

3.6 - Expressão de D i s c h i n g e r  

3 . 6 . 1  - Relações b ã s i c a s  

Uma das  p r o p o s t a s  m a i s  u t i l i z a d a s  p a r a  a f u n ç ã o  

de f l u e n c i a  a c o n h e c i d a  como l e i  de f l u ê n c i a  de D i s c h i n -  

g e r ,  a q u a l  f o i  , p r i m e i  r a m e n t e ,  u t i  li z a d a  p o r  Granville. E s -  

t a  proposta  é também chamada de método d a  t a x a  c o n s t a n t e  de 
d e f o r m a ç ã o .  D i s c h i n g e r  f o i  quem primeiramente a utilizou 

em p r o b l e m a s  de análise es t ru tu r a l .  

A expressão a n a l i t i  ca p r o p o s t a  por e s s a  l e i  d e  

f l u ê n c i a  do t i p o  g ( t )  - g ( ~ )  e a p a r e c e ,  g e r a l m e n t e ,  n a  
forma: 



e C _ .  é o v a l o r  l i m i t e - d a  função  p a r a  t = ~ , ,  e v e u m a  cons - 
tante  que a f e t a  a t a x a  de variação da f luência  com o tempo. 

O b s e r v a - s e  de 3 . 6 . 1 . 1  que a s  curvas p a r a  d i -  

f e r e n t e s  i d a d e s  T, t e m  a mesma f o r m a ,  i s t o  é, s ã o  i d e n t i -  

cas  , para1  e1 a s  e mutuamente transl adadas , p e r p e n d i  cul  armen - 
t e  ao e i x o  t, p o i s  a f o r m a  independe  d a  i d a d e  r ,  con- 

f o r m e  a f i g u r a  3 . 6 .  

F i g u r a  3 . 6  - P r o p o s t a  de D i s c h i n g e r  

S u b s t i t u i n d o  3.6.1.2 em 3 . 6 . 1 . 1 ,  o b t é m - s e  

S e ,  a essa e x p r e s s ã o ,  acrescer-se  a p a r t e  elãs - 
t i c a ,  obtém-se a f u n ç ã o  de f l u ê n c i a  d a  equação 2 . 4 . 1 0 ,  



C o m  a l g u n s  rearranjos  em 3.6.1.3 p o d e - s e  ob- 

t e r  uma expressão  do t i p o :  

que é da forma 3.5.2. 

S u b s t i t u i n d o  3 . 6 . 1 . 4  em 2.4.10. vem: 

ou ,  a i n d a ,  

a D ( t , r )  d r  ( 3 . 6 . 1 . 7 )  E u )  - 
a T 

E ( t )  = + J t  
E ( t )  = o  

D i f e r e n c i a n d o  3.6.1.8, com respe i to  a t ,  e 

a p l i c a n d o  a regra de L e i b n i t z  vem: 

m a s ,  a c ( t , d  = c 
011 

a t 



que é uma equação  d i f e r e n c i a l  de p r i m e i r a  ordem, c o r r e s p o n  - 
dente ã l e i  de f l u ê n c i a  de D i s c h i n g e r ,  sendo q u e ,  u s u a l -  

d 

mente, e apresentada  na forma 

3 . 6 . 2  - Correspondgncia  com modelo r e o l ó g i c o  

A u t i l i z a ç ã o  de modelos reolõgicos tem a f i n a -  
l i d a d e  de i n t r o d u z i r  um meio i n t u i t i v o  para  a j u d a r  na i n -  

t e r p r e t a ç ã o  da r e l a ç ã o  tensão-deformação 1 enta .  S e j a  um 
modelo de M a x w e l l ,  com os  parãmetros  mecânicos  E ( t }  e r i ( t )  

v a r i á v e i s ,  c o n f o r m e  a f i g u r a  3.7, e com equações cons- 
t i t u t i v a s  d o  t i p o  

Figura 3 .7  - Hodelo de Maxwell com 

parãmetros v a r i  ávei  s 

Com e s s a s  equações c o n s t i t u t i v a s  m a i s  a s  equa- 

ções d e  equilíbrio d o  modelo ,  chega-se a :  



a q u a l  é uma equação d i f e r e n c i a l  de primeira ordem. Nota- 
& s e ,  f a c i l m e n t e ,  que e s s a  equação 3 . 6 . 2 . 2  e i d e n t i c a  a 3 .  

6 . 1 .10  se  as re lações  ú n i c a s  

E*(t) = E ( t )  

são a p l i c a d a s .  Como realmente essa  correspondência é uni- 

c a ,  e n t ã o ,  a f u n ç ã o  de f luênc ia  3 . 6 . 1 . 4  tem c o m o  modelo 
reológico o modelo de Maxwe71 com envelhecimento d a  f i g u -  

r a ' 3 - 8 .  D e r i v a n d o - s e  3 . 6 . 1 . 3  com r e s p e i t o  a t, obtém- 

s e  p a r a  ~ ( t ) :  

Figura 3.8 - Modelo de Maxvell com 
parâmetros v a r i  ã v e i s  
correspondente a p r o -  

p o s t a  de D i s c h i n g e r .  

Então, a proposta de f i u g n c i a  de D i s c h i n g e r  

conduz a um modelo de  Maxwel l  com e n v e l h e c i m e n t o  de parã-  

m e t r o  ri v i s c o e l á s t i c o  v a r i á v e l ,  no q u a l ,  a velocidade de 



deformação no i n s t a n t e  t ,  d e v i d o  a uma tensão o ( t )  a p l i -  

c a d a  no i n s t a n t e  T, independe  da i d a d e  do material T e ,  sÕ 

depende do tempo t ,  conforme  a equação 3.6.1.10. P o r  i s -  

s o ,  e s t a  p r o p o s t a  é conhec ida  como mgtodo da t a x a  constan-  

t e  de deformação.  

3 . 6 . 3  - A n á l i s e  c r i t i c a  

A p r o p o s t a  de D i s c h i  n g e r  reproduz, b a s i  camen- 

t e ,  a s  propriedades f u n d a m e n t a i s  da f l u e n c i a ,  a b o r d a d a s  em 

3 . 4 .  

E m b o r a ,  a p a r t i r  d e s s a  p r o p o s t a ,  produzissem-  

- s e  uma s é r i e  de conhecimentos de grande i m p o r t â n c i a ,  es-  

p e c i a l m e n t e  p a r a  o c o n c r e t o ,  seu comportamento d i a n t e  de 

c e r t o s  aspectos da f l u ê n c i a ,  não c o n d i z  com a r e a l i d a d e .  

Por exemplo, a t e o r i a  funciona b a s t a n t e  bem p a r a  cargas 
a p l  i c a d a s  em c o n c r e t o s  j o v e n s  m a s ,  com o e n v e l  hec imen t o ,  

a f l u ê n c i a  é s u b e s t i m a d a  e  a t é  n e g l i g e n c i a d a ,  p a r a  concre - 

t o s  m u i t o  v e l h o s .  Esse n e g l i g e n c i a m e n t o  é f a c i l m e n t e  de- 

mostrável fazendo-se T *- em 3 . 6 . 7 . 4 ,  r e s u l t a n d o :  

lim D ( ~ , T )  = O 
T-. 

- 
ou a i  nda , estudando-se o modelo de Maxwel  1  correspondente a 

e x p r e s s ã o  a n a l i t i c a  p a r a  r -4 W. Como t > T, t também 

t e n d e  a i n f i n i t o  e p o r  3 . 6 . 2 . 3 ,  da mesma f o r m a ,  q t e n d e  

a i n f i n i t o .  A s s i m ,  não e x i s t e  deformação v i s c o e I á s t i c a  no 

a m o r t e c e d o r ,  a p e n a s  e x i s t i n d o  deformação e7ás t i c a  i n s t a n -  
tânea, f a z e n d o  com que a expressão  3 . 6 . 1 . 9  t r a n s f o r m e - s e  

em: 

O U ,  a i n d a ,  



Outro problema a a n a l i s a r  que a d e f o r m a ç ã o  

l e n t a  completamente i r r e c u p e r á v e l ,  apõs  o descarregamen- 

t o ,  p e l a  t e o r i a  d e  D i s c h i n g e r .  I s t o  p o d e  s e r  demostrado 

matematicamente, fazendo-se r ,  = 0, por 

C ( )  - C ( t , r p )  = C CD [iUr1 - evT2] = C ( T ~ , T ~  ) ( 3 . 6 . 3 . 4 )  

o n d e ,  r l  e r * ,  são,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a i d a d e  de c a r r e g a -  
m e n t o  e d e s c a r r e g a m e n t o  d o  c o r p o  de p r o v a ,  c o n f o r m e  a f i -  

c u r a  3.9. 

F i g u r a  3.9 - P r o p o s t a  de D i s c h i n g e r  - ~ l u ê n c l a  c o m p l e t a -  
mente i rrecuperãvel. 



Então ,  p a r a  q u a l q u e r  t > T * ,  a de formação  len- 
t a  é a mesma que em r p ;  logo ,  é cons tante .  

A proposta de Di sch inger ,  u t i l i z a d a  em probie- 
mas de relaxação,  f a z  com que a tensão f i n a l  seja  s u b e ç t i -  

mada ,  ou s e j a ,  a proposta exagera na relaxação. I s t o  pode 

ser  ver i f i cado  n o s  resultados de e n s a i o s ,  como p o r  exemplo, 

o a p r e s e n t a d o  por  Nev i l l e  [23], n a  f i g u r a  3.10.  

I 
- Observado - - ~ i t o d o  de Dirchlng~r 

I ---,- - 
i lo0 

I I -i 
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1 Bo 

i.- * I 
- . - . - . - a -  1 t 

sool i (dias)  
O 50  100 i 50 

bigura 3.lU -Helaxaçao de t e n s ã o  a uma d e f o r m a ç ã o  constante ~e 
3 6 0 x 1 0 - ~  para um concreto 1 : 1 , 6 : 2 . 8  com f a t o r  
d e  á g u a - c i m e n t o  de 0 . 3 7 5  carregado aos 8 dias de 
i d a d e  C231. 

E s s a s  d e f i  c i ê n c i a s  na t e o r i a  s ã o  plenamente 
r e c o n h e c i d a s  e ,  p r o p o s t a s  mais recente s ,  baseadas  na  t eo -  
r i a  de D i s c h i n g e r ,  como os de Illston [SI, Rflsch [27], Inq 
w i r t h  [23], procurar adequar  a t e o r i a  a o s  resultados expe-  

rimentais e cons iderar  a deformação lenta como soma de dois 
componentes, um recuperável e ,  outro,  irrecuperãvel .  

A t e o r i a  de Dischinger  pode s e r  utilizada com 



cons i  derações de mÕdu1-o de e 1  a s t i  c i  dade variãvel  , E ( T )  , mas 
a c a r r e t a r i a  t a i s  compl icações que a s i m p l i c i d a d e  de seu u s o  
e s t a r i a  c o m p r o m e t i d a .  

3.7 - E x p r e s s ã o  de Arutyunyan  

3 . 7 . 1  - Relações b ã s i c a s  

Com b a s e  no c o n j u n t o  de propriedades bãs  i c a s  , abor 
d a d a s  em 3 . 4 ,  Arutyunyan p r o p Ô s  uma r e l a ç ã o  f u n c i o n a ?  p a r a  

a função de f l u ê n c i a  do t i p o  3.5.2, o u  s e j a ,  

usando como a p r o x i m a ç ã o  de f ( t - . c )  um somatõrio de funções e x  - 
p o n e n c i a i s  na  f o r m a  

o n d e ,  B k  e y k ,  são  c o n s t a n t e s  conven ientemente  e s c o l h i  das 

de um dado m a t e r i a l  e ,  B , = 1 ,  yo=O, yk > O p a r a  k = l ,  2 , .  . . 
. . .m .  J ã  C$ (T), 5 uma função m o n ó t o n a  e unifomemente decres - 
tente, sat i s fazendo  a condição  

Logo,  3 . 7 . 1 . 1  p o d e  ser  e s c r i t a  como 

Desta maneira,  a representação da f u n ç ã o  de 

f l u ê n c i a  é carac ter i zada  p e l o  f a t o  de r e f l e t i r  a dependen- 

c i a  do tempo do fenômeno do material ; em p a r t i  r c u l a r ,  s u a  

i d a d e  e c a r a c t e r i s t i c a  h e r e d i t á r i a .  

N o  c a s o  da e x p r e s s ã o  de Aru tyunyan ,  para um con - 



cre to  em c o n d i ç õ e s  m u i t o  i d o s a s ,  ou s e j a ,  p a r a  r +m a ex  - 
p r e s s ã o  3.7.1.4 toma a f o r m a :  

a q u a l  mostra a deformação lenta para c o n c r e t o s  dessa na- 

tureza e combina,  segundo Arutyunyan, com curvas e x p e r i -  

m e n t a i s  de v á r i o s  mater ia i s ,  como o concreto,  sendo as d i -  
ferenças de propriedades dos materiais  d e f i n i d a s  p e l a  esco - 
1 ha apropriada d o s  parârnetros C o ,  B k  e y k  ( k = 0 , 1 ,  . . . m). 

A r a p i d e z  com que a função $( . r )  tende- p a r a  o 
valor  c o n s t a n t e  C o ,  determina o i n r c i o  da condição i d o s a  

do m a t e r i a l  e ,  $ ( T I  d e v e r i a  ser a d o t a d a ,  para que,  em t o -  
das a s  i d a d e s  O < -r < t d o  material, a expressão C(t,r) 

concordasse com os  resul tados  e x p e r i m e n t a i s  o b t i d o s .  Com 

b a s e  nessas o b s e r v a ç õ e s  e p e l o  resultado de um g r a n d e  nu- 

mero de experimentos, Arutyunyan propõe que, + ( - r )  seja  re- 
p r e s e n t a d a ,  no caso g e r a l ,  por: 

- 
onde,  C,, e o v a l o r  l i m i t e  da  função do m a t e r i a l  e ,  A k ,  

são  parãmetros  d e p e n d e n t e s  da n a t u r e z a  e condições de i d a -  

d e  d o  mesmo. A s s i m ,  os valores  de A k  p o d e r i a m  ser  esco-  

1 h i  dos de manei r a  que a equação 3.7. l .  5 d e s c r e v a ,  de me- 

lhor forma possTvei,  as c u r v a s  e x p e r i m e n t a i s  de de formação  

1 enta.  T e s t e s  e f e t u a d o s  por Arutyunyan mostram, conforme 
a t a b e l a  3 . 1 ,  que, o confinamento das s é r i e s  aos d o i s  pr i -  
mei ros  termos p a r a  f ( t - T )  e ao  p r i m e i  ro termo p a r a  4 ( T ) ,  

dão resultados  b a s t a n t e  s a t i s f a t õ r i o s .  

D e s t a  maneira, 3 . 7 . 1 . 2  e 3 . 7 . 1 . 1 0  podem s e r  

u t i l i z a d o s  apenas com os primeiros termos da s é r i e ,  ou  se- 



resultados i t e ~ a G F o i - d a ~ p  I i caça0 de 
exwrimentais 1 3.7.1.8 

Tabela 3. 1 - Valores de C ( ~ . T )  para o concreto h acordo com resultados 
expertnientair e apliciçgo & 3.7.1.8 [ 1 ) .  
Obs. : t em dlas t ri * 6kg/cr? 

onde,  A , ,  C. e y k ,  são e s c o l h i d o s  de m a n e i r a  a o b t e r  con- 
condânci a com a s  c u r v a s  e x p e r i m e n t a i s  e B1 = - 1 .  Assim,  A t y  

tyunyam representa a f u n ç ã o  de f l u ê n c i a  p o r :  

onde 

E s c 1  areça-se que Arutyunyan u t i  1 i za  apenas o s  
d o i s  primeiros termos da s g r i e ,  de m a n e i r a  a s impl i f i car  a 
t e o r i a  m a s ,  em determinadas ocasiões, necessitar-se-ão de 

m a i s  termos para e x i  s t i r  uma aproximação s a t i s f a t õ r i a .  Por 
outro  I a d o ,  f r i s a - s e  também que,  para preservar a general i  - 
dade da t e o r i a ,  4 ( T )  d e v e r i a  ser  monótona e uniformemen- 
te decrescente e s a t i s f a z  a condição 3 . 7 . 1 . 5 ,  podendo,  en- 

t ão ,  t o m a r  f o r m a  d i s t i n t a  d e  3 . 7 . 1 . 6 .  A p r o p o s t a  de Aru-  



tyunyan p a r a  a a d m i t ã n c i a  de f l u ê n c i a ,  pode s e r  e s c r i t a  c o  
+ 

mo : 

ou, e n t r a n d o  com 3.7.1.8 e 3.7.1.9,  

1 
D ( t , r )  = - + (-+ *1 C,) [I - ( 3 . 7 . 1 . 1 1 )  

E ( T )  T 

que e o n ü c l e o  da equação  2.4.10. E n t r a n d o  com 3.7.1.11 em 

2.4.10 

D i f e r e n c i a n d o  3 . 7 . 1 . 1 4  com r e l a ç ã o  a t e ,  so-  
mando-se  a expressão o b t i d a  novamente com 3.7.14, o b t e m - s e  

I -*-- r.. - - +y,4.v** - . * a  , . , i," ..L.* , , . . , , , &,b-u , r . . 



e deri "anda-se mai s uma v e z ,  chega-se  2 correspondente equa 

ção d i f e r e n c i a l  da proposta de Arutyunyan 

com condições i n i c i a i s  n o  i n s t a n t e  t = ~  1 

+,) = E b , )  + , I  

3 . 7 . 2  - Correspondência com modelo reol Ó g i  co  

Toma-se um modelo standard, com o s  parametros 
mecãnicos v a r i á v e i s ,  con forme  a f i g u r a  3.11, com e q u a -  

ções c o n s t i t u t i v a s  do t ipo  

+ i"i .-.-+ E * I t l  . * , ,\A,','*'/.n--+ 

I ,  I , .  . . I .  -- l , ' . i * . . . I  

F i g u r a  3 . 1 1  - Modelo standard com parâmetros 
mecãnicos v a r i á v e i s  



onde o s  s u b - i n d i c e s  k e m referem-se a o  elemento de Kelvin 
e da nola, respectivamente, e v a n o l a  do e l e m e n t o  K e l v i n .  

Com a s  equações c o n s t i t u t i v a s  3.7.2.1 m a i s  a s  

equações do equilíbrio e compatibilidade 2.6.4.1 e 2.6. 

4 . 2  do m o d e l o  chega -se  a :  

com c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  p a r a  

que é uma equação diferencial de s e g u n d a  ordem. 

Se a s  relações  



são vá l idas ,  a e q u a ç ã o  3 . 7 . 2 . 2  i d ê n t i c a  a 3 . 7 . 1 . 1 6 ,  com 

a s  mesmas c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  para t = T I ,  3 . 7 . 2 . 5  e 3 . 7 .  

1 . 1 6 .  As correspondências 3 . 7 . 2 . 4  sZo  Ü n i c a s  e ,  portanto,  

a f u n ç ã o  de f luênc ia  3.7.1.8 também o 6 e pode s e r  repre- 
sentada p e l o  modelo s t a n d a r d  com parâmetros m e c ã n i c o s  va-  

r i á v e i s .  

3 . 8  - Análise C r r t i c a  

A proposta d e  Arutyunyan  tambsm reproduz a s  

propriedades f u n d a m e n t a i s  da deformação l e n t a ,  a b o r d a d a s  
em 3 . 4 ,  mas com comportamento bem melhor do que a proposta 
de D i s c h i n g e r .  A i n d a  a s s i m ,  a l g u n s  reparos poderiam ser  
f e i  t o s .  

Arutyunyan ,  embora d e f i n a  sua  t e o r i a  como um 
s o m a t õ r i o ,  uti  1  i z a ,  na r e s o l u ç ã o  de problemas, apenas  os 
primeiros termos da s é r i e ,  por considerar que uma b o a  apro - 
x i m a ç ã o  é obt ida .  E v i d e n t e m e n t e ,  n a  época da elaboração da 
t e o r i a ,  t r a b a l h a v a - s e  sem a u t i l i z a ç ã o  do computador e ,  um 

maior número de termos complicava a a n á l i s e .  J ã ,  com o a u  - 
x T l  i o  d o  c o m p u t a d o r ,  e recomendável a utilização de m a i s  

termos. Isso vai f i car bem c a r a c t e r i  z a d o ,  posteriormente, 

quando da anãlise dos e n s a i o s  realizados, onde f o i  necessã - 
r i o  a utilização de m a i s  te rmos ,  com tempos de retardação 

d i f e r e n t e s .  
Outra r e s t r i ç ã o  que poderia s er  f e i t ã  e que na 

recuperação da f 7  u ê n c i a  Arutyunyan u t i  I i za  o pr inc ip io  de 
s u p e r p o s i ç á o  de McHenry [23]. Como f o i  v i s t o  em 3 . 2 . 2  

e s t e  p r i n c i p i o  s u b e s t i m a  a recuperação da f l u e n c i a  

n o  c o n c r e t o .  M a s ,  a proposta é def inida para  m a t e r i a i s  - 
v i s c o e l ~ s t i c o s  l i n e a r e s ,  p o r t a n t o ,  n e s s e  aspecto ,  não e 
p r o p r i a m e n t e  um erro na t e o r i a ,  mas uma 1 irni t a ç ã o .  

T a l v e z ,  a c r i t i c a  principal  que s e  poderia f a -  



r e r  quanto a f u n ç ã o  +(T), d e f i n i d a  como em 3 . 7 . 1 . 6 .  Es - 
t a  função, p a r a  idades  mui to  j o v e n s ,  tem uma v a r i a ç ã o  mui- 
t o  grande, como pode-se ver na f i g u r a  3 . 1 2 .  Como o pró- 
prio Arutyunyan reconhece, s e  poderia e s t u d a r  uma fun- 
ção dependente  da i d a d e ,  monõtona e u n i  formemente decres - 
c e n t e ,  q u e  s a t i s f a ç a  3.7.1.5 e que melhor s e  a d a p t e  

a o s  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s .  

3.9 - Propostas de Arutyunyan e D i s c h i n g e r  - Anál i s e  Conjun- 

Urna questão  que  p o d e r i a  s e r  abordada  é se e x i s  - 
tem c o n d i ç õ e s  em que as duas propostas apresentadas condu- 

zem a resultados i d ê n t i c o s .  Pela a n ã l i s e  super f i c ia l  dos 
modelos r eo lõg i cos  correspondentes poder-se- ia  s u p o r  que 
sim, v i s t o  q u e ,  o modelo de Maxwell é um caso particular do 

modelo  s t a n d a r d ,  no q u a l  E 2  = O. Mas a proposta de f l  uen- 

c i a  de Arutyunyan ,  em g e r a l ,  não p o d e  s e r  transformada na 

de D i s c h i n g e r .  

Estudando as expressões a n a l i t i c a s  propostas 
em 3.6.7.6 e 3 . 7 . 1 . 8  p o d e - s e  chegar a um caso  part icu lar  
em que a e q u i v a l ê n c i a  é possivel. 

C a l c u l a n d o - s e  as expressões  para 
o b t e m - s e  

para D i s c h i n g e r  e Arutyunyan respectivamente,  ou s e j a ,  uma 
das condições para que e x i s t a  e q u i v a l ê n c i a  em uma determi- 

A 1  nada  i d a d e  é que C_ - - +  Co. Outra condição é que a s  
= 1 

c o n s t a n t e s  v e Y , que a f e t a m  a t a x a  de v a r i a ç ã o  da 



T 
( d i a s )  

Figu ra  3.12 - ~ ( r )  proposta o r  Arutyunyan com um termo na série. AI =4.82 x 1gm5, -P C o = 0 , 9 x 1 0  . 



f l u ê n c i a  com o t e m p o ,  s e j a m  também i g u a i s .  S a t i s f a z e n d o  es - 
s a s  d u a s  c o n d i  ç õ e s ,  p a r a  uma determi  nada i d a d e ,  o b t e m - s e  

curvas i d ê n t i c a s .  

- 5 Essas curvas ,  p a r a  = 10 d i a s ,  AI  = 4,82x10 , 

C. = 0 , 9 x 1 0 - ~ ,  e y = 0 . 0 2 6  são mostradas  na f i g u r a  3.13, 

juntamente  com a s  curvas p a r a  r ,  = 28,60 e 100 d i a s ,  c a l -  
c u l a d a s  a part ir  da primeira. 

Como era de se  e s p e r a r ,  com o e n v e l h e c i m e n t o ,  

e x i s t e  uma grande  d i s c r e p â n c i a  de resu l tados .  



,- ARUTYUNYAN - DISCHINGER 

( d i a s )  

Figura 3.13 - Comparação entre as propostas de Aru tyunyan e Di schi nger para T~ =10 dias, 
em diversas idades T. 



RESOLUÇÃO NUMERICA 

4.1 - I n t r o d u c ã o  

A s  equações c o n s t i t u t i v a s  p a r a  r e s o l u ç ã o  de pro - 
blemas de deformação l e n t a  2 . 4 . 1 2  e 2 .4 .13,  j u n t o  com a s  

p r o p o s t a s  de r e s o l u ç ã o  apresentadas a t e  o  momento, n ã o  per  - 
mitem, em g e r a l ,  s o l u ç õ e s  a n a l r t i c a s  s i m p l e s ,  p e l o  f a t o  d e  

que a s  p r o p r i e d a d e s  do c o n c r e t o  são dependentes da i d a d e .  

P o r  exemplo,  a reso lução  a n a l y t i c a  da  p r o p o s t a  de Arutyu-  
nyan r e c o r r e  u t i  l i  r ação  de uma função  gama incompleta, 
g e r a l m e n t e ,  d e  d i f i c i l  s o l u ç ã o .  Fla is  a i n d a ,  p a r a  possibi l i -  
t a r  a s o l u ç ã o  a n a l i t i c a ,  v á r i a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  n a  pro-  
p o s t a  de d e f o r m a ç ã o  l e n t a  devem s e r  i n t r o d u z i  d a s ,  a c a r r e -  

# 

t ando  er ros  s u b s t a n c i a i s  na solução. Por  i s s o ,  e con- 
v e n i e n t e  u t i l i z a r  t z c n i c a ç  n u m é r i c a s  p a r a  a r eso lução  de 

problemas ,  a s  q u a i s ,  não n e c e s s i t e m  da  i n t r o d u ç ã o  d e  s i m -  

p l i f i c a ç õ e s .  D e s t a s  t ecn icas ,  a mais s i m p l e s  a i n t e -  
g r a ç ã o  numérica  passo a passo .  

Nesse t r a b a l h o  u t i l i z a - s e  a r e p r e s e n t a ç ã o  i n -  

t e g r a l ,  p e l a s  vantagens  d e s t a ,  s o b r e  a r e p r e s e n t a ç ã o  d i f e -  
r e n c i a l .  Na r e p r e s e n t a ç ã o  i n t e g r a l  a d e t e r m i n a ç ã o  d a  equa - 
ção c o n s t i t u t i v a  é i m e d i a t a ,  ou s e j a ,  os v a l o r e s  d e  D ( ~ , T )  

e E ( t , . r )  em 2 . 4 . 1 0  e 2 .4 .11 s ã o  o b t i d o s ,  di re tamente ,  
d e  e x p e r i ê n c i a s  de f l u ê n c i a  e d e  r e l a x a ç ã o .  Enquanto i s s o ,  
na r e p r e s e n t a ç ã o  d i f e r e n c i a l  , d e v e r ã  h a v e r  modelos reol  Õ -  

g i o s ,  com g r a n d e  nimero de elementos,  elementos e s s e s ,  com 

c o e f i c i e n t e s  v i s c o e l á s t i c o s  v a r i á v e i s .  Por  o u t r o  l a d o , '  a 
representação i n t e g r a l  u t i  1  i za mal s memõria d o  cornputa- 

4 

dor ,  já q u e  é n e c e s s á r i o  g u a r d a r  a h i s t õ r i a  de tensões e 
deformações.  Porém, t a 7  d e s v a n t a g e m  só a p a r e c e ,  de forma 
comprometedora,  em p r o b l  emas de e l emen tos  f i n i  tos e ,  não, 



n a q u e l e s  a q u e  se  propõe r e s o l v e r  o método numérico d e s t e  

t r a b a i  h o .  

4.2 - ~eterminação  do A l g o r i  trno ~umér ico  

Como já f o i  v i s t o ,  em 3 . 2 ,  t a n t o  a f u n ç ã o  

de f l u e n c i a  quanto  a de r e l a x a ç ã o ,  s ã o  funcionais cont'inuos, 

para  o c o n c r e t o  e ,  nas c o n d i ç õ e s  c o n s i d e r a d a s  n e s s e  t r a b a -  

l h o ,  também 1 i nea res .  D e s t a  manei ra ,  p e l a  a p l i c a ç ã o  do teo - 
rema de R i e s z ,  a l e i  de f l  uência para  tensões uniaxiais po- 

de s e r  e s c r i t a  como em 2 . 4 . 1 0  ou  2 . 4 . 1 2 ,  q u a n d o  a h i s t õ -  

ria de tensões é dada o u ,  quando c o n h e c i d a  a h i s t õ r i a  de 

deformações,  como 2.4.11 ou 2 . 4 . 1 3 .  A s  e q u a ç õ e s  2.4.12 e 
2.4 .13  podem ser  v i s t a s  como equações i n t e g r a i s  l i n e a r e s  

de V o l  terra ,  funções de o ( t )  e ~ ( t )  respec t ivamente .  

Real i zando a 1  gumas transformações nessas  equa- 

ções ,  obtém-se:  



ou s e j a ,  g e n e r i c a m e n t e ,  em uma equação do t i p o :  

E s s a  equação ,  baseada ,  no c a s o ,  apenas n a s  ex - 
p e r í è n c i a s  de fluência e r e l a x a ç ã o ,  é b a s t a n t e  ge ra l  e r e  - 

solve uma gama de problemas v i s c o e l ã s t i c o s ,  como ver-se-á  
em e x e m p l o s  posteri  ore s .  

O método m a i s  d i r e t o ,  para a resolução numeri - 
ca d e s t e  t i p o  d e  equação ,  é baseado em s u b s t i t u i r  a i n t e -  

g r a ?  por  uma soma f i n i  t a .  Para e s t e  p r o p ó s i t o  o in t erva lo  
de tempo t - r l  é d i v i d i d o  em n - 1  subinterva los ,  de 
modo que: 

os  q u a i s  podem s e r  considerados d e s i g u a i s .  
A 

A p l i c a n d o  a regra dos t rapéz io s ,  cu jo  erro e 
da ordem do in terva lo  de tempo,  a equação 4 . 2 . 3  pode ser 
e s c r i t a  como: 

n-1 A i  
g ( t n )  = h ( t n )  + Ao e { g ( t i )  k ( t , , t i )  + g(t i+l) K(tn,ti+l) 1 - 

t=l 2 

(4.2,5) 

Retirando-se o enêsimo termo do somatÓrio ob- 
tem-se: 



Fazendo:  

e ,  rearranjando 4 . 2 . 6 ,  chega-se a :  

De 4.2.3 r e t i r a - s e  diretamente para  t = r l  

A equação 4.2.8 a d m i t e  um programa numerico, 
passo a p a s s o ,  para  a s u a  resolução.  O diagrama de f l u -  
xo desse programa, e s t a  indicado na  f i g u r a  4 . 1  

S a l i e n t a - s e  que e s t a  s u b r o t i n a  reso lve  proble- 
m a s  na  f o r m a  d a  equação 4 . 2 . 3 ,  i n d e p e n d e n t e  do núcleo  u t i -  

l i zado .  
Como e n t r a d a  no programa, tem-se, i n i  c i a l m e n -  

t e ,  o s  dados e s p e c ~ f i c o s  do problema que s e  e s t ã  resolven- 
d o ,  como,  por exemplo ,  o módulo de e l a s t i c i d a d e  do aço e 
do c o n c r e t o ,  a s  constantes d a s  propostas u t i l i z a d a s  e ,  a s  
c o n s t a n t e s  para d e t e r m i n a ç ã o  dos in terva los  de tempo. A s  

f u n ç õ e s  h ( t )  e o núc leo  da equação de V o l  terra K ( t , r ) ,  de 
4 . 2 . 3 ,  e n t r a m ,  diretamente,  em s u b r o t i n a s  in ternas .  J u n t a -  
mente com e s t a s  duas,  c o l o c a - s e  uma a m a i s  com a f i n a l i d a  - 
de de a u x i l i a r  na preparação da resolução do problema. 

Em m u i t o s  c a s o s ,  a f u n ç ã o  K ( ~ , T )  de 4.2.5, é 
a f unção  de f luênc ia  ou de re laxação  e pode  s e r  apre- 

s e n t a d a  de forma a n a l í t i c a  o u ,  simplesmente, como uma t a b e  - 



I N T E G R A  (7 
CÁLCULO DE 
A U X I L I A R  (T) 

I 

, DETERMINACÃO'  
1 DO TAMANHO DO 

INTERVALO DE 
1 
I 

+ 

TEMPO 
I 
1 
1 
L----- 

AA=AA+ (~[J] .K(T 

gP] = I ~ . ~ ( T [ I ] )  
2 - A o  . K ( T P ] *  TP]) BB 
N = n? de passos 

F i g u r a  4.1 - Diagrama de f l u x o  p a r a  resolução de 

equações i n t e g r a i s  do t i p o  4.2.3. 



I a  de v a l o r e s  e ~ ~ e r i m e ' n t a i s .  

O programa p r i n c i p a l ,  a p e n a s  f a z  a l e i t u r a  e 
p r e p a r a ç ã o  dos  d a d o s ,  pa ra  i n g r e s s a r  nas  s u b r o t i n a s .  e a 
impres são  de resul t a d o s .  

4 .3  - I n t e r v a l o s  d e  Tempo 

E i m p o r t a n t e  e n c o n t r a r  uma função  que d e t e r m i -  
ne o tamanho d o  i n t e r v a l o  de tempo, a p r o p r i a d a  anãlise 
numér ica ,  não só p e l a  dependencia  do e r ro  a o  tamanho do i n  - 
t e r v a l o  u t i l i z a d o  mas,  também, porque ,  no e s t u d o  da d e f o r -  
mação l e n t a ,  o a1 cance da  r e s p o s t a  c h e g a ,  m u i t a s  vezes, a 

tempos b a s t a n t e  grandes ,  como por  exemplo,  v i n t e  a t r i n t a  
a n o s .  D e v i  do a i s s o ,  o tamanho do i n t e r v a l o  não deve s e r  
m a n t i d o  c o n s t a n t e ,  p e l o  r i s c o  d e  se  t e r  um numero mui t o  
g rande  d e  p a s s o s ,  mas,  deve ser  g r a d u a l  mente i nc remen tado  
d u r a n t e  a computação. Em d t e rminada  é p o c a ,  o  procedimen-  
t o  a d o t a d o  e r a  o d e  r e d u z i r ,  g randemente ,  o a1  cance da res 
p o s t a ,  p a r a  t r a b a l h a r  com um número r a z o á v e l  de p a s s o s .  

- 
Para  computar r e s p o s t a s  de g rande  a l c a n c e ,  e 

n e c e s s á r i o  r e s t r i n g i  r a h i  s tõr i  a d e  tensões o u  deformações  
p a r a  a q u e l a s ,  em que, a h i s t ó r i a  p r e s c r i t a  e x i b e  uma mudan - 
ç a  i m e d i a t a  ( d e s c o n t i n u i  dade)  somente no tempo de a p l  i ca -  
ç ã o  da c a r g a  e ,  tem uma v a r i a ç ã o  c o n t l n u a  e g r a d u a l .  Por  
exemplo,  a v a r i a ç ã o  de deformação de e s t r u t u r a s  sob c a r g a s  
pe rmanen te s ,  re tração  e sem cedimentos  d e  a p o i o  é, p r a t i -  
camente ,  des te  t i p o .  Como recurso,  s e  a h i s t õ r i a  p r e s c r i -  
t a  f o r  d e s c o n t i n u a ,  a l i n e a r i d a d e  da equação de S t i e l t j e s  

2.4.10 e 2 .4 .17 ,  ou mesmo, as  equações 2 . 4 . 1 2  e 2 . 4 . 1 3 ,  

permitem decompor e s t a s  v a r i a ç õ e s  em t a n t a s  componentes quan - 
t a s  necessár ias .  

A p r i m e i r a  f u n ç ã o ,  que de t e rmina  a v a r i a ç ã o  d o  

i n t e r v a l o ,  t e s t a d a ,  é do t i p o :  



o n d e ,  A e a ,  s ã o  c o n s t a n t e s  q u a i s q u e r .  E uma expressão 

b a s t a n t e  s i m p l e s ,  que ,  t a n t o  pode  s e r  u t i l i z a d a  para  i n -  

t e r v a l o s  de tempo c o n s t a n t e s ,  . fazendo a = A = 1 ,  como p a r a  
i n t e r v a l o s  v a r i z v e i s .  U t i l  i zando  e s t a  função na  r e s o l  ução 
numér ica  de u m  m o d e l o  s t a n d a r d ,  exemplo que s e r á  v i s t o  no  

próximo c a p r t u l o ,  d e f i n e - s e  um v a l o r  r a z o á v e l  p a r a  a .  

A e x i s t ê n c i a  de v a l o r e s  a n a l i t i c o s ,  no e s t u d o  
dos modelos reolÓgicos ,  p o s s i b i l i t a  a a n á l i s e  d o  e r r o  come - 

t i d o .  Para  e s t i m a t i v a  do e r r o  a n a l i t i c o  a c a d a  p a s s o  e 
do e r r o  médio no i n t e r v a l o ,  u t i  1 i z a - s e ,  r e spec t ivamen te ,  a s  
expressões:  

onde,  S ,  é o v a l o r  e x a t o ,  S ,  o v a l o r  aproximado p e l a  
anã1 i s e  numérica, e N o número de passos ,  

Var iando  a ,  com A m a n t i d o  c o n s t a n t e  e i g u a l  
a u m ,  e v e r i f i c a n d o  o erro  médio c o m e t i d o ,  a d i f e r e n ç a  má- 

x i m a  e n t r e  o v a l o r  e x a t o  e o a p r o x i m a d o ,  o t empo  gasto para 
execução  d o  p r o c e s s o  n u m é r i c o  e o  número d e  p a s s o s  necessá 

r ios p a r a  a t i  n g i  r uma determinada i dade após  a c a r g a ,  con- 

forme a f i g u r a  4 . 2 ,  v e r i f i c a - s e ,  que a função  4 .3 .1  com- 

p o r t a - s e  m e l h o r  com valores  de a e n t r e  1 .2  e 1 . 4 .  No 

p r e s e n t e  t r a b a l  h o ,  quando da u t i  I i zação  d e s t a  f u n ç ã o  n a  
r e s o l u ç ã o  d e  problemas ,  u t i l i z o u - s e  u = 1 , 2 .  Mas, i s t o  não 
q u e r  d i z e r  que e s t e  s e j a  o melhor  v a l o r  d e  a p a r a  q u a l -  

quer caso a s e r  a n a l i s a d o ,  Tudo d e p e n d e ,  e s s e n c i a l e n t e ,  do 



Tempo (2.4 x t0-6) 
Erro Mddio (10'3) 
Erro Mbximo (10-2) 
N* de Postos 

C 

I 
i 

---v. 

Tempo - 
r I i 

0.8 0.9 1.0 1.1 4.2 1.3 14 1.5 1.6 1.7 t.8 t9 20 a 

F i g u r a  4.2 - V a r i a ç ã o  do e r ro  m é d i o ,  m á x i m o ,  número de ' 

p a s s o s  e tempo de e x e c u ç ã o  em função  de a, 

n a  resolução numéri ca de u m  m o  de1 o reol ó g i  co . 



c r i  tér i  o a d o t a d o  na  r e s o l  ução do probl  ema. 

Segundo Bazan t 13 1 ,  é mais c o n v e n i e n t e  es -  
c o l h e r  como função  que d e t e r m i n e  a v a r i a ç ã o  d o s  i n t e r v a -  
l o s ,  uma p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a ,  i s t o  é, q u a n d o  o  q u o c i e n -  
t e  entre' o p a s s o  i e o p a s s o  i + 1 6 c o n s t a n t e .  Para  t a n  - 
t o ,  sugere -se  uma e x p r e s s ã o  do t i p o :  

onde, E N E ,  r e p r e s e n t a  o numero de i n t e r v a l o s  po r  d e c ê n i o  
de l o g a r i t m o  de d e z .  Nota-se, f a c i l m e n t e ,  que cada  passo  
aumenta 1 0 ' ' ~ ~ ~  vezes  o a n t e r i o r .  U t i l i z a n d o - s e  o mes- 

mo exemplo  que d e f i n i u  u m  v a l o r  p a r a  a, p l o t a n d o  os mes- 

mos p a r ã m e t r o s  em função  da v a r i a ç ã o  de E N E ,  conforme a fi- 
g u r a  4 . 3 ,  d e f i n e - s e  um v a l o r  razoável p a r a  ENE. O melhor  
comportamento da f u n ç ã o  é o b t i d o  p a r a  va lores  e n t r e  20 e 
40 .  Pa ra  a r e s o l u ç ã o  de problemas f o i  a d o t a d o  E N E = 3 0 .  

A t e r c e i r a  f u n ç ã o  e s t u d a d a  f o i  do t i p o :  

T [I] : = DELTA . ALFA 11 - 2 )  

onde,  D E L T A  e A L F A ,  s ã o  c o n s t a n t e s ,  e A L F A  > 1 ,  paraque 

o i n t e r v a l o  s e j a  crescente .  E s t a ,  também, é uma progres -  
s ã o  g e o m é t r i c a ,  em que c a d a  p a s s o  aumenta ALFA vezes  o a n -  
t e r i o r .  Com o mesmo proced imen to  u t i l i z a d o s  nas funções 
a n t e r i o r e s ,  v a r i a n d o  A L F A  com D E L T A ,  c o n s t a n t e  e i g u a l  a 
um, chegou-se  a v a l  o r e s  r a z o ã v e i  s p a r a  A L F A  , compreendi do 
e n t r e  1  e 1 ,15, conforme a f i g u r a  4 . 4 .  C o m  va lores  maio + - 
res que 1  , 2 ,  o i n t e r v a l o  cresce r a p i d a m e n t e ,  da mesma f o r  - 
ma que o e r r o .  O v a l o r  a d o t a d o  p a r a  A L F A ,  quando d a  u t i -  
l i z a ç ã o  da expressão 4 . 3 . 3 ,  f o i  de 1 , l .  

Um dos problemas  que a u t i l i z a ç ã o  d e  i n t e r v a -  



Tempo ( 2.4 x 10- 7 1 
Erro Midio (10-3) 
Erro Mhxlmo (x 10) 
No de Passos 

ENE 

F i g u r a  4 . 3  - V a r i a ç ã o  do e r r o  m é d i o ,  m á x i m o ,  d o  numero 
de p a s s o s  e tempo de execução em função de 
ENE 



T e m ~ o ( 2 . 4 ~ 1 0 - ~ )  . 

Erro Médio (10-3) 
Erro Meximo ( ~ 1 0 )  
NB de Passos Erro Máximo 

E r r o  Relativo 

Node Passos 

Tempo '1 --- & 

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 ALFA 

F i g u r a  4 . 4  - V a r i a ç ã o  do er ro  m e d i o ,  máximo,  d o  niimero de 

p a s s o s  e tempo de execução e m  função de ALFA 



1 0 s  crescentes  a c a r r e t a  na a n á l i s e  numer ica  é q u e  o c r e s -  
c i m e n t o  d o  passo  dá-se exa t amen te  no s e n t i d o  do aumento 

d 

d o  erro ,  i s t o  é, n o r m a l m e n t e ,  o e r r o  d o  i n t e r v a l o  i + 1  e 

m a i o r  que o d o  i n t e r v a l o  i ,  d e v i d o  ao e r ro  a c u m u l a d o ,  E 

i s t o  a c o n t e c e  mesmo p a r a  i n t e r v a l  os  c o n s t a n t e s  . Porém, com 

o c r e s c i m e n t o  d o  i n t e r v a l o ,  o c r e s c i m e n t o  d o  e r r o  6 mais  
s i g n i f i c a t i v o .  E s t e  problema pode v i r ,  a t é ,  a i n s t a b i l i -  
z a r  o p r o c e s s o  n u m é r i c o .  P a r a  e v i t a r - s e  que  o  c r e s c i m e n t o  
d o  tamanho do i n t e r v a l o  possa o c a s i o n a r  p rob l emas  desta oy 
dem, segundo B a z a n t  ] 3 1 ,  deve-se i n i c i a r - s e  o p r o c e s s o  

com i n t e r v a l o s ,  da ordem de 0.001 a 0 . 0 1 ,  do d i a .  

Na f i g u r a  4 . 5 ,  e n c o n t r a m - s e  p l o t a d a s  as e x p r e s  - 
s õ e s  4 . 3 . 1 ,  4 . 3 . 3 ,  4 . 3 . 4 ,  no e i x o  d a s  o r d e n a d a s ,  e o n Ú -  
mero d e  p a s s o s ,  no e i x o  das  a b c i s s a s ,  p a r a  d i v e r s o s  v a l o -  

res  de a ,  ALFA e E N E ,  com o  p r i m e i r o  i n t e r v a 1 0 , u n i t á r i o  e 

A = DELTA = 1. O b s e r v a - s e  que, as funções do t i p o  4 . 3 . 3  e 

4 . 3 . 4  têm um c r e s c i m e n t o  mais  l e n t o ,  a p r i n c i p i o ,  que 4 .  

3 , l  e ,  a p a r t i r  de  um d e t e r m i n a d o  i n s t a n t e ,  crescem de 

uma mane i r a  m u i t o  r a p i d a ,  E s s a  menor v e l o c i d a d e  de  c r e s -  
cimento, n o  i n í c i o ,  em termos de a n ã l i s e  do e r r o  r e l a t i v o ,  

l e v a  a um melhor  comportamento i n i c i a l  ( f i g u r a  4 . 6 ) .  E s t a  
vantagem inverte-se ã m e d i d a  que se desenvolvem as funções, 

com uma m a i o r  v e l o c i d a d e  de c r e s c i m e n t o  de 4 . 3 . 3  e 4 . 3 . 4 .  
N o t a - s e ,  também, que o  c r e s c i m e n t o  do e r r o  r e l a t i v o ,  a p ó s  
o per7odo i n i c i a l ,  p a r a  a f u n ç ã o  4 . 3 . 1 ,  no exemplo  do mo- 

d e l o  s t a n d a r d ,  E b a s t a n t e  pequeno em c o m p a r a ç ã o  ã s  o u t r a s  
funções  e s t u d a d a s .  

D e v e - s e ,  sempre, t e r  em mente q u e  o s  v a l o r e s  
u t i l i z a d o s  p a r a  a s  d i v e r s a s  constantes d a s  f u n ç õ e s ,  que de - 
t e rminam o tamanho do i n t e r v a l o ,  dependem, d o  p rob lema e s  - 
t u d a d o  e ,  d o  t i p o  de  anãlise a que nos propomos f a z e r .  Por  - 
t a n t o ,  o s  v a l o r e s  a d o t a d o s  n e s t e  t r a b a l h o ,  podem n ã o  s e r  



F i g u r a  4 . 5  - Comparação e n t r e  as  funções 4.3.1, 4 . 3 , 3  e 
4 . 3 . 4 ,  com p r i m e i r o  in t erva lo  u n i t á r i o  



a p r o p r i a d o s  a o  e s t u d o -  de outros  problemas. 

T [I] : =DE 

F i g u r a  4 . 6  - Comparação entre os erros r e l a t i v o s  d a s  funções 

4 . 3 . 1 ,  4 . 3 . 3 e  4 . 3 . 4 ,  c o m p r i m e i r o  i n t e r v a l o  

u n i t á r i o ,  em um e n s a i o  de r e l a x a ç ã o  de um mode- 

l o  S t a n d a r d  



EXEMPLOS RUHERI COS 

N e s t e  c a p í t u l o  serão analisados a l g u n s  exem- 

pl o s ,  resolvi dos numeri camente  com a s u b r o t i  na I N T E G R A  e 

o s  r e s u l  t a d o s  o b t i  d o s ,  comparados com os valores a n a l i -  

t i  c o s .  

5.1 - Exemplo 1 - Mode lo  Standard 

O primeiro problema a ser a n a l i s a d o  5 uma ex- 

periência de relaxação num modelo standard, i s t o  6, uma de 
q+,G - 

formação constante é aplicada no modelo e ob tém-se  a s  
correspondentes tensões ao  longo  do tempo.  A u t i  1 i zação  

de um modelo r e o l õ g i c o  para teste da s u b r o t i n a ,  p o s s i b i -  

li t a  a comparação dos resu l tados  obtidos com os valores 

e x a t o s  da resolução a n a l í t i c a  correspondente. O modelo 

s t a n d a r d  t e s t a d o  o da f i g u r a  5.1, com o q u a l  5 realiza- 
do um e s t u d o  comparativo entre as d i v e r s a s  funções q u e  de - 
terminam o tamanho do interva lo  de tempo. 

E2 = 200000 kg/cm2 

F i g u r a  5.1 - M o d e l o  S t a n d a r d  

P a r a  a solução a n a l y t i c a  do p r o b l e m a ,  p a r t e -  

- s e  da equação 2.6.4.9, o n d e  ~ ( t ) =  € 0  = c o n s t a n t e ,  ob- 



t e n d o - s e ,  após a lgumas  transformações: 

Já, para a so lução numérica, t o m a - s e  2 . 6 . 4 . 8 ,  

n a  f o r m a  4.2.3 

D ( t )  = ~ ( t )  . E 1  - '1 J;, 
com a q u a l  se o b t e m :  

A s s i m ,  resolve-se o p r o b l e m a  com o auxilio da 

s u b r o t i n a  I N T E G R A .  

Na f i g u r a  5 . 2  podemser v i s t o s  os E e s u i t a -  

dos o b t i  dos numeri c a m e n t e ,  comparados com os resul  t a d o s  a 
n a l ? t i c o s ,  para as diversas  f u n ç õ e s  que *determinam o t a -  

manho do intervalo, com o primeiro i n t e r v a l o  u n i t á r i o .  

Como se observa na  f i g u r a  5.2 e 4 . 6 ,  a apro - 
x i m a ç ã o  o b t i d a  é b a s t a n t e  b o a ,  independentemente  da 

f u n ç ã o  p a r a  d e t e r m i n a ç ã o  do tamanho d o  i n t e r v a l o  a d o t a d o .  



numérico  - 
a n a l 7 t i  c o  - 

T I I  I :=I0 1 /ENE . T I I - 1  1 
ENE = 30 

T I I 1 : =DELTA . ALFA (1-1) 

F i g u r a  5 . 2  - Comparação entre a resolução numérica e 

a n a l i t i c a  de e n s a i o s  de re laxação  de um 

modelo s t a n d a r d  



5 . 2  - E x e m p l o  2 - P i l a r  de C o n c r e t o  Armado 

Considera-se um p i l a r  de concreto armado s o b  
a i n f l u e n c i a  de uma f o r ç a  c e n t r a d a  de compressão N ,  cons-  

t a n t e ,  a p l i c a d a  em uma i d a d e  T = r , ,  O tempo 6 medido  a 
p a r t i  r da concretagem do elemento. Representa-se a t e n -  

são no e lemento  de concreto ,  em um c e r t o  i n s t a n t e  t ,  com 
considerações de f 1 u ê n c i a ,  p o r  a b (  t ) ,  enquanto  a t ensão  
no a ç o  será r e p r e s e n t a d a  p o r  o a ( t ) .  As ãreas de a ç o  e 
de concreto serão r e p r e s e n t a d a s  por F a  e Fb r e s p e c t i v a -  

mente. 

F i g u r a  5.3 - P i l a r  de concreto armado subme- 

t ido  a uma c a r g a  centrada de 
compressão N 

A deformação l e n t a  no a ç o  é desprezada  

que  6 i n s i g n i f i c a n t e ,  comparada  ã do concreto .  
v i s  t o  

Neste c a s o ,  a s  tensões s a t i s f a z e m  as equações 
de e q u i l í b r i o  e c o m p a t i b i l i d a d e  a b a i x o ,  em qualquer v a l o r  
de t :  



onde, € a  (t) e ~b ( t ) ,  são ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  as  defor-  
mações no  e lemento  de aço e de concreto .  

E, a de fo rmação  l o n g i t u d i n a l  no c o n c r e t o  ~ ~ ( t ) ,  

com c o n s i  derações de f 1 u e n c i  a serã: 

onde E ( t )  o mõdu'lo de e l a s t i c i d a d e  d o  c o n c r e t o .  

S u b s t i t u i n d o - s e  5 . 2 . 7  p o r  5.2.3, obtém-se:  

Como não s e  considera a d e f o r m a ç ã o  l e n t a  

a ç o ,  sabe-se que 

onde,  E,, é o mÕdu1o de e l a s t i c i d a d e  do a ç o  e ,  g e n e r i c a -  

m e n t e ,  conforme 3.6.1.4, a a d m i t ã n c i a  de f I u 5 n c i a  serã:  

De 5 . 2 . 4 ,  5 . 2 . 5 ,  5 . 2 . 6  e 5.2.2, após a l g u -  
mas transformações ,  chega-se a 



onde m ( t )  = E , / E ( t )  e v=F,/Fb. C o m  p r o c e d i m e n t o  anã10 - 
g o ,  ob tém-se ,  p a r a  a t ensão  do c o n c r e t o ,  

Esse conjunto de equações integrais de V o l t e r  - 
ra,  5,2.7 e 5 . 2 . 8 ,  é do t i p o  4 . 2 . 3 ,  onde 

e, p o d e  ser resolvi do d i r e t a m e n t e  pela s u b r o t i n a  I N T E G R A .  

5 . 2 . 1  - R e s o l u ç ã o  pe la  P r o p o s t a  de Arutyunyan 

Assumindo a f u n ç ã o  de f l u ê n c i a  p r o p o s t a  p o r  
A r u t y u n y a n ,  3.7.1.8, n a s  equações i n t e g r a i s  de Volterra 
5 . 2 . 7  e 5.2.8, com a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e r ~ s t i c a s ,  também 

p r o p o s t a s  p o r  e l e ,  

A ,  = 4.82x10-~; C, = 0.9xio-~; i = 0.026; 



e ,  com o m ó d u l o  de e l a s t i c i d a d e  do c o n c r e t o  E ( t ) ,  c o n s -  
2 t a n t e ,  i g u a l  a 2 x 1 0 ~  k g / c m  , determinam-se as corres-  

pondentes  tensões n o s  elementos de concre to  e a ç o  do p i -  
l a r .  Para f i n s  d e  a n á l i s e ,  a g r a n d e z a  em s i  d a s  tensões  

não tem m u i t a  i m p o r t ã n c i a ,  mas sim, a v a r i a ç ã o ,  a o  ion- 

go do tempo, d e s t a s  t e n s õ e s .  P o r t a n t o ,  a s  tensões o b t i -  

d a s  em u m  determinado tempo t ,  s e r ã o  d i v i d i d a s  p e l a  tez 
s ã o  o b t i d a  para t = .r 1 ' Resolvendo-se o p r o b l e m a ,  com a 

s u b r o t i n a  I N T E G R A ,  p a r a  r l = 2 8  d i a s  e ,  com uma f u n ~ ã o  
que determina  o i n t e r v a l o  de tempo d o  t i p o  4.3.1 onde ,  

a = 1 e A = 7, obtém-se,  p a r a  as  t ensões -  o s  va lores  da 
t a b e l a  5 . l . a .  

Arutyunyan reso lveu ,  analiticamente, O 

p r o b l e m a ,  com o a u x í l i o  d a  funçzo  gama incompleta, 

o b t e n d o  os resu l tados  m o s t r a d o s  na t a b e l a  5 . 1 . b .  Obser- 
v a - s e  que, os valores o b t i d o s ,  t a n t o  pela a n a l i s e  numé - 
r i c a  quanto a n a l i t i c a ,  são p r a t i c a m e n t e  co inc identes .  

P e l a  análise d a s  f i g u r a s  5 . 4  e 5,5 n o t a - s e  

que a s  t e n s õ e s  i n i c i a i s  n o  concreto ,  ob(?,), s ã o  r a p i  - 
damente r e d u z i d a s  p e l a  i n f l u ê n c i a  d a  d e f o r m a ç ã o  l e n t a  e 
q u e ,  s e u  v a l o r  decresce ,  n o s  casos considerados,  em a t e  

35% ( v =  3 % ) .  Para o concreto,  o aumento  da armadura 
l o n g i t u d i n a l  l e v a  a um aumento  na a t e n u a ç ã o  d a s  t e n s õ e s .  

Já para  o a ç o ,  a i n f l u ê n c i a  da  t a x a  de armadura i1 no 
c r e s c i m e n t o  d a s  tensões é mais importante  n a  proporção 
inversa  de U, i s t o  é, p a r a  b a i x a s  t a x a s  de armadura se 

dão os  m a i s  a l t o s  i n c r e m e n t o s  d a s  t e n s õ e s .  

Nas f i g u r a s  5 . 6  e 5 . 7  apresenta-se um es-  

t u d o  da v a r i a ç ã o  d a s  tensões,  para  d i ferentes  i dades 
de carregamento ,  ou s e j a ,  para  .rl  = 28, 60 e 720 d i a s ,  
com uma t a x a  de armadura ~i = 2 % .  



I 

C ( t 9 . c )  = $(.c) (1- R) 
- Y ( t - . c )  T[I] : = A ( I - I )  c1 A=70; a=l,O 

$(r) = Alir+ C. T~ = 28 dias 

t ~i=l,O% V - 1 , 5 % ~ = 2 , 0 %  ~ = 2 , 5 %  i1=3,0% u=l,OX p=1,5% ri=2,0% p=2,5% ~ = 3 , 0 %  
õa( t )  ua(t) o a ( t )  u a ( t )  oa ( t )  (d ias)  - o a ( t )  ua(t) o a ( t )  ua ( t )  u a ( t )  -- 
oa(q 1 u m  oa(.ri) õãr;l) m õãT;i GFiT %(-[i 1 ~ T I  -1 

28 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

35 1,32 1.30 1.29 1.27 1.26 0.97 0.95 0.94 0.93 0.92 

42 1.58 1.54 1,51 1.49 1.46 0,94 0.92 0.90 0.88 O.% 

49 1.78 1.73 1,69 1.65 1.62 0.92 0.89 0.86 0.84 0.81 

56 1.95 1.88 7.83 1.78 1.73 0.90 0.87 0.83 0.80 0.78 

63 2.08 2.01 7.94 1.88 7.82 0.89 0.85 0.81 0.78 0.75 

70 2.19 2.10 2.02 1.95 7.89 0.88 0.83 0.79 0.76 0.73 

77 2.28 2.18 2.09 2.01 1.95 0.87 0.82 0.78 0.75 0.71 

84 2.35 2.24 2.14 2.06 1.99 0.86 0.81 0.77 0.73 0.70 

238 2.65 2.48 2.34 2.22 2 .12 0.83 0.78 0.73 0.691 0.66 

294 2.65 2.48 2 .34  2.22 2.12 0.83 0.78 0.73 0.69 0.66 

364 2.65 2.48 2.34 2.22 2 . 7 3  0.83 0.78 0.73 0.69 0.66 ------------ 
w 2.65 2.48 2.34 2.22 2.13 0.83 0.78 0.73 0.69 0.66 



t 

28 d i a s  1.00 1.00 1 . 0 0  1 .00  1.00 1 .00  1 .00  1 .00  1.00 1.00 

1,5meses 1.65 1 . 6 2  1 . 6 0  1 . 5 6  1 . 5 4  0.93 0 . 9 1  0 . 8 8  0.86 0 . 8 4  

3 m e s e s  2.40 2 . 2 8  2 . 1 8 2 . 0 9  2.02 0.86 0 .81  0.76 0.73 0.69 ----- 
0 . 8 4  0.78 0.73 0.69 0.66 

1 ano 2.66 2.48 2 . 3 4  2 . 2 2  2 . 1 3  0.83 0.78 0 . 7 3  0.69 0.66 

o3 2.66 2 . 4 8  2.34 2 . 2 2  2 . 1 3  0 . 8 3  0.78 0.73 0.69 0.66 - 
T a b e l a  5 . 1  - Valores o b t i d o s  p e l a  reso lução  numérica 

( a )  e a n a l i t i c a  ( b )  ] 1 I d o  exemplo 2 ,  
com a proposta  de Arutyunyan.  p a r a  

r , =  
= 28 d i a s  



f i  gura 5.4 - Variações das tensões do concreto com o tempo t ,  o b t i d a s  numericamente pe la  proposta de 
Arutyunyan, no exemplo 2, com -rl = 28 di as e ii dado. 

Fi gura 5.5 - Variações das tensões no aço com o tempo t,  obt idas  numericamente pela proposta de 
Arutyunyan, no exemplo 2 ,  com r, = 28 dias  e ii dado. 

3 - 

2 - 

4 - 

aa (t) 

u a ( 2 8 )  



F i g u r a  5.6 - Variação das  tensões no concreto, com o tempo t ,  obt idas  numericamente pela proposta de 
Arutyunyan, no exemplo 2 ,  com ~~'28. 60 e 120 d ias e p=2%. 

F igu ra  5.7 - Variação das tensões no aço, com o tempo t ,  obt idas numeri camente pela proposta de 
Arutyunyan, no exemplo 2, com r l  =28, 60 e 120 dias  e -2%. 



Observa -se  que, p e l a  i n f l  uência  d a  deformação 
l e n t a ,  quan to  maior a i d a d e  de carregamento, m a i o r  a i n -  

c l inação  i n i c i a l  d a  c u r v a ,  e menor o v a l o r  d a  a t e n u a ç ã o  

d a s  tensões  no concreto e maior a do aço. O b s e r v a - s e  também 

que, a diferença nos valores  1 imites o b t i d o s ,  para as  diferen 
t e s  i d a d e s ,  é m u i t o  pequena, p e l a  proposta  de Arutyunyan. 

5.2.2 - R e s o l u ç ã o  p e l a  P r o p o s t a  de Dischinger  

Ao a n a l  i ç a r  o problema com a proposta de D i s -  

ch inger ,  n e c e s s i t a - s e ,  p r i m e i r a m e n t e ,  d a  resolução a n a l i t i  - 
ca  para  p o s t e r i o m n t e ,  compara r com o s  resultados numéricos ob - 
t i  d o s  pel  a s u b r o t i  n a .  Para t a n t o ,  subst i tu i -se o s  valares da 
f u n ç ã o  de f l u ê n c i a ,  com C ( t ,  .c) de 3.6.1.5 em 5 . 2 . 7  
e 5.2.8.  No c a s o ,  pode-se reso lver  apenas  uma equação, do 

t i p o  

onde h ( t )  representa h, ( t )  e h b ( t )  e ,  o ( t ) ,  r e p r e s e n t a  

Multiplicando-se a equação 5 . 2 . 2 . 1  p o r  [I + I A  

m ( t ) ]  e d i f e r e n c i a n d o  o resultado com r e l a ç ã o  a t chega-  

- s e  a: 

que 6 a equação d i f e r e n c i a l  correspondente ao problema pro - 
p o s t o ,  com consideração de f l u ê n c i a  e mõdulo de e l a s t i c i -  

dade va r i áve l  . 
N o t a - s e  de 5.2 .7  e 5.2.8 que a s  seguintes 



c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  ocorrem para o a ( t )  

Considerando-se o mõdulo de e l a s t i c i d a d e  do con 

ereto E ( T )  c o n s t a n t e ,  i g u a l  a E , ,  resolvendo-se a equação 

di f erenc ia l  5 . 2 . 2 . 2  com as correspondentes h a ( t )  e 
( t )  e com as c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  5 . 2 . 2 . 3 ,  o b t é m - s e ,  

hb 
p a r a  

a s  t e n s õ e s  no a ç o  e no concreto,  as e x p r e s s õ e s :  

onde  m = E,/Eo. Os resul tadoç  encontrados na  s o l u ç ã o  ana- 

l i t i c a ,  com o aux?l io  das expressões  5 . 2 . 2 . 4  e 5 , 2 . 2 . 5 ,  
5 2 para r l = 2 8 d i a s ,  C m = 1 , 0 7 x 1 0 - 5 ,  E o = 2 , 0  x 10 k g / c m ,  

6 E, = 2 , O  x 10 kg/crn2 e v = 0.026, e s t ã o  apresentados n a  t a -  

b e l a  5 . 2 .  A c o n s t a n t e  v ,  que a f e t a  a t a x a  de variação da 
f luênc ia  com o tempo,  f o i  u s a d a  de f o r m a  idên t i ca  a s u g e r i  - 
d a  por Arutyunyan, para' e f e i t o  de comparação d o s  resul ta-  
d o s .  B a z a n t  131 sugere ,  para essa  c o n s t a n t e ,  valores en - 
tre 0.00274 e 0.00137, ou s e j a ,  bem menores. Acontece que, 
com esses  va lore s ,  as curvas de f l u ê n c i a  t ê m  um crescimen-  

t o  m u i t o  lento  e ,  como ser; v i s t o ,  posteriormente,  no c a p i  - 

t u 1 0  7 ,  o v a l o r  e n c o n t r a d o  no  e n s a i o  é maior que os sugeri  - 



dos  p o r  Bazant .  Para o valor l i m i t e  da f u n ç ã o  de f l u ê n -  
c i a ,  C m ,  tambem f o i  u t i l i z a d o  o  p r o p o s t o  p o r  Arutyunyan, 
p a r a  r ,  = 28 d i a s .  

J á ,  p a r a  a s o l u ç ã o  numér i ca ,  s u b s t i t u i - s e  d i -  
r e t a m e n t e  a f u n ç ã o  de f l u ê n c i a  p r o p o s t a  p o r  D i s c h i n g e r ,  

3 . 6 . 1 . 6 ,  em 5 . 2 . 7  e 5 . 2 . 8 .  0s r e s u l t a d o s  e n c o n t r a d o s  s ã o  
a p r e s e n t a d o s  na t a b e l a  5 . 2 . 1 ,  p a r a  uma f u n ç ã o  que determi  - 
na o i n t e r v a l o  de tempo do t i p o  4.3.1, onde a = l  e ~ = 7 .  

Nota-se  que o s  v a l o r e s  o b t i d o s  s ã o  de mui to  b o a  aproxima-  
ç ã o ,  com os  o b t i d o s  a n a l i t i c a m e n t e .  

Ana l i s ando- se  as f i g u r a s  5.8 e 5 . 9 ,  observa -  

- s e  que a s  tensões i n i c i a i s  no c o n c r e t o ,  o ( T ~ ) ,  são r a p i  - 
damente r e d u z i d a s  e o aumento da t a x a  de armadura l o n g i -  
t u d i n a l  l e v a  a um atenuamento dessas t e n s õ e s ,  Para O 

a ç o ,  a i n f l u e n c i a  da t a x a  de a r m a d u r a ,  conf i rmando a anã-  

l i s e  f e i t a  p e l a  p r o p o s t a  de Arutyunyan ,  e mais impor t an -  
t e  na p roporção  i n v e r s a  d e  v ,  Nota -se  que,  pela  p r o p o s t a  
de D i s c h i  n g e r ,  houve em comparação a Arutyunyan,  um maior 
i n c r e m e n t o  n a s  tensões do a ç o  e ,  uma menor a t e n u a ç ã o  nas  
tensões do c o n c r e t o .  

Nas  f iguras  5.13 e 5.11 a p r e s e n t a - s e  a v a r i a ç ã o  

das  tensões p a r a  d i f e r e n t e s  i d a d e s  de carregamento,  ob(-cl ), 

com uma t a x a  de armadura p = 2 % .  Observa -se  que ,  q u a n t o  

maior  a i d a d e  d e  ca r r egamen to ,  menor a i n c l i n a ç ã o  i n i c i a l  
da  c u r v a ,  menor o v a l o r  da a t e n u a ç ã o  das tensões no con- 
c r e t o  e maior  a do aço .  C o m  o e n v e l h e c i m e n t o ,  nota-se uma 

d i f e r e n ç a  m u i t o  grande  n o s  v a l o r e s  l imites  d a s  tensões. Pa - 
ra =I20 d i a s ,  a a t e n u a ç ã o  das tensões n o  c o n c r e t o - 6  

muito pequena, E s t e  a s p e c t o  vem c o n f i r m a r  o problema da 

s u b e s t i m a ç ã o  d o s  e f e i t o s  da f l u g n c i a  p a r a  c o n c r e t o s  enve- 

l h e c i  d o s ,  pe la  t e o r i a  de Dischinger. 



F igu ra  5.8 - Var iações das tensões no concreto coni o tempo t, o b t i d a s  numericamente pela proposta 
de Uischinger ,  para r, =28 dias  e ii dado. 

oa(28) 

t 
O 2'8 45 70 90 tX)  i 60 210 250 300 360 

t ( d i  a s )  

F igu ra  5.9 - ' V a r l  ações das tensões no aço com o tempo t, obtidas numericamente pela proposta  de 
Disch i  nger, para T, -28 dias  e ii dado. 



Fi gura 5.10 - Var i  ações das tensões no concreto com o tempo t ,  o b t i  das numeri camente pe l  a proposta 
de Discninger ,  para rl=28, 60 e 120 d ias  e V-2%. 

L 

Figura 5.11 - Variações das tensões no aço com o tempo t, obt idas  nurneri camente pela proposta de 
Dischinger,  para r1=Z8, 60 e 120 d ias  e l i=2%. 



V A L O R E S  NUMERICOS ( a  

V A L O R E S  A N A L T T I  cos  

T a b e l a  5 . 2  - Valores o b t i d o s  pela resolução 
numérica ( a )  e a n a l ' i t i c a  ( b )  

do exemplo 2,  com a p r o p o s t a  
de Di s c h i  nger, para  r1 = 28 dias.  



c ( t , ~ )  = $(r) ( 1  - e) -Y(t- ')  T[I] : = ~(1-1)' 6=7,0 a=? ,O 

4 ( r )  = A l / r  + C. T, = 28 dias 

( a )  
T a b e l a  5 . 1  - V a l o r e s  o b t i d o s  p e l a  resolução numerica 

( a )  e a n a l í t i c a  ( b )  [ I  J ,  do exemplo 2 ,  

com a proposta de Arutyunyan ,  para .r1=28 dias. 

t 

28 dias 
1,5 meses 

3meses 
6meses 

1 ano 

a 

I 
( d i a s )  

v=l ,O% ' 

o a ( t )  

o j  

~i=1,5% 

a a ( t 1  

1.00 
1 . 3 0  
1.54 
1.73 
1.88 
2.01 
2.10 
2.18 
2.24 
2.29 
2.40 

2.61 2.45 
L63 2.47 

2.48 
294 2.65 2.48 
364 2.65 2.48 

Q 2.65 2.48 

1.00 1-00 1.00 1-00 '1.00 1.00 
1.54 0.93 0.91 0.88 0.86 0.84 

2.02 0.86 0.81 0.76 0.73 0.69 
2,13 0.84 0.78 0.73 0.69 0.66 
2.13 0.83 0.78 0.73 0,69 0.66 

2.13 0.83 0.78 0,73 0.69 0.66 I 

1.00 

1.65 

2.40 

2.63 

P2,0% 

aa( t )  

qqIãI;;>TTã-r;) 
1.00 
1.29 
1.51 
1.69 
1.83 
1.94 
2.02 
2.09 
2.14 
2.78 
2,27 
2.32 
2.33 
2.34 
2.34 
2.34 
2.34 

1.00 
1,63 

ti =2,5% 

~ a ( t )  

Fi=3,0% il= 1 ,O% 1 ~ 1 3 %  V=2,0% ~ = 2  3% P3,O % 

o a ( t )  o b ( t )  o b ( t )  o b ( t )  õ b ( t )  a b ( t )  

%T;;T0t;T;;) w)~qqT W)qqJ 
1.00 
1.27 
1.49 
1.65 
1.78 
1.88 
1.95 
2.01 
2.06 
2.10 
2.18 
2.21 
2.22 
2.22 
2.22 
2.22 
2.22 

1.00 

1.60 

2.282.18 

2,462.33 

2.661 

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 
1.26 0.97 0.95 0.94 0.93 0.97 
1.46 0.94 0.92 0.90 0.88 0.86 
6 0.92 0.89 0.86 0,84 0.81 
1 . 7 3  0 .90  0.87 0.83 0.80 0.78 
1.82 0.89 0.85 0.81 0.78 0.75 
1.89 0 .88  0.83 0.79 0.76 0.73 
1,95 0.87 0.82 0.78 0.75 0.71 
7.99 0.86 0.81 0,77 0.73 0-70 
2.01 0.86 0.81 0.76 0 .72  0.69 
2.09 0.84 0.79 0.74 0.70 0.67 
2.11 0.84 0.78 0.74 0.70 0.66 
2.12 0.84 0.78 0.73 0.69 0.66 
2.12 0.83 0.78 0.73 0.69 0.66 
2.12 0.83 0.78 0.73 0.69 0.66 
2.13 0.83 0.78 0,73 0.69 0.66 
2.13 0.83 6.78 f6.73 0.69 0.66 

f L \  

1.00 
1.56 

2.09 

2.22 

2 .482.34 

2,66 

2.22 

2,22 2.482.34  



5 . 3  - Exemplo 3 - Tubo Submetido ã Pressão Interna  

C o n s i d e r a - s e ,  agora, um t u d o  de concreto a r -  
mado, n o  q u a l  a t u a  uma pressão r a d i a l  uniforme P ,  a p l i c a -  

da s o b r e  a s u p e r f ' i c i e  i n t e r n a ,  de r a i o  a .  Considera-se a 
a r m a d u r a  como uma camada, de e s p e s s u r a  6 ,  j u s t a p o s t a  ã s u  - 
p e r f i c i e  e x t e r n a  do concre to .  A área de a ç o  na  direção 

l o n g i t u d i n a l  do concreto armado do t u b o  5 F,. 

Quando a camada de a ç o  e c o n c r e t o  a t u a m  j u n -  
t a s ,  forças  rec iprocas  surgem entre e l a s ,  n a  f o r m a  de f o r  - 
ç a s  r a d i a i s ,  q ( t ) ,  a s  q u a i s  agem em um comprimento u n i t ã  - 
r i o  do c i r cu lo  com r - b .  No c a s o ,  por s i m e t r i a ,  as t e n -  

s õ e s  t a n g e n c i a i s ,  em q u a l q u e r  ponto da s u p e r f r c i e  de con- 
ta to  do aço e do concreto,  serão s e m p r e  n u 1  a s ,  D i a g r a m a s  

teóricos  d a s  tensões a t u a n t e s  s ã o  mostradas  na  f i g u r a  5. 

1 3 .  
C o n s i d e r a - s e  o problema de l a m é  para c a d a  ca - 

mada,  separadamente, s o b  a i n f l u e n c i a  d e  P ,  e q ( t ) .  As 

t e n s õ e s  o b 9 ( t )  e o b r ( t )  e o 5  deslocamentos r a d i a i s  

v b . ( t ) ,  n a  camada de concreto,  são e x p r e s s a s  em função de 
P,  e q ( t ) ,  p e l a s  s e g u i n t e s  fórmulas 111: 

e ,  na camada correspondente armadura, 



Figura 5.12 - T u b o  de c o n c r e t o  armado submetido a uma 

pressão i n t e r n a  c o n s t a n t e  ( a )  no q u a l  
a armadura e r e p r e s e n t a d a  p o r  um tubo d e  

a ç o  de espessura 6 - ( b ) .  

F igura 5-13 - D i  agrarnas teÓri cos dos  e lementos  de a ç o  ( a )  e 

c o n c r e t o  ( b )  do t u b o .  



onde E, 6 o rnódulo de e l a s t i c i d a d e  da armadura, 6 a es-  
p e s s u r a  r e d u z i d a  da armadura,  V, o c o e f i c i e n t e  de P o i s s o n  

do concreto.  Para determinar-se a deformação r a d i a l  no 

concreto a r m a d o ,  quando ocorre  f l u ê n c i a ,  u t i  1 i z a - s e  uma 
e x p r e s s ã o  do t i p o  

Por outro l a d o ,  a c o n d i ç ã o  de compatibilidade 

de deformação é expressa  para  r=b por: 

para q u a l q u e r  t > r l .  A função  de f l u e n c i a  é e x p r e s  - 
s a ,  genericamente, conforme 3 . 6 . 1 . 4  o u  3.7.1.10 por 

Utilizando-se a cond ição  de c o m p a t i b i l i d a d e  

5 . 3 . 4 ,  o c o n j u n t o  de equações 5 . 3 . 1  e 5 . 3 . 2 ,  o b t ê m - s e  de 
5 . 3 . 3 ,  apõs a lgumas transformações: 

onde 



Desta m a n e i r a ,  o problema da d e t e r m i n a ç ã o  de 
q ( t )  n o  t u b o  de concreto  armado, sobre a i n f l u e n c i a  de uma 
p r e s s ã o  i n t e r n a  c o n s t a n t e ,  P,, e as c o n s i d e r a ç õ e s  de f l u -  

ê n c i a ,  requerem a s o l u ç ã o  da equação i n t e g r a l  5.3.6, que 

é do t i p o  4.2.3, onde,  

que ,  pode  s e r  r e s o l v i d o  diretamente p e l a  s u b r o t i n a  INTE- 
G R A .  Após a s  f o r ç a s  q ( t )  serem encontradas ,  a s  tensões 

e deslocamentos, no tubo de c o n c r e t o  armado.  s Z o  d e t e r m i -  

nadas  p o r  5.3.1 e 5.3.2. 

5.3.1 - Resolução pe l a  Proposta de Arutyunyan 

U t i l i z a n d o - s e  a função de f l u ê n c i a  proposta  

p o r  Arutyunyan ,  3 . 7 . 1 . 8 ,  n a  equação  i n t e g r a l  5.3.6, " e 
c o n s i  derando-se  as mesmas carac ter i s  t i  c a s  p r o p o s t a s  no 

e x e m p l o  2 ,  com o mÓdulo de e l a s t i c i d a d e  do c o n c r e t o  c o n ç -  

t a n t e  e i g u a l  a E o ,  e uma função p a r a  determinação do ta- 

manho do i n t e r v a l o  4.3.1 p o d e - s e  o b t e r  q ( t ) .  N e s t e  caso, 



a s  f o r ç a s  q ( t )  variarão em função  de q u a t r o  parametros: 
o tempo t; a i d a d e  de car regamento  r l ;  o  c o e f i c i e n t e  B =  
b / a ,  que,  na r e a l i d a d e ,  dá uma i d é i a  da t a x a  de armadu - 
r a  ( c o n s i d e r o u - s e  C = b ) ;  e a r a t ã o  6 / b .  

Como p r i m e i r a  a n á l i s e ,  f ixou-se  a i d a d e  r l  em 

28 d i a s ,  a razão 6 / b  em 0.002 e ,  f e z - s e  v a r i a r  o tem- 
po t ,  para a lguns  v a l o r e s  de b / a .  As  tensões  o b t i d a s  e s -  

t s o  apresentadas na t a b e l a  5.3, d i v i d i d a s  p e l o  v a l o r  i n i -  

c i a l  da tensão ,  o b + ( ~ ~ ) ,  u t i l i z a n d o - s e  uma f u n ç ã o  que de - 
t e r m i n a  o t amanho  do i n t e r v a l o  do t i p o  4 . 3 . 1 ' ,  com A = 3,O 

e a = 1 , O .  

Ao l a d o  dos v a l o r e s  obtidos n u m e r i c a m e n t e ,  na  

t a b e l a  5.3 ,  e s t ã o  co locados  a lguns  o b t i d o s  de f o r m a  a n a l i  - 
t i c a ,  por Aru tyunyan ,  resolvendo a equação 5 . 3 . 6 ,  com o 

auxr l io  de uma função gama i n c o m p l e t a .  Novamente,  a a p r o  - 

ximação o b t i d a  é muito boa.  

Na f i g u r a  5.14 e s t á  p l o t a d o  a r a z i o  entre a 

t ensão  no c o n c r e t o ,  o b $ ( t ) ,  e a t e n s ã o  i n i c i a l  , ob ( r  ) ,  
9 1 

pelo tempo após a c a r g a  t ,  para r l = 2 8  d i a s  e &/b=O.OOZ.  

Nota- -se  que, a s  t e n s õ e s  no concre to  são  mais atenuadas quan - 
t o  maior a t a x a  de armadura.  Logo, a deformação . l e n t a  

tem uma grande i n f l u ê n c i a  em tubos de p a r e d e - f i n a ,  para 
unia dada r a z ã o  6 / b .  

Na t a b e l a  5 . 4  a p r e s e n t a m - s e  as t ensões  no 

aço  e no c o n c r e t o ,  o b t i d a s  numer icamente para d/b=0.002, 

e para um tempo  t i n f i n i t o ,  v a r i a n d o  a i dade  r ,  de c a r -  
regamento e o valor  de 6 .  No c a s o ,  f o i  u t i l i z a d a  uma f u n  - 
ç ã o  para d e t e r m i n a ç ã o  do tamanho dos i n t e r v a l o s  do t i p o  

4 . 3 . 1 ,  com i n t e r v a l o s  c r e s c e n t e s ,  onde b = 1  e a=1,2. Tam - 

bem são a p r e s e n t a d o s  o s  valores o b t i d o s  ana l i t i camente  por 

Aru tyunyan  



* O valor aos 90 d i  as e 180 dias foram cal culados com A=l . 

'1 

Tabela 5 . 3  - Valores o b t i d o s  p e l a  proposta  
d e  Arutyunyan ,  p o r  resolução 

n u m é r i c a  e a n a l i t i c a  I 1 1 ,  do 
exemplo 3 ,  com s / b  = 0 .002  e 

= 28 d i a s .  

- (ter) 1 T I  I 1 :=*(I-I l a  c ( ~ , T )  = +(TI 17-e ~ = 3  a = 7 , 0  

$ ( r )  = A l / r  + C, 6/b=0.002 r l  = 2 8 d i a s  

t 

( d i a s )  

28 

3 1 
34 

37 

40 
43 

46 

49 

6 1 

70 

90 * 
124 

180 * 
360 

a 

V? 1 E;;:$% 6 = 1.3 6 = 1.5 
Fi = 2.2% ~i = 0,87X = 0.6% 

obm(t ) /ob( (28)  "bm(t)/obm(28) bb(( t ) /ob4(28)  %+(t ) /ob)(28)  
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Figura 5.14 - Variação nas tensões do concreto com o tempo t,  o b t i  das numeri camente pela proposta  de 
Arutyunyan, para r, =28 dias  e ti dado. 



-V (t-r ) C ( ~ , T )  = + ( r ) ( l  - e 1 T I E I : = A ( I - ~ ) ~  A = 1  a = 1 , 2  

( ( T )  = A 1 / ~  + C. t = -  s/b = 0.002 

13 = 1.1 13 = 1 . 2  13 = 1.3 13 = 1 .5  
p = 2 . 2 %  i1 = 1 , 2 %  i1 = 0 . 8 7 1  y = 0.60 

'c 1  
ob) ("1 "a4 ("1 Db$ ("1 ~ a +  ("1 ubm (m) oa$ (9 ub+ ("1 "a4(=) 

(dias) T%;r;rr IamT;i) u b m ( r l )  Oa,(rl) õ b m ( r l )  ~ a , ( . r i )  

3 0.39 3.87 0.60 4.65 0.69 5.00 0.79 5.33 

7 0.60 2.90 0.74 3.36 0.80 3.57 0.86 3.77 

14 0.68 2.51 0.79 2-87 0.84 3.03 0.89 3.18 

28 0.72 2.32 3.62 2.63 0.87 2.76 0.91 2.89 

Tabela 5.4 - Valores o b t i d o s  p e l a  p r o p o s t a  de Arutyunyan p o r  
resolução numérica ( a )  e a n a l 7 t i c a  ( b )  1.1, do 

exemplo  3 ,  com 6 / b = O . 0 0 2  e t = w .  



Observa -se  que, p a r a  uma mesma t a x a  de arma- 

d u r a ,  a s  tensões  no  c o n c r e t o  são m a i s  a t e n u a d a s  para con- 

c r e t o s  de p o u c a  i d a d e .  As t e n s õ e s  o,m(t), do a ç o ,  p a r a  

uma mesma t a x a  de armadura, tem um m a i o r  c r e s c i m e n t o  p a r a  

c o n c r e t o s  carregados com pouca  i d a d e .  J: para uma mes- 

ma idade de carregamento, estas  tensões tem um c r e s c i m e n -  

t o  m a i o r  p a r a  b a i x a s  taxas de a rmadura .  

5.3.2 - Resolução p e l a  P r o p o s t a  de D i s c h i n g e r  

Novamente, neces s i ta - se  p r i m e i r a m e n t e ,  da re- 
s o l u ç ã o  a n a l i t - i c a  p a r a ,  p o s t e r i o r m e n t e ,  comparar-se com 

os r e s u l t a d o s  n u m é r i c o s .  P a r a  t a n t o ,  subs t i tu iu - se  o s  v a  - 
lores  da função de f l u ê n c i a  C ( ~ , T ) ,  de 3 . 6 . 1 . 5 ,  em 5 . 3 .  

6, obtendo-se: 

onde, fb ( t )  e A o ,  s z o  d e f i n i d o s  como em 5 . 3 . 8 .  

D i f e r e n c i a n d o  es ta  equação com relação a t ,  

p a r a  o c a s o  e m  que  o rnódulo de e l a s t i c i d a d e  do c o n c r e t o  - e c o n s t a n t e  e igual a Eo, o b t é m - s e  a s e g u i n t e  expressão:  

onde 



A e x p r e s s ã o  5 . 3 . 2 . 2  é a equação di f erenc ia l  
l i n e a r ,  correspondente ao problema proposto, com c o n s i d e -  

ração de f luênc ia  e módulo  de e l a s t i c i d a d e  do concreto 
c o n s t a n t e .  

De 5 . 3 . 6  r e t i r a - s e  a s e g u i n t e  condição i n i -  
c i a l  : 

Resolvendo a equação d i f e r e n c i a l  corresponde1 
te  com essa c o n d i ç ã o  i n i c i a l ,  obtém-se, para q ( t ) :  

A s  tensões no concreto,  o b t i d a s  na  solução anã 

l í t i c a ,  com o a u x í l i o  da expressa0 5 . 3 . 2 . 5 ,  para ' r l  = 28 
d i a s ,  a r a z ã o  6 /b=0 .002  e ,  variando o tempo t para a l -  
guns valores  b / a ,  e s t ã o  apresentados na t a b e l a  5 . 5 ,  d i v i -  
d i d a s  pe lo  v a l o r  i n i c i a l  da t ensão  U ~ + ( T ~ ) .  A S  c o n s t a n -  

t e s  da t e o r i a ,  dependentes  do concreto u t i  1 i zadas , fo ram 

as m e s m a s  d o  exemplo a n t e r i o r .  

Ao lado dos v a l o r e s  o b t i d o s  anal i t icamente  e s  - 
tão  coIocados,  na tabela  5 . 5 . ,  os  obt idos  p e l a  resolução 
numérica do problema, com uma função que d e t e r m i n a  o t a -  
manho do in t erva lo  de tempo do t ipo  4 . 3 . 1 ,  com A = 3 , 0  e 
a ,  = 1 ,O .  A a p r o x i m a ç ã o  o b t i d a  é b a s t a n t e  b o a .  Como era 
d e  se esperar ,  as tensões  no concreto s ã o  m a i s  a t e n u a d a s  



(dias)'Numéri- Anal i  
I ! 

I 

T a b e l a  5.5 - Valores o b t i d o s  p e l a  proposta de Dis- 
c h i n g e r ,  por reso7ução numérica e ana - 
l i t i c a ,  do exemplo 3 ,  com 6 / b = 0 . 0 0 2  
e r1 = 28 d i a s .  



q u a n t o  maior a t a x a  de armadura.  Na t a b e l a  5.6 e s t ã o  apre - 
s e n t a d a s  a s  tensões  t a n g e n c i a i s  no a ç o  e no concre to ,  pa-  

r a  d / b = 0 . 0 0 2 ,  p a r a  um tempo t i n f i n i t o ,  variando a i d a -  

de T~ de carregamento e o v a l o r  de 6, o b t i d a s  numer ica -  

mente,  com a mesma função para d e t e r m i n a ç ã o  do tamanho do 

in t erva lo .  
As c o n c l u s õ e s  o b t i d a s ,  g e n e r i  c a m e n t e ,  são a s  

mesmas da proposta  de Arutyunyan mas ,  com o envelhecimen- 
t o ,  e x i s t e  uma menor inf luênc ia  dos e f e i t o s  d a  f luênc ia  
ver i f i cados  p e l a  t eor ia  de D i s c h i n g e r .  

-u(T~-T~) -v( t - ~ ~  ) 2 
(I-e 1 T I  I I=b(I-7) 6=3,0 a=1 ,O C(t,r) = Ca e 

=- s / b  = 0.002 

= 1 B = 1 , l  B =  7,2 ~ = 1 , 3  s =  1,5 
( a i  as) ~=2,22 ~ = 1 , 2 %  v=O. 87% ~0.60% 

"a$(') "b4(") uam(") 

%m(T1)=1 qq 
3 0.41 3.79 0.60 4.60 0.70 4.96 0.79 .5.31 

7 0.45 3.61 0.63 4.32 0.72 4.63 0.87 4.92 

14 0.51 3.30 0.69 3.86 1 Q.76 4.10 0.84 4 .32  

28 0.63 2.75 0.77 3.09 0.83 3,24 0.88 3.36 

T a b e l a  5 . 6  - Valores o b t i d o s  p e l a  pro- 
p o s t a  de D i s c h i n g e r ,  por 
resol  ução numeri ca  do exem - 
pio 3, com 6 / b  = 0.002 e 

t = -. 



C A P I T U L O  6 

ENSAIOS 

Com a f i n a l i d a d e  de c o m p a r a r  as  p r o p o s t a s ,  ana- 

l i s a d a s  no  C a p i t u l o  3 ,  foram real izados  e n s a i o s  de reiaxa-  
ção e f l u ê n c i a .  

6 . 1  - Concreto e Corpos. de Prova 

P a r a  os e n s a i o s  realizados f o i  u t i l i z a d a  a m i s -  
tura 1 :2 ,36 :2 ,88 ,  em peso,  com f a t o r  á g u a - c i m e n t o  i g u a l  

a 0 ,58  e o f a t o r  á g u a - m a t e r i a i s  secos  de 9 3 % .  O c imento  
2 u t i  1 i z a d o  f o i  o P o r t i a n d  Pozolãmico de 320 k g / c m  , cu j as 

caracterys t icas  e s t ã o  n a  t a b e l a  6 . 1 .  

r t s f d u o  retido na peneira normal de O . 0 7 5 m m  
Finura 

de aber tura :  3,552 I 
$ n i t i @ :  3h45min 
f fm:  8h35ain 

Expansi- i fr io :  o,L? a i  
b l l i d a d e  a quente (5  horas):  0,O mm I 

Idade nédia de6CP 
~kirtência r r t i  1 dias ! (b/cP) 

a I obt ida  com 0.481 ca3 da 1 3 1 152 1 
tDepm5io ãgua por  grama de c t u n t o  I 

T a b e l a  6 . 1  - ~ a r a c t e r r s t i c a s  do c imento  

A a r e i a  de p r o c e d ê n c i a  do r i o  G u a i b a  e a bri t a  
do t i p o  " u m " ,  de o r i g e m  g r a n i t i c a .  A granulometria da a r e i a  

e b r i t a  é apresentada na t a b e l a  6.2. 
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Mate ri a1 
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T a b e l a  6.2  - C a r a c t e r f s t i c a s  da a r e i a  e b r i  t a  

Os co rpos  d e  p r o v a ,  u t i l i z a d o s  n o  e n s a i o  propria - 
mente d i t o ,  eram c i  l i n d r i c o s ,  com 10 cm de d iâmet ro  e 27cm 

de a l t u r a ,  moldados em f ô r m a  f e i t a  com P.V.C.  Foram molda- 

dos d e z  c o r p o s  de prova  com e s s a s  c a r a c t e r i s t i c a s  p a r a  se- 

rem u t i l i z a d o s  d a  s e g u i n t e  forma: d o i s  p a r a  o p r i m e i r o  en- 
s a i o  de f l u ê n c i a ;  d o i s  p a r a  o segundo e n s a i o  de f luGnc ia ;  
d o i s  p a r a  o e n s a i o  de r e l a x a ç ã o  e os o u t r o s  quatro p a r a  con - 
t ro le .  Esses corpos  de c o n t r o l e  foram u t i  l i rados  n a  medi- 

ção  d a s  deformações  de r e t r a ç ã o  no c o n c r e t o ,  nas mesmas con - 
d i ç õ e s  a m b i e n t a i s  do e n s a i o .  A c u r a  d o s  c o r p o s  de p rova  se  
f e z  no a r ,  a t e m p e r a t u r a  ambiente,  d e n t r o  d a  forma de P.V.C. ,  

sendo impermeab i l i zados  n a  f a c e  s u p e r i o r  com uma camada de 

c ê r a ,  i m e d i a t a m e n t e  após  a moldagem. No v igés imo  d i a ,  exe- 

c u t o u - s e  a desrnoldagem e i n i c i o u - s e  a p r e p a r a ç ã o  d o s  c o r p o s  

de p r o v a  p a r a  o e n s a i o .  

Jun tamen te  com e s s e s  d e z  corpos  de p r o v a ,  p a r a  
o e n s a i o ,  f o r a m  moldados m a i s  dez,  com 1 5  cm de diâmetro e 
30 c m  de a l t u r a ,  p a r a  determinação das  d e m a i s  c a r a c t e r i s t i -  
cas d o  c o n c r e t o .  Esses d e z  co rpos  d e  p r o v a  f o r a m  u t i  l i z ã -  



dos da s e g u i n t e  forma': q u a t r o  p a r a  o e n s a i o  de compressão 

s imples;  q u a t r o  p a r a  o e n s a i o  de compressão d i a m e t r a i  e dois 

p a r a  de te rm inação  do módulo de elast i  c idade .  F o r a m  curados 
submersos em água a t e m p e r a t u r a  amb ien te ,  a 7  co locados  um 

d i a  após a moldagem. 

6 . 2  - S i s t e m a  de A p l i c a ç ã o  e Manutenção da Carga 

O pórt ico  de c a r g a  u t i l i z a d o  . p a r a  os e n s a i o s  

de f l u ê n c i a ,  f i g u r a  6.1, cons tava  bas i camen te  de t r ê s  b a r -  

ras de aço, com d i â m e t r o  de 1,9 cm, e três p l a c a s ,  também de 

aço,  com d i â m e t r o  de 20 cm. Na par t e  s u p e r i o r  f o i  i n s t a l a -  

do o  c i l i n d r o  do macaco h i d r á u l i c o  p a r a  a p l i c a ç ã o  da carga. 
O cilindro foi f i x a d o  com rosca e, também, com uma p o r c a  de 

segu rança  na outra f a c e  d a  p l a c a .  Na e x t r e m i d a d e  do c i l i n -  

d ro ,  f o i  co locado ,  sob p ressão,  um adap tado r  de aço,  com a 

f i n a l i d a d e  de e n c a i x a r  a e s f e r a  de c e n t r a l i z a ç ã o .  A e s f e r a  

de c e n t r a l i z a c ã o  s u p e r i o r ,  ass ím  como a i n f e r i o r ,  f o i  f i x a -  

da em uma p l a c a  de c e n t r a l i z a ç ã o  c o l a d a  a o  co rpo  de prova. 

A centralização da ca rga  6 m u i t o  i m p o r t a n t e  em um e n s a i o  de 

f l u ê n c i a ,  d e v i d o  às l e i t u r a s  das deformações. Na p a r t e  i n -  

f e r i o r  do p ó r t i c o  h a v i a  duas p l a c a s ,  a p r i m e i r a  com a f u n -  

ção de apl icação da ca rga  e ,  a segunda, s e r v i a  apenas para 
o e n r i g e c i m e n t o  do p õ r t i  co. Na f i g u r a  6.7 são também ap re -  

sen tadas  as  dimensões dos e lementos  do p õ r t i  co  de c a r g a .  

O sistema de a p l i c a ç ã o  da c a r g a  p r o p r i  amen t e  

d i t o ,  nos e n s a i o s  de f l u ê n c i a  ( f i g u r a  6.21, t i n h a  a f i n a l i -  

dade de a p l i c a r  e m a n t e r  au tomat icamente  uma c a r g a  cons tan -  

t e  a um nSvel dese jado .  Era composto de uma bomba h i  d rãu -  

l i c a  i n t e n s i f i c a d o r a  c o n e c t a d a  a uma f o n t e  e a um ci l indro.  

Entre a f o n t e  e a bomba f o r a m  i n s t a l a d o s  d i s p o s i t i v o s  de 

f i l t r a g e m ,  regu lagem e medição do f l u i d o  e e n t r e  a bomba 

e o c i l i n d r o  apenas de medição. A saber :  

1 - Fonte  - I n i c i a l m e n t e  u t i l i z o u - s e  como f o n t e  um compres- 



corpo de prova 

cotas em centTmetros 

pl a c z  de central i ração inferior 
esfera 80 cen tra? i zação 
p l a c a  i n í e r i  o r  
p lacz  GE enri  gecimctito 
prJrcaS 

I--- 

F i g u r a  6 . 1  - PÓr t i  cci de c a r g a  u t i  l i  i a d o  n o s  encaios, 

c o m  dimensões de  seus elementos 

sor de a r .  Como ç u a  v i b r a ç ã o  a f e t a v a  o u t r o s  e n s a i o s  que  es - 
t avam s e n d o  r e a l i z a d o s ,  t e n t o u - s e  a utilização de t u b o s  de 

g á s  c o m p r i m i  d o .  n i  t r o g è n i o .  M a s ,  qualquer vazamento  que ho! 

v e s s e  no s i s t e m a ,  e s g o t a v a  o g ã s  em poucos  d i a s .  ~ a í ,  vol- 
t o u - s e  n o v a m e n t e  a u t í l i z a ç ã o  de um c o m p r e s s o r  de ar ,  mas, 

a g o r a ,  c o l o c a d o  sobre u m a  base que r e d u z i a  a v i b r a ç ã o  t rans  - 
r n i  t i d a .  

2,3,4,5 - U m  s i s t e m a  c o m p o s t o  F o r  u m  f i l t r o  de a r  ( 2 ) ,  uma 

v á l v u l a  de e s t a b i  lização d a  p r e s s ã o  ( 3 ) ,  que m a n t i n h a  a pres - 
são  a um n 5 v e l  p r é - e s t a b e l e c i d o ,  z p e s a r  d a s  p e r d a s  que p o r -  

ventura e x i s t i s s e m  no  s i s t e m a ,  um: v á l v u l a  de s e g u r a n ç a  ( 4 )  

e uni m a n õ m e t r o  de c o n t r o l e  ( 5 ) .  



6 , 7  - Dispos i  t i  vos d e  acionamento da bomba. 

8 - Bomba - Bomba h id ro -pneumãt i ca  E N E R P A C  PA-130. 

9 - Válvu la  d a  bomba - V ã l v u l a  a c o p l a d a  bomba que p o s s i b i  - 
l í t a v a  manter  a p r e s s ã o  já a p l i c a d a  em caso d e  a v a r i o s  no 
s i s t e m a .  

10  - ManÔmetro d a  bomba - Manõmetro também a c o p i a d o  à bomba 

com a finalidade de medir a p r e s s ã o  d e  s a r d a  d o  f l u i d o  e ,  
c o n s e q i e n t e m e n t e ,  a c a r g a  a p l i  cada n o  c i  1 i ndro.  

1 1  - Mangueiras  p a r a  f l u i d o s  s o b - p r e s s ã o  - M a n g u e i r a s  espe- 
c i a i s  p a r a  c i r c u l a ç ã o  d e  f l u i d o s  sob  p r e s s ã o .  Entre a bom- 

b a  e o c i l i n d r o  ( l l a )  o f l u i d o  u t i l i z a d o  f o i  ó l e o ,  e n q u a n t o  

q u e ,  en t re  a f o n t e  e a bomba ( l l b )  f o i  u t i l i z a d o  a r  compri-  

m i  do .  

1 2  - C i l i n d r o  de a p l i c a ç ã o  da c a r g a  - ENERPAC, 
RC 106,  com c a p a c i d a d e  p a r a  10 t. 

referenci a 

Esse s i s t e m a  t o d o  p o d e r i a  p r o d u z i r  uma p r e s s ã o  

en t re  O e 1 ,01  WPa, v a r i á - l a  ou man tê - l a  f i x a ,  a p e s a r  das 

p e r d a s ,  em q u a l q u e r  v a l o r  d e n t r o  des ta  f a i x a .  A f o t o  6 . 1  

most ra  o s i s t e m a  ( 2  a 5 )  d o  f i l t r o ,  v á l v u l a  de e s t a b i l i z a -  

ção de p r e s s ã o ,  v á l v u l a  de segurança  e manômetro de c o n t r o -  

l e .  N o t a - s e  a i n d a  o t i p o  de conecção u t i l i z a d a  n a s  manguei - 
ras. 

Na f o t o  6 . 2  apa rece  o macaco h i d r ã u l i  co com- 

p l e t o ,  com a bo&a (8), o c i l i n d r o  de a p l i c a ç ã o  d a  c a r g a  (12),  

a v ã l v u l a  ( 9 )  e o manõmetro d a  bomba ( 1 0 ) .  

O p õ r t i c o  d e  c a r g a ,  p a r a  o e n s a i o  d e  r e l a x a ç ã o  
f i g u r a  6 . 4 ,  e ra  composto,  também, p o r  três b a r r a s  de a ç o ,  
com d i â m e t r o  de 1,9 cm, mas c o m  q u a t r o  p l a c a s  de aço  com d i z  - 

melro de 20 cm. Na p a r t e  s u p e r i o r  d o  p ó r t i c o  f o i  i n s t a l a d o  

o c i l i n d r o  do macaco h i d r á u l i c o ,  e n t r e  duas p l a c a s :  a s u p e -  

r i o r  de r e a ç ã o  e ,  a i n f e r i o r  de a j u s t e .  A p l a c a  d e  a j u s t e ,  



F i g u r a  6 . 2  - Sistema de aplicação e manutenção d a  
carga no l ?  e n s a i o  de f l u ê n c i a  
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t r a n s m i t i a  a c a r g a  a t r ' a v é s  da e s f e r a  de c e n t r a l i z a ç ã o  supe- 
rior a um a d a p t a d o r  d a  c67ula  de c a r g a  e ,  c o n ~ e ~ u e n t e m e n t e ,  

ao corpo de prova, Na parte i n f e r i o r  h a v i a  duas  p l a c a s :  a 

primeira de a p l i c a ç ã o  da c a r g a  e ,  a s e g u n d a  para e n r i g e c i -  
m e n t o  do pór t i co .  Foram afixadas a o  c o r p o  de p r o v a  duas  

p l a c a s  de aço,  uma em cada  extremidade, de i g u a l  d i â m e t r o -  

p a r a  a c e n t r a l i z a ç ã o  da c a r g a .  

placa de central superior 

massa p l  ásti ca 

corpo de prova 
superior 

massa plástica 
pas t i  1 has 

massa plãsti  ca 
placa de centrali zação inferior 

F i g u r a  6 . 3  - D i s p o s i ç ã o  d a s  p a s t i l h a s  para  medição 
d a s  d e f .  l e n t a s  com e l o n g a m e t r o .  

A tensão  aplicada era  m a n t i d a  p e l o  segundo gru- 
po de t r ê s  porcas (de cima para b a i x o ) .  E s t a s  porcas,  tam-  
bém se  a j u s t a v a m  ãs deformações desejadas a cada  l e i t u r a ,  
mantendo a s s i m ,  a deformação do corpo  de p r o v a  c o n s t a n t e .  

O m a c a c o  hidrául ico  t i n h a  c a p a c i d a d e  mãxima de 200 kN e a 

c é l u l a  de c a r g a  p o s s u i a  c i r c u i t o  auto-compensador de tempe- 

ratura l i g a n d o  os quatro extensÔmetros  e l é t r i c o s ,  tendo s i -  

d o  construída no C P G E C  da UFRGS. Na f o t o  6 . 3  é mostrado o 
e n s a i o  de relaxação r e a l i z a d o .  



F a t o  6.3 

6.3 - Sistema de M e d i ç ã o  da Deformação Lenta  

O ex tençõmet ro  utilizado n o s  e n s a i o s  f o i  o mecâ - 
n i c o ,  do t i p o  DEMEC, m o s t r a d o  na  f o t o  6 . 4 ,  com as  seguintes  
c a r a c t e r i s t i c a s :  DEMEC no 4 9 1 ,  D I A L  nQ 199183 e p r e c i s ã o  de 
2 . 5 2  x l o m 4  cm. Cada d i v i s ã o  do d i a 1  representa uma d e f o r -  
macão de 0.985 x 1 0 ~ ~ .  

Nos ensa ios  de f luência foram utilizados, em c a  

da p ó r t i c o  de c a r g a ,  d o i s  corpos  de prova, c o l a d o s  um ao 
outro  na base ,  com massa p l á s t i c a ,  p a r a  se obter  resu l tados  
m a i s  r e p r e s e n t a t i v o s .  Para e f e t u a r - s e  a s  medições,  nos en- 

s a i o s  de f l u ê n c i a  e r e l a x a ç ã o ,  com o e l o n g a m e t r o  (extensõme - 



F o t o  6.4 

tro mecâní c o )  foram c01  adas com Araldi te de p e g a  normal, 
três p a r e s  de past i lha em cada corpo de p r o v a ,  a cada en- 

s a i o  de f l u ê n c i a  possibilitava, e n t ã o ,  o b t e r  s e í s  medi - 
ções, enquanto o de re laxação,  t rês .  

Os corpos de contro le  também foram co lados  d o i s  

a d o i s ,  p o r  f a c i  1 i dades operaci onaí  s e a f  i xadas ãs past i  lhas 
da mesma f o r m a  que as anteriores .  0bserv.a-se, na  f igura6.3 ,  
que uma ocas iona l  deformação d i f e r e n c i a l  na c o l a  que uni a 
o s  corpos de p r o v a  e n t r e  s i  e ,  com as p l a c a s  de c e n t r a l i z a -  
ç ã o ,  não i n f l u i a  nos resultados das medições .  



E S F E R *  DE C E K T ~ A L I Z A Ç X O  

A D A P T A D O R  

P L A C A  

L S f  E R A  

CELULA DE C A R G A  

P L a C A  

CDCiPO DE P R O V L  

INFERIOR 

tBC E RIOA 

F i g u r a  6 . 4  - Sistema de carga utilizado no 

ensa io  de re laxação ,  com des-  
c r i ç ã o  de seus e l e m e n t o s .  

C a d a  valor computado na  p l a n i l h a  de medições era 

resultado de t r c s  medidas com o e longãmetro .  Desta manei- 

ra tentou-se r e d u z i r  o s  erros de l e i t u r a .  

6 . 4  - E n s a i o s  

F o r a m  realizados t r es  e n s a i o s ,  d o i s  de deforma- 
ção  l enta  e um de re laxação.  L J t i  l i z a n d o  nove corpos de p r o  - 
v a ,  já que um dos  corpos previstos  p a r a  o e n s a i o  de rela-  
x a ç ã o  a p r e s e n t o u  problemas de c o n c r e t a g e m .  

N o  primeiro ensaio  de f l u ê n c i a  f o i  aplicada urna 

t e n s ã o  de 405.80 P a  n o s  c o r p o s  de p r o v a ,  o que representa 
urna r e l a ç ã o ;  t e n s ã o  a p l i c a d a ,  t e n s ã o  de ruptura de 0.21, em 

média. E s t a  t e n s ã o  f o i  a p l i c a d a  no 280 d i a  e m a n t i d a  a t e  

o 1040 d i a .  A i ,  os corpos de p r o v a  f o r a m  descarregados. No 

segundo e n s a i  o de f I uEnci a a p l  i c o u - s e  . p r i  mei ramente, no 280 



d i a ,  uma tensão  de 405.80  Pa,  que r e s u l t o u  n a  mesma r e l a ç ã o  
tensão  a p l i c a d a  e t ensão  de ruptura  do p r i m e i r o  e n s a i o .  Um 

d i a  após, descarregou-se os  d o i s  corpos de prova do segundo 

ensa io  e mediu-se a recuperação d a  f l u ê n c i a  a t é  o 50Q d i a ,  
quando,  c a r r e g o u - s e  novamente os c o r p o s  de p r o v a ,  com a mes - 

ma tensão a n t e r i o r ,  até o 1044 d i a .  Na f o t o  6 . 5  o b s e r v a - s e  

o  p r i m e i r o  e o segundo e n s a i o  de f l u ê n c i a  em andamento. 

F o t o  6 . 5  

O e n s a i o  de re laxação f o i  r e a l i z a d o  a p e n a s  com 

um c o r p o  de p r o v a ,  i n i c i a n d o  no 370 d i a  e terminando 65  dias 
apõs ( f i g u r a  6 . 4 ) .  



Como há  grande in f luênc ia  da umidade e tempera-  

tura nestes t i p o s  de e n s a i o s ,  e no laboratõrío  não h a v i a  

condições de mantê-1 as constantes ,  foram u t i  l i  zados quatro 
corpos de contro le ,  f o t o  6 . 6 .  

Além d e s t a  i n f l u e n c i a ,  e s t e s  corpos mediam a re - 
tração ocorrida no c o n c r e t o .  A t e m p e r a t u r a  e umidade fo- 

ram medi d a s  e registradas continuamente, por  um terrnometro 

F o t o  6.6 



C A P I T U L O  7 

ANALISE DOS RESULTADOS 

N e s t e  capi tu lo  apresentar-se-ão o s  resultados  
dos ensaios  d e s c r i t o s  no capi tu lo  an ter ior ,  com os  q u a i s  é 
p o s s í v e l  ca lcu lar  as c o n s t a n t e s  dependentes do concreto, das 
t e o r i a s  de D i s c h i n g e r  e Arutyunyan. De posse dessas cons  
t a n t e s ,  serão reproduzi d a s  as c u r v a s  d e  f i u ê n c i  a segundo 
a s  d u a s  t eor ia s  e comparadas com os resultados  experimen- 

t a i s .  A p r e s e n t a r - s e - ã o ,  também, os resultados  d o s  e n s a i o s  
complementares para determinação d a s  caracteris  t i  cas do 
c o n c r e t o  u t i l i z a d o .  

7 . 1  - R e s u l t a d o  dos E n s a i o s  Complementares 

P a r a  d e t e r m i n a ç ã o  d a s  caracterist i  cas do con- 
creto u t i  1 i zado, f o r a m  r e a l i z a d o s  ensa ios  de compressão sim - 
pies ,  compressão diametral e mÓdulo de e l a s t i c i d a d e .  Os en - 
s a i o s  de compressão simples e compressão diametral f o r a m  

realizados aos 28 d i a s ,  enquanto que,  a determinação do mó - 
d u i o  de e l a s t i c i d a d e  f o i  aos 3 1  d i a s .  Os resultados o b t i -  

dos e s t ã o  n a s  tabelas 7 . 1  e 7 . 2  e nas f iguras  7 . 1  e 7.2. 

CP i d a d e  .r resistência a r p t u r a  
( d i a s )  I k a f / c m 2  2, 

C P 1  28 204 

CP2 28 225  

CP3 28 230 

T a b e l a  7 . 1  - E n s a i o  de compressão s i m p l e s  



F i g u r a  7 , 1  - C u r v a  t e n s ã o - d e f o r m a ç ã o  do con- 

c r e t o  do C P - 9 .  



F i g u r a  7 . 2  - Curva tensão-deformação 
concre to  do CP-10. 



CP i d a d e  Z I d i a s l  r e s i s t ê n c i a  - f c t  I 

T a b e l a  7 . 2  - E n s a i o  de compressão d i a m e t r a l  

7 . 2  - Resultados dos E n s a i o s  de ~ l u ê n c i a  

No grupo das t a b e l a s  A . 7 ,  do a p ê n d i c e ,  s ã o  a p r e  - 
sentados  o s  valores o b t i d o s  a t r a v é s  dos ensa io s .  Observou-  

- s e  que e x i s t e m  d i  s c r e p ã n c i  as razoáveis  entre  esses v a l  o- 
res .  P r o c u r o u - s e ,  primeiramente, encontrar um v a l o r  m é d i o  

de l e i tura  para cada e n s a i o .  Para t a n t o ,  u t i l i z o u - s e  uma 
regra 1 1  3 1 de r e j e i ç ã o  de v a l o r e s  extremos nas l e i t u r a s .  

Supõe-se  que, os valores l i d o s ,  xi j, n o s  contro les  i e n o s  
d i a s  j ,  e s t ã o  d i s t r i b u í d o s  d e  acordo com uma d i s t r i b u i ç ã o  

normal,  com uma média  xij e um d e s v i o  padrão e s t i m a d o  S i j *  

Os val-ores da média e do d e s v i o  padrão também estão apre- 
s e n t a d o s  n o  g rupo  de t a b e l a s  A . 1  do a p ê n d i c e .  E p o s s i v e l  

que d e t e r m i n a d o s  os  valores  extremos, x i j ,  n ã o  pertençam à 
curva normal. A regra utilizada p a r a  essa  v e r i f i c a ç ã o  f o i  
a de D i x o n  1131 que d i z :  

" S e j a  x 7 )  X ( z ) '  - -  * 
X ( m )  

valores ordenados 
de m o b s e r v a ç õ e s .  Para determinar-se o maior valor  não per  - 
tencente à d i s t r i b u i ç ã o  normal ca l cu la - se :  

o q u a l  é comparado a um v a l o r  c r i t i c o ,  de um determinado n i  - 
vel de probabilidade p r é - e s t a b e l e c i d o .  Da mesma f o r m a  pa-  



ra determinar-se o menor valor não pertencente à di s t r ibu i  - 
ção normal ca l cu la - se :  

e se compara,  também, com o  v a l o r  c r i t i c o  da  t a b e l a " .  

No c a s o ,  f o i  e s c o l h i d o  um v a l o r  c r í t i c o  que cor - 
responde a uma probabilidade de 5 %  para que os  v a l o r e s  n Z o  

pertençam ã d i s t r i b u i ç ã o  normal .  O valor ret irado d a  t a b e  - 
l a  1131 p a r a  r 

1 ,o fo i  de 0 , 5 6 0 .  Se r  
1 3 0  

calculado f o r  
m a i o r  que o v a l o r  t a b e l a d o ,  então se  r e j e i t a  o valor x 

ou x ( l r  Ao se r e j e i t a r  um va lor  c a l c u l a - s e  uma n o v a  me- 
d i a  e um novo d e s v i o  padrão.  

Outra a n ã l i s e  r e a l i z a d a  f o i  a da possibilidade 

de ca l cu lar  a p e n a s  uma média dos valores  medidos nos corpos 

de contro le .  Como os v a l o r e s  m e d i d o s  x I ,j e ' 2 , j  depen- 

dem do tempo, o problema c o n s i s t e  n a  c o m b i n a ç ã o  de duas fun- 
ções de tempo, s u j e i  tas a v a r i a ç õ e s  aleatõr i  as .  Não o b s -  
t a n t e ,  examinando os valores  das médi as c a l c u l a d a s  ( t a b e l a  

A.1.-3 e A . l  . 4  do a p ê n d i c e ) ,  n o t a - s e  que, a grande  maioria 
d e l a s  não diferem d e n t r o  d o s  erros o b s e r v a d o s  por SI .,i e 

' ~ , j *  Pode-se p o i s ,  a p l i c a r  uma regra s imples ,  não h Ü i t o  
r i g o r o s a .  que cons i s t e  em checar um v a l o r  K i ,  p a r a  cada 

dia j. 

7 
i s t o  é,  onde Sj é a média  ponderada de S i , j  e S2, j ,  



Como, em g e r a l ,  S I ,  e m1 = m 2  = 6, vem 

para  um n í v e l  0.05 de p r o b a b i l i d a d e ,  Ki  > 2 .3  para  que 

as médias  

s e j a  
'1 ,j 

e X 
2 ,j 

d i f i r a m  s i g n i f i c a t i v a m e n t e ,  

A p l i c a n d o - s e  a regra o b s e r v o u - s e  que em a l g u -  
mas p o u c a s  l e i t u r a s  a s  m é d i a s  d i f e r e m  s i g n i f i  c a t i  varnente. 

P o r t a n t o ,  r e s o l v e u - s e  c a l c u l a r  a méd ia  dos valores  o b t i d o s  
a t r a v é s  dos e n s a i o s  nos  d o i s  c o r p o s  de c o n t r o l e .  

A média  c a l c u l a d a  f o i  a b a t i d a  d o s  v a l o r e s  1 i -  
d o s  nos c o r p o s  de p r o v a ,  a f i m  d e  s u p r i m i r  desses v a l o r e s  
os e f e i t o s  da  retração,  d a  t e m p e r a t u r a  e da u m i d a d e .  

G r a f i c a n d o  os v a l o r e s  l i d o s  nos e n s a i o s  e n o s  
corpos  d e  c o n t r o l e  tem-se a s  f i g u r a s  7 .3  a 7 .6 .  Na f i g u -  
ra 7 . 4  e s t á  g r a f i c a d o  também a v a r i a ç ã o  da  umidade r e l a t i  
v a  e temperatura o c o r r i d a  duran te  o  e n s a i o .  O b s e r v o u - s e  uma 
i n f l u ê n c i a  m a i s  marcante e d e f i n i d a  d a  u m i d a d e  r e l a t i v a  
nos v a l o r e s  l i d o s ,  ou  s e j a ,  com o aumento  da  umidade r e l a -  
t i v a  houve uma d i m i n u i ç ã o  dos  va lores  l i d o s  e v i  c e - v e r s a .  

Este  c o m p o r t a m e n t o  v e r i f i c a d o  vem a c o n f i r m a r  r e s u l t a d o s  
o b t i d o s  p o r  T r o x e l  I ,  Raphael  e D a v i s  123 1 que estudaram a 
f l u ê n c i a  de c o r p o s  a d i  s t i  n t a s  umidades  r e l a t i v a s  cons t a n -  

t e s .  S a l i e n t a - s e  q u e ,  no c a s o  dos  ensa ios  r e a l i z a d o s ,  a 
umidade r e l a t i v a  v a r i o u  e de m a n e i r a  b a s t a n t e  r á p i d a ,  mas 

o c o m p o r t a m e n t o  gera l  o b s e r v a d o  f o i  o  mesmo. 



d i a  

-4 d i a  

Figura 7.3 - Média dos valores  medidos n o s  corpos de c o n t r o l e :  
( a )  corpos 3 e 8; ( b )  corpos 7 e 10. 



U m i  dade 

Real ( % )  

Figura 7.4 - Variação da umidade r e l a t i v a  do ar e da temperatura ambiente durante os ensaios I (a)  e ( b )  1 
e média dos  valores medi dos nos corpos de controle , já e 1 irninados os val ores discrepantes (c). 



m- 

600. 

500.. 

400.. 

800,- 

900.- 

1m. 

o 

E ( X I O " ~ )  

10 $0 29h 10 r 10 v 80 I 7 0  80 60 o ros 

d i  a 

F i g u r a  7 . 5  - Mzdia dos valores  m e d i d o s  n o  19 ensa io  d e f l u ê n c i a s  ( c o r p o s  5 e 9). 





J á  a in f luênc ia  da t e m p e r a t u r a  não é t ã o  c l a -  
r a .  ,Sabe-se q u e ,  quando o corpo de p r o v a  sofre  uma seca- 

gem antes  d o  e n s a i o ,  o e f e i t o  da  t e m p e r a t u r a  s o b r e  a defor - 
mação l e n t a  é menor 123 1 .  O r a ,  n o s  e n s a i o s  r e a l i z a d o s  os  
c o r p o s  de p r o v a  f o r a m  s e c a d o s  a o  ar l i v r e ,  e n v o l t o s  nas f o r  - 
mas de moldagem e capeados com cera.  E m  a l g u n s  casos a 
cêra s o l t o u - s e  d o s  c o r p o s  de p r o v a ,  apressando  a s s i m  a se 
cagem. Tambgm, e n t r e  a desrnoldagem e o i n í c i o  d o  19 ensaio  

houve um p e r r o d o  d e  o i t o  d i a s ,  nos  q u a i s  trabalhou-se com 

os  c o r p o s  de p r o v a  c o m p l e t a m e n t e  d e s p r o t e g i d o s .  D u r a n t e  o 
ensa io ,  a t e m p e r a t u r a ,  em geral  , manteve-se em t o r n o  d o s  
2 0 ' ~  e ,  n ã o  houve i n f l u ê n c i a  n o t ó r i a  nos valores o b t i d o s  

nos ensaios. 

7 . 2 . 1  - Determi nação das Constantes V i s c o e l ã s t i  cas 

P a r a  o c á l c u l o  d a s  constantes v i s c o e l ã s t i c a s  do 

concreto  u t i l i z a d o  nos e n s a i o s ,  não  foram u t i l i z a d o s  os  va  - 
l o r e s  obtidos d i r e t a m e n t e  das m e d i ç õ e s ,  mas v a l o r e s  ret ira  - 
dos de curvas  .que melhor  se adaptaram aos r e s u l t a d o s  expe- 

r i m e n t a i s .  E s t a s  c u r v a s  tem um d e s e n v o l v i m e n t o  s u a v e  ao  
longo.  do t empo ,  e v i  t a n d o  descontinuidades o c o r r i d a s  em v i  - r 
t u d e  das  imperfeições d o s  ensaios e i n f l u ê n c i a  de . f a t o r e s  

a l e a t ó r i o s .  0s  v a l o r e s  u t i  1 i z a d o s  e s t ã o  apresentados na  
t a b e l a  A . 2 ,  do a p ê n d i c e ,  e p l o t a d o s  n a  f i g u r a  7 . 7 ,  j u n t a -  

mente com o s  pon tos  l i d o s .  

Para  t r a b a l h a r - s e  com a t e o r i a  d e  Dischinger ,  
como f o i  v i s to  no t e r c e i  r o  c a p í t u l o ,  n e c e s s i  t a - s e  apenas ,  
a determinação d o  v a l o r  l imi te  da f luênc ia  C_,  em uma i da - 
de .r e ,  a t a x a  de c r e s c i m e n t o  da  f l u ê n c i a  com o tempo v .  

J á ,  para Aru t y u n y a n  , necessita-se, no minimo, o 1 i m i  t e  da f l u  - 
ê n c i a  para  uma i d a d e  T bas tante  a v a n ç a d a ,  C o ,  a t a x a  de 

c r e s c i m e n t o  da f l u ê n c i a  com o tempo Y ,  e ,  a i n d a ,  uma ou- 

t r a  constante, dependente das c a r a c t e r i s t i  cas d o  c o n c r e t o  , 
* l  



ENSAIO 

t ( d i  a s )  

F f g u r a  7 . 7  - C u r v a s  de f l u ê n c 7  a a d a p t a d a s  ao 29 e n s a i o ,  utilizadas 

p a r a  o c á l c u l o  d a s  c o n s t a n t e s  v i s c o e l ã s t i c a s  



P a r a  t a n t o ,  e x i s t e m  d i v e r s o s  métodos de d e t e r m i  - 
nação dessas cons tan tes  1231. P a r a  a de terminação dos v a l g  
r e s  l i m i t e s ,  f o i  e s c o l h i d o  o método de Ross,  que u t i l i z o u  
uma relação h i p e r b ó l i c a  e n t r e  a f l u ê n c i a  e o tempo. J: p a r a  
a determinação das t a x a s  de c resc imen to  da f l u ê n c i a ,  f o i  

u t i l i z a d o  o  método de I s h a i .  A esco lha  r e c a i u  sobre  esses 

métodos p o r  serem b a s t a n t e  u t i l i z a d o s  e de boa aprox imação .  

7.2.1,1 - Método de Ross 

Ross 126) suger iu uma r e l a ç ã o  

t r e  a fluência e o  tempo, do t i p o :  

h i p e r b õ l i c a  en- 

onde A e B são cons tan tes ;  ~ ~ ( t )  é a f l u ê n c i a  no concre-  

t o  em um tempo t, a q u a l  para os ensa ios ,  e s t á  apresentada 

na t a b e l a  A.2 do anexo. Para r e l a ç ã o  s u g e r i d a  p o r  Ross, p a  

r a  t - w ,  a f l u ê n c i a  é i g u a l  a 1 / B .  Desta maneira,  o va -  

l o r  f i n a l  da f l u ê n c i a  é l i d o  d i re tamente  dos r e s u l t a d o s  ex -  

p e r i m e n t a i s .  P l o t a n d o  a razão  t /~,(t) por  t, se obtém 

uma l i n h a  reta de i n c l i n a ç ã o  0 ,  que i n t e r c e p t a  o e i x o  t /  

c C ( t )  na ordenada A.  Ev identemente,  os v a l o r e s  obtidos dos 

ensa ios  não g e r a r ã o  uma l i n h a  reta, assim, deve-se f a z e r  com 
que me lho r  se a j u s t e  aos pontos  o b t i d o s .  H e v i l l e  e Ross 1231 

sugerem a j u s t ã - I a  a p e r i o d o s  que es tão  a m a i s  tempo sob c a r  

ga, p o i s ,  é p r e f e r i v e l  o b t e r  cons tan tes  as q u a i s  dão magn i -  

tude correta p a r a  conc re tos  de i dade  avançada,  an tes  que uma 

media  de todos os dados e um v a l o r  i n c o r r e t o  p a r a  o  l i m i t e  

de f l u ê n c i a .  

Na f i g u r a  7.8 e s t ã o  p l o t a d o s  os v a l o r e s  do 19 

ensa io .  Notou-se,  c la ramente ,  a e x i s t ê n c i a  de d o i s  segmen- 
t o s  de r e t a  com d i s t i n t a s  i n c l i n a ç õ e s .  Ca lcu lou -se  as cons - 
t a n t e s  p e l o  método de Ross, p a r a  os d o i s  segmentos de re ta .  
De pos-se dos d o i s  grupos de cons tan tes ,  f o r a m  r e p r o d u z i d a s  
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F i g u r a  7.8 - Determinação  dos valores l i m i , t e s  
de f l u ê n c i a ,  p e l o  método de Ross 

(261, para o 19 ensa io .  



as curvas de f l u ê n c i a ,  juntamente com a e x p e r i m e n t a l ,  

f i g u r a  7 . 9 .  
Observou-se que ,  os v a l o r e s  reproduzi dos p e l a s  

c o n s t a n t e s  o b t i d a s  d o  l ?  segmento de r e t a  aproximaram-se dos 

e x p e r i m e n t a i s  nos primei ros dias do e n s a i  o ,  subest imando o 

l i m i t e  de f l u ê n c i a .  J á ,  a c u r v a  gerada  p e l a s  c o n s t a n t e s  ob - 
t i d a s  do 29 segmento de r e t a ,  aproximou-se d a  e x p e r i m e n t a l  

com o d e c o r r e r  do t e m p o ,  conf i rmando a observação f e i t a  por 
N e v i l l e  e Ross 1231. Portanto ,  esse f o i  o valor l i m i t e  de 
f l u ê n c i a  adotado  p a r a  o 19 ensa io .  

N a  f i g u r a  7 .10 e s t ã o  g l o t a d o ç  o s  valores do 29 

e n s a i o .  
Mo c a s o ,  apareceu, b a s i c a m e n t e ,  três segmentos 

de r e t a .  O p r i m e i r o ,  p r a t i c a m e n t e  p a r a l e l o  ao e i x o  das ab - 
c i s a s .  I s t o  se deve a o  f a t o  da curva de f l u ê n c i a  o b t i d a  

no segundo e n s a i o  ser b a s t a n t e  a b a t i d a .  U t i l i z o u - s e  p a r a  
o c ã l c u l o  do valor  l i m i t e  o t e r c e i r o  segmento de r e t a ,  pe- 

l a s  mesmas razões e x p o s t a s  a n t e r i  ormente. 

Na t a b e l a  7 . 3  estão apresentados  os valores li 
m i  tes  de fluêncf a o b t i d o s  p e l o  m é t o d o  de R o s s ,  para os dois 

e n s a i o s  real i zados .  

29 e n s a i o  2 9 0 . 7  x 1 0 - ~  

19 e n s a i o  

T a b e l a  7 . 3  - V a l o r e s  l i m i t e s  de f luênc ia  o b t i d o s  

p e l o  m é t o d o  de R o s s .  

c (t, ..) 
390.6  x 1 0 - ~  
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F i g u r a  7 . 9  - Reprodução d a  f l u ê n c i a  com d o i s  g r u -  
p o s  de c o n s t a n t e s  o b t i d o s  p e l o  & t o -  
do de Ross;  o primeiro grupo r e t i r a  - 
do do 1 9  segmento de reta e o segun-  
do segmento de r e t a ,  e s u a  compara-  

ção com o s  v a l o r e s  do e n s a i o .  
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Figura  7 .10  - Determinação  dos valores  l i m i t e s  
de f l u ê n c i a ,  p e l o  método de Ross 
1261, para o 2 9  e n s a i o .  A 



7 . 2 . 1 . 2  - Método de I s h a i  

De acordo  com a t e o r i a  p r o p o s t a  por Tsha i  1781, 
a f l u ê n c i a  do c o n c r e t o  se deve a m ig ração  de água nos v a -  
z i o s ,  d e v i d o  a três m o t i v o s ,  c a d a  um r e p r e s e n t a d o  por um 

mecanismo. Assim, suge r iu ,  para a r e p r e s e n t a ç ã o  da f l u ê n  - 
tia do c o n c r e t o ,  uma combinação de três  e lemen tos  de K e l -  

v i n  e uma mola em s é r i e .  Cada mecanismo de deformação re - 
p r e s e n t a  a movimentação da ãgua em três n i v e i s  de v a r i o .  O 

p r i m e i  r o  mecanismo r e p r e s e n t a  a 1 e n t a  mi gração da água u l -  

t r a  v i s c o s a ,  d u r a n t e  a a p l i c a ç ã o  da c a r g a ,  a t r i b u i d a  a água 

entre p lanos .  O segundo mecanismo, a m ig ração  da ãgua de 

v i s c o s i d a d e  méd ia ,  a t r i b u i d a  a ãgua do gel de c i m e n t o .  F i -  

na lmente ,  o t e r c e i  ro mecanismo, a movimentação da água de 

b a i  xá  v i s c o s i  d a d e ,  a t r i b u i d a  a ãgua dos c a p i l a r e s ,  que t e r  - 
m i n a ,  após 10 d i a s  da a p l i c a ç ã o  da c a r g a ,  norma lmente .  

A equação r e o l õ g i c a  d e s t e  módulo, conforme a 

f i g u r a  7.11, será: 

onde Ti=ni/E é o tempo de r e t a r d a ç ã o  do e lemen to ,  Ei é i 
o módulo de e l a s t i c i d a d e  das molas e ni o c o e f i c i e n t e  de 

v i  s c o e l  as ti c i  dade dos amor tecedores .  

Figura 7 . 1 1  - Modelo g e r a l  de K e l v i n  p r o p o s t o  p o r  I s h a i  

E 1 E 2 Es 
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A f l u é n c i a  de um elemento simples de K e l v i n ,  

submetido a uma t e n s ã o  c o n s t a n t e ,  ao longo do e n s a i o ,  6 da - 
da por: 

~ n d e  E= ê o v a l o r  l imite  da f l u ê n c i a .  Derivando ( 7 . 2 . t .  
2 . 2 1 ,  com r e s p e i t o  a o  tempo, obtem-se 

e após algumas s u b s t i t u i ç õ e s  

a q u a l  é a equação de uma reta que permi te  obter grafica-  
mente o v a l o r  de E quando ~ ~ ( t )  = O .  A equação podeser  

escri  t a  também: 

ou em forma l o g a r i t m i c a :  

t 
log I € _  - E C ( t )  l = l o g  E m - -  109 e 

T 

Essa equação,  ( 7 . 2 . 1 . 2 . 6 ) ,  conduz iu  a uma li- 

n h a  r e t a ,  a q u a l  ao interceptar a ordenada deu o  valor  f i  

n a 1  de f l u ê n c i a  e ,  s u a  i n c l i n a ç ã o  representa o i n v e r s o  do 
tempo de retardação do modelo m u l t i p l i c a d o  por log  . e .  

Os valores  E _ - E = ( ~ )  o b t i d o s  dos resultados 
dos e n s a i o s  ( E ~ ,  no c a s o ,  ca lcu lado  por R o s s ,  em ( 7 . 2 . 7 .  
I ) ) ,  são p l o t a d a s  em e s c a l a  logari tmica contra o tempo. 
O re su l tado  é uma c u r v a  s u a v e  que se transforma em reta ,  
após um determinado periodo de tempo,  s i g n i f i c a n d o  que,  a 



p a r t i  r desse pon to ,  o  p rocesso  obedece a equação ( 7 . 2 . 1 . 2 .  
2 )  e é puramente  e x p o n e n c i a l .  Essa c u r v a  representa o pri  - 
m e i r o  mecanismo. O segundo mecan ismo é o b t i d o  p e l a  d i f e -  

r ença  da c u r v a  ao p ro longamento  da r e t a  o b t i d a ,  ou s e j a ,  

i s o l a n d o  da f l u ê n c i a  total a parce la  equ iva l en t e  a o  p r i m e i  - 
r o  mecanismo e r e p l o t a n d o  o  remanescente n a  mesma e s c a l a .  
Da mesma f o r m a ,  obtém-se o t e r c e i r o  mecanismo,  outra  l i n h a  
que termina na origem. Essas t r ê s  retas d e i x a m  os  s e i s  p a  - 
râmetros n e c e s s ~ r i o s  para a comp le ta  i den t i  f i  c a ç ã o  do mode - 
1 0  da f i g u r a  7.11, conforme a f i g u r a  7 . 1 2 .  

Na f i g u r a  7.13 e s t ã o  p l o t a d o s  o s  mecanismos de 

de I s h a i  p a r a  o p r i m e i r o  e n s a i o .  No ta -se  a e x i s t ê n c i a  de 

apenas duas c u r v a s ,  c o r r e s p o n d e n t e s  ao I ?  e 20 mecanismos.  

Pela  t e o r i a ,  a não e x i s t ê n c i a  do t e r c e i r o  mecanismo e, 

consequentemente,  do t e r c e i r o  elemento de K e l v i n ,  s i g n i f i -  

ca que não houve colaboração d a  ã g u a  dos c a p i l a r e s  n a  f luên - 
tia. 

Da mesma forma,  não e x i s t i u  o t e r c e i r o  mecanis  - 
mo do segundo ensaio, conforme é mostrado na f i g u r a  7.14.  

A não c o l a b o r a ç ã o  da ãgua dos c a p i l a r e s  pode t e r  s i d o  m o t i  - 
vada p e l a  sua e x p u l s ã o  das zonas Úmidas  para  a s  s e c a s ,  ou ,  
p e l o  consumo no p rocesso  de h i  d r a t a ç ã o .  Provave lmente ,  se 

deveu ao f a t o  de que os co rpos  de p r o v a  não foram submer- 

sos para e f e t u a r e m  a c u r a  e ,  também, g e l o  tempo g a s t o  na 

sua p repa ração  p a r a  o e n s a i o .  

Já, o segundo mecanismo do segundo e n s a i o ,  con - 
forme mostra a f i g u r a  7.14, t e v e  uma c u r v a  com i n c l i n a ç ã o  

i n v e r s a  a que era de se esperar. Esses corpos  de p r o v a  f i  

caram e x p o s t o s  ao a r  l i v r e  do momento da desmoldagem a t é  

o 50o d i a .  Todo esse  tempo, d e v e  t er  ocas ionado um consu- 

mo b a s t a n t e  grande d a  á g u a  dos c a p i l a r e s ,  fazendo com que, 

quando da apl icação d a  c a r g a ,  p r a t i c a m e n t e  i n e x i s t i s s e  pres - 

s ã o  de v a p o r  d ' á g u a  nos v a z i o s .  Também, foram carregados 



Mecanismo 3 

F i g u r a  7 . 1 2  - Cálculo  das constantes p e l o  méto-  
d o  de I s h a i  para  c o r p o s  de p r o v a  

submet idos  a to rção  1181. 
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F i g u r a  7 . 1 3  - D e t e r m i n a ç ã o  das  c o n s t a n t e s  v i s c o e l ã s t  
do concreto do 19 e n s a i o  através d a  t e  

de I s h a i .  
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F igura  7 . 1 4  - Determinação das c o n s t a n t e s  v i s -  
c o e l ã s t i c a s  da concreto, no 2P 
e n s a i o  de f l u ê n c i a ,  atravgs do 

método de I s h a i  1181. 



do 28Q ao 290 d i a  e ,  apõs, descarregados, f a z e n d o  com que 

houve.sse uma r e c u p e r a ç ã o  de f l u ê n c i a .  

Na t a b e l a  7.4 estão apresentados  os v a l o r e s  ob - 
t i d o s  p e l o  método de I s h a i ,  p a r a  o primeiro e segundo en- 

s a i o s .  

T a b e l a  7 . 4  - V a l o r e s  das c o n s t a n t e s  do c o n c r e t o ,  o b t i d o s  

pelo metodo de I s h a i ,  p a r a  o p r i m e i r o  e 
I segundo e n s a i o .  

I Q  ensaio 

20 ensaio 

7.2.2 - Reprodução d a  F l u ê n c i a  a t r a v E s  das C o n s t a n t e s  V i s -  

coe l á s  t i  cas Calculadas 

7 . 2 . 2 . 1  - Reprodução por D i s c h i n g e r  

T~ 
62.48 

68.49 

Segundo a t e o r i a  de D i s c h i n g e r ,  e x i s t e m  apenas  

duas cons t a n t e s  dependentes das c a r a c t e r i s  ti c a s  do concre- 
t o ;  a p r i m e i r a  v ,  que a f e t a  a t a x a  de v a r i a ç a õ  da f l u ê n c i a  

e ,  a segunda ,  C_, que é o v a l o r  l i m i t e  d a  f u n ç ã o  p a r a  

t = .r,. Com a d e t e r m i  nasão destas d u a s  constantes a expres  
são ( 7 . 2 . 2 . 1  . I )  f i c a  d e f i n i d a :  

-V( T - T ~  ) -v(t-T) 
C ( t ,  .r) = C- e [ I  - e  I 

TZ 

4.0670 

4.2159 

Fazendo T = T ~  = 28.8 d i a s  em ( 7 . 2 . 2 . 1 . 1 )  o b t é m  - 

- v ( t  - .c)  
~ ( t ,  T) = C_ [ I  - e I 

Com i s s o ,  o v a l o r  de C, é o v a l o r  l i m i t e  de f l u ê n c i a  pa-  

0.0160 

0.0746 

E, X ( 1 0 ) ~  

4.255 

4.570 

V 2  

0.246 

0.237 

E p x  (10) 

7.11 1 
4.18 



r a  r-28.8 d i a s .  ~ s s e  v a l o r ,  já c a l c u l a d o  p e l o  método de 
R o s s ,  em ( 7 . 2 . 1  . I ) ,  é i g u a l  a 390 .6  x 1 0 ~ ~ .  O v a l o r  de v 
f o i  de t e rmi  nado pe Ia t e o r i a  d e  1s  h a i  , em ( 7 . 2 . 1 . 2 ) ,  e ,  cor - 
responde ao p r i m e i r o  mecanismo, ou s e j a ,  v = 0 . 0 7 6 0 .  A teo-  
r i a  de Dischinger não u t i  l i z a  o v a l o r  de v c o r r e s p o n d e n t e  
a o  segundo m e c a n i s m o .  

Com a d e f i  n i  ção das c o n s t a n t e s  v i s c o e  l ã s t i c a s  
d o  c o n c r e t o  u t i  l i z a d o  no e n s a i o  pode-se r e p r o d u z i  r a cur -  
va de f l u ê n c i a ,  a t r a v é s  d a  t e o r i a  de D i s c h i n g e r ,  para -r=28.8 

dias ,  e ,  m a i s  a i n d a ,  prever a f l u ê n c i a  p a r a  o u t r a s  i d a d e s ,  

maio res  que r . No c a s o ,  s e r á  e x e c u t a d a  a c u r v a  p a r a  a 
O 

i d a d e  de 50 ,12  d i a s ,  c o r r e s p o n d e n t e  ao segundo e n s a i o  rea-  
l i z a d o .  

Na f i g u r a  7 .15  e s t ã o  p l o t a d a s  a s  curvas d e  f l u  - 
ê n c i a  o b t i d a s  através  da teor ia  de D i s c h i n g e r ,  com as cons - 
t a n t e s  v i s c o e ' i ~ s t i c a s  c a l c u l a d a s  p e l o ' m é t o d o  de R o s s  e de 
I s h a i  , juntamente com a s  c u r v a s  e x p e r i m e n t a i s .  

Observou-se que a teor ia  de D i s c h i n g e r  s u b e s t i  - 
ma grandemente  a f l u ê n c i a ,  mesmo p a r a  o p r i m e i r o  e n s a i o .  

Esse comportamento e r a  e s p e r a d o  p a r a  a c u r v a  d o  segundo e n  - 
s a i o ,  p o i s  a teoria  s u b e s t i m a  a f l u ê n c i a  p a r a  c o n c r e t o s  de 
m a i s  i d a d e .  O que não s e  e s p e r a v a  e r a  uma d i s c r e p â n c i a  tão 
g r a n d e ,  também com os v a l o r e s  d o  primeiro e n s a i o .  A forma 
das c u r v a s  o b t i d a s  nos e n s a i q s ,  pri nc ipa lmen te  a do pr ime i  - 
r o ,  t a m b é m  d i f e r e  s u b s t a n c i h e n t e  da forma d a s  c u r v a s  da 

t e o r i a  de Dischinger. 

7 . 2 . 2 . 2  - Reprodução por Arutyunyan 

A proposta de Arutyunyan ,  conforme  ( 3 . 7 . 1 . 4 + ) ,  
oode ser e x p r e s s a  por: 

onde $ ( T ) = A , / T  + C,. O a u t o r  s u g e r e ,  como ç i rnp l i  f i  cacão, 
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F i g u r a  7.15 - Comparação e n t r e  as curvas de f l u ê n c i a  o b t i d a s  a t r a v é s  do 1 9  e 29 e n s a i o  

e a s  c u r v a s  o b t i d a s  p e l a  teoria de D i s c h i n g e r ,  com as c o n s t a n t e s  v i s c o e -  

l á s t i c a s  do concreto c a l c u l a d a s  em 7 . 2 . 1 . 1  e 7.2.1.2. 



a u t i l i z a ç ã o  dos  d o i s  primeiros termos da s é r i e .  No c a s o ,  
além d o s  d o i s  primeiros, u t i l i z o u - s e  m a i s  um p a r a  se obter  
uma melhor aprox imação  com o s  resul tados  e x p e r i m e n t a i s .  O 

u s o  de m a i s  um termo 6 possive'l  d e v i d o  a e x i s t ê n c i a  de dois 

mecanismos no metodo de I s h a i ,  o q u a l  determina c o n s t a n -  
tes para os d o i s  termos da s é r i e -  Então,  a ( 7 . 2 . 2 . 2 . 1 )  p o  - 
de s e r  e s c r i t a :  

onde os parãmetros v , ,  Y p ,  B 1 ,  B 2 ,  A l  e C. s ã o  dependen + 

t e z  das p r o p r i e d a d e s  do concreto .  As c o n s t a n t e s  y l  e y 2  

foram determinadas p e l o  método de I s c h a i ,  c o n f o r m a  m o s t r a  

a t a b e l a  7.4. Determinou-se a i n d a ,  p e l o  método de Ross, 
os l i m i t e s  de f l u ê n c i a  p a r a  a s  duas i d a d e s  e n s a i a d a s ,  i s t o  
e ,  C(.. ,  . c } .  Mas, p a r a  t *m  a expressão ( 7 . 2 . 2 . 2 . 2 )  trans - 
forma-se em: 

Como C ( - ,  r )  é c o n h e c i d o  p a r a  -r = 28.8 d i a s  

e -r = 5 0 , 1 2  d i a s  ( t a b e l a  7.3), obtém-se  um s i s t e m a  de duas 
equações a duas  i ncõgni tas : 

Do s i s t e m a  de equações ( 7 . 2 . 2 . 2 . 4 )  obtém-se o s  
v a l o r e s  de A l  = 0 .O0676367 e C. = 0.00015575. Resta ape -  

nas  a determinação de B 1  e B2. A equação do modelo  reo-  
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ENSAIO 

Arutyunyan com três termos na série 

ib PÒ 10 40 80 ?O #O 90 100 101 

F i g u r a  7 . 1 6  - Comparação e n t r e  o s  resultados  do l ?  e 2Q ensaios  d a  d e f o r m a ç ã o  l e n t a  
e o s  o b t i d o s  p e l a  t eor ia  de Arutyunyan, c a l c u l a d a  com t 6 s  t e r m o s  na 

s é r i e .  



Já e x i s t e  uma boa correlação entre  os  r e s u l t a -  
dos o b t i d o s  com o 1Q e n s a i o .  O mesmo não ocorre com o 2Q 

e n s a i o ,  onde os  valores o b t i d o s  a t r a v é s  da teor ia  são  m a i o -  

res  que os  do e n s a i o .  Na f igura 7 . 1 7  são apresentadas as 

curvas o b t i d a s  nos e n s a i o s  juntamente com as das duas t e o -  

ri  a s  es tudadas .  Como se esperava, a me1 h o r  a p r o x i m a ç ã o  

f o i  o b t i d a  com a t e o r i a  de Arutyunyan, mas com m a i s  um t e r -  
mo n a  s é r i e ,  e s t a  f o i  melhorada. 



( a )  t ( d i a s )  

. 2 0 0  
Ensaio 

-I Arutyun 

1, 00 - 
I 
t 

__t + -'5- 

4 O =,i 2 h O f 0 00 Po I00 

( b )  t ( d i a s )  

f i g u r a  7 . 1 7  - Comparação e n t r e  o s  resultados do 19 ( a )  e 20 ( b )  e n s a i o s  
com a s  t e o r i a s  de D i  s c h i n g e r  e Arutyunyan.  



C A P I T U L O  8 

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇUES 

A s e g u i r ,  s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  as  conc lusões  o b t i  - 
d a s  d u r a n t e  a r e a l i z a ç ã o  d e s t e  t r a b a l h o ,  t a n t o  na  p a r t e  t e 6  - 
r i  c a ,  q u a n t o  na e x p e r i m e n t a l .  Tambem, serão a p r e s e n t a d a s  

s u g e s t õ e s  p a r a  o p rossegu imento  d e s t a  l i n h a  de p e s q u i s a .  

8 .1  - Conclusões 

8 . 1 . 1  - A n á l i s e  T e ó r i c a  

a )  A t e o r i a  de Dischinger é, no c a s o  de uma re- 
s o l u ç ã o  a n a l T t i c a ,  mais s i m p l e s  que a de A r u t y u n y a n .  M a s ,  

sei comportamento d i a n t e  de c e r t o s  a s p e c t o s  da  f l u ê n c i a ,  não 

6 m u i t o  p r e c i s o .  E l a  subest ima  f l u ê n c i a  em c o n c r e t o s  enve-  

1  h e c i  d o s ,  não considera a r e c u p e r a ç ã o  d a  deformação lenta 
após o  descarregamento e ,  no caso da r e l a x a ç ã o ,  f a z  com que 

a t e n s ã o  f i n a l  s e j a  s u b e s t i m a d a  ( c a p i t u l o  5 ) .  J á ,  a propos - 
t a  de Arutyunyan ,  tem s o l u ç ã o  a n a l  í t i  ca  m a i s  compl i  c a d a ,  

mas, o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  são m a i s  p r e c i s o s .  A forma das 

c u r v a s  o b t i d a s  p e l a s  t e o r i a s  d i f e r e ,  p o i s  a const ,an te  que 

a f e t a  a v a r i a ç ã o  da  f luência com o tempo p r o p o s t o  p o r  Aru -  

tyunyan  é maior que a de D i s c h i n g e r ,  consequentemente ,  a 

c u r v a  c r e s c e  m a i s  r a p i  damente. 

b )  A s  melhores aproximações do comportamento re - 
a1 são o b t i d a s  a t r a v é s  de modelos g e n e r a l i z a d o s  com parâme- 
t ros  v a r i á v e i s  ( c a p i t u l o  2 ) .  T a n t o  a t e o r i a  de D i s c h i n g e r ,  

q u a n t o  a de A r u t y u n y a n ,  correspondem a modelos r e o l õ g i c o s ,  

com parãmetros v a r i á v e i s ,  mas b a s t a n t e  s i m p l e s .  Mo c a p 7 t u -  

10 4, f o i  sugerida uma resolução n u m é r i c a  p a r a  problemas 

de f l u ê n c i a ,  a q u a l  pode u t i  I i z a r  c o r r e s p o n d e n t e s  modelos 

r e o l  Ó g i  cos g e n e r a l  i zados , com mai o r  número de parame t r o s .  
A resolução numér ica  p r o p o s t a  é b a s t a n t e  sim- 



ples  e f e i t a  de maneira  a ser  faci lmente  i ncrementada p o r  
novas. s u b r o t i n a s ,  que venham a a u x i l i a r  p a r a  uma melhor  
aprox imação ,  como p o r  exemplo ,  a c o n s i d e r a ç ã o  do 6 d u l 0  d e  

e las  ti c i d a d e  v a r i  ãve1 . 
c )  A r e s o l u ç ã o  n u m é r i c a  p r o p o s t a  f o i  checada ,  

com os r e s u l  t a d o s  o b t i  dos p e l a s  t e o r i  as de D i  s c h i  nger e 
Arutyunyan ( c a p i t  u l  o 5 )  . As ap rox i  mações o b ti das foram bas - 
-tante boas.  Deve-se s a l i e n t a r ,  porém,  que a r e s o l u ç ã o  p r c  
pos t a  é mais g e r a l  e pode t r a b a l h a r  com q u a n t o s  mecanismos 

se d e s e j a r ,  aproximando a inda  mais os r e s u l t a d o s ,  sem h a -  

ver necessidade de grandes simplificações. 

d )  Na a n á l i s e  da função que d e t e r m i n a  a v a r i a  + 

ção  dos i n t e r v a l o s  de tempo ( c a p r t u l o  4 ) ,  o b s e r v o u - s e  que,  

p a r a -  c o n c r e t o s  j o v e n s ,  t a n t o  a p r o p o s t a  de B a r a n t  1 3 1 ,  co- 
mo a e x p r e s s ã o  4.3.4, ou s e j a ,  uma p r o g r e s s ã o  geométrica, 

conduzi ram a melhores r e s u l t a d o s ,  t e n d o  em v i s t a  um c r e s c i  

mento mais l e n t o  do e r r o  no i n i c i o  do p r o c e s s o .  J á ,  p a r a  
d 

c o n c r e t o s  e n v e l h e c i d o s ,  a f u n ç ã o  que mais  se a d a p t a  e a 
4 .3 .1 ,  c u j o  c r e s c i m e n t o  do e r r o  m a i s  e s t á v e l .  De q u a l -  
q u e r  modo, t a n t o  o s  v a l o r e s  u t i l i z a d o s  n a s  funções  e s t u d a -  

das  q u a n t o  o  t i p o  de função.  dependem do problema a s e r  

a n a l i s a d o .  

8.1 . 2  - Anãli  s e  Exper imenta l  

A par te  experimental do t r a b a l h o  f o i  e x e c u t a d a  
com o  o b j e t i v o  de checar a s  t e o r i a s  de D i s c h i n g e r  e A r u t y -  
unyan com r e s u l t a d o s  o b t i d o s  de e n s a i o s  de f l u ê n c i a .  Pa - 
r a  i s s o ,  f o i  n e c e s s á r i o  d e s e n v o l v e r  um s i s t e m a  de a p l i  ca -  
cão e manutengão da  c a r g a ,  e x e c u t a r  e n s a i o s  de r e l a x a G ã o  e 
r e p r o d u z i  r p o s t e r i o r m e n t e  o s  r e s u l t a d o s  com o a u x i l i o  da 

r e s o l  ução numéri c a .  As concl usões o b t i  d a s  e s t ã o  r e1  a c i  o -  

n a d a s  a s e g u i r :  

a )  O s i s t e m a  de manutenção e a p l i c a ç ã o  de c a r -  



g a  montado para ser u t i l i z a d o  na rea l ização  dos ensa ios  de 
f l u ê n c i a ,  descr i to  no c a p i t u l o  6 ,  m o s t r o u  ser b a s t a n t e  e f i  - 
c i e n t e .  Possi b i  1 i tou manter a carga praticamente sem va-  

r i a ~ õ e s  a t e  o f i  na1 dos ensa io s ,  mesmo quando n e c e s s i t o u -  
-se re t i  rar a bomba do s i s t e m a  para e f e tuar  sua manutenção. 
A u t i l i z a ç ã o  de um compressor como f o n t e  fo i  s a t i s f a t õ r i a -  

quando e1 i m i  nados os problemas de vibração.  

b )  Mo ensaio  de relaxação,  o s i s t e m a  de manu- 

tenção d a s  deformações, apresentou al gumas d i  f i  cul dades p a  - 
ra se consegui r um per fe i to  controle  d a s  deformações n a s  
porcas de a j u s t e  ( c a p i t u l o  6 ) .  Isto ocorreu por t e r  s i d o  
u t i  1 i zado um pórt ico  com três barras de aço e duas esferas 
de centra l i zação  de carga ,  tornando o s i s t e m a  bastante ins  - 
tãve i  . 

c )  O resultado apresentado pelo  primeiro en- 
s a i o  de f luênc ia  ( cap i tu lo  7 )  produziu uma curva da fo rma 

esperada,  enquanto que no segundo não.  P r o v a v e l m e n t e ,  de-  
v i d o  a c a r g a  e p o s t e r i o r  descarga efetuada aos 28 d i a s .  Já 
o e n s a i o  de relaxação f o i  perdido d e v i d o  a um d e s a j u s t e  na 

c é l u l a  de c a r g a .  

d )  Na reprodução das curvas  de f l u ê n c i a ,  como 

já era e s p e r a d o ,  uma melhor aprox imação  f o i  obtida com o 
a u x i l i o  d a  T e o r i a  de Arutyunyan (capTtulo 7 ) .  Mas, com a 
utilização de mais um termo d a  s é r i e  n e s t a  t e o r i a ,  melho- 
rou-se a aproximação. No segundo e n s a i o  de f l u ê n c i a ,  mes- 

mo com a utilização de m a i s  esse termo, a aproximação não 

f o i  b o a ,  devendo-se  o f a t o ,  provavelmente, ao problema já - 
aludido de carga  e descarga e ,  tambgm, ao consumo d a  agua 
dos capi lares  p e l a  exposição prolongada ao ar ,  dos corpos 
de prova e n s a i a d o s .  



8 . 2  - Recomendacões 

No c a s o  de c o n t i n u i d a d e  d e s t a  l i n h a  de p e s q u i -  

sa,  apresentam-se a l g u m a s  sugestões  que t a l v e z  possam s e r  

aprovei t a d a s  em f u t u r o s  trabalhos.  

- I n c r e m e n t a r ,  no programa, uma s u b r o t i n a  que 

c o n s i d e r e  o mõdulo de e l a s t i c i d a d e  v a r i á v e l  com o tempo, 
ou s e j a ,  E ( t ) .  

- Efetuar t e s t e s  p a r a  v e r i f i c a ç ã o  da c o n s t a n t e  

que a f e t a  a t a x a  de variação d a  f l u e n c i a  ( v  ou Y), quando 

de seu  cá1 culo pe la  teori  a de ~ s h ' a i  118 1 ,  em funcão  da i n -  
c l i n a ç ã o  dos segmentos de r e t a  p r o v e n i e n t e s  das curvas  de 

c a d a  mecani smo . 
- E s t u d a r  uma 9 ( ~ ) ,  p a r a  s e r  u t i l i z a d a  na  t e o  - 

r i a  de Arutyunyan ,  mais  complexa, já que, pode-se re so lver  
o p r o b l e m a  numer icamente ,  que não t e n h a  um c r e s c i m e n t o  t ã o  
r ã p i  do p a r a  concretos j o v e n s .  

- E x e c u t a r  um m a i o r  número de e n s a i o s  a f i m  de 

obter  fundamento e s t a t i s  t i  co p a r a  o s  r e s u l  t a d o s .  

- Executar um s i s t e m a  de c o n t r o l e  de umidade 

e t e m p e r a t u r a  ambiente  no l a b o r a t ó r i o  de c o n c r e t o .  
- M e l h o r a r  o p ó r t i c o  de manutenção de deforma-  

ções ,  do e n s a i o  de r e l a x a ç ã o ,  montando-o com q u a t r o  b a r r a s  

de a ç o ,  p o s s i b i l i t a n d o  a s s i m ,  um contro le  mais e f i c a z  n a s  
p o r c a s  de a j u s t e .  

- Procurar reso lver  p r o b l e m a s  de c o n c r e t o  pro- 
t e n d i d o  com a r e s o l u ç ã o  n u m é r i c a  a p r e s e n t a d a .  

- Trabalhar para  f o r m a r  uma n o m e n c l a t u r a  n a c i o  - 
n a 1  na r e s o l u ç ã o  de prob lemas  de f l u ê n c i a .  



TABELAS A . l  

I (d ias)  

28.80 

28,83 

X7 

O 

13,7 

20,2 

18,6 --- 
19,l 

26,6 

27,l 

30,l 

32,9 

40,l  

39,6 

41,l 

36,6 

36,l 

36,6 

33,6 

36,l 

39,l 
C 

29,03 

29,82 

30,02 

31,02 

31,94 

32,96 

34,04 

35,04,36,6 

36,04 

37,09 

37,80 

4 1 , 0 6 .  

42,05 

43,05 

44,14 

l44,83 

49,09 

X2 

U 

14,s 

X3 

O 

14,O 

' 

X4 

O 

15,5 

18,1 19,s 21,O 17,O 19,5 19,22 1,45 189,32 

19,l  

20,6 22,1 21,6 21,6 2 ,  21,02 1,07 207,05 

27,6 

29,1 

30,l 

31,6 

33,l  

X5 

O 

13,9 

30, l  

32,1 

33,6 

36,8 

41,l 

43,1 

'6 

O 

45,4 

29,O 

31,1 

32,8 

34,8 

1 

37,6 

36,1 

37,3 

34,O 

33,l  

35,6 

31,1 

33,6 

45,4 

- 
Xij  

O 

43,O 

42,8 

42,5 

45,4 

44,6 

46,1 

40 , l  

40,8 

41,B 

37,6 

43,6 

47,1 

1 5 , O  14,43 . 

28,8 

29,9 

30,9 

34,3 ---------- 
37,9 

Sij 

0 

40,8 

40,6 

valor re 
a1 de de 
fonnaãõ 

( 10-8) 

O 

0,70 

28,6 

31,6 

31,6 

35,6 

38,9 

431,13 43,77 

142,14 

41,9 

42,l 

43,8 

40,1 

41,4 

41,6 

3 7 , l  

43,6 

2,83 

44,l 

39,l 

39,l 

40,l 

36,3 

40,1 

28,45 

30,15 

31,52 

34,33 

37,78 

43,1 

36,6 

37,6 

39, l  

37,6 

42,9 ---------- 

41,47 

40,97 

42,58 

37,75 

38,02 

39,13 

35,55 

1 

1,86 

1,44 

1,87 

2,73 

280,32 

296,98 

410,17 

338,'15 

372,13 

2,66- 

2,95 

408,48 

403,55 

3,05 

2,43 

3,11 

2,57 

2,64 

419,41 

371,84 

374,50 

385,43 

350,17 

393,SO 39,98 4,25 





T a b e l a  A . 1 . 1  - Valores  l i d o s  no primeiro ensaio. Os va-  

l o r e s  com a s t e r i s c o s  f o r a m  e l i m i n a d o s  pe-  

l o s  t e s t e s  e s t a t i s t i c o s .  A m é d i a  xi e 
o d e s v i o  padrão 'i j foram calculados sem 

o s  v a l o r e s  r e j e i t a d o s .  



t 
valor re 

X1 x2 X3 X4 X5 '6 Tij Sij a l d e @  (dias) . f onatao  
(10' ) 

28,80 O O O O O O O O O 

28,83 16,O 14,s 14,O 14,8 14,8 16,O 15,06 0,79 148,34 

29,03 2 19,2 18,O 19,50 21,6 23,5 20,52 1,99 202,?2 

29,80 211 22,6 21,1 21,1 21,B - 21,54 0,67 212,17 -- 
29,81 4,9 8,6 5,6 7,l 4,8 - 6,20 1,63 61 ,O7 

29,82 3,6 7,1 5,6 7,l 3 , 3  - 5,34 1,83 52,60 

30,02 3,6 6,6 4,6 6,4 3,8 - 5,OO 1,42 49,25 

32,02 6,6 9,6 7,5 9,6 5,3 - 7,72 1,87 76,04 ------- -- 
31,94- 5,6 8,3 7,6 8,6 3,6* - 3 1,35 74,17 -------- 
32,96 6 , l  9,6 8 ,3  8,l  3,3* - 8,03 1,45 79,lO 

--- 
34,04 7,3 9,9 10,6 10,8 4,3 - 8,58 2,77 84,51 

35,04 8,6 12,O 11,9 10,9 5,8 - 9,84 2,64 96,92 - -- 
36,04 10,4 14,6 15,1 13,l 9,7 10,4 12,30 2,28 121,16 

37,09 10,1 13,9 13,6 11,8 8 ,3  11,s 11,52 2,12 113,47 

37,SO 11,l 14,6 16,l 12,6 9 ,8  9 , 5  12,28 2,66 120,96 

41,06 2,l 6,l 7,1 5,3 1,3 - 4,38 2,54 43,14 
- .  --- 

42,05 5,l 8,6 8,6 6,6 2,3 - 6,24 2,65 61,46 

43,05 4,6 8,O 7,4 0,6* - 7,03 1,65 69,25 -- ------ 
44,I4 -1,O 3,9 1,3 -5,2 1,5 0,68 3,39 6,70 

44,83 6,1 9,5 9,6 8,8 1,3* 6,5 8,lO 1,68 79,79 - 
49,09 7,6 11,1 10,1 9,4 4,8 7,4 8,40 2,27 82,74 

6,4 8 ,3  8,52 2,53 83,92 

28,8 24,5 26,60 1,98 262,Ol 





T a b e l a  A . 1 . 2  - Valores l i d o s  no s e g u n d o  e n s a i o .  0s 

valores com a s t e r i s c o s  foram e l i m i -  

nados g e l o s  t e s t e s  e s t a t i s t i c o ç .  A 

m é d i a  Xij e o d e s v i o  p a d r ã o  S i j  f o  

r a m  calculados sem o s  va lores  r e j e i -  
t a d o s ,  



t 

(dias) 

28,80 

29,82 

30,02 

31,02 

31,94 

32,96 

34,04 

35,04 

36,M 

37,09 

37,a 

X3 
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T a b e l a  A.1.3 - V a l o r e s  l i d o s  no primeiro g r u p o  de 
cargas  do c o n t r o l e .  Os valores  com 

a s t e r i s c o s  foram eliminados pelos  
t e s t e s  e s t a t í s t i c o s .  A m é d i a  X i j  e 
o d e s v i o  padrão Si f o r a m  c a l c u l a  - 
d o s  sem o s  v a l o r e s  r e j e i t a d o s .  
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T a b e l a  A . 1 . 4  - Valores l i d o s  no s e g u n d o  g r u p o  de 

corpos de controle. Os valores 
com asteriscos foram e l i m i n a d o s  

p e l o s  t e s t e s  e s t a t i ç t i c o s .  A mé- 
d i a  X i j  e o d e s v i o  padrão Si j  

f o r a m  calculados sem os valores  
r e j e i t a d o s .  



TABELA A . 2  
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I i U 

36.00 297.19 1 58.00 16.00 P 
37.00 306.19 167.00 16.00 E 
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60.00 385.19 246 .O0 276.41 78.50 
61 .O0 387.19 248.00 283.41 85.50 
62.00 . 389.19 250.00 289.81 92.00 
63.00 391.19 262.00 294.81 97.00 
64.00 393.19 254.00 300.41 102,50 



T a b e l a  A.2  - Deformação total e deformação 
l e n t a  do I ?  e 20 ensa ios ,  re- 
t i r a d o s  d a s  curvas que melhor 
se  a d a p t a r a m  a o s  resultados  
e x p e r i m e n t a i  S .  
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