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Resumo iy

RESUMO

O presente trabalho apresenta a formulacdo e implementacio de um
algoritmo para a solucdo de problemas de programacdo mista ndo linear e inteira
(MINLP) convexos. O algoritmo proposto ndo segue a tradicional solu¢do seqiiencial
de subproblemas de programacdo ndo linear (NLP) e problemas mestres de
programacao mista linear e inteira (MILP). Em vez disso, o problema mestre ¢
definido dinamicamente durante a busca em arvore para reduzir o nimero de nés que
necessitam ser enumerados. Uma busca “branch” e “bound” € conduzida para
determinar limites inferiores das solu¢des dos subproblemas de programacdo linear
(LP) até encontrar solucGes inteiras vidveis. Para estes nés, subproblemas de
programa¢dao ndo linear sdo resolvidos determinando limites superiores € novas
aproximagoes lineares, as quais sdo usadas para estender a representacdo linear dos
nos abertos na arvore de busca. Resultados numéricos em alguns problemas testes sao
relatados, comparando a eficiéncia do algoritmo com resultados da literatura estudada.
Faz-se também uma anélise do comportamento frente a problemas testes nao convexos

e finalmente a andlise de um problema aplicado a rede de trocadores de calor.



Abstract

ABSTRACT

The current work shows the formulation and implementation of an
algorithm for the solution of convex mixed-integer nonlinear programming (MINLP)
problems. The proposed algorithm does not follow the traditional sequence solution of
nonlinear programming (NLP) subprobems and master problems of mixed-integer
linear programming (MILP). Instead, the master problem is defined dynamically
during the tree search to reduce the number of nodes that need to be enumerated. A
branch and bound search is performed to predict lower bounds by solving linear
programming (LP) subprobems until feasible integer solutions are found. For these
nodes nonlinear programming subproblems are solved, providing upper bounds and
new linear aproximations which are used to tighten the linear representation of the
open nodes in the search tree. Numerical results on some test problems are reported
comparing the efficiency of the algorithm with the results of the studied literature. An
analysis of the algorithm behavior for nonconvex test problems is also carried out and

finally an analysis of a problem applied to heat exchanger networks is done.
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1- INTRODUCAO

1.1 - Formulacao do Problema

Sistemas de processos em engenharia é uma drea rica em problemas de
otimizac¢dao. Muitos problemas de projetos de processos e problemas operacionais
podem ser formulados como programacao linear (LP), programacgo nao linear (NLP),
programacao mista linear e inteira (MILP) ou programacado mista ndo linear e inteira
(MINLP).

Dentro destas formulacdes, os problemas de programacdo nao linear
formam um subconjunto maior do campo da programa¢do matemdtica, em especial
em exemplos de engenharia quimica que envolvem redes de trocadores de calor (Yee e
Grossmann, 1990), sintese de fluxograma de processos (Kravanja e Grossmann, 1997)

e projetos de colunas de destilacdo (Viswanathan e Grossmann, 1993).
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Modelos de engenharia de processos fregiientemente envolvem varidveis
discretas. Certas decisoes sao naturalmente discretas, por exemplo, o nimero de pratos
na coluna de destilacdo. Problemas de otimizacdo que envolvem varidveis discretas,
como os descrito acima, sao formulados como programag¢des mista-inteira linear ou
nao linear e, geralmente, podem ser representados na seguinte forma

min z=c"y+ f(x)

sujeito a (1.1)

h(x)+By <0

xe XcR"

ye{oaf
onde “x” é o vetor de varidveis continuas, *“y” € o vetor de varidveis bindrias 0-1, Be ¢
sdo matriz e vetor de coeficientes, respectivamente, f(x) e h(x) sdo func¢des lineares ou
nao lineares e o sinal das desigualdades incluem o caso de igualdade.

Um aspecto comum desta classe de problemas € a ndo convexidade, os
quais implicam dificuldades com a determinac@o de uma solugao 6tima global, com o
uso de técnicas de programac¢ao matemaética correntes. Por outro lado € importante
como um primeiro passo o desenvolvimento de métodos melhorados para casos
convexos, pois estes podem servir como base para desenvolvimento de métodos
rigorosos ou aproximados para solugdo de problemas nao convexos estruturados ou
nao.

Devido as razdes mencionadas, associadas a fatores econdmicos e
ambientais, ultimamente hid um crescente interesse em desenvolver e investigar novas

técnicas para resolucao de problemas MINLP.

1.2 - Teoria de Otimizac¢ao

As técnicas de otimizagdo, que buscam a melhor solugdo. para um
problema (médximos ou minimos de grandezas mensurdveis em seus dominios de
defini¢do), fazem-se necessarias em muitas dreas da engenharia, tais como: pesquisa

operacional, projeto de processo, controle de processo e andlise numérica. Dentro
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deste contexto de otimizagdo, os problemas sdo tratados dentro das seguintes
definicdes.

Fungdo Objetivo

E a fun¢ao matematica cujo maximo ou minimo deseja-se determinar.

Variaveis de Decisdo
Sao as varidveis independentes que aparecem na fungd@o objetivo.

Correspondem, em numero, ao excesso de varidveis em relacdo ao numero de

equacdes, isto €, o grau de liberdade do sistema.

Restricoes
Sao os limites impostos ao sistema ou estabelecidos pelas leis naturais
que governam O comportamento do sistema, a que estdo sujeitas as varidveis de

decis@do. As restricoes podem ser de igualdade(equacdes) ou de

desigualdade(inequacdes).

Pontos Vidveis

Sdo todos os pontos que satisfazem as restricoes de igualdade e

desigualdade.

Regido de Busca ou Regido Viavel
E a regido do espaco definido pelas varidveis de decisdo, delimitada

pelas restricoes, em cujo interior, ou em cuja fronteira se localizam os pontos viaveis.

O método empregado para solucionar um problema de otimizagao

depende, fundamentalmente, da forma da fungdo objetivo e de suas restri¢Ges.
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1.2.1 - Minimos e Maximos

Seja uma fungdo f* X = R” — R. Diz-se que x é um minimo global ou
absoluto de fse f (x')s f(x) Vxe X e que x" é um minimo local ou relativo de f se

existe € > 0, tal que f(x')< f(x) Vxe X tal que "x—x‘"< €. Se as desigualdades

forem estritas, isto é, f{x")< f(x) tem-se minimos globais e locais estritos.

1.2.2 - Convexidade

Um subconjunto K de um espacgo vetorial X € dito convexo se Vx,x; €

KeO<oa<1,tem-se ax, +(/—a)x, e K, apresentando as seguintes propriedades:
i) PK ={xe K/x= fy,ye K} é convexo para VP € R;

ii) K +LeKnL sdo convexos para todo subconjunto convexo L de

X ("+" opera sobre os elementos de cada subconjunto)

Sendo K um conjunto convexo ndo vazio do R", a fun¢do f: K — R é dita
convexa se Vx, x> € Ke 0 <o < 1tem-se flax,+(I-a)x,)<of(x,)+({-a)f(x,),
apresentando as seguintes propriedades:

i) f(x) € continua em qualquer ponto do interior de K;

ii) assecdes K, ={xe K/ f(x)< &} sdo conjuntos convexos.

A funcio f{x) € estritamente convexa se a desigualdade for

estrita Vx, # x, € K;. Uma funcdo s(x) é concava se a func@o f(x) = -s(x) for convexa.

Dentro das generalizacOes de fun¢des convexas e concavas, tem-se:

i)  fix) é quase—convexa se flox,+(I-a)x,|<max{f(x,) f(x,)]
VO0<a<l e Vx,x,eK;

i) fix) é quase—concava se flox,+(I—a)x,]=min[f(x,) f(x,)]

VOsasl e Vx,x,e K,
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iii)  f{x) é pseudo—convexa se Vx,x,e K e f(x,)< f(x,) implicam
em(x, —x,) Vf(x,)<0;
iv)  f{x) é pseudo—cdncava se Vx,x,e Ke f(x,)> f(x,) implicam

em(x,—xz)TVf(xz)>0.

1.2.3 - Condigdes Necessarias e Suficientes do Otimo

1.2.3.1 - Para o caso sem restri¢ao

Na otimizac¢do sem restricao o problema que esta sendo resolvido é:

min f(x) 1.2)

xe R"
Neste caso, o problema de otimizacdo depende somente da forma da

funcao objetivo.

- Condicao Necessaria de Primeira Ordem

Para que x seja um minimo local da funcdo f{x), diferencidvel em x, é
necessario que Vf (x')= 0

- Condicao Necessaria de Segunda Ordem

Para que x " seja um minimo local da fungo f{x), duas vezes diferencidvel
em x , é necessario que V/{x")=0 eque H x)=vif (x") seja positiva semidefinida,
onde H(x ) é chamada de matriz Hessiana, sendo que para Vx # 0, se:

x"Hx 20 — H é positiva semidefinida
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x"Hx >0 — H é positiva definida
x"Hx <0 — H é negativa semidefinida

x"Hx <0 — H é negativa definida

Note que estas condi¢des sd@o apenas necessarias porque os termos de

primeira e segunda ordem podem ser nulos, deixando ainda divida sobre a natureza de

*
X .

- Condicao Suficiente

Seja f{x) duas vezes diferencidvel em x~ tal que Vf (x')=0 e H{') seja
positiva definida entdo x* é um minimo local estrito de f.

Quando f{x) € convexa, as condicoes para o 6timo simplificam-se, porque
as condi¢des de segunda ordem s@o equivalentes a convexidade local da func@o. Além

disso, um minimo local serd também global.

1.2.3.2 - Para o caso com restricao

Na otimizagdo com restri¢do o problema que estd sendo resolvido €
min f(x)
sujeito a (1.3)

=
—_—

[
o —

Il

® %9
X
A
n o o

Rﬂ

Conforme (1.3), a fungdo objetivo f{x) estd sujeita as restricOes de
igualdade e/ou de desigualdade, que definem a regido vidvel, sendo que qualquer
ponto nesta regido é uma solugdo vidvel. Dependendo do tipo da funcdo objetivo e de

suas restricdes, os problemas de otimizagdo com restricdo sdo chamadas de
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programacao linear, programacao quadrética, programag¢ao nao linear, programacio

inteira e programacao mista.

Uma idéia chave no desenvolvimento das condi¢cOes necessarias e
suficientes para problemas de otimizag¢ao com restri¢ao € transforma-las em problemas
sem restricao e aplicar as condi¢des de otimizagdo para a determinacdo de pontos
estacionarios da fun¢do nao restrita. Uma destas transformacgdes envolve a introducao
de uma funcdo auxiliar, chamada a fun¢@o de Lagrange, definida como

Lx, A, u)= f(x)+ A h(x)+u"g(x), #=0
onde A e W sdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de
igualdade e desigualdade, respectivamente. Os multiplicadores A associados com as
restricoes de igualdade nao sdo restringidos em sinal, enquanto os multiplicadores
associados com as restricdes de desigualdade sao nao negativos.

Para encontrar os pontos estaciondrios para a fungdao de Lagrange, o
problema (1.3) torna-se um problema nao restrito, ou seja

ma min L(x,4)= £ (<) 2 he) 12 5()

i A>0, para h>0
= e
S A<0, para h<0

Considerando o problema (1.3) somente com restricdes de igualdade, ou
seja:
min f(x)
sujeito a (1.4)
hix) =0 i=12...m <n
xe X
Seja x um minimo global de (1.4) para o qual os gradientes das
restricdes de igualdade s@o linearmente independentes. Perturbando o lado direito das

restricdes de igualdade, tem-se



Introdugdo 8

min  f(x)
sujeito a (1.5)
hix) = b; i=12...m<n
xe X
onde b = (b,,b,, . . . by) € o vetor perturbacao.

Se o vetor perturbacio muda, entdo a solucdo Otima de (1.5) e seus
multiplicadores mudam, pois em geral x = x(b) e A = A(b). Logo, a funcdo de

Lagrange toma a forma

L(x,A)= L(b) = f(x(b))+ Ab)" [A(x(p))-b].

Considerando-se que o ponto estaciondrio de L corresponde ao minimo
global, entdo, £(x")= L(x", 7).
Tomando o gradiente da funcdo de Lagrange com respeito ao vetor

perturbacdo “b” e rearranjando os termos obtém-se:
T an] ). [9AT
V.L=|—||V — | A |+| =] (Alx)-5)-1

onde [B_x] é uma matriz nxm, [_Bi] é uma matriz mxm e 2&} € uma matriz
db db ox

mXIl.

Note que os termos dentro do primeiro e segundo parénteses
correspondem aos gradientes da funcdo de Lagrange com respeito a x e a A,
respectivamente, e consequentemente eles sao nulos devido as condi¢des necessarias
V_.L=V,L=0.Entdo, chega-se a V ,,L(x',ﬂ.'): ~1'e, desde que x é um minimo global
eV,h(x)=0, tem-se V,f(x")=-%.

Por esta razdo, os multiplicadores de Lagrange A" resultam informacio

sobre a sensibilidade da func@o objetivo com respeito ao vetor perturbagdo “b” para o

i *
ponto 6timo x .
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- Condigdes Necessdrias de Primeira Ordem - Condicdes de Fritz-
John

Seja x € X uma solucdo vidvel de (1.3), sendo f{x) e g(x) diferencidveis
parax e g(x) tendo as primeiras derivadas parciais continuas para x . Entdo, se x é

uma solugédo local de (1.3), existem multiplicadores de Lagrange 1, A e |1 tais que

1V (x*)+ A Vh(x*)+ 1" Vg(x*)=0

h(x*)=0

glx*)=<0

1,g,(x*)=0 =12 B
(1,,12,)2 (0.0) j=12...p

(oA pt) # (0,0,0)
onde Vf(x') & um vetor de dimensdo n, VA(x") é uma matriz mxn e Vg(x') é uma
matriz pxn, W, € um escalar, A e L sdo vetores de dimensdes m e p, respectivamente.
As restrigdes {u,g,(x*)=0, j=12...p} sio chamadas restrigdes

complementares.

Quando U, = 0, as condicdes necessarias de primeira de ordem de Fritz-
John ndo utilizam o gradiente da funcdao objetivo. Assim sendo, as condi¢des do
gradiente representam uma combinacao linear das restricdes de desigualdade ativas e
restricOes de igualdade. Em tais casos, as solucdes de Fritz-John ndo s@o proveitosas
na identificacdao de um 6timo local da funcéo f{x). Um nimero de condicdes adicionais
sd0 necessdrias para garantir |, > 0. Estas sdo as qualificacdes das restri¢des de

primeira ordem que sao apresentadas a seguir.

Seja x  um 6timo local de (1.3), X um conjunto aberto, o conjunto J
definido como J ={;‘ ‘g J.(x')=0} e gi(x), hi(x), com i = 1,2, . . . m diferencidveis

> *
continuamente para x .
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- Qualificacdo das Restrigdes de Independéncia Linear

Os gradientes Vi,(x") Vi e Vg ; (x")jeJ sdo linearmente independentes.

- Qualificagado da Restrigao de Slater
As restricoes g,—(x‘) sdo pseudo-convexas para x , as restricoes A;(x ) sdo

quase-convexas € quase-cOncavas, os gradientes de Vh,.(x') Vi s3o linearmente

independentes, e existe um xe X, tal que 4, G):G Vi e g, (E)< 0 jelJ.

- Qualificagdo das Restrigoes de Kuhn-Tucker
Existe um vetor ndo nulo z € R” para o qual {z'Vh(x*)=0 e z'Vg Jx*)<0 jeJ 1
implica que existe uma funcéo vetorial ndo dimensional w(T) no intervalo [0,1], tal
que:

) w(0)=x"

11) w(t)e Xpara0<t<l1

iii) w é uma vez diferencidvel parat=0, e = Az para alguns

aw(0)
Tdr

A>0.

- Qualificagdo da Restrigdo de Convexo Inverso Fraco
As restricoes A(x) e g(x) sdo continuamente diferencidveis para x". Cada

# - b . . . P
g (x*) jeJ é pseudo-cdncava parax ou linear e cada A (x ) Vi é pseudo-convexa

*
e pseudo-cOncava para x .

- Condig¢des Necessarias de Kuhn-Tucker

Suponha que as fungdes f, /; e g; sdo continuamente diferencidveis e que
. - Py ’ * o "
as condicdes da qualificacio de restricdio mantém-se para x . Entdo a condigdo
. ;. o - . -~ . - —
necessdria para x ser um Otimo local de (1.3) € a existéncia de numeros Ai(ndo

restritos em sinal) e |; 2 0, tal que:
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{Vf(x')+ AVh(x )+ u"Vglx")=0
1e,x)=0j=12..p

- Condicoes Necessarias de Primeira Ordem - Condi¢oes Karush-
Kuhn-Tucker (K.K.T.)

Seja x eXa solucdo vidvel de (1.3) e f{x), g(x) diferencidveis para x~
e as primeiras derivadas parciais de A(x) sdo continuas para x".Sex" éum 6timo local
de (1.3) e uma das seguintes restricoes
1) independéncia linear;
11) Slater;
11i)  Kuhn-Tucker ou
iv)  convexo inverso fraco
é satisfeita, entdo existem multiplicadores de Lagrange A, [ tal que
VI (x*)+ A Vh(x*)+u"Vg(x*)=0
h(x*)=0
g(x *) <0
u,g;(x*)=0 j=12...p

u;20 j=12...p

— Condic¢oes Suficientes de Primeira Ordem - Condi¢des de Karush-
Kuhn-Tucker

Seja x € X uma solucdo vidvel de (1.3), sendo também x um ponto
KXK.Tedefinindo I'={i:A4>0} el ={i:A<0}parax.Sef{x) é pseudo-
convexa para x', hi(x) para i € I sdo quase-convexas para x , hix) para i € I sdo
quase-concava para x e gj(x) para j € J s@o quase-convexas para x" sendo que todos

0s outros pontos x sdo vidveis para A;(x) € g;(x), entdao x  éum 6timo global de (1.3).
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Se as condicdes acima estao restritas dentro de uma bola de raio €

centrada em X , entdo X é um 6timo local de (1.3).

As condi¢bes de otimizacao de primeira ordem utilizam informacio
somente sobre os gradientes da funcdo objetivo e restri¢des, sendo que a curvatura das
funcdes, medida pelas segundas derivadas, nao € considerada, logo as condicoes

necessarias de primeira ordem ndo resultam informacao completa.

- Qualificacdo da Restricio de Segunda Ordem

Sejax e X um ponto vidvel do problema (1.3) e as fungdes g(x) e h(x)
duas vezes diferencidveis , sendo z um vetor qualquer nao nulo, tal que
2'Vh(x*)=0 i=12..m e
{zTVgJ-(x*)=0 je={i:g,(x*)=0}
entdo a qualificacdo da restricdo de segunda ordem mantém-se para x sezéa

tangente de um arc w(7) duas vezes diferencidaveis que comeca para x", a0 longo da
ow b2 .
qual ¥=kz para algum A positivo, w(@) =x , onde 0 <t < e com g >0,

h(w(z))=0 Vi e g,(wz)=0 jeJ.

- Condicoes Necessarias de Segunda Ordem

Seja x_ um 6timo local do problema (1.3), as fungdes f{x), h(x) e g(x)
duas vezes continuamente diferencidveis e mantida a qualificacao de restricdo de
segunda ordem para x". Se existem multiplicadores de Lagrange A ,u" satisfazendo as

condicdes necessarias de primeira ordem K.K.T e se para cada vetor ndo nulo z tem-

s¢



Introdugado 13

2’Vh(x*)=0 i=12...m e
Vg, (x*)=0 jeJs={j:g,(x*)=0]

entdo, z’V2L(x", 4,1’ )220, onde Llx", 2, )= flx")+ (2 ) hlx")+ (") glx").

- Condig¢oes Suficientes de Segunda Ordem

Sejam f(x), h(x), g(x) duas vezes diferencidveis, e assume-se que existem
multiplicadores de Lagrange A", 1 satisfazendo as condigdes necessarias de primeira
ordem K.K.T.

Se para todo vetor ndo nulo z:

Z'Vh(x*)=0 i=12...m e
Vg, (x*)=0 jeJ, ={j:g,(x*)=0u,>0}
Vg, (x¥)<0  jed,={j:g,(x*)=0u,=0]
segue que,
VLA )2 >0,

entdo x é um minimo local estrito do problema (1.3).

Nos trabalhos de Cooper e Steinberg(1970), Minoux(1986),
Floudas(1995), Secchi(1993), Himmelblau(1972), encontram-se maiores informagoes

sobre a teoria de otimizacg@o e aplicagoes.

1.3 — Estrutura da Dissertacio

O capitulo 1 introduziu defini¢des bésicas e formulaces da parte tedrica
de otimizacdo para problemas com restricio ou ndo, discutindo as condicGes
necessdrias e suficientes para o 6timo.

Na seqiiéncia, o capitulo 2, faz uma descricdo matemdtica através da

formulagdo geral dos problemas MINLP, tratando a seguir de uma revisao das técnicas
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de otimizac@o global estocdstica e deterministica para resolvé-los, analisando as idéias
chaves de algoritmos deterministicos correntes como “Branch” e “Bound” Espacial,
Decomposicdo Generalizada de Benders(GBD), Aproximacdes Externas(OA),
Aproximacdes Externas com Relaxamento de Igualdade(OA/ER), Aproximagdes
Externas com Relaxamento de Igualdade e Penalidade Aumentada(OA/ER/AP),
Aproximacodes Externa Generalizada(GOA), Decomposi¢cao Cruzada
Generalizada(GCD) e Otimizacao Global(GOP). Apds sdo descritas algumas
aplicacdes dos problemas MINLP em redes de trocadores de calor, sintese de
fluxogramas de processo e projetos de colunas de destilag@o.

O capitulo 3 descreve o algoritmo proposto para problemas MINLP
convexos, o qual faz uma geracdo dinamica das aproximacdes lineares, as quais sdo
derivadas para solucdes inteiras na arvore para limitar o problema original, evitando a
solucdo seqiiencial de problemas mestres MILP e problemas NLP. Subproblemas NLP
sdo resolvidos para solugdes inteiras para as variaveis binarias. Os passos do algoritmo
para implementacdo sdao apresentados para uma melhor compreensdo e juntamente
com os fluxogramas do programa principal e das subrotinas. Também é levado em
consideragao as formas de introducdo das restricdes adicionais.

Exemplos convexos sdo resolvidos no capitulo seguinte, pois o algoritmo
foi implementado com esta finalidade. Também resolve-se exemplos nao convexos
para analisar o comportamento do algoritmo. Faz-se uma conexao com o capitulo 2,
resolvendo um exemplo aplicado a rede de trocadores de calor

Finalmente o ultimo capitulo trata das conclusdes e sugere uma
modificacdo do algoritmo proposto neste trabalho, através da introducdao de testes
locais e globais para a implementacdo de um algoritmo para problemas MINLP nao

convexos.
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2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 - Descriciao Matematica

A formulacdo geral dos problemas de programacdo mista, nao linear e

inteira (MINLP) € dada por

ngnf(x,y)

sujeito a (2.1)
h(x,y)=0
g(x,y)s0
re X aR"

ye Yinteiroc I’

onde:

x representa um vetor de "n" varidveis continuas

m_n

y representa um vetor de "r" varidveis inteiras
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h(x,y) = 0 sdo "m" restri¢des de igualdade
g(x,y) <0 sdo "p" restricdes de desigualdade

f(x,y) é a funcido objetivo .

As vari4veis inteiras y com limites superiores e inferiores dados, y' <y
<y, podem ser expressas como varidveis bindrias, isto é, 0-1, denotada como Z, pela
seguinte férmula:

y=y +z,+2z,+4z,+........... N R

onde N é o nimero minimo de variaveis 0-1 necessarias. Este nimero minimo € dado
por:

N=1+ INT{———IOg b - )}
log 2

sendo que a funcdo INT trunca o argumento real para um valor inteiro. Esta
aproximacao, entretanto, pode nao ser pratica quando os limites sdo grandes.

Logo, a formulagao de (2.1) pode ser escrita em termos de varidveis 0-1

como
min f (x, y)
x.y

sujeito a (2.2)

h(x,y)=0
g(x,y)<0
re X cR"

yeY={01}f

onde y € um vetor de "q" variaveis 0-1.

Tratando com modelos de otimizacdo mista ndo linear e inteira da forma
(2.1) ou (2.2) surgem dificuldades que estdo associadas com a natureza do problema,
isto é, o dominio combinatério (dominio-y) e o dominio continuo (dominio-x).

A maior parte dos métodos numéricos para a solucdo dos problemas

MINLPs preocupam-se com a determina¢cao do minimo local. Muitas das aplicacdes
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da engenharia de processos levam para MINLPs ndo convexos, que possuem
multiplos minimos locais.

Neste capitulo serd feita uma revisdo bibliogrifica dos métodos
estocésticos e deterministicos existentes para localizar o 6timo global de problemas
MINLPs.

Floudas(1995) descreve um excelente texto sobre fundamentos de

otimizac¢ao mista nao linear e inteira.

2.2 - Técnicas de Otimiza¢do Global Estocastica

Técnicas de otimizagao global estocastica, segundo Smith(1996),
empregam alguns elementos de aleatoriedade na busca do 6timo global e através de
um argumento estatistico verificam a convergéncia. Este argumento € baseado na
premissa geral que quanto mais tempo permanecer buscando o 6timo global, a
probabilidade que este seja encontrado € maior.

A vantagem desta técnica € que ndo faz suposicdo a priori sobre a
estrutura do problema a ser resolvido. Entretanto, para problemas altamente restritos,
nao existe garantia que um ponto 6timo local seja encontrado.

Estes algoritmos s@o aplicados para problemas relativamente restritos, os
quais possuem muitos minimos locais (por exemplo, planejamento de processos) e,
para tais problemas, uma solucdo 6tima global préxima € encontrada rapidamente.
Esta propriedade conduz tais algoritmos a serem aplicados para resolver problemas
organizacionais grandes, produzindo boas solucdes em tempo computacional
relativamente baixo, fazendo deles candidatos potenciais para aplicacdes "online”
(Matthews,1995).

Os primeiros algoritmos estocdsticos de otimizag¢ao nao eram adaptdveis
para problemas com muitas restri¢des e ou varidveis continuas tais como encontradas
em projeto de processos continuos. Entretanto variantes mais sofisticadas desta técnica

estdao surgindo com o tempo, como por exemplo, os trabalhos de Secchi e Perlingeiro
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(1989) e Secchi e Biscaia Jr. (1989) que utilizam uma técnica de otimizagao global
estocdstica adaptativa para problemas NLP de dimensdes elevadas.

O trabalho de Paules e Floudas (1992) apresenta uma aproximagéao de
programacdo estocastica de dois estdgios com recurso MINLP para problemas de
sintese de seqiiéncias de destilacdo com integracao de calor. A estratégia proposta
combina os aspectos de uma aproximacao da superestrutura com uma particao das
varidveis projetadas em duas classes: estrutural e periédica. A classe estrutural
compromete-se com elementos fixos do projeto em todas as condi¢des de operacio,
enquanto as periddicas sao quantidades ajustdveis que podem ser escolhidas para a

operacao Otimas em cada periodo.

2.3 - Técnicas de Otimiza¢dao Global Deterministica

Técnicas de otimizagdo global deterministica, segundo Smith(1996),
garantem localizacao do 6timo global dentro de uma tolerancia especificada €. Esta
tolerancia define a maxima diferenca entre o valor da funcdo objetivo obtida e o
verdadeiro ponto 6timo global.

Uma vantagem das técnicas deterministicas € que as restricoes sao
consideradas explicitamente e por esta razio sdao adaptadas para problemas mais
restritos do que técnicas estocasticas.

A desvantagem de muitos algoritmos € que eles exploram aspectos
mateméticos especificos da estrutura do problema para garantir a otimizag@o global e
devido a isto podem ser somente aplicados para problemas que possuem esta estrutura
especial.

Técnicas deterministicas obtiveram sucesso aplicadas a problemas
relativamente pequeno em areas de planejamento, projeto de processos e sintese de
rede de trocadores de calor.

A seguir sdo apresentados algoritmos deterministicos para a solucdo de

problemas MINLP.
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2.3.1 —“Branch” e “Bound” Espacial

O método de busca em arvore, chamado de “branch” e “bound”, teve
seus principios enunciados na década de 60, por Land e Doig(1960). Desde entio,
muitas implementacdes préticas surgiram em funcdo da obtengdo dos limites
(“bounds”), da sele¢do do vértice a ser ramificado (“branching”) e da escolha da
varidvel pela qual a ramificacdo deve ser realizada.

O método de “branch” e “bound” espacial, descrito no trabalho de Smith
e Pantelides(1997), produz limites superiores e inferiores rigorosos para o valor da
funcdo objetivo sobre cada subdominio considerado. Um ponto vidvel dentro de um
subdominio correspondendo ao limite superior é também identificado. O subdominio
€ particionado em dois ou mais subdominios por ramificacao no espago das varidveis.
O procedimento continua até os limites superiores e inferiores convergirem para
dentro da requerida tolerdncia €, ou até ser provado que um subdominio € invidvel
globalmente, ou até os limites inferiores rigorosos para o subdominio excederem o
valor da funcdo objetivo do melhor ponto vidvel que foi encontrado até o momento,
indicando que ndo existe possibilidade de melhorar este valor no subdominio em
avaliacdo.

Existem muitas implementa¢coes do "branch” e “bound" espacial para
otimiza¢ao global, todos os quais usam o melhor ponto vidvel disponivel obtido via
otimizac¢do local como o limite superior.

Raman e Grossmann(1994) propuseram uma estrutura para problemas de
programacao discreta na forma de  disjungbes lbgicas, equagdes e ldgica
proposicional. A transformacdo de formulacdo légica em forma de equagdo ndo ¢
sempre desejavel e que por esta razao existe uma necessidade para tratar a solucdo de
problemas de programacdo mista inteira com algumas relacdes mista-inteira expressas
como disjuncdes e outras expressas como restricoes algébricas. Uma caracterizagdao
tedrica das restri¢des disjuntivas € propor o que pode servir como um critério para
decidir se a disjuncdo pode ser transformada em forma de equacdao. O algoritmo
proposto é uma extensdo do método de Raman e Grossmann(1993) para tratar as

disjungdes com inequagdes, o qual € restrito para o caso de equacdes e inequacgdes
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lineares e relacdes logicas simbélicas que podem ser expressas como ldgicas
proposicionais . O método também € implementado com um LP baseado no esquema
“branch e bound” no qual o uso de inequagdes violadas a partir de relagdes 16gicas sdo

consideradas como discutido em Raman e Grossmann(1993).

2.3.2 - Decomposi¢io Generalizada de Benders (GBD)

Geoffrion(1972) generalizou a aproximacao proposta por Benders(1962),
para explorar a estrutura de problemas de programacdo matemadtica (2.2). A idéia
basica de Geoffrion € gerar, para cada iteracdo, um limite superior e um limite inferior
sobre a busca da solu¢do do modelo MINLP. O limite superior resulta a partir do
problema primal, enquanto o limite inferior resulta a partir do problema mestre. O
problema primal corresponde a (2.2) com as variaveis y fixas, e esta solug¢do produz
informacao relativa ao limite superior e aos multiplicadores de Lagrange associados
com as restricoes de igualdade e desigualdade. O problema mestre € derivado via
teoria de dualidade n@o linear, faz uso dos multiplicadores de Lagrange obtido no
problema primal e sua solucao produz informagao sobre o limite inferior, caracterizada
pelas seguintes idéias chaves:

1) projecdo do problema (2.2) sobre o espaco-y;

ii) representacdo dual de V, onde V={ y : h(x,y) =0, g(x,y) < 0, para

algunsx € X };

iii)  representacao dual da projecao do problema (2.2) sobre o espaco-

y.

Com as iteracGes ocorridas € mostrado que a seqiiéncia de limites
superiores alterados ndo cresce e a seqiiéncia de limites inferiores ndo decresce,
logo, as seqiiéncias convergem em um nimero finito de iteracoes.

Muitas vezes os modelos MINLP exibem estruturas especiais (por
exemplo, graficos, redes, funcdes separdveis), as quais podem ser exploradas para o

desenvolvimento de solugdes especializadas. O GBD tem a vantagem de explorar
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estruturas especiais nos subproblemas NLP, porém requer um nimero grande de

iteragOes, onde os subproblemas NLP e problemas mistos MILP necessitam ser

resolvidos sucessivamente.

2.3.3 - Aproximacées Externas (OA)

Duran e Grossmann(1986a, 1986b) propuseram um algoritmo, cuja idéia
basica € similar a0 GBD onde a cada iteragdo gera-se um limite superior e um limite
inferior da solugao MINLP. O limite superior resulta a partir da solu¢do do problema
(2.3)

min ¢ y+ f(x)

sujeito (2.3)
g(x)+By<0
xe X={x:xeR", A4x<a}cR"
yev={p:yefo1f, 4y<a,}

O limite inferior resulta a partir da solu¢do do problema mestre. O
problema mestre € derivado usando informacao primal, que consiste do ponto solu¢do
x* do primal e é baseado sobre uma aproximacio externa (linearizacio) das restricoes
e fungdo objetivo ndo linear ao redor da solucio primal x*. Ou seja, consiste de
suportes lineares validos, e, consequentemente, relaxamentos de fun¢des nao lineares
para todos pontos x que resultam fixando y = y* € Y. A aproximacdo natural da
resoluc@o do problema mestre € o relaxamento, que considera para cada iteracdo os
suportes lineares das restricoes € funcdo objetivo ao redor de todos os pontos
linearizados previamente. Deste modo, para cada iteracio um novo conjunto de
restricoes e suportes lineares sdo adicionadas as quais melhoram o relaxamento e por
esta razao melhoram o limite inferior.

Com as iteragOes ocorridas, duas seqiiéncias de limites superiores e

inferiores modificados sdo gerados, que n3do aumentam nem diminuem,
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respectivamente. Entdo, € mostrado que essas duas seqiiéncias convergem dentro de
uma tolerancia € com um nimero finito de iteragdes.

O que distingue o OA do GBD € que o problema mestre é formulado
baseado sobre informacao primal e linearizagcdes externas.

O trabalho desenvolvido por Quesada e Grossmann(1992) apresenta o
método “branch” e “bound” para problemas MINLP convexos, baseado na solugédo
de subproblemas NLP e LP, evitando a solug@o seqiiencial de subproblemas NLP e
problemas mestres MILP que € exigida na implementa¢ao padrao dos algoritmos GBD
e OA.

Raman e Grossmann (1992) propuseram uma estrutura quantitativa
para a integragdo de conhecimento heuristico e légico, os quais sdo expressos em
forma de légica proposicional, em modelos de otimizacio MINLPs para sintese de
processos. Como discutido em Raman e Grossmann(1991), o conhecimento
qualitativo heuristico e légico quando dado em forma de légica proposicional é
expresso matematicamente como restricdes mistas inteiras. Baseado nesta
representacdo, dois esquemas bdsicos sao sugeridos para integrar conhecimento
qualitativo dentro do modelo de otimizag¢do de programac@o mista inteira (MILP ou
MINLP) para problemas de sintese, enquanto o conhecimento quantitativo € integrado
ao nivel do algoritmo de otimizacado MINLP, sendo que estes algoritmos de busca
referem-se aos métodos GBD e OA.

Turkay e Grossmann(1996) apresentaram um algoritmo OA Ldgico
Basico no qual o problema discreto-continuo € modelado como programa disjuntivo
generalizado. Este modelo envolve disjuncdo logica com equagOes ndo lineares e
relagdes l6gicas puras. A principal vantagem para programas disjuntivos generalizado
estd na robustez e eficiéncia computacionais quando comparados com algoritmos e
modelos MINLP algébricos.

Uma revisao dos métodos “branch” e “bound”, GBD e OA, relagdes
entre eles e referéncias para aplicacdes em engenharia de processos pode ser

encontrado em Grossmann e Kravanja (1995).
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2.3.4 - Aproximacdes Externas com Relaxamento de Igualdade (OA/ER)

Para lidar com restricdes de igualdade nd@o linear explicitamente da
forma h(x) =0, Kocis e Grossmann(1987) propuseram uma aproximacao externa com

relaxamento de igualdade para a seguinte classe de problemas MINLP.

min ¢’y + f(x)
Xy
sujeito a 2.4)

h(x)=0
0

glx)<
Cx + By<o0

xeX:{x :xeR", A,xSaI}g R"
yEe Y={y:ye {o.1¥, Azyﬁa_,}

A idéia basica do OA/ER € relaxar as restricdes de igualdade nao lineares
em desigualdades e subseqiientemente aplicar o algoritmo OA. O relaxamento das
igualdades ndo lineares é baseada no sinal dos multiplicadores de Lagrange
associados a este relaxamento quando o problema primal (com y fixo) € resolvido. Se
um multiplicador A; € positivo entdo a correspondente igualdade ndo linear Z;(x) = 0 é
relaxada como /;(x) < 0. Se um multiplicador A; é negativo, entdo a igualdade nao
linear é relaxada como —4;(x) < 0. Entretanto, se A; = 0, entdo a restricdo de igualdade
ndo linear associada é escrita como 0.4;(x) = 0, a qual implica que esta restri¢cdo pode
ser eliminada. Tendo transformado as igualdades nao lineares em desigualdades, na
seqiiéncia formula-se o problema mestre baseado sobre os principios da aproximagao
OA discutida anteriormente.

O algoritmo OA/ER tem a vantagem de exigir um nimero menor de
iteracdes, porém o tamanho de seus problemas mestres MILP é considerado grande
em relacdo ao GBD.

Os algoritmos “branch” e “bound”, GBD e OA/ER requerem que
algumas formas de suposi¢des de convexidade sejam satisfeitas de modo a garantir a

otimizacao global do problema MINLP.



Revisao Bibliogrdfica 24

2.3.5 - Aproximacgdes Externas com Relaxamento de Igualdade e
Penalidade Aumentada (OA/ER/AP)

Viswanathan e Grossmann(1990) propuseram o algoritmo OA/ER/AP,
que € um variante do algoritmo OA/ER, com objetivo de evitar as limitagdes impostas
pela suposicao de convexidade feita no algoritmo OA/ER.

Este algoritmo recorre a mesma formulacido do OA/ER (2.4) e introduz a
func@o penalidade aumentada nos subproblemas de limite inferior da aproximacio
OAJ/ER.

Como a suposicao de convexidade nao € imposta em OA/ER/AP, entio:

i) a equivaléncia de A(x) = 0 e T'fh(x) <0 pode nao se manter, onde

h(x) e T*h(x) sdo as igualdades ndo lineares e as igualdades
relaxadas, respectivamente (T* é a matriz diagonal dos sinais dos
multiplicadores de Lagrange);

11) as linearizacdes podem nao representar suportes validos;

iili) o problema mestre pode ndo produzir um limite inferior vilido

sobre a solucdo de (2.4).

A idéia basica em OA/ER/AP € limitar (1 ), (11 ) e ( i) pelo
relaxamento das linearizacdes no problema mestre, permitindo-os de serem violados e
utilizando uma aproximacao tipo penalidade que penaliza essas violacdes das funcdes
suportes. As violacdes das linearizacOes sdo permitidas pela introducdo de variaveis de
folga, enquanto a penalidade das violagdes € introduzida como um conjunto adicional
de termos na fungdo objetivo que consiste de varidveis de folga multiplicadas por
fatores de peso positivos. Deste modo, por causa do relaxamento de restri¢cdes, a regiao
vidvel é expandida e, consequentemente, a possibilidade de partes das regides vidveis
serem cortadas devido a linearizacGes invalidas € reduzida.

Vecchietti e Grossmann(1997), formularam um modelo hibrido para
problemas nao linear discreto-continuo para engenharia de sistemas de processos. O
modelo envolve variaveis disjuntivas e bindrias e restricdes inteiras ou mistas inteiras.
A formulagdo algébrica e disjuntiva pode ser deduzida como um caso particular, ao

passo que para a formulagao hibrida, € introduzido um novo algoritmo para a solugio,
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que € uma extensdo do OA Légico Basico. Estas idéias foram implementadas no
LOGMIP (Programa Misto, Inteiro e Ldgico), um cédigo de computador, escrito em
C, para resolver problemas de otimizacdo ndo linear discreto-continuo, onde os
problemas podem ser escritos de trés formas diferentes, ou seja:

- problemas algébricos (PA)

- problemas disjuntivos (PD)

- problemas hibridos (PH)

O programa tem uma rotina de reconhecimento de modelos, para analisar
o tipo de modelo, a qual trabalha como segue:

i) se as disjun¢des ndo sao detectadas no modelo, o problema é

MINLP (PA), entdo o algoritmo OA/ER/AP por Viswanathan e
Grossmann(1990) € aplicado.

ii) Se as disjuncdes sdo detectadas, entdo poderd conter varidveis

bindrias ou nao.

- se nao contém varidveis bindrias, o problema € PD e aplica-se o

algoritmo OA Légico Basico por Turkay e Grossmann(1996).

- Se contém varidveis bindrias, o problema é PH, entdo uma extensao

do OA Logico Basico € usado.

Tal algoritmo para resolver o problema na representacao hibrida,
decompde o problema PH em dois conjuntos de subproblemas, o subproblema NLP
(Problema n@o Linear) e o de subproblema MILP (Problema Misto Linear e Inteiro). O
nimero de problemas NLP iniciais para serem resolvidos tém que ser determinados a
priori. Dependendo do problema, isto pode ser feito de modo sistematico ou
especificado pelo usudrio.

Identificado os subproblemas NLP iniciais, as varidveis boleanas sdo
fixadas para cada problema, e as varidveis bindrias poderao ser fixadas ou relaxadas.
Ap6s resolver os subproblemas NLP iniciais, obtém-se um limite superior deste
conjunto. Desta forma, o problema mestre MILP € resolvido determinando um limite
inferior e os valores das variaveis bindrias e boleanas para o préximo NLP. Se os

limites inferior e superior ficarem dentro de uma tolerancia, para-se, caso contrario as
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iteracOes continuam até ser encontrado a convergéncia. A novidade deste programa é
a capacidade para lidar com as disjungdes.

Alguns resultados mostram que, para determinados casos, o uso de
disjun¢des € a melhor alternativa de modelagem comparados ao MINLP algébrico. O
algoritmo para ser aplicado para um dado problema depende do tipo de equagdes e
restricoes. Para problemas convexos, os modelos disjuntivo e hibrido mostraram uma
melhora significativa comparado ao caso algébrico. Para problemas nao convexos a
principal vantagem parece existir no fato que os modelos disjuntivo e hibrido resistem
as solucgGes sub-6timas fracas.

Em geral, modelos disjuntivo e hibrido sdo superiores a modelos
algébricos em termos de tempo computacional e qualidade de solugdes.

O trabalho desenvolvido por Kravanja e Grossmannn(1994) relata novas
capacidades que foram implementadas em PROSYN (ver Kravanja e Grossmann
(1990)), um pacote que realiza otimizacdo de MINLPs sobre superestruturas para
fluxogramas de processos.

A principal caracteristica do PROSYN € que ele possibilita
execugdo automatizada de topologias simultdneas e otimizagao de pardmetros de
processos. Quando PROSYN ¢ aplicado para vdrios tipos de problemas, surgem
limitacdes como o efeito da nao convexidade que surgem em modelos de processos
ndo lineares, podendo impedir a determinagdo de solugdo global 6tima e o ambiente
flexivel para simplificar diferentes tipos de calculos. O objetivo do trabalho de
Kravanja e Grossmann(1994) foi de discutir e implementar estratégias para estas
limitacdes, as quais foram feitas através da extensdo da estratégia de modelagem e

decomposigdo, desenvolvida por Kocis e Grossmann(1989) , algoritmo OA/ER/AP.

2.3.6 - Aproximacio Externa Generalizada (GOA)

Fletcher e Leyffer(1994) estenderam a aproximacdo OA para problemas
MINLP do tipo (2.5), introduzindo fungdes penalidades exatas, criando o algoritmo

GOA.
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min f(x,y)

sujeito a (2.5)

glx,y)<0
xe XcR"

ye¥Y={01}
sobre as seguintes condigdes:
C,: X é um conjunto convexo, compacto, nao vazio e as funcoes
f R'xR* — R
gR'xR? — PR
Sao convexas.

C,: fe g sao continuamente diferencidveis.

O GOA é similar ao OA, com as principais diferencas sendo:
1) tratamento da inviabilidade;
Se o problema primal P(y*) é invidvel , entdo o seguinte problema vidvel

geral € dado por:

min z‘wjg,+ (x,y")

el
sujeito a (2.6)

g,.(x,yk)SO, iel
xeX

onde w; sao os pesos, g (x,y*)=max [0,g (%, y*)], 1 é o conjunto de restri¢des de

desigualdade viaveis, e I' é 0 conjunto de restricdes de desigualdade invidvesis.

Note que o problema (2.6) tem dentro da func@o objetivo um somatério
somente das restricoes de desigualdade invidveis. Fletcher e Leyffer(1994)

propuseram o seguinte lema para o problema (2.6).
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Lema: Se o problema primal P(y®) é invidvel de modo que x* resolve o

problema (2.6) e tem Y w,g} (x*,5*)>0

iel’

Entido, y* é inviavel dentro das restri¢des

k
Ozgi(xk,y")+Vg,.(x",yk)T 4 xk Vie {1’ UI} Vxe X
=y
Observe que as restricdes mencionadas anteriormente s3o as
linearizacGes das restricdes de desigualdade ndo lineares em torno do ponto x* 5.
Entdo o lema acima afirma que a inviabilidade no problema primal P(y*) significa que

os cortes de linearizacdes de desigualdade vidvel e invidvel em torno de (x"',yk) sdao

violados.

i) nova formulagao do problema mestre que considera a

inviabilidade explicitamente, baseado nas seguintes id€ias:

- projecdo de (2.5) sobre o espago y, ou seja:
min min f(x,y)
¥ x
sujeito a 2.7

gx,y)<0
xe X
yeY

- aproximacdo externa da fungdo objetivo e da regido vidvel

utilizando o lema anterior.

iii)  tratamento unificado de func¢des penalidades exatas
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2.3.7 - Decomposi¢ao Cruzada Generalizada (GCD)

Holmberg(1990) generalizou a aproximagdo proposta por Van

Roy(1983) para classe de problemas de otimizagdo como

min f(x,y)

sujeito a (2.8)
h(x,y)=0
glx,y)<0
xe X cR"

ye¥ ={o1}F
sob as seguintes condi¢des:
C,: As fungoes:
f:R" x R"> R
R % BE—R
g:R"x RS R’

sdo fun¢des convexas para cada y(fixo) € Y = {0,1}*

C,: X € um conjunto convexo, compacto, nao vazio e as funcdes f, h, g

sdao limitadas e Lipschitziana sobre (X,Y).

Cs: a otimizacdo com respeito a X da funcdo de Lagrange pode ser

realizada independentemente de y.

A decomposi¢do cruzada generalizada consiste de duas fases. A fase I €
composta de subproblemas primal e dual e a fase II € constituida de problemas
mestres e testes de convergéncia apropriados.

Na fase I, o subproblema primal produz um limite superior sobre a
soluc@o procurada de (2.8) e multiplicadores de Lagrange #*, 4* para o subproblema
dual. O subproblema dual produz um limite inferior sobre a solucdo de (2.8) e fornece
y* para o subproblema primal. Ambos subproblemas, primal e dual, geram cortes

para o problema mestre na fase II. Para cada iteracdo do GCD, os problemas primal e
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dual sd@o resolvidos, e um teste de convergéncia primal é aplicado sobre v enquanto o
teste de convergéncia dual € aplicada sobre %, x*. Se qualquer teste de convergéncia
falhar, entdo entra-se na fase II, que caracteriza a solu¢@o do problema mestre e retorna
subseqiientemente para a fase I. A idéia chave é fazer uso extenso da fase I e limitar
tanto quanto possivel o uso da fase II para a aplicacdo de testes de convergéncia
apropriados. Isto é porque o problema mestre € mais dificil e consome mais tempo de

CPU que os problemas da fase L.

2.3.8 - Otimizacao Global (GOP)

Um grande nimero de problemas de programacdo nao linear podem ser
escritos da seguinte forma:

min f(x,y)
xy

sujeito a 2.9)
h(x, y) =0
glxy)<0
xe X
yeY

onde f{x,y), g(xy) e h(xy) podem ser fungdes ndo lineares conduzindo para ndo
convexidade do problema.

Floudas e Visweswaran (1990b) propuseram uma nova aproximacao de
otimizacdo global deterministica para resolver problemas da forma (2.9) que
satisfazem condicdes determinadas por Floudas e Visweswaran (1990a), ou seja:

1) f(x,y) é convexo em x para todo y fixo, e convexo em y para todo

x fixo;
i1) g(x,y) é convexo em x para todo y fixo, e convexo em y para todo
x fixo;

iii)  h(xy) é afim em x para todo y fixo e afim em y para todo x fixo.



Revisdo Bibliogrdfica 31

O algoritmo GOP usa teoria de dualidade para decompor (2.9) em
subproblemas dual relaxado e primal, os quais sao entdo resolvidos utilizando a
convexidade do problema projetado no espago de subconjuntos x e y. O algoritmo
provou ter convergéncia finita para um 6timo global limitado a problemas convexos
nas projecoesem X e Y.

Este trabalho discute as propriedades matematicas de algumas classes de

problemas de otimizacdo e apresenta a aplicacdo do algoritmo GOP para algumas

dessas classes que tem estrutura especial.

2.4 - Aplicacoes

Neste item serdo apresentadas referéncias com pequena descricao de
trabalhos desenvolvidos em redes de trocadores de calor, sintese de fluxogramas de

processos e projeto de colunas de destilag@o.

2.4.1 — Sintese de Rede de Trocadores de Calor

Para fazer uma sintese da rede de trocadores de calor(HEN) é necessario
formular e solucionar problemas MINLP.

As fungdes ndo lineares tais como: diferenca de temperatura média
logaritmica(LMTD), equacdo de transferéncia de calor, balanco de energia para
misturadores ou separadores e a funcdo custo, introduzem nao convexidade para
sintese HEN. Termos n3o convexos fazem a solu¢do de modelos matematicos mais
dificeis e causam complicacdes numeéricas.

Viswanathan e Grossmann(1990) usaram estratégias heuristicas para
reduzir o efeito da nio convexidade, mas nenhuma técnica MINLP disponivel garante
convergéncia da solug@o 6tima global quando problemas MINLP néo sao convexos.

O trabalho de Zamora e Grossmann(1997) apresenta um algoritmo de

otimizacao MINLP global para as sintese de redes de trocadores de calor sem divisdes
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de correntes. Este algoritmo lida com a ndo convexidade introduzida pela LMTD, a
equacdo da transferéncia de calor e a fungio de custo no modelo proposto por Yee e
Grossmann(1990). O algoritmo apresenta uma nova classe de planos aproximados
que limita a LMTD, e um modelo MINLP convexo que € restringido linearmente, e
limites inferiores sao encontrados para o custo anual total minimo da rede. Este
modelo MINLP convexo € embutido dentro do algoritmo “branch” e “bound” que
realiza uma busca espacial no dominio das temperaturas da rede. A solucio do modelo
MINLP limitado inferiormente resulta em um conjunto de configuracdes promissoras
da rede que sdo otimizadas globalmente para busca da configuracdo da rede 6tima
global e condi¢des de operacdes. Este iltimo conjunto de problemas NLP global é
resolvido aplicando a versdo especializada do algoritmo “branch” e “contract”
proposto por Zamora € Grossmann (1996) para a otimizacdo global de problemas com
termos bilineares e linear fracionarios.

Um outro algoritmo de otimiza¢do para rede de trocadores de calor €
proposta por Quesada e Grossmann(1993), o qual baseia-se sobre um novo problema
subestimado que envolve fun¢gdes estimadoras ndo lineares e lineares, que produzem
uma aproximacao exata nos limites da regido viavel. O problema subestimado, que d4
ascensdo para um problema NLP convexo que prediz limites inferiores estendidos do
problema original, é acoplado com um procedimento de busca “branch” e “ bound”
espacial, para encontrar a soluc@o otima global.

Novak, Kravanja e Grossmann (1996) desenvolveram um esquema de
linearizacio e inicializa¢do especial para sintese simultianea de rede de trocadores de

calor.

2.4.2 - Sintese de Fluxograma de Processos

Conceitos de sinteses de fluxograma de processos sdo baseados sobre
geracdo heuristica, modificagio evolutiva, otimizacdo de execucdo de tarefas ou

otimizacao de superestrutura.
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A vantagem do conceito de otimizagdo de execugido de tarefas sobre o
conceito de otimizacdo de superestrutura é que possibilita considerar diferentes
fendmenos simultaneamente a partir do ponto de vista do desempenho do processo
total.

Por outro lado, o conceito da superestrutura envolve integracao de tarefa,
e consequentemente, a topologia do fluxograma € representada de um modo mais
natural e direto. Entretanto, um dos principais problemas com a aproximac@o da
superestrutura € que esta € limitada para problemas de tamanho médio devido a
complexidade para a capacidade limitada dos algoritmos de otimizacdo MINLP.

Kravanja e Grossmann(1997) propuseram uma estrutura, a qual €
possivel postular, pré-selecionar e otimizar as superestruturas de uma forma mais
sistematica. Eles propuseram uma aproximacao hierdrquica de multiniveis para a
sintese MINLP de fluxogramas de processos. Seguindo a estratégia hierarquica, foi
postulada a superestrutura para diferentes niveis de representagdo dos alternativos
fluxogramas e estes modelados para os niveis correspondentes de agregacdo e
complexidade. Usando um procedimento de pré-selecdo, a superestrutura € otimizada
de forma mais eficaz e confidvel.

Kocis e Grossmann(1989), propuseram uma estratégia de modelagem e
decomposicdo para explorar a estrutura especial de problemas de sinteses de
fluxogramas que s3o resolvidos com o algoritmo OA/ER. O objetivo deste
procedimento € reduzir o esforco computacional exigido para resolver problemas de
otimiza¢ao MINLP, e reduzir o efeito que a ndo convexidade pode ter na rejeicao do

otimo global.

2.4.3 — Projeto de Colunas de Destilacao

Modelos MINLP para encontrar a localiza¢@o 6tima para as alimentacoes

e nimero de pratos exigidos para a separagao especifica em uma coluna de destilagc@o

com alimenta¢cdes multiplas € apresentada no trabalho de Viswanathan e
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Grossmann(1993). O algoritmo OA/ER/AP mostrou nos resultados deste trabalho ser

uma ferramenta robusta para resolver tais problemas.
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3 -DESCRICAO DO ALGORITMO

Apds uma revisdo dos métodos de resolugdo dos problemas MINLP,
feita no capitulo 2, conclui-se que os algoritmos para resolver tais problemas podem
ser classificados em trés categorias principais:

- “Branch” e “Bound”
- Decomposi¢ao Generalizada de Benders (GBD)
- Aproximagdes Externas (OA)

Os algoritmos GBD e OA tém a limitacdo do tamanho do problema
mestre(MILP) que cresce a medida que as iteracdes ocorrem e este € 0 maior problema
quando o MINLP original tem um nimero grande de varidveis inteiras. O tempo usado
para resolver o problema mestre cresce conforme as iteragdes ocorrem, enquanto o
tempo para os subproblemas NLP mantém-se na mesma ordem de magnitude.

Quesada e Grossmann(1992) propuseram um algoritmo para evitar os

problemas relatados acima, como acontece nos algoritmos GBD e OA, melhorando a
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eficiéncia da solugdo dos problemas MINLP convexos e reduzindo o trabalho
computacional exigido para resolver os problemas mestres MILP.

O algoritmo proposto por Quesada e Grossmann(1992) consiste da busca
em 4rvore sobre o espago de varidveis binarias. O problema mestre MILP é definido
dinamicamente durante a busca em darvore para reduzir o nimero de nés que
necessitam ser enumerados. Uma busca “branch” e “bound” € conduzida para
determinar limites inferiores na solugdo de subproblemas LP até encontrar solugoes
inteiras vidveis. Para estes nds, subproblemas NLP sdo resolvidos, determinando
limites superiores e novas aproximacgdes lineares, as quais sdo usadas para estender a
representacdo linear dos nds abertos na arvore de busca. Estas aproximagGes lineares
podem ser feitas de diversas formas.

O algoritmo proposto neste trabalho baseia-se no algoritmo de Quesada e

Grossmann(1992) com modificacdes na introdugéo das aproximacdes lineares.

3.1 - Descri¢do Detalhada do Algoritmo

Para descrever detalhadamente o algoritmo proposto neste capitulo,
baseado no algoritmo de Quesada e Grossmann(1992), com algumas modificagdes,

considera-se os problemas MINLP convexos, modelado como
z=min ¢"y+ f(x)
Yy
sujeito a 3.1)
By+g(x)<0
x€ Xz{x/xe R, x Sxéx”}

yeY ={y/ye {o.1y", 4y Sa}

Para implementagdo do algoritmo, na solu¢do de (3.1), segue-se 0s

seguintes passos:
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Passo 1 — Arbitram-se valores iniciais para as varidveis bindrias “y” e
&h__

variaveis continuas “x”. Durante a implementa¢do, existe a opg¢dao do préprio

algoritmo escolher estes valores, caso nao sejam arbitrados.

Passo 2 — Fixando y = yj, o problema (3.1) transforma-se num

subproblema NLP, ou seja:

z=min c"y,+ f(x)

sujeito a 3.2)
By, +g (x )5 0
xe X

O problema (3.2) € resolvido, encontrando uma solucgdo (x,,yy), a qual
corresponde a um determinado valor “z” da func@o objetivo. Considera-se zu = z, o
limite superior para a solucdo 6tima do problema MINLP (3.1).

Se a violacado de restricao for maior que &, onde “£.” € a tolerancia de
violacdo de restri¢ao, entao faz-se zu = oo, 0 que significa que este primeiro NLP &
considerado inviavel.

Na implementa¢do, quando *“y,” ndo for dado, existe a possibilidade de
ser resolvido um NLP com condicdes de integralidade sobre as varidveis bindrias
relaxadas. Neste caso € resolvido um NLP relaxado, resultando uma solucdo (x,yy). Se

“yo”" ndo for inteiro, entdo *“y,” sofre um arredondamento e € resolvido um outro NLP.

Passo 3 — As funcgdes ndo lineares do problema (3.1) sdo linearizadas,
usando a solucdo 6tima “x,” do subproblema NLP (3.2), resultando no seguinte
problema MILP.

z=min &
sujeito a 3.3)
azcy+ flx,)+ Ve, ) (x-x,)

By+g(xa)+Vg(x9)T(x—xo)S 0

ae R, yeY, xe X
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Passo 4 — O problema (3.3) transforma-se num problema LP, com as
condic¢des de integralidade sobre as varidveis bindrias relaxadas. A solucdo deste LP é

considerada um limite inferior, z/, para a solu¢dao 6tima do problema (3.1). Caso
zl+e.2zu, onde “g” é a tolerancia da fungdo objetivo, entdo este problema é
desconsiderado. Se z/ < zu, este primeiro problema LP é armazenado como o primeiro

né da drvore de busca e se a solucdo deste LP para as varidveis bindrias *“y” for inteira,

segue-se para 0 passo 8.

Passo 5 — Se nio existe mais LPs para serem resolvido, ou seja , nenhum
né aberto na arvore, entdo o limite superior corrente zu € a solucdo 6tima do problema

(3.1) e terminou o algoritmo.

Passo 6 — Se a solu¢do do LP para varidveis bindrias nao for inteira,
entdo haverd uma ramificacdo na arvore de busca com a criacdo de dois nés filhos,

isto é, dois problemas LPs. A criacdo desses LPs serd feita da seguinte forma,

-

seleciona-se dentro da solu¢do do ultimo (LP)’}, onde “/” é o nimero do né e “k” € o
niimero do né pai, 0 “y;” cujo valor fracionario encontra-se mais distante dos extremos
0 e 1 e adiciona-se as restricdes y; = 0 e y; = I para os subproblemas (LP),,, e
(LPY,,, respectivamente. Substitui-se o problema pelos dois subproblemas filhos na

lista de LPs.

Passo 7 — Se no final da lista de LPs tem-se dois problemas filhos para

serem resolvidos que tem 0 mesmo problema pai, entao faz-se o seguinte:
i) resolve-se o (LPY,,. Se o valor da fungdo objetivo z,,,+¢, = zu,
este problema é desconsiderado. Caso z,,, seja uma solucdo
inteira, segue-se para o passo 8;
ii)  resolve-se o (LP),,. Se o valor da fungdo objetivo z,,, +¢, 2 zu,
este problema é desconsiderado. Caso z,,, seja uma solucdo

inteira, segue-se para o passo 8;
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i) se z,,>z,,, inverte-se (LP),, e (LP),,, no armazenamento de
LPs:
Caso contrario (isto €, existe somente um problema filho), resolve-se o
(LP); e se z, +&, = zu, este deve ser desconsiderado, mas se z; é uma solugZo inteira,
segue-se para passo 8.

Retornar ao passo 5.

Passo 8 — Resolve-se um subproblema NLP fixando as variaveis bindrias
“y” da solucdo do problema LP para o nivel do né onde o problema LP se encontra. Se

zZyip <zu, faz-se zu = zyp. Se zyrp = zu, entdo continua-se com o limite superior

anterior.

Passo 9 — A solugdo dos NLPs € usada para gerar restri¢des adicionais,
isto é, a medida que é resolvido um subproblema NLP, esta solu¢do € adicionada como
restricdo para a solugdo do préximo subproblema LP e assim sucessivamente. Estas
restricoes adicionais podem ser feitas de diversas formas como serd comentado a

seguir. Desconsiderar todos os nés de (LP), para os quais z; = zu e retornar para o

passo 5.

Os passos do algoritmo estdo representados através de dois fluxogramas,
conforme figuras 3.1 e 3.2. O programa principal, conforme figura 3.1, chama a rotina
LP-NLP, conforme a figura 3.2, a qual é chamada a cada problema LP a ser resolvido,

onde define-se como:
né — ndmero de nds na arvore.
k — nivel do né (nd atual).
flag = 1— solug@o nio inteira.

flag = 0 — solucdo inteira.
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R;::‘ o H NLP(x)= zu l
|

HILP

NO =1

R

o

ROTINA
LP - NLP

(LPho € (LP)s

SoL. ;nmi ( s )

REMOVIDO E SOLUGDES
(LPMou1 2 (LP)

INVERTER

(LP)a E (LP)a

Figura 3.1: Fluxograma do algoritmo
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INICIO

(LP)x — 2L

ILtez 22U

REMOVER (LP)x|

E— ARMAZENAR (LP)s
NO = NO - | NO NO K

N OL.INTEIR
DE LP

s

FLAG = 0

NLP = Zur

GERAR CORTES
BENDERS

FLAG = |

GERAR 0A ‘

=

Zu=MIN(ZU,Znp)

REMOVER NOS
ONDE ZUS(ZL)x

ATUALIZAR NO

FIM

Figura 3.2: Rotina do LP-NLP

3.2 - Restricoes Adicionais

As restricdes adicionais, comentadas no passo 9 do algoritmo, a partir

das informacdes da solug¢do dos subproblemas NLP podem ser adicionadas para os nos

abertos na arvore de busca de diversos modos.
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3.2.1 - Aproximacdes Externas (OA)

O algoritmo OA consiste de uma seqiiéncia de subproblemas NLP e
problemas mestres MILP, onde as lineariza¢gdes dos termos nao lineares sao derivadas
para a solucdo 6tima dos subproblemas NLP. O problema mestre MILP é dado por:

z=mina
sujeito a (3.4)
az cTy+f(x*)+Vf[x")T(x—x")

By+g(x")+Vg(x")T(x——x")s0
k= 1,2,. 3 '!KWLPS)
ageR, yeY, xe X

onde “x*” ¢ a solugio vidvel ou invidvel do k-ésimo subproblema NLP.

3.2.2 - Decomposi¢ao Generalizada de Benders (GBD)

Na decomposicdo generalizada de Benders uma seqiiéncia de
subproblemas NLP e problemas mestres MILP no espaco das varidveis binarias €
resolvido. Os subproblemas NLPs sdo gerados fixando as varidveis bindrias no MINLP
original para um dado valor “y*”_ O problema mestre é gerado projetando o problema
original no espaco reduzido das varidveis bindrias. Isto € feito derivando, para cada
subproblema, uma fung¢do Lagrangeana parametrizada nas varidveis discretas “y".

Aplicando as condicoes de Kuhn-Tucker em um subproblema NLP de

(3.4) consideradas em relac@o as variaveis ndo lineares “x”, tem-se:

Vi) + Vgl 2 =0

Multiplicando a equag@o acima por (x — x¥), tem-se:

V() (e—x*)+ (A velet Y (x-x*)=0
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Da segunda inequagdo de (3.4), tem-se Vg(x*) (x—x*)< By + g(x* )]

Entdo, Vf (x" e ) (2 )r[By + g(x* )] =0

Logo, a primeira inequacéo de (3.4), reduz-se a:

a> cTy+f(xk)+ (ﬂk)r[By"‘g(xk)]

Desta forma, a formula¢ao do problema mestre para os cortes de Benders
€ dado por:
z=min
sujeito a 3.5)
o2 cry+f(x")+(;{k)r[8y+g(x")]
k= 12 . "K(NLPsvr;évcrlr)

(2T [By+gl)<0

k= 112,. " -,K[NLP_;i.-:deis)
ae RJ: YE&E Y

onde (x ,2 ) sdo as varidveis 6tima primal e dual do subproblema NLP.

A vantagem das aproximacgoes externas € que elas tém a representagao
estendida da regiao viavel. Entretanto, tém a limitacdo que o nimero de colunas dos
problemas LPs que sdo resolvidos para os nds pode tornar-se muito grande. Também
em um numero de casos, as novas lineariza¢des ndo determinam aproximacdes muito
reais da regido vidvel ndo linear. Para evitar este problema, uma op¢do s@o os cortes de
Benders, que em geral, ndo provém cortes fortes.

Por estas razdes, Quesada e Grossmann(1992) propuseram uma nova
restricdo aproximada, cuja a idéia basica € agregar as linearizacdes de func¢des ndo

lineares, enquanto mantém as restricoes lineares em ordem para fortalecer os cortes.
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3.2.3 - Restricio Aproximada proposta por Quesada e Grossmann(1992)

A partir do problema original MINLP (3.1), considere a particdo das
varidveis continuas em dois subconjuntos “w” e “v” tais que as restricdes sao divididas
em restricoes lineares e nao lineares e as varidveis continuas em variaveis lineares e
nao lineares.

z=min c’y+a"w+ r(v)

sujeito a (3.6)
Cy+Dw+1t(v)<0
Ey+ Fw+Gv<h

yeY, weW, veV

Nesta representacio f(x)=a"w+r(v), B"=|c ET,
g(x)=[Dw+t(yv) Fw+Gv] eX=WxV.

O problema (3.6) € reformulado com a adigdo de duas varidveis
continuas (&, ) para representar as partes lineares e nao lineares da funcao objetivo,
ou seja:

z=minao
sujeito a 3.7)
Cy+Dw+t(v)<0
r(v)< B
Ey+Fw+Gv<b
y+adw+f-a=0

yeY, weW,veV, e R, feR

Fazendo aproximac®es externas em (3.7) para o ponto (w",v" ) gerado

pelo k-ésimo subproblema NLP tem-se
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z=min

sujeito a
Cy+Dw+t(v )+Vr(v Xv-v )SO

r(v )-i—Vr(v )T(v—v )Sﬁ
Ey+Fw+Gv<b

(3.8)

cy+a'w+p-a=0

Se as condi¢des de Kuhn-Tucker do subproblema NLP em (3.6) s@o

consideradas em relacdo as varidveis nao lineares “v”, entao:

Vrlv )+vily 1 +G7 =0 (3.9)

Ent3o, multiplicando (3.9) por (v - ) tem-se:

Vr(v" )T(v —v* )+ (u" )TG(V - v") = —(/'l" )TVt(v")T(v - v“) (3.10)

De (3.8), tem-se que Vr(v* Xv —v ) <-Cy—-Dw- t(v" ) entao:
Vrv ) (v —vF )+ (et fGly—v*)=2 (/lk)T[Cy-I- Dw+1(v* )]
Vel F (v -v*) = (4 [cy + Dw+ ()] - (] 6o —v*) (3.11)

Finalmente, substituindo (3.11) na segunda inequagdo de (3.8), tem-se o
MILP:

z=min o

sujeito a (3.12)
B2 r( )+ () [ey+ Dw+ ol |- () Gy~ )
Ey+Fw+Gv<b
y+aw+rf-a=0
k=12,...Kypg xe X, yeY, e R

Observe que usando as aproximagdes lineares acima somente a primeira
inequagdo é modificada para os nés abertos na arvore de busca, quando acontece uma

solucdo inteira de um LP.
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3.2.4 - Restricao Aproximada proposta neste trabalho
Considerando o problema MINLP original modelado com
z=min "y + f(x)+ puu
y
sujeito a 3.13)

By+g(x)<u
xe X={x/xe R" ¥ <x<x'}

ye¥= {y/ye {o.1}", 4y < a}

onde u>0. Se u > 0 ha violagdo de restri¢des para problemas inviadveis. Isto é, pué

uma penalizac@o introduzida na fun¢@o objetivo quando as restri¢des sdo violadas.

Fazendo aproximagdes externas em (3.13) para o ponto “x’”, o qual foi
gerado pelo primeiro subproblema NLP, tem-se o MILP
z=mino
sujeito a (3.14)
oz cry-k-f(x )+Vf(x )T(x—x )+,uu

By+g(x )+Vg(x )T(x—x )Su

xe X, ye?t a€e R

A partir do relaxamento das varidveis bindrias em (3.14), resolve-se j-
LPs até encontrar uma solucdo inteira. Quando esta solu¢do € encontrada € resolvido
um subproblema k-NLP e a partir desta solu¢do hd um acréscimo de uma inequacao
para todos os nds abertos na drvore de busca, sendo que se ndao houver violacao de
restricao, a aproximacao feita serd do tipo OA e se houver violagao de restricdo, a
aproximacao serd feita através de cortes de Benders.

Assim, 0 MILP terd a seguinte forma:



Descri¢do do Algoritmo 47

z=mina
sujeito a (3.15)
> cry+f(x")Vf(x’)T(x—x')+ﬂu
By+gx')+Vglx' Y (x-x')<u

azcy+ [ )+ V(e (e=x* )+ pu
k=12,...,Kp; viveis)

0:2cTy+f(xk)"'(’lk)T[By'Fg(xk)‘“]"'#“
k=12,..., K(Nuvs invidveis)
xeX, yeY, aeR', ue R

onde Knips visveis) 530 todos pontos vidveis obtidos pelo NLP e Kpps inviaveis) S0 todos

0s pontos invidveis resultantes do NLP.

3.3 - Implementac¢io do Algoritmo

O algoritmo proposto neste trabalho foi implementado em MATLAB
para as versdes 4.2 ou superior. Para a solucdo dos subproblemas de programacio nio
linear utilizou-se o algoritmo de programacao quadratica seqiiencial (SQP) com a
féormula BFGS para atualizar a estimativa da matriz Hessiana (Broyden,1970;
Fletcher,1970; Goldfarb,1970; Shanno,1970), através da rotina CONSTR do
MATLAB. Para a solugdo dos problemas de programacao linear utilizou-se o
algoritmo simplex (Danzig, 1951), através da rotina LP do MATLAB.

Anexo, encontram-se as rotinas MINLP.m e LP_NLP.m, representadas
através de seus fluxogramas nas figuras 3.1 e 3.2, respectivamente. A rotina MINLP.m
estrutura o algoritmo “branch” e “bound’ espacial. A subrotina LP_NLP € chamada
para resolver os problemas de LP, com as condi¢des de integralidade relaxadas, e os

problemas de NLP quando solucdes inteiras sdo obtidas nos LPs.
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4 - RESULTADOS

Neste capitulo serdo resolvidos exemplos convexos € nao convexos,
analisando o comportamento do algoritmo para exemplos nao convexos, em vista de
que o algoritmo foi desenvolvido para problemas MINLP convexos. Também &

analisada a solu¢do de problemas dentro do item aplicagdes.

4.1 - Exemplos Convexos

- Exemplo 1

O exemplo € proposto por Floudas(1995) e tem convexidade em “x” e

linearidade em “y”. O MINLP é modelado como:
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z=n31;n y,+y,+y,+5x°
sujeito a (4.1)
Ix—=y—p, 50
-x+0.1y,+0.25y, £0
VW T W2
ity +2y;~1)20

0.2<x<1 ye {0.1¥

A solucdo 6tima de (4.1) € encontrada para z=2.2 comx=02 e
y = (1,1,0). Caso seja arbitrado o ponto inicial para as varidveis bindrias (1,1,0), o
algoritmo termina com apenas uma iteracfo, ou seja € resolvido um NLPs e LPs.

A tabela 4.1 mostra o comportamento do algoritmo em relagdo ao

nimero de NLPs e LPs para alguns valores iniciais de varidveis binarias “y”.

y NLPs LPs
(1,0,0) 3 7

(1,1,1) 2 4
(1,0,1) 2 6
(0,0,0) 2 4
(0,1,0) 3 5
(0,1,1) 3 3
(0,0,1) 3 8

Tabela 4.1: Niimero de LPs e NLPs

- Exemplo 2
Seja o problema MINLP dado por Floudas(1995) modelado como:
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z=min -y+2x,+x,
xy

sujeito a 4.2)
x! — 2€-x2 = 0
—x;+x,+ys0

0.5<x,x,<14 ye {01}

Fazendo x =2e™ em (4.2), tem-se:

z=min -y+4e” +x
Y

sujeito a 4.3)
-2 +x+y<0

0.5<x<14 ye{o1}

O algoritmo encontra a solug@o 6tima do problema (4.3) parax = 0.853 e
y =0, sendo z = 2.5578. Quando o valor inicial arbitrado para “y” € zero, entdo o
algoritmo resolve um NLP e trés LPs, independente do valor de “x” arbitrado. Quando
o valor inicial arbitrado é y = 1, o algoritmo encontra a solu¢do 6tima apds resolver
dois NLPs e quatro LPs, independente do valor inicial de x, o que pode ser analisado
através da figura 4.1. O subproblema NLP inicial € invidvel, logo o limite superior zu
= eo e 0 primeiro noé resulta em um limite inferior z/ = 2.2105 para a solugé@o 6tima do
MINLP. Este n6 produz uma solucdo inteira y = 0 com limite inferior, z/ = 2.43.
Consequentemente, um subproblema NLP € resolvido, produzindo zu = 2.5578. Os nés
viaveis que estdo abaixo do limite superior conservam-se abertos, logo o né “2”
conserva-se aberto e ndo foi ramificado, entao ele € modificado por adi¢do de novas
restricoes aproximadas (né “3” e né “4”), os quais sdo podados pois estes limites
inferiores sao maiores que o limite superior atual. Logo a solucao do MINLP € z =
2.5578.
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2=243

Novo NLP
Z=12.5578

Limite NLP =
Iteragao 1
Z=12.5873
Y=0
¥=1
Limite NLP = 2,5578
Z=291.38 ’

Iteragdo 2

Figura 4.1: Arvore “branch” e “bound” do problema mestre MILP

Para este exemplo quando o valor inicial arbitrado para a varidvel bindria
€ y = 1, sdo examinados quatro nés, resolvendo-se dois subproblemas NLPs, mas
devido a simplicidade do caso, observa-se que nao hd necessidade de aplicar o
algoritmo proposto, pois existem apenas duas possibilidades de solucdes inteiras, ou
seja, y = 0 ou y = 1, logo para o problema ser resolvido, seria suficiente a resolucdo de

dois subproblemas NLPs.

- Exemplo 3
Considerando o problema proposto por Kocis e Grossmann(1987)

definindo a melhor configuracdo para os processos dados conforme figura 4.2.
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A2
)

— c
A3 B3

Figura 4.2: Configuragdo dos processos

A formulacido do modelo MINLP, o qual € um problema convexo € dado

por:

z=min -[11C-7B1-B2-1.2B3+1.8(A2+ 43)-3.5y,—y,—15y,]
sujeito a (4.4)
C=09B
B2 =log(l1+ A2)
B3 =1.2log(l+ 43)
B=BIl+B2+B3
C=y
B2<10y,
B3 <10y,

y,+y; <1

Y Va2 V3 € {011}
C,Bl,B2,B3, A2, A320

As varidveis y;, y; e y; definem a existéncia ou ndo dos processos 1,2 e
3, respectivamente.

Para implementacdo, as restricoes de igualdade do problema (4.4) foram
eliminadas, ou seja, foram feitas as transformacoes a seguir.

Sendo C =0.9B e B=BIl+ B2 +B3, entdo C = 0.9(Bl + B2 +B3), mas
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B2 = log (1+A2) e B3 = 1.2 log(1+A3), entio C = 0.9(Bl + log (1+42) +
1.2log(1+A43)), logo temos como varidveis do sistema 42, A3 e BI.

Fazendo 42 =x;, A3 =x; e Bl =x; o problema (4.4) pode ser escrito

da seguinte forma:

z=min -2.9%, - 8.9log(1+x,)-10.44log(l + x,)+ 1.8x,+ 1.8x,+ 3.5y, + y, + 1.5y,

%y
sujeito a (4.5)
— ¥, +0.9log(1+x,)+1.08log(I+x,)+0.9x, < 0
—10y, +log(l+x,)<0
~10y;+1.2log(1+x,)<0

y,+y;—1<0

Neste exemplo, usando os valores iniciais para as varidveis bindrias
yo = (0,1,0) e para varidveis continuas xp = (0,0,1), uma busca é entdo conduzida,
avaliando os nés “1” e “2”, de acordo com a figura 4.3. O NLP inicial resulta em um
limite superior, zu = 1.0 e o primeiro né resulta em um limite inferior, zl = -4.333 para
a solucdo 6tima do MINLP.

-

O né “2” produz a solugdo inteira y = (1,0,1) com um limite inferior de
z igual a -3, ou seja zl = -3 (figura 4.3). Para esta configuracio, um segundo
subproblema NLP € resolvido o qual produz um limite superior para z, zu = -1.923.

O limite superior, para podar nés na arvore, € determinado através das
solucdes dos subproblemas NLPs. Entdo os nés vidveis que estdo abaixo deste limite
sdo conservados abertos. Com a resolucdo do segundo subproblema NLP, novas
linearizacdes sdo adicionadas para os nds abertos, estendendo a representagéo linear da
regiao viavel. O né “2” nio foi ramificado, entao ele é modificado por adi¢cdo de novas
restricoes aproximadas ( ver né “3” na figura 4.3). Este n6 pode ser podado pois a
soluc@o € zl = -1.092, sendo este limite inferior maior que o limite superior atual.
Retrocedendo , o n6 “1” ja foi ramificado, entdao ele ndo € modificado, logo um novo

no é criado, ou seja, o nd “4”. Uma nova solucdo inteira € encontrada na seqiiéncia,
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y = (1,1,0) e o subproblema NLP correspondente é resolvido dando um limite
superior mais alto, zu = -1.72. Consequentemente, zu = -1.923 é que tem o melhor

limite superior.

Novo NLP
Z=- 1923

- Y=(101) ——————

lteragio 1

Novo NLP
Z=-172

————— — Y=(L10) —

Limite NLP = -1.923

Iieragio 2

Limite NLP = -1.923

Figura 4.3: Arvore “branch” e “bound” do problema mestre MILP

Novamente, novas aproximacdes externas sao adicionadas para noés
abertos “6” e “7”, mas as solugdes dos respectivos LPs excedem o limite superior
corrente (ver figura 4.3). Consequentemente a busca para este ponto pode ser
encerrada para confirmar que z=-1.923 € a solugdo 6tima do MINLP, sendo
x = (0, 1.5242, 0) e y = (1,0,1). Note que com o método proposto, a busca termina apos
examinar 7 nés para o nivel “branch” e “bound”, onde foram resolvidos 3

subproblemas NLP.
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A tabela 4.2 mostra os resultados do nimero de LPs para cada NLP
resolvido na implementacdo dos algoritmos GBD padrao, GBD modificado proposto

por Quesada e Grossmann(1992) e o proposto neste trabalho.

Niimero de LPs
NLP | GBD padraio GBD modificado Proposto
1 5 2 2
2 3 3 3
3 5 2 2

Tabela 4.2: Niimero de LPs e NLPs

Ainda dentro deste exemplo, fez-se um teste para valores iniciais de
varidveis bindrias e continuas, yy = (1,0,1) e xo = (0,0,1), respectivamente. A solucao
Gtima € encontrada pelo algoritmo proposto, terminando a busca apds examinar 5 nés
para o nivel “branch” e “bound”, sendo resolvido 2 NLP. A tabela 4.3 mostra a
comparag¢do deste método com GBD padrao e GBD modificado.

Niimero de LPs
NLP | GBD padrao GBD modificado Proposto
1 B 4 4
2 1 1 1
3 1 1 -
B 1 2 -
5 2 - -

Tabela 4.3: Nimero de LPs e NLPs

O algoritmo proposto tem um bom desempenho para exemplos convexos
e quando comparado com outros algoritmos, tem no minimo desempenho semelhante.
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4.2 - Exemplos Nao Convexos

Apesar do algoritmo ser desenvolvido para exemplos convexos, sentiu-
se a necessidade de testd-lo para exemplos ndo convexos e analisar suas solugdes e

estudar a existéncia de solu¢des nao globais e o porque destas solugdes.

-  Exemplo 1
Considerando o problema proposto por Kocis € Grossmann(1988),
modelado como:

z=min 2x+y
Ly

sujeito a (4.6)
125-x"-y<0
x+y<16
0<x<16 yelol
onde a restricao de desigualdade ndo linear contém um termo ndo convexo para a
variavel continua “x".

O o6timo global do problema € localizado para x = 0.5 e y = 1, onde o
valor da fun¢@o objetivo é z =2, sendo que também existe uma solucao sub-6tima
para x = 1.118 e y = 0, onde z = 2.236. A regiao vidvel do problema relaxado
(0<y<1) e curvas de niveis da funcdo objetivo quando z = 2 e z = 2.236 sdo
mostradas na figura 4.4.

Na aplicacao do algoritmo para este problema, quando o ponto inicial
selecionado é y = 1, a solug@o 6tima € encontrada, mas quando é selecionado y = 0
para ponto inicial, obtém-se a solu¢do sub-6tima do problema.

A explicacdo do ocorrido estd no fato de que quando assume-se y = 0,
um subproblema NLP encontra a solugdo x; = 1.118. Para formular o problema mestre
MILP, é feita uma linearizacdo para este ponto, conforme figura 4.5, resultando no
MILP dado por:
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z= min &
sujeito a 4.7
az22x+y
-2230x—-y<-25
x+y<16

0<x<16 ye{ol}

{23 X s16

ZE2

Z =223

Y2 —(X.X)+1.25

Y -X+l.6

=— X

0.0 1 | I 1 1 | 1 1 | I l‘ 1 | 1 |
0. 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 LI 12 L3 L& 15 L6

Figura 4.4: Regido vidvel e curvas de niveis da fungdo objetivo

Esta linearizacdo faz com que a regidao vidvel seja reduzida e a solucdo
6timax =0.5ey =1, onde z =2 se encontre fora da regido vidvel, o que pode ser

confirmado na representacao da figura 4.6.
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0.8 -

0.6

0.4~

0.2 4

0.0

T Y [ o Wl T AT T T
0. 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1LO LI L2 1.3 L& 15 L6

Figura 4.5: Linearizagio

0.0

1 1 4 ) ) L] 1] L] 1 i ) I I i )
00 0.2 0.3 0.L 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1O LI 12 L3 L4 15 L6

Figura 4.6: Regido vidvel reduzida

o
Y=

Y

—~

\_é} Xszlé

(&) Ys-xel6

@) v2-z.236x425
(G Yz-(xx041.25

¥=1

Xszlbé

z:2

(L) Z=2.23

f_e'; Y -Ael6

(&) v2-2.236%255
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- Exemplo 2
O exemplo do problema MINLP proposto por Viswanathan e
Grossmann(1990) € modelado como:
z=min -0.7y+5(x-0.5) +0.8
sujeito a (4.8)
~e" 4 1 1y+1<0
x—=12y-02<0
0<x<1 yefo1}

Como visto na figura 4.7, este € um problema ndo convexo, pois a
primeira inequagdo € ndo convexa. Para y = 0, a solucdo do NLP é z = 1.25 para x =
0.2, enquanto que para y = 1, a solucdo do NLP € z = 1.076 para x = 0.942.

Consequentemente, a solucdo 6tima global do MINLP ocorre quando y = 1.

0.8 5

0.6+

¢

0.4 -

0.2 5

> X

0.0 i A YO TG S S
0.l 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 4.7: Regido vidvel e curvas de niveis da fungéo objetivo
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Aplicado o algoritmo proposto neste trabalho e tendo como ponto inicial

y = 0, entdo a lineariza¢dao para o ponto x = 0.2 pode ser representada no seguinte

problema mestre MILP
min o
sujeito a
a2-0.7y-3x+1.85
-x+1.1y+02<0
x=1.2y-02=<0

0<x<I ye {01}

4.9)

Este MILP ndo tem solucdo vidvel quando y = 1, pois a segunda

inequacdo em (4.9) produz x> 1.3. Entdo a solucdo global 6tima se encontra fora da

regido viavel, o que pode ser confirmado através da figura 4.8, mostrando a redugéo

desta regiao, devido a linearizagao .

0.8

0.6

fn]

0.4

0.2
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0.0 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 L0

> X

Figura 4.8: Regido vidvel reduzida
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/""\\
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- Exemplo 3

A figura 4.9 representa uma superestrutura para um problema de selec@o
entre dois reatores candidatos a minimizar o custo da producao de um produto

desejado, proposto no trabalho de Kocis e Grossmann(1989).

Yl V1

X1
.

Reator 2

X2 Z2

Figura 4.9: Superestrutura

A formulagdo do MINLP deste problema é dado como:
custo =min 7.5y, +5.5y,+7v, +6v,+5x
sujeito a (4.10)
z, = 0.9[1 - exp(—0.5v, )]x,
z,= 0.8[1 - exp(—0.4v, ),
X +x,—x=0
z +z,=10
v <10y
v, <10y,
x <20y
%; 5 20y,
y +y,=1

2
X X3.21:25. V¥ 20 Y1y, € {0,1}
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As variaveis bindrias y; e y, significam a existéncia ou ndo dos reatores
“1” e “27, respectivamente. Na func@o objetivo, os valores 7.5 e 5.5 representam a
capacidade dos reatores “1” e “2”, respectivamente; v, representa o volume do reator
1, v, o volume do reator 2 e x € o preco da matéria-prima. As duas equagbes nao
lineares sao relacdes de entrada e saida para os reatores que definem o fluxo de saida
z; e z; em termos do fluxo de entrada x; € x; e os volumes dos reatores. A matéria-
prima x € dividida entre os fluxos de entrada x; e x, dos reatores; uma demanda total
de 10 unidades necessitam ser encontradas para os fluxos de saida =z, e z,. As
proximas quatro inequagdes sdao restricdes légicas que asseguram que se um dos
reatores nao existe (por exemplo y; = 0), entdo o volume correspondente e o fluxo da
alimentacdo sdo nulos. A dltima restricao requer que apenas um dos reatores “1” e “2”
sejam selecionados.
Para efeito de implementacdo, as restricoes de igualdade foram
transformadas em restricdes de desigualdade, entdo o MINLP € modelado como:
custo = min 7.5y, + 5.5y, +7v, +6v, + 5(x, + x,)
sujeito a (4.11)
z, = 0.9[] —exp(— 0.5v, )]Jn:J
zZ,= 0.8[1 — exp(—0.4v, )Jx,
z +z,210
z ¥z, 210
v, <10y,
v, <10y,
x, £ 20y,
x, <20y,
y+y, 21

n+y, £l

2
X, %3,21,25, V)V, 20 Yy € {O’I}

Para valores iniciais de y = (1,0), o algoritmo resolve um subproblema

NLP e trés problemas LP, encontrando a solug¢do 6tima de custo = 99.24 para x =
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(13.428,0) e v = (3.514,0), ao passo que se for arbitrado valores iniciais de y = (0,1),
entdao o algoritmo resolve um subproblema NLP e um problema LP, encontrando uma
solucdo sub-6tima de custo = 107.376, onde x = (0,15) e v = (0,4.479).

Quando o problema MINLP possui restricdes e/ou fung@o objetivo ndo
convexas, 0 algoritmo proposto pode encontrar solu¢Ges sub-Gtimas, devido as
linearizacdes que reduzem a regido vidvel deixando a solucdo 6tima fora desta regido.
Logo as condi¢des implementadas no algoritmo nao sao suficientes para a resolucdo de

problemas nao convexos.

4.3 - Aplicacdes

O desenvolvimento de um modelo MINLP para sintese de rede de
trocadores de calor (HENS) € descrito no trabalho de Daichendt e Grossmann(1994),
referindo-se a este modelo como SYNHEAT.

A superestrutura SYNHEAT original requer que o niimero de estagios
seja igual a0 nimero maximo de correntes frias e quentes. A superestrutura original
para duas correntes de processos frios e dois quentes bem como as utilidades quentes
e frias sdo mostrados na figura 4.10.

A formulacio do modelo SYNHEAT MINLP € mostrado a seguir

Fungao Objetivo:

min ¢, ondec=4; + A, + Az +A, + A;

4, = Y.CCU geu,+ Y ,CHU ghu,

ieHP jeCP
=Y Y YCF yu+ Y, Chey yeth+ X Chy, yhu,
ieHP jeCP keST 1€ HP JeCP

=3 % L& {{q”* ] 0.5(at,, Ndt,p., e, +d:uk”)]%}3

ieHP jeCP keST J
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4= Y Cop {( qeu, }o_ 5(dtcu, \TOUT, = TIN ., \dtcu, + TOUT, = TIN o, )/ }

ie HP U,',Cu
h B
u N
A B iy {{; ] }O.S(drku NN, = TOUT, \dthu, + TIN , - TOUT, )T/ }
JjeCP HU.,j

-1 -1 =]
onde, Uy = ‘l'+—1— 4 UI',CU = L-l--—l : UHU,) = _1 +_1-
B hj B hey hgy  hj

Balanco de energia para cada estagio:

(tfk ‘_r:h!)ﬁ = an‘k: ke ST, ie HP

jeCP

(t;-k _r;.kw)};::‘ = Zq;jk: ke ST, jeCP

e HP

Taxas de calor das utilidades:
(., ~TOUT,)F, = qeu,, ic HP

(rour, -1, )F, = qhu,, jeCP

Designacgdes das temperaturas de entrada:
TIN, =t,,, ie HP

TIN,=t,,, JjeCP

Decréscimo na temperatura com o aumento de k:

i B8 ke ST, ie HP

2, ke ST, je CP

J

Limitagoes das temperaturas de saida:

TOUT, <t},,,, i€ HP

TOUT, 2t5,,  jeCP
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Possibilidade de transferéncia de calor somente se unidade for

selecionada:
94 SRy, icHP, jeCP, keST
geu, £ Q2 ycu;, i€ HP
ghu, < £2 yhu, , jeCP

V> Yeu;, yhu; =0,1

Cilculo das temperaturas de aproximacdo das correntes se a unidade for

selecionada:
dty <t —15,+I(I-y,) ieHP, jeCP, keST

dty, St —t5,+TU-y,) icHP, jeCP, ke ST

Cilculo das temperaturas de aproximacédo das utilidades se a unidade for
selecionada:
drcu, <t, ., —TOUT., + I'(I-ycu,), ic HP

dthu, < TOUTy, —t5,+ I'(1-yhu,),  jeCP

Forcar EMAT:
dty, 2 EMAT

Indices:

i = processo quente ou corrente de utilidade quente.

j = processo frio ou corrente de utilidade fria.

k = indice para estagios 1,2, . . . ,K e localizacao da temperatura 1,2, . . .,
K+1,

Conjuntos:
HP = { i/ i é uma corrente de processo quente }

CP = {j/j é uma corrente de processo frio}



Resultados

66

HU = utilidades quentes.
CU = utilidades frias.
ST = { k/ k é um estdgio da superestrutura k= 1,2, . . ., K}

Parametros:

TIN = temperatura de entrada da corrente.

TOUT = temperatura de saida da corrente.

F = capacidade de calor da corrente.

h = coeficiente de transferéncia de calor individual da corrente.
U = coeficiente de transferéncia de calor total.

CCU = custo por unidade de utilidade fria.

CHU = custo por unidade de utilidade quente.

CF = custo fixo para os trocadores de calor.

C = coeficiente de custo da 4rea.

B = expoente para o custo da area.

K = nimero total de estagios.

2= limite superior para troca de calor.

I'= limite superior para diferencas de temperatura.

EMAT = temperatura de aproximacdo minima de troca.

Varidveis continuas, positivas:

¢ = custo anual da rede de trocadores de calor.

dt;; = temperatura de aproximagao para (i, j ) na localizag:ﬁd k.
dtcu; = temperatura de aproximacao para (i, CU).

dthu; = temperatura de aproximagao para (HU, j).

g;ix = troca de calor para (7, j) no estagio k.

gcu; = troca de calor para (i, CU).

ghu; = troca de calor para (HU, j).

t!, = temperatura da corrente quente “i” no fim do estagio k.

(5, = temperatura da corrente fria ‘5 no fim do estagio k.
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Varidveis binarias:
Vi = existéncia de unidade entre as correntes (i, j) no estagio k.
yeu; = existéncia de unidade entre as correntes (i, CU).
yhu; = existéncia de unidade entre as correntes (HU,j).
TCOUTew < sl AL ,[ UTILIDADE QUENTE THINw
CORRENTE QUENTE |
THIN, % CORRENTE FRIA 2 TCOUT:
HU CI HU C2
THOUTw LUTILIDADE QUENTE T CORRENTE QUENTE 2 THIN:
TEPERAIURY b o TC TH T
CBRRCIACRORE] - L e o e AR S :L ________
! » B _
EsTAGIO | HI CI HI C2 H2 CI %’
TeweeravwRa |l e P
LOCALIZACAD k=2 = I
EsTAGIO 2 HI CI } HI C2 H2 Cl) Hz C2
=
nr". S
—
TEMPERATURA g Tc O
G e e ’
TCIN: TCOUTw
CORRENTE FRia | ‘_JV UTILIDADE FRIA
HI CU H2 cy)
CORRENTE QUENTE | | S CORRENTE FRIA 2
THOUT. o TCIN:
TCIN UTILIDADE FRiA ‘[ CORRENTE QUENTE Z‘THOUT'
(al] 4

Figura 4.10: Superestrutura SYNHEAT original para problema com duas correntes quentes e duas frias

A figura 4.11 mostra uma superestrutura reduzida de alternativas. A

reducdo foi realizada através de um procedimento de varredura preliminar

desenvolvido no trabalho de Daichendt e Grossmann(1994). Este procedimento fez

com que as varidveis bindrias do problema fossem reduzidas de 135 para apenas 35.
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AQUECIMENTO

EsTicio |

EstiGio 2

EsTécio 3

EsTAGIO L

Esticio 5

EsThcio &

EsTacio 7

RESFRIAMENTO

HU

HI

H2

H3

| bdkgtats

WILRALO O TETERATIRL |

3z,

WIENALD 6 TEraares 7

i Z

INTERVALO GE TEMPLRATRA 3

5 Tis,

WTEIvALS OF TORPERATEL L

OO0

TR O TowERSTSL &

| @EEdes

WTEEALS O TEreTRiTes 4

. —x God koo

T eee

AL U TEwEaatues &
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s

Ca

c3
cz

Cl

cu

Figura 4.11: Superestrutura reduzida para cinco correntes frias e cinco correntes quentes

O seguinte exemplo baseia-se no procedimento de varredura preliminar.

A superestrutura modificada é mostrada na figura 4.12 e a tabela 4.4 apresenta os

dados para a implementacao. A funcdo objetivo e as restri¢des foram desenvolvidas

conforme o modelo SYNHEAT descrito. Foi adotado h = 1.6 kW/m?K para todas as

correntes e custo de troca ($/ano) = 1000 + 560(area)”®.
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HU
AQUECIMENTOD

HI
EsTAGIO |

EsTaGIo 2 HZ

EsTdcio 3 H3

RESFRIAMENTO

INTEWVELD DE TEMPERATRA |

€

INTERALD DF TErPERaTums 2

el &

INTERYALD D€ TEMFPERATURL 3

M

ity

INTERVALO DE TEMPERATIRA &

TiTi2,

Cl

cu

Figura 4.12: Superestrutura reduzida para trés correntes quentes e uma corrente fria

corrente Tin 7 F.C, Custo
(K) (K) (kW/K) (8/kW-ano)
H1 500 420 6 -
H2 430 330 6 -
H3 420 340 7 -
Cl1 340 500 10 -
HU 600 600 - 80
CuU 300 320 - 20

Tabela 4.4: Dados para trés correntes quentes e uma corrente fria

Este exemplo ndo possui convexidade, devido a presenca de vérios

minimos locais, ou seja o subproblema NLP pode exibir mais do que uma soluc¢ao

local. A seguir apresenta-se resultados obtidos pelo algoritmo proposto, ao ser

arbitrado valores iniciais para varidveis bindrias y,. A tabela 4.5 possui estes valores

para trés testes que foram implementados.
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Variaveis

binarias | Testel  Teste2 Teste 3
Y 0 1 1
Y12 1 1 1
Y212 0 0 1
y213 1 1 1
Y313 1 1 1
yhu, | 1 0
ycu; 1 1 1
ycus 1 1 1
ycus 1 1 1

Tabela 4.5: Valores arbitrarios para varidveis bindrias

O algoritmo mostrou-se eficiente ao resolver o exemplo aplicado a rede
de trocadores de calor, onde os resultados obtidos para o custo anual da rede de
trocadores de calor, comportamento em relacdo ao numero de NLPs e LPs,
temperaturas e variaveis bindrias encontram-se, respectivamente, nas tabelas 4.6, 4.7,

48¢4.9.

custo
anual Teste 1 Teste 2 Teste 3
c 6.26 6.37 6.15

Tabela 4.6: Resultados para custo anual

Numero de LPs
NLPs Teste 1  Teste 2 Teste 3
il 10 10 12
o 3 4 1
5 6 5 3
4° - - 16

Tabela 4.7: Nimero de NLPs e LPs
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Temperaturas Teste 1 Teste 2 Teste 3
dtyy; 9.26 12.36 35.20
dty12 35.19 35.17 3.20
dtz12 9.33 10.02 1.00
dtyi3 3.19 3.1 0.001
dta3 13.19 13.17 13.20
dts;s 3.19 3.17 3.20
dtais 20.76 13.89 20.76
dtsi4 29.63 35.48 29.63
dthu, 135.19 135.17 135.20
dtcu; 17.62 16.94 300.00
dtcus 40.76 33.89 40.76
dtcus 49.63 55.48 49.63
thyz 500.00 500.00 420.00
this 420.00 420.00 420.00
this 420.00 420.00 420.00
tha 430.00 430.00 430.00
thas 430.00 430.00 430.00
thos 360.76 353.89 360.76
thss 420.00 420.00 420.00
thas 369.63 37547 369.63

Tabela 4.8: Resultados para temperaturas
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Variaveis

bindarias | Testel  Teste2 Teste 3
Yii1 0 1 1
Yz 1 1 0
Y212 0 0 0
y213 1 1 1
¥313 1 1 1
yhu, 1 1 1
ycu; 1 1 0
ycuz 1 1 1
ycus 1 1 1

Tabela 4.9: Resultados para varidveis bindrias
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5 - CONCLUSOES E SUGESTOES

5.1 - Conclusoes

Este trabalho apresentou um método “branch” e “bound” para
problemas MINLP convexos que € baseado na solucao de problemas LPs e
subproblemas NLPs. Como foi visto, este método evita a solugcdo seqiliencial de
subproblemas NLPs e problemas mestres MILP que € exigido na implementacao dos
algoritmos GBD e AO padrdo. Os resultados dos problemas testes convexos
mostraram que o algoritmo € eficiente, reduzindo o nimero de nés que necessitam ser
examinados para o problema mestre MILP quando comparado com GBD padrdo e, no
minimo, obtendo resultados iguais quando comparado com GBD modificado.

Existem duas razdes possiveis onde a presenca de nao convexidade pode
causar dificuldades. Primeiro, o subproblema NLP pode exibir mais do que uma

solucdo local. Segundo, mesmo se o subproblema nao convexo tem solugfo unica, o
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problema mestre MILP pode nao fornecer limites inferiores rigorosos, € como
conseqiiéncia, pode cortar a solu¢@o 6tima da regiao vidvel.

Analisando os resultados para problemas testes nao convexos, 0
algoritmo ¢ eficiente, mas nao o suficiente para encontrar solu¢des globais 6timas, ou
seja hd necessidade de novas condi¢Oes a serem levadas em conta na implementag@o
para que solucdes Otimas nao se encontrem fora da regido vidvel e nao haja
convergéncia para solucdes sub-6timas.

Também fez-se a andlise do comportamento do algoritmo frente a um
problema aplicado a rede de trocadores de calor, obtendo resultados satisfatérios. O
algoritmo € sensivel a condi¢do inicial, isto €, dependendo da condi¢@o inicial
arbitrada para varidveis bindrias, o algoritmo encontrou solucdes diferentes. A
explicacdo estd no fato do problema ser ndo convexo devido a presenca de minimos
locais. Este problema pode ser resolvido com o uso de um esquema de inicializagcdo

aleatdria sobre o espaco viavel.

5.2 - Sugestdes de Trabalhos

O estudo da ndo convexidade para problemas MINLP, tratando da
segunda dificuldade como mencionada anteriormente, € sugerido como continuacio
deste trabalho, implementando condicOes adicionais, sugerido por Kocis e
Grossmann(1988).

A sugestdo neste trabalho seria resolver problemas MINLP nao convexos
em duas fases, aproveitando o algoritmo desenvolvido. Na fase I, o aigoritmo proposto
seria aplicado em sua forma original, porém com previsao para a identificacao de
funcdes ndo convexas que podem cortar solu¢des 6timas. Se estas fun¢des ndo sdo
detectadas, o algoritmo continua, mas com o acréscimo dos testes de convexidade, a
medida que as linearizag¢des sdo feitas. Caso contrdrio, procede-se para a fase II, onde
as linearizacOes sao sistematicamente modificadas em um novo problema mestre com
a introducdo de testes de convexidade 2 medida que os MILPs e NLPs sdo definidos.

A busca termina quando melhorias ndo sdo encontradas nos subproblemas NLPs. Os
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passos principais na fase II para lidar com problemas MINLP nZo convexos sio

mostrados na figura 5.1.

S

NLP-zu
so& N
INTEG!
\ :

FASE |

FASE Il

TESTES
CONVEXIDADE

Figura 5.1: Passos na fase II

As condig¢des adicionais para identificacdo de fungbes ndo convexas sao
tratadas no trabalho de Kocis e Grossmann(1988), através de testes locais e globais. A

seguir este assunto sera tratado de forma detalhada, usando como referéncia o MINLP
modelado como:
z= n:i;chy+f(x)
sujeito a (5.1)
h(x)=0
By+Cx<d

xe Xz{x/xe R" X' SxSx"}

ye¥={/yefory}



Conclusaes e Sugestoes 76

Seja o problema mestre MILP na iteracdo “K”, associado ao MINLP
(5.1)

Koo
z, =minc y+ [
Xy

sujeito a 5.2)

VG f - < Vr et ()= 1)
T "Vh(x")rx < T"Vh(x

Vg(x"‘ )Tx < Vg(x" )T(x"‘ )— g(x )
By+Cx<d

xe X ye {0,1}" peR

onde z* é o limite inferior produzido para a iteragdo “K, T* é uma matriz 7 x » para o

e

relaxamento das aproximacgOes lineares das “7” equag¢Oes nao lineares por “7”

inequacdes. Os elementos da diagonal da matriz T* sdo dados por :

—1se A<0
th=3{1se >0 I[=12...r
0se &=0

onde 2 estdo associados aos multiplicadores de Lagrange 6timos para as equagdes nao

lineares h(x)=0, i=1,2,...,r no subproblema NLP*,

5.2.1 - Teste Local

O objetivo do teste local é obter informacao para analisar condigdes de
convexidade local das restricdes ndo lineares devido suas linearizagdes. Primeiro
considere as equacbes nio lineares h(x) = 0 de (5.1) e seja A" a linearizagdo da

equacdo h; em torno da solug@o 6tima do subproblema NLP¥, x*,

B ()= () + Vi G ] (- )
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Como o ponto x* necessita satisfazer h;(x*) = 0, entdo
B (x) = Vh(x*) (2~ )
As condi¢es de quase-convexidade para h;(x) requer que a seguinte

relacdo seja satisfeita se h(x)<0:

Va(x*f (x—x*)< 0 (5.3)

Logo para a fungdo h;(x) ser quase-convexa, a condi¢do (5.3) necessita

manter-se para todo x. No teste local, tenta-se encontrar um ponto (;y( préoximo de x;,

o qual viola esta condi¢ao. Portanto, existem um nimero infinito de pontos candidatos

a considerar. Uma escolha l6gica € um ponto Gy{ , 0 qual produz um decréscimo na
funcdo objetivo. Tal ponto pode ser encontrado resolvendo um subproblema NLP
relaxado, o LNLP,;, que € idéntico ao NLP;, exceto que os limites inferiores e

superiores de x! e yf ndo nulos sdo dados por :

x(1-g)<x <xf(1+¢)
yi(l-€)<y < yfi+e)
e x' e y' nulos dados por:

—£€5Xx ZE
=8 Y. S8

onde £ € um nimero pequeno (por exemplo 0.05).

Estes limites asseguram que o ponto solucao G) permanecerd proximo

de x*. E claro que, para a solugio do LNLFP, h,.[(;)k ]= 0. Referindo-se a condicdo de

quase-convexidade (5.3), o teste local reduz-se a verificar se V#,(x*) [(:_c)k - x* )S 0,0

qual é equivalente testar a viabilidade da linearizacdo para (;) . Em termos das

linearizacdes do problema mestre (5.2), o teste local de quase-convexidade nas
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equacdes ndo lineares h(x) = 0 e inequagdes ativas gy(x) = 0 reduz-se entdo para

verificar se :
T*Vh(x* Y (x) < T*Vh(x) (x*) (5.4)
VgA(xk)T(;T = Y8 (xk)y(xk)" ga(xk)

As desigualdades violadas em (5.4) correspondem as linearizacdes que
falharam o teste local.

Agora, considerando as restri¢coes de desigualdade (inequacOes inativas)
gi(x) < 0 e o termo da funcdo objetivo nao linear f{x). Para garantir convergéncia para
a solucdo 6tima, as restricdes de desigualdade inativas e a funcdo objetivo precisam

ser convexas, ou seja as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:

gx)>g (x")-i— Vg (x")r(x—xk) (5.5)

O lado direito da condicdo (5.5) é a linearizacdo de g;(x) para o ponto x*,

entdo (5.5) pode ser escrito como:

g (x)2 g™ (x) (5.6)

O teste local para as lineariza¢des no problema mestre (5.2) de gy(x) < 0

e f(x) reduz-se a partir de (5.6) em verificar as seguintes desigualdades para os pontos

o
) )2 ve T 6 - [Vg, (x)-) )

A 2wt (6 s [ () 7o)

5.2.2 - Teste Global

O teste local objetiva verificar as condi¢des de quase-convexidade e
convexidade préximo o ponto para o qual a aproximagao linear € derivada. Entretanto,

este procedimento ndo determina se a linearizacdo prevé uma aproximacgao externa



Conclusées e Sugestoes 79

véalida para outros pontos no espaco vidvel do MINLP. O teste global prevé esta

informagdo e € similar ao teste local, exceto que eles sdo aplicados para as
linearizacGes da iteracdo “/” para os pontos X k=12 ...,K k#l Assim, a partir de
(5.4), as condi¢des que precisam ser verificadas para as equacdes e inequagdes ativas
sao:

T'Vh(x' Y (x*) < T'Va(x' Y (x') (5.8)

Vg, ) ()< vg, (') (x')-g, (') Lk=12,..K 1=k

e a partir de (5.7), para desigualdades ndo lineares inativas e a funcdo objetivo, as

condic¢des a serem testadas sao:

()2 Ve, (¢ (¢)-[7eleV () o) (5.9)
)2 vl (x4)- [Vf(x’)’(x’)—f(x’)] L k=12,...K l#k

Finalmente, as linearizacdes encontradas que falham as condi¢Ges (5.8) €
(5.9) do teste global sd@o modificadas para satisfazer todos os pontos x*. Isto pode ser
feito determinando para cada linearizac@o a violagdo maxima para o ponto x” (a partir

dos pontos xk, k=12,...K),ouseja:
= Vh(x‘)rx”‘
s, = Vg, (x) x" (5.10)
s'=Vg () x"~g (+*)
wh =Vl 2" = rle")
onde ' s\, s!, wi sdo os novos valores dos coeficientes que determinam

aproximacdes externas validas para os pontos o k=12, ..K
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5.2.3 - Problema Mestre na Fase Il

A formulacdo do problema mestre para a fase II € similar ao problema
mestre (5.2), exceto para a adi¢ao de um limite superior para a fungdo objetivo original
e o tratamento das lineariza¢des que falharam para os testes local e/ou global.

Se as condig¢tes para o teste local (5.4) e (5.7) falharam, uma variavel de
folga ndo negativa &' € introduzida para cada linearizagdo “/” da iteragdo “k”, que
falhou no teste local. Assim, as lineariza¢oes modificadas no problema mestre sio

dadas por:

VA f - = |V () - 76| < VA6 (64)- £6)

T°Vh (x* f x|V (x* f (x*) | < 7w, (x* Y (*) (5.11)

Ve (x ) x|V (e f () - 2,6 )| < Vel F () 2,(x*)

k=12,...K

Substituindo (5.10) em (5.8) e (5.9) para as lineariza¢Ges que ndo satisfazem

=y
1

estas inequacdes. E introduzindo as varidveis de folga &' em cada linearizagio i da iteragdo

“k”, como em (5.11), tem-se as lineariza¢des modificadas no problema mestre, onde os testes

globais falharam, ou seja:
Vj}(x" )Tx —u- ‘wff,lff‘ <wh
T*Vh(x* | x —|T*r* |E* < T (5.12)

Vg, (x) x - lsflff <5

e 1 SR 4

A partir de (5.11) e (5.12) tem-se o novo problema mestre MILP
definido para a fase II. Maiores detalhes a respeito dos testes locais e globais podem

ser encontrados no trabalho de Kocis e Grossmann (1988).
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Outra sugestao de trabalho é o desenvolvimento de algoritmos MINLP
paralelos, isto €, algoritmos que explorem a potencialidade de processamento

concorrente deste tipo de problema .
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ANEXOS

A rotina MINLP.m estrutura o algoritmo “branch” e “bound” espacial.

function [wo,St,x0,y0] =
minlp(NLP,GRAD,n,m,rx,fig,x0,y0,x1b,xub,M,epsR ,epsLepsC,epsZ)

% * ** Solution of MINLP * * *

.

% Z =min(y,x) F(x,y) = C'y + f(x)

~

% st GX)y)=By+gx)<=0

% x in X in R*n

%  yinY={0,1}*m

%o

% usage: [wo,St,x0,y0] =
minlp(NLP,GRAD,n,m,rx,fig,x0,y0,xlb,xub,M,epsR,epsLepsC.epsZ)
Yo

% wo : best solution found [x,y,u,Z)

% where u is the maximum constraint violation

% St :matrix = (number of constraints, number of LPs) for each NLP
% NLP : M file describing the NLP: [F,G] = nlp(x,y)

% with the first line: if size(x,2) > n, y = x(n+1:n+m); end

% GRAD : M file for gradients: [Fx,Gx,C,B] = grad(x,y)

% with the first line: if size(x,2) >n, y = x(n+1:n+m); end

% and last lines: if size(x,2) > n, Fx = [Fx C]; Gx = [Gx B]; end
%o Gr=Gx:

% rx :=1:relaxed initial NLP. = 0 : unrelaxed initial NLP (default)
% fig :=1: plot constraints surfaces. = 0 : no plots (default).

% x0 :initial guess for x (default = zeros(1,n)). Returns first solution.
% y0 :initial guess for y (default = round(rand(1,m)))

% xlb :lower bound for x (default = zeros(1,n))

% xub :upper bound for x (default = inf * ones(1,n))

% M >0 :constraint violation penalization (default = 1e3)

% epsR :real variable tolerance (default = le-4)
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% epsl :integer variable tolerance (default = 1e-4)

% epsC : constraint violation tolerance (default = 1e-6)
% epsZ : objective function tolerance (default = le-4)
%

% authors: Argimiro R. Secchi and Elaine C. Pereira

%o Chemical Engineering Department

% Applied Math Department

% Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Brasil
% arge @enq.ufrgs.br and dmtecp @super.furg.br

%

% version 1.0: 15/mar/1999

if nargin < 4
disp('minimal usage: minlp(NLP,GRAD,n,m));
return;

end

if nargin< 5
X =

end

if nargin< 6
fig=0;

end

if nargin <7
x0 = zeros(1,n);

end

if nargin < 8
y0 = round(rand(1,m));

end

if nargin <9
xIb = zeros(1,n);

end

if nargin < 10
xub = inf * ones(1,n);

end

if nargin< 11
M = le3;

end

if nargin < 12
epsRk = le-4;

end

if nargin < 13
epsl = le-4;

end

if nargin < 14
epsC = le-6;

end

if nargin < 15
epsZ = le-4;

end
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if isempty(rx)
A

end

if isempty(fig)
fig=0;

end

if isempty(x0)
x0 = zeros(1,n);

end

if isempty(y0)
yO = round(rand(1,m));

end

if isempty(x1b)
xlb = zeros(1,n);

end

if isempty(xub)
xub = inf * ones(1,n);

end

if isempty(M) IM <=0
M = le3;

end

if isempty(epsR)
epsR = le-4;

end

if isempty(epsI)
epsl = le-4;

end

if isempty(epsC)
epsC = le-6;

end

if isempty(epsZ)
epsZ = le-4;

end

ylb = zeros (1,m);
yub = ones(1,m);

% * * * Solution of initial NLP * * *
% Z = min(x) Cy0 + f(x) + Mu
%o s.t. ByO + g(x) <=u

% xinX

% yO fixed

%o uin R+

if rx % NLP with relaxed integrality
x0=[x0 yO0l;

wlb=[xlb ylb];
wub=[xub yub];
else
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wlb=xlb;
wub=xub;
end

op = foptions;

% op(l)=1; % 1 - display some results; O - nothing
op(2) = epsR;

op(3) = epsZ;

op(4) = epsC;

op(13) =0;

% op(14) = 150; % max function evaluation

% constr returns the best solution, even violating the constraints
% then u does not need be computed explicitly.

[x0,0p,lambda] = constr(NLP,x0,0p,wlb,wub,GRAD,y0);

if rx
y0 = round(xO(n+1:n+m));
dym = max(abs(x0(n+1:n+m)-y0));
x0 = x0(1:n);
if dym > epsl
[x0,0p,lambda] = constr(NLP,x0,0p,xIb,xub,GRAD,y0);
end
end

% getting the values of f, g, and their gradients
[f_nlp,g_nlp] = eval([NLP (x0,y0));

u = max(g_nlp); % u > 0 means constraint violation
[gf_nlp,gg_nlp,C,B] = eval((GRAD '(x0,y0)7);

f=f nlp-C*y0}

g=gnlp’-B *y03}

gf = gf_nlp;
gg = gg nip’
if u>epsC % Z upper bound
zu = inf;
else
zu =f nlp;
end
r=size(B,1); % number of constraints
St = [r+1,0]; % matrix of NLPs: number of constraints x LPs
wo = [x0,y0,u,zu]; % best solution at each iteration

A = [gg,B,-ones(r,1),zeros(r,1); gf,C,M,-1];
b = [gg*x0* g; gf*x0™f];

wlb = [xIb,ylb,0,-inf];
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wub = [xub,yub,inf,inf];
if fig, planos(n,A,b,y0,u,x1b,xub,1); end

Tr=[0, 1,0, 0, 1:m]; % binary tree [parent, child, mj, nfix, fix, ~fix]

W = wo; % solution of the LPs
no=1; % number of nodes in the tree
[flag,wo0,A,b,W,Tr,no,St] =
lp_nlp(NLP,GRAD,n,m.fig,wo,A,b,M,wlb,wub,W,Tr,1,n0,epsR,epsl,epsC,epsZ,St);
while no

if flag % non integer solution

w=W(no,:); % create two child problems deleting the parent
j =Tr(no,3);
pai = Tr(no,2);
nfx = Tr(no,4);
fx = [Tr(no,5:4+nfx),jl;
vr = Tr(no,5+nfx:4+m);
vr = vr(find(vr-j));
Tr(no,:) = [pai,pai+1,0,nfx+1,fx,vr];
no=no+1;
W(no,:) = w;
Tr(no,:) = Tr(no-1,:);
Tr(no,2) = pai+2;
j=j+nm;
yj = round(w(j));
W(no-1.j) = yj;
Wmno,j))=1-yj;
end

% round trip for version 4.2
% version 5.2: ifno>1 & Tr(no,1) == Tr(no-1,1)

if no>1

xx = Tr(no-1,1);
else

Xx =~1;
end

if Tr(no,1) == xx % last two child problems with same parent
old_no = no;
[flag,wo,A,b,W ,Tr,no,St] =

Ip_nlp(NLP,GRAD,n,m,fig,wo,A,b,M,wlb,wub,W,Tr,no,no,epsR,epsl.epsC,epsZ,St);

if flag
k=old_no-1;
[flag,wo,A,b,W,Tr,no,St] =
Ip_nlp(NLP,GRAD,n,m,fig,wo,A,b,M,wlb,wub,W,Tr,k,no,epsRepsLepsC,epsZ,St);
if flag & old_no ==no
if W(old_no,n+m+2) > W(k,n+m+2)
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W([k old_no],:) = W([old_no k],:); % switch last two nodes
Tr([k old_no],:) = Tr([old_no k],:);
end
end
end
else
[flag,wo,A,b,W Tr,no,St] =
lp_nlp(NLP,GRAD,n,m,fig,wo,A,b,M,wlb,wub,W,Tr,no,no,epsR epslLepsC,epsZ,St);
end
end
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A subrotina LP_NLP.m € chamada para resolver os problemas de LP, com
condi¢des de integralidade relaxadas, e os problemas de NLP quando solugdes inteiras sao
obtidas nos LPS.

function [flag,wo0,A,b,W,Tr,no,St] =
Ip_nlp(NLP,GRAD,n,m,fig,wo,A,b,M,wlb,wub,W,Tr k,no,epsR,epsl,epsC,epsZ,St)

% authors: Argimiro R. Secchi and Elaine C. Pereira

o Chemical Engineering Department

% Applied Math Department

% Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Brasil
%o arge @enq.ufrgs.br and dmtecp @super.furg.br

%

% version 1.0; 15/mar/1999

% * * * Solution of the k-th LP * * *

% zl = min(x,y,u,alpha) alpha

% s.t. alfa>=C'y + f(xj) + gf(x))'(x-xj) + Mu
%o By + g(xj) + gg(xj)'(x-xj) <= u

%o xin X

%o yinY

%o alpha in R+
nm = n+m;

zu = wo(nm+2);

w = W(k,:);

w(nm+1) =0; % u = 0 (initial guess for LP)
if w(inm+2) == inf

w(nm+2)=0; % alpha = 0 (initial guess for LP)
end

nfx = Tr(k,4);
nlps = size(St,1);

if nfx
fx = n+Tr(k,5:44nfx); % yj fixed in w
vr = [1:n,n+Tr(k,5+nfx:4+m),nm+1,nm+2]; % w - yj fixed
br =b - A, EX)*w(fx)';
h = [zeros(nm-nfx+1,1); 1];
wr = Ip(h,A(:,vr),br,wlb(vr),wub(vr),w(vr))’;
w(vr) = wr;

else
h = [zeros(nm+1,1); 1];
w = Ip(h,A,b,wlb,wub,w)";

end

St(nlps,2) = St(nlps,2) + 1; % 1.Ps counter
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%if w(nm+1) >epsC % constraint violation
% w(nm+2) = inf;

%oend

W(k,:)) =w;

zl = w(nm+2); % lower bound for Z

if zl4+epsZ >=zu % deleting k-th node of the tree
flag = 1;

W = W([1:k-1, k+1:n0],:);
Tr = Tr([1:k-1, k+1:n0),:); % delete all P(i,k) such that z(i,k) >= zu
no=no - 1;
return;
end

x0 = w(l:n);
y = w(n+1l:n+m);
[dym,j] = max(abs(y-round(y)));

if dym < epsI
flag = 0; % integer solution of last LP
y = round(y);
Tr(no,3) =0;

% * * * Solution of the NLP * * *
% Z=min(x) Cly + f(x) + Mu

% s.t. By +g(X)<=u

% xinX

%o y fixed

%o uin R+

op = foptions;

op(l)=1; % 1 - display some results; 0 - nothing
op(2) = epsR;

op(3) = epsZ;

op(4) = epsC;

op(13) =0;

op(14) = 150; % max function evaluation

% constr returns the best solution, even violating the constraints
% then u does not need be computed explicitly.

[x,0p,lambda] = constr(NLP,x0,0p,wlb(1:n),wub(1 :n),GRAD,y);

% getting the values of f, g, and their gradients
[f_nlp,g_nlp] = eval([NLP (x,y)D);
u = max(g_nlp);
[¢f_nlp,gg_nlp,C,B] = eval([GRAD (x,y)]);
f=f nlp-C*y;
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g=gunlp’-B*y}
gf = gf_nlp;
gg = gg nlp’;

if u >epsC
znl = inf;
lambda=-lambda(1:size(B,1));
A = [A; zeros(1,n),C+lambda™*B,M-sum(lambda),-1]; % adding Bender’s cut
b = [b; -f-lambda™g];
else
znl = f_nlp;
A =[A; gf CM,-1]; % adding OA
b = [b; gf*x*f];
end

if fig, planos(n,A,b,y,u,wlb(1:n),wub(1:n),1); end

if znl < zu

zu = znl;

wo = [X,y,u,zu];
end

nlps = nlps + 1; % NLPs counter
St(nlps,1:2) = [size(A,1), 0];

% round trip for version 4.2
% version 5.2: while no >0 & W(no,nm+2) >=zu

ifno>0
xx = W(no,nm+2);
else
xx = -inf;
end
while no >0 & xx >=zu
no=no - 1;
W =W(1:no,:);

Tr = Tr(1:no,:); % delete all P(i,k) such that z(i,k) >= zu
if no > 0, xx = W(no,nm+2); end

end

else
Tr(k,3) =j; % less integeryj
flag=1, % non-integer solution

end



