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Resumo

Neste trabalho definimos as superficies com fins do tipo cone com coeficiente
a > 0, uma classe de superficies completas, ndo compactas e bem comportadas no
infinito, e apresentamos uma extensao do Teorema de Gauss-Bonnet para estas

superficies com coeficiente o > 0.

Abstract

In this work we define a-conical type end surfaces, @ > 0, a class of com-
plete non compact surfaces having a nice behaviour at infinity, and we present an

extension of the Theorem of Gauss-Bonnet for these surfaces such that o > 0.
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1. Introdugao

Um dos resultados mais importantes da geometria diferencial de superficies
é o Teorema de Gauss-Bonnet. Ele estabelece uma relagdo entre a topologia de
superficies compactas, através da caracteristica de Euler, e a sua curvatura total.

O objetivo deste trabalho é definir uma extensao desse teorema para superficies
M C R? completas e n3o compactas, assumindo-se que M tenha curvatura total
finita.

No entanto, como esta classe de superficies € muito diversificada, existem casos
em que nao faz sentido tentarmos definir uma relagéo entre a sua curvatura total
e a sua topologia. Um destes casos ocorre quando M tem curvatura total finita
mas nao é uma superficie “bem comportada” no espago. Por exemplo quando
M é um cilindro sobre uma curva plana y. A curvatura Gaussiana de M é zero
em todos os seus pontos e, portanto, M tem curvatura total finita também zero.
Entretanto, como 7y é uma curva qualquer, podemos toma-la nao prépria.

Um outro caso acontece quando M tem curvatura total finita mas nao tem
topologia finita. Aqui podemos imaginar M como sendo um plano de onde reti-
ramos uma quantidade enumerével de discos abertos e, sobre estes abertos, co-

lamos metades de cilindros de tal forma que M tenha curvatura total finita. Neste



caso, por construgao, M nao tem topologia finita.

Como nossa intengao € relacionar a curvatura total de M com sua topologia,
uma condigao necesséaria é que M tenha topologia finita. Por outro lado, como
estamos trabalhando intrinseca e extrinsecamente em R3, isto é, com a curvatura
Gaussiana de superficies dentro do R3, é natural exigirmos que a topologia de M
seja compativel com a topologia do espaco, ou seja, que M seja prépria.

Uma hipétese natural sobre M que implica que ela satisfaca estas condicoes
é a de que ela seja uma superficie com fins do tipo cone, conforme veremos na
definigao 8.

A condigdo da superficie M ter fins do tipo cone é natural pois, de acordo
com o teorema 1.3 de [1] (enunciado precisamente no teorema 3.2 adiante), toda
superficie completa cuja segunda forma fundamental tende rapidamente a zero é
uma superficie com fins do tipo cone.

Neste trabalho vamos estender o teorema de Gauss-Bonnet para as superficies
com fins do tipo cone. Ele estd dividido em 3 partes: na primeira segao damos
algumas nogoes preliminares e enunciamos o teorema de Gauss-Bonnet para su-
perficies compactas; na segunda segao definimos e apresentamos alguns exemplos
de superficies completas com curvatura total finita e superficies com fins do tipo
cone; na ultima segdo enunciamos e demonstramos a extensao do teorema de

Gauss-Bonnet para as superficies com fins do tipo cone.



2. Teorema de Gauss-Bonnet

2.1. Curvas Regulares do R?

Um subconjunto v C R3, 7y # 0, é dito uma curva regular do R® se, para todo
p € 7, existe uma aplicagao diferenciavel a : (—¢,&) — 7y tal que:

i) a(0) = p;

1) o : (—€,e) = a((—¢,€)) é um homeomorfismo;

1) o'(t) # 0, Vt € (—¢,¢€).

As aplicagbes a que satisfazem as condigOes acima sao ditas parametrizacées
locais de y. Pode-se mostrar que, sendo -y uma curva regular conexa e compacta
do R?, existe uma aplicagao diferencidvel sobrejetora o : [0,1] — 7 tal que:

i) o/(t) #0, Vt € [0,1];

1) a(t;) = a(tz) com t; < t; se e somente se t; =0 e {p = 1.

Nestas condigoes dizemos que o € uma parametriza¢ao global de -y.

Entendemos uma orientagdo de -y como a escolha de um sentido de percurso
de 7. Uma parametrizacao, local ou global, o de uma curva regular orientada v é
compativel com a orientagdo de <y se, ao variarmos positivamente o parametro ¢
de a, o ponto «(t) desloca-se sobre 7y no sentido da orientagao de 7.

Na figura abaixo temos um exemplo de curva orientada 7y cujo sentido de



percurso esta indicado pela seta.

2.2. Superficies Regulares com ou sem Bordo do R?

Usando-se a notagao

R} = {(z,y) e R* |y 20},

dizemos que o subconjundo U é um aberto de R% se existe um aberto V de R?
tal que U =R% N V.

Um subconjunto S C R?, com S # 0, é dito uma superficie reqular do R®
se, para cada p € S, existem um aberto U C R? e uma aplicagao diferencidvel
@ :U — § tais que:

i) p € p(U);
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1) ¢ : U — ¢ (U) é um homeomorfismo;
i) dp, : R? — R? é injetora Vz € U.

(U, p) satisfazendo as propriedades acima € dita uma parametrizacao local de

O bordo 9S de S é definido por

89S ={p€ S| 3(U,p) parametrizagao local de S tal que p = (q) com q € U}

onde U =UN{y =0} =U NIRZ.

Se S = () dizemos que S € uma superficie regular sem bordo ou simplesmente
uma superficie regular. Se 95 # () entdo S é dita uma superficie regular com
bordo.

Pode-se mostrar que, sendo S uma superficie regular com bordo, 8S é uma
curva regular do [R3.

Dizemos que uma familia de parametrizacdes locais de S dada por A =

{(Ua,a)}cpé um atlas de S se

U Pa (U&) =S

acl

Seja A = {(Ua, @a)}aecp um atlas de S. Dadas (Ua, ¥a), (Us, @) € A tais que

¢a(Us) Ns(Us) # 0, pode-se mostrar que ¢;' o ¢, é um difeomorfismo de um



aberto de R? sobre um aberto de R2. Segue-se que det d((,ogl 0 Po)e # 0, para
todo z que pertence ao dominio de ;' N ¢,. Como a funcdo determinante é
continua, o sinal de det d(qogl 0 q)r € constante em todos os pontos x do seu

dominio. Nestas condigdes, dizemos que um atlas A = {(Ua, @a)}acp de S é

acA
coerente se, dadss quaisquer (Un, ¢a); (Up, 95) € A com pa(Us) N ¢5(Us) # 0,
tivermos det d(tpgl © @)z > 0 para todo z no dominio de cpgl N @q-

Uma superficie S € dita orientdvel quando admite um atlas coerente. Pode-se
mostrar que S é orientdvel se e somente se admite um campo unitirio normal de
vetores N : S — R3,

Uma superficie orientada é uma superficie orientdvel munida de um campo
normal N : § — R3,

Dizemos que um atlas coerente A é compativel com a orientag¢igo dada pelo

campo N quando a condicao

det | Z(zy) | >0, V(z,y) €U (2.1)

é satisfeita para toda (U, ) € A.
Seja (S,.A) uma superficie regular orientada com bordo, onde A é compativel

com a orientacao definida por N. Dado um ponto p € dS podemos tomar uma



parametrizacao local (U, ) € A com ¢(g) = p. Quando consideramos o sentido
de percurso em 95 induzido pelo vetor di,(e;) tangente a 9S no ponto p, obtemos

uma orientagao no bordo de S dita orientagdao induzida no bordo.

Exemplo 1. Seja S um cilindro compacto munido de um atlas A compativel com
N, onde consideramos o vetor N(p) apontando para o exterior da superficie. O
bordo 8S de S é formado pelas circunferéncias que limitam S e sua orientagdo

induzida é dada como mostra a figura.

Figura 2.2:



2.3. Integracao em Curvas

Seja v uma curva regular orientada e compacta do R?. Dada uma fungao

f :v— R continua, definimos a integral de f sobre v como

1
| ras= [ £ (e(e) |/ )] dt

onde @ : [0,1] — R® é uma parametrizagio global de v compativel com a sua
orientagao. Temos que [, fds estd bem definida uma vez que se pode mostrar que

independe da parametrizacao global a escolhida.

2.4. Integracao em Superficies

Consideraremos, a partir daqui, S sendo uma superficie regular compacta, com
ou sem bordo, do R3.

Uma triangulagdo de S consiste em uma colegao 7 = {717,T3,...,T,} de sub-
conjuntos fechados de S e uma familia de homeomorfismos {¢; : T} — T3}, .,

onde cada 7 é um tridngulo usual em R? e

. T

i) UT:=S;

=1

i1) se T;NT; # 0,7 # j, entdo T; e T; tém uma aresta completa em comum ou
um tnico vértice em comum, onde o que entendemos por vértice e aresta de T;
estd definido a seguir.

Os subconjuntos T; sao também ditos tridngulos assim como os seus subcon-

9



juntos, dados pela imagem dos vértices e arestas do tridangulo 7/ por ¥;, sdo
chamados vértices e arestas respectivamente.

Pode-se mostrar que toda superficie regular admite uma triangulacdo e que,
dado A = {(Ua,@a)}acs atlas de S, podemos obter uma triangulagdo 7 =
{T1,Ts,..., Ty} de S tal que, dado T; € 7, existe (Us,,¢q.) € A tal que T; C
©@o; (Uy;) - Uma tal triangulacao € dita subordinada ao atlas A

Uma 2-forma diferencial em S é uma aplicacdo w que associa a cada ponto p €
S uma forma bilinear alternada w (p) : Tp,S X TS — R definida no espago vetorial
tangente T,,S e diferencidvel no seguinte sentido: dada uma parametrizagdo local

@:U — §, a aplicagao

f(z,9) = w (0(2,9)) (dpew(e) doeunes), (z.9) €U

é diferencidvel, onde e; e e; sao vetores da base B = {e;,e,} do R%

Suponhamos S orientada. Sejam A = {(Ua, ¢a)} ., um atlas compativel com

ach

a orientagao de S e 7 = {T1,T3,...,Th} uma triangulacdo de S subordinada ao

atlas A. Definimos a integral da 2-forma diferencial w sobre S como

f w = E f f (¢o:(z,9) (aga‘( Y), 8;;‘(50,3*)) dzdy. (2.2)

= Pa; (T2)
Pode-se mostrar que [;w independe do atlas e da triangulagao tomados.

10
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Dado p € S, consideramos em T,S uma base ortonormal B = {e;,e;} com-
pativel com a orientagao de S, isto é, tal que os vetores ey, ey e N(p) satisfacam a
condigao dada em (2.1). Definimos a forma drea de S como a 2-forma diferencial

dS em S dada por

dS(p) (‘U]_ y ’U'g) — det(ai_,-)

onde v; € TS e vj = ayj€; + agje2, com j = 1,2. Temos que dS estd bem
definida uma vez que podemos mostrar que, dado o ponto p, dS independe da
base ortonormal de T},S escolhida, desde que seja compativel com a orientagao de
S.

Por outro lado, dado p € S, podemos tomar uma parametrizagao local (U, ¢)
de S, compativel com a sua orientagao, tal que p = ¢ (z,y). Temos que B; =
{(8p/0z)(z,y), (0p/0y)(z,y)} e By = {e1,e2} sdo bases de TS, onde B, é a
base ortonormal obtida de B; através do processo de ortonormalizagao de Gram-
Schmidt. Considerando-se v, e v vetores de T, S, podemos escrevé-los da seguinte
forma

0 O .
VU; = @1j€1 + Qg€ = b]j'a'g(x:y) = sz_éyf(m,y), j=12.

Determinando-se os escalares b;;, verificamos que

det(a,ij) =VEG — F? clet(bz-j),

11



onde E, F' e (G sao os coeficientes da primeira forma fundamental. Assim,

tomando-se B; como base de T},S, temos que a forma drea de S é dada por
dS(p)(v1,v2) = VEG — F?det(b;;)

Seja f : S — R uma fungdo diferencidvel. Definimos a integral de [ sobre
S como a integral da 2-forma diferencial fdS sobre S. Assim, usando-se (2.2),

obtemos:

.1

Il

/de
-3/

% (z,y) | dzd
% . (y)) Y

- Z // cigry? Pesl@9)) VEG — Frdudy. (2.3)

i=1

f (oa(a0)) 5 (o) 220000,

2.5. Caracteristica de Euler

Definigao 1. Dada uma triangulagdo 7 = {11,T5,...,T,} de S denotaremos por
F o niimero de tridngulos (faces), por A o nimero de arestas e por V o nimero
de vértices da triangulagao. O nimero x(S) = F — A+ V € definido como a

caracteristica de Fuler de S e independe da triangulacao tomada.

Exemplo 2. Seja a superficie S* = {(z,y,2) € R® |22+ y? + 22 =1}. Vamos

considerar a triangulacao 7 de S? dada como na figura abaixo. Esta triangulagéo

12



Figura 2.3:

divide S? em 8 tridngulos, tendo-se: F = 8, A= 12 e V = 6. Entao,

X (Sz) =2

2.6. Curvatura Geodésica

Considerando-se S uma superficie regular, orientada e com bordo 8.5, podemos
tomar em 85 a orientagao induzida. Dado p € 88, seja o : (—¢,¢) — R® uma
parametrizagio local de S em torno de p, compativel com a sua orientagao, tal

que a(0) =pe | (t)] = 1.

13



Definicao 2. A curvatura geodésica orientada de 8S em S é definida pela aplicagao

k, : S — R dada por

kg(p) =< o(0), N(p) x o/ (0) >

onde N(p) é um campo normal de vetores unitérios que define uma orientagdo em

S.

Como a orientagao de 8S é induzida pela orientagéo de S, k, independe da
orientagao tomada na superficie. Ou seja, mesmo variando a orientagao de S, o
vetor N(p) x o/(0) nao se altera e pode-se mostrar que ele aponta para o interior
da superficie S.

Seja o vetor n(p) = — (N(p) x /(0)). Observamos que n(p) é unitério e aponta
para o exterior de S. Assim, definimos n(p) como o vetor conormal ezterno a 9S
em p.

Com esta notagido podemos redefinir a curvatura geodésica orientada de 95

em S como

ko(p) = — < 0(0),n(p) > (2.4)

Esta sera a definigdo que adotaremos.

Podemos agora enunciar o teorema global de Gauss-Bonnet.

14



Teorema 2.1 (Teorema de Gauss-Bonnet). Seja S uma superficie regular,
compacta, orientada e com bordo 8S. Tomando-se em 8S a orientagdo induzida,

temos

fg K = 27x(S) /a Kyds

onde K : S — R € a curvatura gaussiana de S e k, : 3S — R € a curvatura

geodésica orientada de 8S em S.

Corolario 1. Se 85 = () temos

]S K = 21x(S).

15
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3. Superficies Completas Nao Compactas

3.1. Superficies com Curvatura Total Finita

Vamos considerar, a partir daqui, M? C R® uma superficie regular completa,

orientada, ndo compacta, sem bordo.

Definigao 3. Uma ezaustdo reqular de M é uma colegao de compactos {Cp},.x

de M tal que:

i) C, é uma superficie regular com bordo do R?;

i) Ca C G}

1) U,C,, = M.

Seja {Cn},cn uma exaustio regular de M. Dado n € N, é claro que a forma
area dC, de C, coincide com dS/Cy 0u seja, a forma 4rea dS de M restrita ao

compacto Cy,.

Definicao 4. Sejam M uma superficie e K sua curvatura gaussiana. Dizemos
que M tem curvatura total finita se existe T € R tal que, dada uma exaustao

regular {C,.},.x de M, tenhamos

lim K=T

=00 C‘n

16



No entanto nem sempre este limite existe, como podemos verificar nos exem-

plos abaixo.

Exemplo 3. Seja M a superficie de revolugdo obtida pela rotagdo da curva
a(v) = (v,2 + sen v,0) em torno do eixo ox. Temos que {(U;, ¢i)};_; 4 € uma

familia de parametrizacdes para M onde Uy = (0,27) X R, Uy = (—7w,m) xR e

1(u,v) = @a(u,v) = (v, (2 + sen v) cos u, (2 + sen v) sen u).

Seja a exaustao regular {C,}32, de M, onde cada elemento € dado pela regiao

limitada entrev = —n7 e v = (n+1)7, conforme mostra a figura abaixo. Podemos

Figura 3.1;

17



ainda tomar C, através das parametrizagoes p; da seguinte forma:

Cn =1 ([7/2,37/2] X [-n7,(n+ 1) 7]) U s ([-7/2,7/2] X [-nx, (n+ 1) 7))

Entao, como os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais sao dados

por
E(u,v) = (2+senv)® F(u,v) =0 G(u,v) =1+ cos?v
— (2 + sen v) —sen v
eu,v) = —————=" u,v) =0 U,P) = ——
(w,0) V1 4+ cos?v f(u,v) 9(w,v) V14 cos?v
e como

_ e(u,v)g(u,v) — f2 (u,v)
K{pv) E(u,v)G(u,v) — F?(u,v)

obtemos, utilizando (2.3), que

fc ; K / e / KVEG — F?dudv + f i f # KVEG — F2dudv

(ntl)r r3 sen v (n+1)w T sen v
f [ = sdudo+ [ [ 3 dud

Z (1 + cos?v) 5 (14 cos?v)
(n+1)x sen v
27 f
-nr (14 cos?v)

=l

g

3722V

(n+1)r
COs vV

V1 + cos?v

= =27

bt [ Y

Isto é

/C
n

—2/27, para n impar

18



Concluimos que, para esta exaustao regular, [, K nao possui limite quando n —

oo e portanto M nao tem curvatura total finita.

Exemplo 4. Sejam M um helicdide, cuja parametrizacao é dada por

(u,v) € R?

o(u,v) = (vcosu,vsen u,u),

e {Cn}2 o uma exaustao regular de M tal que C, € a regido limitada poru =v =

—n e u = v = n, como vemos na figura abaixo.

Figura 3.2:

Determinando-se os coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais
encontramos:
E(u,v) =1+? F(u,v)=0 G(u,v) =1

e(u,v) =0  f(u,v)= W g(u

19



Obtemos assim

K

Chn

Il

/:: L KVEG — F?dudv

1 ([
- —f" /“ -——-—-——-E}gdudv = '—2?%/ —]'de
—nt-n (11 2) —n (1+97)
—4n?

Vv1+n?

Como, para esta exaustado regular,

lim K=o
n—00 Cﬁ

temos que M nao tem curvatura total finita.
Veremos agora um exemplo de superficie com curvatura total finita.

Exemplo 5. Sejam M o paraboldide dado por z = z? + y* e {(Us,:)},_; 5 um

‘!1:}.1I

atlas de M onde Uy = (0,7) X R, Uy = (w/2,37/2) xR e
@1 (u,v) = @a(u,v) = (vcosu,vsen u,v?).

Vamos considerar a exaustdo regular {C,}32, de M, onde cada elemento é dado

pela regido limitada entre v =0 e v = n, conforme mostra a figura.

20



Figura 3.3:

Através das parametrizagGes ;, os compactos C,, podem ser escritos como

= o1 ([/4,37/4] x [~/ /) U gz ((37/4,57/4) x [/, V)
Temos que:

E(u,v) = v* F(u,v) =0 G(u,v)=1+4*
? -2

e(u,v) = _i:-\/_——‘l-?}. flw,0)=0 g(u,v) = —\/'1"__;——40_2'

E entao

fﬂK

I

ff“—" mdudv+f f KVEG = Fedudv

e
Jn pEE
= f '/4 i sfzdud'v+/ f 4'”' ——— 7. dudv
-valJi (14 40?) vaJE (14407
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Vo 4y Vi Ay
’Iff —3;,5dv= 27?/ —m v
VA (1+ 40?) o (1+40?)

2
V1+4n

= 2w —

Assim, para esta exaustido regular, lim, .« [o, K = 2m. Agora, seja {6’,,,,}::0
uma exaustao regular qualquer de M. Mostraremos que limm— [z K = 2.

Fixado € > 0, sabemos que existe ng tal que

S i £
n—n“‘ 5

K-—27r|<£
Cn

Por outro lado, notemos que ( e, K ) é seqiiéncia de Cauchy. Assim, para o mesmo

¢ fixado, existe n, tal que

n>n =

fﬂK—-/CﬂHK‘<§, V> 0.

Como UC,, = UC, = M, parany = max {no,n, } , existem, tal que, param > m;,
Oy C,,. Da mesma forma, para cada m > m, existel € N tal que GuC Clngsts

Entao, como no paraboldide K > 0, para m > m;, temos:

ngc,.zKéfamKSfcn,HK#’f"’mK_ CHQKS/CQ“KH K
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Assim, para m > m;,

,,K—2?r‘ < ,_K—f #lell #-9x
G O Cny .
< [ K— K{ '3 f K —on
Cﬂ-2+l C'ng cﬂg
< £

Isto €, limm- 5 K = 2m, onde {6”“}:—0 é uma exaustao qualquer de M.

Concluimos entdo que M tem curvatura total finita e esta € dada por 27.

3.2. Superficies Proéprias

Sendo M uma superficie regular do R?, a inclusdo i : M C R® é um mergulho,

isto é, é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Definicao 5. Uma superficie M é prdpria se a inclusdo i : M C R® é prdpria, ou

seja, se dado um compacto C C R?, i™1 (C Ni(M)) é um compacto de M.

Como exemplos de superficies préprias temos o cilindro e o paraboléide. Um
exemplo de superficie ndo prépria é o subconjunto do R® gerado pelas retas par-
alelas ao eixo 0z que passam pela curva v C R?, dada pela figura abaixo, que

tende assintoticamente aos circulos de raio 1/2 e de raio 1.



Figura 3.4:

3.3. Superficies com Topologia Finita

Definigao 6. A superficie M tem topologia finita se existem uma superficie com-

pacta M e pontos p;, s, . . . , Dm de M tais que M é difeomorfa a M—{py,ps, . . . Dk -

Definigao 7. Seja M uma superficie com topologia finita. Um fim de M =~
M — {p1,pa,...,pm} € um aberto da forma U — {p;} onde U é um aberto de M,

difeomorfo a um disco, tal que p; € U.

O plano e o cilindro sao exemplos de superficies com topologia finita. O
primeiro é difeomorfo a S? menos um ponto e o segundo é difeomorfo a S? menos
dois pontos. Um exemplo de superficie cuja topologia nao € finita é dado pela

soma conexa de uma quantidade enumeravel de toros.



3.4. Superficies com Fins do Tipo Cone com Coeficiente o

Seja M C R® uma superficie onde assumiremos que 0 ¢ M. Dado p € M,
denotaremos por N(p) a projegao ortogonal de p/|p| sobre (T,M)* , onde (T, M)*

é o complemento ortogonal de T, M.

Definigao 8. Dizemos que M € uma superficie com fins do tipo cone com coefi-

ciente o > 0 se

bo = lim _supd®(p,po) N(p)| <1 (3.1)

onde d(p,po) denota a distincia intrinseca em M de p a um ponto fixo py € M,
ou seja, d(p,po) = inf {l(c) | c: [0,1] — M é diferencidvel, c(0) = p e c(1) = po}

onde l(c) = [y |c/(t)| dt.

Em particular, para a # 0, temos que limgp, 55)—c0 ,_AT@)I = (.
Pode-se mostrar que se a superficie é prépria entdo M tem fins do tipo cone

com coeficiente @ > () se e somente se

lim sup [p— pol* [N (p)| < 1.

Ip—po|—o0
Assim, nos exemplos abaixo, podemos usar a distancia euclidiana como d(p, po)-

Exemplo 6. Dada a superficie S?, seja V C S? uma curva compacta. Consid-

eremos M como sendo a parte do cone sobre V exterior a S?, ou seja, M =

25

s | « o{ECAS
OFRES i OF H‘“"m“ua MATEMATION

wn.w (ech SETORAL



{tr|t>1ex € V}. Como N(p) =0, Vp € M, temos que M é uma superficie

com fim do tipo cone para todo o > 0, o € R.

Exemplo 7. Seja M o cilindro dado por z2+y* = 1. Uma familia de parametrizacoes

para M é dada por {(U;, ¢;) }i=1,2 onde Uy = (0,27) X R, Uy = (—m,m) xR e

v1(u,v) = @a(u,v) = (cosu, sen u,v).

Como N (¢ (u,v)) = (cosu, sen u,0) e [p| = V1 + v? temos

P + 1 1
Np)|=||=] |=== 3.2
el (lpl) Pl Vi40? -
Por outro lado, fixado pyp = (1,0,0) encontramos
d(p,po) = \/2 (1 —cosu) +v% < V4402 (3.3)

Resulta de (3.2) e (3.3) que

a2
G (44 2%)

= lim =
d(p,pg)—-&m vV 1 "‘I"‘ ‘U2

Temos assim
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1

=0=> &= &k =0
N 0 dprorre V1L 02
4 2)*

Ocaxl= Oo,= bm 1}-(—-—:—!_-3)-2)—=0
d(p,po)—co 14w
4 2

a=1= 61= e 1

dpaoyrco | 1+ 02
Logo, M é uma superficie com fins do tipo cone com coeficiente 0 < o < 1,

a € R.

Exemplo 8. Sejam M o paraboldide z = 22 + y? e {(U;,¥:)}i=12 um atlas de
M como o do exemplo 5. Sabendo-se que [p| = |v|V1+12 e N (p(u,v)) =

(2v% cosu, 2v%sen u,—v)/ (]'v[ V1+ 41)2), temos

|ﬁ(p)| -

Ey—-
|p| \/(1 +02) (1 + 422)

Fixado po = (1,0,1) obtemos

d(p,po) = V3 — 2vcosu + vt — 202 < Vot — 202 + 20+ 3.

e portanto

, (v = 20% + 20 + 3)*" o
0= lim
dpo)=ee /(14 02) (1 + 402)
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_ o gre-t | (L= 2/0R 4207 4 3/08)°
" d(ppo)—oo 1/v8 +5/v +4

Assim, 6, <1 2a—-1<0&a<1/2
Concluimos entdo que o paraboldide é uma superficie com fim do tipo cone
com coeficiente 0 < @ < 1/2, a € R.

Uma descrigao para essa classe de superficies é dada por:

Teorema 3.1. Seja M uma superficie completa e com fins do tipo cone com

coeficiente a > 0, isto €, satisfazendo a condigdo (3.1). Entao:
(a) M € prépria;
(b) existe Ry tal que M é transversal a S*(R) para todo R > Ry;
(c) M tem topologia finita.

Verifica-se, além disso, que todo fim de uma superficie completa com fins do
tipo cone com coeficiente o > ( assintota, a menos de homotetias, um cone sobre

uma curva na esfera S°.

Uma caracterizagao das superficies com fins do tipo cone é dada por:

Teorema 3.2. Seja M uma superficie completa, nao compacta tal que sua se-

gunda forma fundamental A satisfaz

lim supd'***(p, po) |A(p)] < 1
d(P;PD)—"OO

28



para algum o > 0. Entao M é uma superficie com fins do tipo cone com coeficiente

Q.
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4. Extensao do Teorema de Gauss-Bonnet

Nesta sec2o estendemos o teorema de Gauss-Bonnet para superficies completas
com fins do tipo cone. Notemos entretanto que sé esta condigdo ndo nos garante
que a superficie M tenha curvatura total finita.

Assim, adicionamos uma hipétese sobre as curvas M N S?(R), requerendo que

elas tenham curvatura total finita. Precisamente:

Teorema 4.1. Seja M uma superficie completa, nio compacta, orientada, com
fins do tipo cone com coeficiente o > 0. Suponhamos que existam Ry, V € R tais

que cada componente conexa Yg,i=1,...,n de M NS?(R) satisfaca

L (R @®)dt <V, VR> Ry

ondet é o comprimento de arco de yy. Entao [y, p(r) K € uniformemente limitada,
onde K € a curvatura gaussiana de M e D (R) é a bola fechada em R® de centro

na origem e raio R. Se [y~p(g) K converge quando R — oo, obtemos

n

lim K =2nx (M z lim L

R—o0 JMND(R) R~ R ( ) (4.1)

Em particular, M tem curvatura total finita se e somente se existem os limites
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limgoeo(1/R)(L(7&)),i = 1,...,n.

E interessante mencionarmos dois casos especiais de (4.1). Um deles ocorre
quando as curvas limite v!,v2,...,4" sao pontos. Nesta situacao temos que (4.1)
é dada por

fMK=27rx(M).

Observamos assim que a caracteristica de Euler do cilindro é zero, o que
também pode ser concluido através de triangulagao.
O outro caso acontece quando as curvas limite 4!, 42, ..., ¥" sao circulos méximos

em S?. Aqui (4.1) é dada da seguinte forma

/MK=27r(x(M)~—n).

Um exemplo é dado quando M € o catendide. Neste caso temos que n =2 e

entao

/K——-—47r
M

j& que o catendide é homeomorfo ao cilindro.
Demonstracao: Como M é uma superficie com fins do tipo cone temos, pelo
teorema 3.1, que M é prépria e tem topologia finita.

Seja M (R) := M N D(R). Temos que M(R) é um compacto de M, ou
seja, M(R) é uma superficie compacta com bordo e este é dado por M N S?(R).
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Segue do teorema 3.1(b) que, para um R adequado, M é transversal a S?(R) e
portanto OM (R) é formado por uma curva regular nao necessariamente conexa.
Denotaremos as parametrizagoes globais das componentes conexas desta curva
POT YR V&,---; Yk € Vamos supor que sao parametrizadas por comprimento de
arco.

Como M é orientada, vamos considerar esta mesma orientacao em M(R) e
a orientagao induzida em M (R). Aplicando-se o teorema de Gauss-Bonnet em

M(R) obtemos

/M{R) K =2mx (M (R)) - 2 [r  kids (4.2)

onde k% é a curvatura geodésica orientada de v, em M(R).

De (2.4), temos que a curvatura geodésica orientada de % é dada por

k(1) =—((1h) ©.n®)

onde 7 (t) € o vetor conormal externo a M (R) no ponto 7y (t).

Temos entao

() @) - () @, 57 @) + (%) ©, 57 ®)

() @00 - 372 ®) + £ {(15) ©7:0) (43)

|
x5
by
—
o+
~—
|
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Mas como 7% (t) € S?(R),

(7R (1), 7R (2)) = R? = ((R) (1) , 7R (1)) =0 =

((R)" @) .7 @) +|oR) O =0= ((h)" ®) 7% ®) = -1
Assim, podemos reescrever (4.3) como

k) = (1) ©,n () - 7 ®) ~ 3 (4.4

Substituindo-se (4.4) em (4.2) encontramos

K = 2mx (M (R)) +Z[/<'¥R)()n(t Z7(®)) dt - /%dt]

(4.5)

M(R)

Sendo M uma superficie com fins do tipo cone com coeficiente & > 0, temos

que lI_V| — 0 e portanto
1.5
(F7:0,N®) =0

onde /N é o campo de vetores normais unitérios que define a orientagao de M.
Como vimos em (2.6), B = {('ﬁi)' (t),-—n(t),N(t)} € uma base ortonormal

positiva do R3. Assim, como 7,(t).L (v) (t) e |(1/R)vik(t)] = 1, temos que

(1/R)7&(t) tem a mesma diregao de n(t). E mais, como ambos apontam para o

exterior da superficie M, concluimos que limg_.(1/R)vk(t) = n(t). Portanto,
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fixado £ > 0, existe R; € R tal que
£ £
n(t)—E'yR(t) < ?, VR > R
Por outro lado, sabemos que
[ loayola<v,  vR>
R
Ent3o, considerando-se Ry = max{Ry, R;}, temos
E \I 1 € i\
R> Ry = [ [0R)' @] |2 (t) — #7R (0)]dt < 7 L |0R) (@) dt < e (46)
Obtemos assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que
% i\M 1 2
fim [, (R @m0 = ok @)|de =0
e portanto
lim (£ ((R)" (), (t) = 37k (1)) de| =0

= lim [ ((08)"(0).n () — vk (®))de =0

Mas sabemos que [; (1/R)dt = (1/R)L (k). Entao, aplicando-se o limite em



(4.5), encontramos
limf K=27rx(M)—-§n: lim lL(~/=')
R—co JM(R) -1 R—oo R R

0 que demonstra o teorema. O

@&0"5*"&*
g
‘4%93, a3 °"'5<.j.
:.}\ \0 ‘t(,

o
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