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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar e descrever algumas técnicas de
controle que podem ser aplicadas no estudo e simulacao das vibragoes de estruturas
flexiveis como pontes submetidas a excitagoes de cargas dinamicas e de excitagoes

sismicas.

£ prosposto um critério de otimizagao para as localizagoes de sensores e

atuadores baseados nos conceitos gramanianos de controlabilidade e observabilidade.

Sao investigados os desenhos de sistemas de controle para minimizar a

resposta de vibracao da ponte sujeita a uma carga dinamica baseados nos conceitos

de controle 6timo.

I considerado o controle da resposta dinamica da estrutura da ponte

devido a uma excitacao sismica com o uso de técnicas de controle timo instantaneo.
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ABSTRACT

The objetive of this work is to describe some control techniques that
can be emploved for the estudy and simulation of vibrations with flexible structures

such as brigdes subject to excitations due to dinamical loads and seismic excitations.

An optimal criterion for the location of the sensors and actuators, based

on the concepts of controllability and observability gramians is proposed.

The design of control systems for minimizing the response of the vibra-

tion of a brigde subject to a dinamical load is based on optimal control concepts.

We consider the control the dynamical response of the brigde structure

due to a seismic excitation by using instantaneous optimal control techniques.
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INTRODUCAO

O controle ativo de estruturas flexiveis submetidas a perturbacoes ines-
peradas ¢ uma area de crescente interesse na engenharia estrutural [1] [6]. Muito
do trabalho que tem sido feito nessa area tem intengao primeiramente de mostrar
a efetividade do controle ativo estrutural na supressao de vibracoes em estruturas
flexiveis a fim de assegurar sua segurancga e durabilidade. Varios métodos da teoria
do controle classico e moderno foram usados para desenhar as agoes de controle

necessarias para estabilizar a resposta estrutural.

Os objetivos principais que motivaram o desenvolvimento desta dis-

sertagao sao os seguintes:

1) Considerar um modelo matemadtico que descreva o mecanismo de
controle ativo [1] para estruturas flexiveis excitadas por movimentos de cargas. Q
modelo esta baseado na formulacao em equagoes diferenciais parciais da viga de
Euler-Bernoulli suportada nos extremos. Para estudar a resposta dinamica contro-

lada. aproximamos o modelo através de variaveis modais [1].
P

2) Propor uma metodologia para assistir aos projetistas na selecao das
localizagoes do atuador e do sensor em um primeiro estagio do processo de desenho,
com prioridade no desenvolvimento da estratégia de controle. Isto € justificado por
causa do numero de métodos de andlise e desenho de sistemas de controle que ne-
cessitam do conhecimento do modelo de sistema entrada-saida, como uma matriz de
transferéncia, que depende das localizagdes e do mimero de sensores e atuadores. E
assumido que as medidas de controlabilidade e observabilidade podem depender de
propriedades do sistema e do conjunto atuadores/sensores, mas nao pode depender
de uma escolha particular das condigoes iniciais das leis de controle (o qual sao des-

conhecidas neste estagio).

xiil
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Fundamentalmente. esta aproximagao € similar daquela usada por [1] quando uma
resposta transiente é considerada e produz localizagoes do atuador/sensor baseadas

em algumas medidas dos gramianos de controlabilidade/observabilidade.

3) Propor o projeto de um sistema de controle ativo definido sobre
os mecanismos de atuadores e sensores. Estudar a efetividade do controle ativo de
estruturas flexiveis sujeita a cargas moveis por meio da solugao da equagao diferencial

do modo fundamental [1] e aplicar o método da funcao transferéncia classico.

4) Mostrar uma formula¢ao adequada de uma lei de controle étimo de
laco fechado, como problema regulador [24], para controlar a resposta de vibracoes
de estruturas flexiveis sujeitas a cargas moveis. O controle de lago fechado fornece
amortecimento ativo e rigidez ativa necessarios para o controle de estrutura contra
qualquer perturbagdo inesperada. O algoritmo esta baseado sobre o conceito de

controle étimo classico e ¢ utilizado o mecanismo de controle ativo.

5) Apresentar um algoritmo de controle étimo adequado e a efetivi-
dade do amortecedor de massa regulada(AMR) para ser aplicado na excitacao de
estruturas flexiveis causadas por movimentos sismicos. A funcdo objetivo para a
minimizacao ¢ o tempo de dependéncia do indice de desempenho expressado em
termos de funcoes quadraticas. Portanto, o recente desenvolvimento do algoritmo
de controle 6timo sao referidos como algoritmo de controle 6timo instantaneo. Isto

inclui o controle 6timo instantaneo de lago fechado.

6) Realizar a simulagao numeérica para demonstrar a efetividade de cada
téenica de controle ativo e 6timo. Para isto é utilizado o software em Matlab. Com

uma ponte de vao longo considerada como estrutura flexivel.



1 PRELIMINARES

1.1 Introducao

Os conceitos desenvolvidos neste capitulo constituem uma breve reca-
pitulacao da teoria de vibracoes, a construcao de sistemas de retroalimentagao e um
mecanismo de controle desenhado para uma ponte de um s6 vao longo. Quais sao

considerados como motivagao para o desenvolvimento dos seguintes capitulos.

1.2 Sistemas de um grau de liberdade

Num sistema estrutural, descrito pelo modelo com 1 grau de liberdade
mi + ct + kx = f(t) 1.1}

a escolha dos coeficientes positivos m, c. k é de interesse para a obtencao da resposta

impulso

h(t) = " (1.2)

ou de resposta degrau

eS“tsen(wyl + @)

i

w(t)=1-—

com caracteristicas adequadas.

Para uma entrada oscilatéria, Ac'*. temos a resposta permanente

.rper'm == "16'(1.51)(".‘1’



1 PRELIMINARES 2

Onde
G(s) = (ms* + cs + k)™

¢ a funcao de transferéncia.

Uma consideracao em projetar estruturas € que cada um dos parametros
fisicos m, c. e k podem ja ter restrigoes de projetos que tem que ser satisfeitas.
Porém. a resposta transiente em termos de resposta ao impulso pode exceder limites
aceitdaveis. Para isto, uma medida importante é o chamado “overshoot”(0.S.), e
definido como o maximo valor da resposta menos o valor do estado estacionario da

resposta. Pode-se mostrar que

overshoot = 0.5. = Tpmaz(t) — 1 = exp (_-(.'W_) (1.4)

V1= (?
o qual ocorre no tempo de pico, t,

?T -
L (1.5)

dal que, o periodo de oscilagao T, pode ser expressado como

2m
Ty= ———=21 1.6
ol (1.6)
¢ um assunto simples escolher m, ¢, e k de modo que o “overshoot” seja um valor

especificado [22].

Outra quantidade util, que indica o comportamento da resposta tran-
siente, é o tempo de estabelecimento, t;. Este é o tempo que toma a resposta para

estar dentro do +2% da resposta do estado estacionario e permanece dentro de +2%.
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Uma aproximacao de {, esta dada por

As definicdes anteriores permitem aos técnicos e analistas de vibracoes
especificar e classificar de maneira precisa a natureza da resposta transiente de um
sistema sub-amortecido. Também podem dar alguma indicacao de como ajustar os

parametros fisicos do sistema de maneira que a resposta tenha uma forma desejada.

Suponhamos que se deseja escolher os valores de m, ¢ e k de modo que
¢ e w especifiquem uma resposta com um tempo de estabelecimento t; = 3 unidades
e um tempo para o pico, t, de 1 unidade. Entao as Eqs.(1.4) e (1.6) implicam

que w = 1/¢ e que { = 1/v/1 4 n%. Isto, desafortunadamente, também especifica o

overshoot, pois

% (1.8)

Assim, todos os trés critérios de desempenho nao podem ser especificados. Isto faz

0.5. = exp

com que o projetista tenha que fazer compromissos ao configurar o sistema.

Para satisfazer os critérios de vibragao tais como evitar a ressonancia,
pode ser necessario em muitas aplicacoes alterar a estrutura adicionando amorte-
cedores, isoladores de vibragao. Ou usar controle de retroalimentagao na saida de

maneira conveniente.

A escolha dos parametros m, ¢ e k determina a forma da resposta do
sistema e pode ser considerada como o desenho da estrutura. O controle passivo
pode ser considerado como um processo de redesenho para mudar os parametros m,
c e k de uma estrutura ja existente para produzir uma resposta mais desejavel. Por
exemplo, alguma massa pode ser adicionada a uma dada estrutura para diminuir

sua frequéncia natural.
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Por outro lado. o controle ativo de retroalimentacao consiste em medir
a saida, ou resposta, da estrutura e usar essa medi¢ao para determinar a forca a ser
aplicada a estrutura para obter uma resposta desejada. O mecanismo usado para
medir a resposta (sensor) e o mecanismo usado para aplicar a forca (atuador) juntos

formam o sistema de controle.

[Embora o controle passivo ou o redesenho ¢ geralmente o método mais
eficiente de controlar a resposta de uma estrutura, as restri¢cdes a m, ¢ e k sao
frequentemente tais que nao pode ser obtida a resposta desejada. Nesta situacdo o

controle ativo ¢ uma alternativa.

Um esclarecimento da diferenca entre um controle ativo e passivo se
faz necessario. Num sistema de controle ativo é utilizado algum mecanismo externo
ajustavel ou ativo (por exemplo, eletronico), chamado um atuador, para dar um
meio de configurar ou controlar a resposta. O controle passivo, por outro lado,
depende s6 de uma mudanca nos parametros fisicos da estrutura para uma resposta

desejada. O controle ativo depende das medigoes atuais da resposta do sistema e o

controle passivo nao.

A regra matematica usada para aplicar a for¢ca chama-se a lei de con-
trole. Os sistema com retro-alimentac¢do chamam-se sistemas de laco fechado, en-
quanto que os sistemas de controle sem retro-alimentacao chamam-se sistemas de
lago aberto, como se ilustra nas figuras 1.1 e 1.2. A diferenca entre o controle de
Jaco aberto e laco fechado é simplesmente que o controle de lago fechado depende

da informacao sobre a resposta do sistema e o controle de lago aberto nao.

F(S) X(5)
e W Estrutura G(S)

Figura 1.1 Sistema de Lago Aberto
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e

I.I "\r .
— @ Controle —— Estrutura G(s) (L

Realimentagao  H(s)

Figura 1.2 Sistema de Laco Fechado

Tomando a transformada de Laplace da Eq. (1.1). com condicées ini-

ciais nulas, resulta

TR A S, |
i (m32 +cs+ k) F{s)

onde X(s) denota a transformada de Laplace de z(t). e F(s) é a transformada de

f(t). Temos que

X(s) 1
F(s) ms?+cs+k

a razao da transformada de Laplace da saida (resposta) sobre a transformada de La-
place da entrada (forca aplicada) caracteriza o sistema(estrutura) sob consideracao.
Pois, é independente da entrada. Por esta razao. G(s). é definida como a funcao de
transferéncia do sistema. Ela pode ser usada para prover andlises das propriedades
vibracionais da estrutura, assim como um meio de medicao da resposta dinamica.
Em teoria de controle. é bastante comum, por exemplo. medir a resposta de uma
estrutura usando um acelerémetro. Os valores, onde o denominador da fungao trans-
feréncia é zero. sao conhecidos como polos da funcao transferéncia. Os valores dos

parametros fisicos m. ¢, e k determinam duas quantidades ¢ e w, no qual por sua vez

determina a posi¢ao dos polos(s = —(wxwyj ), onde wy = wy/1 — (e = ¢/2Vkm.

ATIGA



1 PRELIMINARES 6

1.3 Mecamismo de controle de pontes de vao
longo

No caso de uma ponte de vao longo. um sistema de blocos de massa
pode ser usado como elementos auxiliares para produzir as forcas de controle. Estes
blocos podem ser colocados entre as vigas principais da ponte e suportados por
molas capazes de dissipar energia. Alguns mecanismos de controle. os quais sdo
posicionados nas vigas transversais, podem aplicar duas forgas opostas. uma para
puxar o bloco de massa para baixo e a outra para controlar o comportamento da

ponte. A Fig. 1.3 mostra este mecanismo.

: Mola
Viga
’_‘ Principal w Amortecedor

“ ”ﬁ[mﬁﬂ\\\ el
#ry g

L Forca de i
A Controle O
[ i
Seccao A-A

Figura 1.3 Massa Auxiliar Para Controle

Tendoes também fornecem um recurso conveniente para o controle de
muitas estruturas. O controle do tenddao é somente fornecido durante a tensao,
enquanto que o controle da mola ¢ fornecida durante a tensdo e a compressdo.

Varios mecanismos de controle usando tendoes ou molas auxiliares sao mostradas

nas Figs. 1.4(a). 1.4(b). 1.4(c)

Podemos também pensar em usar um amortecedor auxiliar no auxilio

da produgao da for¢a de controle. Um sistema de amortecedores pode ser instalado
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Forca de Controle Forca de Controle
(a) ! (b) f f
tendao(mola) Tendao(mola)

(¢) Momento de Controle

A | AN

Tendao(Mola)

Figura 1.4 Tendao Auxiliar para Controle: (a) For¢a de Controle Central;(b) Dois
Iorgas de Controle simétricas; (¢) Dois Momentos de Controle Simétricos

Amortecedor —— /
N ‘

Mecanismo de l_!_| d:l
Q

Controle —

/KT | | TR

_/ ] LN

Figura 1.5 Amortecedor Auxiliar para Controle

no cabo de uma ponte suspensa e alguns mecanismos de controle produzem a forca

de controle desejada, como mostrado na Fig. 1.5.

Neste trabalho, o controle do tendao (mola) poderd ser usado para
fornecer a forga de controle porque ele é o mecanismo que pode mais facilmente ser

implementado na prética.
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1.4 Controlabilidade e observabilidade
Um sistema de lago aberto é descrito em geral como

X = [A]X + [B]JU +d (1.9)

Y =[C]X (1.10)

onde X = é o vetor de estado de n x 1;
U = é o vetor de controle de r x 1;

Y = é o vetor de saida de m x 1;

[A] = é uma matriz de n x n,

[B] = é uma matrizden xr e

[C] = é uma matriz de m x n.

d = é o vetor de perturbacao de n x 1.

CONTROLABILIDADE:

O sistema descrito pela Eq. (1.9) se diz que é de estado controlavel em
to, se é possivel construir um sinal de controle nao restringido, que possa transferir
um estado inicial X (fp) em qualquer estado final (origem de estado) num intervalo
de tempo finito to < ¢ < t;. Se todo estado é controlavel, entao diz-se que o sistema

¢ de controlabilidade de estado completo.

Agora se pode deduzir as condi¢bes para a controlabilidade de estado
completo. Sem perda de generalidade, supoé-se que o estado final é a origem do

espaco de estado e que o tempo inicial ¢ zero. ou seja iy = 0.
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A solugao da Eq. (1.9) é

t
X(t) = []1X(0) + / [N =T BIU(7)dr (1.11)

(9]
aplicando a definicao de controlabilidade do estado completo. com X(¢;) = 0, tem-se

ty
0 = [ X(0) + f [e] A= B]U(r)dT (1.12)
0
onu
t
X(0) = —/ [e] "M B]U(7)dr (1.13)
0

Pela reducao polinomial de funcoes matriciais analiticas [25]. Note-se que [e]lA)

pode—se escrever como

[ =" ay(r)[A]F (1.14)
k=1

para certas funcoes escalares a;. substituindo a Eq. (1.14) na Eq. (1.13), resulta

n—1 f
X(O):—Z[A]"'[B]f ar(T)U(7)dr (1.15)
k=1 0

fazendo
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a Eq. (1.15), pode ser escrita como

X(0) = — ni[ﬂ]*‘w]ﬁk

k=0

Bo (1.16)
=—([B] [A]lB]---[A]""'[B])
1311—1

Se o sistema € controlavel de estado completo. entao. dado um estado inicial arbi-
trario X(0), existe um controle U tal que a Eq. (1.16) é satisfeita para os 3. 8 =

[Boye--sBu-1) de dimensao nr x 1. Isto requer que o posto da matriz de n x nr:

((B] [Al[B]---[A]""'([B]) (1.17)

seja igual a nr.

Assim. a condigao sobre controlabilidade do estado completo é como
segue: O sistema dado pela Eq.(1.9) é controlavel de estado completo se e somente

se a matriz
((B] [A][B]---[A]"""[B])

de dimensao n x nr é de posto nr.

Se o sistema que estamos considerando nao é completamente controlavel.
entdo para algum estado inicial, nao existe o sinal de controle que possa forcar o

sistema ao estado zero.
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OBSERVABILIDADE:

Diz-se que o sistema é completamente observavel, se cada estado X(tg)
pode ser determinado a partir da observagao de Y(¢) num intervalo de tempo finito

gt < b,

Portanto, o sistema é completamente observavel, se cada transicao do
estado, for feita eventualmente a cada elemento do vetor saida. O conceito de
observabilidade é util ao resolver o problema de reconstrucao de variaveis de estado

nao mediveis, a partir de outros mediveis, em menos tempo possivel.

Se o sistema nao é completamente observavel. entdao o estado inicial
X(to) nao pode ser determinado a partir da avaliacao de saida, ndo importa quanto

tempo esta sendo observada a saida.

Pode ser estabelecido que [25], o sistema (1.9), (1.10) é completamente

observavel se a matriz de n x mn:

(Cr Arer qamzer---(arnternr) (1.18)

tem posto n. onde [C']" e [A]" sdo as matrizes conjugadas transpostas de [C] e [A].

respectivamente.

A demonstragdo. ao igual do que a controlabilidade, segue-se da subs-

tituicao de (1.11) em (1.10).

gFRES . gl 10TEGAY

g|STENS 4 e F oAl
BEEL\U]C.’.J-:. 55

. n_:‘_‘T‘Fk'-‘
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1.5 Desenho de retroalimentacao do observador

Um observador de estado estima as variaveis de estado X, com base
na medigao das varidveis de saida Y e do controle U. A equagao dinamica de um

observador é dado por
X = [AJX +[B])Y + Z (1.19)

no qual X é o vetor aproximado para X(t); e as matrizes [A.], [B.], e o vetor Z
podem ser determinados de acordo com o desempenho do sistema requerido. O

erro, e(t), entre os estados X (1) e os estados aproximados X (1) é dado por:

e(t) = X(1) — X(2) (1.20)

Diferenciando a Eq.(1.20) e substituindo pelas Eqs.(1.9), (1.10), e (1.19)

é(t):X(t)—i(t) (1.21)
= [A)X + [B]U - [AJX - [B][C]X - Z; (1.22)
é(t) = ([A] - [BJICDX - [AJX + [B]U - Z (1.23)

Fazendo Z = [B]U e ([A] — [B.][C])= [Ad]. a Eq.(1.21) se torna

e(t) = [Ade(t) (1.24)

Se todos os autovalores de [A.] tem parte real negativa. entao a Eq.(1.24)

¢ assintoticamente estavel, e o erro e(t) = 0 quando { — oo.
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Por isso. para o desenho de um observador. temos as seguintes condicoes:
(1)Z = [B]U;
(2)[A = [4] - [BJ[C]:
(3)[A]  ¢é assintoticamente estdvel

precisam ser satisfeitas.

Se o sistema de laco aberto é completamente observavel, entao, é sem-
pre possivel achar um [B.] que produzird qualquer conjunto de autovalores desejados
para [A.]. A chave para especificar os autovalores de [A.] é minimizar o tempo de
atraso para X = X. A experiéncia indica que resulta um bom desenho se os polos
do observador sao escolhidos um pouco mais a esquerda que os polos de retroali-

mentacao de estado de lago fechado desejados [7].

Os autovalores de [A.] sdo dados por

A(p) = |plla] = [Ac]| = |p[1a] = [A] + [B][C]| = 0;
A(p) = lp(In) = [A]l[1n] + @(p)[B.][C]| (1.25)
= A(p)|[Im] + [C]2(p)[Bc]| = 0

no qual p representa os autovalores do observador. A Eq.(1.25) é mantida se qualquer
fila ou coluna da matriz ([I,] + [C]®(p)[B.]) é levada a ser zero. A observabilidade
completa garante que n filas linearmente independentes podem ser selecionadas das

filas de [C]®(p). Para a i-enésima fila e para k-enésimo autovalor
e+ Yi(pr)[B] =0 (1.26)
Para os autovalores p;.1,2.... .n, a Eq.(1.26) se torna

(e e+ em)+[¥1(p1) Walp2) -+ ¥a(pa)] (B =0
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Rty ~ v ey & v % 51 4
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Figura 1.6 Retroalimentagao do Observador e Estado

Entao,

[Bcl = [¢1(P1)T IZJZ(,OZ)T * wn(pn)T]—l [e?; e?g T eT (127)

in

Uma simulagao do diagrama sobre todo o sistema é mostrado na Fig.
1.6. Todo o sistema torna-se de ordem 2n, e o procedimento de desenho consiste
em determinar [I,] e [B.] de forma que o desenvolvimento do sistema requerido
seja satisfeito. De acordo com o principio de separacao 7], a matriz [A.] pode ser
determinada para satisfazer os outros n autovalores, desde que os autovalores de

todo o sistema seja a soma de ambos autovalores.
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2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos os modelos para o deslocamento vertical
de uma viga formuladas segundo Euler-Bernoulli e Timoshenko. Uma ponte de um
s6 vao sob efeito de uma carga concentrada ¢ modelado como uma viga com suporte

simples.

2.2 Equacao da viga de Euler-Bernoulli
A vibragao da viga na diregao perpendicular a sua longitude é consi-

derada. tais vibragbes sao chamadas frequentemente de vibragdes transversais ou

flexural, porque eles movem transversalmente a longitude da viga.

w(z,t)
Y
ey L
hy z

| z

L

!
Rl

M(z,t) + PE g,

oV(x,t)
—z 4T

Figura 2.1 Vibragao Transversal de uma Viga e Diagrama de Corpo Livre de um
Elemento pequeno da Viga quando € deformado por uma Forca Distri-
buida por Unidade de Longitude, f(z,1)

15

UFRES |
ﬁgrmns DE _mam:ﬁrg:xs
RIBLIOTECA seToRIAL DR
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A figura 2.1 ilustra uma viga com a diregdo transversal de vibragao
indicada [i.c., a deflexdo, w(z.t), estd na diregdo y]. A viga é de corte transversal
retangular A(z) com largura h,, espesura h., e comprimento [. Também associada
com a viga esta a rigidez flexural El(2), donde E é o mddulo de elasticidade de
Young da viga e I(z) ¢ o momento de inércia da area transversal da viga ao redor
do eixo z. De mecanica dos materiais, a viga mantém um momento flexural M(z,1)

o qual estd ligado a deflexdo da viga, ou deformagéo flexural, w(z, 1), por

D*w(z,t)

M(z,t) = El(z) 507

(2.1)
O modelo de vibragao flexural pode derivar-se do exame do diagrama de forcas
de um elemento infinitesimal da viga como indica a figura 2.1. Assumindo que a
deformagao seja bastante pequena tal que a deformagao de cisalhamento seja menor
que w(z,t) (i.e., tanto que os lados do elemento dz nao se dobra), a soma de forgas
na diregao y da

aV(z,t) Tazw(:r,t)

(V(m,t) + —d:c) — V(z,t)+ f(z,t)dz = pA(z)d: 5% (2.2)

oz

Aqui V/(z,1) é a forca de cisalhamento no extremo esquerdo do elemento dz, V' (x,t)+
Vz(z,t)dz é a forca de cisalhamento no extremo direito do elemento dz, f(z,t) é
a forca externa total ao elemento por unidade de comprimento e o termo do lado
direito da igualdade é a forca inercial do elemento. A suposi¢do de pequena de-
formagao de cisalhamento usado no balanco de forgas da equagao (2.2) é certo se

l/h: > 10 l/h, > 10 (i.e., para uma viga delgada comprida).
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A seguir. os momentos atuam sobre o elemento dr ao redor do eixo z

pelo ponto () sdao somados. Este da

IM
[1\4(.r,f)+(——a%c—{—)dr] — M(z,t) + [1 (z.1) + ai(g )dl] + !.f(:::,.s)d.—:-]%:ﬂ

(2.3)

Aqui o lado esquerdo da equagao é zero dado que este é também assumido que a

inercia rotacional do elemento dx é insignificante. Simplificando esta equacao da

AOM (z,t " oV (z, i z,t o
[_8%”__)“ [x,i)] a5 % [ éﬁ )4 ”2 )] (dz)? =0 (2.4)

Como dzx é assumido ser muito pequeno, (dz)? é assumido como zero, assim esta
expresao de momento dé (dz € pequena, mas nao zero)

V(z,1) = —@‘g’—tl (2.5)

Esta afirma que a forga de cisalhamento é proporcional a mudanca espacial no
momento flexural. A substitu¢ao desta expresao pela forca de cisalhamento na

equacao (2.2) da

2 2
_a—[M (e, O)]de + f(a,t)dz = pA(I)dT?—“é%Q (2.6)
mais a substitu¢ao da equagao (2.1) na (2.6) e dividindo por dx da
Pw(z,t) O? L OPw(x,t)]
pAl(z,t) a1 + 922 [Ef(’l)"—éTT- = f{=z.1) (2:7)

Se a forca externa nao é aplicada tal que f(z,t) = 0 ese EI(z) e A(x) sao assumidos

como constantes, a Eq.(2.7) simplifica-se como vibragao livre cuja equagao esta

w;'ce:ms DE B\BL\OTEcas -
3131.10:5@ ETORIAL DE MATEMA
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governada por

0*w(z,1) & CQ(')*w(a:,t] Sl EI
ot? gzt ¢ ™ pA

(2.8)

As condigoes de fronteira mais encontradas frequentemente em andlisesde vibracao

de uma viga de Bernoulli-Euler sao as seguintes:

Se uma viga em vibracdo transversal for livre em um dos extremos,
a deflexao e decaimento naquele extremo nao serao restringidos, mas o momento

flexural e a forca de cisalhamento se anulam:

0*w
(2.9)
a w
5; [E]Er—z—] (0,{) =0

Se, o extremo da viga estd fixo, o momento flexural e a forca de cisalhamento nao

sao restringidas, mas a deflexao e o decaimento se anulam no extremo:

w(0,¢) =0
(2.10)

ow

Num suporte simples, o decaimento e a for¢a de cisalhamento sdo irrestringidas e a

deflexdo e 0 momento flexural se anulam:

w(0,t) =0
(2.11)
*w
BI=(0,t)=0
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M+ oM

ML L e

Figura 2.2 Efeitos da Deformacao de Cisalhamento sobre o Elemento transversal
da viga

2.3 Modelo de Timoshenko

O modelo da vibracao transversal da viga apresentada na equagao (2.7)
ignora os efeitos da deformagao de cisalhamento e a inércia rotacional. Aqueles
efeitos sao considerados a seguir. Como a viga torna-se que.bradi(;a, o efeito da
deformacao de cisalhamento torna-se evidente. Isto esta ilustrado na figura 2.2, no

qual é uma repetigao do elemento dz da figura 2.1 com deformagao incluida.

Referindo-se a figura, a linha OA é que atravessa o centro do elemento
dz perpendicular a face no lado direito. A linha OB, da mesma maneira, é a linha

que atravessa o centro tangente a linha central da viga, a linha OC central da viga

por enquanto em repouso.

dy(z,1)
dz

EI = M(z,1) (2.12)

e a equacao da forga de cisalhamento converte-se em

dw(z,1)

T

K2AG |¥(z,t) — = V(z,1) (2.13)

Onde E, I, A, ¥, V e M sao definidas previamente, G é o mddulo de cisalhamento

e k% é um fator adimensional que depende da forma da area da secgao-transversal.
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A constante x? se chama coeficiente de cisalhamento. Como no caso da equacao

(2.2). a dinamica de balanco de forcas da

2 ?
p.--‘-i(.’c)dt,-a—iué%i—) [V{ ¥ g{gj—"—t—)dm] +V(a. )+ f(z.t)de  (2.14)

Se a inércia rotacional é incluida. entao o balango de momentos sobre dz previamente

dados pela equagao (2.8) converte-se em

2 /
% = [M(:::,t) + @%—j’—”dm] — M(z,t)

+ [V(:r:, t) + ————avéz’”

pl(z)dzx

2

d:::] dz + f(x,t)d;: (2.15)

Substitucdo das equagdes (2.12) e (2.13) nas equagoes (2.14) e (2.15) resulta duas

equagoes acopladas

o 8%
N [EI ] Kk?AG (— ~ al)) =z (2.16)
]
0 0 A*w
= [ 240G (_w _¢)] + f(z,1) = pA—r (2.17)

que governam a vibragao de uma viga incluindo os efeitos de inércia rotacional e a
deformagao de cisalhamento. Assumindo que os coeficientes sao todos constantes,
¥(z,t) pode ser eliminada e as equagoes acopladas podem ser reduzidas a uma 1inica

equagao de vibragao de vigas uniformes. Isto é

9w 0w ow  EI & , O
Bl (f or 6t2) ~ Pl orer T wGADe (f e azi)

pl 0? 32
- g (I~ rhgm) =0 @19
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Da equacgao (2.18). é possivel identificar os termos da teoria de Bernoulli-Euler,
Eq. (2.7). e a corregao de termos devido a deformacao de cisalhamento e a inércia

rotacional. Com [ = (. temos:

El

M &% (1 L o ) e B ,()2[ e = h (2‘19)

90 TP G ) 9229 T 3G g0

A equacgao (2.19) esta sujeito a quatro condicoes iniciais e quatro condicoes de fron-

teira. Para um extremo fixado. as condicoes de fronteira convertem-se em:

©(0,1) = w(0,t) =0 (

o
o
S

T

Num extremo simplesmente suportado, converte-se em

E’L’(U {) _
T w(0,1) (2.21)

e num extremo livre converte-se em

I
]

ow o
i3 1 _ - ¢ ¢
2AG (— ¢> BIS- =0 (2.22)

A Eq.(2.8) é chamada modelo da viga de Euler-Bernoulli ou modelo da viga classica

e a Eq.(2.19) é chamada modelo da viga de Timoshenko.

A seguir considera-se o amortecimento na vibracdo de uma viga. A
equacao de movimento para uma viga com amortecimento da viscosidade de ar

(externa) e o amortecimento da razao de fadiga (interna) é

d*w(z.1)

pAwy(z,1) + ywi(x,t) + 3 072

d° [lajw(a, !)} d*

dx? dx2ot dz? [E!

:‘ =0 (2.23)

(ch
S‘.‘."F"[F.i‘ﬁ:\."-‘.
RIELIOY FCA SRl
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a — " afly =

Figura 2.3 Mecanismo de Controle

‘ a 1 a
_A_ A =
AAI \ | 7477

7/ %’_\ L&\/l/ /;
—"'[ 4 "—\ € = itanﬂ; “—"\ {t/*jfz = Hﬂﬂgg

Figura 2.4 Deformagao da Viga

t

2.4 Modelagem de uma ponte

Consideremos uma ponte de um sé vao, idealizado por uma viga de
Euler-Bernoulli forcada com suporte simples com rigidez flexural constante EJ e
vao L, sob efeito de uma carga concentrada, de um veiculo, de magnitude constante
fo, movendo-se com velocidade constante . O controle de mecanismo mostrado na
figura 2.3 é usado para o controle da vibracido de pontes. Um controle 6timo de
lago fechado seria determinado assumindo um andar suave da ponte e esquecendo
da forca normal causada pelo mecanismo de controle assim como da inércia devida

carga movil. Da figura 2.4, obtemos a seguinte equacao de movimento:

4 2

Efb-:r—: -+ m@_i; = fod(a —vt)+ M(t)§' (2 —a) — 1'1'[(?5)5’(:1‘ ~ i) (

bo
o]
N
™
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Onde

E=mdédulo de Young:

I=momento de inércia da segao da ponte;
m=massa por unidade de comprimento;
a=distancia do poste ao suporte mais proximo:
L=vao da ponte: e

z=deslocamento lateral,

v= a velocidade da carga mével. O controle de momento é

M(t) = Slu(t) + lz'(a,t) = IZ'(L — a,t)] (3

[
1o
L5 ]

onde

S=rigidez da mola;

|=comprimento do poste.

#(a,)=% =

(L= a,t)=Flems

Na Eq.(2.25), o primeiro termo entre colchete no lado direito, u(t), representa a
elongagao ou redugédo na mola devido ao mecanismo de controle. e os outros dois
termos representam a elongacao ou reducgao adicional devido a deformagao da viga.

Aqui § denota a funcdo delta de Dirac

No modelo. sao considerados as condigoes de fronteira:

2(0,1) = 0; 2 L) =0 -
P alwt) -0 agz(a:.t)l —0 (2.26)
‘aT z=0 = U; T z=L =
e
as condigoes iniciais:
dz(z,1 -
z(z,0) = 0; E?i )lt=0“0 (2:27)
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2.5 Solucao modal

Consideremos a solugao de (2.24) na forma modal

s(x,0) =) () A;(t) (2.

SV
o
[o2s]

onde A;=coordenada generalizada do modo j: e ¢;(z) = sen(yrz/L) é j-enésimo

modo. isto é:

49i(@)

El o= —wfmqu(;r) () e=tlse] (2.29)

¢;(x) satisfaz as quatro condicdes de fronteira nos extremos da viga, Eq. (2.26).

Assim

z(z, 1) = Zsen(j—z‘i)Aj(z) (2.30)

Para obter as coordenadas A;, substituimos na Eq.(2.24). resultando

EIZ(.?W ) sen( 4(t]+sten Aj(t)=

(2.31)
fod(x —vt)+ M(t)§'(z —a) — M(1)§'(z = L + a)
A equacgao pode escrever-se
= jarr:r.
El Zw‘?sen(T ) + Z sen(=—)A;(1)
i=1 (2.32)
= Zp(z,1)
m
STEMAS O T o
%\BL\OYEC
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onde p(x.t) = fod(w—vit)+ M{1)d'(w—a)—M(1)d'(x— L+a). Multiplicando ambos

lados da Eq.(2.32) por sen(kxx/L) (k=1.2....). e integrando entre 0 e L,

S L T krzx
E!E w'j.&_,-(i)/u .selr?(';“{1 }scn(—Ll)d:r
i=1 :
o T i
- IR, kwa
+3Z=1::13“)./0 sen( 7 ].sen(—L—)d.r
1 kma
= — Lid _— 2 (2.3:
=g p(.r.i]sen( I )d: (2.33)

Em vista do fato de que as fungoes sen(kmz/L) (k=1,2....), satis-

fazem as seguintes relacoes de ortogonalidade
L : i
/ sen (‘2%) sen (}Hﬂ) dr =0 J#k
0 L (2.34)

obtemos as seguintes equagoes modais:

m

; 2 [* '
| ) jrx
Aj +wiA(t) = _L/o pla.t)sen (—L‘"

I
2
=3
(Y
[J%
(14

Onde

L ;
ﬁ plx.t)sen (J—EE) dz =
. jma k )T
/ fod(x — vt)sen (—) dz +f M(t)d'(a — a)sen (-——-)
0 L 0 L
®

d
L iT
—f M()'(x — L + a)sen (T) de  (2.36)
0
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Das propriedades da funcao delta:

f:\ S(x)dr =1
E\; d(x —a)f(z)dr = f(a) (2.37)
J? 8(x = €)f(2)dz = f(€);€ €< ab>

Para a n-ésima derivada generalizada da funcao delta de Dirac:

b
[ 8= )f@)ds = (-1 )€ €< ab> (2.38)
resulta:
L . . . .
/0 plz,l)sen (%E) dx = fosen (J?I/i) — M(t) (%) cos (%E) 1+ (=1)7)
(2.39)
Das Egs. (2.25), (2.39), (2.33), resulta:

2fo Jjmv

A + wj 2A;(1) = g sen (Tt)

HSEJT'

=[1~ (=1)’]cos (%) [u(t) + =" (a,t) = (L — a.t)] (2.40)

Neste trabalho. nossa atencao sera denotada as equacoes dos trés pri-

meros modos:

A +w?A(t) = m—tsenﬂ t — By[u(t)+ '(a,t) = lZ'(L — a,t)) (2.41)
i )
A +w2Ay(t) = ;;—‘-%.senﬂgi (2.42)
o . B 2o ,
Az 4+ wiAs(t) = -T;E.senﬂgf Bs[u(t) + l2'(a,t) = IZ'(L = a,t)] (2.43)
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no qual

Q,=ymv/L:

B;=(451j7)/(mL*)cos(jma/L) para j impar;
B;=0 para j par.

A freqiliéncia natural w; é obtido de

Das Eqs (2.41), (2.42), (2.43) e (2.28) resulta

. 9

-41 o Ldel(t) = ;%se?lﬂlf - B] [u(f) -+ C«‘]A.l(f) -+ 6*3‘13()5)]
; 2
Az +wlAs(t) = m—)}"senﬂgt

f;i:; + w§A3(t) =

9
mfzsenﬂgi — Bsfu(t) + C1Ai(1) + CsAs(t)]

onde

C; = (2lyz/L)cos(yma/L); para j impar

C; =0;para j par



3 LOCALIZACAO OTIMA DOS
ATUADORES E SENSORES

3.1 Introducao

Uma proposta para a determinacao das localizacoes do atuador e sen-
sor no controle de movimento de estruturas flexiveis, pode ser considerada antes
que uma estratégia de controle seja desenvolvida. Esta proposta depende de certas
medidas quantitativas do grau de controlabilidade e observabilidade baseado sobre
os gramianos de controlabilidade e observabilidade.

Este critério é atingido pela consideragao de energias da entrada e saida através
de condigoes de perturbagoes transitorias e persistentes. O critério proposto de
otimizagao para as localizagoes do sensor e atuador fornece um balanco entre a im-
portincia dos modos de ordem inferior e ordem superior. Uma vez que as solucoes
da forma fechada para estruturas flexiveis podem ser obtidas através do uso de gra-
mianos, o método ndo é computacionalmente intensivo, requerendo somente a deter-
minagao dos autovalores dos gramianos correspondentes a cada passo de otimizacao.
Estes autovalores podem ser obtidos em forma fechada quando o amortecimento es-
trutural é pequeno e as frequiiéncias naturais sao distintas e bem espacadas. Neste
caso os atuadores de forgas e os sensores de velocidades sao achados e colocados. O

método é ilustrado para uma ponte de um sé vao (uma simples viga de suporte).

28
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3.2 Modelo do sistema

Consideramos uma classe de sistemas de parametros distribuidos des-

crito pela equacao diferencial parcial (equagao de onda generalizada)[31]:

O*w( P, t)

ow(P.1)
ot? ;

M(P) T

+ 2¢[M(P)L)? [ ] + L{w(P,t)] = F(P.t) (3.1)
sobre um dominio compacto D. Acima, w(P, 1) se refere ao deslocamento da es-
trutura com respeito a posi¢ao de equilibrio; é uma fungao da variavel espacial P
e do tempo {. O termo nao-homogéneo F'( P, 1) se refere a distribugao da forca ex-
terna. O operador £ é um operador diferencial linear nao negativo e auto-adjunto
homogéneo consistindo de derivadas de ordem 2¢ com respeito a coordenada espa-
cial P mas nao com respeito ao tempo; o qual representa a distribucio de rigidez do
sistema. A densidade de massa M(P) é uma fungao definida positiva da localizagao
P. Sem perda de generalidade pode ser assumida que M(P) = 1, mas M(P) é
conservado no seguinte desenvolvimento para distinguir entre a massa do sistema e
as propriedades de rigidez. E assumido que o controle é realizado essencialmente por
p atuadores pontuais atuando essencialmente em localizagoes P; (j = 1,2,...,p).

Portanto

F(P,t)= &P - P;)f(t), (3.2)

=1

onde f;(t), 7 =1,...,p sdo forcas de atuadores. A estrutura satisfaz g condigoes de

contorno:
Bi(w(P, 1)) =0, k=120 .40 (3.3)

onde B; sao operadores diferenciais homogeneos lineares que contendo derivadas

normais ao contorno e ao longo da fronteira de ordem de 2¢ — 1.
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Conforme o teorema de expansao [31]. a solugio para a Eq.(3.1) pode

ser representada como a série:
w(P.t) =Y @i P)ni(t), (3.4)
1=}

onde 7;(t) sdo coordenadas modais e ®;(P) sao autofungoes. As autofuncées sao
solucoes do problema de autovalor consistindo da equacao diferencial

L(®(P)) = w*M(P)®(P) e

satisfaz as condigoes de contorno

Bul®(P)) =0, b=L2...a8

A solugéo resulta ser um conjunto infinito de autofuncoes ®;(P) correspondente as

freqiéncias naturais w;. As autofungoes satisfazem a condigao de ortogonalidade e

podem ser normalizadas como

f M(P)®,.(P)®,(P)dP = é,, (3.5)
D
para cada r, s =1,2,..., onde §,, € a funcdo delta de Kronecker. Além disso,
[ o(PI(@.(P)IP = b (3.6)
D

O termo forca do lado direito da Eq. 3.1 pode ser expandido em uma série de ®;(P):

F(P,t) =)  M(P)®(P)Qi(t), (3.7)

i=1

onde a forga generalizada @;(t) associada com a coordenada generalizada 7;(t) po-

dem ser achadas de:

Qilt) = /D B(P)F(P,OAP = 3" (P f(1) (3.3)
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onde Q;(!) foi achada da Eq. (3.2). da propriedade da funcao delta de Dirac, Eq.
(2.37). e das condigoes de ortogonalidade. Eq. (3.5). Introduzindo as representagcoes
de series (3.4) e (3.7) na Eq.(3.1) e usando o procedimento de ortogonalizacao padrao
(multiplicando a Eq.(3.1) por w;(P). integrando sobre o dominio ) e usando as
relacoes de ortogonalidade (3.5) e (3.6), a Eq.(3.1) pode ser substituido por um

conjunto infinito de equagoes diferenciais ordinarias:
i+ 2Cwim; + win = Qi Z(I) =120 . (3.9)

Note que realmente (; = ( para cada ? resulta da Eq.(3.1) mas (; é usado na Eq.(3.9)
para explicar diferentes modelos de amortecimento. Visto que os modos de ordem
superior (ou sejai > n para algum n grande) nao sao adequados para serem excitados
na pratica e tipicamente exibem um amortecimento estrutural elevado, eles podem

ser desprezados em uma analise aproximada. Definindo os vetores de estado e de

entrada como

X = [?}hwl?}'la---1?-?71-“"11??71]?.1 u = [fls--- sfP]T-, (310)

produz a representacao de estado da Eq. (3.9).

x = [A]x + [B]u, (3.11)
onde
(o,(P) - @,(Pp)\
0 0
_ggfu"f —W )
[A] = diag(Ai). [A] = | s 1 [B] =
‘ O.(P) 0 Ba(Py)
\ 0 0 )

e \OTECAS
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3.3 Localizacao do atuador

Em muitas aplicagdes, a estrutura pode ser perturbada por dois tipos
de entradas externas: (1) uma perturbac¢ao transitoria (termo curto), cujo efeito no
qual pode ser descrito por uma mudanga nas condigoes iniciais; (2) uma perturbagao
excitada persistentemente. No primeiro caso o propdsito do controle € retornar o
sistema do estado perturbado para o estado desejado num tempo dado (nao neces-
sariamente finito), usando no controle a menor possibilidade de esfor¢o. No segundo
caso, os atuadores minimizariam o efeito da perturbagao sobre o movimento da

estrutura medida durante um longo periodo de tempo.

Sob certas condigoes, o critério para a distribuicao dos atuadores pode
ser quase o mesmo para ambos os tipos de perturbagées. Na discussiao seguinte néds

descreveremos cada caso em maiores detalles.

LOCALIZAGAO DO ATUADOR SOB PERTURBAGAO TRANSITORIA

Vamos supor que devido a algumas perturbagoes o vetor de estado de
um sistema descrito pela Eq.(3.11) foi perturbado de forma que a condicao inicial
x(0)=xo se mantém. Na colocagao dos atuadores é desejavel minimizar a energia
de controle requerida para trazer o sistema ao estado desejado x(7') = xt depois de
algum tempo 7'. Isto pode ser realizado pela seguinte consideragao do problema de
energia minima [32]:

Minimizar
¢ i
) = f u” (t)u(t)dt, (3.13)
]

sujeito a x(0)=xg, X(T)=xr e a equagao de estado (3.11). Este é um problema de
controle 6timo linear quadratico com tempo terminal fixado e estado terminal fixado

[9]. A solucdo 6tima é dada por

up(t) = —[B) el T=9[W]=1(T)(eTx, — x7), (3.14)
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onde [IW](.) é gramiano de controlabilidade. definido por
[(W](t) = | [0 | e (B](B) e dr - (3.15)
Sob a lei de controle (3.14), a energia de controle é
Jo = (exq — x7)T[(W]™(T)(eMTx — x7) - (3.16)

Para examinar a dependéncia de [W](7') no tempo, note que a matriz de transicao,

Eq. (3.12), para o sistema descrito pela Eq. (3.11) é
eldlt — diag(e[‘q']'),
com

— coswhil — (Giw; Jwhai)senwy;t —(wifwhi)senwpit

(At _ .

e

3

(wi[whi)senws;t coswpit + (Giw;/iwni ) senwp;t

(3.17)

onde whi=w;y/1 — (? é a freqiiéncia natural amortecida. Portanto. se (; > 0 para
todo : = 1,2,... .n nesse caso o integrando da Eq.(3.15) decrescera pelo menos
tao rapido quanto a funcdo exponencial e 2! onde (pwyr < (i para todo 7 =

1,2,... ,n. E conhecido[32] que [W](t) satisfaz
(W) = [AIW](1) + [(W]()[A]" + [BI[B]", (3.18)

e quando [A] é uma matriz assintoticamente estavel, [W](¢) converge a um estado

estacionario [I17]. o qual é a solugao da equacao de Lyapunov

[A) (W] + [We)[A)]" + [B][B]" =0- (3.19)
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Da relacao
(W] = / " e[ B)(B)TeM dr = [WY(T) + /F T BB M g (3.20)
Jo :
resulta que, depois de algumas manipulagoes simples:
(W)(T) = (W] — eI Jel"T, (3.21)

onde el1” nio depende da localizacio do atuador e ||el7|| = 0 com T — oo,
quando [A] é assintoticamente estével. Por causa da forma da matriz eM!” a qual
esta unida com elementos que exibem comportamentos oscilatorios envolvidos por
funcdes exponenciais, algumas escolhas do tempo T podem suprimir os efeitos de
alguns modos em [W](T') enquanto atenuam o efeito de outros. Como resultado, a
solugdao para o problema de distribuicao do atuador dependera do tempo T o qual
para uma grande extensdo deve ser selecionado arbitrariamente. Para eliminar esta
dependeéncia da solu¢ao em T, consideramos uma solucao de estado estacionario
com o gramiano de controlabilidade . [W.], que satisfaz a Eq.(3.19) para sistemas
assintoticamente estaveis. Para estruturas sem amortecimento, a Eq.(3.19) nao pode

ser aplicada. Neste caso. contudo. a Eq.(3.17) simplifica-se para:

coswil —senw;t
it (3.22)

senw;t  cosw;t

e
e o gramiano [W](T') pode ser achado em forma fechada da Eq. (3.15). Para sistemas
com frequiéncias naturais distintas, obtemos

sen(w; —wi)T = sen(w; + w;)T

; 3ii W — Wy + Wi + Wy
(Wil(T) = 9 1 — cos(w; — cf.:_,—)T 1 — cos(w; + w;)T
Wi —wy + Wy —+ Wy
—1 + cos(w; — w;)T e cos(w; + w;)T
Wi — wj Wi T W (3.23)
sen(w; —w;)T  sen(w; +w;)T :
Wy — Wy - Wi+ wy

(ch]
lggﬁms DE B‘.BL\OTE::SMA -
RIBLIOTECA SETORIAL TEMA
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para &£ Fodif = LB ouq i GBUE
}l
= Bi(P)P;(P,). (3.24)

e [Wy](T) veferir-se a (i,j)-enésima submatriz de [IW](7'). Também.

| — cos2uw;T 1 — cos2w; T
iy 2wy 2w
Wal(T) = = - (3.25)
B 1 — cos2w;T _1- cosZ..u T

S

observe-se que como T — oc a matriz [W](T') torna-se ilimitada neste caso e é
diagonal dominante para T grande.

PERTURBAGAO PERSISTENTE

No caso de uma perturbagao persistente, a distribui¢dao dos atuadores garantiria que
o comportamento do sistema de estado estaciondrio seria afetado em maior grau
possivel pelos atuadores, para suprimir o efeito das perturbagées. Em particular,
a energia transmitida dos atuadores a todos os modos estruturais seria tao grande

quanto possivel (sob restri¢oes do atuador de energia).

Para avaliar esta contribuicao de energia, usamos analises de covarianga.
Suponha-se que os sinais generados pelos atuadores individuais sao (dentro de uma
banda de freqiiéncia considerada) processos de ruido branco que estdo mutuamente

incorrelacionados e tem a matriz de covariancia

E{u(t)u’(7)} = [U]8(t — 7). (3.26)

onde [] ¢ uma matriz diagonal definida positiva (intensidade de ruido). Quando
todos os atuadores tenham os mesmos requerimentos de energia entao pode ser

assumido que []=[I]. onde [I] é a matriz de identidade.
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As energias cinética e potencial do sistema (3.1) sdao dadas por [31]:

1

Ep = 3/ M(P)i*(P,t)dP, E,= l)f w( P, ) Liw(P,1))dP - (3.27)
D D

&S =

Usando a expansao (3.4), a linearidade do operador L e depois as relagoes de orto-

gonalidade (3.5) e (3.6), ¢ possivel demonstrar que

I 1~ 4
Bi=5) i), Ey=35) «in() (3.28)
=1 =1

isto é, o sistema de energia pode ser expressado como uma soma de contribuigoes
de cada modo. Considerando o sistema truncado (3.11) (incluindo n modos) sob
excitacdo de ruido branco, o comportamento do sistema de estado estacionario ca-

racterizado pela matriz covariancia de estado
Efx(t)x"(t)] = [X](t) (3.29)
é descrito pela equagéo [9]:
[A)[x] + [X)[A) + [BIU[B]" = 0. (3.30)

o qual é exatamente a mesma como a Eq. (3.19) quando [U] = [I].

Tomando vantagem da estrutura da matriz [4], podemos estabelecer

que para [U] = [I], os elementos diagonais de [X'], A}; sao dados por

*’Y2£—l,2i—l = ‘1’2‘5.2:' = '4"?:_;;: 1= 1$2'.-- sy Tl (331)
onde 3;; = f;=, ®?(P,) segundo a Eq. (3.24). Portanto. os valores esperados das

energias cinética e potencial sao, respectivamente,

1 n ) 1 n ] 1 n »
E{E} = 3 Z E@?) = 5 Z;lzi-mi-: =% Z m, (3.32)
i=1 i=1 el

i=1
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T

. ] o . 1 o ., l 3 :
B{E)} =5 Ewil) =5 Anai=3) — (3.33)
= =1 T =1 .

EToT
1=1 i

e a esperanca da energia total é

E{E;} = 1—];:3—“ (3.34)
é visto da expressao (3.34) que. assim como as energias cinética e potencial da
estrutura, a energia total € a soma das contribuicoes de cada modo, calculada inde-
pendentemente.
RELACéES ENTRE O GRAMIANO DE CONTROLABILIDADE E A
EXPRESSAO DE ENERGIA

Dirigimos a questao do relacionamento entre a expressao de energia
obtida na secdo anterior e os autovalores do gramiano de controlabilidade. Particio-

nando o gramiano [W,] conforme:

[”11] ["V]_Q] . [I‘I"ln]
my=| : ¢ i i |, (3.35)
W] Waa] ovr [Wa]

onde [Wy], i = 1,2,... ,n, j = 1,2,...,n, sdo matrizes de 2 x 2 e usando em
particular as estruturas das matrizes [A] e [B] (Egs.(3.12)). a Eq.(3.19) pode ser

resolvida na forma fechada[l7]. O resultado é

s

. Qw,w-(g}-..u- B L;‘w,') w-(w? e wf) i
[Wis] = i : e % (3.36)
—L:...‘,'(;..:.‘; — Wi ) ?,;:.‘,';.a.‘j(l'._.,';..u‘; - jS'-b'j) ai;
onde
dij = dwiw;j(Giwi + Gw;)(Gws + Gwi) + (wf — wf)?, (3.37)

e f;; é dada pela Eq.(3.24).
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Quando as razoes de amortecimento (,. 7 = 1.2.....n. sao pequenas
e as freqliéncias naturais w; sdo bem espagadas. a Eq.(3.37) aproxima-se por d;; =
(w? — w?)? para 1 # j e di = 16w(}. Dai que a matriz diagonal de blocos do

gramiano de controlabilidade simplica-se como

3 Bl
(W] = diag (L £ ) — (3.38)

Aiw; " AGw;

CRITERIO PROPOSTO PARA A LOCALIZACAO DO ATUADOR

Para o caso de perturbagao persistente. o critério proposto [19] para o

indice de desempenho PT é:

n n 1/n
pr=2(y &) (Ile) (3.39)
i=1 i=1
na qual & denota o valor medio da energia total do i-enésimo modo dado por

<,
g

_ B ;
=Rtk (3.40)

Para o caso de perturbagao transitoria, o criterio proposto [19] para o indice de

desempenho PI é:

Pl = (gz ,\j) (ﬁ(,\j)) mn, (3.41)

=1 1=1
onde A; denota o autovalor do gramiano de controlabilidade [I¥/].

Quando as razoes de amortecimento ¢; sao pequenas e as freqgliéncias

naturais da estrutura sao bem espacadas entao

Agic1 = Ay = &, (3.42)

e os critérios (3.37) e (3.39) sao idénticos.

UFRGS
s
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3.4 Localizacao do sensor

Consideramos o sistema definido em (3.1). Suponhamos que r desloca-
mentos w(FP,.1). ¢ =1.2.... ,r sdo medidos em r pontos P;. P,.... . P. da estrutura.
Usando a expansao truncada (3.4), e as variaveis de estado{3.10). a equacao de saida

resulta:

y(t) = [Calx(1), (3.43)

onde y({) é um vetor de saida r-dimensional e [Cy] € R™*?" ¢ dada por

0 ®(P)jwr ... 0 ®u(Py)/ewn
(Ci] = 0 q’i(P?)/wl 0 ‘Pn(P.z)/h-‘n (3.44)
0 ®(P)fwy ... 0 ®u(P)/wn

Se as r velocidades antes que as posicoes sao medidas, entao a equacgio saida é

y(t) = [C]x(1), (3.45)
onde
() 0 ®.(Py) 0
B 1(P) 0 q»,l(‘m o o
®y(P,) 0 tbn['P,) 0

Se os deslocamentos e velocidades sao ambos medidos. entao a matriz [C'] tornar-se

uma combinagao de [Cy] e [C,].
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Se o sistema ¢ liberado do estado inicial x(0) = xg com u(¢{) = 0.1 > 0.

entao a energia de saida é [18]:

foo y' )y (t)dt = x5 [Q]xo, (3.47)
0

onde [Q] é matriz de observabilidade. Pode ser visto que a matriz de observabilidade
¢ quase singular entao algumas condigoes iniciais terao efeito sobre a saida.

A matriz gramiano [Q] é definido como
Q] = fc m )T [C) e it (3.48)
e para sistemas assintoticamente estavel, este satisfaz a equagao de Lyapunov [32]:
[A[Q] + [Q)[A] + [C][C] = 0- (3.49)

Seguindo a aproximacao usada pelo gramiano de controlabilidade, i.e, particionando
[@Q] e usando as estruturas das matrizes [A] e [C], as solugdes na forma fechada podem

ser obtidas. No caso de medidas do deslocamento,

Qw,-w-ei WYy 4(;':.:\."6,“ s (w? = wf .
[Qis] = . ' Jz 2 [3 ' J : J— . . &’ (3.50)
wildGuwiei; — (Wi —w})] 2(wi + Gw)) + 8(iGwiwse; | Y

onde d;; é dada pela Eq. (3.37) e

r

agp= Y MR,

wiw; €ij = Ciwi + (w; - (3.51)
k=1
Quando as velocidades sao medidas,
wiwj(Gws + Gwi)  —wiw! —w?) )\ ey
[Q:J] = 5 4 ) ’ _ 'a‘_-‘l?—, (3 52)
—wi(wf —wy) 2uww;(Gwi + Cw;) ]
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com

Cyig

O,( P (Py) - (3.53)

k=1

Quando ambos, posicoes e velocidades sao medidas. entao a matriz [C']" = ([C4]T  [C,)7).

e pode ser facilmente demonstrado que o gramiano obtido para este caso é a soma

dos gramianos considerados acima, pois

[C17IC] = [CaT[Cd) + [CL]T(CL)-

Podemos mostrar diretamente que quando o amortecimento ¢ pequeno
e todas as freqiéncias naturais sao bem espacadas. os gramianos sao dominados

pelos elementos diagonais

’ Cdii  Cdii ;
5 = 9 - b
[Qi] = diag (4(’_’_ G l_) , e= 12 J T, (3.54)

quando as posigoes sao medidas, e por

[Qi] = diag (—L C_‘f"’_), i=12....,n (3.55)

quando as velocidades sdo medidas. Neste caso

n

Cii
x5 [Qlxo = Z h,—u.( 0241+ To2i)s (3.56)

&5 Ty

onde c¢ii=cgii. Cpii OU €gi; + Cuii, dependendo se os deslocamentos. velocidades ou am-
bas sao medidas e xga;_1. T2 referem aos componentes do vetor de estado inicial
Xg. Para produzir uma grande energia de saida para qualquer estado inicial, todo os
termos diagonais de [Q] assim como sua soma tem que ser grande. No caso geral, os
termos diagonais seriam substituidos pelos autovalores. Comparando as Eqgs. (3.55)
e (3.53) com (3.38) e (3.24), isto pode ser visto que no caso de medicoes de veloci-
dade, os autovalores da matriz gramiano de observabilidade e a matriz gramiano de

controlabilidade sao os mesmos para estruturas altamente amortecidas com modos

urres
SISTEMAS U= = 2
g IOTECA SEIVE

~rer i
= ne BBLIOI A
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bem separados. Agora consideramos o sistema descrito pela [£q.(3.1). sujeito a per-
turbacgao persistente. Supo-se que esta perturbacao esta distribuida espacialmente

com processo de ruido branco, isto é

F(P,t) = [(P)¢(1), (3.57)

onde £() ¢ um ruido branco com intensidade unitdria. Assumiremos mais adiante

que a distribuicao espacial f(P) é tal que primeiros n modos sao excitados com igual

intensidade. Esta condigao é satisfeita pela escolha

J(P)=M(P)}_ @;(P) (3.58)
pois entao
Qi(t) = ¢(t) (3.59)

conseguidas das Egs. (3.57), (3.58), (3.8) e (3.5). O sistema é agora descrito pela
Eq.(3.9), com @Q; dado pela Eq.(3.59). Este é um sistema linear, acionado por um

processo de ruido branco. O valor minimo quadrado do sistema saida é
E{y"(t)y(t)} = E{x" (1)[C]"[CIx()} = tr{([C1"[C])[X]()}, (3.60)

onde [X](t) & matriz de covarianga para o vetor de estado (Eq.(3.29)). Em estado
estaciondrio, a matrix [X](f) tornar-se invariante no tempo e satisfaz a equagao de

Lyapunov

[A][X] + [X][A]" + bbT =0, (3.61)
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com [A] dada pela Eq.(3.12) e b dada por

B=l1 % 1L 0 «. 3 T+ (3.62)

Como a Eq.(3.61) tem a mesma estrutura que Eq.(3.19), a solugao para [.X;;] (a qual
é uma submatriz 2 x 2 de [X]) é dada pela Eq.(3.36) com j3;; = 1. Se as freqiiéncias
naturais sao bem espacadas e os coeficientes de amortecimento sdo pequenas, a
matriz [A’] aproxima-se a matriz diagonal com

[a’,-;-]=dz'ag( .. ) (3.63)

4Giw; " AGw;
e, por conseguinte, da Eq.(3.60) segue-se que

mn

BTy} =Y — (3.64)

1=1 4C’:wi 1

com ¢;; definida como anteriormente. Comparando a Eq.(3.64) com (3.54) e (3.55), é
visto que grandes elementos diagonais da matriz gramiano de observabilidade faria a
resposta de estado estacionario do sistema para uma grande excitagao persistente, ao
menos para uma estrutura com frequiéncias naturais bem espacadas e amortecimento
baixo. Como um resultado, adotamos o seguinte critério para a localizagao dos

sensores. Maximizar

2n 2n 1/2n
PI = (Z AJ) (H(,\j)) ; (3.65)
=1 j=1

onde \; refere-se aos autovalores do gramiano de observabilidade. Desde que para
estruturas com amortecimento leve com freqiiéncias bem separadas, os autovalores
da matriz gramiano de observabilidade no caso das medigoes de velocidade sdo os
mesmos que os autovalores da matriz gramiano de controlabilidade, posicoes étimas
dos sensores de velocidade e atuadores de forca baseados sobre o critério (3.65) e

(3.41), respectivamente, coincidem. O critério dado acima fornecerd as localizagoes

-] 2]
iﬂ:}i;rﬁs DE BlBLECﬁ-‘cf)‘j‘: s s ATHEA
ziBLE'(:\l%Fr;h SETORIAL Dis AR
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do sensor perto dos pontos de valores maximos para os modos dominantes. a menos

que estejam na vizinhanca de nodos para qualquer outro modo.

3.5 Exemplo de aplicacao

Para ilustrar o método proposto. consideramos a dinamica de uma

ponte com atrito, descrita pelo modelo:

0w . |EI[ Pw EI 0w 1 e
sy [ 2] [m] +oa e = 52 0 B, (3.66)

onde os 2;s denota as localizagoes dos atuadores. Isto corresponde para a Eq.(3.1)
com M(P)=1 e L(.) = (EI/pA)d*/dz". As freqiiéncias naturais e autofuncdes

normalizadas para a ponte sao[MEI67]:

. 2 -
i EI f2___ twi
w; = (f) p—A, (I),'(T-) = ESC’HT, (367)

onde L é a longitude da ponte e 7 € o nimero de modo. Dai, as freqliéncias naturais
sdo bem espacadas e se o amortecimento é pequeno. o gramiano de controlabilidade

¢ diagonalmente dominante e pode ser obtida da Iq.(3.38), no qual neste caso é

1 z ITX;
£ 7 s R 2 ; -
Wi AL (ii sen”— ) diag(1,1) (3.68)

E visto nesta expressao que os autovalores do gramiano de controlabilidade corre-
pondentes a um modo dado sao inversamente proporcionais as freqiiéncias naturais
destes modos. o qual por sua vez sdo proporcionais aos quadrados do modo . Por-

tanto, os autovalores decrescem rapidamente com 1.

Para os cédlculos numéricos, o seguinte dado para a ponte é assumida:

EI'=2.667 Nm?, pA =312 kylw, ¢ = 0.01
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Na Fig. 3.1 mostra um grafico do indice de desempenho da Eq.(3.41) versus a loca-
lizacao do atuador quando seis modos sdao incluidos no modelo da ponte analisada.
Virtnalmente os mesmos resultados sao obtidos quando o critério (3.39) foi usado.
A localizacao do atuador 6timo esta proximo ao centro (em 17.32 ou 22.68 para
uma ponte de 40 m) ja que a resposta dinamica da ponte ¢ dominada em grande
parte pelo primer modo (modo fundamental). a mdxima amplitude do qual ocorre
no centro. Esta localizacao otima foi altamente insensivel a quantidade de amor-
tecimento, (, visto que este valor é pequeno (ou seja, menor que 0.1). Pode ver-se
que o indice de desempenho desaparece quando a controlabilidade de qualquer modo
esta perdido. Nas figuras 3.2(a) e 3.2(b) sdo mostrados os graficos dos indices de
desempenho da Eq.(3.65) para a localizagio do sensor versus posigao do sensor,
Assumindo medigoes de deslocamento(Fig. 3.2(a)) e medigoes de velocidade (Fig.
3.2(b)), respectivamente. Os resultados sao quantitativamente quase os mesmos,
mas os picos sobre as curvas do indice de desempenho correspondente a amplitude
maxima dos modos de ordem superior séo inferiores para o caso de medicoes de
localizacao. Este pode ser prognosticado sobre as bases das expressdes aproxima-
das para os gramianos de observabilidade (3.54), (3.55) e (3.53), o qual mostra que
os autovalores do gramiano sao inversamente proporcionais as frequéncias naturais
quando as medicoes de velocidade sao usadas. mas sao inversamente proporcionais
ao cubo das frequéncias naturais quando os deslocamentos sao medidos. As posicoes

otimas para o atuador e ambos sensores sao os mesmos.
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Figura 3.1 Indice de Desempenho versus Localizagao de um Atuador de forca para
uma Ponte com seis Modos
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Figura 3.2 Indice de Desempenho versus Sensor Posi¢ao da Ponte. (a) Sensor de
Deslocamento; (b) Sensor de velocidade
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4.1 Introducao

A tecnologia de controle esta sendo utilizada no estudo de estruturas
flexiveis tais como prédios altos e pontes de vaos longos. O desenho destas estru-
turas envolve certos problemas, por exemplo. seguranca (o risco de falhas devido
as incertezas das cargas aplicadas). conforto humano (inquilinos sobre os andares
superiores em prédios altos e pedestres sobre as pontes de vao grande sofrem efei-
tos psicofisiolégicos devido a vibragao), e um acréscimo do risco de dano (vibragoes
causam rachaduras de janelas, rachaduras de paredes, etc.). Qualquer intento de
construir estruturas maiores e mais altas sem prestar atencao apropriada a estes
problemas nao tem éxito. Um controle estrutural tem sido proposto como uma
possivel solucao[43]. As estruturas podem ser controladas usando mecanismos de
controle ativo ou passivo. Um mecanismo de controle passivo opera sem o uso de
abastecimento externo de energia. No entanto. é caro e capaz de controlar o des-
locamento até certo limite. Um mecanismo de controle ativo opera sé se a energia
externa se abastece continuamente. Ainda que caro, pode controlar o deslocamento

a velocidade ou a aceleracao da estrutura ou todas elas.

Foram feitas tentativas variadas para aplicar a teoria de controle ativo
ao controle das estruturas da engenharia civil [29][36]. A implementacao da forca de
controle, a pesquisa do tipo apropriado do mecanismo de controle e seus componentes
e a integracao de modos de vibragao e seu efeito no comportamento da estrutura
controlada nao foram estudados. Neste. capitulo foi feito o estudo de uma ponte de

vao longo sujeito a uma carga movel deterministica utilizando técnica de controle

ativo.

48
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4.2 Projeto do controle ativo

A fim de implementar o controle ativo. w(l). alguns mecanismos sao
necessarios. Um sensor € necessario para enviar um sinal ao atuador. Em geral, o
sensor é um transdutor que transforma o deslocamento medido. velocidade ou ace-
leragao, ou todos estes. em um tensao correspondente. V(!). que é capaz de acionar
o atuador. O atuador poderia ter sido previsto para produzir o controle necessario,
u(t). o qual é geralmente funcao de deslocamento. velocidade ou aceleragao. ou todos

estes, da estrutura.

A descrigao matematica de um sensor €. respectivamente:

V(t) = agy(ze.t) (4.1)
V(t) = avy(z..t) (4.2)
V() = aaf(zc. 1) (4.3)

no qual ag=ganho do sensor de deflexdao; a,=ganho do sensor de aceleracao; e
a,=ganho do sensor de aceleracao.

Eq.4.1 é usada para um sensor de deflexao,

Eq.4.2 é usada para um sensor de velocidade, e

Eq.4.3 é usada para um sensor de aceleracao em x = z..

O atuador pode ser usado como um servomecanismo ou um compesador

de ganho. Uma férmula simples para o servomecanismo [37][39] [36] é
() + Kou(t) = K.V(8) (4.4)

no qual A'.= ganho do atuador.
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Vamos desprezar a contribui¢ao do segundo e da mais alta ordem de
modos., o desenho esta baseado no primeiro modo somente a fim de verificar a
validade da afirmacao freqiente de que o primeiro modo ¢ predominante e os outros
modos podem ser desprezados. A primeira equacao do modo ¢é obtida da Eq.(2.4)
pela substitui¢do do declive em @ = a como uma fungao do primeiro modo somente.

A Eq.(2.4) passa a ser

& 2 fo avt 4Slw 7wa ®  ma _
: w? £ = - —C0os ) + 2l —cos— 4.
Ai(t) + wip Ag(t) —sen—r % At T} [u(f)+ !Lco T Aq(t )] (4.5)

Investigando a Eq.(4.5), se chega a conclusao que, se u(t) é a fungao
de A,(t), amortecimento é introduzido no sistema. Também o efeito da massa ou o
efeito da rigidez é alterado se u(t) é a funcdo de A;(t) ou A, (1), respectivamente.

Vamos aplicar a transfomada de Laplace a Eq.(4.5). Em termos da variavel de

Laplace, s, o resultado é

2 )fg Ii’ 48!: “Ti' e q—_—
Ay(s)[s* +wi] = AT (%) LI [u( s)+2 cho A (s )} (4.6)

no qual u(s) pode ser substituido pela transformada de Laplace da

Eq.(4.4), ou seja:

su(s) + Kou(s) = K.V(s)
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Para o sensor de deslocamento. velocidade e aceleracao. u(s) é repre-

sentado. respectivamente, pelas equacoes seguintes:

K.ay
u(s) = S Kry(.aC s)
(s) N.ays ( )
u(s) = 'en S
I s+ I\'Cy o
j“C a ?
u(s) =~ ulzers)

onde, y(&., 8) = SS??-(EEC)A](S)
PROJETO DO SISTEMA DE RETROALIMENTACAO:

A Eq.(4.6) pode ser representada pelo diagrama dos blocos da Fig. 4.1,

para trés tipos de sensores, respectivamente.

0 Q i Al(s) - y(S)

=a

— 2l B, FCosT .

=
= ar |-

+ T B]K:
s+NKc Qs
Q,.8°

Figura 4.1 Diagrama de Blocos Considerando Primeiro Modo

O desenho podera ser executado usando o classico método de fungao
de transferéncia. A simplicidade de tal método é bem conhecida do desenho de

sistemas de 1 grau de liberdade. Por definicao. as fungoes de transferéncia do lago

S

ot \OTECAS
\STEMAS DE BIBL -
ilBLiOTECA SETORIAL DE MATEMA
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o

adiantado. do laco retroalimentado. e do lago fechado sao obtidas. respectivamente.

da Fig. 4.1 como

G(s)

P = e

As trés funcoes de transferéncia de lago fechado sao

Fils) = s+ K.
AT B4 Kes? + (w2 + BiC1)s+ ho(BiC) +w? + Biag)
P,(s) = i

s%+ Nes? + +(w? + Bi1Cy + Biheay)s + Ko(wi + B1Cy)

Bify = s+ L.

834 (Ne + BiRcag)s? + (wi + B1Cy)s + he(wi + B1Cy)

no qual os subindices de P(s) indicam os trés tipos de sensor.

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

O desenho é executado com o proposito de satisfazer certos critérios.

1) Por estabilidade:

A estabilidade de um sistema invariante no tempo de 1 grau de liberdade

¢ verificado usando a tabela de Routh. O sistema estavel existe se nao ha mudanga

no sinal da primeira coluna da tabela 1. No qual também sao mostradas as tabelas

de Routh para os trés sistemas.
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A equacao caracteristica de cada sistema ¢é dado pelo denominador da

funcao de transferéncia do seu lago fechado.

S+ Ko + (w4 BiC1)s + Ke(BiCy +w? + Biag) = 0 (1.13)
£+ Kes? + +(w? + BiC1 + BiR.0,)s + Ko(w? + BiC1) =0 (4.14)
P+ (K. + BiR.a0)s? + (w2 + BCy)s + Ko(w? + B,Cy) = 0 (4.15)

TABELA 1 .- Tabela de Routh [37] para Trés Sistemas

(a) Sistema com Sensor de Deflexao

5 1.0 (w? + BC,)
s k. K.(B:Cy +wi + Biag)
& —Biay 0

50 I\}(Blcl + Co? + B]Qd)

(b) Sistema com Sensor de Velocidade

.'53 1.0 (w"lz o B]C'1 - B] I\'CO',,)
82 IX'C fx'c(wf - B] C])
st Bik.a, 0

SO I\c(wf + B; Cl)
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(c) Sistema com Sensor de Aceleragao

& 1.0 (w? + BiC))
s? (K. + Byagh,) (w? + B,C1) K,
st Biag(wi + BiCh)/(1 + Bia,) 0

5° (W2 + B,Cy)A,

2) uma razao de amortecimento apropriado:

A segunda exigéncia a ser satisfeita é a da razdo apropriada de amorte-
cimento. Esta razdo deveria ser tao grande quanto possivel. O estudo paramétrico é
necessario para achar a melhor combinagao dos parametros controladores para uma
realizagdo 6tima.Nesta conexao, o método lugar das raizes [37][16]foi aplicado. Na

forma de lugar das raizes, as Eqs.(4.13), (4.14) e (4.15) se podem escrever como

K. [s* + (BC) + w} 4+ Biay)] -

1+ 0 4.1
s3+(w?+81C1)3 ( 6)
K.(s* + Byays + (wi + B,(4))
1 =0 J7
i $2 + (wf + B1Cy)s WAL1)
L [(1 4 62.240,)s® 2+ B
|y Bl @)st + (Wi + BiGh] _ (4.18)

53 + (..a..? + B]CI )S

3) Um estado invariante com minimo erro:

O erro do estado estacionario é outro critério que deveria ser verificado.
O erro entre a entrada. R(s), e a saida do laco de retroalimentacao. H(s)y(s), €

obtido do diagrama de blocos da Fig. 4.2 [37] e resulta

UFRGS
3

SISTEMAS DE BIBLIOTECAS

BIBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICA
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53
R(S) —~E(s) y(s)
H{g)
Figura 4.2 Diagrama de Blocos de Sistema Retroalimentado
R(s)
Bls)= —a) .
&) =TT e AG) 213)
no qual
2 | 24
Byl L (4.20)
mL l:‘.'2 + (I/)
. L
O erro de estado invariante € definido por
€55 = lim L™* [—R(s)__] = lim siRe) (4.21)
<) 1+ G(s)H(s) '

s=0 14+ G(s)H(s)

Para o tipo adotado de perturbacao, o erro de estado invariante é zero.

4) Uma sensitividade minima:

A sensitividade ¢ um fator a ser verificado. E definido como o efeito
de pequenas mudancas no sistema de parametros (devido a idade. devido ao meio

ambiente, e outros fatores naturais) no desempenho do sistema [37]. A sensitividade
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do sistema devido a varia¢oes do sistemna das plantas ¢

o OPG 1

=9GP " 1+ G)H () (4:22)

Eq.(4.22) indica que assim como (/(s)H(s) cresce em certas freqliéncias em magni-
tude, a sensitividade é reduzida. Com respeito as mudangas nos parametros do lago

de retroalimentacao. a sensitividade é definida como

OP H _ —G(s)H(s)
dHP ~ 1+ G(s)H(s)

P
i (4.23)
O qual indica que quando G/(s)H(s) é grande. a sensitividade se aproxima da uni-
dade, e quaisquer mudancas em H(s) afetam diretamente a resposta de saida. Por-
tanto, é recomendado que componentes de retroalimentagiao que nao variem com as

mudangas do meio e possam ser mantidos continuos sejam usados.

4.3 Reconstrucao do espaco modal

Neste caso trabalharemos com o sistema trimodal. A deflexio e declive

en z,a,e (L —a)sao

¢ 2m: :
Yyl d) = senif—Al(f) + 38??%.42(” - scn%TTAg(i) (4.24)
7 Wa 27 2ma 3= 3w
y(a,t) = —rosf.r’ll(i) -+ T s Aa(t) 7 08 LGA;;(i) (4.25)
=TT L7 2 7
y'(L — a,t) = _co.ﬁl_f‘Al(t) 4+ cos Ea.-’-ig(i) - %COSS—IEAQ,(;«) (4.26)
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[l |
=]

Substituindo nas Eqs.(2.32) e (2.34). e executando algumas operacoes

para eliminar u(!). obtemos finalmente para o sistema de sensor de velocidade:

At + I\}.:i;(f) - g;f.-'ll[t) — h}u:fr"ll(!) = %(A}senﬂ,! + QycosOt)

m

— Bila, KA (t) — a, K. As(1)

4.27)
4+ !\'CC] A 1 (i) -+ [\:—C:;fl;;(f}
+ CiAL(t) + C3A3('ﬂ)]
. 2 . 2f0 ;-
Aa(f) s I\,:Aa(t) + W3A3(f) + [\cwaAg(t) = H(I\csenﬂ;ﬂf -+ Q3COSQ3t)
— Bsla, KAy (1) — a, K As(t
slay KeAy(t) — a, KeAs(t) (4.28)

+ K.C1A:(t) + K.C3As(2)
+ C1 A (1) 4 CsAs(t))

no qual Q; = jmv/L; e
C; = 2(j=/L)cos(jra/L).

As seguintes variaveis de estado sao definidas:
Xy (1) = Ar(t): Xa(t) = Ay (b);

(5(t) = Ax(t); Xa(t) = As(t);
Xs(t) = As(t); Xe = As(t).

Reescrevendo as Eqgs.(4.27) e (4.28) em termos dessas varidveis de estado produzi-
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o
oo

Mos:

Ko Ko X £l Xo 4 Kol Xy =
20 ; ;5
—— (N, senfit + Q,cos8 1)
ml
- Bila, K. X2 — a, N X5 +

chl.\'l + 1\}6-‘313{4 + h}_Cng + C_’;A’s] (429)

Xk KEXe4 w§_¥3 + 1\};.::‘;)\’4 =

2fo ..
——(N.senflst + Qacosfat)
mlL

i Bg[aul\rc)l’;) el O:UI\’C‘XFE +

K.Ci Xy + R.C3X; + K.Ci Xy + C3X5]  (4.30)

o qual pode ser representado na forma de matriz

{X} = [A}X} + {F} (4.31)

no qual

{X} = vetor de estado de 6 x 1;

{F} = vetor de perturbacao de 6 x 1.
[A,] = matriz de 6 x 6.

A solugao da Eq.(4.31) é

(X}(t) = [0)(t){X}(0) + [ [@](t — ){F}(r)dr (4.32)

onde

SiSTEMAS DE BIBLOTECAS o e

S|BLIOTECA SETORIAL DE
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A matriz [A4,] da Eq.(4.31) ficou

( 0 1 0
0 0 1
(4, = =Ke(w} 4+ BiC)) —wl = Bi(C1+ a,K,) -k,
0 0 0
0 0 0
\ —Bsh.C —B3(Cy + a, k) 0
0 0 0 \
0 0 0
—B;K.Cs —By(C3 + o, K,) 0
(4.33)
0 1 0
0 0 1
~Ku? — BsK.Cs —w? = Bs(Cs —a,K.) =K, )
e o vetor

7 T
{F}=1(0 0 %LE-(KJBRQJ%-QICOSQIU 0 0 %[%(I\}.senﬂﬁ—#ﬂﬁosﬂgf):]

(4.34)

De forma andloga consegue-se as matrizes de coeficientes de estado para o sensor de

deslocamento, [A,]. e de aceleragao, [A,]:
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A matriz [14] da Eq.(4.31) resulta

[ 0 1 0
0 0 1
s — Kbty BiCs % Brea) Bl —K.
0 0 0
0 0 0
Bl Hm) _BCi 0
0 0 0 )

0 0 0

B = ) ~BiCx 0

0 1 0

0 0 1

—Ke(wi — Bs(aa = C3)) —wi—BsC; —K. )

A matriz [4,] da Eq.(4.31) resulta

( 0 ! 0

0 0 1
e ~K (w2 + Bi0) —u?—BC, ~K;- BiK.a,
0 0 0
0 0 0
\  -B:K.Cy =Byl —B3K.a,
0 0 0 \
0 0 0
B .C —By(Cs B\ K.aq

0 1 0
0 0 I

—1\'.:(’-0% — B3C3) —w§ — B3Cs —h.+ B3K.a, /
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5.1 Introducao

Ao longo da década passada. avangos significante foram feitos no con-
trole ativo das vibragdes. A tecnologia foi estudada e implementada numa variedade
de situagoes em engenharia. Foram desemvolvidas estudos de minimizar a resposta
de vibragao da ponte devido a uma carga movel e desenhar um sistema de controle
de estruturas flexiveis [27][3]. Este capitulo esta baseado na teoria de controle 6timo

e apresentado como problema regulador [24]. Este método é utilizado numa ponte

de vao longo.

5.2 O problema de controle 6timo regulador
Consideremos o sistema linear de estado

x(t) = [Alx(t) + [Blu(t) + d({):  x(lo) = Xo (5.1)

y(t) = [C]x(1) (5.2)

onde x = x(t) é um vetor n x 1 que representa o estado do sistema; u = u(l) é
uma variavel de controle irrestringida de r x 1; [A] e [B] sao matrizes de dimensoes
apropriadas; d = d(¢) é um vetor n x 1 que representa a perturbacao; y = y(t) é
um vetor m x 1 que representa as variaveis de saida: e [C] é a matriz de dimensao

apropriada.
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Umia funcao objetivo ou de custos ¢ usualmente definida em termos de
especificacoes requeridas. A minimizagao da funcao custo leva a uma estratégia de

controle otimo. a fun¢ao objetivo é escolhida como uma func¢ao quadratica da forma

J = %yT(ff)[Sg]y(t;) - %/ : (YT (O)[Qoly(t) + u" (1)[Ru(t)) dt  (5.3)

- - 0

onde [So], [Qo]. e [R] sao matrizes ponderadas de dimensoes apropriadas; [Sy] e [Qq]
devem ser pelo menos semidefinida positiva; [R] deve ser definida positiva;
Também as matrizes [C]7[So][C] e [C]T[Q0)[C] sao semidefinidas positivas [5] e que

o sistema de Egs. (5.1) e (5.2) sdo completamente observaveis [2].

Basicamente, a solu¢ao do problema regulador de estado leva a um
sistema de retroalimentagao 6timo com a propriedade de que as componentes do

vetor de estado sdao mantidos perto de zero sem gasto excessivo de controle de energia.

Sustituindo y(t) = [C]x(t) na Eq.(5.3) obtemos a relacao
1 T 48 ; 1 “ T T
J = NS +5 [ G OICTIQIICx(
+u”(t)[RJu(t)) dt (5.4)

A condic@o necessaria para uma solugao dtima para o problema regulador pode ser
obtido da formulacao Hamiltoniana. Para o problema regulador. o Hamiltoniano é

definido como:

Hix.0,0)= %xT[C]T[Qg][C]x - %UT[R]U + M ([A]x + [B]u) (5.

w
wn
e

no qual A = A({) é um vetor de n x 1 que denota as variaveis de custos (multiplicador

de Lagrange).
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Para um minimo de J dado pela Eq.(5.1). e sujeito as Eqs. (5.1) e (5.

é necessario [3] que

= —[R]'[B]"A (5.6)
x = [Alx — [B][R]7YB)TA:  x(to) = xo (5.7)
A= —[CT[QlICIx — [A]"X:  A(ty) = [CT7[S]C)x(ty) (5.8)

Combinamos as equagoes (5.7) e (5.8) na forma matricial:

(:’cu))=( (4] —[BMR]“IB]T) (xm -
\)  \-leriQdie) A A1) '

Da Eq.(5.9) obtém-se a relagao entre o custo A(t) e o estado x(t):

= [P)(t)x(t) (5.10)

para todo 1 € [to,17].

Onde [P] = [P](t) é uma matriz simétrica n x n chamada “matriz de Riccati”.

O controle 6timo neste caso ¢ obtido substituindo Eq.(5.10)na Eq.(5.6)

resulta:

u(t) = —[R]"[B]T[P](t)x(t) (5.11)

O controle dado pela Eq.(5.11) depende somente do estado atual do sistema e assim

este representa um controle de laco fechado.

UFRGS
\OTECAS
cISTEMAS DE BIBL -
a)pLIOTECA SETORIAL DF MATEMA
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Diferenciando com respeito ao tempo a Eq.(5.10). achamos que
At) = [Pli)x(t) + [PIOX(1) (5.12)
mas, da Eq.(5.9). sabemos que

x(1) = [A)x(t) — [B][R)™'[B] A1) (5.13)

At) = =[C1[Q][CIx(1) — [A]"A(1) (5.14)
substituindo a Eq.(5.10) na Eq.(5.13), obtemos
x(t) = [[A] = [BI(R]™'[B]"[P)()}x(t) (5.15)
Substituindo a Eq.(5.15) na Eq.(5.12), achamos que
At) = ([P)(0) + [P)(0)[A] = [PY)[BI[RI[B) [P)(1))x(1) (5.16)
Substituindo a Eq.(5.10) na Eq.(5.14), obtemos
At) = ([CT7[Qal(C) = [A)T[P)(1))x(t) (5.17)
Das Eqs. (5.16) e (5.17), concluimos que [P](t) satisfaz a equagao diferencial:
—[P)(t) = [P)()[A] + [A]"[P)(t) — [P)(O[BIR]'[B)'[P)(1) + [CT"[Qo][C]  (5.18)
para todo t € [{g,1/], com a condigao de contorno

[P)(t) = [C])"[So][C] (5.19)
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Onde a Eq.(5.19) chega-se da condigao de transversabilidade. i.c.. requer que
At y) = [C) [Sol[Cx(1y)
mas em (. temos também a relacao
Mig) = [PI(Lr)x(ty)
e assim concluimos que
([PI(ts) — [CT[Se)[C])x(ts) = 0

para todo x(i;) e, portanto,

[P](ts) = [C]"[S][C]

CALCULO DA MATRIZ DE RICCATI [P)(t):

Escrevemos do sistema matricial Eq.(5.9) na forma

x(t) Y x(to) _ oult) @a(t) X(to) (5.20)
A(t) Ato) Pa1(t)  @aa(t) A(to)

e=( (4] (BB "
—[I@dlc] (AT

onde

o
[S]
—

—

Da Eq.(5.20) temos:

[P](1) = {d11(t) + d12()[P)(te)} " {Sm (1) + dna(t)[P)(t0)},  to <t <t (:

[
[ (]
[ 8V]

e
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onde

[P(to) = [on(ty) = [C) [S0]Cebra(t)] ™ ([CTT[SollChomlty — om(ty))  (5.23)

Os célculos de [P)(1), [P](to) e [€]®* sdo realizados num PC. utilizando a

funcao expm de Matlabe e o método de Runge-kkutta de quarta ordem melhorado.

5.3 Reconstrucao do espaco modal

Considerando os modos controlados (modos impares). das Eqgs.(2.41) e

(2.43) resulta:

4](1) =+ WfAl(t) = ;—i’senﬂli — Bl[u(t) — Cifli{t) - Cs(t)] (5.24)

As(t) + w2 As(t) =

2P
7 senflat — Bs[u(t) 4+ C1 A (1) + Ca(?)) (5.25)

&5
onde

3 !}
C; = -){J.};cos (—EE) , para modos impares

Ci=0, para modos pares
Denominando as variaveis de estado como

.l'l(f]=/‘1] -’2“)=A1

z3(l) = Az Xa(t) = As,
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r(t) T~elti tom N F b
O B e ¢
== +| 1
A
Y
o & —
L_{Bj .._Q+
LY _IR-1BTcp(t)~——|OBSER.

Figura 5.1 Diagrama de simulagao para Problema Regulador
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as Eqs. (5.24) e (5.25) podem ser representadas pela simulacao do

diagrama mostrada na Fig. 5.1. Este ¢ assumido que o desenho do observador tem

sido feito como em [2]. Entao ao desenhador resta fazer o desenho do controle 6timo

u*(1).

Da Fig. 5.1, segue-se que o sinal ativante, e(¢). (acao de controle) é dado por

e(t) = r(t) — B;[Csx(t) + u™(t)]

(5.26)

onde r(?) é¢ um vetor de entrada. As Eqgs.(5.24) e (5.25) podem agora ser reescritas

na forma de estado como

(1) = [A]x(1) + [Ble(t)

Usando as Eqs.(5.26) e (5.27) temos

(1) = [Adx(t) + [B:Ju™(t) +d(1)

—_—
(o]
]
-1
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onde

[Ac] = [4] = [B][B)][C}]
[B] = —[B]|Bj]

0 1 0 0 00
-2 0 0 10 B
A= [B] = Bl={""];
0 0 1 0 Bs
0 0 —wj 0 0 1
9P [ senflit
=— """ el=(a o ¢ o)
mL \ senQlat

Assuma-se que somente um sinal de medigao esta disponivel. Este sinal representa

a razao da rotacao de postes do mecanismo de controle e € expressado por
y(t) = [Clx(t) = (0 -ﬂ—* 0 -CE—S) z(1) (5.29)

Como o posto de [C] é a unidade. as matrizes [So| e [Qo] sao de dimensao 1 x 1.
Também, a dimensao de [R] é 1 x 1 dado que somente um sinal de controle entra

no sistema.,

Outra alternativa de estudar o controle 6timo no espaco de estado.

consiste em reescrever as Eqgs. (5.24) e (5.25), na forma matricial:

UFRGS OTECAS
S eTeMAS DE BIBLY ATICA
STE(ﬂAm SETORIAL DE MATEM
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“11 (B,C, + u-'f] B,Csy A4 - B,
o § = _ _ G u(t)
-'"'12 BSC-I (33(':; -+ u—'é) .—13 —-B;;
%‘%scn(ﬂ t)
= (5.30)
%J—sf n(§25t)

e introduzir as variaveis:
Ay
Z = .
As

{D] - (BICI -+ wf) 316‘3 ,
B3C] B;;Cg +w )

Decorre da Eq. (5.30) com
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a equacao de estado

x = =
z —[D)z + [Blu(t) + p(t)

x = [AJx + [B] + d(2), (5.32)
onde
[A]c=( 0 m)’
—[D] o
0
[B:] = ;
(IB])

0
d(t) = .
(p(t))

A lei de controle 6timo deste problema acha-se como:
u(t) = —[R]7BJ [P)(t)x(t) (5.33)
onde a matriz [P](t) satisfaz a equagao diferencial matricial de Riccati:

[P) = —[C)"[Qa]IC] = [AJT[P] = [PI[A + [PUBJIRI B [P);  [P)(ty) = [C]"[Sa](C)
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Introduzindo a notacao

-'!DI.]1 }')12
- ([ | | 1)
(Pra]’  [F2]

onde [Py;]. [Pr2] e [Pz2] sao matrizes de 2 x 2. entao o controle u(?) é reescrito como:
P Py z
a=-tr (o 1o (70 ) |
[Pra]” [P &

u(t) = —[R]7 B [Pa)"z — [R]7'[B)" [Pnlz (5.34)

ou

sustituindo a Eq. (5.34) na Eq. (5.32) obtemos a equagao diferencial simplificada

na variavel z

M)z + [C)z + [K]z = p(t) (5.35)

onde

[M] é a matriz de identidade de 2 x 2:
(K] = [BI[R'[B]"[Pn]" + [DI:

[C] = [B][R]~"[B]"[Px).



6 CONTROLE AMORTECEDOR DE MASSA
REGULADA ATIVO

6.1 Introducao

O termo amortecedor de massa regulada(AMR) é comumente aplicado
a uma grande variedade de absorvedores de vibracoes. O efeito de AMR na resposta
de sismos de pontes tem sido estudado [23] [38]. Foi previamente obtido que o
tradicional 6timo AMR nao contribui através da reducao da forca lateral mdxima
na base da ponte. Acentuando a efetividade de AMR com a adi¢do da capacidade
de um controle ativo foi também estudada em [11] [42]. A teoria de controle étimo
é aplicada para a otimizagao do AMR ativo. Geralmente, a otimizacao de AMR é
considerada para um sistema de um grau de liberdade, e um amortecedor de massa
ativa. o qual é controlado por uma retroalimentacao de estado para um sistema de
multiplos graus de liberdade como mostrado na Fig. 6.1. Leis de controle linear
sao derivados pelos métodos de controle de lago aberto e lago fechado. desde que
os algoritmos de controle de laco fechado sejam largamente usados para estruturas
excitadas por terremotos. Uma que o controle de laco fechado de Riccati nao satisfaz
necessariamente a condicao 6tima. o algoritmo de controle étimo instantaneo foi
introduzido [42]. O indice de desempenho dependente do tempo foi minimizado a
todo instante de tempo e a excitagao de entrada nesse intervalo de tempo pode
ser mostrado a priori. Efeitos de retardo de tempo amortecidos ativamente foram

também investigados em controle estrutural.

O objetivo deste capitulo é estudar a possibilidade de acentuar a efetivi-
dade de AMR com a jun¢ao de um controle ativo capaz. Basicamente a metodologia
esta baseada na teoria de controle 6timo instantaneo. A matriz ponderada () mostra
que a importancia relativa da resposta do vetor de estado Z(t) ¢ discutida da qual

o arranjo da matriz ponderada associada com os componentes do vetor de estado
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sao determinados. O tempo de retardo para calcular a forca de controle é levado
em consideragao para o algoritmo de controle 6timo. A eficiéncia do controle e a
efetividade do AMR ativo foram examinados através do computador. Este método
¢ aplicado ao comportamento das vibragdes de uma ponte considerada como uma

estrutura flexivel com amortecedor de massa regulada.

LA
u(t) ,
I ks
m _W_
o S
() ()™
I\—l
Ve
—/\/\/\Pﬁ
M 2
]
— v
| . J
|
]——I—
Ay

g

Figura 6.1 Sistema Amortecedor de Massa Regulada
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6.2 Representacao do espaco de estado do
sistema de controle de vibracao

Considere-se o movimento de uma ponte descrito por um modelo apro-

ximado de segundo ordem com n graus de liberdade (n-GDL)

.

[M)X (1) + [C)X(t) + [K)X(t) = [BiJU(1) + Eqi,(t) (6.1)

onde [M] é a matriz de massa estrutural, [C] matriz de amortecimento estrutural,
[K] matriz de rigidez estrutural, [B;] matriz de localizagao das forcas de controle, E;
vetor de localizagao da carga externa e considerar um sistema amortecedor de massa
regulada(AMR) ativa de n graus de liberdade sujeita a um sismo que fornece uma

aceleragao &,(t) para a base. A equacao matricial de movimento pode ser escrita na

forma do vetor de estado

Z(t) = [A)Z(1) + [BU(1) + Ei,(t) (6.2)

onde
Z(t) = [X,X]7 é o vetor de estado de (2n x 1)
U(t) = (r x 1), é o vetor de controle,
[A] = (2n x 2n), é a matriz do sistema,
[B] = (2n x r), é a matriz que especifica a localizagao dos controladores ativos,
E = é vetor apropriado de 2n x 1.
Estas matrizes sdo expressadas como:
0 (1] 0 0
[A] = ; , B8] i} . E= _
—[M]T' K] ~[M]7(C]) (M) (B)] (M) By)
(6.3)

e [M], [C] e [] sdao matrizes de massa, amortecimento e rigidez. Novos algoritmos

de controle dtimo instantaneos sao estabelecidos usando o indice de desempenho



6 CONTROLE AMORTECEDOR DE MASSA REGULADA ATIVO

e
e

J(1) como segue:
I(t) =27 (1)[Q)Z(t) + UT (1)[R]U(2) (6.4)

no qual [@Q] e [R] sao as matrizes ponderadas. Através da minimizacao do indice de
desempenho J(1). o vetor de controle U(!) é regulado pela resposta medida do vetor

de estado (controle de lago fechado). e o vetor controle é obtido como [42]:

u() = - SR BITIQIZ() (6.5)

Desde que os elementos da metade superior da matriz [B] sao todos zero. somente os

elementos da metade inferior da matriz de [@] tem influéncia nas forgas de controle.

6.3 Discussao da matriz ponderada [Q]

Vamos supor que o sistema de estrutura tem n-GDL. Como discutido
anteriormente, a matriz ponderada (@] de 2n x 2n na Eq. (6.4) pode ser expressa
cOmo:

0 0
Q] = (6.6)
(@] [Q]
[@Q1] e [Q2] sdao matrizes com dimensdes n x n. respectivamente. Substituindo a

Eq.(6.6) na Eq. (6.5). a forca de controle pode ser escrito como:

Ult) = = SHRIP BTV (QuX(0) + [QIK(1) (6.7)
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na qual:
byy b2 by 1
(B)] = b.?)l by ... bo ¢ (K= ro
bur o b -

Nés agora definimos a matriz [3] como:

Pu Bz ... P
(8] = [RI'[B1]"[IM] ' [@Qi] = P P e
ﬁr! ﬁr? farn

na qual

- bk:'
Bii=) L

k=l

(6.8)

(6.9)

e qi; € o elemento na matriz [Q,]. Esta claro que cada vetor coluna na matriz

(3] pode somente ser representado pelo mesmo vetor coluna na matriz [@;]. Por
exemplo, se [R]™'bT[M]~! tem posto 2 entdo
biy b2y bn
Bu = (——cm she ===yl g _L‘Inz /T
m mo g 6.10)
bia bao bno (5
By = —-—(111 E 5 —921 o S ;fh.l /72
entao dando {gi},k = 1...n, podemos obter 3;; e (2. Por outro lado, outro

conjunto de ¢, pode também ser determinado como o mesmo valor de 3, e 3y,

como segue:

-1
q“ b]l/?"lni-l bm/?‘]??lg .dll

421 bia/romy  baa/romy Bay

(6.11)
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931
= {0}
G

E claro que se {g},} ¢ dado na forma da Eq.(6.11), entao podemos também ter o
mesmo valor de f; ¢ 32;. Nesse exemplo. se [R]™!'[B,]T[M]~! tem posto 2. nés
somente precisamos de dois elementos na primeira coluna da matriz [@,]. Deste
estudo é evidente que se o sistema estrutural tem somente r for¢as de controle, as

dimensoes nao nulas na matriz [@;] somente necessitard dimensodes (r x n). Este

resultado reduzira a complexidade na discussédo da matriz [Q,].

6.4 Compensagao do tempo de retardo em
controle 6timo instantaneo de estruturas

Do estudo prévio sabemos que o algoritmo de controle 6timo nao é
afetado mesmo se a forca de controle ¢ aplicada ao sistema com um tempo de
retardo At. A diferenca esta no vetor de estado Z(?) no qual U(?) é substituido
por U(t — At). Usando uma aproximacao trapezoidal para o termo da integral na
Eq.(6.2). Z(t) é reescrito como

Z(t) = D(t — At) +

2L (BIU(1) + Eéy (1)) (6.12)

no qual

D(i — At) = M3 Z(1 — Al) + %t([B]U(t — At) + Ez, (1 — At))} (6.13)
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Ao substituir a Eq.(6.13) na Eq.(6.12). obtemos:
REY / Al AAL j X ;
Z(t) =g Z(!—Ai)-%T{( ([BJU(1 — At) + Ei, (1 — At))
“ (6.14)
+[BJU(1) + Ei,(t)}
entao
(4]t . Bl A ; 5 .
Z(t - Al)=e Z(!-*?Af}-E-T{e ([BJU(t — 2At) + EZ, (1 — 2At))
o (6.15)
[B]U(1 — At)+ Ez, (1 — At)}
Substituindo a Eq.(6.15) na Eq.(6.14), resulta:
e (| Aoz — oag) + 2 : 5 (1—9
Z(t)=e€ eWZ(1 - 2A1) + 7([B]U(r —2At) + EZ, (1 — 2A1)
(6.16)
. t '
At [[B]U(f — At) + Ezy(t — At)}) + A7([5’]U(i) + Ez,(1))
O vetor de estado no tempo 1 + dAt pode entao ser expresso como:
Z(t + dAt) = elA8YZ (1 4 dAt — At) + %{e["”‘“([B]U(t + dAl — At)
(6.17)

+E&,(t + dAt — At)) + [B]JU(t + dAt) + EZ,(t + dAt)}

Apods de decompor sucessivamente , Z(f + dAt) pode também ser expressado como:

Z(1 + dAt) = *HZ (1) + %EIA'“’([B]UUJ + E,(t))

)

d—1
+ALY " EA([BIU(L + dAtL — iAt)
P (6.18)

+Ei,({ 4+ dAl — iAt))

+%i([B]U(r + dAt) + Biy(t + dAt))
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Quando a forca de controle que foi aplicada ao sistema tem um d-passos no tempo

de retardo dAt. a Eq.(6.18) pode ser expressado como

At
Z(t + dAt) = eA43 7)) + ?E{A]dm([B]U[f — dAi) + Ei,(t))
d=1
+AtY B BIU( - 1AL)
; (6.19)
+E#,(t + dAt — iAt))
At .
+—-([BJU(t) + Ei, (1 + dAt))

No tempo {. o vetor de estado Z(t). a forga de controle

U(t — dAt) LU(t — At) e 2,(t + dAt) sao todos sinais conhecidos e

Zo(t + At),...,Z4(t + dAl) sao aceleragoes de base desconhecidas. Se podemos

predizer as aceleragoes de base, a Eq.(6.19) pode ser expressa como

At
Z(t +dAt) = 9, Z(t) + ¥z, + Yu + 7[B]U(t) (6.20)
no qual:
Uy = elAldat (6.21)
At At
Uy, = ?e["”dmmg(: ) + '—;-E.-t-g(z + dAt)
i (6.22)
+A1Y " MAER (1 + dAL - iAL)
1=]
__k d=1
Yy = S MMBIU( — dAL) + At Y MBI - iAl) (6.23)
e =1

51 ~eTORIAL DE
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A funcao de desempenho para este problema pode entao ser modificada para

J(t) = ZT(1 + dA)[Q)Z(t + dAL) + UT (1)[R]U(1)

‘ Al (6.24)
437 |20 + dBD —WZ(t) ~ Wi, — Yy — T[B]U(t)]

As condicoes necessarias para minimizar a funcao de desempenho J(t) sao:

AJ(1) B . , B
9Z( + dBy) = 2[Q)Z(t + dAl) + A =0
aI(t) | At “
5o =0 = ARV - F(BTA=0 (6.25)
23(t)
o8

A forga de controle U(t) pode ser obtida das Eqs.(6.5) e (6.25)
At 1T
U(t) = ——-[R|7'[B]" [Q]Z(1 + dAt) (6.26)

Substituindo a Eq.(6.20) na Eq.(6.26), resulta:

Ul =~ (R + SBIQIE  (BIIQUZ0 +9s, + ) (627

Para a derivagao anterior, variacoes lineares entre incrementos de tempo para a forca

de controle e aceleracao de base sao assumidos.
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6.5 Aplicacao do controle ativo

A estrutura considerada para a aplicagao do controle ativo é uma ponte
de vao L. massa por unidade de longitude m. e rigidez transversal £/. O movimento

vertical da ponte consiste de um deslocamente flexural y(z,t), como mostra-se na

Fig. 6.2 .

Ys Xgb
anAlr X + IYd
£ L

7. ¥y — X
| |

L

Figura 6.2 Estrutura flexivel sujeita a excitagao vertical em ambos extremos. Res-

posta da estrutura descrita pelas respostas combinadas de quase-estética
e dinamica

A equagao de movimento € descrita como

d*y(x,t) dyxf)

ylz,t) 5
m— +c 5 Ef—aﬁ = fldE) (6.28)

onde f(z,t) é a excitacao externa. A solugdo do problema de autovalor associado
iste de -onj infinito de autoval hi=w? tofungoe -
consiste de um conjunto infinito de autovalores. A\;=w; e as autofungdes correspon

dentes ¢;(x)=sen(irz/L).
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0O deslocamento da estrutura pode ser expresso como a expansao modal:
ol

y(e.t)= ) dilx)ai(t) (6.29)

=1

onde a;(t) é o deslocamento modal. Usando a aproximacao padrao, obtemos a

equacao modal de movimento como:

a;i(1) + 26wia(t) + wla;(t) = fi(t) (6.30)

onde

L
10 = o7 [ o0

¢ a forca modal, e ; é o amortecimento modal do i-enésimo modo. Para o mecanismo
de controle passivo considerado neste caso, o sistema AMR foi adaptado em algumas

posigdes especificadas da ponte. As equagbes seguintes descrevem o movimento da

ponte e dos amortecedores:

Py(z,t) dy(z,t) d'y(x,t)
m—an +c 5 + I 50t = Jizd)
NT i

+ ) 6z — 2;){Cr, [V (1) — §(x,1)]

1=l

(6.31)
+ K [V (1) — ylz,1)]

m, Vi(t) + Cr, [Vi(t) — 9@, 1)) + K, [Vi(1) — y(z;,1)] =0

paraf = 1,2, oL
na qual NT é o nimero de amortecedores de massa regulada. e x;. ;. m, Cr, e
K7, sao a ubicagao, deslocamento, massa, amortecimento e rigidez do sistema de

massa regulada. através da analise modal, podemos também obter a equagao modal
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de movimento da ponte como

)
a;(1) + 26wia(t) + wlai(t) = filt) x —
ml
nt n
+Z{CTJ["}(1 = an—(r}}dk(f)] x oi(x;) (6.32)
i=1 k=1

+k, [1’}(” - Z@k{-’*’j)ak(”} x oi(;)} x —

e mlL

Suponha-se que somente um amortecedor de massa regulada é considerado. A Eq.

(6.32) pode ser reduzida a forma seguinte
(MK, + [CXy + (KX =1, (6.33)
na qual [M,] é a matriz diagonal de (n +1) x (n+1) e,
Xy = (ar(t),az(t), . .- ,an(t), V(2))" (6.34)

C] 0 Qubpwrbbl  —2ulrwrb
[Cilin+1)x(nt1) = ([ | ) %+ ( i e R (6.35)

0" 0 —26pwrb! 2rwr

) K] O pwib b7 —2uwkb
[I\l]{n-H]x{n-{-l] = [ T] -+ L= R (6.36)
0" 0 —wbT w
fi = () alt)eevs s FalB)e 0 faaysa (6.37)

wr e &r sao a freqiéncia e a razao de amortecimento do AMR, e

by = (¢1(21), 2(21),.... 0n(z1))7,
S mr

= D=

—



6 CONTROLE AMORTECEDOR DE MASSA REGULADA ATIVO

o0
prg

26wy

26w

)
A

o1
snvn
nET

Supor somente que um amortecedor de massa regulada ativa estd junto ao meio da

ponte, a equagao governante de movimento pode entdo ser expressa como
(M)XK + [C1)X; + [K)Xy =1 + bu(t) (6.38)

no qual

Xy = (ay(t)aalt), oo s 0a(t)s V() hena
b = ((2/mL)bT. —(1/m7))T

e u(t) ¢ a forga de controle.

Se somente o modo fundamental de vibragao é considerado, este sistema pode
também ser reduzido a um sistema de 2 graus de liberdade. Considerando uma
ponte de um vao simples suportada nos extremos A e B. a resposta quase-estatica,

y*(x), seria dada por,

(@) = iga (1= 7) + s (7) (6.39)
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(o]

como mostra a I'g. 6.2.

A forca de inércia que age sobre a viga e o AMR sao dados por

flz.l) =m x (1 = %) Foall) + %.i'.'yg(!)] (6.40)
e
0L pp—— [(1 - %) F,4(t) + ""’T‘.f-gsu)] (6.41)

no qual x; é a localizagio do AMR. A carga efetiva generalizada para o modo 1 é

expressada como

pk d ;

= —ZlEal) ~ (<D i=lo...m

Retroalimentagao das Medigoes
Seja x, a posi¢ao de um sensor. A resposta da ponte simples e o amortecedor de
massa regulada na posi¢ao x; pode entao ser definida como y(a,,t) e V/(t) respecti-

vamente. A nova funcao objetivo ¢ definida como
J(t) =Y ()[QaY () + u” (1) [Rlu(t) (6.43)
no qual

Y (1) = (y(@a: ). V), 3255 1): V) i)

n n a
= <Z (.bi(-'rs)a:'(i)- FU)! Z: (f’i'(-ts)é-:'[t)- I(’J—)> (644)

=1 i=1

= [ba)TZ(1)
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o
o

b1 (6.45)

0 0

4% (2n+2)

b)— ( ] 452( ] -d)n(ms))rnxll

Susbstituindo as Egs.(6.44) e (6.45) na Eq. (6.43), a fungao objetivo é expressada

como

I(t) = Z(1)[bar)[Qard[bar)"Z(t) + u” (1) [ Rlu(t) (6.46)

Comparando esta equacao com a Eq.(6.4), a forga de controle pode ser

reescrita como

u(t) = =SR] 1B) Iow) (Qurlfoar) Z(0)

M (6.47)
= ?[R]_'[B]T[bi\,'][Qa\f]TY(t)

no qual a forca de controle esta diretamente ligada a ponderada, Y(t).

UFRGS sun C neh
B\
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7.1 Resultados numeéricos do controle ativo

Um conjunto de entradas de dados nas Tabelas 1, 2 e 3 sao usadas neste
trabalho para examinar a resposta das vibracdes de uma ponte devido a uma carga

movel sob um sistema de controle ativo.

TABELA 1

Entrada de parametros para o estudo de simulagao de controle ativo

L =100 fi(30.5m); a =10 fi(3.05m);

fo = 20 kips(89000N); EI =1210% [b— in?
m = 0.3 [b— s?/in?(2.0721073 Ns? /mm?);

v =60 fps(183m/s); =3 Fi(0.915m)

S = 62.5 kips/in.(10949.8N/mm) .= L/2 m.

variaveis envolvidas neste trabalho foram calculadas destes parametros e sao dados

por:

TABELA 2

w? =18.74; w3=1518.03; B;=62.20; B,=0.0
Bs=11534: Cy=0.1173; : K,=1.376, a;=0.044,

Analisamos o comportamento de vibracao de um s6 modo para cada sensor-atuador
considerados no mecanismo de controle e mostra-se os resultados na Fig. 7.1.

Os modos na variavel s de Laplace para os sensores respectivos sdo as seguintes,

87
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Para o sensor deslocamento:

Tils) s s+ 6.53 589 1.885 29
T\ 34 6.53s% 4+ 29.89s 4+ 8.1225 ) 7T <2 + (1.885)2 (7.1)

Para sensor velocidade:

Fils) = s+ 12.67 09 1885 -
AT\ @ £ 126752 + 111.855 + 378.74 ) \™ <2 + (1.885)2 (£2)

Para sensor aceleragao:

_ s+1.736 1.885
Ay (s) = 2825 oo
1) (33+6.4952+29.895+51.89) ( i 32+{1.885)2) R

Aplicamos a transformada inversa de Laplace aos modos A,(s) e obtemos os graficos
respetivos das respostas da ponte em meio vao, y(L/2,t) = A;(t).

Temos os resultados dos modos no tempo t.

Ai(t) = L7 (Pa(s)Fy(s)) = 0.1112e27% + 0.1128¢ 19936 ¢05(3.99561 ) +

0.01503¢™"9%% sen(3.9950t) + 0.246sen(1.8850t) — 0.2239cos(1.8850¢)

Ai(t) = L7 (P,(s)F1(s)) = 0.02136¢~ %18 4 0.01467e ™ cos(7.6909t) +
0.7026 x 10723 5en(7.6909¢) + 0.08502sen(1.8850¢) — 0.03602cos(1.88501)

Ai(t) = L7 (Pa(s)F1(s)) = —0.02740€ %% 4+ 0.05455¢ 1 %*** cos(4.0087t) +
—0.4940 x 1071071932351, (4.0087¢) + 0.1228sen(1.8850¢) — 0.02715c0s(1.8850¢)
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Investigando a resposta em meio vao. a qual representa a deflexao no
meio da ponte, chegamos a conclusao que a vibra¢ao decai muito rapido e a resposta
transitoria para os sistemas sensores de velocidade e aceleracao siao menores que o
sistema sem controle. Pelo contrdrio. a resposta transitoria do sistema do sensor de
deflexao é maior que o sistema sem controle. por tanto nao é recomendavel usar o

sensor de deflexao.
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Deslocamento

Controle Ativo

1 ! ! 1 |

0 20 40 60 80 100 120
Tempo (s)

Figura 7.1 Resposta da Deflexao em Meio Vao Considerando Primeiro Modo
e seu Controle Ativo. Rd=Resposta com Sensor Deslocamento.
Ra=Resposta com Sensor Aceleragao, Rv=Resposta com Sensor Veloci-
dade. R=Resposta Sem Controle: —:Controle-Deslocamento., ..:Controle-
Aceleracao, - -:Controle-Velocidade
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Nossa proxima analise consiste em observar a resposta em meio vao da
ponte usando os trés modos no espaco de estado. o quais sao mostrados na Fig. 7.2

Da equagao diferencial em varidveis de estado:
X = [Aevd] X+ F
aplicamos a transformada de Laplace. temos
X(s) = (8] = [Aawal) " F(s)

onde
[Aq..4] = representa a matriz de estado com sensor de aceleragao, de velocidade, de

deslocamento. Denotemos [A] = (s] — [Aq.4]) € calculamos [A] para cada sensor.

Para sensor de deslocamento:

[ & o3 0 0 0 0 )
0 S -1 0 0 0
52.9973 297681 s+ 6.53 259.0527 17.9012 0
[A] = (7.4)
0 0 0 " - 0
0 0 0 0 & —
\-130.9?2.5 204498 0 10392 13512 s+ 6.53)
onde

(4] = (s[1] = [Ad)

[A4) é a matriz de coeficientes da equagao de estado com sensor deslocamento.

também temos a perturbacao:
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Para sensor de velocidade:

[A] =

onde

f s =i
0 S
377.16 111.73
0 0
0 0

\259.10 172.43

0

-]
s+ 12.67

0

0

0

[A] = (s[1

1.695 ( ~ + 6.53)7

0 \

0

s° + 0.3672
0

0
(s + 6.53)m

Gt ey

0 0
0 0
—64.06

226.81

& -1
0 s
19654 1399.2 s+ 12.67 )

] —[A.]),

(7.5)

{ o= T - R o= S o

=]

1 ’ . . - .
[A,] é a matriz de coeficientes da equacio de estado com sensor velocidade. e

(

1.695

\5.085

0

0
(s + 12.67)7
s° 4+ 0.367°

0

0
(s +12.67)7

s7 + 3.2472 /

)
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Para sensor aceleracao:

(s -l 0 0 0 0
6 = = 0 0 0
51.68 2077 s+649 3108 17.00 —4.75
[A] = (7.6)
0 0 0 s -1 0
0 0 0 0 s -1
35.50 2045 881 26929 15512 5+ 10.55)

onde
[A] = (s[1] — [4.])

e [A.] é a matriz de coeficientes da equagao de estado com sensor aceleracao e a

perturbacao

[ o )

0
s+ 1.736)m
1695 T
0

0
(s 4+ 1.736)w
sT+ 3.2477 )

\5.085
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Figura

o

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo (s)
Resposta da Deflexao em Meio Vao Considerando Trés Modos

e seu Controle Ativo. Rd=Resposta com Sensor Deslocamento.

Ra=Resposta com Sensor Aceleracdo, Rv=Resposta com Sensor
Velocidade, R=Resposta Sem Controle: ul:Controle-Deslocamento.
u3:Controle-Aceleracao. u2:Controle-Velocidade
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7.2 Resultados numéricos do controle 6timo
regulador

Um conjunto de entradas de dados mostrados nas tabelas 1. 2 e 3 sao
usadas para esta técnica de determinar a resposta das vibracoes de uma ponte devido
a uma carga movel sob um sistema de controle 6timo.

A resposta completa da deflexdo em meio vao. assumindo condigoes iniciais nulas.
Mostra-se diferentes valores para Q¢. So. € R nas seguintes figuras 7.3 e 7.4. Nos
ensaios por computador sao obtidos os valores respectivos de Qg, Sy e R para fazer
um efeito de decaimento da deflexao resposta do sistema (da ponte com mecanismos

de controle).
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Deslocamento (m)
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Figura 7.3 Resposta da Deflexao em Meio Vao Considerando Trés Modos para
matrizes ponderadas ——. R = 9.5e¢4,(Qo = 1000,S; = 0;—.— R =
1e8, Qo = €5; 50 = 100; .... sem controle e Os Controles Otimos
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0.2r
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Figura 7.4 Resposta da Deflexao em Meio Vao Considerando Trés Modos para
matrizes ponderadas —.—, K = 5€3,Qo = 1000.S; = 100; —. R = e6.
Qo = ed: Sp = 100; .... sem controle e Os Controles Otimos
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7.3 Resultados numéricos do controle AMR
ativo

Consideremos uma ponte de suporte simples com um vao de longitude
de 40m. Os valores dos parametros sao mostrados na tabela 2. A freqliéncia fun-
damental da ponte é 6.86 rad/s. Os elementos da matriz Q] sao assumidos, e sao
mostrados na tabela 1. A Fig. 7.5 mostra a resposta deslocamento no meio vao da
ponte sujeita a excitacao de terra nos suportes para um sistema sem controle, a Fig.
7.6 com controle passivo e a Fig. 7.7 com controle AMR ativo respectivamente. O

controle AMR ativo pode reduzir a resposta a 26% do sistema incontrolado.

TABELA 4.

Elementos da matriz [Q]

o 442 Qa3 Qa4

Caso A -0.1 0 0 0
Caso B -1.0 0 0 0.4
Caso C -10 0 0 2.2
Caso D -100 0 0 8
Caso E -1000 0 0 25

_" 5. — 3
qar = g3 % 10% gy = ¢33 x 10
Com os casos A. B e C obtemos a resposta numérica estavel e podemos controlar
a vibragao da ponte. Os casos D e £ obtemos a resposta numeérica inestavel. Para

este trabalho usamos o caso C.
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TABELA 5

Sistema de Parametros para uma Ponte e Amortecedor de Massa Regulada

PONTE:

E=2x10"N/m /=0.02m' m= 3,234 kg/m
(=002 L=40m w; = 6.86 rad/s
£,=002 2, = 1732 mi =, = 2268 m

R=1 At=0.1

AMR:

§r = 0.08407 mr = 12,936 kg wr = 6.7255 rad/s
kr = 60.876 N/m Cr = 1463 Ns/m p = 2mp/mL

Para este estudo, fazemos com um modo e temos a equacio diferencial

[-"”rl]il +[C)X + [A)X, =1, + bu(t): X, = (“l(t)))
V(t

e a forga de controle
= ____A_f -1 B T b T
u(t) = ——=[R]7"[B]" [ba] @] [bar]) " Z(2)
Entao da forma de estado

Z(t) = [A)Z(1) + [Blu(t) + F;

TECRS  _amicd
UFRG‘?“&S nE S‘IBU'IO\ 0 -rI;_—..\T"*.";n-"
SISTE eca SETORIA T

aBL!
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onde

[A]

(s i) @ an) ™~ )
—[My)7 K =M TG (M]7'b (M)

(M) = (1 ’ ) ; b= (-n%:sen (%l)) . [Be] = (Sen (T_lii) 0)
0 mr _ﬁ},_;r 0 1

0 0 0 0
(@] = ( ) Qe = ( )
Ga1  Ga2 Qa3 Gaa

Ademais

Quérwrsen? (I".Ei) _ufrwrsen (*rr:r )
26wy O L
[Ci] = ( ) +

T
—2€rwrsen (—Li) 2 rwr
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Figura 7.5 Resposta de deslocamento em meio vao da ponte sujeita a excitagao
sismica em ambos os extremos; para sistema sem controle
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Figura 7.6 Resposta de deslocamento em meio vao da ponte sujeita a excitacao
sismica em ambos os extremos; para sistema com controle AMR passivo
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Figura 7.7 Resposta de deslocamento em meio vao da ponte sujeita a excitacao

sismica em ambos os extremos; para sistema com controle AMR ativo.



8 CONCLUSOES

Neste trabalho. alguns dos resultados obtidos terao relacao com uma
futura aplicagdo da teoria de controle ativo, controle 6timo. controle do amortecedor
de massa regulada ativo ¢ a localizacao 6tima dos atuadores e sensores no estudo do

controle de estruturas flexiveis. A seguir. enunciamos as conclusoes sobre o trabalho.

(1) E considerado a técnica de determinar as localizagoes dos atuadores e sensores
usando a metodologia do gramiano de controlabilidade e observabilidade. Também,
a resposta do sistema para perturbagoes transitorios assim como persistente. A de-
terminacgao da funcdo objetivo para uma localizacdo dada do atuador/sensor requer

calcular somente os autovalores do gramiano de controlabilidade/observabilidade.

(2) O ajustamento do efeito de massa, rigidez, e amortecimento, ¢ o principal ins-

trumento para o controle da resposta da estrutura;

(3) Um bom comportamento do sistema ¢é obtido fornecendo amortecimento ativo e

rigidez ativa a estrutura;
(4) O tipo de sensor usado ¢ muito importante para a resposta do sistema;

(5) A posicao do sensor é essencial para a estabilidade do sistema. e o sensor deveria

ser colocado na posigao da forga de controle;

104
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(6) Usamos o problema regulador para procurar a melhor lei de controle 6timo
de laco fechado para estruturas sujeitas a perturbacoes desconhecidas. Isto pode ser
feito investigando a resposta da estrutura controlada devido a suposicao de alguma

perturbacao.

(7) A lei de controle 6timo é obtido sobre a base de fornecer o suficiente amorteci-
mento ativo e rigidez ativo para proteger a estrutura diante de qualquer perturbacao

incerta.

(8) A lei de controle 6timo depende da especificagao das matrizes ponderadas e

da resolugao da equagao de Riccati, se o controle por retroalimentacao é o desejavel.

(9) O aumento do controle ativo fornece a possibilidade de reforgar a efetividade
do AMR. Através do analise de estruturas de uma ponte, foram discutidos o algo-

ritmo de controle e a compensacgao do tempo de retardo sob uma for¢a de controle.

(10) A teoria de controle 6timo instantaneo tem fornecido uma adequada base para

nosso trabalho.

i E B\BL\UTEC !:g e
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