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RESUMO

Nesta tese estudamos um modelo de spins do tipo Ising, modelo J; — J,, com inte-
racOes competitivas J; ferromagnéticas entre primeiros vizinhos na rede quadrada e J,
antiferromagnética entre segundos vizinhos. O diagrama de fases do modelo e as correla-
coes de pares foram analisadas com o Método do Aglomerado Variacional nos casos sem
e com um campo magnético externo.

A campo nulo, construimos o diagrama de fases no plano 7'/.J; — k onde k = | J5|/ J;.
A transicdo ferromagnética-paramagnética é de segunda ordem quando xk < 1/2 e a tran-
si¢do stripes-paramagnética de primeira ordem para 1/2 < k < 1 e de segunda ordem
para valores de k > 1. Nossos resultados concordam com prévios estudos.

Ao aplicarmos um campo magnético externo ao sistema, em regides onde a campo
nulo se observa a fase de stripes (v = 0.6 e Kk = 1), as filas (ou colunas) de spins pa-
ralelos ao campo externo ganham estabilidade dando lugar a uma fase de stripes mista
com magnetizacdes nas filas e colunas com magnitudes diferentes. A campos maiores,
o sistema se encontra numa fase homogénea com uma magnetizagao remanente, a fase
paramagnética saturada. Na interfase entre a fase de stripes e a paramagnética saturada,
encontramos uma fase intermedidria nemaética do tipo Ising. Esta fase possui uma magne-
tizacdo homogénea e correlacdes de pares anisotrdpicas nas direcdes = e y quantificadas
por um parametro de ordem orientacional. A fase nemadtica tem sido observada principal-
mente em sistemas com interacdes competitivas de longo alcance. O uso do Método do
Aglomerado Variacional na aproximacdo de quatro pontos permitiu detectd-la no modelo
J1 — Jo cléassico. A presenca da fase nematica intermedidria foi confirmada em simu-
lagdes de Monte Carlo. As transi¢Oes stripes-paramagnética saturada e stripes-nematica
sdo de primeira ordem e a transi¢do nemdtica-paramagnética saturada é uma transicao de

segunda ordem de acordo com a andlise da energia livre.



Na segunda parte do nosso estudo, calculamos o fator de estrutura na aproximacao de
quatro pontos do Método do Aglomerado Variacional vélido tanto nas fases desordenada
como ordenadas no modelo sem e com campo magnético. A partir desta andlise, determi-
namos as linhas de estabilidade para a fase paramagnética no modelo sem campo e tam-
bém mostramos a existéncia destas linhas na solu¢do de stripes. No modelo com campo,
estudamos o fator de estrutura e a susceptibilidade reduzida para x = 0.6 e diferentes
temperaturas. A susceptibilidade € descontinua nas transi¢des stripes-paramagnética sa-
turada e stripes-nemética compativel com uma transi¢do de primeira ordem. Por sua vez,
na transicao nemadtica-paramagnética saturada de segunda ordem se observa um maximo
em uma das componentes da susceptibilidade no espago reciproco e um cadmbio da sime-

tria Z, para a Z,4 no fator de estrutura.

Palavras-chave: Método do Aglomerado Variacional, fase nemadtica, fator de estrutura,

modelo J; — J,, sistemas com interagdes competitivas.



ABSTRACT

In this thesis, we studied a Ising model, the .J; — J> model, with nearest neighbors
ferromagnetic interactions J; and next-nearest antiferromagnetic neighbors interactions
Jo. The phase diagram and the pair correlations were analyzed with the Cluster Variation
Method, with and without an external magnetic field. At zero field, we build the phase di-
agram in the plane 7'/.J; — k where k = |.J5|/.J;. The ferromagnetic-paramagnetic phase
transition is a second order one at k < 1/2. The stripes-paramagnetic is a first order tran-
sition when 1/2 < k < 1 and second order for x values bigger than one. Our results are
in agreement with previous works. Applying an external magnetic field to the system, in
regions where the ground state is stripes (x = 0.6 € k = 1), the columns (or rows) of par-
allel spins to the field gain stability given place to a mixed phase with columns (or rows)
magnetization with different magnitudes. At higher fields, the systems enters in a homo-
geneous phase with a remanent magnetization, the saturated paramagnetic phase. In the
interface between the stripes and saturated paramagnetic phase we found a intermediate
phase, the Ising-nematic. This phase has a homogeneous magnetization and anisotropic
nearest-neighbor correlations in the directions x and y quantified by a orientacional order
parameter. The nematic phase has been observed in systems with long range interactions.
The Cluster Variation Method (CVM) in the four site approximation detected the nematic
phase in the classical .J; — J» model. These results were confirmed by Monte Carlo simu-
lations. The stripes-saturated paramagnetic and stripes-nematic transitions are found to be
first order transitions. The nematic-saturated paramagnetic is of second order according to
free energy analysis. In the second part, we computed the structure factor in the four-site
approximation of the CVM. This expression is valid for order and disorder phases, with or

without a magnetic field. Through this analysis we found the paramagnetic stability lines



in the model at zero magnetic field, we also showed the existence of spinodal temperature
for stripes solutions. In the model with a magnetic field, we studied the structure factor
and susceptibility for £ = 0.6 and different temperatures. A discontinuity in susceptibility
was observed in the stripes-saturated paramagnetic and stripes-nematic transitions com-
patible with a first order transition. In the nematic-saturated paramagnetic second order
transition we found a maximum in one of the susceptibility components and a change of

the Z, symmetry to the Z, in the structure factor.

Keywords: Cluster Variation Method, nematic phase, structure factor, J; — Jo model,

systems with competitive interactions.
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1 INTRODUGCAO

Muitos sistemas da matéria condensada apresentam estruturas complexas, tais como,
stripes, bolhas, lamelas, entre outros que podem ocorrer espacialmente na posi¢do das
particulas ou em qualquer propriedade, como na magnetizacdo, na densidade de carga,
na composi¢do quimica. Estas estruturas aparecem pela presenca de algum tipo de com-
peticdo a diferentes escalas e independentemente dos detalhes da estrutura microscépica
ou das interacdes envolvidas [1]. Assim, por exemplo, num sistema magnético em duas
dimensodes, a competi¢do entre interacdes atrativas de curto alance, que tendem a ordenar
o sistema, e interagdes repulsivas de longo alcance, que favorecem um ordenamento anti-
ferromagnético, geram um padrao de stripes de magnetizacdo alternante ao longo de uma
dire¢do, como sinalizado na figura 1.1, que desaparece com o aumento da temperatura.

Estes sistemas apresentam dois tipos de ordenamento, ordenamento posicional e orde-
namento orientacional associados a invariancia frente a translagdes e rotagdes espaciais,
respectivamente, tal como € ilustrado na figura 1.1. Em geral, hd uma temperatura carac-
teristica onde as fases do sistema comegam a se separar. Para temperaturas abaixo desta
temperatura se formam estruturas tipo labirinto invariantes frente a translagdes e rotagdes
que ndo apresentam ordem posicional nem ordem orientacional, mas que exibem uma
estrutura tipo stripes bem definida. Conforme a temperatura diminui, se quebra a inva-
ridncia rotacional e aparece ordem orientacional nas stripes que pode gerar fases do tipo
nemadticas. Estas fases se caracterizam pela presenca de ordem orientacional e auséncia
de ordem posicional. A mais baixas temperaturas um certo grau de ordem posicional co-
meca a ser observado dando lugar a fases esméticas. Para temperaturas ainda menores,
o sistema pode sofrer uma transi¢do a uma fase completamente ordenada posicional e
orientacionalmente.

Estes padrdes tem sido observados em uma grande variedade de sistemas como filmes
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Figura 1.1: Simulacdo computacional da evolu¢dao de dominios magnéticos com aumento

da temperatura em um ferromagneto de Heisenberg com anisotropia perpendicular e in-
teracOes dipolares competitivas. As cores verde e vermelha representam spins apontando
para cima e para baixo, respectivamente. Os nimeros acima de cada figura sdo as tempe-

raturas [2].

supercondutores, coloides, entre outros. Na figura 1.2 vemos imagens de filmes magnéti-
cos Fe/Cu obtidas por microscopia SEMPA e diferentes temperaturas € no inset de cada
figura o fator de estrutura gerado da transformada de Fourier da imagem. Para baixas
temperaturas, na fase de stripes (figura 1.2a), o fator de estrutura exibe duas manchas ao
longo de uma direcdo no espago reciproco indicando que a fase estd orientacionalmente
ordenada. Na fase labirinto, hd uma ordem reminiscente da fase mais ordenadas e quando
o Fe ¢ depositado numa superficie de Cu(001) as stripes crescem com uma simetria da
rede quadrada como no inset da figura 1.2b. Por sua vez, o fator de estrutura exibe quatro
maximos.

A descrigdo tedrica da sequéncia das transi¢des de fases envolvidas em sistemas com

interacdes competitivas tem sido estudada por varios autores [2,4—-8] . Um dos primeiros
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Figura 1.2: Estudo experimental em filmes de Fe/Cu [3] através de microscopia SEMPA.
(a) Fase de stripes. (b) Fase labirinto. No inset se mostram imagens do fator de estrutura.

A temperatura aumenta de esquerda para direita.

trabalhos neste campo foi o de Brazovskii [4] que propds um modelo tipo Ginsburg-
Landau para um modelo com interacdes quase isotropicas incluindo termos com poténcias
quadraticas e quarticas do parametro de ordem na expansao de Landau. O resultado mais
relevante desta andlise € que a transicao a fase modulada € de primeira ordem e € induzida
por flutuacdes com um modo dominante de minima energia diferente de zero.

Também € conhecido o trabalho de Nelson e Toner [9] que descreveram a sequéncia
destas fases em termos da andlise da elasticidade de paredes de dominios e ndo de modelos
microscopicos.

Por sua vez, Abanov e colaboradores [5] construiram um diagrama de fase bastante
completo, num sistema de spins Heisenberg com interacdes competitivas de longo alcance
numa rede quadrada, através de calculos microscépicos e algumas suposi¢des fenomeno-
l6gicas, onde as fases isotropica, nemadtica e esmética estavam presentes.

Estes sistemas com ordenamento orientacional também sdo observados nos cristais
liquidos. Os cristais liquidos estdo formados por moléculas anisométricas (sem simetria
esférica). Moléculas tipicas que formam cristais liquidos sdo de dois tipos basicos: alon-
gadas (moléculas calamiticas) ou com forma de disco (moléculas discéticas). Em geral,
a parte interna destas moléculas € rigida e a parte externa, fluida. Este carater duplo da
estrutura das moléculas da origem a interacdes chamadas estéricas, que levam a diversos
tipos de ordem orientacional, juntamente com o cardter fluido dos cristais liquidos. O
ordenamento orientacional das moléculas nos cristais liquidos é quantificado através de

um parametro de ordem tensorial, € em analogia com estes sistemas, uma maneira de
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quantificar a ordem orientacional presente em sistemas magnéticos como o da figura 1.1

¢ também através de um parametro de ordem tensorial
— — 1 —
Qi;(T) = ¢(2) (@aj — 5525@) o(), (1.1)

onde i, j = x,y e ¢(¥) o parAmetro de ordem. Em duas dimensdes espaciais o tensor tem
apenas dois elementos independentes, que representam a orientacao média das paredes de
dominio e a intensidade da ordem orientacional. O significado fisico deste parametro de
ordem foi discutido na referéncia [10] e € mais transparente no espaco reciproco. Ja que
este tensor € simétrico e se pode diagonalizar num eixo principal, o pardmetro de ordem

orientacional é dado pela expressao

Q) = / APk k2 cos (20) S(k), (1.2)

-

onde k, = kcosf, k, = ksinf e S(k) é o fator de estrutura do sistema. Nesta forma
notamos que o parametro de ordem orientacional quantifica o grau de anisotropia do pa-
drdo espacial. Em uma fase isotrépica, onde S(l;) depende apenas do médulo do vetor de
onda, o parametro () = 0.

Na figura 1.3, se apresenta um gréfico do fator de estrutura de um modelo para filmes
magnéticos ultrafinos com forte anisotropia perpendicular, que possui interagdes de curto
alcance ferromagnéticas e interacdes dipolares competitivas usando simula¢des Langevin
[11]. Para baixas temperaturas, o sistema apresenta um padrdo de stripes bem definido,
onde h4 tanto ordem orientacional como posicional, e o fator de estrutura tem dois picos
correspondentes a vetores de onda caracteristicos desta fase. Para uma temperatura um
pouco maior, os dois picos no fator de estrutura estao alargados, indicando que a ordem
posicional foi destruida, mas ainda ha ordem orientacional pois o valor do parametro de
ordem ¢ alto. Podemos dizer que para esta temperatura existe a fase nemdtica. Para altas
temperaturas, a isotropia do fator de estrutura reflete a auséncia de ordem orientacional
sinalizando a presenca de uma fase desordenada.

Em outros estudos [6, 7], se encontrou que este pardmetro orientacional se podia co-
dificar incluindo outros termos na energia livre de Ginsburg-Landau, e assim identificar a
fase nemadtica.

Da mesma forma em que se definiu o parametro de ordem tensorial, ou seja, como uma

medida do grau de anisotropia do fator de estrutura, a versao discreta deste parametro de
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Figura 1.3: Fator de estrutura para um modelo com interagdes competitivas em duas
dimensdes para trés diferentes temperaturas. Os graficos de cima para baixo, representam

as fases de stripes, nemadtica e isotropica, respectivamente [11].
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ordem orientacional descreverd o grau de anisotropia na fun¢do de correlacdo de vizinhos

mais préximos nas direcoes x e y da rede [8]
1
Q= Z<Sisi+§c — SiS¢+g> = 2 ZKij <5i5j> ) (1.3)
i ij
onde K é uma matriz dada por

+1 sej=1x2z
K;j = (1.4)
-1 sej=i1£y

com Z e g vetores unitdrios.

Por outro lado, uma pergunta que surge ao estudar modelos com interagdes competi-
tivas € se fases do tipo nemadticas podem ser geradas a partir de modelos com interagdes
de curto alcance. Para isto, consideraremos um dos modelos mais simples com intera-
cdes competitivas de curto alcance, o modelo J; — J; na rede quadrada, o qual possui
uma interacdo de troca ferromagnética entre spins mais proximos e antiferromagnética
de segundos vizinhos. Este modelo apresenta uma fase de stripes simples com ordem
orientacional e posicional de longo alcance, ausente em modelos com interagdes isotrd-
picas de longo alcance. A transicdo da fase desordena a fase de stripes corresponde a
uma quebra da simetria Z, da rede quadrada para a simetria Z, da fase de stripes, e em
principio € um bom candidato para observar as fases nemadticas caso existam. Como vi-
mos anteriormente, a busca de fases nematicas, nao € uma tarefa simples, pois envolve o
calculo de correlagdes em diferentes dire¢des espaciais com o fim de detectar uma que-
bra da isotropia caracteristica destas fases [10, 12]. Entdo, a aproximacgao analitica mais
comum para um parametro de ordem de somente um ponto, a aproximacdo de campo
médio, falha em detectar as fases nemadticas e € necessdrio ir a aproximacdes além da te-
oria de campo médio que permitam introduzir anisotropias nas correlagcdes. Uma técnica
apropriada € o Método do Aglomerado Variacional o qual permite uma melhora sisteméa-
tica sobre a aproximagdo de campo médio, considerando exatamente as interagdes entre
particulas que fazem parte de um aglomerado com tamanho definido pelo grau da apro-
ximagdo. O primeiro passo além da aproximagao de campo médio, € a aproximagao de
dois pontos ou aproximacao de Bethe-Peierls. Esta aproximagdo equivale a considerar de
forma exata todos os aglomerados de dois pontos. A aproximacao de Bethe-Peierls prediz
corretamente que a dimensao critica inferior para o modelo Ising ferromagnético é d = 2,

porém, devido a que nao distingue nenhuma geometria ou caracteristica espacial na soma
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sobre pares de sitios, entdo ndo detecta a quebra de simetria rotacional distintiva das fa-
ses orientacionais. O préximo grau da aproximacgdo na rede quadrada € a aproximacdo
de quadrados ou quatro pontos, a qual leva em conta exatamente aglomerados de quatro
pontos. Como veremos, esta aproximagdo € suficiente para detectar a presenga de fases
nemdticas em modelos com interagdes competitivas de primeiros e segundos vizinhos.
Nao encontramos evidéncia da fase nemadtica no modelo J; — J; sem campo magnético
na aproximacdo de quatro pontos, mas a fase nemdtica foi observada no modelo com
campo.

O trabalho esta dividido da seguinte forma. No segundo capitulo, faremos uma pe-
quena revisao bibliografica dos conceitos basicos utilizados dentro do presente estudo,
comegando por uma descri¢do do Método do Aglomerado Variacional, e algumas defini-
coes das correlagdes. No capitulo 3, estudamos um modelo com interacdes competitivas
de curto alcance, o modelo J; — J; sem e com campo magnético usando o Método do
Aglomerado Variacional na aproximacao de quatro pontos, com isto, construimos os res-
pectivos diagramas de fases. No capitulo 4, apresentamos os resultados da anélise do fator
de estrutura e a susceptibilidade para o modelo .J; — J, tanto nas fases ordenadas quanto
nas desordenadas sem e com a aplicagdo de um campo magnético homogéneo externo.

No capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes sobre o trabalho realizado.
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2 METODO DO AGLOMERADO VARIACIONAL

O Método do Aglomerado Variacional, ou Cluster Variation Method CVM pelas suas
siglas em inglés, foi inicialmente proposto por Kikuchi [13] como uma generalizacdo da
teoria de campo médio onde a energia e a entropia de um sistema sio calculadas através
de um método combinatério. Nesta formulagdo, escolhe-se um aglomerado apropriado
na rede que inclua exatamente as interacdes entre sitios desejadas, determinando o tipo
de aproximacdo. Por exemplo, na aproximacdo de pares — aglomerado de dois pontos
— incluem-se exatamente as interagdes entre dois sitios, na aproximac¢do de quadrados —
aglomerado de quatro pontos — incluem-se exatamente interagdes entre quatro sitios, e
assim sucessivamente. Com o CVM se corrige a temperatura critica, dando como resul-
tado diagramas de fases bastante precisos tanto em sistemas com transicoes de fases de
primeira ordem como com transi¢des continuas. A aproximacao melhora quanto maior
for o aglomerado pois haverao mais interagdes tratadas exatamente, porém, com aglome-
rados maiores a contagem combinatorial se torna complexa pelo nimero de configuragdes
envolvidas.

Desde sua primeira apari¢do, o CVM foi reformulado por vérios autores. Hijmas e
Boer [14] encontraram uma forma de sistematizar a formulag¢do de Kikuchi. Finalmente,
Morita [15, 16] desenvolveu o CVM a partir do principio variacional para a energia livre,
usando uma expansdo cumulante para a entropia. Este formalismo é muito mais claro
conceitualmente e serd apresentado com mais detalhes neste capitulo.

No trabalho de Morita, o potencial variacional ¢ minimizado em relacdo as funcdes de
distribuicdo (matrizes densidade), incluindo condi¢des de normalizacdo e redutibilidade
para estas ultimas, e que chamaremos de formulag¢do da matriz densidade.

Outra formulacdo equivalente a anterior consiste em escrever as matrizes densidade

em termos das funcdes de correlacdo. Esta equivaléncia foi mostrada por Aggarwal e
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Tanaka [17] em sistemas magnéticos e também por Sanchez e colaboradores em sistemas
multicomponentes [18], e é conhecida como formulacdo das funcoes de correlacdo.

Na versao mais moderna do CVM, Ann [19] mostrou que a expansdo cumulante da
entropia se pode escrever a partir de uma inversao de Mdobius. Esta formulacdo faz com
que a determinacao dos coeficientes da expansdo cumulante seja matematicamente mais
simples embora a interpretacdo do CVM continua sendo a mesma.

Na continuacdo, nas segdes 2.3 e 2.4 vamos apresentar brevemente o CVM a partir

destes dois enfoques, a formulacdo das matrizes densidade e das fungéoes de correlagdo.

2.1 Principio variacional

Se o é uma varidvel aleatéria e P (o) sua distribui¢do de probabilidade, o valor médio

de uma funcgéo de o, f(o) é [20]

(f(0)) = tr P(o)f(o), 2.1

onde o tr quer dizer a soma sobre todas as configuracdes de o em um sistema cléssico.

Além disso, qualquer distribui¢do de probabilidade cumpre a desigualdade de Jensen
<ef(ff)> > o)), (2.2)

Se considerarmos um sistema com Hamiltoniano cldssico // em fung¢do de o e funcdo
da distribui¢do de probabilidade p(o) que satisfaz tr p = 1 e p(o) > 0, podemos escrever

a func¢do de particdo como
Z=e P =tre Bt = tr p e AH—log p

_ <676Hflog p> (2.3)

p’
onde F' ¢é a energia livre de Helmholtz, 5 = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann e 7" a
temperatura. (...) , € 0 valor médio calculado com a distribuigéo p.

Dada a desigualdade (2.2) vemos que
e PE > e~ P(H),—(log p>p, (2.4)
ou
F<F,=(H),+kpT(log p),

=tr [H p,| + kgTtr [p, log p,l, (2.5)
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onde F}, € uma energia livre aproximada calculada a partir da matriz densidade de prova
pp. Esta desigualdade € vélida para qualquer matriz densidade p,. Quando impomos a

condicdo de normalizacdo da matriz densidade de prova
tr p, = 1, (2.6)
através de um multiplicador de Lagrange «, o novo potencial variacional F) fica

F/ = F,— (a+kgT) (trp, — 1), 2.7)

p

o fator kT € in6cuo e foi introduzido por conveniéncia.
Agora, a matriz densidade que minimiza o potencial variacional é a matriz densidade

candnica, o que constitui o principio variacional
p= ePla—H) (2.8)
Impondo a condigdo (2.6) a p, € fixado o valor do multiplicador de Lagrange «
Z=eP=tre Pt (2.9)

com Z sendo a fun¢do de particdo do sistema descrito pelo Hamiltoniano H.
Outra forma de enunciar este principio € incluindo a condi¢do (2.6) na defini¢ao das

matrizes densidade, o que serd util na formulagdo das funcdes de correlagao.

2.2 Expansao cumulante

Na formulacdo do CVM tal como foi enunciado por Morita, a expressdao da energia
livre variacional inclui uma expansao do termo da entropia conhecida como expansao cu-
mulante. Essa expansdo cumulante € apropriada para sistemas localizados. Vamos supor
um sistema com N sitios cujas matrizes densidade reduzidas de n corpos se relacionam

umas com as outras pelas seguintes equacgdes de redutibilidade

,01(,") (1,2,...,n) = tr,q pl(f”“l) (1,2,..,n+1)

n=12..,N—-1, (2.10)
e normalizacao

tr; p9(i) =1,i=1,2,..., N, (2.11)

p
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como definido no apéndice A.
Agora, definimos as fungdes do aglomerado G(™, e as fungdes cumulantes ¢(™ dadas

por
G (i) = tr [p)(i) log pi) ()] = gV (4),
G0, j) =t [p$(i, 5) log p) (i, )]
= gV (@) + 9V () + 9%, ),
Gi,j, k) =t [p) (i, 4, k) log pP(i. j, k)]
=gV (@) + 9V () + 9 (k) + 9P, 5) + 9P (6, k)
+ 9(2) (i, k) + 9(3) (i, 4, k). (2.12)

Seguindo a expansao (2.12) para um aglomerado do tamanho do sistema, construimos
a maior funcio do aglomerado GV (1,2, ..., N), a qual representa o termo da entropia no

potencial variacional e pode ser escrita como

GM(1,2,..,N) =tr [p{M(1,2,..,N) log p{M(1,2,...,N)]

p
=3 gD+ gD 0+ > g g k) +
i i<j i<j<k
+¢™M(1,2,...,N), (2.13)
os indices nas somas i < j, 7 < j < k, ... foram restringidos para ndo contar termos

repetidos.

Desta maneira, o potencial variacional fica

F,=tr [H pj(DN)(l,Z, s N)]

+hpT > gV +Y g? 6 5) + -+ g™ (1,2, N) | (2.14)

i<j
A expressao (2.13) da maior fung¢do do aglomerado em termos das fun¢des cumulante
se conhece como expansdo cumulante, € o principio variacional pode-se reformular assim:
A matriz densidade canodnica e as matrizes densidade reduzidas minimizam o poten-

cial variacional (2.14) dadas as condi¢oes de redutibilidade (2.10) e normalizacdo (2.11).
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Uma propriedade importante das funcdes cumulante na expansdo (2.13) € que sdo
quantidades cada vez menores quanto maior o tamanho do aglomerado. Desta maneira,
esperamos que ¢® (4, j) seja menor do que gtV (i), e assim sucessivamente.

Como ja foi dito, a interpretacdo do CVM a partir da expansdo cumulante é uma
das formulagdes mais favordveis, pois o grau da aproximacao vai depender do niimero de
fun¢des cumulantes truncadas no potencial variacional. Neste método, escolhe-se 0 maior
aglomerado com n sitios que determina o tipo da aproximacdo onde todas as interacdes
contidas nele serdo tratadas exatamente. Como a matriz densidade do maior aglome-
rado p™(1,2,...,n) é definida por um aglomerado de sitios inclusivos, entdo devemos
considerar todas as matrizes densidade reduzidas dos subaglomerados contidas no maior
aglomerado. Existem diferentes tipos de aproximagao, por exemplo, aproximacdo de um
ponto, dois pontos, trés pontos, entre outras, que correspondem a considerar o maior aglo-
merado de um, dois, ou trés pontos respectivamente, e truncar até o primeiro, segundo ou
terceiro termo na expansdo cumulante que aparece no potencial variacional (2.14).

Uma vez escolhido o grau da aproximacao e truncado o potencial variacional, somente

resta derivar em relacdo aos parametros variacionais.

2.3 Formulacao da matriz densidade

Na formulag@o das matrizes densidade os parametros variacionais sdo: a matriz den-
sidade do maior aglomerado e suas matrizes densidade reduzidas.

Minimizando o potencial variacional em relacio as matrizes densidade de n pontos,

s

OF,
apiM(1,2,...,n)

encontramos as expressoes para as matrizes densidade de equilibrio, com as quais pode-

—0, (2.15)

mos calcular a energia livre e outras quantidades termodinamicas.

2.4 Formulacao das funcoes de correlacao

A formulagdo das func¢des de correlagdo surge do fato que as matrizes densidade po-
dem ser parametrizadas em termos das funcdes de correlacdo. Desta forma, o potencial
variacional (2.14) dependera das correlacdes que serdo 0s novos parametros variacionais.

Além disso, as condi¢des de normalizacdo e redutibilidade das matrizes densidade sdao
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impostas diretamente na sua definicio como detalhado no apéndice A. Esta abordagem
€ mais simples pois escolhemos uma representacdo na qual as matrizes densidade sao
diagonais.

No caso de um sistema com spins Ising {S; = £1} as matrizes densidade reduzidas

p]g") se podem escrever como [21]

pz()n) —9n

1+ Z akxk] (2.16)
k

onde a soma € sobre todos os sub-aglomerados com £k sitios dentro do aglomerado n,

o) = HiE S € a funcdo de correlagdo multi sitio é definida como z, = tr oy, pz(jk), ou

T = <Sl> , Lo = <5152> gy L = <S182, ceey Sk> . (217)
Numa notacdo mais simplificada o potencial (2.14) fica

Fy=> hap+kpT» g% (), (2.18)
k k

onde h; é uma energia de interacdo (interacdo de troca, um potencial quimico ou um
campo magnético externo) e g'¥)(z;,) sdo as fungdes cumulantes.

Por dltimo, os parametros variacionais devem satisfazer

OF,

. (2.19)

2.4.1 Aproximacao de um e dois pontos

De forma ilustrativa, examinemos a aproxima¢do mais simples, a de um ponto ou
aproximacao de campo médio. No CVM esta aproximacdo equivale a considerar somente
a fungdo cumulante ¢(") e desprezar os outros termos da expansdo. Nio é dificil mostrar
que o fato de ¢® ser nula, implica que p® (i, j) = p™ (i) pM)(4), com isto a aproximagio
de campo médio se pode interpretar como uma aproximagdo que ndo leva em conta as
correlacoes.

Consideremos um sistema tipo Ising com Hamiltoniano
H==> TS5, (2.20)
(zy)

onde J,, € a interagdo de troca, S, = =1 a varidvel de spin e a soma € sobre pares

primeiros vizinhos.
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O potencial variacional na aproximacao de campo médio serd

F==Y Joymamy + kT Y g"(x), 2.21)

(zy) x

onde

g (z) = tr p, log p,

(14+my) (14+my) (1 —my) (1 —my)
= 1 1 222
5 gt 08— (2.22)
e a matriz densidade de um ponto esta dada por
1
o =35 (1+m,S,), (2.23)
com
mg = tr.S; pe (2.24)
conforme detalhado no apéndice A e tr p, = 1.
Desta maneira, as equagdes variacionais ficam
oF KT~ (14+my)
= — J, —log—— =0 2.25
om, Zy: R T g (2.25)
ou
1 (1+myg) _
B log m = tanh 'm, = 5 zy: Jay My, (2.26)

onde = 1/kg T, o qual leva a bem conhecida predi¢do de campo médio para a magne-

tizacdo
m, = tanh (ﬁ > memy> , r=1,...,N (2.27)
Yy

Uma aproximac¢ao melhor do que campo médio consiste em considerar aglomerados
de dois pontos e somar exatamente a um par de sitios o que leva a aproximacgao de Bethe-

Peierls.

2.4.2 Aproximaciao de quatro pontos

Consideremos um sistema de spins localizados tipo Ising em uma rede quadrada com

um Hamiltoniano genérico

M=) JoyS:Sy— > haSs, (2.28)

Yy
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sendo J,,, a constante de interagdo entre spins S;, S, = %1, e h, um campo magnético.
A aproximacdo de quadrados ou quatro pontos consistird em truncar o potencial va-
riacional (2.14) até as funcdes cumulante de quatro pontos ¢'¥). Para este modelo, o

potencial variacional estd dado por

= Tyt (SeSupten) — D hatr (Sepe) + T |3 gP(a)

(zy)

+> gV + > @y + Y gV @y )+ D gDy zw) |,
(zy)

((zy)) [zy2] oz

(2.29)

onde 7" é a temperatura e a constante de Boltzmann kg = 1, ¢ (2), ¢@(z,7), ¢®(z, v, 2)

e gW(x,y,z,w) sdo as funcdes cumulante de um, dois, trés e quatro pontos. As somas

em z, (zy), [ryzl, ;007 indicam somas sobre sitios, pares, aglomerados de trés sitios e
quadrados, respectivamente.

Nesta aproximacado o maior aglomerado € formado por um quadrado, com uma matriz

densidade do aglomerado de quatro pontos p:r» e matrizes reduzidas de dois p(;,) e um

ponto p,, sujeitas as condi¢cdes de normalizagdao

st Proy = 1

trs pirs) = 1

tr, pr =1, (2.30)
e redutibilidade

trs pers) = Pr

trspn Proy = Pr

T4y prov = P(rs)s (2.31)

com7,s,t,u=2,Y,2,W.
O passo seguinte é reescrever as funcdes cumulante g™ em termos das fungdes do

aglomerado G'™, no potencial variacional. Das defini¢des (2.12) é facil ver que

g (x) = GW(x),

9P (z,y) = G¥(z,y) - GY(z) — GV(y), (2.32)
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continuando com esta expansdo chegamos a expressao para o potencial variacional

F=- Z Jgytr (SxSyp(xy)) — Z hymg, + T Z tr pzmglngzz/DzZu

(zy) HNES

- Ztrp<xy>logp(xy) + ZterZOQPa: ) (233)

(zy) z
onde os termos correspondentes as fungdes do aglomerado de pares segundos vizinhos
e aglomerados de trés pontos se anulam e usamos a notacdo das matrizes densidade da
equacao (2.16) que estdo dadas pelas seguintes expressdes, como aparece no apéndice A

1
Pz = B (14 m,S,)

(1 4+ my Sy + mySy + 11ySSy)

e

Play) =

p<<xy)> = (1 + mmSm + mySy + nySmSy)

N

(1 4+ mySy +mySy +m.S, + My Sw + lowSeSw + lwzSwSs + 14525y

==

PzOw =
+ l:pnySy + szS:cSz + cywSySw + kywwSnySw + kxszxSwSz + szySwSzSy

+ k2ywS2Sy Sy + duyzuwSeSyS:Sw), (2.34)

mg =t (Sppz)

Loy =t (S2Syp(ay))

Cay = T (S0SyP(an)))

Faye = 1 (S2SyS:plry)

Ay =t (S,:8,5-Supse) (2.35)

E de notar que todas estas quantidades m, I3y, Czy, Kgyz, dzyzew Variam entre zero € um.
Depois de computar os tracos, chegamos a uma expressao para o potencial variacional
em termos das correlagdes. A minimizagdo do potencial variacional ndo € uma tarefa facil.
Por um lado, podemos resolver o conjunto de equacdes de estado derivando F em relacao
aos seus parametros variacionais ou minimizar numericamente o potencial variacional

para estes mesmos parametros. Optamos por este ultimo procedimento.
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2.5 Correlacoes
A fungdo de correlagdo de dois pontos entre spins € definida por
COi, 5) = (SiS;). (2.36)

E a funcdo de correlacdo conectada de dois pontos [22] ou fun¢do de correlacdo spin-

spin [23], estd dada por
CP(i, §) = (SiS;) — (i) (S5) . (2.37)

para i = j esta expressdo denota o desvio quadratico médio (S?) — (S;)? na varidvel S;;
por outro lado, quando a separacdo entre sitios ¢ ¢ j aumenta indefinidamente, os spins 5;
e S ficam descorrelacionados, assim (5;5;) = (5;) (S;) e c? (i,7) = 0.

Outra forma de escrever a correlacdo conectada é
CO (i) = ((Si = (S:)(S; = () » (2.38)

onde C? (1, 7) se pode interpretar como a medida da correlagdo entre flutuagdes da mag-

netizacao nos sitios ¢ e j.

2.5.1 Correlacoes conectadas no CVM

Como vimos anteriormente, 0 CVM tem sido principalmente usado no estudo de di-
agramas de fases de modelos com interacdes de curto alcance, obtendo resultados simi-
lares a outras técnicas, ndo obstante, 0 método também permite calcular as funcdes de
correlagdo conectadas dentro do alcance da aproximagdo, ou seja, o0 método ndo fornece
informacao das correlagdes para aglomerados maiores que aqueles incluidos na expansao
da energia livre.

No CVM, a formulagdao mais apropriada para computar as correlacdes € a formulagao
das fun¢des de correlacdo, onde as matrizes densidade sdo funcdes das correlagdes, como
na secdo 2.4.

O método foi estudado por vérios autores [21,24] e consiste em introduzir um campo
magnético no potencial variacional (2.18) acoplado a grupos de [ spins 0; = 51.55...5]
nos quais desejamos estudar a correlagdo. Para algum desses aglomerados a condi¢do de
equilibrio sera

oF

hl:a—xl.

(2.39)
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Usando o teorema de resposta linear do apéndice B, a correlacido conectada de pares
estd dada por

Ony _p O°F

(ow0n) = {ow)lon) =T 5" =T 5 h

(2.40)

Porém, € mais simples computar a matriz inversa da correlacdo conectada de dois

pontos dado que a energia livre agora depende explicitamente das correlagdes xj,

10h, 1 O°F
— - 2.41
T axlr T 8351083:1T’ ( )

nesta ultima equac@o usamos a condicdo de equilibrio (2.39).
Da defini¢dao do fator de estrutura, como a transformada de Fourier das funcdes de

correlacdo
S(k) = / dre= 7O (), (2.42)

vemos que o fator de estrutura também se pode obter transformando Fourier a equagao
(2.41) e invertendo

1

f dre—iE'F(%%)

S(k) = (2.43)

No capitulo 4 veremos com mais detalhe este método aplicado a um modelo com

interacdes competitivas de curto alcance.
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3 SISTEMAS COM INTERAGCOES COMPETITIVAS

Um dos modelos com interagdes competitivas de curto alcance que tém sido ampla-
mente estudados pela sua simplicidade e pela grande variedade de propriedades que apre-
sentam € o modelo J; — Js.

No presente capitulo faremos uma breve revisdo das suas principais caracteristicas
assim como mostraremos os resultados ao aplicarmos o CVM na aproximacdo de quatro

pontos, tanto na auséncia quanto na presenga de um campo magnético.

3.1 O modelo J;-J, sem campo magnético

Um dos modelos com interagcdes competitivas mais simples € o modelo J; — J5. Em
duas dimensdes hd uma competi¢do entre a interacdo ferromagnética J; > 0 de vizinhos
mais préximos e a interacao antiferromagnética Jo < 0 de segundos vizinhos.

A campo nulo 0 modelo tem sido extensivamente estudado por vdrios autores € por
diferentes métodos [21,25-31], considerando tanto interagdes ferromagnéticas como an-
tiferromagnéticas de primeiros vizinhos, no entanto ndo hd uma solugdo exata para a
termodindmica deste modelo.

Quando a razdo entre as interagdes x = |.J»|/J; < 1/2 o estado fundamental é ferro-
magnético duplamente degenerado e para x > 1/2 tem-se uma configuracéo de stripes ou
fase superantiferromagnética, caracterizada por colunas ou filas de spins para cima e para
baixo, com degenerescéncia quatro, como ilustrado na figura 3.1 para uma rede quadrada.
O ponto k = 1/2 é o ponto bicritico onde coexistem as fases ferromagnética e de stripes.

Também ha competicdo quando as interagdes J; e Jo sdo antiferromagnéticas, mas
desta vez o estado fundamental para k < 1/2 é antiferromagnético. Na auséncia de

campo magnético aplicado, o comportamento termodinamico do sistema € 0 mesmo no
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e 331

Figura 3.1: Degenerescéncia do estado fundamental de stripes para o modelo J; — J,
sem campo magnético. Circulos preenchidos: S; = +1. Circulos sem preenchimento:

S; = —1.

caso J; >0e J; < 0.

Um diagrama de fases tipico se apresenta na figura 3.2, para J; > 0e Jy, < 0. Em
baixas temperaturas e x < 1/2 o sistema encontra-se numa fase ferromagnética e de stri-
pes quando k > 1/2; para altas temperaturas a solugdo estdvel é a paramagnética. A
transi¢do ferromagnética-paramagnética € uma transi¢do continua segundo prévios estu-
dos [21,25-29], porém o caricter da transicao stripes-paramagnética foi uma questdo em

aberto por muitos anos.

So Paramagnética e

0 0.2 0.4 0.6 0.8 |
7

Figura 3.2: Diagrama de fases do modelo J; — J, em uma rede quadrada obtido pelo CMF
- Cluster Mean Field Theory - num aglomerado de 4 pontos (linha superior) e 16 pontos
(linha inferior). As linhas tracejadas representam transi¢des de segunda ordem e as linhas

continuas transi¢oes de primeira ordem [26].
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No trabalho de Moran-Lépez e colaboradores [25] no modelo Ising com J; < 0 e
Jo < 0 usando a aproximagdo de quatro e nove pontos do CVM, se encontrou que a tran-
si¢do ferromagnética-paramagnética na regido x < 1/2 é de segunda ordem e de primeira
ordem para 1/2 < k < k.. Em aglomerados de 4 pontos k. ~ 1.0 e em aglomerados
de 9 pontos k. ~ 1.144. O diagrama de fases obtido desta anélise concorda com os re-
sultados de outros estudos utilizando diferentes métodos, como operador diferencial [27]
e também o mesmo CVM na aproximacdo de 4 pontos [21]. Além disso, trabalhos em
simulacdes de Monte Carlo (MC) [28,29,32] reforcaram a ideia que a transi¢@o na regidao
1/2 < k < 1 era de primeira ordem devido a apari¢do de dois maximos em histogramas
de energia. Porém, em estudos mais recentes, combinando simula¢des de MC e uma série
de técnicas analiticas como matriz de transferéncia TM e Cluster Mean Field CMF, se
mostrou que a transi¢do de primeira ordem ocorre para 1/2 < xk < 0.67 e é continua
do tipo Ashkin-Teller para k > 0.67 [26]. Em x = 0.67 os expoentes criticos corres-
pondem a mesma classe de universalidade do modelo de Potts 4 estados, e para x muito
grandes a transicao se aproxima a classe de universalidade tipo Ising. No modelo de Potts
de 4 estados os histogramas de energia mostram uma estrutura multipico, apesar de que
a transicdo € continua, cuja distancia entre picos diminui suavemente a zero a medida
que o tamanho do sistema aumenta. O modelo J; — J> também exibe este mesmo com-
portamento pseudo primeira ordem no intervalo 0.67 < x < 1, o que foi erroneamente
interpretado como uma transi¢cdo de primeira ordem. Do estudo dos expoentes criticos na
regido 1/2 < k < 0.67 se encontraram indicios de um comprimento de correlagdo muito
grande caracteristico de uma transicdo fraca de primeira ordem. Por outro lado, os cédlcu-
los do CMF, a partir de aglomerados de 4 e 16 pontos predizem um ponto multicritico a
k. ~ 0.66, muito préoximo dos resultados de simula¢des de MC. Além disso, esta técnica
mostrou que existe uma pequena regido para x < 1/2 onde a transi¢@o é de primeira or-
dem para aglomerados de 16 pontos, como na figura 3.2. Nao € claro se este resultado é
um artificio do pequeno tamanho dos aglomerados.

Apesar do modelo ter sido amplamente estudado, ha algumas propriedades que ainda
hoje foram pouco exploradas e que sdo interessantes para o presente estudo, por exemplo,
o comportamento das fun¢des de correlagdo e do fator de estrutura em altas e baixas

temperaturas.
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3.1.1 Modelo J;-J> na aproximacao de quatro pontos

O Hamiltoniano do modelo J; — J5 €

H=—0> S:S,—D > Sy —> hS, (3.1)
(zy) {{zy)) z

onde a primeira soma € sobre pares mais proximos e a segunda sobre segundos vizinhos.
Estudamos o modelo numa rede quadrada com interagdes .J; ferromagnéticas e J, anti-
ferromagnéticas, embora o comportamento termodindmico seja independente do sinal de
Ji. A razdo entre as interagdes é k = |.J|/J;, fixamos a intera¢do J; = 1 e h, = 0.
Dado nosso interesse em detectar possiveis fases nemdticas com correlagcdes de pa-
res de vizinhos mais préximos anisotrépicas, a formulacdo do CVM mais apropriada é
a formulagdo das fungoes de correlagdo da se¢ao 2.4. Como vimos anteriormente, na
aproximacdo de quatro pontos nesta formulacao, o potencial variacional para um Hamil-
toniano genérico estd dada pela equacdo (2.33). Substituindo as fungdes cumulante g™

pelas funcdes do aglomerado G™ e re-escrevendo para o Hamiltoniano do modelo .J; — J,

temos
F=-J; Z loy — Jo Z Cay — Z homg, +T Z T’f’pﬁ[]zzungpay;ng
(zy) {(zy)) z yuy
- Z TTp(acy>logp(xy) + Z Trpmlogpx ’ (3.2)
(zy) z

onde as matrizes densidade p;, p(zy), pzow que dependem das correlagdes my, lyy, Coy,
Kzyz, dgy- foram definidas na segdo anterior nas equagdes (2.34) e (2.35), respectiva-
mente. E substituimos a constante de Boltzmann por kz = 1 em todos os cdlculos.

Os trés primeiros termos da equagdo (3.2) representam a energia, a qual leva em conta
as correlagdes entre pares de spins de primeiros e segundos vizinhos, I,, € c;,, € a mag-
netizacdo m,. O termo em colchetes, é a correcdo da entropia introduzida pelo CVM
através das matrizes densidade de quatro, dois e um corpo.

As condicdes termodinamicas do sistema sdo obtidas da minimizagdo do potencial
variacional em relacdo aos parametros variacionais m,, l.s, Crs, krsi, d com 1,8t =
x,y, Z,w, para cada temperatura e razao entre as interagdes . Os valores dos parametros
variacionais foram determinados numericamente usando a rotina NMinimize do software

Mathematica com o método Simulated Annealing como detalhado no Apéndice D. A
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partir destes resultados, construimos os diagramas de fases do modelo e identificamos a
natureza das transicoes.

Dada a simetria do problema, vemos que a aproximac¢do de 4 pontos é uma escolha
apropriada para estudar o modelo .J; — J; pois dentro do quadrado se incluem exatamente
tanto as interacdes de primeiros como de segundos vizinhos. Além disso, também se po-
dem reproduzir os estados fundamentais (figura 3.3). Supondo que todos os aglomerados
de quatro pontos que conformam nosso sistema sdo equivalentes somente € preciso entdo
encontrar os parametros variacionais dos sitios de um tnico quadrado, a contribuicdo do
restante da rede € incluido como um campo médio. Identificaremos cada sitio do quadrado

3 T w
com a notagao ;L1

¢ o

Figura 3.3: Configuracdes dos estados fundamentais ferromagnético e de stripes num
aglomerado de quatro pontos para o modelo J; — J; sem campo magnético. Circulos

preenchidos: S; = +1. Circulos sem preenchimento: 5; = —1.

Para o modelo JJ; — J> ndo € necessdrio tratar todas as correlagdes como parametros
independentes ja que as fases ordenadas obedecem certas simetrias.
Na fase ferromagnética, as correlagdes sdo independentes da sua posi¢do no quadrado

como no primeiro painel da figura 3.3

m, =m Crs = C dysty = d V7, 8,1, U. 3.3)

Na fase de stripes, escolhemos uma configuracdo tal que as magnetizacdes sejam
iguais dentro de uma mesma coluna, mas com uma magnitude diferente e sinal contra-
rio ao passar de uma coluna para outra, como no segundo painel da figura 3.3. Isto faz
com que as correlagdes de pares na direcao vertical e horizontal também sejam diferentes
em sinal e magnitude, nas stripes verticais [, l,,. s30 positivas e nas stripes horizontais

lzw = 1. negativas. As correlagdes de trés pontos se reduzem a dois valores k., kyzu, €
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a de pares longos e plaquetas a um tnico valor ¢ e d respectivamente,

My = My, My = My la:y7 lwz; lzw - lyz Coz = Cyw = €

Fry: = kways Fyzw = Kawa Apyzw = d VT, Y, 2, 0. (3.4)

Sob estas simplificagdes, o potencial variacional serd uma funcdo de 9 varidveis. De
qualquer forma, as solu¢des obtidas ao minimizar o potencial variacional considerando
todas as magnetizacgdes e correlagdes como independentes, obedecem as anteriores sime-
trias.

Os parametros de ordem posicional que ddo conta dos tipos de ordenamento ferro-

magnético e de stripes sao

Mp = M’ (3.5)
4
e
Mg = w (3.6)

Na fase ferromagnética tanto m, como m,, t€m o mesmo sinal, portanto Mr = £+1 em
T = 0; no entanto, na fase stripes seu sinal € contrario com o qual o parametro posicional
de stripes é Mg = tlem T = 0.

Ja na fase paramagnética as magnetizacdes locais sao nulas m, = m,, =0e Mp =0

eMS:O.

3.1.1.1 Diagrama de fases e correlacoes

O diagrama de fases no plano 7'/.J; — k se apresenta na figura 3.4. Quando K < %
o sistema estd no estado ferromagnético e conforme aumenta a temperatura sofre uma
transi¢cdo da fase ferromagnética a paramagnética de segunda ordem, com variagdes con-
tinuas do parametro de ordem My como na figura 3.6a para um x = 0.3. A transi¢ao esta
acompanhada pelo cambio de simetria Z> da fase ferromagnética a simetria Z, da fase

paramagnética em relacdo ao parametro de ordem. Esta terminologia serd usada ao longo

do texto.
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Figura 3.4: Diagrama de fases do modelo J; —.J, sem campo magnético. As linhas sélidas
correspondem a transi¢cdes de segunda ordem e as tracejadas a transi¢des de primeira

ordem.

Para k > % o estado fundamental € de stripes. No intervalo % < k < 1 a transi¢do
stripes-paramagnética € de primeira ordem, linhas tracejadas da figura 3.4, marcada pela
descontinuidade de Mg (figura 3.7a) e cdmbio da simetria Z, para Z4 no parametro de
ordem. Como vemos do comportamento da descontinuidade do pardmetro de ordem em
T./J, em funcdo de k, na figura 3.5, a descontinuidade é maior para k ~ %, e diminui
progressivamente até zero para x ~ 1, onde a transi¢cdo torna-se continua. Para x > 1, a
transicao também € de segunda ordem (linhas sélidas da figura 3.4). Um comportamento
similar foi observado na referéncia [33].

O comportamento das correlagdes em funcao da temperatura reduzida para k = 0.3 e
x = (0.6 se mostra nas figuras 3.6 e 3.7.

Na fase ferromagnética, k < %, as correlagdes m, [, ¢, k e d sdao independentes da
sua posi¢do no quadrado. Da figura 3.6 vemos que para baixas temperaturas todas estas
quantidades estdo proximas de um, e decaem suavemente com aumentos da temperatura.
Jd na fase paramagnética, 7'/J; > T./.J1, Mp e a correlagdo de trés pontos k sdo nulas,
e as outras correlagdes finitas. Este comportamento é observado em todo o intervalo
0<k< %, onde a transi¢do ferromagnética-paramagnética é de segunda ordem, com o

pardmetro de ordem variando continuamente com 7'/ .J;.
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Figura 3.5: Diferenca entre o pardmetro de ordem de stripes e paramagnético em 7../.J;

versus a razao entre as interacdes x para o modelo sem campo magnético.
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Figura 3.6: Funcdes de correlacdo versus temperatura reduzida para o modelo J; — J; sem
campo magnético e k = 0.3. (a) Parametro de ordem ferromagnético. (b) e (c¢) Correlagao

de primeiros e segundos vizinhos. (d) e (e) Correlagdes de trés e quatro pontos.

Na regido com x > % onde o estado fundamental € de stripes, para baixas temperatu-
ras, as magnetizacoes locais m, e m,, t€m a mesma magnitude mas sinal contrério (figura

3.7b) e o parametro de ordem Mg ~ 1 (figura 3.7a). Este comportamento também se
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reflete nas correlagdes de pares primeiros vizinhos e de trés pontos. As correlagdes verti-
cais I, = [, € horizontais [,,, possuem a mesma magnitude e sinal trocado (figura 3.7¢),
ao igual que kyy,y € k., (3.7¢). No entanto, nas proximidades da temperatura critica a
magnitude das correlacdes verticais e horizontais é ligeiramente diferente apesar de que
os valores absolutos das magnetiza¢des sejam 0s mesmos.

Na fase paramagnética, as magnetizagdes locais, m,, m,,, convergem a um mesmo
valor, assim como as correlagdes de pares Iy, L.y, [z, € de trés pontos kyzy, kzue. Na tem-
peratura critica, as magnetizagdes e as correlagdes de trés pontos sdo nulas, sinalizando a

transicao descontinua entre a fase ordenada (stripes) e a desordenada (paramagnética).
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Figura 3.7: Fungdes de correlacdo versus temperatura reduzida para o modelo J; — J,
sem campo magnético e K = 0.6. (a) Parametro de ordem de stripes. (b) Magnetizacdes
locais. (c) e (d) Correlacdo de primeiros e segundos vizinhos. (e) e (f) Correlagdes de trés

e quatro pontos.

De modo a comparar nossos resultados com trabalhos preliminares consideremos al-
guns valores de k e suas respectivas temperaturas criticas reduzidas obtidos de diferentes
métodos como na tabela 3.1.

Vemos que os valores das temperaturas criticas reduzidas do nosso diagrama, segunda
coluna da tabela, estdo mais proximos dos resultados das simulacdes de MC da referéncia
[29] e obtidos com menor esfor¢o computacional e também do CVM [33] na aproximacao

de 9 pontos, em sistemas com .J; e .J, antiferromagnéticas. Além disso, hd uma diferenca
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k| T./J1 | T./J1 [291MC | T./J; [33] CVM | T../J; [26] CMF
0 | ~245 ~24 ~ 2.3 ~ 3.5
1.0 | ~ 247 ~24 ~ 23 ~ 3.5

Tabela 3.1: Tabela comparativa das diferentes temperaturas criticas reduzidas obtidas por
diferentes técnicas para o modelo J; —J> sem campo magnético. De esquerda para direita,

nossos resultados, simula¢des de Monte Carlo MC, CVM e Cluster Mean Field CMF.

considerdvel com as temperaturas criticas reduzidas do trabalho de Jin e colaboradores
[26], obtidas a partir de um método variacional na aproximac¢do de quadrados sob certas
simetrias.

Os tipos de transicdes que encontramos estdo em concordancia com os estudos feitos
no CVM na aproximacdo de quadrados [21,33], ou seja, a transi¢do de primeira ordem
¢ observada na regido 1/2 < k < 1, e para os outros valores de « é continua. Em
aproximacgdes com aglomerados maiores, por exemplo, 9 pontos, hd um alargamento desta
regido até k ~ 1.14 [33].

Porém, apesar de que a técnica permite identificar os tipos de transi¢des no modelo,
esta ndo oferece uma descri¢c@o exata das regides onde ocorrem as transi¢des de primeira
ordem, que segundo anélises mais recentes em simulacdes de MC e varias técnicas anali-
ticas [26] a transi¢do de primeira ordem ocorre para 1/2 < xk < 0.67 e é do tipo AT para

k > 0.67.

3.2 Modelo J;-J> com campo magnético uniforme

Estudamos o modelo J; — J> com campo magnético externo. Do mesmo modo que
o modelo sem campo magnético, dependendo da razdo da competicdo «, se podem gerar
vérios tipos de fases a baixas temperaturas. Para x > % € campos magnéticos pequenos
o estado fundamental é de stripes. Quando a intera¢do de primeiros vizinhos é ferro-
magnética (J; > 0) e a de segundos antiferromagnética (Jo < 0) a ordem das stripes
se destrdi e todos os spins se alinham com o campo quando este atinge um valor critico
he = £2(J;+2J5). No caso em que as duas interagdes sejam antiferromagnéticas, J; < 0
e Jo < 0, para campos h < —4.J5 o estado fundamental € ainda de stripes, enquanto no

intervalo —4.J, < h < 2(=2J; — 2J3) e —2(—=2J; — 2J;) < h < 4.J, aparece outro
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estado fundamental formado por filas ou colunas de spins com ordenamento alternante
ferromagnético e antiferromagnético conhecido como row-shifted. Em campos maiores
todos os spins se alinham com o campo.

Em comparagdo com o modelo sem campo, o modelo com campo magnético tem sido
menos estudado [34-36]. A partir de simulacdes de MC a grande escala, Yin [35] analisou
o caso com K = 1, onde o estado fundamental € de stripes para campos magnéticos
pequenos e row-shifted para 4 < h < 8. No limite da fase de stripes e paramagnética
a baixas temperaturas se observou um comportamento reentrante devido a aparicao de
aglomerados row-shifted que ajudam a sustentar o ordenamento das stripes ainda para
campos um pouco maiores que 4. A natureza das transi¢des de fase apontam a um cendrio
de fraca universalidade com expoentes criticos ligeiramente diferentes dos valores padrao
do modelo Ising.

Através do método da matriz de transferéncia juntamente com escalamento de tama-
nho finito e invariancia conformacional Queiroz [34] confirmou a presenga de reentrancia
na fase de stripes no caso k = 1.

No entanto, num modelo onde a fase row-shifted esta ausente, ndo se encontrou evi-
déncia da reentrincia na fase de stripes, como por exemplo, no modelo com interacdes
ferromagnéticas de vizinhos mais préximos no eixo x e antiferromagnéticas no eixo y e
ferromagnética ou antiferromagnética nos segundos vizinhos [36].

Por outro lado, uma pergunta que surge ao estudar modelos com padrdes de stripes €
a possibilidade da existéncia de uma fase intermedidria tipo nemdtica. Lembremos que
as fases nemdticas se caracterizam por apresentar ordem orientacional reminiscente das
fases de baixas temperaturas/campos mas auséncia de ordem posicional e podem apare-
cer como uma fase intermedidria entre uma fase completamente desordenada e uma fase
modulada. As condic¢des sob as quais um sistema pode sustentar uma fase nemadtica nao
tem sido completamente entendidas. Existem fortes evidéncias da existéncia destas fases
em sistemas com competi¢dao de longo alcance [8,37]. Por exemplo, no modelo Ising com
interacdes competitivas ferromagnéticas e dipolar, a fase nematica emerge por uma que-
bra de simetria continua O(2). Por outro lado, o modelo .J; — J, em uma rede quadrada,
representa um cendrio diferente: possui uma fase de stripes bem simples com ordem ori-
entacional e posicional de longo alcance. A transi¢do entre a fase desordenada e a fase

de stripes corresponde a uma quebra da simetria Z, da rede quadrada para a simetria Zo
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da fase de stripes. Assim, o objetivo de nosso estudo é determinar se o modelo J; — J5
pode sustentar ou ndo as fases nemadticas. Para tal fim, é necessdrio utilizar aproxima-
coes melhores que a de campo médio, que permitam computar as funcdes de correlagdo
em diferentes direcdes espaciais e detectar a quebra de isotropia caracteristica destas fa-
ses. Neste contexto, 0 CVM na aproximacgdo de quatro pontos permitiu observar a fase

nemadtica ao introduzir um campo magnético, ausente no modelo sem campo.

3.2.1 Modelo J;-J, com campo magnético na aproximacio de quatro pontos

Quando estudamos o modelo J; — J; em duas dimensdes e campo nulo da se¢do an-
terior, introduzimos certas condicdes de simetria ao sistema, tanto na fase ferromagnética
como de stripes, equacdes (3.3) e (3.4). Na fase de stripes, escolhemos uma configuracao
tal que as magnetizacdes locais dentro das stripes de spins up, m,, pudessem variar in-
dependentemente das magnetizacdes nas stripes de spins down, m,,. Estas condi¢des sdao
igualmente validas quando aplicamos o campo externo homogéneo ao sistema, pois este
favorece uma fase mista na qual m, e m,, tém diferentes magnitudes.

Esta escolha implica na existéncia de uma possivel ordem orientacional ao longo da
direcdo zy ou direcdo vertical. Note-se que a magnetizacdo local nos sitios primeiros
vizinhos no eixo horizontal podem tomar valores diferentes em sinal e magnitude. Em
consequéncia, as fungdes de correlagdo de vizinhos mais préximos /., podem ser dife-
rentes ndo somente na direcao horizontal e vertical mas também entre as duas dire¢oes
verticais. Com estas escolhas, os valores das correlagdes de segundos vizinhos ¢ e corre-
lagcdes de quatro pontos d sao Unicas.

De forma analoga ao que fizemos na secdo 3.1.1, as condi¢des termodinamicas do
sistema sdo obtidas a partir da minimiza¢do do potencial variacional (3.2) com relacdo
as magnetizacdes e correlacdes para diferentes temperaturas € campos externos usando a
rotina NMinimize do software Mathematica (apéndice D).

Para distinguir o ordenamento orientacional, definimos um parametro orientacional

adicional aos dois parametros posicionais das equacdes (3.5) e (3.6), como

1

que ¢é finito quando as correlagdes de primeiros vizinhos horizontais e verticais sao dife-
rentes, ou seja, quando hd uma quebra de isotropia espacial nas fungdes de correlagcdo de

primeiros vizinhos.



44

Seguindo com os resultados da se¢do anterior, também estudamos o sistema com in-
teracOes ferromagnéticas de vizinhos mais proximos e antiferromagnéticas de segundos
vizinhos na fase de stripes, para kK = 1 e kK = 0.6, onde esperamos encontrar a fase

nematica.

3.2.1.1 Diagrama de fases e correlacoes

O diagrama de fases no plano h/.J; —T'/J, para k = 1 se apresenta na figura 3.8. Para
este valor de «, a baixas temperaturas e campos reduzidos h/J; < 2 o estado fundamental

¢ de stripes.
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Figura 3.8: Diagrama de fases do modelo J; — J> em um campo magnético para x = 1.
As linhas s6lidas correspondem a transi¢des de segunda ordem e as tracejadas a transi¢oes

de primeira ordem.

Como vemos da figura 3.10a, na fase de stripes os parametro posicional Mg e orienta-
cional () tomam valores diferentes até um dado campo, onde o pardmetro posicional decai
a zero antes do parametro orientacional. Assim, para campos maiores o sistema se encon-
tra numa fase com valores finitos do pardmetro orientacional. Esta é uma caracteristica
de uma fase do tipo nemadtica na qual a magnetizagdo € homogénea, mas as correlacdes
mostram um cardcter anisotrépico, reminiscente da fase de stripes mais ordenada.

A fase nemitica se observa no intervalo de temperaturas reduzidas 0.1 < 7/J; < 1.4

e termina numa linha de transi¢des de segunda ordem onde o sistema entra a uma fase pa-
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ramagnética com valores finitos devido ao campo magnético externo (fase paramagnética
saturada).

A primeira diferenca entre este diagrama de fases e o que aparece nas referéncias
[34,35] é a auséncia da fase row-shifted a altos campos. Isto se deve ao carécter ferro-
magnético da interacdo de primeiros vizinhos em este trabalho. A auséncia da reentrancia
na fase de stripes provavelmente estd relacionada com a auséncia da fase row-shifted.

As transi¢Oes stripes-paramagnética saturada e stripes-nematica sdo transi¢oes de pri-
meira ordem, dadas pela descontinuidade do parametro de ordem posicional. Como ve-
mos da figura 3.9, a campo zero a descontinuidade € nula pois a transicdo € de segunda

ordem, e aumenta com incrementos do campo critico, tornando a transi¢ao descontinua.

0.4

0.3

AM

0.2

0.1

hJ/J,

Figura 3.9: Descontinuidade do parametro de ordem posicional para diferentes valores do

campo critico reduzido h./.J; no modelo J; — J com campo magnético e k = 1.

O comportamento das correlagdes se mostra na figura 3.10 parax = 1 e T/J; = 0.8,
e na figura 3.11 para k = 0.6 ¢ 7'/J; = 0.65 como fungdes do campo magnético externo
reduzido. O comportamento qualitativo € o mesmo. Para x = 1 o estado fundamental é
de stripes para campos reduzidos h/.J; < 2 e paramagnético saturado para h/.J; > 2. No
caso k = 0.6 o estado fundamental é de stripes para h/J; < 0.4 e paramagnético saturado
para h/J; > 0.4.

Nas figuras 3.10a e 3.11a vemos que a ordem posicional e orientacional coincidem na

fase de stripes, isto €, os parametros posicional e orientacional possuem o mesmo valor
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Figura 3.10: Correlagdes versus campo magnético reduzido para k = 1 e T'/J; = 0.8.
(a) Parametros de ordem posicional e orientacional. (b) Magnetiza¢des locais. (c) e (d)

Correlacao de primeiros e segundos vizinhos. (e) e (f) Correlacdes de trés e quatro pontos.
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Figura 3.11: Correlagdes versus campo magnético reduzido para k = 0.6 e T'/.J; = 0.65.
(a) Parametros de ordem posicional e orientacional. (b) Magnetizac¢des locais. (c¢) e (d)

Correlacdo de primeiros e segundos vizinhos. (e) e (f) Correlagdes de trés e quatro pontos.

para campos baixos. A h/J; ~ 1.96 na figura 3.10a e h/J; ~ 0.38 na figura 3.11a o

parametro posicional Mg vai para zero e para campos maiores, o sistema entra na fase
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nemadtica. Nesta fase, a magnetizacdo é homogénea e o parametro de ordem orientacional
finito.

As figuras 3.10b e 3.11b mostram que as magnetizagdes locais m, e m,, sdo iguais
mas com sinais opostos a campos muito pequenos, em concordincia com o caricter do
estado fundamental da fase de stripes. Porém, os valores das magnetiza¢des gradualmente
evoluem de forma assimétrica até o ponto de transicdo da fase de stripes a fase nematica,
onde seus valores se encontram em um s6, marcando o inicio de uma fase homogénea em
relacdo as magnetizacodes locais. O cardcter anisotropico da fase nemdtica se evidencia
no terceiro painel, figuras 3.10c e 3.11c. Vemos que dentro da fase de stripes ao longo
da diregdo vertical as correlagdes de pares [, € [.,, sdo ligeiramente diferentes, refletindo
os valores ligeiramente diferentes da magnetizacao local em estes sitios. Uma mudanca

no comportamento entre as correlagdes verticais I ,, ., € as horizontais [, se observa

zy»
no ponto da transi¢ao stripes-nemdtica. Note que se a fase de stripes terminasse num
estado desordenado com simetria rotacional, entdo, as correlacdes nas diferentes direcoes
deveriam encontrar-se neste ponto. Isto ndo acontece até um valor de campo muito grande
onde as trés diferentes correlagdes de vizinhos mais préximos consideradas se encontram
em um tnico valor a h/J; ~ 2.06 (xk = 1) e h/J; ~ 0.38 (x = 0.6). A correlagéo de
segundos vizinhos ¢ exibe uma derivada descontinua na transi¢ao stripes-nemdtica como
nas figuras 3.10d e 3.11d, enquanto as correlagdes de trés pontos das figuras 3.10e e 3.11e,
seguem o mesmo comportamento das magnetizacdes locais. Finalmente, a correlacdo de
quatro pontos, figura 3.10f e 3.11f, diminui um pouco com aumentos do campo magnético
externo.

Alids, quando k = 0.6 o diagrama h/J; — T'/.J; segue 0 mesmo comportamento
do caso k = 1. Na figura 3.12 vemos os dois diagramas. A fase nemadtica aparece
no rango de temperaturas 0.1 < 7'/J; < 0.85, e numa regido mais estreita que para
k = 1. O carécter das transi¢des continua sendo o mesmo, de primeira ordem na fase de
stripes-paramagnética saturada e stripes-nematica, e de segunda ordem na fase nemaética-
paramagnética saturada.

Por outro lado, nossos resultados do CVM foram confirmados por simulacdes de MC a
grande escala em um trabalho em conjunto com Noé G. Almarza do Instituto de Quimica
Fisica Rocasolano, Madrid, Espafa e que foi publicado no Physical Review E [38].

Para ilustrar a diferenca entre as fases de stripes, nemética e a fase desordenada, veja-
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Figura 3.12: Diagrama de fases do modelo .J; — J> em um campo magnético. O diagrama

acima para K = 1 e embaixo para k = 0.6.

mos algumas configuragcdes representativas considerando a versao gas de rede do modelo
J1 — Jo e obtidas de simulacdes de MC para um sistema com tamanho L = 256. As
seguintes regras foram aplicadas para construir os graficos: (1) consideramos somente
sitios ocupados (ou S; = 1); (2) tragamos segmentos entre pares de sitios vizinhos mais
proximos se e somente se ambos sitios estdo ocupados; (3) consideramos quatro cores
dependendo da dire¢do da ligacdo (Z ou y), e para cada direcdo dependendo do valor da
coordenada complementaria. Cada cor esté relacionada com cada uma das quatro confi-
guracoes do estado fundamental da figura 3.1. Como se mostra na figura 3.13, no primeiro
painel, a fase isotrOpica se segmenta nas duas direcdes e aparecem as quatro cores com
probabilidades similares. Para a fase nemdtica, no painel do meio, a maioria das ligagdes
estdo orientadas verticalmente mas nenhuma das duas cores associadas a essa direcdo é
predominante. Enquanto que para a fase ordenada de stripes a maioria dos segmentos
estdo na mesma direcdo e com a mesma cor.

Resumindo, estudamos o modelo J; — J> numa rede quadrada na presenca de um
campo magnético pelo CVM. O uso do CVM na aproximacao de quatro pontos nos per-
mitiu detectar uma nova fase de equilibrio ndo previamente reportada para este modelo:
uma fase nemdtica tipo Ising, intermedidria entre a fase de stripes e a fase desordenada,

a qual possui ordem orientacional mas ndo ordem posicional. Os resultados de simu-
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proximidades da transicdo entre a fase ordenada e a desordenada. De esquerda para direita
h/Jy = —0.400 (fase isotrépica), h/J; = —0.397 (fase nemadtica), e h/J; = —0.390 (fase

ordenada com ordem orientacional e posicional).

lagdes de MC concordam qualitativamente com os resultados do CVM sustentando a
presenca da fase nematica tipo Ising em este modelo. Os diagramas de fases no plano
T/Jy — h/J, foram obtidos para alguns valores de x. Do CVM encontramos uma linha
de transicoes de segunda ordem entre a fase desordenada e a nematica, enquanto que as
transi¢des nemadtica-stripes e paramagnética saturada-stripes sdo de primeira ordem. Os
resultados de Monte Carlo sugerem uma linha de transi¢des de segunda ordem nemaética-
paramagnética saturada em concordancia com o CVM. A respeito das transi¢cdes stripes-
nemadtica e stripes-paramagnética saturada as simulacdes de MC nao sdo suficientemente

precisas para concluir acerca do tipo de transi¢do.
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4 FATOR DE ESTRUTURA

Na introdu¢do vimos que o parametro de ordem orientacional no espago reciproco
depende do fator de estrutura como na equacao 1.2, o que faz interessante seu estudo em
sistemas com ordem orientacional.

A partir do CVM também se podem calcular as fungdes de correlagdo de pares € o
fator de estrutura, tal como vimos na sec¢do 2.5.1.

Os primeiros estudos das funcdes de correlacdo no CVM foram feitos na fase para-
magnética e no espago de Fourier para o modelo Ising em uma e duas dimensdes com
interacdes ferromagnéticas de primeiros vizinhos e em diferentes aproximacodes de um,
dois e quatro pontos [24]. Na aproximacao de Bethe se calculou a matriz das correlacdes
para sua aplicacdo no problema de Ising inverso [39]. Em sistemas com interacdes compe-
titivas também se estudaram as funcdes de correlagcdo na fase desordenada para o modelo
ANNNI em duas dimensodes [40] e o modelo J; — .J> em duas e trés dimensdes [21]. Nesta
ultima referéncia, desenvolveu-se um método geral para calcular as fung¢des de correlacao
dentro do CVM que pode-se estender para qualquer tamanho do maior aglomerado. Este
método foi aplicado ao modelo J; — J, em duas dimensdes com interagdes ferromag-
néticas de vizinhos mais proximos e ferro ou antiferromagnéticas de segundos vizinhos
na aproximacao de quatro pontos. Com as expressdes para as fungdes de correlacdo, se
determinou a linha de desordem, esta linha separa uma regido onde estas func¢des de cor-
relacdo decaem exponencialmente com a distancia r como C’((f)) ~ e7"/¢ com ¢ sendo o
comprimento de correlacio, de outra regido onde decaem oscilatoriamente com atenuagao
exponencial C((f)) ~ e "/Ccos(kor) onde ko é um vetor de onda caracteristico da fase de
stripes. Em alguns modelos bidimensionais com competi¢do a linha de desordem coin-
cide com uma linha unidimensional, onde o modelo pode ser exatamente soldvel e possui

correlagdes unidimensionais. No trabalho [21], a linha de desordem calculada no CVM
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estd proxima a linha unidimensional. Em trés dimensoes € feita uma anélise similar.
Embora as correlacdes conectadas no espaco de Fourier ou fator de estrutura foram
estudadas no modelo J; — .J» na fase paramagnética, este ainda ndo foi caracterizado na
fase ordenada, e no modelo com campo magnético. Nosso objetivo € avangar no enten-
dimento do comportamento do fator de estrutura nas fases ordenadas a campo nulo para
compara-lo com o comportamento em presenca de um campo magnético, assim como
estabelecer o efeito das anisotropias das correlacdes de vizinhos mais proximos no fator

de estrutura na fase nematica.

4.1 Modelo J;-J, na aproximacao de quatro pontos

O método para calcular o fator de estrutura basicamente consiste em acrescentar um
campo magnético a energia livre do CVM e reescrever as funcdes de correlacdo em ter-
mos de derivadas sucessivas da energia livre com relacdo ao campo magnético [21,24,39].
Este método geral foi ilustrado na secdo (2.5.1) e aplicado no modelo .J; — .J sem campo
magnético na aproximacao de quatro pontos e na fase paramagnética na referéncia [21].
No entanto, para o estudo do fator de estrutura nas fases ordenadas no modelo sem campo
e das fases ordenadas quanto das desordenadas no modelo com campo, é necessario acres-
centar as condi¢Oes de simetria (3.4) ja discutidas previamente. Neste sentido, uma con-
tribui¢@o do presente trabalho serd a generalizacdo da expressao do fator de estrutura S (lg)

que € igualmente valida no modelo sem e com campo magnético, nas fases ordenadas e

desordenadas, dada pela equacdo (4.1)
S(E) ™" = 2(Yaw + Yoow) + SVewcos(ky) + A(Vay + Yow)cos(k2)
+ 8(7Yaz) [cos(k1 + ko) + cos(ky — k2)] 4.1)

onde k é um vetor de onda, com componentes k; e ky. Os coeficientes v, sdo as cor-
relacdes conectadas inversas de pares e dependem de m,., l,s, Cps, Krgt, d cOm 1, 5,1 =
x,1, z,w como na equacdo (C.8). Os detalhes dos célculos da equagdo (4.1) se encon-
tram no apéndice C.

O primeiro termo da equagdo anterior representa as auto correlacdes conectadas in-
versas em cada sitio do quadrado. Como os sitios = e y sdo equivalentes entao v, = 7y,
da mesma forma para os sitios z € W € Yy = Vas-

O segundo termo contem a contribuicdo das correlacdes conectadas inversas de pares
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no eixo horizontal, onde 7., = ,.. No terceiro termo a contribui¢do das correlagdes
conectadas inversas de pares no eixo vertical 7., € 7.,; finalmente, no quarto termo a
contribui¢do de segundos vizinhos. Nos termos com a fun¢do coseno aparece um fator 2
adicional da transformada de Fourier.

Além disso, o tipo de ordem, a natureza das transi¢des de fase e as regides de estabi-
lidade também se podem determinar da andlise do fator de estrutura.

Quando ndo hd um campo magnético aplicado, uma transi¢do de segunda ordem en-
tre uma fase desordenada (ordenadas) e uma ordenada (desordenada) se caracteriza pela
divergéncia do fator de estrutura ou a susceptibilidade no espag¢o de Fourier num vetor de
onda proprio da fase ordenada. Lembremos que estas duas quantidades se diferenciam
s6 por um termo 7', como na equagdo (C.2). Sendo mais precisos, a fase desordenada
(ordenada) € instdvel quando a susceptibilidade diverge e o vetor de onda onde se ob-
serva a divergéncia caracteriza a modulacdo da fase que desestabiliza a fase desordenada
(ordenada). Em transi¢Oes de primeira ordem as teorias de campo médio predizem uma
divergéncia no fator de estrutura abaixo da linha de transicao (de primeira ordem). Esta
linha representa o limite de estabilidade da solucao paramagnética por debaixo da qual a
solucdo paramagnética € instavel e se conhece como linha espinodal.

O método para estudar o fator de estrutura consiste em fixarmos o valor de « e partindo
da fase desordenada (ordenada) de altas (baixas) temperaturas, calcular os coeficientes
~i; usando os valores das correlacdes obtidos da minimiza¢@o da energia livre da secdo

-

3.1.1. Com isto, computamos S(k) em func¢do dos vetores de onda k; e ko, € procuramos

os valores de k; e ko que maximizem S(k). Diminuindo (aumentando) a temperatura

encontramos as temperaturas espinodais onde S (15) diverge para um dado k.

4.2 Campo nulo (h = 0)

Em modelos sem campo magnético, o fator de estrutura apresenta um comportamento
bem diferenciado tanto na fase desordenada quanto na ordenada, tal como veremos na

continuacao.

4.2.1 Fase paramagnética

Analisemos primeiro a fase desordenada, a qual implica nas seguintes condi¢Oes para

a magnetizagdo e correlacoes
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m, =0 Crs = C drsty = d TS, tu=x,y,x,Ww.

(4.2)

Aplicando estas simetrias na equagao (4.1), o fator de estrutura na fase paramagnética

fica
1
4Ypz 4+ 8Vuy (cos(ky) + cos(k2)) + 87a. (cos(ky + ka) + cos(ky — k)

Dadas as condicdes (4.2), vemos qQU€ Yoz = Vww> Yoy = Yaw € Yoz = Yyw- A anterior

S(k) = . (4.3)

equacdo € equivalente a equagdo obtida na referéncia [21] sendo v = 47,,, 71 = 474y €

Yo = 47:1% .

4.2.1.1 Diagrama de fases

A altas temperaturas a contribuicdo dominante na energia livre (3.2) é a entrépica e o
sistema exibe uma configuragdo aleatdria tipica de uma fase paramagnética na auséncia
de campo magnético. Com a diminui¢do da temperatura, o termo da energia de interagao
torna-se mais evidente, favorecendo a formagdo de aglomerados com ordenamento fer-
romagnético quando x < 1/2 e padrdes tipo labirinto quando x > 1/2. Por outro lado,
uma medida do tamanho do maior aglomerado estd dado pelo comprimento de correlagiao
(. Assim, diminuindo ainda mais a temperatura, estes aglomerados tornam-se cada vez
maiores, incrementando o comprimento de correlacdo. Como consequéncia disto, o papel
das flutuacdes € cada vez mais relevante, pois haverdao flutuacdes em todas as escalas até
a escala de (. Na temperatura critica o tamanho dos aglomerados € tdo grande que o com-
primento de correlacao diverge no caso de uma transi¢ao de segunda ordem e € finito para
uma de primeira ordem. Neste ponto, hd flutuacdes em todas as escalas de comprimento.

A partir da andlise do fator de estrutura paramagnético da equagdo (4.3), tragamos
as linhas de estabilidade nesta fase tal como se exibem no diagrama de fases no plano
T/Jy — k da figura 4.1. As linhas de estabilidade ou espinodais estio marcadas pela
divergéncia do fator de estrutura num vetor de onda caracteristico que podem coincidir ou
ndo com as linhas de transicdo, como veremos na continuagao.

Note-se que a ordem do estado fundamental se reflete no comportamento do fator

de estrutura. O fator de estrutura num sistema com uma fase ferromagnética apresenta
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Figura 4.1: Linhas de estabilidade do modelo .J; — J, sem campo magnético. A linha
vermelha tracejada corresponde a transicao de primeira ordem do capitulo anterior e foi

incluida por comparacao.

maximos em vetores de onda (k1, k2) ao redor de (0,0), o que quer dizer que o sistema
se orienta numa unica direcdo com um parametro de ordem homogéneo. No entanto,
numa fase de stripes o fator de estrutura exibe dois maximos em (£, 0) (ou (0, £7)) que
distinguem os dois valores de magnetizagdes das stripes e estes maximos estao orientados
ao longo de uma direc¢do, evidenciando o cardcter orientacional desta fase.

Na fase paramagnética a ordem do estado fundamental também se reflete no compor-
tamento do fator de estrutura a altas temperaturas. Assim, para valores de x < 1/2, o fator
de estrutura paramagnético exibe maximos em vetores de onda ao redor de (0, 0), associ-
ados a existéncia de dominios ferromagnéticos com spins up e down. O comportamento
do fator de estrutura variando com o vetor de onda para um ~ = 0.3 se mostra na figura
4.2a, aqui o maximo do fator de estrutura é simétrico frente a rotacoes continuas. Con-
forme a temperatura diminui, os dominios crescem até a temperatura de transi¢do a fase
ferromagnética onde ¢ e S(0, 0) divergem, sinalizando uma transi¢do de segunda ordem.
Como vemos da figura 4.2b o maximo de S(k) no plano ks = 0 - S(k;,0) - aumenta até
T./J; = 1.32 onde diverge com um vetor de onda centrado em k; = 0. No plano k; = 0
se observa o mesmo comportamento. A linha de estabilidade da solu¢cdo paramagnética

em x < 1/2, coincide com a linha de transicdo paramagnética-ferromagnética, obtida da
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minimizacao da energia livre do capitulo 3, a linha preta da figura 4.1.

600
T/1,=1.35 —
T/J,=1.34 —
S(k;,0) T/3,=1.33
400 T/1=132 — | |
200 - :
0 |
-Ti/4 0 /4
kl
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-

Figura 4.2: Fator de estrutura S(k) versus vetor de onda k; e ko para k = 0.3. (a)

T/J; = 1.35. (b) S(k1,0) e diferentes temperaturas reduzidas.

Na fase paramagnética proxima da transi¢do para a fase de stripes, se formam estru-
turas tipo labirinto como na figura 1.2b do capitulo 1. O fator de estrutura desta fase
exibe maximos em vetores de onda (k1, ko) = (0, +7) e (£, 0) indicando a presenca de
dominios de stripes alinhadas vertical e horizontalmente na fase paramagnética dada a si-
metria da rede quadrada ou simetria Z,, como na figura 4.3a paraxk = 0.6 e T'//.J; = 0.94.
Conforme 7'/ .J; diminui os maximos continuam a crescer até divergir a uma temperatura
espinodal reduzida 7/J; = 0.91. S(0, k2) segue o mesmo comportamento. Esta mu-
dang¢a no comportamento do fator de estrutura (figuras 4.2a e 4.3a ) permite identificar a
linha de desordem que separa regides onde as correlagdes conectadas decaem exponenci-
almente com C((f)) ~ e~/ de outra regido onde decaem oscilatoriamente com atenuacio
exponencial C((CQ)) ~ e "/Scos(kor) e ko sendo o vetor de onda caracteristico da fase de
stripes. Na referéncia [21], se estudou a linha de desordem para o modelo JJ; — J; sem
campo na aproximacao de quatro pontos e a principal conclusdo é que esta linha coincide
com a linha unidimensional onde o modelo pode ser resolvido exatamente.

No intervalo % < k < 1 onde a transicdo stripes-paramagnética é de primeira ordem
de acordo com os resultados da minimizag¢do do potencial variacional, a linha espinodal
situa-se por debaixo da linha de transi¢do, ou seja, S(0,+7)/T = S(£m,0)/T diverge
para uma temperatura reduzida menor do que 7./.J;, a linha verde da figura 4.1. Para

k > 1, a divergéncia da susceptibilidade se observaem 7,/ .J;.
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Figura 4.3: Fator de estrutura S(k) versus vetor de onda k; e ko para k = 0.6. (a) para

T/Jy = 0.94. (b) S(ky,0) e diferentes temperaturas reduzidas.
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Figura 4.4: Diferenca entre a temperatura critica reduzida e a espinodal paramagnética

reduzida em fun¢do de «.

A diferenca entre a temperatura critica e espinodal é maior para Kk ~ % e torna-se nula
para k = 1 quando a transi¢do entre a fase ordenada e desordenada é de segunda ordem,
como na figura 4.4. Para x > 1 a linha espinodal também se sobrepde com a linha de

transi¢ao de segunda ordem. Nossos resultados concordam com as referéncias [25,33].
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4.2.2 Fase de stripes

A partir da anélise da susceptibilidade na fase de stripes, também podemos determinar
as linhas de estabilidade para esta soluc¢ao e ver o comportamento da mesma na transi¢cao
stripes-paramagnética. Para isto, estudaremos a evolu¢do da susceptibilidade reduzida
S(k1,kq)J1/T com a temperatura e diferentes valores de k; e ko tanto na fase ordenada
como desordenada para k = 0.6 e kK = 1 como se ilustra nas figuras 4.5 e 4.7. Nestas
figuras também incluimos os resultados da analise da fase paramagnética da se¢@o anterior

com o fim de compara-los com os resultados da fase de stripes.

12

10

8

Sk ko) )T

S(0,£m)J,/T o
S(=m,0)J,/T +
217 | S(0,003,/T

0 —n:f/(;gj:} 1l
0.5 TSI, 1TJ, T/, 15
/1,

Figura 4.5: Susceptibilidade reduzida versus temperatura reduzida para x = 0.6 e campo
magnético nulo. De esquerda para direita as linhas tracejadas sinalizam as temperaturas
reduzidas: espinodal da solu¢do paramagnética, critica e espinodal da solugdo de stripes.

O inset mostra uma ampliagdo nas proximidades de 7./ .J;.

Na fase ordenada, T'//J; < T./.Ji, a susceptibilidade reduzida é calculada a partir da
equagdo geral para o fator de estrutura S (E), equacdo (4.1). Como ja foi discutido em
previas secdes, esta equagao contém as simetrias apropriadas (equagdo 3.4) que permitem
descrever a fase de stripes; esta € uma das contribuicdes do presente estudo. Enquanto
que na fase desordenada, computamos a susceptibilidade reduzida a partir da expressao
do fator de estrutura paramagnético da equagdo (4.3). As susceptibilidades foram obtidas

usando as solucdes termodinamicas do sistema, resultantes da minimizacio da energia

livre como foi feito no capitulo 3 e para vetores de onda (kq, ko) = (0, %), (£m,0) e
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(0,0), isto é vélido para ambas as figuras 4.5 e 4.7.

Da figura 4.5, vemos que para baixas temperaturas a magnitude da susceptibilidade
nos vetores de onda considerados € nula, porém, para temperaturas um pouco maiores,
os maximos da susceptibilidade se observam em vetores de onda ao redor de (£, 0)
proprios da fase de stripes, como no inset da figura 4.5. Por sua vez, o fator de estrutura
possui uma simetria Z, pois exibem dois maximos correspondentes a stripes com spins up
e down em vetores de onda ao redor de (£, 0) (figura 4.6a). Estes maximos aparecem ao
longo de uma udnica direcao sinalizando que as stripes estdo orientadas na mesma direcao.

Aumentando a temperatura surgem flutuacdes que deformam o padrdo de stripes e
que continuam a crescer até atingir a temperatura critica. O tamanho das maiores flutu-
acoes € medido pelo comprimento de correlacdo (. Conforme o sistema se aproxima da
T./J; ~ 1.03 as flutuagdes se tornam mais importantes e portanto a susceptibilidade tam-
bém aumenta. Sendo maior o incremento no pico préprio da fase de stripes S(+m,0)/T.
Na regido 0.6 < 7'/J; < T./J; as correlagdes de vizinhos mais proximos nos eixos x
e y sdo ligeiramente diferentes ocasionando uma pequena deformacgdo no fator de estru-
tura, como veremos mais adiante. Em 7,./.J;, a susceptibilidade reduzida de stripes em
(£, 0) atinge um valor finito e diferente do valor observado na fase paramagnética para
este mesmo k, esta descontinuidade na susceptibilidade reduzida se deve ao cariter da
transicdo de primeira ordem, tal como foi obtido no capitulo 3. Para temperaturas mai-
ores, o méximo da susceptibilidade reduzida em (£, 0) continua a crescer até divergir
numa temperatura espinodal 75/J; ~ 1.4 > T./J;, indicando o limite de estabilidade
da soluc¢do de stripes. Lembremos que o limite de estabilidade da solucao paramagnética
ocorre para T/ J; ~ 0.911 < T./J;, como na figura 4.3b, com a divergéncia presente
tanto em S (0, £7) quanto S(+£m,0). O deslocamento das linhas de estabilidade ou espi-
nodais em relagdo a linha critica € uma caracteristica das aproximagdes de campo médio
para uma transicdo descontinua. As temperaturas espinodais reduzidas estio sinalizadas
pelas linhas tracejadas da figura 4.5.

Na fase desordenada tipo labirinto 7'/.J; > T./.J;, se observam maximos da suscepti-
bilidade reduzida e do fator de estrutura tanto em (0, +7) quanto (£, 0) com magnitudes
iguais, tal como nas figuras 4.5 e 4.6c¢. Isto se deve a que ha uma ordem reminiscente da
fase mais ordenada na fase paramagnética. Além disso, o fator de estrutura evidencia um

cambio da simetria Z, da fase de stripes (figura 4.6b) para a simetria Z, da fase desorde-
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nada (figura 4.6¢c). A susceptibilidade reduzida também possui um valor finito em (0, 0)
e aumentando a temperatura, esta quantidade diminui como consequéncia da diminui¢ao
das flutuacdes do parametro de ordem e se formam estruturas tipo labirinto com tamanho
¢ cada vez menores.

Na figura 4.6 se mostra um gréfico em trés dimensdes do fator de estrutura na fase de

stripes e paramagnética para x = 0.6 e varias temperaturas reduzidas.

©T/J, =1.1. @) 7T/J, =1.4.

Figura 4.6: Fator de estrutura para o modelo J; — J5 sem campo magnético para k = 0.6

e diferentes temperaturas reduzidas.

Para baixas temperaturas, as stripes estio bem ordenadas e as magnitudes das corre-
lagdes sdo iguais em todas as dire¢des, ou seja, [my| = My, [luy| = |lw:] = |lzw| €
|kzyz| = |kyzw|, com o qual, somente se observam picos em (+m,0) (figura 4.6a). Po-
rém, para temperaturas maiores, a solu¢do de minima energia corresponde a uma fase de

stripes mas com as magnitudes das correlacdes nos eixos = e y ligeiramente diferentes,
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[lzy| = [lwz| # |lzw|- Isto, leva a apari¢@o de pequenos maximos ao redor do vetor de onda
(0, £7) da figura 4.6b. Este efeito ndo tem sido observado em prévios estudos, jd que se
assumia que as magnitudes das correlagdes eram iguais em todas as dire¢des. No entanto,
mais estudos sdo necessdrios para esclarecer este comportamento. Na fase paramagnética
(figuras 4.6¢c e 4.6d )se observam picos em (£7,0) e (0, £7) e a componente S(0,0) é
um ponto de sela nas duas fases. Por outro lado, note-se que a largura dos picos do fator
de estrutura esta relacionada com o inverso do comprimento de correlagcdo, assim, com
a proximidade a temperatura critica, tanto na fase de stripes quanto na paramagnética,
a largura dos maximos do fator de estrutura diminui, devido a que o comprimento de

correlagdo € cada vez maior quando 1" ~ ...

8 ‘ .
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Figura 4.7: Susceptibilidade reduzida versus temperatura reduzida para o modelo J; — J,

sem campo magnético e k = 1. O inset mostra uma ampliagdo nas proximidades de

T./J,.

No caso k = 1 onde a transi¢d@o stripes-paramagnética € de segunda ordem conforme
os resultados da minimiza¢do da energia livre, observamos um comportamento diferente
na transicao stripes-paramagnética, como na figura 4.7. Partindo da fase ordenada, na
medida que a temperatura aumenta, o comprimento de correlacio cresce até divergir na
T./J1, pois trata-se de uma transi¢ao de segunda ordem. Assim, a susceptibilidade au-
menta e também diverge em 7,./.J; em vetores de onda (£, 0). Além disso, o fato das

correlagdes de vizinhos mais proximos serem diferentes nos eixos x € y € mais evidente
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para o caso kK = 1 que para k = 0.6. Da figura 4.7 vemos que também aparecem maximos
ao redor do vetor de onda (0, +-7) com valores finitos considerdveis, contudo, a simetria

no S(k) continua sendo a mesma (figuras 4.8a ¢ 4.8b). Na fase paramagnética, S (k) pos-

sui uma simetria Z4 (figuras 4.8c e 4.8d) e a componente S(0,0).J; /T € descontinua em

T..

@T/J, =1.2. (b) T/.Jy = 2.45.

© T/Jy = 2.5. d)T/.J, = 3.0.

Figura 4.8: Fator de estrutura para o modelo .J; — J> sem campo magnético paraxk = 1 e

diferentes temperaturas reduzidas.

O fator de estrutura em funcao dos vetores de onda para diferentes temperaturas redu-
zidas se ilustra na figura 4.8. A baixas temperaturas, encontramos 0 maximo caracteristico
da fase de stripes em S(+£m, 0) (figura 4.8a). Conforme a temperatura aumenta vemos que
ha uma deformacao do fator de estrutura causada pela diferenca entre as magnitudes das
correlagdes de vizinhos mais préximos nos eixos x e y, aparecendo outro pico em (0, +7)

além do mdximo em (£, 0) (figura 4.8b). J4 na fase desordenada estes maximos pos-
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suem a mesma magnitude (figuras 4.8c e 4.8d). E a largura dos picos em S (E) tende a

diminuir nas proximidades da temperatura critica, como esperado.

4.3 Campo nao nulo (h # 0)

Como discutido anteriormente, na andlise das solu¢des do modelo J; — Jo com campo
magnético externo da secdo 3.2, as simetrias necessdrias para descrever as fases estdo
dadas pela equacgao (3.4). Com isto, a expressdo generalizada para o fator de estrutura
continua sendo a equagdo (4.1). O procedimento para computar .S (E) € o mesmo da secao
anterior.

E interessante estudar o comportamento da susceptibilidade reduzida com a aplicacio

de um campo magnético numa regido onde o estado fundamental € de stripes a campo

nulo (x = 0.6) e para diferentes temperaturas reduzidas como nas figuras 4.9 e 4.11.

4 ! 3
S(k,k,)J,/T '

S(0,2m)J /T o
21 SEm0)I /T -
S(0,0)J /T

i
0.2 0.25 h/J; 0.3 0.35
h/J,

Figura 4.9: Susceptibilidade reduzida versus campo magnético reduzido para k = 0.6 e

T/J; = 0.9,

-

O gréfico da susceptibilidade reduzida S(k).J; /T em fungdo do campo magnético re-
duzido para 7'/J; = 0.9 e vetores de onda (£, 0), (0,%7) e (0,0) se exibe na figura
4.9. Esta temperatura situa-se numa regido onde se observa a fase de stripes para cam-
pos pequenos e a paramagnética saturada a altos campos do diagrama de fases no plano

h/Jy — T/Jy da figura 3.12. A campo nulo, a fase de stripes estd formada por filas (ou
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colunas) de spins up e down com a mesma magnetizacdo. Com a aplicagdo de um campo
magnético favorecendo a interacdo ferromagnética, as filas (ou colunas) com magneti-
zacdo negativa tendem a alinhar-se com o campo, até atingir uma fase homogénea com
uma magnetiza¢do remanente. Para h/.J; < h./J;, a fase mista com magnetizacdes com
diferentes magnitudes também € uma fase de stripes com simetria Z, no fator de estrutura
(figuras 4.10a e 4.10b). E a susceptibilidade aumenta com o campo magnético como no

grifico 4.9, em todos os vetores de onda considerados.

(c) h/J; = 0.3. ) h/Jy = 0.6.

Figura 4.10: Fator de estrutura para o modelo J; —.J, com campo magnético para k = 0.6,

T/Jy = 0.9 e diferentes campos magnéticos reduzidos.

No campo critico reduzido h./.J; ~ 0.29, o sistema sofre uma transi¢do de primeira
ordem da fase de stripes para a fase paramagnética saturada com uma susceptibilidade
descontinua e acompanhada por um cdmbio da simetria Z, para a Z, do S (E) (figuras

4.10b e 4.10c). Apesar de que a fase paramagnética saturada é uma fase com magnetiza-
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cdo homogénea, encontramos que ha uma ordem reminiscente da fase mais ordenada que
se reflete no comportamento de S(k), com isto, S(k) exibe uma simetria Z; com maximos
no fator de estrutura em (0, £7) e (£, 0) (figura 4.10c) igual ao da fase paramagnética
no modelo sem campo magnético (figuras 4.6¢ e 4.6d). Ja para campos muito altos, os
picos de S(k) se situam em (0, 0) (figura 4.10d) cambiando da simetria Z; para a simetria
continua. Esta mudanca no comportamento do fator de estrutura na fase paramagnética
saturada identifica a linha de desordem que separa as regides onde as correlagdes co-

nectadas decaem exponencialmente de outra regido onde decaem oscilatoriamente com

atenuacgdo exponencial e vetor de onda da fase modulada.
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Figura 4.11: Susceptibilidade reduzida versus campo magnético reduzido para k = 0.6 e

T/Jy = 0.666667. No inset uma amplia¢do da regido da transicdo em escala logaritmica.

Por ultimo, analisaremos o caso com 7'/J; = 0.666667, onde além das fases de
stripes e paramagnética, encontramos uma fase intermedidria nemadtica tipo Ising como
no diagrama da figura 3.12. O gréfico da susceptibilidade reduzida S (E) J1/T em fun-
¢do do campo magnético reduzido para 7'/.J; = 0.666667 e vetores de onda (%, 0),
(0,+£m) e (0,0) se mostra na figura 4.11. Na fase ordenada o comportamento é o mesmo
do caso anterior, a susceptibilidade possui maximos em vetores de onda (£7,0) e au-
menta com o campo magnético; embora, a componente S(0,0).J; /T estd mais proxima

de S(£m,0)J; /T para este valor de temperatura. Nesta regido S(k) tem uma simetria 7

(figuras 4.12a e 4.12b).
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Em h./J; ~ 0.38 o sistema sofre uma transi¢do de primeira ordem stripes-nematica
marcada pela descontinuidade nos maximos da susceptibilidade reduzida S(£m,0).J; /7.
Por outro lado, na fase com magnetiza¢do homogénea, h/J; > h./J; ~ 0.38 aparecem
dois efeitos diferentes em relagdo ao digrama da figura 4.9: o primeiro € o estreitamento
da linha de desordem e o segundo € o desdobramento dos picos do fator de estrutura na
regido onde aparece a fase nematica.

Partindo de altos campos, o sistema encontra-se na fase paramagnética saturada com
simetria continua no fator de estrutura (figura 4.12¢). No entanto, para h < 0.47 se
quebra esta simetria para a Z, (figura 4.12d), indicando que ha um estreitamento da linha
de desordem em relacdo ao caso 7" = 0.9.

Em h./J; ~ 0.45 hd uma transi¢do de segunda ordem da fase paramagnética saturada
para a fase nemética, de acordo com os resultados da minimizacdo da energia livre, com
quebra da simetria do S (E) de Z, para Z, (figuras 4.12d e 4.12¢). Esta quebra de sime-
tria estd indicando a apari¢do de certo grau de ordenamento na fase com magnetiza¢ao
homogénea caracteristico de fases do tipo nemadticas. Além disso, o efeito da anisotropia
nas correlacdes de vizinhos mais proximos na fase nemadtica aparece como uma separagao
dos maximos da susceptibilidade reduzida e um pico na componente S(0, £7).J; /T em
he/J1. Este comportamento é o mesmo em todo o intervalo 0.38 < h/J; < 0.45 da figura
4.11. Diminuindo o campo magnético, a susceptibilidade em (£, 0) cresce até atingir
seu valor mdximo em h./J; ~ 0.38 enquanto a susceptibilidade em (0, £7) aproxima-se
a zero. O valor S(0,0).J; /T continua a aumentar. Como vimos no capitulo 3, o parametro
de ordem que quantifica o ordenamento orientacional depende das correlagdes de pares
de vizinhos mais proximos, desta maneira, a transi¢ao de segunda ordem paramagnética
saturada-nemadtica seria detectada a partir da divergéncia de uma susceptibilidade gene-
ralizada, em h./.J;, que meca as flutuacdes do pardmetro de ordem orientacional. Em
nosso caso, a susceptibilidade S(kq, ko)J; /T é uma medida das flutuagdes do pardmetro
de ordem posicional, pelo que na transi¢do paramagnética saturada-nemadtica observamos
um pico na susceptibilidade e ndo uma divergéncia.

O fator de estrutura para diferentes valores de campo magnético reduzido, x = 0.6
e T'/J; = 0.666667 se mostra na figura 4.12. Conforme o campo magnético aumenta o
fator de estrutura na fase de stripes também aumenta e a largura dos maximos diminui

nas proximidades de h./.J; como na sequéncia de figuras: 4.6a,4.12a e 4.12b. Na fase
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(©) h/Jy = 0.44. () h/J; = 0.45.

(e) h/J; = 0.5.

Figura 4.12: Fator de estrutura no modelo .J; — J; com campo magnético para k = 0.6,

T/J; = 0.666667 e diferentes campos magnéticos reduzidos.
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nemadtica, os picos do fator de estrutura em (0, +7) se atenuam enquanto os picos em
(£, 0) aumentam de magnitude (figura 4.12c¢), sinalizando a anisotropia nas correlagdes
de pares de vizinhos mais proximos reportada em secdes anteriores (figura 3.10c). Para
campos um pouco maiores, € embaixo da linha de desordem, S (lg) se comporta como na
figura 4.12d, com méaximos em (£, 0) e (0, 7). Aumentando o campo magnético e por
cima da linha de desordem, os picos do fator de estrutura se observam em vetores de onda
(0,0), como na figura 4.12e.

Em nosso estudo, encontramos que no modelo sem campo magnético aplicado, a
susceptibilidade reduzida é descontinua para 1/2 < x < 1 onde a transi¢do stripes-
paramagnética é de primeira ordem e diverge para0 < x < 1/2e x > 1 onde as transi¢des
sdo continuas.

No modelo com campo, a susceptibilidade reduzida € descontinua na transicdo de
primeira ordem stripes-paramagnética saturada e estd acompanhada de um cambio da
simetria Z, para Z4. Por sua vez, o efeito da fase nemética aparece como uma separagao
dos médximos da susceptibilidade reduzida na fase com magnetizagdo homogénea e um
pico numa das suas componentes, com uma quebra da simetria Z, para Z, no fator de
estrutura na transicdo paramagnética saturada - nemaética. Na transi¢do de primeira ordem
nematica-stripes se observa também uma descontinuidade na susceptibilidade reduzida

mas a simetria se preserva.
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5 CONCLUSOES

No presente trabalho, estudamos o modelo .J; — J> sem e com campo magnético apli-
cado, usando o Método do Aglomerado Variacional na aproximacdo de quatro pontos na
formulacao das fungdes de correlacdo. Da minimizagao do potencial variacional encon-
tramos as solucdes termodindmicas para o sistema e construimos os diagramas de fases.

A campo nulo, o diagrama de fases no plano 7'/.J; — « obtido concorda com prévios
estudos [21,25,28,29,32,33]. As temperaturas de transi¢ao estdo bastante proximas dos
resultados do CVM [21, 25, 33] e também de simulacdes de Monte Carlo [28, 29, 32].
Porém, ha um pequeno alargamento da regido onde ocorre a transi¢do de primeira ordem
stripes-paramagnética que em nosso caso se estende em todo o intervalo 1/2 < k < 1
mas que segundo um recente estudo [26] situa-se 1/2 < k < 0.67.

Aplicando um campo magnético homogéneo ao sistema, para valores de x onde seu
estado fundamental é de stripes, as stripes se alinham na direcdo do campo formando
uma fase de stripes mista com magnitudes m,. e m,, diferentes. Para campos um pouco
maiores, todos os spins apontam na mesma dire¢do que o campo dando lugar a uma fase
paramagnética saturada com magnetizacdo remanente. Entre estas duas fases, encontra-
mos uma fase nemética tipo Ising intermedidria, com magnetizacdo homogénea e correla-
coes de vizinhos mais préximos anisotrépicas nos eixos x € y que também foi observada
em simulagdes de Monte Carlo. Este € o principal resultado de nosso trabalho. Da ana-
lise da energia livre as transicdes stripes-paramagnética saturada e stripes-nematica sao
transi¢des de primeira ordem e a transi¢cdo nematica-paramagnética saturada de segunda
ordem.

Na segunda parte de nosso trabalho, calculamos o fator de estrutura na aproximagao
de quatro pontos do CVM que se aplica tanto ao caso sem quanto com campo magnético

e nas fases ordenadas e desordenadas.
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No modelo sem campo, da andlise do fator de estrutura, confirmamos a natureza das
transi¢des obtidas anteriormente e também identificamos as linhas de estabilidade da so-
lucao paramagnética detectando a divergéncia da susceptibilidade reduzida em vetores de
onda caracteristicos da fase em questdo. Nas regides onde as transi¢des sdo continuas as
linhas de estabilidade coincidem com as linhas criticas, porém nas regides de transi¢des
de primeira ordem as linhas de estabilidade estdo deslocadas em relagdo as linhas criticas,
este € um efeito das aproximacdes de campo médio [33]. De forma ilustrativa, também
detectamos as temperaturas espinodais da soluc@o de stripes para alguns valores de « e
seria interessante completar esta andlise em todo o intervalo 1/2 < k < 1.

No modelo com campo magnético, analisamos o comportamento do fator de estrutura
e da susceptibilidade reduzida com varia¢des do campo para k = 0.6 e algumas tempe-
raturas. A altas temperaturas, 7'/.J; = 0.9, na transigdo stripes-paramagnética saturada
a susceptibilidade reduzida é descontinua compativel com uma transi¢do de primeira or-
dem e estd acompanhada pelo cAmbio da simetria Z, para Z; no fator de estrutura. Em
uma regido onde também se observa a fase nemética, 7'/.J; = 0.0.666667, na transi¢ao
paramagnética saturada-nemadtica de segunda ordem hd uma quebra da simetria 7, para
Zy no fator de estrutura, uma separacdo dos maximos da susceptibilidade reduzida e um
pico em uma das suas componentes. Além disso, a transi¢do nematica-stripes também é
de primeira ordem com uma susceptibilidade reduzida descontinua mas sem quebra nem
cambio de simetria.

Finalmente, como trabalhos futuros se espera completar a andlise da linha de desor-
dem no modelo com campo magnético e explorar um pouco mais a existéncia ou nio de

linhas de estabilidade.
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APENDICE A MATRIZES DENSIDADE REDUZIDAS

No ensemble candnico, num sistema de spins com N sitios, a matriz densidade de N
corpos ¢ definida como [41]
e PH

(N) _ Al
p 7 (A.1)

onde H é o Hamiltoniano do sistema, § = 1/kgT e Zy é a funcdo de particdo dada por

ZN :tre_BH,

o traco representa a soma sobre todas as configuracdes.

As matrizes densidade reduzidas devem cumprir as seguintes condi¢oes
tr,p™ (S1, S, ..., Sp) = p" Y (S1, Sy, ..., Sp_1)
n=NN-1N-2..2
tryp) = 1. (A.2)

Na continuagdo mostraremos alguns exemplos de matrizes densidades reduzidas que

serdo utilizadas ao longo do texto, para sistemas tipo Ising.

A.0.1 Matriz densidade de um ponto

A matriz densidade de um ponto p(!)(i) estd dada por uma matriz de 2x2 pois hd

somente dois estados. Podemos escrever entao

a 0
0 1—a

pV(i) =

jaque tr pV) (i) = 1, onde a é a probabilidade de que o spin esteja para cima, e 1 —a de que

esteja para baixo. Os elementos fora da diagonal representam probabilidades de transi¢ao
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entre um estado e outro, ou seja, entre um spin para cima e para baixo e vice-versa e sao
nulos.

Uma forma de se obter o valor de a € introduzindo um operador P, o operador proje-
cdo tal que seu autovalor seja a unidade no estado em que o spin esteja para cima e nulo

quando o spin esteja para baixo
1
P(+) = 5(1 +S;),
onde, S; = +1. A média estatistica deste operador é
(P(+)) = tr P(+)p (i) =

(HP(H)+)a+ (=[P(+)][-)(1 —a) = a

Entao
a= 5 (1+(5))
1—a=3(1- ()

Logo, a matriz densidade de um ponto se pode reescrever como

. L[ 14(S) 0
P =5 (A3)
0 1—(S;)
Os elementos da diagonal s@o
1
Ri(1) = 5 (1 +m;)
1
Ri(2) = 5 (1—mi), (A4)

com m; = (S;).
Na notacao das funcdes de correlacdo da equagdo (2.16), equivalente a notagcdo ante-

rior, a matriz densidade de um ponto fica

PV (i) = 5 (1+m.S;) . (A.5)

1
2
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A.0.2 Matriz densidade de dois pontos

Seguindo o mesmo procedimento da se¢do anterior, vemos que a matriz densidade de

dois pontos € uma matriz 4 x4, a matriz densidade deve ter a forma

A
. 0
p® (i, j) =
0
0

0
B
0
0

0
0
C
0

0

0
(A.6)

0

D

Os elementos da diagonal sd3o combinacdes dos seguintes operadores

iuisi)(usj).

Explicitamente

A= L1+ 5)(1+5)
B={1+5)(1-5)
€= (1= 5)1+85)

D= (1 -850

S))-

(A7)

E possivel verificar que as condi¢des de normalizagdo e redutibilidade sdo satisfeitas

tr;p® (i, 7) = p(4)

;0% (i, 5) = p (D)

tr; ;p? (i, §) = 1. (A.8)
Entao os elementos da matriz estdo dados por
1
RQ(l) = Z_l (1 + l’ij + m; + mj)
1
1
1
Ry(4) = 1 (1+ @i —mi —my),
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com x;; = (5;5;) a correlagdo de dois pontos.
J J

Na notagdo da equacao (2.16)

1

p05) = 5 (

A.0.3 Matriz densidade de quatro pontos

A matriz densidade de quatro pontos, p(i, 7, k, 1) é uma matriz de 16 x 16, com

elementos da diagonal dados por

1

16((1 +.5;) (1£S5;) (1£Sk) (1 £5)).

E possivel verificar que as condi¢des de normalizacio e redutibilidade sio satisfeitas
W) trip®) (i, j) = PV ()
00 (i, 5, K, 1) = (i) oo (6, 5, k, 1) = p(j)

trz]lp (Z Jak l) =p )(k) trzgkp (Z j?k l) - p (l)

tfklp (Z ]ak l) =p )(27]) tri,jp(4)<i7j7k7 l) = p(2)<k7l)

trip(2) (17 ]) =p

tr o (i, 3, k, 1) = p@ (1) trpW, 5,k 1) = p P, k)
tr; op M (i, 5, k, 1) = pP G0ty pW (i, g, k1) = p@)(z k)
c,

trpM (i) =1
tri,jﬂ(z)(iJ) =1
tr”kl,o (z gy k1) = (A.11)

Por simplicidade, usaremos somente a notagdo das matrizes densidade da equacdo

(2.16)
pD (i, 5, k,1) = %6(1 + m;S; +m;S; + mpSk + muS; + 4;5:5; + 4S5,
+ 21515k + 2SS + YieSiSk + Y1551 + 2SS 51 + 2urSiS1Sk
+ 21151k S + 21515k Si + Wik SiS1SKS; ), (A.12)

onde, y;; = (95;5;) € a correlagdo entre pares segundos vizinhos, z;;; = (5;5;5%) a
correlagdo de aglomerados de trés pontos e w;ji; = (5;5;5%5;) a correlagdo de quatro

pontos.
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APENDICEB TEOREMA DE RESPOSTA LINEAR OU TE-
OREMA DE FLUTUAGAO - DISSIPACAO

O teorema de resposta linear ou teorema de flutuagcdo-dissipacdo para um sistema
magnético permite estabelecer uma conexao entre c? (1, 7) e a susceptibilidade.

Para um sistema magnético tipo Ising, com hamiltoniano

H=— Z JijSiS; — Z hsS;,
ij i

onde, J;; € a interagd@o de troca entre os spins S; € S;, € h; um campo magnético local, a

funcao de parti¢do é

S; ij i
Se segue que

Olog(Z)
oh;

O Jog(zy= 2 (LOZN\_10°Z 1 (07 (07
ohih; TN T O \Z0h;) T ZOohih; 22 \Oh; ) \ 0h;

= 2 ((SiS;) — (Si) (S;)) -

= B(5), (B.1)

Da definicao da susceptibilidade magnética

_ 9(5)

Xij = oh; (B.2)

vemos que da equacao (B.1)

oSy 1 D?*logZ
dh; B Ohih,
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com o qual

Xij = B ((8:5;) = (5:) (S;)) = BCP (i, j). (B.3)

Esta relacdo € conhecida como teorema da resposta linear ou teorema flutuagao-
dissipa¢do. Em fluidos também encontramos uma expressao equivalente que liga as flu-
tuacoes na densidade com a compressibilidade isotérmica ~.

A partir deste teorema as correlacdes conectadas sio facilmente computadas como

om;
(i, 5) = Tyij = T—— B.4
Cc (’l,]) X’LJ ah]" ( )

onde m; = (S;) e kg = 1.
De outro modo, a inversa da correlagdo conectada de dois pontos se pode calcular

como

-1 . l 8}11
- Tam]’7

[CP) (i, 5)] (B.5)

na pratica, algebricamente é mais simples obter expressdes para os campos moleculares

em funcdo da magnetizacao que o caso contrario.
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APENDICEC CORRELACOES CONECTADAS NA APRO-
XIMACAO DE QUATRO PONTOS

Na continua¢do mostraremos uma forma de computar o fator de estrutura ou as cor-
relacdes conectadas no espaco de Fourier usando um procedimento semelhante ao das
referéncias [21, 24,39, 40].

A susceptibilidade estd relacionada as fung¢des de correlacdo ou correlagdes conecta-

das de dois pontos Cém (1, 7) através do teorema de resposta linear como

xij = BCA (i, 7), (C.1)
onde
om,;
@ (G, 4) =T—=. 2
Cy7(i,79) o, (C.2)

Daqui vemos que a correlagdo conectada inversa de pares estd dada por

6(am>‘ (C.3)

(9mj

Na aproximacdo de quatro pontos, esta expressdo pode se obter através da equacdo de
estado para a magnetizacdo, derivando JF da equacdo (3.2) com respeito a m;, e igualando

a zero
h; = L Tr(S;l L Tr(S;l 1T Sil C4
5 i——zz r( ing(iy>)+EZ r( iOQPngf)+§ r(Silogp;),  (C.4)
(iy) sy
onde a primeira e segunda soma sao tomadas sobre pares de vizinhos mais proximos e

plaquetas que contem o sitio 7, respectivamente.
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Os elementos de (C.3) estao dados por

3 Oh; :1 r& pi _ 1 Z t i [apz’y + 8Piy alz‘y
8mj 2 Pi 8mj 4 ) Piy amj 8lzy 8m]~
1 S; | Opiow  Opice ol;  Opice Al,  Opiow Ol
tg 2t ny ol om, T ol om, T ol 0
16 i Ow P;D;ﬂ 8mj lij m; liw m; lzu; m;

J

3P;’ng dl;, 3P;’ng ac;., N 3P;’ng Ocjuy aP;ﬁD;v Okyij N aP;‘.D;v Ok i
Oljz ij 802-2 ij 8cjw 8m]~ ak’wi]‘ ij ak’zwi 6mj

ap;lﬂ;" ka ap;D;" 81{:”1” ap;ljlz” 8dww
- +
8]@‘]'3 8m]‘ 8k’jzw 8mj 8dijzw 8mj

(C.5)

8lmy 8sz 8kmyz e 8dmyzw

D D Ome 5 sdo diferentes de zero.

No caso geral todas as derivadas

Olzy Ocgz Okayz o Odayzuw

Como é comentado na referéncia [21] o calculo das derivadas , ,
Omg’ Omy’ Omg omg

ndo € tdo obvio. Uma forma de calculd-las é derivando a energia livre com respeito a [,

Cazs Kayz € dyyzey € 1gualando a zero

OF OF

o, " Dy,
oOF oOF
80:):,2 =0 adxyzw B 0’

e logo, diferenciando com respeito a m;, j = ,y, 2, w
i OF\ 0 0 oF \ 0
(9mj 8lxy n amj akar:yz B
i oF \ 0 0 oOF 0
(9mj 8cm N amj 8dazyzw -

Dadas as condicdes de simetria da equacdo (3.4), chegamos a um sistema linear de

vinte dois equagdes e vinte dois varidveis [y, ..., lg, ¢1, ..., 4, k1, ..., kg € dy, do, onde
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I — Oy I — Ol I — Ol - oly.
om, omy omy, om,

l5 _ % l6 _ al:cw l7 _ alzw l8 _ %
Iy, om, Omy, Oy

o 0¢y, . Ocyw o 0Cys o Ocyw

1_8mx 2 Ome, 3_0mw 4_0mw

A b2 = B, K= B K= B,
ak ZW akﬁ z akax akwl‘

ks = B K = o, = om 5=
8dxyzw o adacyzw

- o)

Retomando o cdlculo da matriz das correlagdes conectadas inversas, a equagdo (C.3)
se pode escrever como

(

Yoz + Vyy + Yoz T Yow 1=
Yow + Ywz + Vyz + Vay (ij)),

oh\
’ (amj) a

Yoy T Vyz + Vew T Yoz <Z-]>'U (C.7)
Yaz + Vax + Yyw + Ywy <<U>>
\ 0 fora.

onde as derivadas [ <%) s@o as auto-correlagdes inversas (¢ = 7), correlacdes inversas
J
para vizinhos mais préximos na diregdo horizontal ((ij),) e vertical ((i5),), e correlagdes

de segundos vizinhos ({{(ij))), respectivamente. Note-se que ¢ nula para sitios fora do

quadrado.
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Os coeficientes ;; estdo dados por

Ohy,

om,,

Vaz :B

1

1 1
:ER1—3—2(Q5+Q6+Q1l1+Q2l2)+1—62(P10+P151+P212+P8l3

+P7l4—|—PQCl—|—P7CQ+ngl+P5/€2+P4k3+P6k4+P8d1)

Ohy,
1 1 1
= 16R2—3—2(Q6+Q7+Q316+Q4l7)+1—62(P10+P7l5+P116+P2l7

+P8l8+P8€3+P164+P5]{35+P9]€6+P6k7+P3/{38+P7d2>
Oh,

OMy

11

=73 3—2(Q10+Q2 le) + 162

Yow = B

(P5+P1l5+P2l6+P8l7+P7lg+P203

+P;cy + Pyks + Pske + Py k7 + P ks + Psdy)

Oh,
%vy_ﬂamy
11 1
:_53_(Q8+Qlll)+51_62(P3+P1l1+P7l2+P8l3+P2l4+P7cl

+P202—|—P4]€1+P6]€2+P9k3+P5k4+P8d1)

Ohy

om,

Yz :B

L1

2 162 (P6+Pll5+P7l6+P8l7+P2lg+PQC4

+P763—|—P4]{35+P6]€6+P9]€7+P5/{38+P8d2),

(C.8)
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1
Py =tr S Py =tr SySSu Q5 = tr (_)
PzOw PzOw Py
1
=tr ( Sy =tr SZSU}S:E) QG - (pazw)
Prow Prow
= tr ( L )
Py, =tr Sl Py =tr SISySZSw) Pyz
Pzow Pzaw |
Q= (p >
]_ 2w
=tr SZ P10 =tr ) S S
Pyow PzOw
y—z y—z Q — tI' ( T y)
Py =tr | 222 Qp =tr <—> S.S
pyoy “f Qo = tr ( : w>
S S . <i> Pzw
Py =tr < Z) zy Qo = tr (stw>
pyne Paw
0 (52)
2 1
P5 =tr stw Paw R1 =tr (—>
=tr ( e ) 1
5.5, Paw = tr (—)
P6 =tr g Py
S S Paw R2 =1tr (—)
:tr( yw) tr(sz) P
PzOw 4=
Pzw =tr (i) )
P —tr SmSySZ . < Sw ) Pz
e =1r
! PO Pzw €9)

A transformada discreta de Fourier da correlacdo inversa (C.7) é

L—-1
} Oh,
-1 _ —2mi(k-5)/L ?
S(k) E e 6] (—amj)

J1,52=0
= 2(73:90 + ’wa) + 8’7J:w003(k1) + 4(73:1/ + ’Yzw)COS(kz)

+ 8(Yaz) [cos(ky + ko) + cos(ky — k2)], (C.10)
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com0<j5 <L—-1,0<j,<L—-1eN=1L>
Invertendo C.10 chegamos a expressao para a correlacao conectada de pares no espaco

de Fourier ou fator de estrutura S (E) onde k é um vetor de onda, com componentes k; €

ks.
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APENDICED SIMULATED ANNEALING E A ROTINA NMI-
NIMIZE

A funcido NMinimize do software Mathematica [42], utiliza vérios algoritmos para
encontrar minimos globais com restri¢des. Este método e bastante flexivel ao lidar com
funcdes que ndo sdo diferencidveis ou possuem alguma descontinuidade.

Muitas vezes, encontrar um minimo global pode ser dificil, ainda sem restricoes.
Assim, uma forma de otimizar os resultados do NMinimize é definindo varias condi¢des
iniciais e escolhendo a melhor resposta. As restricdes impostas ao NMinimize podem ser
listas ou combinacdes de igualdades, desigualdades ou especificagdes de dominios. Estas
restri¢des sao reforcadas adicionando penalidades quando os pontos estejam fora destas
regides.

O NMinimize se pode usar conjuntamente com outros métodos de otimizagdo como
Simulated Annealing, Nelder Mead, Random Search, Differencial Evolution, entre outros,
que ja estdo implementados no pacote do Mathematica.

O Simulated Annealing por exemplo, € um método probabilistico que procura o mi-
nimo global de uma fun¢do que possui varios minimos locais. Este método é motivado
pelo processo fisico de recozimento, em que um objeto de metal é aquecido a uma tempe-
ratura elevada e deixado esfriar lentamente. Este processo permite que a estrutura atdmica
do metal transite a um estado de menor energia tornando, assim, este metal em um metal
mais resistente.

A partir de uma condi¢do inicial, 0 método calcula aleatoriamente uma nova solugao
no espaco de solugdes possiveis do sistema. Se a energia desta nova configuracdo for
menor, esta passa a ser nossa condicao atual, se a energia for maior, ainda hd uma pro-

babilidade desta configuracdo ser aceita como nova condicao, e esta probabilidade é tao
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maior quanto maior for o parametro de temperatura definido pelo método ou quanto me-
nor for a diferenca de energia entre duas configuragdes. Esta possibilidade de aceitacdo é
0 que permite que o sistema nao fique preso em minimos locais.

Dado que o funcional da energia livre (equacdo 3.2) depende de varios parametros
variacionais, € em consequéncia possui varios minimos locais, este método € o apropriado
para encontrar as solucdes termodindmicas do sistema. Na figura D.1 vemos a linha de

comandos usada.

Do [NMinimize [{F[mx, mw, lxy, lwz, lxw, ¢, kwxy, kzwx, 4, J1, J2, h], cons}, vars,
MaxIterations -+ 200, Method - {"SimulatedAnnealing", "PerturbationScale" 5 3,
"SearchPoints" - 250, "RandomSeed" - RandomInteger [{0, 100}13}]1, {j, 0, 24}]1;

Figura D.1: Comando utilizado para a minimiza¢do da energia livre do modelo J; — Js.

Para cada ponto inicial, InitialPoints, a rotina do NMinimize se repete com uma es-
cala de perturbacdo PerturbationScale, até que se atinge o nimero méaximo de iteragdes,
searchpoints, com certa tolerancia na probabilidade de aceitacdo Tolerance.

Os parametros que permitem adequar a fungdo NMinimize de acordo com os requeri-

mentos do problema sao

e PerturbationScale — define o “tamanho do salto” onde serd calculada a nova con-
figuracdo, ou seja, a escala de perturbagdo, se for muito pequeno, o sistema fica

preso, se for muito grande, podemos perder alguns minimos.
e SearchPoints — define o nimero de estados a serem visitados em cada iteragao.

e Tolerance — € a probabilidade de aceitacdo de uma configuragdo com energia maior

do que a anterior.
e [nicialPoints — conjunto de pontos iniciais.

e RandomSeed — ponto de partida para o gerador de nimeros aleatdrios.
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