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Any one who considers arithmetical
methods of producing random digits is, of
course, in state of sin.

John von Neumann (1951)

Virtually every treatment of multiple
integration begins with the lament that
quadrature in higher dimentions is hard.
Ronald A. Thisted (1996)

Random numbers should not be generated
with a method chosen at random. Some
theory should be used.

Donald E. Knuth (1998)
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Resumo

Monte Carlo é o nome dado de forma geral as técnicas de resolugdo de problemas
numéricos através do uso intensivo de ntimeros aleatorios. No trato computacional, esses
nameros nao sao, de fato, aleatérios, mas pseudo-aleatorios, pois sao gerados por
algoritmos deterministicos que, no entanto, “parecem” aleatérios, isto é, sdo aprovados
em testes de aleatoriedade. Variaveis aleatérias com quaisquer distribuicbes de

probabilidade sao entao simuladas a partir de nameros pseudo-aleatorios uniformemente
distribuidos no intervalo (0;1) através de certas transformacgGes. Entre as diversas

aplicacoes do método Monte Carlo destaca-se a quadratura numérica multidimensional,
que consiste essencialmente em estimar o valor médio da funcao integranda através do
valor médio da funcdo em pontos escolhidos de modo aleatério no interior da regiao de
integracao. Técnicas especiais de amostragem permitem a reducao da variancia e, em

conseqiiéncia, do erro nos valores estimados. O erro de convergéncia do método é, no pior
caso, de ordem O(n‘” 2). No entanto o uso de pontos amostrais quase-aleatérios pode

levar a convergéncia mais rapida de ordem O(n’l). O presente trabalho descreve uma

grande quantidade de algoritmos para obtencao de varidveis pseudo-aleatorias e quase-
aleatdrias; para a transformacdo de diversas distribuicoes de probabilidade e para

quadratura multidimensional.
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Abstract

Monte Carlo is the name usually given to numerical problems resolution
techniques by intensive use of random numbers. In computer procedures, this numbers
are not, in fact, random but pseudo-random because they are generated by
deterministic algorithms, but “look like” random, that is, they pass on randomness tests.

Such random variables with any probability distribution are simulated on pseudo-random

numbers with uniform distribution in (0;1) by certain transformations. Among a diversity
of Monte Carlo methods applications, a special one is the multidimensional numeric
quadrature which consists essentially of estimating tha integrand function mean value by
the mean that function at random points in the integration region. Sampling techniques

allow a variance reduction and hence an estimated error reduction. The error convergence

order is, in the worst case, O(n’” 2 ) However quasi-random sampling points could bring a

faster convergence order of O(n‘l). The present work describes a wide quantity of

algorithms for producing pseudo-random and quasi-random variables; for transforming a

diversity of probability distributions, and for multidimensional quadrature.
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1 Introducao.

1.1 Apresentacao.

O papel do método Monte Carlo (MC) em todas as ciéncias tem aumentado de
importancia nos tultimos anos. Esse método é ferramenta importante de dreas de
réapido crescimento como a matemética computacional, a fisica computacional e outras
ciéncias computacionais. O crescente desenvolvimento do poder de processamento dos
computadores e, especialmente, das técnicas de simulacdo tém mostrado que a
computacao é uma terceira via de descobrimento nas ciéncias naturais ao lado da
teoria e da experimentagao tradicionais. Gentle (1998) relata que em 1983, 25% dos
artigos publicados no conceituado Journal of the American Statistical Association
inclufam experimentos pelo método MC. Em 1995 essa propor¢ao aumentou para
49%.

O ponto fundamental do método Monte Carlo é a geracao de nimeros
pseudo-aleatérios. Esse tema acompanha a evolucao computacional desde os seus
primeiros passos e ainda hoje é tema para producao cientifica. Entre as aplicagoes do
método, destaca-se o cédlculo de integrais multidimensionais por amostragem
pseudo-aleatéria que, segundo muitos autores, é tunica alternativa importante aos
métodos de quadratura numérica. Técnicas de redugao de varidncia tém sido
desenvolvidas no intuito de diminuir o erro de truncamento inerente ao processo.
Recentemente, a técnica Quase-Monte Carlo tem-se mostrado competente no
tratamento de problemas de quadratura multidimensional.

No presente trabalho procuramos descrever dois aspectos do método: a simulacao de

varidveis pseudo-aleatdrias e sua aplicagao na integracao multidimensional.

O Capitulo 1 faz uma breve introducao da expressao Monte Carlo, sua origem
histérica e um apanhado geral das aplicacoes do método. O Capitulo 2 descreve as
formas de geracdo de numeros aleatérios. Enfase especial é dada aos algoritmos mais
utilizados na simulagao de nidmeros pseudo-aleatérios. O Capitulo 3 mostra as
técnicas de transformagao da varidvel aleatéria uniforme em outras varidveis discretas
ou continuas com diferentes distribuicoes de probabilidade. O Capitulo 4 trata da
aplicacao do método Monte Carlo no cédlculo de integrais multidimensionais. Discute,
ainda, algumas técnicas de redugao de varidncia. O Capitulo 5 enfoca as seqiiéncias de
baixa discrepancia e o método Quase-Monte Carlo. O Capitulo 6 mostra alguns
exemplos de quadratura multidimensional usando as técnicas descritas e comparando
resultados. O Apéndice A expoe de forma simplificada e com o auxilio de alguns
exemplos as vérias aplicagcoes do método Monte Carlo na simulagao. O Apéndice B

1



traz programas para a implementagao dos algoritmos descritos ao longo do texto
pacote matemédtico MATLAB.

Alguns aspectos do presente trabalho que julgamos relevantes e de mérito sao
seguintes:

® o método da particio regular (PR) parece ser uma alternativa 6bvia para

no

(O}

@)

problema da quadratura multidimensional; para dimensao d = 1, esse método é
realmente mais eficiente que o método Monte Carlo (MC), no entanto nao o é
para d > 2,fato que passa desapercebido a Press et alii (1992), que afirmam que o
método da particao regular transforma o método MC em a deterministic
quadrature scheme - albeit a simple one - whose fractional error decreases at
least as fast as n™' (even faster if the functions goes to zero smoothly at the
boundaries of the sampled region ...); se o método PR converge a uma taxa
maior, entdo o que o impede sua utilizagdo? Press et alii (1992) apontam que the
trouble with a grid is that one has to decide in advance how fine it should be; essa
justificativa nao nos pareceu forte o suficiente para descartar o método PR; e
ainda ¢ contraditéria com Morokoff & Caflisch (1995) que descartam o método
PR, pois ... grids suffer from several dificulties; first, in high dimensions, the
number of points required to create even a coarse mesh is exponentially large in
dimention; alguns experimentos numericos (como o da Figura 5.1) nos levaram a
conclusao de que, de fato, a convergéncia do método nao é satisfatéria; para
tornar mais rigorosa essa andlise enunciamos e provamos o Teorema 5.2 que
estabelece a ordem de convergéncia O(n'¢) do método da particao regular; muitos
autores referem-se a essa razao de convergéncia, mas nao encontramos nenhuma
prova formal de tal enunciado;

o Teorema 3.4 no qual se apdia a técnica da aceitagao-rejeicao é enunciado por
alguns autores mas sem o oferecimento de prova; neste trabalho fornecemos uma
prova através do determinante Jacobiano;

além da simples descricao das técnicas, desenvolvemos uma grande quantidade de
algoritmos, 30 ao todo; escrevemos esses algoritmos em pseudo-cédigo, de forma
que possam ser facilmente implementados em alguma linguagem de programacao;
ainda, todos esses algoritmos foram implementados e testados usando o pacote
matematico MATLAB; uma listagem completa encontra-se no Apéndice B;
acreditamos que esses algoritmos e programas possam ser bastante titeis ao leitor;
as técnicas de Monte Carlo sao utilizados em ampla variedade de aplicagoes, além
da quadratura numeérica; uma classe particularmente importante de aplicacao é
denominada genericamente de simulagao; em brevissima escala, o Apéndice A

descreve alguns exemplos de aplicagao do método Monte Carlo em simulacao.

1.2 Algoritmos probabilisticos: Monte Carlo e Las Vegas.

Existe uma ampla classe de algoritmos, denominados algoritmos probabilisticos que,

em algum momento e em maior ou menor quantidade, utilizam nimeros aleatérios.
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Esses algoritmos sao geralmente divididos em duas amplas classes: Monte Carlo e Las
Vegas (Motwani & Raghavan, 1995).

A expressio Monte Carlo (MC) ¢é empregada para denominar algoritmos
probabilisticos que produzem alguma solucao para determinado problema com alguma
margem de erro, geralmente previsivel. O algoritmo de Miller-Rabin é um exemplo
tipico (Rabin, 1980). Esse algoritmo determina se um dado nimero n (impar e maior
que 4) é primo ou nao. A grosso modo, o algoritmo realiza um teste de divisibilidade
(utilizando o pequeno teorema de Fermat) de n por um nimero a escolhido
aleatoriamente entre 2 e n—2. Se n é primo, o algoritmo responde corretamente em
100% dos casos. No entanto, se n é composto, o algoritmo responde corretamente em
75% dos casos (Brassard & Bratley, 1996).

J4 a expressio Las Vegas (LV) é empregada para denominar algoritmos
probabilisticos que produzem, sempre, uma solucao correta. O algoritmo cldssico de
ordenagao denominado Quicksort (Hoare, 1962) é um exemplo tipico. Esse algoritmo
ordena uma lista de elementos recursivamente, particionando-a a partir de um
elemento denominado pivd. Esse elemento pode ser escolhido de diversos modos,
inclusive aleatoriamente. O algoritmo sempre ordena corretamente a lista,
indepententemente de qual elemento-pivo for escolhido. A diferenca entre os diversos
modos de escolha desse pivo tem influéncia apenas no tempo de execucao do
algoritmo (Smith, 1989).

A denominagao dos métodos é devida as cidades de Monte Carlo, no principado de
Mbobnaco, as margens do mar Mediterrdneo e de Las Vegas, sudeste do estado de
Nevada, Estados Unidos da América. Essas cidades sdo mundialmente famosas pelos
seus luxuosos hotéis e cassinos. Neles, destaca-se a roleta, um dos mecanismos mais
simples de produgao de nimeros aleatérios. A expressao Monte Carlo foi introduzido
na literatura por Metropolis & Ulam (1949) e a expressao Las Vegas, por Babai
(1979). Alguns autores, entretanto, nao fazem distin¢ao entre algoritmos do tipo MC
ou LV, ja que por definicao o método Las Vegas é um método Monte Carlo com erro
probabilistico zero.

1.3 Algoritmos probabilisticos: aplicagoes.

Algoritmos probabilisticos sao utilizados em uma ampla série de aplicagoes,
comentam-se as que seguem.

1.3.1 Simulagao.

Modelos computacionais sao usados para simular fendmenos naturais, que em maior

ou menor grau sao descritos por varidveis aleatérias. A simulagao computacional



cobre vastos campos, como o estudo de fisica nuclear (a passagem de um néutron
através da parede de um reator estd sujeita a colisoes aleatérias com as moléculas da
parede) e a pesquisa operacional (chamadas telefonicas chegam ao acaso a uma
central de distribuigdo). Apesar dos modelos de simula¢do poderem oferecer os mais
variados graus de complexidade, sua ideia bésica é, de fato, simples. Olson et alit
(1990) relatam simulagoes computacionais desenvolvidas por estudantes de ensino
médio. No Apéndice A sao descritos com maior detalhe alguns exemplos de aplicagao
do método MC em simulagao.

1.3.2 Criptografia.

A codificagdo de mensagens utiliza niumeros (denominados chaves de criptografia)
para o embaralhamento de mensagens. Essas chaves sao determinadas, em geral, a
partir de numeros aleatérios. O algoritmo de criptografia RSA (Rivest, Shamir e
Adleman) de chave ptblica é tipico: chaves sdo determinadas a partir de nimeros
primos de 100 a 200 digitos escolhidos aleatoriamente (Rivest et alii, 1973).

1.3.3 Experimentacao.

Elementos dispostos ao acaso sao utilizados em alguns experimentos, onde se quer
estudar sistemas intrinsecamente desordenados. Por exemplo, uma rede de difragao
com raias espagadas aleatoriamente (desordenadas) cria efeitos que s@o andlogos a
difragdo de raios X em cristais onde a desordem é devida a vibracoes térmicas
nao-correlacionadas (Licinio et alii, 1998).

1.3.4 Programacao.

Valores escolhidos aleatoriamente sao uma boa fonte de dados para andlise de
eficiéncia de algoritmos computacionais. Por exemplo, pode-se testar um algoritmo de
determinacao de zeros polinomiais usando polinémios cujos coeficientes sao escolhidos
ao acaso (Camargo et alii, 1995), ou ainda, verificar um método de ordenagao usando
listas de wvalores escolhidos ao acaso. Matrizes com elementos aleatdrios sao
amplamente usadas para teste de algoritmos em 4&lgebra linear (Higham, 1996),
principalmente pelo fato de serem, em geral, muito bem condicionadas (Edelman,
1988).

1.3.5 Tomada de decisao.

Geralmente, algoritmos devem tomar decisoes a partir de critérios fixos e bem
definidos, porém, ocasionalmente, critérios aleatdérios sao possiveis. Por exemplo, em
teoria de grafos, denomina-se corte um conjunto de arestas que, se removidas, tornam
o grafo nao-conexo. O corte-minimo de um grafo é o corte de menor cardinalidade.
Uma contragao ¢ a uniao de vértices pela remocao de arestas comuns. Algumas
técnicas de determinacao do corte-minimo de um grafo realizam contracoes escolhidas
de forma aleatéria (Motwani & Raghavan, 1995).



1.3.6 Recreagao.

Boa parte dos jogos estd mais ou menos associada a disposicao casual dos seus
elementos: jogar dados, girar roletas, etc. Knuth (1998) descreve um algoritmo para
gerar permutacoes aleatérias a partir de um conjunto ordenado de elementos. Isso
equivale ao embaralhamento de um conjunto de cartas.

1.3.7 Amostragem.

Quando se tem uma quantidade muito grande de possibilidades em um sistema,
eventualmente é muito dificil, ou mesmo impossivel, examind-las todas. No entanto,
uma pequena amostra escolhida ao acaso pode representar muito bem o
comportamento médio desse sistema. Por exemplo, nao se pode entrevistar todos os
eleitores de uma grande cidade, mas pode-se inferir resultados bastante satisfatérios se

entrevistada uma amostra dessa populagao escolhida ao acaso.

1.3.8 Andlise numérica.

Embora de natureza absolutamente nao-estatistica, alguns problemas analiticos sao
resolvidos utilizando-se o método MC. E o caso do problema da quadratura numérica
multidimensional, que ocorre com freqiiéncia em problemas envolvendo desde a
estrutura atomica e molecular (Wagner & Ceperley, 1996) até anélise econdmica
(Papageorgiou & Traub, 1997). Ou mesmo a resolu¢ao de determinados tipos de
sistemas de equacoes (Hammersley & Handscomb, 1964).

1.4 O método Monte Carlo.

No campo da anélise numérica, o método MC consiste, basicamente, na resolucao de
problemas analfticos através de amostragem aleatéria. Pode ser usado tanto na
resolucao de problemas de formulacao intrinsecamente analitica quanto na simulacao
de problemas puramente estatisticos. O método é usado especialmente naqueles casos
em que o numero de fatores incluidos no problema é tao grande que a sua solugao
analitica ¢ demorada ou, em termos praticos, impossivel. A idéia principal do método
consiste em construir um modelo estocdstico compativel com o problema analitico e
simuld-lo inteiramente. Em todos os casos, um elemento de aleatoriedade &
introduzido de acordo com regras definidas. Em seguida um nimero, eventualmente
grande, de amostragens é coletado, seus resultados observados, e finalmente uma
andlise estatistica ¢é realizada (Froberg, 1966).

Uma das principais vantagens do método é que, acima de tudo, problemas de grande
complexidade podem ser tratados de forma mais simplificada e modificacoes e ajustes
podem ser efetuados mais facilmente. Uma das principais desvantagens é, geralmente,
a pequena precisao dos resultados, comparados com o grande nimero de simulacoes



necessarias.

Entre os métodos que tomam por base a avaliacio de n pontos em um espaco
amostral de dimensao d para a avaliacao de uma solugao aproximada, o método MC

71/2)
)

introduz um erro com decaimento na ordem O(n enquanto que, na auséncia de

alguma estrutura especial exploravel, os outros métodos tém erros com decaimento na

l/d)
’

ordem O(n~ pelo menos.

1.5 Histoérico.

Em 1777, George Louis Leclerc (1707-1788), Conde de Buffon, propos e resolveu o
seguinte problema. Dada uma agulha de comprimento L, jogada ao acaso sobre uma
superficie plana horizontal, contendo linhas paralelas espacadas regularmente entre si
por uma distdncia d > L, determinar a probabilidade p de que a agulha intercepte
uma dessas linhas. Admite-se que ao acaso signifique que a posicao x com 0 < x < d
do centro da agulha e a sua orientacao @ com 0 < @ < 27 sejam varidveis aleatérias

uniformes e independentes. Buffon (1777) mostrou que a probabilidade procurada é

_ 2L
P= 2

Em 1812, uma nova luz sobre esse problema foi lancada por Pierre S. Laplace
(1749-1827), que propods a inversao da relagdo para T = 127—2. O que Laplace obteve foi

uma maneira de determinar o valor de m através de um processo estocédstico (Laplace,
1886). Nao se sabe se Laplace realizou ou ndo o procedimento experimental para
determinar o valor de m. No entanto, muitos depois dele o fizeram. Beckmann (1974)
comenta que tal atividade tornou-se um passatempo intelectual popular na época,
como para um certo capitao Fox que jogou uma agulha sobre um tabuleiro milhares
de vezes enquanto se recuperava de ferimentos sofridos durante a guerra civil
americana (1861-1865). Estimativas do valor de e (nimero de Euler) podem ser feitas
usando técnicas semelhantes (Mohazzabi, 1998).

Em 1899, John W. S. Rayleigh (1842-1919) mostrou que um passeio aleatério
(random walk) unidimensional, sem paredes absorventes, poderia fornecer uma solugao
aproximada para uma equacao diferencial parabdlica.

Em 1901, William Thompson (1824-1907), Lord Kelvin, gerou 5000 trajetérias
aleatdrias para estudar o efeito de colisao eldstica entre particulas e paredes de
diversos formatos (Allen & Tildesley, 1987).

Em 1908, William S. Gosset (1876-1937) publicou, com o pseudémino Student, artigos
referentes a estimativa dos coeficientes de correlacao em sua distribuicao ¢ com a
ajuda de amostragens experimentais, usando dados biométricos escritos em cartoes
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(Student, 1908a e Student, 1908b).

Em 1931, Andrey N. Kolmogorov (1903 — 1987) mostrou a relagdo entre os processos
estocdsticos de Markov e certas equagoes integro-diferenciais.

Durante a década de 1930, Enrico Fermi (1901-1958) trabalhou, usando
procedimentos de simulacao, na previsao tedrica de resultados experimentais da
difusao de néutrons. Embora nao tenha publicado artigos especificos sobre sua técnica
de resolucao de problemas, alguns autores reconhecem nesse trabalho o embriao do
método Monte Carlo. E de salientar-se que, para realizar seus célculos, Fermi
dispunha apenas de um dispositivo mecénico, j4 que o primeiro computador sé foi
desenvolvido alguns anos mais tarde (Metropolis, 1987). Pelas demonstragoes da
existéncia de novos elementos radioativos, produzidos por irradiacao de néutrons, e
pela descoberta correlata de reagoes nucleares induzidas por néutrons lentos, Fermi
recebeu em 1938 o prémio Nobel de fisica.

A partir da década de 1940, o uso efetivo do método Monte Carlo como ferramenta de
pesquisa foi impulsionado pelo esforco de guerra e a construcao da bomba atomica.
Nos estdgios iniciais dessas investigacoes John von Neumann (1903-1957) e Stanislaw
M. Ulam (1909-1984) referiam-se a certos métodos denominados roleta russa para
tratar problemas analiticos através de seus equivalentes estatisticos. A denominagao
método Monte Carlo foi cunhada por Nicholas C. Metropolis (1914- ) e usada como
titulo em artigo fundamental (Metropolis & Ulam, 1949) descrevendo a simulagao de
problemas probabilisticos relativos & difusao aleatéria de néutrons em material fissil.
Metropolis foi o responsavel pela construcao do computador MANIAC (Mathematical
And Numerical Integrator And Computer), sucessor do ENIAC (FElectronic Numerical
Integrator And Calculator), nos laboratérios de Los Alamos, Estados Unidos da
América. Computadores mais rdpidos e confidveis permitiram o aprimoramento do
método MC, uma vez que gerar numeros aleatérios constituiu uma das primeiras
tarefas a ser implementada nesses computadores primitivos. A resolucao de equacgoes
de estado bidimensionais em problemas de muitos corpos por Metropolis et alii (1953)
resultou no que que é hoje conhecido como amostragem de importincia, técnica que
reduz erros estatisticos e aprimora os resultados obtidos pelo método MC,
amplamente utilizada atualmente (Anderson, 1986). O trabalho pioneiro de
Metropolis é reconhecido através do prémio que leva seu nome, oferecido anualmente
pela American Physics Society a melhor tese de doutoramento na &drea da fisica

computacional.

Durante a década de 1970, o desenvolvimento da teoria da complexidade
computacional comecou a providenciar um emprego mais preciso e racional do método
Monte Carlo. Foi identificada uma classe de problemas de dimensao d para a qual o
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tempo para a obtencao de uma solugdo exata cresce exponencialmente com d,como,
por exemplo, a determinacao do volume de um corpo convexo no espago Euclidiano
d-dimensional ou a determinacao do permanente de uma matriz. No entanto, o
método MC pode estimar uma solugao para esses problemas, dentro de uma tolerancia
especificada, em um tempo polinomial em d (Pllana, 1999).



2 Geradores de nimeros aleatdrios.

2.1 Simulagao de varidveis aleatoérias.

Se X é uma varidvel aleatéria discreta finita, que assume m valores xi,x2,...,X;, com
probabilidades respectivas p; = PX =x1), p2 =PX =x2), pm:=PX=xn), O
problema de simular a varidvel X consiste em gerar uma seqiiéncia de n termos
(i) = (V1,¥2,Y35 ..., yn) de forma que:

(1) para todo y;, 1 < i < n, exista um x;, 1 <j < m, tal que y; = x;;

(2) se gj ¢ o numero de termos de (y;) iguais a x;, entao, para todo 1 < j < m,

im L
Mo =Py

Se, por outro lado, X é uma varidvel aleatéria continua, cujos valores formam o
intervalo [a;b], com fungdo densidade de probabilidade (FDP) f, o problema de
simular a varidvel X consiste em gerar uma seqiiéncia de n termos
i) == O1,y2,Y3,...,yn) de forma que:

(1) para todo y;, 1 <i < n, tenha-se a < y; < b;

(2) para quaisquer a',b' com a < a' <b' < b, se g(a',b") &€ o niimero de termos de (y;)
tais que a’ < y; < b', entao

fim 4@-0) _ jb' Ay,

n—co n a

Neste Capitulo discute-se a simulacao de uma varidvel aleatéria U, uniformemente
distribuida no intervalo [0;1],denominada varidvel aleatéria uniforme. Esta varidvel
tem FDP f definida por

1, se0<u<l

0, em outro caso.

flu) =

Cada possivel valor assumido por uma varidvel aleatéria é denominado ocorréncia ou
extragao. O processo que simula uma extracao u da varidvel uniforme U é
denominado gerador uniforme (GU) e a seqiiéncia (u;) := (ui,uz,...,u,) obtida é
denominada seqiiéncia uniforme. O Capitulo 3 apresenta métodos de transformagao
da varidvel U para outras varidveis X (discretas ou continuas) com outros tipos de
distribuicao de probabilidade.



De fato, algumas técnicas de simulagao geram valores u; nos intervalos (0;1) ou [0;1).
Embora esse detalhe nao influencie significativamente a teoria aqui exposta, o fato de
esses valores poderem ou nao ser 0 ou 1 merece atengao especial no desenvolvimento

de programas, pois podem levar a resultados imprecisos (Gentle, 1998).

Existem, basicamente, trés métodos distintos para construir um GU: tabelas,
dispositivos fisicos e algoritmos.

2.1.1 Tabelas.

Uma das muitas maneiras de obter um GU é através do uso de tabelas especialmente
construidas para esse fim. Essas tabelas sao compostas por uma colecao de digitos
decimais ou bindrios, com distribuicao de probabilidade uniforme. Esses nimeros sao
obtidos por sorteio em algum dispositivo fisico (como, por exemplo, uma roleta)
especialmente projetado. A Tabela 2.1 mostra 400 digitos aleatérios uniformemente
distribuidos. Por comodidade, os ntiimeros foram dispostos em grupos de 5 digitos.

86515 90795 66155 66434 56558 12332 94377 57802
69186 03393 42502 99224 88955 53758 91641 18867
41686 42163 85181 38967 33181 72664 53807 00607
86522 47171 88059 89342 67248 09082 12311 90316
72587 93000 89688 78416 27589 99528 14480 50961
52452 42499 33346 83935 79130 90410 45420 77757
76773 97526 27256 66447 25731 37525 16287 66181
04825 82134 80317 75120 45904 75601 70492 10274
87113 84778 45863 24520 19976 04925 07824 76044
84754 57616 38132 64294 15218 49286 89571 42903

Tabela 2.1: 400 digitos aleatérios com distribuicao uniforme
(Sobol, 1983, p.64).

De tabelas de m digitos como a Tabela 2.1 é possivel obter a seqiiéncia uniforme
(u;) == (u1,uz,...,u,) com n = mk termos. Basta tomar grupos de k digitos seqiienciais
e formar uma seqiiéncia de termos da forma wu; = 0.ujk-1Uis1...uix. Por exemplo,
(u;) = (0.86515,0.90795,0.66155,...,0.42903) para k =15. Desse modo, obtém-se uma
seqiiéncia de 80 termos distintos.

Pode-se obter outra seqiiéncia com perfodo maior n =m, tomando k digitos
seqiienciais e formando a seqiiéncia de termos da forma wu; := O.ujui...uuk—1. Por
exemplo, (u;) = (0.86515,0.65159,0.51590,...,0.42903), para k =5. Desse modo,
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obtém-se uma seqiiéncia de periodo 400.

Muitas tabelas com numeros aleatérios, de todos os tamanhos, ja foram publicadas.
Knuth (1998) cita uma tabela publicada por Leonard H. C. Tippett em 1927 com
40.000 nimeros ”tomada ao acaso de relatérios de censo” (op.cit., p.3) , como sendo,
provavelmente, a mais antiga. A Tabela de Rand Co. (1955) com 1.000.000 de
nimeros é, provavelmente, a mais extensa impressa. Abramowitz & Stegun (1965)
mostram 2500 nimeros extraidos dessa tltima.

O uso de tabelas de niimeros aleatérios, assim como tabelas de logaritmos ou tabelas
de fungoes trigonométricas, cairam rapidamente em desuso com o advento do
computador, devido ao custo do armazenamento. Se a tabela é pequena, obtém-se
seqiiéncias de perfodo curto, e, se ela é grande, consome uma grande quantidade de
memoria. No entanto, o avango tecnolégico e a diminuicao dos custos computacionais
nos dias atuais permite o uso e armazenamento de bilhoes de digitos bindrios
exaustivamente testados. Marsaglia (1995) produziu um CDROM com 4.8 bilhoes de
bits aleatérios gerados tanto por algoritmos quanto por diversas fontes de ruido, de

circuitos eletronicos a mtsicas "rap”.

2.1.2 Dispositivo fisico.

Pode-se obter nimeros aleatérios usando algum dispositivo fisico acoplado ao
computador. O principio de funcionamento de tal dispositivo é, por exemplo, o
seguinte: um componente eletronico (valvula, antena, etc.) capta ruido
eletromagnético do meio ambiente; esse rufdo é convertido em um sinal elétrico que
oscila aleatoriamente em torno de um determinado nivel de referéncia; um contador
verifica quantas vezes o sinal cruza esse nivel de referéncia em um certo intervalo de
tempo; se esse nimero de vezes for par, gera-se um digito bindrio 0, e, se for fmpar,
gera-se um digito bindrio 1; assim é gerada uma seqiiéncia aleatéria de digitos
bindrios  (b;) = (0,0,1,0,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,1,...), podendo entao ser

convertida para niimeros aleatérios em outras bases, se necessério.

Teoricamente, esse método pode gerar niimeros realmente aleatdrios, tal como uma
roleta honesta. Porém, possiveis desvios na distribuicao probabilistica desses ntimeros
sao de dificil deteccao, o que pode comprometer a qualidade dos valores gerados
(Sobol, 1983). Pode-se contornar o problema fazendo, periodicamente, uma anélise dos
valores gerados e verificar se suas caracteristicas sao satisfatérias, mas o procedimento

demanda tempo computacional.

E interessante notar que, se na seqiiéncia original a probabilidade p = P(b; = 0) for
diferente da probabilidade g := P(b; = 1) = 1 — p, pode-se obter um nova seqiiéncia (c;)
(mais homogénea) do sequinte modo, proposto por von Neumann em 1951 (Froberg,

11



1966; Brassard & Bratley, 1996):

(1) a cada dois digitos gerados da seqiiéncia original b;, b1, obtém-se um digito ¢; da
nova seqiiéncia;

(2) descartam-se as combinagoes (00) e (11), cujas probabilidades sao p? e ¢,
respectivamente;

(3) substituem-se as combinagoes (01) e (10), cujas probabilidades sdo pg e gp,

respectivamente, por (1) e (0).

Uma forte desvantagem dos dispositivos fisicos é que os computadores que os utilizam
sao unicos e os programas nao podem ser executados em outros computadores,
perdendo-se assim a portabilidade dos algoritmos. Além disso, esses dispositivos
tendem a ser mais lentos que o resto do programa, gerando uma perda de velocidade

geral.

2

Outra caracteristica indesejavel desse tipo de gerador é sua nao-reprodutibilidade.
Muitas vezes, no processo de depuracao e validacao de um algoritmo, deseja-se
utilizar uma seqiiéncia de ntimeros aleatérios duas ou mais vezes, ou ainda, usar a
mesma seqiiéncia de valores em dois algoritmos diferentes. Geradores fisicos nao
permitem repeticao de seqiiéncias de numeros aleatdrios. Pode-se contornar esse
problema armazenando uma determinada seqiiéncia para posterior utilizacao, mas isso

é equivalente & utilizagao de tabelas.

2.1.3 Algoritmos.

A idéia principal na geragao de nimeros aleatérios é a seguinte: nao importa se uma
seqiiéncia de nimeros é realmente aleatdria ou nao, basta que parega aleatéria. Isso
significa que pode ser conveniente substituir roletas, dados, moedas, tabelas, etc, por

algoritmos computacionais, na geracao desses niimeros.

Os numeros gerados por esses algoritmos sao denominados pseudo-aleatérios. Isso
porque esses nuimeros sao gerados por um método intrinsecamente determinista,
nao-aleatério, porém parecem aleatérios (Scheid, 1991). A pseudo-aleatoriedade de
uma seqiiéncia de nimeros é avaliada por uma série de testes tedricos e empiricos e
um bom algoritmo deve gerar seqiiéncias que sejam aprovadas nesses testes
(Marsaglia, 1995; Knuth, 1998; Gentle, 1998 e Triola, 1999).

Sao diversos os tipos de algoritmos empregados na geracao de numeros
pseudo-aleatorios. Alguns deles serao vistos na secao 2.3. O algoritmo de um GU deve
produzir uma seqiiéncia (u;) que simule uma extragao da varidvel aleatéria uniforme
U. Em geral, os termos de (u;) sao obtidos fazendo u; := x;/m, onde x; sao termos da
seqiiéncia inteira (x;) que assumem seus valores no intervalo [0;m—1]. A cada
execugao do GU, um novo valor de (x;) é calculado a partir de k valores anteriores por
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alguma férmula recursiva

Xi ¢ F(Xi-1,Xi25 .0y Xick),

onde F denota um conjunto de operagoes, tanto de aritmética computacional (adi¢ao,
subtragao, multiplicagdo, divisdo, médulo, etc.) quanto de manipulacdo de registros
(deslocamento de bits, inversdo bindria, truncamento de registro, etc.). Os k termos
iniciais da seqiiéncia (x;) sao denominados sementes de simulagao. Algoritmos desse
tipo sao também denominados seminuméricos, pois requerem que tanto propriedades
de cédlculo numérico e simbdlico quanto as caracteristicas da maquina e da linguagem
utilizada sejam consideradas pelos algoritmos (Knuth, 1998).

2.2 Qualidades esperadas de um Gerador Uniforme.

O sucesso dos métodos MC depende da qualidade dos numeros com os quais
trabalham. Por qualidade entende-se, basicamente, a garantia de que as seqiiéncias de
nimeros pseudo-aleatérios geradas pelos GU satisfacam as propriedades de
uniformidade, aleatoriedade, reprodutibilidade, portabilidade, periodo longo e
velocidade. Algumas aplicagoes do método MC, como a integracao numérica, sao
criticamente dependentes dessa qualidade; outras, como jogos, nem tanto. Em
algumas aplicacoes, como certos problemas de simulagao, as maiores incertezas sao

causadas pelos modelos matemaéticos utilizados e nao tanto pelos GU utilizados.

2.2.1 Uniformidade.

A uniformidade é a qualidade essencial do GU. Espera-se que qualquer seqiiéncia
(u;) == (u1,uz,...,u,) gerada pelo GU tenha funcao de distribuicao de probabilidade
uniforme, ou seja, preencha uniformemente o intervalo [0;1]. Se esse intervalo é
dividido em k subintervalos de comprimento 1/k, espera-se que a freqiiéncia relativa
com que cada subintervalo é preenchido pelos pontos u;, 1 < i < n, seja a mesma (1/k)
para todos os subintervalos.

A uniformidade também deve ser verificada em outras dimensoes. A partir da
seqiiéncia (uy,uz,...,u,) gerada pelo GU forma-se o vetor d-dimensional u; tomando-se
os seus d primeiros termos: u; := (uy,uz,...,.uq). A seqiiéncia (u;,us,...,u,) de m vetores
d-dimensionais é formada tomando-se 0s termos subseqiientes:
Wi = (Udi-1)+1, Ud(i-1)+2 -, Uai), 1 <1 < m. Espera-se que esses pontos preencham de
forma uniforme o hipercubo unitdrio d-dimensional. Da mesma forma, se esse
hipercubo ¢ dividido em k sub-regioes retangulares, todas de volume 1/k, espera-se que
a freqiiéncia relativa com que cada sub-regiao é preenchida pelos pontos u; seja a
mesma (1/k) para todas essas sub-regides. Isso estd relacionado com o conceito de
discrepancia, descrito com maior detalhe na subsecao 5.2.1. A Figura 2.1 mostra um

preenchimento tipico do espaco bidimensional por 200 pontos cujas coordenadas sao
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produzidas pelo gerador uniforme:
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Figura 2.1: Preenchimento bidimensional de um gerador

uniforme.

2.2.2 Aleatoriedade.

A aleatoriedade de uma seqiiéncia (u;) := (uy,us,...,u,) é medida pela correlagao entre
seus termos. Quanto menor for essa correlacao, maior é a aleatoriedade. Uma
correlacao de ordem k > 1 é uma correlacao entre os termos u; e u, k <i <n, da
seqiiéncia.

Por exemplo, considere-se o passeio aleatério de uma particula em um eixo
unidimensional. A seqiiéncia (#;) pode ser usada para simular o movimento da
particula do seguinte modo: no passo i, 1 < i < n, a particula desloca-se para a direita
se u; > 0.5, ou para a esquerda, caso contrario; e ainda, se u;; > 0.5, entao essa nova
posicao é aceita ou, caso contrdrio, rejeitada. Na ocorréncia de correlacao nula dos
termos da seqiiéncia, a particula desloca-se com igual probabilidade tanto para a
direita quanto para esquerda. No entanto, se existir uma correlacao de ordem 1 entre
os termos dessa seqiiéncia, haverd uma tendéncia viciosa de deslocamento. Se, por
exemplo, houver uma correlagao positiva, entao deslocamentos para a esquerda terao
preferéncia sobre deslocamentos para a direita. No caso bidimensional, correlacoes de
ordem 1 ou 2 sao indesejdveis.

O célculo de integrais d-dimensionais pelo método MC ¢é particularmente sensivel a
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correlagoes de ordem d—1 (Gentle, 1998). Ferrenberg et alii (1992) e Grassberger
(1993) discutem efeitos indesejdveis de correlagoes sutis em GU, considerados
satisfatérios pela literatura.

2.2.3 Reprodutibilidade e portabilidade.

Devido a sua natureza recursiva, as seqiiéncias geradas por um GU sao essencialmente
reprodutiveis. Basta que sejam usados os mesmos valores iniciais. Essa caracteristica é
desejdvel principalmente no decurso das depuracoes de programas, ja que alguns erros
computacionais ocorrem somente com combinagoes especificas de ntmeros. Essa
caracteristica dos GU nao é compartilhada pelos dispositivos fisicos, descritos na
subsecao 2.1.2.

No entanto, devido as caracteristicas de cada maquina e de cada algoritmo, o mesmo
GU com os mesmos valores iniciais, sendo executado em mdquinas diferentes, pode
nao gerar a mesma seqiiéncia de nimeros, ou até mesmo nem ser executado. Essa
caracteristica define a portabilidade de um GU. E desejavel que um GU seja portatil.

2.2.4 Periodo.

Em uma méquina de representacao numérica bindria de p bits, um conjunto finito de
27 valores numéricos (estados) distintos sdo representdveis. Portanto aqui existe um
conjunto finito de valores distintos gerados por um GU. geralmente, apds a geracao de
L termos, a seqiiéncia (x;) := (x1,x2,...,x,) retorna ao seu valor original (x;+1 = x1) e
repete-se o ciclo. O valor L é denominado periodo do gerador. Um periodo finito L

induz uma correlacao de ordem L inevitavel: x;; = x;, 1 < i.

E desejével que o valor L seja o maior possivel. Se o gerador produz uma seqiiéncia
(xi) com 0<x;<m-1,1<i<n, entao o perfodo desse gerador ¢ dito maximal se
L = m, isto é, se todos os valores no intervalo [0; m — 1] sdo gerados antes de haver
repeticao. Para alguns geradores, o conceito de perfodo deve ser estendido, pois

sementes de simulagao diferentes podem gerar ciclos de periodo diferente.

O conhecimento do perfodo do gerador utilizado é importante. Deve-se evitar exaurir
o gerador, isto é, usar seqiiéncias do tamanho de seu periodo. Em termos praticos, isso
corresponde a nao ultrapassar 10% do periodo, que deve ser L > 10° (Gentle, 1998).

2.2.5 Velocidade.

Sempre é desejavel que os GU sejam répidos. E, de fato, sua maioria é. A maior parte
dos GU usa apenas alguns ciclos de médquina para gerar um nimero pseudo-aleatério,
consumindo apenas uma fragao do tempo total de cdlculo de um programa. Em geral,
a velocidade de determinado gerador nao é preocupacao importante, a menos que ele

15



seja extremamente lento ou o restante do programa seja extremamente répido.

2.3 Algoritmos para um Gerador Uniforme.

Existe um grande nimero de algoritmos para um gerador uniforme (GU). Entre esses
podem-se citar os métodos de Congruéncia Linear, Deslocamento de Registro,
Fibonacci, Congruéncia Inversa, métodos combinados, etc. Alguns, como o
Meio-de-Quadrado, tém interesse apenas histérico, enquanto outros, como o de
Congruéncia Linear, sao amplamente utilizados modernamente. Nesta segao, faz-se
uma descricao desses algoritmos.

Quase todos os algoritmos GU utilizam férmulas recursivas para a construgao de
seqiiéncias de niumeros pseudo-aleatérios. Os termos iniciais dessas seqiiéncias, as
sementes de simulagao, sao geralmente nimeros inteiros e positivos, escolhidos pelo
usudrio ou pelo computador. Caso o nimero seja escolhido pelo computador,
geralmente utiliza-se o relégio interno para fornecer numeros diferentes a cada

execugao do programa.

Uma condigao importante em todos os algoritmos é que as operagoes aritméticas com
inteiros devem ser feitas exatamente, sem arredondamentos. Em alguns ambientes de
programacao matemadtica, como MAPLE, por exemplo, essa preocupagao &
desnecessdria pois o ambiente é simbdlico e trabalha com aritmética de precisao
estendida: as operagoes aritméticas sao efetuadas com a quantidade de digitos

necessaria.

Em outros ambientes de programacao, esse detalhe deve ser levado em conta, pois
existe uma limitacio na representacio numérica de nuimeros inteiros positivos. E
importante conhecer o maior nidmero inteiro positivo M tal que todos os inteiros do
intervalo [0;M] tenham representacao exata na madaquina. Supondo que a méquina
utilize um registro de m digitos bindrios para a representacao de nimeros inteiros, o
valor de M é 2™ — 1 (Higham, 1996). Por exemplo, a linguagem C usa um registro de
16 bits para o tipo unsigned int (M = 2! — 1 = 65535), e um registro de 32 bits para o
tipo unsigned long (M = 232 — 1 = 4294967295) (Schildt, 1996). O MATLAB, que se
apéia na aritmética padrao IEEE (1985), usa um registro de 53 bits
(M = 25 — 1 =9007199254740991).

2.3.1 Gerador meio-de-quadrado.

Um dos primeiros algoritmos para obtengao de niimeros pseudo-aleatérios foi sugerido
por Jonh von Neumann por volta de 1946 (Metropolis, 1987).

A seqiiéncia (u;) = (uy,uz,...,u,) de termos uniformemente distribuidos no intervalo
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(0;1) é obtida a partir da seqiiéncia de inteiros (x;) := (x1,x2,...,x,), onde
1<x;,£10"—-1, com 1 <i<n, ¢ um nimero de m digitos (decimais, na concepgao
original de von Neumann). O valor de m é escolhido de forma que 10™ —1 < M, onde
M é o malor inteiro representidvel na madaquina. Os termos u; sdo calculados por

u; = x;/10™. Nesse algoritmo, os valores u; = 0 e u; = 1 nao sao obtidos.

Os termos x; sao calculados tomando-se os digitos intermedidrios de x7,. Por exemplo,
para nimeros de 4 digitos, se x; = 1234, entao x} = 01522756. O niimero seguinte na

seqiiéncia, x,, ¢ obtido tomando-se os 4 digitos intermedidrios de x3, ou seja:
xy = 5227, e assim por diante. Continuando esse procedimento, obtém-se a seqiiéncia
(x;) = (1234,5227,3215,3362,...), e (u;) = (0.1234,0.5227,0.3215,0.3362, ...).

Embora esse gerador parega aceitdvel, foi logo abandonado por duas razoes
fundamentais. Primeiro porque a distribuicao dos termos de (u;) nao é uniforme,
tendo uma preponderancia de pequenos valores entre os numeros gerados (Sobol,
1983). Segundo porque as seqiiéncias nao tém periodo maximal, apresentando, de fato,
muitas subseqiiéncias convergentes (Knuth, 1998).

Algoritmo 2.1: Gerador Meio-de-Quadrado (GMQ).

U« GMQ
global X {varidvel global, semente de simulagao}

m 7 {No MATLAB com M = 2% — 1 tem-se m := 7}

X « X?

X < X+ 102] {trunca digitos a direita. A operagao + denota a divisao
inteira}

X < Xmod 10™ {trunca digitos & esquerda}

U« X/10™

2.3.2 Gerador de congruéncia linear.

O gerador de congruéncia linear, proposto por Lehmer (1951), foi um dos primeiros a
ter uso efetivo na simulagao de varidveis pseudo-aleatérias, sendo até hoje um dos
mais populares. As propriedades desse gerador foram e continuam sendo as mais
estudadas, tanto tedrica quanto empiricamente. A maior parte da teoria sobre
geradores de nimeros pseudo-aleatérios toma por base esse gerador. A seqiiéncia (x;) é
obtida a partir da férmula de recorréncia

X; = axi—1 +c¢ (modm).

Os termos u; ,1 <i<n, da seqiiéncia uniforme, sdo calculados por u; := x;/m. Se
¢ =0, o gerador é dito multiplicativo. Se ¢ # 0, o gerador é dito aditive. Se forem
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utilizados, por exemplo, os valores a := 12, ¢ :== 0, m := 31 e x; := 9 (Gentle, 1998),
obtém-se a seqiiéncia

(x;) = (9,15,25,21,4,17,18,30,19,11,8,3,5,29,7, (2.1)
22,16,6,10,27,14,13,1,12,20,23,28,26,2,24, ...). #

Apds o termo 24, a seqiiéncia repete-se, pois 24 X 12 (mod31) = 9.

A escolha adequada de a, ¢ e m define as caracteristicas tedricas e empiricas do
gerador. O perfodo méximo do gerador é mse ¢ #0, e m—1 se ¢ = 0. O valor de m é
geralmente escolhido igual a 2%, o que assegura que o tempo de processamento sers
mais rdpido, ou igual a um nuimero primo, usualmente do tipo m = 2% — 1, um mimero

primo de Mersene.

Se m é uma poténcia de 2, o periodo méximo do gerador multiplicativo é m/4, e é
obtido para os valores de a tais que a =13 (mod8) (Knuth, 1998). Os digitos da
representacao bindria dos termos da seqiiéncia (x;) de tais geradores apresentam
regularidade. Os bits menos significativos apresentam perfodo 1, isto é, sao sempre os
mesmos. Os segundos bits menos significativos apresentam periodo 2. Os bits
seguintes apresentam periodos respectivos 4,8,16,... De modo geral os perfodos dos
bits estdao relacionados as poténcias dos fatores primos de m, se m for composto

(Gentle,1998).

Um nidmero a é dito raiz primitiva, médulo m, se, e somente se, a é tal que o menor

valor positivo de k com

a* =1 (modm)

é m—1. O gerador tem periodo maximal m—1 se, e somente se, m for um nidmero
primo e a for uma raiz primitiva, médulo m. No exemplo da seqiiéncia (2.1), a = 12 &
raiz primitiva (mod31).

A estrutura dos termos da seqiiéncia (x;) é bastante rigida. Marsaglia (1968)
estabeleceu que, se a seqiiéncia (x1,X2,...,X,;) de pontos d-dimensionais fosse formada,
como descrito na subsegao 2.2.1, todos seriam uma combinacao linear de d vetores
base. Os pontos assim distribuidos repousam sobre planos (d— 1)-dimensionais em
niimero méximo de, aproximadamente, m'? (Press et alii, 1992). A Figura 2.2 mostra
a distribuicao bidimensional dos pontos, cujas coordenadas sao obtidas da seqiiéncia
(2.1).
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Figura 2.2: Preenchimento bidimensional pela seqiiéncia (2.1).

Para que tal estrutura nao interfira negativamente na qualidade do gerador, é
necessario que a escolha de m e a satisfaga certos critérios analiticos e estatisticos (o
valor de ¢ é irrelevante se a e m forem apropriados). Knuth (1998) faz uma exaustiva
descricao desses critérios, incluindo o denominado Teste Espectral, que verifica as
distancias entre planos (d— 1)-dimensionais paralelos. No entanto, a literatura é
inconclusiva a respeito desses valores. Os valores originalmente propostos por Lehmer
(1951) sao a = 57, ¢ = 0 e m = 2%, obtendo uma seqiiéncia de periodo m/4 = 2. Park
& Miller (1988) afirmam que um padrao minimo de qualidade é obtido com os valores
a="7=16807 e m =23 -1 =2147483647. A fungao rand do MATLAB (versao 4)
utiliza esses valores. Para computadores de pequeno porte, Scheid (1991) propoe
a = 25173, ¢ = 13849 e m = 65536, resultando um gerador de periodo maximal. Knuth
(1998) propoe os valores a = 48271 ¢ m =23 —-1. A fungdo rand() do MAPLE
(versao 5) utiliza os valores a = 427419669081, ¢ = 0 e m = 102 — 11 = 999999999989
(um ndmero primo). Gentle (1998) chama a atencdo para o fato de que os
valores a = 950706376 ¢ m = 23! — 1 apresentam bons resultados, mas nao podem ser
implementados em algums ambientes computacionais, como o MATLAB e C, devido
a erros de arredondamento descritos no inicio da segao 2.3. L’Ecuyer (1999) fez um
apanhado geral dos valores de a, ¢ e m e da qualidade dos geradores assim obtidos.

Algoritmo 2.2: Gerador de Congruéncia Linear (GCL).

U < GCL

global X {varidvel global, semente de simulacao}
a < 16807; ¢ « 1; m « 2147483647 {valores de Park & Miller (1988)}
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X <« aX+c (modm)
U« XIm

2.3.3 Geradores combinados.

Também é possivel combinar duas seqiiéncias (x;) e (y;) de nimeros pseudo-aleatérios
obtidos a partir de geradores distintos, ou com sementes de simulacao distintas, para
obter outra seqiiéncia (z;). Essa seqiiéncia é obtida pela relagao

zi=x;*%y; para 1<i<n,

onde * representa, tipicamente, uma operacao de adicao ou multiplicacao (modm) ou
ainda uma adicao bindria (mod?2).

Se os perfodos Lx e Ly de cada seqiiéncia original sao primos relativos, entao o perfodo
da seqiiéncia combinada serd Ly := Ly X Ly. Wichmann & Hill (1987) propuseram a
combinacao de trés geradores de congruéncia linear de perfodos distintos
Ly = L, = L3 = 10*, para a obtencao de outro gerador de perfodo L = 10'2, como
mostrado no algoritmo seguinte.

Algoritmo 2.3: Gerador de Congruéncia Linear Combinado (GCLC).
U <« GCLC

global X,Y,Z {varidveis globais, sementes de simulagao}
ax < 171

ay < 172

ay < 170

my < 30269

my < 30307

mz < 30323

X < aXXmodmx

Y < ayYmodmy

Z «— azZmodmz

X Y VA
U« ny + mny + g
U« U-|U| {trunca parte inteira}

2.3.4 Geradores de congruéncia inversa.

De modo semelhante ao gerador de congruéncia linear, os geradores de congruéncia
inversa produzem uma seqiiéncia (u;), a partir da seqiiéncia (x;), fazendo u; := x;/m.
Cada termo de (x;) é obtido de forma recursiva, como sugerido por Eichenauer &
Lehn (1986):
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Xi = axi1+c (modm).

Ou ainda de forma explicita, de acordo com Niederreiter (1994):

Nas duas formas, 5 denota o inverso de s,(modm). Se s ¢ um ntimero inteiro positivo,
s é o valor tal que s = 1(modm). Por exemplo, se s =5 e m =7, entao 5 = 3, pois
3x5 = 1(mod7). O valor de 5 pode ser calculado através do algoritmo estendido de
Euclides para o Mdaximo Divisor Comum (MDC
MDC(s,m) = 1, existem 5 e m tais que s + mm =

Esse gerador parece ter boas propriedades (Gentle, 1998). A principal vantagem desse
tipo de gerador é que pontos u; := (u;,ui-1,...,Ui-¢+1) preenchem o espaco d-dimensional
de modo a evitar hiperplanos (d— 1)-dimensionais como no caso dos geradores de
congruéncia linear. A principal desvantagem é o tempo ¢ de cdlculo da inversao da
ordem de ¢ = logm.

Xx; = ai+c¢ (modm).

Algoritmo 2.4: Inverso Congruente (IC).

s« IC(s,m)
u <« (1,0,m)
v « (0,1,x)
a5
W u—gv
enquanto s3 > 0
u<«—v
VW
a3
W u—gv
fim
se vy >0
T — vy
senao
T —vat+tm

fim

{u & vetor de trés elementos u; < 1, up < 0, u3 < m}

Algoritmo 2.5: Gerador de Congruéncia Inversa (GCI).

U« GCI
global X

{varidvel global, semente de simulacao}

21

) de s e m. Se m é primo, logo



a < 16807

c«1

m <« 2147483647

X « IC(X,m) {algoritmo 2.5: IC}
X < aX +cmodm

U« XIm

2.3.5 Gerador de Fibonacci.

De modo semelhente ao gerador de congruéncia linear, o gerador de Fibonacci produz
uma seqiiéncia uniforme (u;) a partir da seqiiéncia (x;) fazendo u; := x;/m, 1 <i < n.
Cada termo x; é obtido a partir da combinacao de alguns termos anteriores. Sua
forma recursiva é a seguinte:

Xi = CiXik + Ck-1Xicks1 + ... + C1Xi=1 (modm). (2.2)

Se m é primo, esse gerador pode ser relacionado com o polindémio primitivo

P(2) =5+ + ...+ ez +ex,

sobre o corpo de Galois G(m) definido sobre os inteiros 0,1,...,m—1 com adicao e
multiplicagado usuais seguidas de redugao modm. O polindémio é dito primitivo se é
irredutivel (ndo pode ser fatorado sobre G(m)) e se possui uma raiz que é elemento
primitivo do corpo com m* elementos (Knuth, 1998). A Teoria de Ntmeros
relacionada a esse polindmio estabelece que, se os primeiros k termos de (x;) nao sao
todos nulos e o polindmio é primitivo, entao o periodo da seqiiéncia definida por (2.2)
tem perfodo m* — 1 (Gentle, 1998).

A literatura tem estudado esse tipo de gerador com algum interesse. Vérios médulos
foram propostos, inclusive m = 23! — 1. Valores de k desde k =5 (L’Ecuyer et alii,
1993) até k = 1279 (Mascagni et alii, 1995) foram propostos. Nesse tltimo caso, todos
0s ¢; sao nulos, exceto ciz9 = cios3 = 1.  Geralmente, os primeiros k termos da
seqiiéncia (x;), as sementes de simulagao, sao obtidos por outro gerador. Se m = 27, o
periodo desse gerador é, no maximo, (2 —1)277! (Brent, 1994). Segundo o manual on
line do MATLAB (versao 5), sua fungdo rand utiliza um gerador desse tipo com
k =35 e perfodo 2'%2. Knuth (1998) propoe k = 55, com todos os ¢; nulos, exceto
css = ca =1 em =23 —1. O algoritmo abaixo implementa a sugestao de Knuth.

Algoritmo 2.6: Gerador de Fibonacci (GF).
U < GF
global X {varidvel global, seqiiéncia com 55 termos xi,x2,...,Xss}
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global j {varidvel global, inicializada com j := 24}
global & {varidvel global, inicializada com k := 55}
m <« 2147483647
Xi < Xj+ X, modm
U « Xk/m
JJj—-1
sej=0
j« 55
fim
k< k-1
se k=0
k < 55
fim

A modificacao  x; := xijxix (modm), com  i>k >j, foi proposta por Marsaglia
(1985). Esse gerador apresenta perfodo 212773, que é 1/4 do correspondente gerador
aditivo. No entanto, seu desempenho nos testes estatisticos foi considerado superior.

2.3.6 Gerador de deslocamento de registro.

No Gerador de Deslocamento de Registro, proposto inicialmente por Tausworthe
(1965) e generalizado por Lewis & Payne (1973), uma seqiiéncia uniforme (u;) é obtida

a partir da manipulacdo de sua representagdo bindria (registro computacional).

Inicialmente é gerada wuma seqiiéncia (b;) = (b1,b2,....,b,) de digitos bindrios
pseudo-aleatérios com  distribuicao  uniforme, isto é, ~com probabilidade
P(b;j=0)=Pbj=1)=05,1<j<m . Cada termo de (b;) é obtido a partir de uma
relagdo de recorréncia semelhante a (2.2)

b, = cibi—k + Ci—1bi—ts1 + ... + c1bi1 (mod2).

Se os coeficientes ¢; sao os de um polinémio primitivo (mod2), entao a seqiiéncia (b;)
tem perfodo maximal 2¥— 1. Para melhorar a eficiéncia computacional, para c¢; sao,
geralmente, escolhidos os coeficientes de um triné6mio primitivo (mod2) como, por
exemplo, P(z) =z*+z+1. Assim, a recorréncia fica mais simples com
b =bigs+bi; (mod2). Uma lista de polindmios primitivos (mod2) com o menor
numero de termos e grau k < 168 é dada em Stahnke (1973). Outra lista com todos os
polindmios primitivos com grau k < 10 é dada em Press et alii (1992).

Cada termo de (u;) é obtido a partir de uma subseqiiéncia de k termos consecutivos de

(bi),
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u; = (0.bibir1...bisi-1),.

Esse gerador, se implementado em cédigo de méquina, é excepcionalmente répido,
uma vez que as fungoes de deslocamento de registro fazem parte do conjunto de
instrugoes dos processadores. Por exemplo, se k =4, (¢;) = (1,0,0,1), os primeiros 4
termos de (b;) sao 1,0,1,0. Pelo método descrito acima obtém-se os demais termos de

(bi):

bs = c1by + c2by +c3bs +c4by (Mmod2) =1%xX1+0xX0+0x1+1x0 (mod2) =1,
be = c1by + c2b3 + c3bs + cabs (mod2) = 1 xX0+0Xx1+0x0+1x1 (mod2) =1,
b7 = c1bs + c2bs + c3bs + cabg (Mmod2) = 1xX1+0x0+0x1+1x1 (mod2) =0,
bg = c1bs + c2bs + c3be + cab7 (mod2) = 1 xX0+0x1+0Xx1+1x0 (mod2) =0,

resultando 0s 24—-1=15 primeiros termos de
) =(@,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,1,....), antes de repetirem-se. Assim, os primeiros
termos da seqiiéncia (u;) sao

u; = 0.10102 = 0.6250,
uy = 0.0101, = 0.3125,
u3 = 0.1011, = 0.6875,
us = 0.01102 = 0.3750,

Em uma implementagao computacional, os digitos bindrios de (c¢;) e (b;) podem ser
armazenados, respectivamente, em uma constante c (no exemplo,
¢ =0.1001, = 0.5625) e no tltimo termo de (u;). O algoritmo descrito abaixo usa essa
técnica.

Algoritmo 2.7: Gerador de Deslocamento de Registro (GDR).

U < GDR

{inicializagao}

global U {varidvel global, semente de simulagao, diferente de
zero}

¢ < 0.31415926535898

tc ¢

tw <~ U
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bit; « 0
bit, « 1
{determinagao do préximo bit}
enquanto ., > Qout, >0
te « 2t
set. =1
bit. « 1
te < t.— bit.
senao
bit. < 0
fim
ty < 2t,
set, >1
bit, « 1
t, < t,— bit,
senao
bit, < 0
fim
bit, « (bit. + bit. X bit;)mod?2
bit, « bit,/2

fim
{deslocamento do bit}
U« 2U
se U221
U«~U-1
fim

U < U + bit; X bit,

L’Ecuyer (1996) estudou a combinagao (como visto na subsegdo 2.3.3) de geradores

desse tipo para formar um novo gerador de perfodo maior.
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3 Simulacao de varidveis aleatérias com
distribuicoes de probabilidade discretas e
continuas.

A simulagao de uma varidvel aleatéria X com qualquer tipo de distribuicao de
probabilidade é feita a partir da transformagao de uma varidvel aleatéria uniforme U.
Neste capitulo, sao descritas as técnicas genéricas para simulagao de varidveis
aleatérias com distribuicao discreta (se¢do 3.2) e continua (secao 3.3). Ainda sao
descritas algumas técnicas para simulagao de varidveis aleatérias com distribuicoes
especificas, Exponencial e Normal, (se¢ao 3.4).

3.1 Distribuigoes discretas.

Uma varidvel aleatéria X é dita discreta finita quando assume n valores xi,x2,...,Xn

com as probabilidades p; = P(X = x;), | <i < n, satisfazendo )}, p; = 1.

3.1.1 Caso geral (distribui¢do genérica).

Um algoritmo para a simulagao de uma varidvel discreta com distribuicao de
probabilidade qualquer toma por base o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja Q = (90,91,92,93,---qn) com qo =0, q1 := qo+p1, g2 = q1 + P2,
qs = q2+P3, ey Gn = qu-1 +pn = 1, 0 vetor das probabilidades cumulativas de X. Se
U é uma varidvel aleatoria uniforme, entao p; = P(qi-1 S U < qi), 1 £i < n.

Demonstragao. Como U ¢é uniformemente distribuida no intervalo [0;1], a
probabilidade P(gi—1 £ U < ¢;) é dada por P(qi-1 < U < qi) = IZ; ldt = gi—qi-1 = pi. O

O algoritmo seguinte simula uma extragdo da varidvel aleatéria uniforme I, que
assume seus valores em {1,2,...,n} com probabilidades P(I = 1) = p1, P(I = 2) = p,, ...,
P(I =n) = py.

Algoritmo 3.1: Gerador com Distribui¢ao Discreta Genérica (DDG).

I « DDG(p)
U« GU {gerador uniforme}
I« 1 {contador}
q < pr {cumulativo}
enquanto U > ¢
[« I+1 {préximo intervalo}
q < q+pi
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fim

E interessante notar que nesse algoritmo o nuimero T de execucdes do laco é
determinado pelo vetor de probabilidades p = (p1,p2,...pn), onde p; = P(T =0),
p2=P(T=1), ..., p, = P(T=n-1). Assim, o nimero médio (T) de execucao do laco é
dado por (T) = X7 (i — I)p;. Portanto, (T) pode ser minimizado se p for ordenado de
forma decrescente. Por exemplo, se p = (0.1,0.2,0.3,0.4), tem-se (T) = 2, enquanto
que, se p := (0.4,0.3,0.2,0.1), tem-se (T) = 1.

A Tabela 3.1 mostra as freqiiéncias obtidas e esperadas na simulacao de 1000
extracoes da varidvel I que assume os valores 1,2,3,4, com probabilidades respectivas
0.1,0.2,0.3,0.4.

I Freq. Obtida Freq. Esperada

1 81 100
2 215 200
3 299 300
4 405 400

Tabela 3.1: Simulagao de 1000 extragoes da varidvel 1.

3.1.2 Caso particular (distribui¢do uniforme).

Um caso particular da distribuicao descrita acima é o da varidvel aleatéria X discreta,
que assume os valores 1,2,3,..,n com probabilidades iguais: PX =1) =

PX=2)=.,=PX=n)= % A simulac¢@o de uma varidvel X com essa distribuicao é

imediata; basta fazer
X=1+|nU] (3.1)

Teorema 3.2. A wvariqvel X calculada por (3.1) assume os wvalores 1,2,3,...,n com

probabilidades iguais.

Demonstragao. A varidvel U é uniformemente distribuida no intervalo [0;1). E
também nU é uniformemente distribuida no intervalo [0;n). Desse modo, | nU | assume
os valores 0,1,2,...,n— 1 com iguais probabilidades e, portando, X = 1 +|nU | assume
os valores 1,2,3,...,n com iguais probabilidades. [

O algoritmo decorrente do Teorema 3.2 é extremamente simples, mas importante,

pois simula varidveis aleatérias que ocorrem com grande freqiiéncia, como o resultado
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do lancamento de um dado homogéneo, por exemplo. Muitas linguagens de
programacao possuem rotinas com essa finalidade especifica, como a linguagem C,
com a rotina random(n), e o MAPLE, com a rotina rand (1. .n).

O algoritmo seguinte simula uma extragao da varidvel aleatéria X que assume os
valores 1,2,3,...,n com iguais probabilidades:

Algoritmo 3.2: Gerador com Distribui¢ao Discreta Uniforme (DDU).
X « DDU(n)
X=1+|nxGU]

A Tabela 3.2 mostra as freqiiéncias obtidas e esperadas na simulacao de 600 extragoes
da varidvel X que assume os valores 1,2,3,4,5,6 com iguais probabilidades, como num
dado homogéneo, usando o algoritmo DDU.

X Freq. Obtida Freq. Esperada
1 89 100
2 104 100
3 106 100
4 96 100
5 96 100
6 109 100

Tabela 3.2: Simulagao de um dado homogéneo.

3.2 Distribuicoes continuas genéricas.

Seja X uma varidvel aleatéria continua, cujos valores formam o intervalo [a;b], e
tendo uma funcgao densidade de probabilidade f. A fungao f é nao-negativa em [a;b] e
nula fora desse intervalo. A FPC de X, F : (—o0;00) — [0;1], dada por

F(x) .= P(X £ x),

tem as propriedades

0, sex<a,
Fo=[" finde=< p, com0<p<l seas<x<bh, (3.2)

1, seb < x.
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Existem dois métodos genéricos para a simulacao de varidveis desse tipo que sao
particularmente simples e sao aqui descritos: o método da inversao e o método da
aceitacao-rejeicao (Knuth, 1998; Gentle, 1998). As deducoes, que aqui vao ser feitas,
podem ser estendidas para o caso em que o intervalo de valores de X é (—oo;o0) em vez
de [a;b].

3.2.1 Método da inversao.

A técnica no método da inversao consiste em simular a varidvel aleatéria X com FPC

F mediante o uso da varidvel aleatéria uniforme U, e a inversao de F:
Y =F'loU. (3.3)

Para inverter F procede-se assim: como F ¢é estritamente crescente no intervalo [a;b] e
F([a;b]) = [0;1], define-se F~! : (—o0;00) — [0;1] da maneira usual no intervalo [0;1];
se u < 0, poe-se F~'(u) := F'(0) = a e, se 1 < u, poe-se F'(u) := F7'(1) = b.

Teorema 3.3. A varidvel aleatoria definida em (3.3) tem FDP f, isto é, a FDP de Y é
tqual a FDP de X.

Demonstragao. A demonstragao é trivial. Basta observar que
PY<y) = PFNU) <y) = PR <y) = [ floyde.
A igualdade do meio vem de que, se u e x sao tais que x = F~!(u), entao

FloU) = F'(u) =x. O
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Figura 3.1: O método da inversao: X = p~!(U).

A Figura 3.1 mostra geometricamente a obtencao de X a partir de U.

O algoritmo para obter essa distribuicao é imediato. A funcao F~' deve ser passada

como argumento.

Algoritmo 3.3: Gerador com Distribui¢cao Continua pelo método de Inversao (DCI).
X « DCI(F™)

U« GU {gerador uniforme}

X « FY(U)

Seja, por exemplo, a varidvel aleatéria X com FDP fix) = 2x, x € [0;1]. A FPC F
correspondente é dada por

0, x<0
F)=[" findt=< 2, xe [0;1]
1, x>1.

Essa FPC ¢ facilmente invertida, de modo que a parte principal da férmula de
inversao ¢ x = F'(u) = Ju, u € [0;1]. Para simular essa varidvel, basta simular uma
extracao de U por um GU e fazer x := Ju. A Tabela 3.3 mostra as freqiiéncias obtidas

e esperadas na simulacao de 1000 extragoes da varidvel X.
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Intervalo Freq. Obtida Freq.Esperada

[0.0;0.1) 7 10
[0.1;0.2) 26 30
[0.2;0.3) 41 50
[0.3;0.4) 66 70
[0.4;0.5) 101 90
[0.5;0.6) 117 110
[0.6;0.7) 126 130
[0.7;0.8) 156 150
[0.8;0.9) 167 170
[0.9;1.0] 193 190

Tabela 3.3: Simulagao da varidvel X com FDP f dada por
flx) = 2x.

Esse método apresenta uma desvantagem importante. Embora seja geralmente pouco
trabalhoso obter a FPC F a partir da FDP f, pode ser dificil, ou até mesmo
impossivel, obter de forma analftica uma férmula explicita para sua inversa F~'. Por
exemplo, a FPC Normal padronizada F, dada por

F(x) = 1 J.x eijdt,

nao pode ser expressa em termos de funcoes elementares, podendo seus valores
somente serem calculados numericamente. Nesse caso, nao se pode obter uma férmula
explicita para x := F~'(u), mas apenas férmulas aproximadas por interpolacao.

Em casos como esse, pode ser aconselhdvel a resolucao numérica de u = F(x) por
alguma técnica como, por exemplo, a de Newton-Raphson: o valor de x é determinado
iterativamente como o limite da seqiiéncia (x;) dada por

_ F(xis1) —u
fxi)

Xi = Xi-1

3.2.2 Método da aceitagao-rejeicao.

Segundo Sobol (1983), a origem do método da aceitagao-rejeicdo ¢ devida a J. von
Neumann. Ele consiste em simular uma seqiiéncia de extracoes da varidvel aleatéria X

com FDP f desejada, aceitando alguns termos das extragoes de uma varidvel aleatoria
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Z com uma FDP g, com base no seguinte teorema:

Teorema 3.4. Sejam f e g duas FDP, como em (3.2), sendo g >0, e g’ continua em
[a;b]. Seja (u;) = (u1,u2,....,un) uma seqiéncia de m extracoes da varidvel aleatdria
uniforme U. Seja (z;) = (21,22,...,2m) uma seqiiéncia de m extragoes da varidvel
aleatoria Z, independente de U, com FDP g. Seja ¢ constante positiva tal que

cg(t) = f(t) para todo t em [a;b]. Se a seqiiéncia (x;) := (x1,X2,...x,) de n extracdes da
varidvel aleatdria X é obtida aceitando os termos da seqiiéncia (z;) que satisfazem
uicg(zi) < fizi)) para 1 £i < m, e rejeitando os demais, entao

(i) a FDP de X é f;

(ii) a probabilidade média de aceita¢io dos termos da seqiiéncia (z;) é 1

? .

Demonstragao. Considerem-se varidveis aleatérias S e T tais que (s,?) := (z, ucg(z)). Os
pontos (s,7) estao localizados na regiao {(s,7) | a <s<b, 0 <1< cg(s)} (regido sob o
gréfico de cg). A FDP conjunta de U e Z é fyz = 1 » g(z). De acordo com o exposto na
subsegao 3.3.1 (abaixo), a FDP conjunta de Se T é

- 1
Js1 = TG 10
d(u,2)
Mas
o _| o % 0
S, t u Z
= = = —cg(z)‘
duz) | 9 o cg(z) ucg'(2)
du 0z
Assim, fsr = % ¢ constante. Portanto, a varidvel aleatéria (S,7) tem distribuicao

uniforme na regiao sob o grafico de cg. Assim sendo, aceitar z; tal que u;cg(z;) < f(z;)
equivale a aceitar z; como termo de (x;) se e somente se o ponto (s;,#;) pertence a
regiao {(s,0) | a<s<b, 0=<Lr<fls)} (regido sob o grafico de f). Logo, a
probabilidade P4 de aceitagao dos termos da seqiiéncia (z;) como termos da seqiiéncia
(x;) é igual a razao entre a drea sob o grafico de cg e a drea sob o grafico de f:

_ Lofwar
- J'Z cg(t)dt

1
A - c’
o que demonstra (ii).

Para qualquer s em [a;b], a probabilidade P(a < X < s) é igual & razao entre as dreas
das regides {(x,f) | a<x <5, 0<t<fin)te{(xt) | a<x<bh, 0Lt <flx)}, istoé,
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j; fdt

PX<s)y=Pla<X<ys)= b
[ finydr

= IZ fde = j; At)dt

que mostra (i)..]

A Figura 3.2 mostra, geometricamente, esse resultado.

c*y

ponto aceito
ponto rejeitado

Figura 3.2: O método da aceitagao-rejeicao.

A justificativa desse método consiste em ser possivel simular uma varidvel aleatéria Z
de modo mais simples (com, por exemplo, o método da inversdao) do que simular a
varidvel aleatéria X diretamente. A FDP g deve ser tal que a constante ¢ seja o mais
préoximo possivel de 1. Desse modo, minimiza-se a quantidade de termos rejeitados.
No algoritmo seguinte, GZ é uma rotina que deve ser escrita pelo usudrio, que fornece
Z com a FDP g desejada.

Algoritmo 3.4: Gerador com Distribuicao Continua pelo método da
Aceitagao-Rejeigao (DCAR).
X <« DCAR(f,g,c,GZ)

Z <« GZ {gerador da seqiiéncia Z}
enquanto GU X ¢ X g(Z) > f(Z) {... se Z for rejeitado}

Z <« GZ {gerador da seqiiéncia Z}
fim
X<« Z
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Por exemplo, deseja-se simular a varidvel X com FDP f dada por

4xe™, x>0
flx) =
0, x <0,

(distribuicao gama), usando o método de aceitagao-rejeicao. Embora f esteja definida
no intervalo [—eo;o0), é possivel, para esse exemplo, desconsiderar valores de X < 0
(pois F(x) = 0, se x < 0) e também X > 5 (pois F(x) > 0.9995, se x > 5). Desse modo,
pode-se obter X a partir de outra varidvel Z com FDP g linear dada por

0, x<0

= 2(1-1 :
g(x) - 5 (1 5 )’ X € [0’5]

0, x> 5,

que pode ser obtida pelo método de inversao, fazendo Z = 5(1 -JU ), onde U é a

varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [0;1]. Fazendo ¢ = 2.1,
tem-se cg(x) > fix), para todo 0 < x < 5, como mostra a Figura 3.3.

09r

08+ g
(

0.7 -

06 r

0.4

03r

0z

0.1

Figura 3.3: O método da aceitagao-rejeicao para X com FDP
fx) = dxe™.

A Tabela 3.4 mostra as freqiiéncias obtidas e esperadas na simulacao de 1000
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extracoes da varidvel X. Note-se que, para a simulagao de n = 1000 extracoes da
varidvel X, espera-se ser necessario simular m = cn = 2.1 X 1000 = 2100 extragoes da
varidvel Z. No exemplo, simulou-se a extracao de m = 2142 valores de Z.

Intervalo Freq. Obtida Freq. Esperada

[0; 1) 599 594
[1;2) 305 314
[2;3) 81 74
[3;4) 11
[4;5] 4

Tabela 3.4: Simulagao da varidvel X com FDP f dada por
fx) = dxe .

Se uma FDP f: [a;b]—> R tem imagem f([a;b]) = [0;h] para algum h > 0, é possivel
simplificar a FDP g tornando-a uniformemente distribuida no intervalo [a;b], isto é,

tomando g(x) = —1  Fsea simplificagao necessita de um ntmero de extracoes de Z

b—a’
geralmente mais elevado, pois ¢ = H(b —a). Outra variagao da técnica consiste em
particionar o intervalo [a;b] em n subintervalos menores e definir g por segmentos de
reta nesses subintervalos. Isso pode reduzir significativamente o nimero de extragoes

de Z (Abramowitz & Stegun, 1970).

3.2.3 Outras técnicas.

As técnicas mostradas nas segoes anteriores sao de aplicagao genérica. No entanto,
devido as propriedades especificas de cada distribuicao de probabilidade, pode-se
simular varidveis aleatérias com algoritmos especificos.

Seja, por exemplo, a varidvel aleatéria X de FDP f dada por fix) :=2x, x € [0;1],
como no exemplo da subsecao 3.2.1. Pode-se simular a varidvel X com

X = max{U,,U>}, (3.4)

onde U, U, sao varidveis aleatérias uniformes independentes. Verifica-se isso a partir
do seguinte argumento: Seja S := (U;,U,) uniformemente distribuida na regiao
Q :=[0;1]x[0;1]. Seja Qi := [0;x]x[0;x] uma sub-regidao retangular de Q. A
probabilidade P(S € Q.) = x?, que é igual a P(max{U;,U,} < x)=P(X < x) = Jgﬂt)dt.
Assim, se j.)(;f(t)dt = x2, filx) = 2x, quando x € [0;1].

3.3 Distribuigoes d-dimensionais.
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Se Xi1,X»,...Xy sao varidveis aleatérias independentes com FDP  fi,f2,....f4,
respectivamente, entao define-se X := (X1,X5,...,X4s) como uma varidvel aleatéria
d-dimensional com FDP conjunta f := fif2...fs. Como a varidvel X tem componentes
independentes, pode ser simulada através da simulacao independente das varidveis
X1,X5,....,Xs pelas técnicas descritas anteriormente. Nos casos em que isso nao é
possivel, existem técnicas de simulagao especificas.

3.3.1 Método da transformacao.

No caso das varidveis d-dimensionais, vale um resultado interessante (Hoel et alii,
1971; Press et alii, 1992). Se Y := (Y1,Y2,....,Y4) é varidvel aleatéria d-dimensional
definida em termos de X := (X,X>,...,X4) por um conjunto de transformacoes

Yl = hl(XI’XZ""’Xd)’ Y2 = hz(Xl’XZ’-"’Xd)’ ceey Yd = hd(Xl,XZ,---,Xd),

entao a FDP conjunta g de Y é dada por

_ 1
g a(Yl’YZ’---’ Yd) f;
(X1, X2, ..., Xa)

onde f é a FDP conjunta de X, e

Y, dY, Y,
oX; 09X, 7 dXy
8Y2 8Y2 aYZ
a(Yl,Yz,...,Yd) — aX1 aXz aXd
o0X1,X2,....X4) ’
8Yd 8Yd aYd
X1 dX» 7 dXu

¢ o determinante Jacobiano de Y em relacao a X. Isso, é claro, quando ha suficiente

regularidade.

Assim sendo, é possivel obter uma varidvel aleatéria Y com FDP conjunta g a partir
de outra varidvel aleatéria X com FDP conjunta f e de um conveniente conjunto de
transformacoes hi,ho,...,hq, tais que as relagoes acima sejam satisfeitas. Como exemplo
desta técnica, descreve-se a obtencao de varidveis aleatérias com FDP conjunta
Normal pelo método descrito na subsegao 3.4.2.

3.3.2 Método da inversao.

O método da inversao unidimensional (subsegao 3.2.1) pode ser entendido da seguinte

maneira: para obter uma varidvel aleatéria X com FDP f, a partir de uma varidvel

aleatdria uniforme U, deve-se determinar um funcao U := h(X) tal que au flx). Mas

dX
a solucao dessa equacao diferencial é trivial pois h = F, sendo F primitiva de f.
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Assim, X é obtida pela inversao X = h™1(U) = F1(U).

No caso d-dimensional, deve-se determinar um conjunto de transformacoes
U1 = hl(Xl,Xz,...,Xd), Uz = hz(Xl,Xz,...,Xd), veey Ud = hd(Xl,Xz,...,Xd) tais que

AUV, Ud) | _
o(X1, X2, ... Xa) '

E, em seguida, por inversao, obter

X = h]l(Ul,Uz,..., Uy, X, = hgl(Ul,Uz,..., Uag,...Xq = hgl(Ul,Uz,..., U,).

3.3.3 Método da aceitagao-rejeicao.

O método da aceitagao-rejeicao também pode ser estendido para o caso das
distribuicoes d-dimensionais descritas acima. Nesse caso, a varidvel aleatéria
d-dimensional X com FDP conjunta f é obtida a partir da varidvel uniforme U e de
uma varidvel aleatéria d-dimensional Z com FDP conjunta g, independente de U, de
modo que cg(t) = f(t) para todo t admissivel e para alguma constante ¢ > 0.

Algoritmo 3.5: Gerador com Distribuicao d-dimensional pelo método de
Aceitacao-Rejeicao (DAAR).
[x]«<— DdAR(f, g,c)
7z g {z & obtido com FDP g por algum método}
enquanto GU e c » g(z) > f(x)
7z g {nova extracao, se rejeita a primeira}
fim
X ¢« 7

3.3.4 Outras técnicas.

Outra técnica bastante utilizada é a denominada técnica de Metropolis, introduzida
por Metropolis et alii (1953). Essa técnica consiste em gerar uma seqiiéncia de pontos
(p,) através de um passeio aleatério d-dimensional. Cada novo termo p; é aceito como
extracao da varidvel X se f(p,,,) 2 uf(p,) onde u ¢é extracao da varidvel aleatéria
uniforme U. A FDP da varidvel X serd entao f. O algoritmo abaixo implementa a
técnica de Metrépolis. Nesse algoritmo, f é uma FDP d-dimensional, a e b sao vetores
com os limites da regiao de amostragem, d ¢ a dimensao e x, o ultimo valor da

varigvel.
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Algoritmo 3.6: Gerador com Distribui¢ao d-dimensional pelo método de Metropolis
(DMM).
[x]«<— DMM(f,a,b,d,x)
{inicializacao}
s < (b—a)l4 {passo}
{amostragem }
Ok, « falso {flag}
enquanto nao Ok

{escolhe novo ponto}

Ok, « falso {flag}

enquanto nao Ok;

Ok, < verdadeiro

paraj <« 1:d
nx; < xj+s5;2GU—1) {novo ponto}
se nxj < aj OU nx; > b; {esta dentro de [a;b]}
Ok, « falso
break
fim
fim
fim

{aceitagao-rejeigao de Metropolis}

se flnx)/f(x) > GU {aceita?}
X ¢ nx
Ok, < verdadeiro

fim

fim

Existem muitas variagoes para o algoritmo bdsico de Metropolis. Gentle (1998) cita
algumas modificagoes e generalizacoes. Esses algoritmos sao usados com freqiiéncia em
uma ampla classe de algoritmos de simulagao, denominados algoritmos Monte Carlo
com Cadeias de Markov (Markov Chain Monte Carlo).

3.4 Distribuigoes especiais.

Para fixar idéias, expoem-se, nessa secao, algumas técnicas para simular varidveis
aleatérias com FDP Exponencial e Normal, que ocorrem com grande freqiiéncia.
Algumas das técnicas aqui mostradas sao particularizacoes das técnicas de inversao ou
aceitagao-rejeicao, outras possuem justificativa prépria, descrita sucintamente.

3.4.1 Distribuicao Exponencial.

Técnica de Inversao. A varidvel aleatéria X com FDP Exponencial
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¢

e L, >0,

1
=< ¥ (3.5)
0,

t<0,

de valor médio W e varidncia p?, pode ser simulada a partir da varidvel uniforme U

pela técnica de inversao:

X
_[* _ l—e B, x>0
u_jof(t)dt_

0, x<0.

Logo x = —puIn(1 —u), seu € [0;1] ex =0seu ¢ [0;1].

Nesse caso 1—u pode ser substituido por u, pois as varidveis aleatérias U e
U' :=1- U possuem a mesma FDP uniforme.

Algoritmo 3.7: Gerador com Distribuicao Exponencial (DExp).
X < DExp(n)
X = —uIn(GU) {GU: gerador uniforme}

Por sua extrema simplicidade, a técnica de inversao é, provavelmente, a mais
utilizada, embora Abramovitz & Stegun (1970) e Knuth (1998) citem outras técnicas,
que evitam o uso da fungao logaritmica. O Algoritmo 3.7 é, em esséncia, o utilizado
pela rotina exprnd do toolbor stats do MATLAB.

3.4.2 Distribuicao Normal.

Para simular a varidvel aleatéria X de FDP Normal,

(t—p)°
1 B 2
1) = e 207 | 3.6
S0 o (3.6)
com valor médio | e desvio padrao o, faz-se
X =u+o0oy,

onde Y também tem FDP Normal, mas valor médio u = 0 e desvio padrao ¢ = 1. Para

obter a varidvel Y, recorre-se as seguintes técnicas.

Técnica da soma finita. A técnica da soma finita consiste em simular um numero

finito de extragoes (u;) := (u1,u2,...,u,) da varidvel uniforme U e escrever
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i +ur+ .. +u,) -1

2
JI ’
12
Pelo Teorema do Limite Central, quanto maior o numero de parcelas dessa soma,

mais a FDP da varidvel Z aproxima-se da FDP Normal da varidvel Y. Os termos % e
% sao fatores de correcao para que o valor médio e o desvio padrao de Z sejam 0 e

1, respectivamente (Abramowitz & Stegun, 1970; Ruckdeschel, 1981). Essa técnica é,

portanto, aproximada. A diferenca entre a FDP de Z e a FDP Normal diminui a
medida que n aumenta. A varidvel Z assume valores no intervalo simétrico [—a;al;
assim, a probabilidade pz := P[(Z < —a) U (a < Z)] da varidvel Z assumir valores fora
desse intervalo é zero, enquanto que a probabilidade py := P[(Y < —a) U (a < Y)] nao é
zero. Para n =12, o intervalo de Z ¢ [-6;6] e py=197x107°; para n=24, o
intervalo de Z é [-642;64/2] ¢ py = 2.15x 107, que sdo aproximacoes razodveis. No
entanto, esse método é bastante lento em comparacao com os demais.

Técnica de Aceitagao-Rejeicao via distribuicao Exponencial. A técnica de
aceitacao-rejeicao via distribuicao Exponencial simula a varidvel Y de FDP Normal
(3.6) a partir de outra varidvel Z de FDP Exponencial (3.5). Nesse caso, o valor da
constante de majoracdo é ¢ = e¢"?//2rn. Inicialmente, simula-se uma extracdo z da
varidvel aleatéria Z através da técnica de inversao

z = —In(uy),

onde u; é uma extragao da varidvel uniforme. Em seguida aceita-se z se e somente se

u2c8(2) < flz).
Nesse passo, a comparacao pode ser simplificada:

(=12
U < e 2

Agora, os valores de z aceitos tém valores apenas positivos (Abramovitz & Stegun,
1970). Entao, fazendo

z, seus =>0.5,

—z, seus <0.5,
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obtém-se valores positivos e negativos.

Técnica da Transformagao Polar. A técnica denominada transformacao polar é um
método simples e eficiente, proposto por Box et alii (1958). Duas extragoes y; e y2
(independentes) da varidgvel Y sao simuladas diretamente a partir de duas extracoes u;
e uy da varidgvel uniforme U, fazendo

yi = Jy=2Inu; sin(2nu,),
Vo 1= J—2Inu; cos(2mu,).

De acordo com o exposto na subsegao 3.3.1, y; e y2 sao obtidas por inversao de

-(y303)12
e (i+3) ,

uyp =
. Y2
Uy = ’ arctan Vi
e satisfazem

8u1 8u1
dyi  dy2 _ _ L ,in 1,3
8u2 auz /27T /27T
dy1 Oy

O algoritmo seguinte implementa essa técnica.

Algoritmo 3.8: Gerador com Distribui¢ao Normal (DNormal).
(x1,x2) < DNormal(\, o)

uy < GU

u < GU

yi < J—2Inu; sin(2mu,)
Y2 & ,/—211’1111 COS(2TEM2)

X1 < L+ 0y
X2 ¢~ UL+ Oy2

Técnica de Inversao. A técnica de inversao simples, geralmente, nao se mostra

eficiente, pois requer a inversao de

-y’

u(x) = L}o - 12n e 20 di
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que é sempre trabalhosa, pois é necessdrio calcular numericamente a integral. A
técnica usual é interpolar valores conhecidos. No MAPLE, por exemplo, o comando

stats[random, normald] (n, ’'default’, ’inverse’) realiza essa interpolagao.
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4 O método Monte Carlo na quadratura

multidimensional

4.1 Quadratura unidimensional.

A quadratura numérica é a principal ferramenta usada para a obtencao de respostas
aproximadas para integrais definidas que nao podem ser resolvidas analiticamente.
Denomina-se quadratura numérica unidimensional ao processo pelo qual a integral

1= J.: fx)dx

da funcao f: [a;b]— R é calculada, de forma aproximada, pela avaliacdo da funcao f
em um nimero finito de pontos no intervalo [a;b]. A forma geral dessa aproximagao é

I1=Q+E,

onde Q é dito quadratura de f e denota o valor aproximado de I. O valor E denota o

erro de truncamento da aproximacao, a diferenca entre I e Q.

4.1.1 Férmulas de quadratura.

As férmulas de quadratura sao geralmente escritas como

0 = wiflx), (4.1)
i=0

onde 0s x; com a < xo < X1 < X3 < ... < x;; < b sao denominados nodos da quadratura e

os w; sao denominados pesos da quadratura.

Os nodos podem ser escolhidos de varios modos. Se sao igualmente espacados, a
igualdade (4.1) é denominada férmula de quadratura de Newton-Cotes. Se xo =a e

Xm = b, entao a férmula é chamada de quadratura de Newton-Cotes fechada.

No caso da quadratura de Newton-Cotes fechada, se os nodos forem escolhidos como
sendo x; =a+ih, i=0,..,m, com h:=(b—a)m, entao os pesos w; da quadratura
podem ser obtidos pelo seguinte sistema de equagoes (Dotto, 1998):
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wWo+wi+wr+...+w, = mh

wi +2wa +3ws + ... + mw,, = 1L

< wi+2%ws +3%ws + ... + mPw,, = (4.2)

m m m mm+1h
w1+ 2"wr +3"ws + ...+ m"w,, = .
L m+1

Para m = 1,2,3,4, as férmulas de quadratura de Newton-Cotes denominadas de regra
do Trapézio, Simpson 1/3, Simpson 3/8 ¢ Boole sao, respectivamente,

01 = (b —a)$[flxo) +flx1)],

0> = (b — a)+[flxo) + 4f(x1) + flx2)],

Q3 = (b — a)+[flxo) + 3f(x1) + 3f(x2) + flx3)],

Q4 = (b— @) [7fxo) + 32f0x1) + 12/(x2) + 32fxs) + Tfxa)].

(4.3)

Se os nodos sao escolhidos como os zeros de determinados polindmios ortogonais
(Legendre, Chebychev, Jacobi, etc.) a férmula é dita quadratura de Gauss (Mathews,
1992). No caso da quadratura de Gauss-Legendre, além dos m + 1 pesos w; também os
m+1 nodos x; sao incognitas. Nesse tipo de quadratura abandona-se a idéia do
espagamento uniforme dos nodos, procurando otimizar suas localizagoes. Para a
determinacao das 2m + 2 incégnitas, pesos e nodos, requer-se que a quadratura seja
exata para todos os polindbmios de grau até 2m+ 1 no intervalo I de ortogonalidade.
Essa restricao de intervalo nao implica perda de generalidade, pois o intervalo de
integragao [a;b] pode ser aplicado de forma biunivoca sobre I. Obtém-se um sistema
semelhante a (4.2),

wo+wi+wo+ . +w, =2,

WoXxo + Wix1 + waxa + ... + Wpx, = 0,

< . . . _ 0 seié fmpar,
WoXg + wix] + waxh + ... + Wy, =

2 .,
— sei épar,

woxd™ + wix? 4 woxd™ + L+ wux2 =0,

que é nao-linear, mas apresenta solugao tnica e com todos os pesos positivos (Davis &
Rabinowitz, 1975).
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De modo geral, um conjunto de nodos e pesos pode ser determinado para cada
conjunto de polinémios ortogonais. Seja (p,) uma seqiiéncia de poliné6mios ortogonais

normalizados num intervalo [a;b], determinada por sua fungao peso ®, com
Pn(%) = apx + ap1x™' + ...+ a1x + ay.

Se x1,X2,...,x, $80 0s zeros de p,, entdo existem constantes positivas wi,wa,..,w, (pesos
de quadratura) tais que

_[: O@)p()dx = wip(x1) + wap(x2) + ... + wup(x,),

para todo o polinémio p(x) de grau menor ou igual a 2n — 1. Os pesos w; sao dados por

_aptl 1 .
An pn+1(xi)p;z(xi)

w; =

Se f é a funcao integranda, escrevendo f{x) = ®(x)g(x), entao

b b
[ fdx = [ o@eg@dr = 0 +E,

com

Q= wiglx). (4.4)
i=0

4.1.2 O problema do valor médio e o método Monte Carlo.

O Teorema do Valor Médio para integrais afirma que, se f for uma fungao continua no
intervalo [a;b], entao existe pelo menos um ponto ¢ € [a;b] tal que

[ fodx = b= afo).

O valor f(c) é dito valor médio da funcio f no intervalo [a;b] (Avila, 1993).

O ponto notéavel ¢ que férmulas de quadratura como (4.1), (4.3) ou (4.4) podem ser
entendidas como métodos para o calculo aproximado do valor médio da funcao
integranda. Nos casos da quadratura de ordem m (isto ¢, com polindomio interpolador
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de ordem m) de Newton-Cotes e Gauss, as férmulas de quadratura fornecem o valor
médio exato de todos os polindmios de grau até m e 2m — 1, respectivamente.

A idéia central do método Monte Carlo na quadratura unidimensional é fazer uma
estimativa do valor médio de f através de uma amostragem aleatéria de seus valores
no intervalo [a;b]. Em sua forma simplificada, o método MC escolhe n pontos x; no
intervalo [a;b] de forma eqiiiprovavel, isto é, com FDP uniforme. Dessa forma, os
pesos w; sao tomados todos como w; = +. A férmula de quadratura do método MC
pode ser expressa por

0 = (b-a)f), (4.5)

onde (f) denota a média aritmética dos valores de f amostrados,
B == fox). (4.6)
i=1

Sendo o método MC um método estocdstico, ndo é possivel determinar o erro E
cometido na aproximacao da integral. Entretanto, uma estimativa e desse erro pode

E=e:= i(b—a),/w, (4.7)

onde (f?) denota o valor quadratico médio dos valores de f amostrados,

ser feita por

n

() = % Sl

i=1

Do ponto de vista estatistico, essa estimativa de erro ¢ é o desvio padrao do valor
médio de Q, que pode ser tomado como uma estimativa razodvel de E, se o nimero n
de pontos amostrais for grande, tipicamente n > 30, de modo a ter-se Q com
distribuicao Normal. Se a distribuicao de Q é Normal, o valor exato da integral esta
contido nos intervalos [Q —e;Q +e], [Q —2e;0 +2¢] e [Q —3e;Q+ 3e] com confianga
estatistica de 68%, 95% e 99%, respectivamente (Vuolo, 1996). Em decorréncia da
desigualdade de Chebyshev, para qualquer outra distribuicao de Q, o valor da integral
estd contido nos intervalos [Q —2e; 0 + 2¢] e [Q — 3e; Q + 3¢e] com confianca estatistica
de 75% e 89%, respectivamente (Graham et alii, 1994).
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4.1.3 Um exemplo de quadratura unidimensional.

A titulo de ilustracao do método MC, resolve-se um problema simples de quadratura
unidimensional: a determinagao do valor da integral eliptica completa de segunda
classe

o) = If J1 - sen’@sen 26 d6.

Essa integral ¢ um bom teste para quadraturas numéricas, pois existe mais de um
método para sua avaliagdo numérica (método da média aritmética-geométrica, por
exemplo), possibilitando a conferéncia de resultados (Corbit, 1996). Além disso,
devido a sua utilizacio em uma ampla variedade de problemas, existem muitos
programas matemdticos que fornecem valores para comparagao. Por exemplo, para
¢ = /4, os pacotes matematicos MATLAB e MAPLE fornecem, respectivamente, os
valores f(m/4) = 1.35064388104768 e f(m/4) = 1.3506438810476755025. Abramowitz &
Stegun (1970) fornecem f(n/4) = 1.350643881047676.

Usando-se o método MC exposto acima, pode-se estimar o valor de f{m/4) usando uma
amostragem aleatéria de n valores no intervalo [0,7m/2]. A Tabela 4.1 mostra um
resumo dos valores obtidos para o valor aproximado Q de acordo com (4.5),
estimativas do erro e de acordo com (4.7) e os erros exatos E := f(n/4) — Q, usando-se
diferentes valores para n.

n 0 e (estimado) E (exato)
1.27129939406883 0.06906655233864 +0.07934448697885
50 1.35632451479221 0.02025306452529 -0.00568063374453
500  1.35244080488016 0.00719312217385 -0.00179692383248
5000 1.34668017267048 0.00230408119149 +0.00396370837720

Tabela 4.1: Estimativa do valor de f{m/4) pelo método Monte
Carlo.

Observando a Tabela 4.1, verifica-se que o método MC de quadratura unidimensional
nao parece ser muito competitivo. Qutras técnicas, como Newton-Cotes ou Gauss,
sao, de fato, muito mais eficientes. A aplicagdo da regra de Newton-Cotes para m = 4
(Regra de Boole) com apenas 5 nodos (pontos amostrais) ja fornece o valor
Olfl= 1.35046410473225 com um erro de apenas e[f]= 0.000179776315426. No método
MC, a convergéncia é lenta, pois, conforme (4.7), a convergéncia da integral é de

ordem O(n~'?).
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. Convergéncia do metodo Maonte Carlo, 20 rodadas
10 T

. d=1 c=01496 p=04883

Erro Médio de Truncamento <E=

10' L L

1’ 10° 10° ot

Midmero de pontos n

Figura 4.1: A convergéncia O[n~"?] do método Monte Carlo.

A Figura 4.1 mostra em um grafico na escala log-log o desempenho do método Monte
Carlo. Cada ponto (n,(E),), onde n é o nimero de pontos amostrais e (E), ¢ o erro
médio de truncamento correspondente na avaliagao de f(n/4). Como o valor de E ¢é
diferente para cada amostra diferente e assume valores positivos e negativos, o valor
médio (E) é tomado como a raiz média quadratica do erro E para amostras distintas

(rodadas) de mesmo tamanho n, (E) = /- > " E}, como sugerem Morokoff &
Caflisch (1995). A reta (em escala log-log) é o ajustamento pelos minimos quadrados

da curva E = cn?, baseado no conjunto de dados {(n,(E),)}, obtidos pelo método
MC. O valor de p = 0.5 mostra a convergéncia O(n~"?) estimada por (4.5).

Observagao. As Figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.7 mostradas abaixo sio semelhantes a
Figura 4.1. As descri¢oes da escala log-log, do erro médio de truncamento e da reta
de ajuste sao as mesmas. Evita-se, portanto, repeti-las.

4.1.4 A justificativa do método Monte Carlo.

Considerando o exposto na subsegao anterior, uma pergunta fundamental impoe-se: se
o método MC tem convergéncia tdao lenta em comparagcao com outros métodos, qual
sua justificativa? A resposta a essa indagacao pode ser entendida a partir das
seguintes consideracoes.

O célculo de integrais unidimensionais é uma tarefa cujos procedimentos numéricos

sao relativamente simples e estao exaustivamente descritos em vasta literatura. Existe
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uma mirfade de técnicas, para as quais a convergéncia ¢ muito melhor que a do
método MC descrito. Apenas para citar algumas: o método trapezoidal composto é
O(n™?); o método de Simpson composto ¢ O(n*); o método de Romberg-Richardson
com k refinamentos ¢é On ??); o método de Gauss-Legendre ¢
o> (n)*(2n+ H[(2n)']?) (Abramowitz & Stegun, 1970). Definitivamente, o método
MC nao é 1til para quadraturas unidimensionais. No entanto, o cdlculo de integrais

d-dimensionais é um problema bem mais complexo, onde o método pode ser titil.

Em alguns casos, a dimensionalidade da quadratura pode ser diminuida. Isso é
possivel quando a regiao de integracao e a funcao integranda possuem alguma
simetria em comum, por exemplo, simetria esférica, cilindrica, hiperbdlica, etc. Essa
reducao de dimensionalidade também é possivel no caso das chamadas integrais
iteradas (Abramowitz & Stegun, 1970, eq. 25.4.58-59). Mas essa redugao de dimensao
¢é solucao apenas para algumas integrais.

Uma das técnicas deterministicas mais importantes para quadratura d-dimensional
produz a denomimada Férmula de Quadratura com Produto Cartesiano, que consiste
em realizar a quadratura em uma dimensao por vez, utilizando as regras de
quadratura unidimensional. Por exemplo, para integrar f: [a;b]X[c;d]> R com
alguma férmula de m pontos, determinam-se os nodos xi,x2,...,x, em [a;b] e os nodos
Y1,¥2,...,¥m €m [c;d], obtendo

.[ ey ]I = O = ;W%‘(xi),

onde

m

filxi) = D wiftxi,y)).

J=1

Para d > 2 o procedimento ¢ semelhante (Davis & Rabinowitz, 1975).

As dificuldades de técnicas deterministicas como essa sao as seguintes:

1. o nidmero n de pontos de avaliacao de f cresce exponencialmente com a dimensao
(n = m4), o que implica estimativas de erro da ordem O(n'?) (Gentle, 1998);

2. para dimensao d =1, a fronteira de integracao ¢ definida apenas por dois
nimeros, os extremos inferior e superior do intervalo; ja a regiao de integragao no
espago d-dimensional é definida por fronteiras (d — 1)-dimensionais que por si
préprias podem ser terrivelmente complicadas, podem ser nao-convexas ou
nao-simplesmente conexas;

3. férmulas de quadratura podem ser desenvolvidas para dimensoes d =2 oud =3 e
para regioes de integracao especificas, como cubo, esfera, simplex, etc.
(Abramowitz & Stegun, 1970); no entanto, técnicas gerais para tratamento de

49



regioes de integragao mais genéricas sao de dificil obtencao;

4. o desenvolvimento de férmulas de quadratura de Gauss estao relacionadas com
familias de polindmios ortogonais; a teoria desses polindmios parece ser ainda
pouco desenvolvida para dimensao d > 1 (Thisted, 1996);

5. por fim, essas regras em geral nao permitem adicionar novos pontos de
amostragem sem perder as informagoes anteriores, uma vez que 0 peso e a posicao
dos nodos sao distintas para cada m distinto, se bem que ji existem alguns
resultados nesse sentido (Gori & Michelli, 1996).

Diante dessas dificuldades, o método MC apresenta-se como um método alternativo,
especialmente se um erro relativamente grande é tolerdvel, se a dimensao é grande
(d > 10) ou quando a regiao de integragao é complicada. Os melhores resultados sao
obtidos quando a fungdo integranda é suave, com derivadas de valor baixo (Press et
alii, 1992).

O método MC descrito acima adapta-se facilmente ao caso multidimensional e
apresenta algumas vantagens em relagao as adaptagoes descritas acima. Entre elas,
pode-se citar as seguintes:

1. a sua simplicidade, que se reflete em uma implementagao computacional também
simples, como o algoritmo 4.1;

2. a estabilidade de sua convergéncia; embora lenta, sua convergéncia de ordem
O(m™"?) mantém-se estdvel, independentemente da dimensionalidade da
quadratura (Gentle, 1998);

3. a confiabilidade da estimativa de erro; embora relativamente grande, a estimativa

de erro é bastante confidvel, devido a sua natureza estatistica.

4.2 O método Monte Carlo multidimensional.

O Teorema do Valor Médio para integrais pode ser estendido para o caso
d-dimensional: se f: V— R & continua e V < R? é um compacto e conexo, entdo o

valor da integral
I:= j fx)av = vfie),
onde f{c) é o valor médio da funcao, ¢ algum ponto em V e v o volume da regiao V.

A quadratura pelo método Monte Carlo consiste em determinar uma estimativa da
integral I através de uma estimativa para o valor médio de f. A estimativa para o

valor médio de f é calculada por
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¢ = LAz,
i=1

média aritmética dos valores de f em pontos x escolhidos de forma aleatéria e

uniforme no interior de V. Assim, a estimativa para a integral é

0 = wf). (4.8)

Como no caso unidimensional, o erro de truncamentro pode ser estimado por

e = v,/<’(2>+<ﬁ2 , (4.9)

onde (f*) ¢ dado por

Se a regidao de integracdo V é de dificil amostragem aleatéria (como regides com
contornos complicados) ou de volume v desconhecido, pode-se encontrar uma regiao
de amostragem W que contenha V, que seja mais facilmente amostrada e que tenha
volume conhecido, como regides d-retangulares, por exemplo. Entao define-se
g: W R por

fix), sexe V,
g(x) = (4.10)
0, sexe W-YV,

e aplica-se o método MC para aproximar I W& em lugar de I o

Deve-se tentar fazer a diferenca W—V a menor possivel, j4 que os valores nulos de g
fazem crescer o erro estimado em (4.9). Pontos escolhidos fora de V ndo contém
informacao. Entao, é reduzido o valor efetivo do nimero n de pontos escolhidos. A

estimativa de erro em (4.7) leva isso em consideragao.

Se a funcao integranda f é constante e a regiao de integracao V igual a regiao de
amostragem W, entdo o valor da estimativa de erro em (4.7) torna-se zero. De fato,
isso significa que a integral é calculada exatamente. Essa situacao ideal é rara, mas se
for possivel, através de uma mudacga de varidvel, diminuir o quanto possivel o
intervalo de variacao da funcgao integranda e tomar a regiao de amostragem W a mais
préxima possivel da regiao de integracao V, a precisao do método MC vai aumentar
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(Press et alii, 1992).

Observacao. Nos algoritmos descritos neste e o no préximo capitulos, admite-se que a
regiao de integracao é d-retangular, V = [a1;b1]X[az;b2]X... X [aq;b4] definida pelos
vértices a = (aj,az,...,aq) e b = (b1,ba,...,bg) ou que é uma regiao de amostragem que a
contém. Do mesmo modo, admite-se que f é a funcdo integranda ou é a funcdo g
definida por (4.10).

O Algoritmo 4.1, descrito abaixo, implementa o método MC d-dimensional com n
pontos de amostragem, e determina estimativas para o valor da quadratura Q e do

€erTro e.

Algoritmo 4.1: Quadratura d-dimensional pelo método Monte Carlo(QMC).
[Q.el«— OMC(f,a,b.d,n),

{inicializacao}

s« 0 {acumulador para < f >}

t<0 {acumulador para < f* >}

Li < b;—a,; {arestas da regido de integragao}
w LiLy..Lg {volume da regiao de integragao}
{amostragem }

parai < 1 : n,
paraj < 1 :d,
xj < a;j+L;x GU {GU: gerador uniforme}
fim
s «— s+ f(x)
t — t+fA(x)
fim
{estimativas}
mf < sin {<f>}
mf2 «tn  {< f> >}

0 « vxmf

, 2
mjz—m

As Figuras 4.2 e 4.3 mostram em gréficos na escala log-log o desempenho do método
Monte Carlo para d > 1. Na Figura 4.2, as marcas (), (+), (X) e () representam os
pontos (n,<E),) na avaliacao da integral d-dimensional

s = (%)”’jvd [¥1%2--Xq dxidxz...dxq = 1 com Vg =[0,1]x[0,1]x... X [0,1] para d =5,
d =10, d =15 e d = 20, respectivamente.
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o Convergéncia do método Monte Carlo, 10 rodadas
10 T T

Erro Médio de Truncamento <E=

] d= 5 c=07404 p=0.4851
+ d=10 ¢=16520 p=0.5220
x d=15 c=1.8330 p=04885
[} d=20 c=163812 p=04231
10° 1 Iz I3
10 10 10 10

Mimero de pontas n

Figura 4.2: Convergéncia do método MC para d > 1.

Note-se que, enquanto a dimensionalidade da quadratura aumenta, o valor de p, da
curva de ajuste E = cn™”, mantém-se estdvel, proximo a 0.5. Esse comportamento
mantém-se para dimensoes mais elevadas.

| Convergéncia do método Monte Carlo, 10 rodadas

10 , ;
. d= 5 ¢=20217 p=0528
+  d=10 ¢=3.1119 p=05035
«  d=15 £=73.3840 p=04207
i 5 O  d=20 c=48227 p=0.4171

Erro Médio de Truncamento <E=

1D L 1

10’ 10° 10° 10t
Mirmero de pontas n

Figura 4.3: Convergéncia do método MC para d > 1.

Na Figura 4.3, as marcas (e), (+), (X) e (IJ) representam os pontos (n,(E),) na

avaliacao da integral d-dimensional I; = (e — l)fdj'vd e1e*...e*dx dx;...dxg =1 com

e
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Vi =[-1,1IX[-1,1]X... x [-1,1] para d =5, d =10, d =15 e d = 20, respectivamente.
Note-se que, como a funcao integranda tem derivada muito grande em torno de
x=(1,1,..,1), & medida que a dimensionalidade aumenta, o valor de p tende a

afastar-se de 0.5. Esse comportamento acentua-se para dimensoes mais elevadas.

Uma segunda versao do Algoritmo 4.1 pode ser feita em fungao da confiabilidade da
estimativa do erro e. Pode-se modificar o critério de parada do algoritmo: parar de
amostrar quando o erro estimado e for menor que um certo valor da tolerancia e,

fornecido.

Algoritmo 4.2: Quadratura d-dimensional pelo método Monte Carlo, versao 2

(QMC2).

[Q,e,n]— OMC2(f,a,b,d, emna),

{inicializacao}

s« 0 {acumulador para < f >}

1«0 {acumulador para < f* >}

L; < b;—a,; {arestas da regiao de integragao}

v« LiL,..Ly {volume da regido de integragao}

€ ¢ oo {estimativa de erro}

n<0 {numero de pontos de amostragem}

{amostragem Monte Carlo}
enquanto e > eyqx Vi < 5,
{ponto de amostragem}
parai <« 1:d
Xi < a;+L;xGU
fim
n<n+l
{avaliagao da fungao}
s <« s+ f(x)
t— t+ (%)
{estimativas}
mf < sin {<f>}
mf2 « tin {<f*>}

0 « vxmf

, 2
mjz—m

fim

4.3 Reducao de varidncia.

A desvantagem fundamental do método MC é sua fraca convergéncia, de ordem
O(n"), com p = 1/2. Como esse método é intrinsecamente de amostragem estatistica e

o erro da quadratura é associado ao desvio padrao (ou, equivalentemente, a
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variancia), dado por (4.9), o valor de p nao pode ser aumentado. No entanto, existem
técnicas, denominadas coletivamente de redugao de varidncia, que permitem diminuir

levemente o valor da estimativa de erro.

4.3.1 Técnica da amostragem de importéncia.

Na técnica denominada amostragem de importancia (importance sampling), os pontos
x de amostragem nao sao escolhidos de modo uniforme, mas distribuidos de acordo
com alguma FDP p escolhida adequadamente.

Se a funcgao integranda f puder ser escrita como f(x) = h(x)p(x) com h continua no
compacto V e p com as propriedades de uma funcao densidade de probabilidade, isto

e,

px) =20 sex €V,
p(x)=0 sexeg V,
va(x)dV =1,

entao pelo Teorema do Valor Médio Generalizado para integrais,
1=[ fodv = [ hepdV = k() [ px)dV = h(e).

A técnica de amostragem de importéncia consiste em determinar uma estimativa Q
para a integral I através de uma estimativa (h) para o valor médio h(c). A estimativa
para o valor médio de h é dada por

0 = (hy = 13 hxy,
i=1

média aritmética dos valores de h em pontos x escolhidos de forma aleatdria e com
FDP p no interior de V.

Como em (4.7), a estimativa para o erro é dada por

_ | —my?
e = —n -

A idéia do método é escolher uma FDP p tal que (i) pontos com essa FDP sejam de
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facil obtencdo, como, por exemplo, alguma técnica vista no Capitulo 3; e (ii) a
variancia de h := fIp seja menor que a variancia de f, o que é conseguido se |p —f] for o
menor possivel. De modo 6timo, a varidncia serd zero se h for constante. Note-se que
essa diminuicao da varidncia é feita as custas da duplicagao do nimero de avaliacoes
funcionais (Davis & Rabinowitz, 1975).

Algoritmo 4.3: Quadratura Monte Carlo com amostragem de importancia(QMCI).
[0, el OMCI(f,p,a,b,d,n)
{inicializagao}
s1 0 {acumulador para < h >}
s1 <0 {acumulador para < h* >}
{amostragem}
parai <« 1 :n
X — .. {x & calculado com distribuigado multivariada p}
h « f(x)/p(x)
S1 << s1+h
Sy — S» + h?
fim
{estimativas}
my < si/n {<h>}
m2 < sa2/n {< h? >}
Q < my

e « J(m, —m3)in

Na Figura 4.4 as marcas (s) e (+) representam os pontos (n,(E),) na avaliagdo da
integral Is = (e — %)_5 Ivs e*te™...e%dxidxy...dxs = 1 com Vs =[-1,1]°. Os pontos (s)

representam valores obtidos pelo método MC e as cruzes (+) representam os valores
obtidos pelo médodo MC com amostragem de importancia (MCAI) utilizando a FDP

#(e%— DI @i+ D +1
(X 1) +2¢

pa(x) = ,
escolhida de modo que |p —f] seja pequeno. A reta é o gréfico da curva-erro E = cn™?
com ajustamento pelos minimos quadrados ao conjunto de dados {E,n} obtidos pelo
método MC. Note-se que o erro cometido pelo método Monte Carlo com amostragem
de importancia é levemente inferior ao erro cometido pelo método MC (com excegao
de um caso, nesse exemplo).
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o Convergéncia do método Maonte Carlo, 5 rodadas
10 T
c=21946 p=0.5546
. MC Usual
+ MC Al

M

L

W

=

=

= 1]

=

5]

=

=10

=

2

e

=

=

i

10-2 1 Ig IS 4
10 10 10 10

Mdmero de pantos n

Figura 4.4: Convergéncia do método MC com amostragem de

importancia.

4.3.2 Técnica da amostragem antitética

Na técnica MC os n pontos de amostragem sao independentes. Uma técnica simples
de redugao de varidncia consiste em amostrar n pontos nao-independentes. Esses
pontos x e x' sao valores correspondentes a varidveis aleatérias X e X' relacionadas
por

X' :=a+b-X, (4.11)

onde a := (ai,a»,...,aq) € b = (b1,b2,....bs) sao os vértices da regiao retangular de
. ~ ., . / ~ . , . R ~

integragao. As varidveis X e X' sdo simétricas (antitéticas) em relacdo ao ponto
central da regido de integragdo e sdo denominadas varidveis antitéticas (Gentle,

1998). A estimativa para o valor médio de f passa a ser dada por

nl/2

= LS x) +Ax)]:
i=1

Se ¢ := f(x;), ¢' := fix}), a variancia de (f) é proporcional a

Var[o + 0'1= Esp[o+ ' — Esp[d + ¢']]?
= Esp[0 — Esp[0]]* + Esp[¢' — Esp[0'1]* + 2Esp[(¢ — Esp[¢])(¢' — Esp[¢'])]
= Var[¢]+Var[¢'T+2Cov[0,'].
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Se ¢ e ¢’ sao independentes, Cov[0,0']= 0 e Var[¢ + ¢']= Var[0]+Var[¢']. Mas, sob certas
condigoes (f tem forma aproximada de um plano d-dimensional, por exemplo), ¢ e ¢'
sao varidveis aproximadamente antitéticas: ¢' = ¢ —¢,onde ¢ é alguma constante.

Entao a covariancia Cov[d,$'] serd negativa,

Cov[9,0']= Esp[0d']-Esp[0]Espl¢']

Esplo(c — 0)]-Esp[]Esp[c — ¢]
cEspl[0]-Esp[0*]-cEsp[O]+Esp[$]Esp[¢]
= —Esp[0*|+Esp[0]Esp[¢]

= —Var[$]< 0,

U

o que reduz a variancia para Var[0 + ¢']= Var[¢]-Var[¢'].

Algoritmo 4.4: Quadratura Monte Carlo com amostragem antitética (QMCA).
[Q.e]l«— OMCA(f.a,b.d,n),

{inicializacao}
s 0 {acumulador para < f >}
1«0 {acumulador para < f*> >}
Li < bi—a; {arestas da regiao de integracao}
w <« LiL;...Ly {volume da regiao de integragao}
{amostragem}
parai < 1 :n,
paraj < 1 :d,
Xj < aj+L;xGU  {primeiro ponto}
fim
s <« s+ f(x)
t— t+ (%)
x ¢« a+b-x {segundo ponto (antitético)}
s «— s+ f(x)
t — t+ (%)
fim
{estimativas}

mf < sin {<f>}
mf2 « tn  {<f* >}

0 « vxmf

, 2
mjz—m

Na Figura 4.5, as marcas () e (+) representam os pontos (n,(E),) na avaliacdo da
integral Is = (%)SIVS [X1x2..%5 dxydxy...dxs =1 com Vs =1[0,1]1°. Os pontos (e)
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representam valores obtidos pelo método MC e as cruzes (+) representam os valores
obtidos pelo método MC com amostragem antitética. Note-se que o erro cometido
pelo método MC com amostragem antitética é levemente inferior ao erro cometido
pelo método MC. A dimensao da integral utilizada é d = 5. Para outras dimensoes o
comportamento é semelhante.

o Convergéncia do método Monte Carlo, 10 rodadas
10 T T

c=0.7696 p=04881
MC
+ MC Antitético

Erro Médio de Truncamento <E=

10-3 1 I2 I3 4
10 10 10 10

Mimero de pontos n

Figura 4.5: Convergéncia do método MC com amostragem

antitética.

Varidveis aleatérias antitéticas com outras distribuigoes de probabilidade também
podem ser geradas. Com essas outras distribuigoes, a relagdo (4.11) n@o pode, no
entanto, ser usada. Se o método da inversdo (subsecdo 3.2.1) é usado para gerar a
varidvel X := F-1(U), entdo extragoes x e x', antitéticas, podem ser geradas com
x = F'(u) e x' := F—1(u’) onde u' = a+b —u (Gentle,1998).

4.3.3 Técnica da amostragem estratificada.

Na técnica denominada amostragem estratificada, a regra ¢é amostrar mais
densamente a fungao onde sua varidncia é maior. Isso ¢é feito dividindo-se a regiao de
integracdo em sub-regides (estratos) onde a quantidade de pontos amostrais é
proporcional & variacao da funcao. Esse principio é o mesmo utilizado em teoria de

amostragem em que a alocacao é proporcional & varidncia da amostra.

Se a regiao de integragao é subdividida em n, sub-regides, e em cada uma dessas
avaliam-se Q; e e;, entao
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Q:ZP:Q,- e e= fzp:e,-z.
i=1 i=1

Assim, a amostragem em cada sub-regiao pode ser feita até que o critério
el = ey = .. =e, <e[n, seja satisfeito.

Algoritmo 4.5: Quadratura Monte Carlo com amostragem Estratificada(QMCE).
[0, e,n]<— OMCE(fun,a,b,d, emax, P)

{inicializacao}
Np < P1P;..P4 {ndmero de sub-regioes}
parai < 1:d
di < (bi—a;)IP; {vetor diagonal}
fim

0« 0,e<—0,n«<0
{amostragem estratificada}
parai <« 0: Np—1 {para cada sub-regiao...}
{combinacao}
paraj <« 1:d
Cj & imode
i« (i—c))IP;
fim
{vértices e volume da sub-regiao}
paraj <« 1:d
a; < a; +dic;
b; — a;+d;
fim
{amostragem Monte Carlo}
[Qsubs €subs Nisun]<— QMC2(FUN, a,b,d, el /N, )
{acumulagao de estimativas}

QF Q+qub

e «— Je?+é2,
n & n+ng

fim

A Figura 4.6 mostra a distribuicao dos pontos amostrais na avaliagao da integral

I, = (e— e*1e*2dxdx, = 1 para um mesmo erro estimado e, = 0.02. No

%)_ZJ.[—I,I]X[—I,I]
método MC, pontos em toda a regiao de integracao sao amostrados com a mesma
densidade. J4 no método MC com amostragem estratificada (com 4x4 =16
sub-regides), a maior densidade de pontos amostrais situa-se préxima ao ponto
x = (1,1), pois ali a fungao integranda tem variancia maior. Como resultado usual, o
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método MC com a amostragem estratificada realiza um nimero menor de avaliacoes
da funcao integranda do que o método MC.

Monte Carlo Estratificado

1 LA T R
+ 4t ¥
. * ke 0:0“ %’% :‘
*, ¥ V{.‘
0.5 % : AL T Ph
% +* * 3
- “ + 0:
e - * a3
] :* * * ’0’4 ¥ ReE ’4
i o r
% L
*
s . MR E
*e * + +*
XY A © L i
4 “ 2 4 k. -+ 1 e +
-1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1
1918 pontos 182 pontos

Figura 4.6: Distribuicao dos pontos amostrais no método MC e
MC estratificado.

4.3.4 Outras técnicas.

Existem muitas outras técnicas de reducao de varidncia, além das técnicas descritas
acima. Entre elas pode-se citar a técnica da amostragem estratificada recursiva (Press
at alli, 1992) que realiza sucessivas bissec¢oes na regiao de integragdo, uma dimensao
por vez, ou amostragem estratificada adaptdvel (Thisted, 1996), que subdivide a
regiao de integracao de modo a minimizar o intervalo de variacao da funcao; ou ainda
a técnica de amostragem de hipercubo latino (Gentle, 1998), onde um minimo de
pontos amostrais, evitando-se mutuamente, ¢ determinado de modo a cobrir a regiao
de integracao.

Outra técnica interessante ¢ a da amostragem de importancia adaptavel (Press et alii,
1992). Essa técnica consiste em dividir a regiao de integragao em S? sub-regices de
forma regular, isto é, dividindo regularmente cada dimensao em S subintervalos. Uma
funcao peso d-dimensional separavel g(xi,x2,...,xq7) = g1(x1)g2(x2)...g4(xq) € construida
de forma adaptavel. Cada fungao g; tem valor constante, mas distinto em cada um
dos § subintervalos. Esses valores sao armazenados em uma matriz G de SXd
elementos inicialmente iguais. A funcao integranda f é avaliada em cada uma das S¢
sub-regioes e os elementos de G sao recalculados de modo que g < |f|. Apés cada uma
das M iteracgoes, os valores de Q e e sao calculados de modo semelhante ao descrito na
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subsecao 4.3.1 a partir de h := L ¢ finalmente combinados em uma tnica estimativa

8
por
o o_ i 1 ¥ 1
i=1 i i=1 i i=1 i
O valor
po X 1 N (Qi-0)
M M-1 e?

¢é calculado e, se for significativamente maior que 1, entao os resultados das iteracoes
sao inconsistentes e as respostas, suspeitas. O algoritmo seguinte implementa essa
abordagem adaptével:

Algoritmo 4.6: Quadratura Monte Carlo com amostragem de Importancia Adaptdvel

(QMCIA).

[0, e, Pl OMCIA(f, A, B, S, M, N)

{inicializacao}

d < tamanho(A) {dimensao}

Diag « (B—-A)/S {diagonal}

Vol < Diag, x Diag, X ... X Diag, {volume das sub-regices}

parai <« 1 :d,
paraj < 1:S,

Gi < 1/(Bi - A)) {FDP inicial}
fim
fim
{amostragem }
parai < 1 : M, {para cada iteragao}
{inicializagao}
paraj <« 1 :d,
parak < 1: 8,
sgik < 0 {somador para G}
fim
fim
nt < 0 {nimero total de pontos}
sh < 0 {somador para h}
sh2 « 0 {somador para h*}
paraj « 1 : 59 {para cada sub-regiao}

{combinagao para enumeragao da sub-regiao}
temp «— j—1
parak < 1 :d

Cr1 < temp (mod.S)

temp < (temp — ci1)/S
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{vértices da sub-regiao}
parak < 1 :d
ap < A+ Diagy X ck
fim
b « a+ Diag
{peso, valor de g(xi,x2,...,x4) na sub-regiao}
c—c+l1
p<«1
parak < 1 :d
p < pX G
fim
{amostragem }
ns < [NxpxVol+0.5 | {nimero de pontos na sub-regiao}
nt < nt + ns
sf < 0
para k < 1 : ns
{ponto amostral}
paral < 1 :d
Xx11 < a;+ Diag; x GU
fim
f < F(x)
sf «— sf+f
h < flp
sh < sh+h
sh2 < sh2+hxh
fim
{prepara novo vetor FDP}
se ns # 0,
parak < 1 :d
SZker < Skey + |sf/ ns|

fim
fim
fim {fim da amostragem na sub-regiao}
{acumulagao de estimativas}
mh < sh | nt {<h>}
mh2 < sh2 | nt {< h?*>}
QQ; < mh

ee; \/(mh2 —mh?) | nt
{novo vetor FDP}
paraj <« 1:d
totj « 1/(Diagj XY ngk)
fim
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paraj <« 1:d
parak <« 1:S
Gji < sgjk X tot;
fim
fim
fim {fim da iteracao}
{melhor estimativa}

teZZlL

ee?

0y Lijym 1
ee; e

e

Ji

L 2
pe by @00

1

ef

Na Figura 4.7, as marcas () e (+) representam os pontos (n,(E),) na avaliacdo da
integral Is = (%)SIVS JXix2.xsdxidxs...dxs =1 com Vs =1[0,11°. Os pontos (s)
representam valores obtidos pelo método MC e as cruzes (+), os valores obtidos pelo
método MC com amostragem de importancia adaptdvel. Note-se que o erro cometido
pelo método MC com amostragem adaptdvel diminui em relacao ao erro cometido
pelo método MC, a medida que o nimero de pontos amostrais aumenta.

Convergéncia do metodo Monte Carlo, 10 rodadas

10 .
c=05179 p=0.4414
.M
+ MC Adaptavel

g
LI
W
RIS :
(i)
=
o
(=)
=
=
'_
i)
=
=
=i
2 qg?
=)
G . 2

1L e ;

10 10 10

MNidmero de pontos n

Figura 4.7: Convergéncia do método MC com amostragem de
importancia adaptédvel.
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5 O método Quase-Monte Carlo na quadratura
multidimensional

Como visto no Capitulo 4, a principal desvantagem do método Monte Carlo no
célculo de integrais multidimensionais ¢ sua taxa de convergéncia de ordem O(n~'"?).
Essa ordem de convergéncia estd associada & natureza intrinsecamente aleatdria dos
pontos de amostragem. Seria possivel aumentar a taxa de convergéncia do método
diminuindo essa aleatoriedade? Uma tentativa 6bvia é usar um conjunto de pontos
amostrais de forma absolutamente regular, que constitui o método da Partigao
Regular, que serd visto na secao seguinte. No entanto, essa tentativa de
aprimoramento através da reducgao total da aleatoriedade dos pontos amostrais nao
obtém sucesso. De forma talvez surpreendente, diminuir a aleatoriedade dos pontos
amostrais, sem recair na particao regular, tem-se mostrado um método satisfatério.
Esse método ¢ denominado Quase-Monte Carlo (QMC) e serd discutido a partir da

secao 5.2.

5.1 Método da particao regular.

A idéia central do método MC para o célculo de integrais unidimensionais é fazer uma
estimativa do valor médio da funcao f no intervalo [a;b], através da média {f) dos
valores de f em n pontos escolhidos de forma aleatéria nesse intervalo e, assim,
aproximar a integral JZ f por (b—a)f). No entanto, é também possivel escolher esses
pontos de forma regularmente espagada. Essa escolha transformaria o método MC,
estocdstico, em um método deterministico mais simples. Essa nova abordagem é, de
fato, uma regra de Newton-Cotes composta de ordem m = 0, denominada regra dos
retangulos (Cldudio & Marins, 1994). A ordem de convergéncia desse método ¢

estabelecida pelo seguinte teorema:

Teorema 5.1. Seja f: [a;b]— R uma funcio de classe C' e {x;} := {a+(@{i—- 1)h},
i=1,...,n+1, uma particio reqular do intervalo [a;b]. Sejam p; = x;, i =1,...,n, 0s
extremos inferiores dos subintervalos da particio. Entao o erro de truncamento da

aproxzimagao Q = h) . f(pi) para a integral J}a)ﬂx)dx tem convergéncia O(n™").

Demonstragao. Pelo Teorema do Valor Médio para derivadas, para cada x € [pi;pis1],

existe §;(x) € [pi;x] tal que

fx) = fipi) + ' Gi())(x = p).
Daif,
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I; ’“f( )dx
= j”’*‘ fpidx + j

PDi+l

1 Ei))(x — pi)dx.

A funcao x » &;(x) é continua no subintervalo [p;;pi+1]. Como f' é continua, a funcao
x » f'(€i(x)) também é continua nesse intervalo. Como x — p; nao muda de sinal nesse
mesmo intervalo, entao, pelo Teorema do Valor Médio para integrais,

Ii = fpi)piss = pi) +.£'0) [ (e = piddx

= fipdh+f ),

para algum m; € [pi,pir1]. Portanto I, valor da integral de f sobre o intervalo [a;b], é
dado por

I = i[,
i=1
= Y fodh+ Y, 5f Moh®
i=1 i=1

n 2 n
= kY fip)+ -3 F'mo).
i=1 i=1
Como f' & continua, pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe um 1 € [a;b] tal que

Fay =L m.
i=1
Assim [ pode ser expresso como

1= 1Y fip) + Bonf )
i=1

n _ 2
ny o)+ | L5 |
i=1 A y ,
0 E

Como f' é limitada, por ser continua em um intervalo compacto, tem-se, para o erro

de truncamento E,
b -
81 < [ L5 suplro] [
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O valor da expressao do ultimo colchete é constante; logo o erro E tem convergéncia
de ordem O(n7"). O

Esse método ¢é, portanto, melhor que o método MC unidimensional, cuja convergéncia
¢ O(m™?). No entanto, sua extensao para o espaco d-dimensional nao é tao eficaz.
Essa extensao ¢ feita tomando-se n pontos p i de uma particao regular d-dimensional

da regiao de integracao V. O teorema abaixo estabelece a ordem de convergéncia
dessa regra.

Teorema 5.2. Seja

1. f:V — R uma funcao de classe C' definida numa regiao V := [ai;b]X[az; b2]X
. Xlaq; bl de volume v;

2. para cada i = 1,....d, uma parti¢ao regular {x; |,x; 35-.sX; ,..X; , 11} do intervalo
[ai;bi] com X ;=ait G—Dh, j=1,..,n;+1;

3. (pj);lzl, uma enumeragio do produto cartesiano
{xi,x12, e X1, X X210, %22, 0005 X0y } X X {01, Xa25 000X g 3

Entao a ordem de convergéncia da aproximacao Q = —Z 1f(p ) para a integral

I := Jvfdv ¢ O(n="9), na melhor hipdtese.

Demonstragao. A regiao de integragao V é dividida em n = nin,...n; sub-regioes, cujo

volume & Av := v/n. Seja (AV))%, a enumeragao das sub-regioes tal que
AVj = [xijixy + b X xo) + ho]X X [xgsxg + hal e p; = (X1, X2, .0, X))

Pelo Teorema do Valor Médio para derivadas, para qualquer ponto x :=
(x1,x2,...,x5) € AV}, existe um ponto E,(x) tal que

0
fix) = f(p)+2(x, PORASAEVA f(é (X))

O valor da integral de f{x) em AV; é

d If(&,(x)
I = IAvjﬂpj)dv + jAv, ;(x,- - x,-j)(gj—xix)dv

A primeira integral é imediata pois o integrando é constante. A segunda requer
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alguma manipulacdo. Como f é da classe C', cada uma das parcelas ¢ integravel.
Logo, pela linearidade da integracao, pode-se inverter a ordem da integragao com o
somatdrio:

’—f(P)AVJfZI . M

A funcao x ~ §j(x) ¢ continua em AVj, e (x; —x;) nao muda de sinal em AV,. Entao
pelo Teorema do Valor Médio para integrais multidimensionais (Davis & Rabinowitz,
1975), existe um ponto n, € AV; tal que

l

I; = fip)Av +Z f(n',) J‘Av.(xi—xij)dv.

Expressando a integral do segundo membro como integral iterada, obtém-se

f(ﬂ A J'de"’hd J‘PZ/""hZ J'p 1j+h

p2j

I; = fip))Av +Z

(xi = xj)dx1dx>...dxq.

X Pdj pij

Com a mudanca de varidvel u; = x; — x;;, as integrais tornam-se

d af(ﬂ) ha ha (h
I :ﬂpj)AV+§ ax,-l .[o "'.[o .[o u; durdus...dug,

do que resulta

I; = flp)Av + § f(n,) hl.hz...h,-_l%h%.hm...hd.
Como Av = hihj...hg, tem-se
dfin,)
= 1 . j
I; —f(pj)Av+ > i or

Agora, o valor da integral I sobre toda a regiao de integragao V vale
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=1
n n d af(ﬂ )
= ; fp)Av + ; %Av ; hi=gy
n d
_ Av , , f(n )

j=1 i=1

d n af(ﬂ
=%lef(pj) + 2vn Dhiy ax,l
=

i=1 jl

Y

] E

O termo Q é uma aproximagao para a integral I. E o termo E é o erro de
truncamento, que pode ser simplificado, observando que, sendo f de classe C!, pelo
Teorema do Valor Intermedidrio existe um ponto 1m em V tal que

8x, n - axl
Jj=1
Assim
d
9f(n)
-V .
E= 2 ;hl 8xi ’
e

)
]a((;l) ‘Zh - th

d
9fn)

E| <L) hy <Xm

IE] 2 ; ‘ ox; 2 izl,a.l..,d
onde ¢ é uma constante positiva. O valor da tltima expressao, sujeito a restricao de
ser hihy...hy = Av constante, é minimo quando h; = hy = ... = hy = h . De outro modo,
para uma dada sub-regiao de V de volume Av fixo, a forma hipercibica de AV;
minimiza o erro. Nesse caso,

d
> hi = dh = dav)" = d( )",

i=1
e, entao,

IE] < cd(L)" = [cavi a1,

0 que expressa que a ordem de convergéncia desse método é, na melhor hipétese,

O(n~). O

Desse modo, comparando-se o método PR de convergéncia O(n""¢) com o método MC

de convergéncia O(n~'?), conclui-se que o primeiro é superior ao segundo para d = 1,
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equivalente para d = 2, e inferior para d > 3.

O algoritmo seguinte determina uma estimativa para o valor da quadratura Q, dados
a funcao f, os vértices a = (aj,az,...as) e b := (b1,b2,...b;) da regiao de integragao, a
dimensao d e o vetor n := (n1,nz,...,ng) com o nimero de pontos de amostragem em
cada dimensao. De acordo com o Teorema 5.2, convém usar ni,ns,...,ng de modo que
hy = hy = ... = hy.

Algoritmo 5.1: Quadratura d-dimensional pelo método de Particao Regular (QPR).
O < QOPR(f,a,b,d,n),

{inicializagao}

parai <« 1 :d,

Li < B;—A; {arestas da regido de integragao}
H; « Li/n; {tamanho da partigao em dada dimensao}
Xt <~ Ai+H/l2 {primeira coordenada de cada dimensao }
fim
Ve LixXLyX...XLy {volume da regiao de integragao}
n< nyXnyX..Xng {ndimero de pontos da parti¢ao}

parai < 1 :d,
para j < 2 : n;,
Xij < Xij.1 +H; {coordenadas restantes}
fim
fim
{amostragem}
s« 0 {acumulador para < f >}
paraj <« 0 :n—1,
parai « 1 :d, {indices para coordenadas}
k < jmodn;
J < (G=k)/n
Xi ¢ Xijel
fim
s «— s+ f(x)
fim
{estimativa}
Q<

A Figura 5.1 mostra em um gréfico na escala log-log o desempenho do método da
Particao Regular. Cada ponto (n,E), onde n é o niimero de pontos amostrais e E é o
erro de truncamento correspondente a avaliagao da integral d-dimensional

Iy = (%)djvd Jx¥1x2.xgdxidxs...dxqg = 1 com Vg :=[0,1]X[0, 1]x... X [0,1]. A reta (em

escala log-log) é o ajustamento pelos minimos quadrados da curva E = cn™”, baseado
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no conjunto de dados {(n,E)}, obtidos pelo método PR. Compare-se a Figura 5.1 com
as Figuras 4.2 e 4.3.

Observagao: As Figuras 5.3 e 5.5 mostradas abaixo sao semelhantes a Figura 5.1. As

descrigoes da escala log-log e da reta de ajuste sao as mesmas. Fwvita-se, portanto,
repeti-las.

Convergéncia do método da Particio Regular

10

. d=1 p=136%0
d +  d=2 p=06633
k «  d=3 p=04635
o d=4 p=03511
A d=5 p=028%7
T 4T O d=6 p=0238 |
o
=
[}
=
(113
(&}
=
=
&
b §
2 g7t
Ll
10-3 0 Il IE I3 4 I5 G
10 10 10 10 10 10 10

Mdrmero de pontas (h)

Figura 5.1: A convergéncia O(n~"?) do método da partigao
regular.

A Tabela 5.1 mostra os valores de ¢ e p obtidos nos ajustamentos. Pode-se observar
que pg € proporcional a 1/d. Ou ainda, que, se p; = 1.3630, entao ps = pi/d.

N

Cd Pd %
0.0619 1.3630 -
0.1271 0.6883 0.6815
0.1957 0.4634 0.4543
0.2677 0.3510 0.3408
0.3435 0.2836 0.2726
0.4233 0.2387 0.2272

AN L A W N =

Tabela 5.1: Parametros de ordem de convergéncia do método
PR.
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O método da particao regular sofre de muitas dificuldades. Primero, para dimensoes
elevadas, o niimero n de pontos necessdrios para obter uma particao adequada cresce
exponencialmente com d. Segundo, na seqiiéncia usual de amostragem da particao, em
planos (d— 1)-dimensionais sucessivos, a distribuicao dos pontos amostrais nao é
uniforme, isto é, existem muitos pontos em uma regiao e nenhum em outra. Assim, o
erro de truncamento nao decresce de modo suave com o incremento de pontos. Por

fim, o dnico método 6bvio de refinar a particao requer 2¢ vezes o nimero atual de
pontos (Morokoff & Caflisch, 1995).

No entanto, hd uma conexao importante entre o método da particao regular e o
método Monte Carlo com amostragem estratificada, visto na subsecao 4.3.3. A idéia
da estratificagao para reduzir a varidncia de uma amostra pode ser estendida: a
medida que o nimero de estratos aumenta, o tamanho da amostra em cada estrato
diminui. No limite, a aleatoriedade dos pontos amostrais desaparece.

Haber (1970) mostrou que, se apenas um ponto amostral é escolhido aleatoriamente
no interior de cada uma das n sub-regides definidas pela particao, entao o erro de
truncamento E tem convergéncia acelerada para O(n=(2*Y4)) (Davis & Rabinowitz,
1975). Esse resultado indica que, se a distribui¢do dos pontos amostrais nao for tao
rigida quanto no método PR, nem tao aleatéria quanto no método MC, pode-se obter
resultados melhores. O método que utiliza um preenchimento do espaco dessa forma
foi desenvolvido a partir desses resultados e denominado método Quase-Monte Carlo.

5.2 O método Quase-Monte Carlo.

No método Monte Carlo, as seqiiéncias de pontos pseudo-aleatérios simulam pontos
verdadeiramente aleatérios independentes e preenchem o espago do modo
suficientemente uniforme, porém com flutuacdes de densidade. A andlise do
comportamento do valor da integral baseia-se no conceito estatistico de wvalor
esperado Espl[e] :

0= Esp|:% Zf(x,-):|.
=

No método Quase-Monte Carlo (QMC), obtém-se seqiiéncias de pontos
nao-independentes, que preenchem o espaco de modo mais uniforme, com minima
flutuagao de densidade. A anélise do comportamento do valor da integral baseia-se no
conceito analitico de limite de uma seqiiéncia

0 = lim 7+ > fix). (5.1)
i=1
5.2.1 Seqiiéncias de baixa discrepéancia.
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As seqiiéncias de pontos que preenchem o espaco de forma mais uniforme que pontos
aleatdérios independentes sao chamadas de seqiiéncias quase-aleatdrias ou seqiiéncias

de baixa discrepancia. Duas dessas seqiiéncias serao vistas abaixo.

A discrepancia de uma seqiiéncia (x;) := (X1,X2,...,X,) de n pontos no hipercubo
unitario d-dimensional V := [0; 1]x[0; 1]x... X [0; 1] é definida por

N(B,X,‘)

7 —v(B)|,

D(x;) := sup
B

onde o supremo é tomado sobre todas as sub-regides B retangulares com arestas
paralelas aos eixos contidas no interior de V, o valor N(B,x;) é o nimero de pontos x;
no interior de B e v(B), o volume de B (Morokoff & Caflish, 1995). Resulta que uma
seqiiéncia de pontos de baixa discrepancia preenche o espaco de forma mais uniforme
que seqiiéncias de alta discrepéancia.

A aceitacao do método QMC decorre do resultado obtido inicialmente por Hlwaka
(1961) e generalizado por Hickernell (1998) na andlise da seqiiéncia (5.1), que
determina uma cota superior para o erro E := [ — Q na estimativa pelo método QMC
de integrais multidimensionais. Se f ¢ uma funcao d-dimensional, definida na regiao
V = [0; 1]x[0; 1]%... X [0; 1], entao

IE| < Dx)W()), (5.2)
onde W(f) é a variagao total de f na regiao V definida por
W = sgp[ > Ifix) —f(xj)l} (5.3)
ij=1

onde o supremo é tomado sobre todas as particoes P de V (Hewitt & Stromberg,
1965).

Esse resultado fornece uma estimativa para o erro de integragao que depende apenas
da natureza da funcgao f e da discrepancia da seqiiéncia x;. Para um dado problema de
integragdo, pode-se tentar reduzir a variagdo total da fungdo (Paskov, 1996) ou

diminuir a discrepéancia da seqiiéncia utilizada.

A seqiiéncia de discrepancias associadas as seqiiéncias pseudo-aleatérias D*(x;), usadas
no método MC, sao majoradas pela seqiiéncia
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log logn
1 7

n
enquanto que, segundo Faure (1982), muitas das seqiiéncias quase-aleatérias, usadas
no método QMC (entre as quais se situam as de Halton e Sobol, descritas adiante),
possuem seqiiéncias de discrepancias D**(x;) majoradas pela seqiiéncia

1 d
o, dogn)”

Isso sugere que D*(x;) £ D*(x;), pelo menos para baixas dimensdes (Morokoff &
Caflisch, 1995). Roth (1954) mostrou que as seqiiéncias de discrepancias D**(x;) sao
minoradas pela seqiiéncia

1 (d-1)/2
C3 —( 08 nl’)l .

A seqiiéncia de Roth é uma espécie de ”cota inferior” para as seqiiéncias de
discrepancias das seqiiéncias quase-aleatérias. Isso significa que a seqiiéncia
quase-aleadria de menor discrepancia possivel teria essa seqiiéncia de discrepéncias.
No entanto, as seqiiéncias quase-aleatérias estudadas até o momento ainda estao
acima (pelo menos, para dimensao elevada) dessa ”cota inferior”. Assim, surge a
motivacao de procurar seqiiéncias quase-aleatérias de discrepancia ainda menores.

5.2.2 Seqiiéncias de Halton.

Halton (1960) propoés um método de geragao de seqiiéncias de baixa discrepancia
conceitualmente simples. Nessas, o i-ésimo nimero u;, ¢ obtido com os seguintes
passos:

1. escreve-se i como um ntmero numa base b, sendo b algum nimero primo; por
exemplo, i = 17 = 1223 (base b = 3);

2. obtém-se u;, invertendo a ordem dos digitos obtidos e antepondo um ponto
indicador de fracao base b; no exemplo, u;73 = 0.2213;

3. converte-se o numero u; na base b para a base decimal; no exemplo,
U73 = % = 0.925926...; para cada nimero primo b obtém-se uma seqiiéncia
distinta; cada elemento u; da seqiiéncia pertence ao intervalo (0;1) como no caso
dos nimeros pseudo-aleatérios obtidos pelos geradores uniformes.

As seqiiéncias de Halton sao uma generalizacao das seqiiéncias de van der Corput de
base 2 (Gentle, 1998). De forma mais precisa, se i ¢ decomposto na base b por
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1
1= Zdjb/,
770
entao u; é obtido por

1
wp = Y ab™t (5.4)
=0

A seqiiéncia de Halton, de base b =3, por exemplo, é
©,L, 2 L 4 725 8 1 10 19" ) Nao é dificil verificar o funcionamento desse
método. Cada vez que o nimero i aumenta de um digito base b, os valores de u;
passam a cobrir regioes vazias por entre os niimeros anteriores, de uma particao cujos
subintervalos tém comprimento b vezes menores. Assim, esse método permite o
preenchimento nao-seqiiencial da particao regular com espacamento cada vez mais

diminuto.

O algoritmo seguinte calcula o i-ésimo valor u; da seqiiéncia de Halton, base b, no
intervalo [0, 1), dados os valores de i e da base b.

Algoritmo 5.2: Gerador de Halton (GH).
u < GH(i,b),
j«0
enquanto i > 0, {decompde i na base b}
jJj+1
aj < imodb
i« (i—a)lb
fim
u<20
enquanto j > 0,  {calcula up}
u < (u+aj)b
jej-1
fim

Para gerar uma seqiiéncia de pontos (xi,X2,...,X,) no espago d-dimensional, com
X; = (Xi1,X2,....Xia), 1 £i < n, cada coordenada x;;, 1 <j<d, é calculada a partir do
i-ésimo termo u;; de uma seqiiéncia de Halton (up;) com uma base b; diferente (b;

varia com j). Tipicamente, sdo usados os d primeiros primos (Gentle, 1998).
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Figura 5.2: Preenchimento do espago bidimensional pela
seqiiéncia de Halton.

A Figura 5.2 mostra os primeiros conjuntos de pontos (u;3,u;s) gerados dentro da
regiao V = [0, 1]x[0, 1]. Note-se que o preenchimento do espago é mais uniforme que o
da Figura 2.1 das seqiiéncias pseudo-aleatorias.

A seqiiéncia de Halton de pontos x; em R? é aceitavelmente uniforme para baixas
dimensoes. Para dimensoes mais altas, entretanto, a qualidade dessas seqiiéncias cai
levemente, pois a base b deve ser grande, de forma que o periodo de varredura do
intervalo ¢ grande (Morokoff & Caflisch, 1995). Quando se observa a representagao
geométrica do conjunto dos pontos {(up,,uw,) | i=1,..,n}, onde (up,) &€ uma
seqiiéncia de base b; grande (b; > 200) e (uw,,) € outra seqiiéncia de base b também
grande, seja bj = 211 e bj, = 223, pode-se verificar que os pontos se agrupam sobre
retas paralelas, isto é, as mencionadas seqiiéncias se tornam fortemente
correlacionadas. Para evitar esse efeito, Kocis & Whiten (1997) sugerem que apenas
os [-ésimos termos da seqiiéncia de Halton sejam utilizados, sendo [ um nimero primo
distinto de by, b,,...b,. Seqiiéncias de Halton generalizadas tém sido estudadas, sendo a
idéia dominante uma permutagido dos valores de a; em (5.4), como forma de contornar
esse problema. Dessa maneira sao formadas as seqiiéncias de Faure (1986, 1990).

O algoritmo seguinte determina estimativas para o valor da quadratura Q, dada a
funcao f, a regiao de integracao V definida pelos vértices a = (ai,as,...as) e
b = (b1,b,,...by), a dimensao d, o nimero n de pontos de amostragem e o vetor p
contendo os primeiros d nimeros primos.
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Algoritmo 5.3. Quadratura Quase-Monte Carlo com seqiiéncias de Halton (QH).
0 <« QH(f,a,b,d,n,p),

{inicializacao}
s« 0 {acumulador para < f >}
vl {acumulador para volume da regido de integracao}
parai < 1:d
Li=b;—a; {arestas da regiao de integragao}
v« vL; {volume da regiao de integragao}
fim
{amostragem}

paraj=1:n
parai < 1:d
xi < a;+L; xGH(j,p;) {ponto de amostragem }
fim
s <« s+ f(x)
end
QO < vXsin

A Figura 5.3 mostra o desempenho do método Quase-Monte Carlo (QMC) com
seqiiéncias de Halton na avaliacao da integral d-dimensional

I, = (%)djvd [X1X2..Xqgdx1dxs...dxg = 1 com V,; = [0,1]X[0,1]x... X [0,1]. Note-se que a

ordem de convergécia desse método (p > 0.5) é melhor que a convergéncia do método
MC (p = 0.5). Compare-se com a Figura 5.1.

Convergéncia do meétodo de Quase Monte Carlo (Halton)

6.2221 p=028625

206242 p=0.8347
41.8488 p=008278
27.9942 p=006858

oo
SmoW™
oono B
oo

H
[ wr S o B o
B = —

Erro de Truncamento (E)

10° 10° 10*
MNamero de pontos (M)

Figura 5.3: Convergéncia O(n™') do método Quase-Monte Carlo
com seqiiéncias de Halton.
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5.2.3 Seqiiéncias de Sobol.

Outra seqiiéncia de nimeros quase-aleatérios bastante utilizada foi introduzida por
Sobol (1967) e tornada mais eficiente por Antonov & Saleev (1979). De fato, essas
seqiiéncias sdo permutagoes distintas da seqiiéncia de Halton base b = 2 (Morokoff &
Caflisch, 1995). Essas seqiiéncias tomam por base um conjunto de nidmeros v;,
denominados de niimeros direcionais. Os niimeros v; sao

onde m; é um numero inteiro positivo menor que 2¢, escolhido de modo a satisfazer a

relacao de recorréncia

m; = 2cimi) @ 22¢comin @ ... @ 29 miy ® myy,

onde ¢; e g sao, respectivamente, os coeficientes e o grau de algum polinémio
primitivo médulo 2 (subsegao 2.3.5)

Pi) =z94ciz% + ...+ cpaz+ 1.

O simbolo @ denota a adi¢cdo (mod2) ou, equivalentemente, operacao légica bindria
XOR (OU exclusivo). Os valores iniciais mi,...,my sa@o escolhidos impares menores que
2,...,29, respectivamente. Bratley & Fox (1988) discutem os critérios de sele¢ao desses

valores.

O j-ésimo termo da seqiiéncia original de Sobol ¢, entao, o nimero §; calculado por
Si=bvi®byvy ® ... ®b,v,, onde b,...brb; é a representagao bindria de j. Antonov &
Saleev mostraram que uma seqiiéncia equivalente pode ser mais eficientemente
calculada por §;=S,1 @ v, onde kK é a posicao do bit 0 mais a direita da
representacao bindria de j— 1.

Para gerar uma seqiiéncia de pontos x; no espago R? cada coordenada de xj ¢é
calculada a partir de uma seqiiéncia de Sobol (Sji,Sp,...,S}¢) com um polindmio

diferente.
Os primeiros polinbmios primitivos médulo 2 Sa0:
z+1, 22+z+1, 22+z+1, 22+22+1, ... Como os coeficientes c¢; desses polindmos

valem apenas 0 ou 1, é possivel representd-los por seu grau p e um nimero
a = (cicac3...)2, cuja representacao bindria seja idéntica a seqiiéncia dos coeficientes c;.
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Assim, por exemplo, o polinémio z? +z? + 1, cujo grau é g = 3, e cujos coeficientes sao
c1 =1ecy =0, pode ser representado por a = 2 = 10,.

O algoritmo seguinte determina d (£ 25) seqiiéncias de Sobol-Antonov-Saleev com n
termos cada uma. Os coeficientes foram extraidos de Press et alis (1992). P é um

conjunto de indices para a e g. Cada seqiiéncia serd gerada a partir de ap, e gp,.

Algoritmo 5.4: Gerador Sobol (GS).
S « GS(P,n),
{inicializacao}
w <« [log,n|
q < (2,3,3,4,4,5,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6,6,7,7,7,7,7,7,7,7) {grau do
polindmio}
a« (1,1,2,1,4,2,4,7,11,13,14,1,13,16,19,22,25,1,4,7,8,14,19,21,28) {coeficientes do
pol.}
para i = 1 : tamanho(?)
{calculo de m}
paraj < 1 : g,
mij « 2/ —1
fim
paraj < gp,+1:w
mij < 29 X mjjq, ® mijg,
t < a,
parak < 1:¢qp —1
r ¢ tmod?2
mij <— m;; ® 27k % r x M j—q, +k
t e (t—r)2
fim
fim
{célculo de V}
paraj ¢« 1 :w
Vij & =F
fim
{célculo de S}
S,"l «— 0
paraj < 1:n-1
tj—1
k<1
r ¢ tmod?2
enquanto r # 0 {acha bit zero mais a direita}
e (t— P2
k « k+1
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r < tmod?2
fim
sek>w
k—w
fim
Sijn < Sij @ Vig
fim

fim

A Figura 5.4 mostra os primeiros conjuntos de pontos gerados dentro da regiao
V = [0, 1]x[0,1]. As coordenadas de cada ponto (Si;,S52;) sao obtidas de seqiiéncias de
Sobol distintas.
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Figura 5.4: Preenchimento do espaco bidimensional pela
seqiiéncia de Sobol.

O algoritmo seguinte determina estimativas para o valor da quadratura Q,dadas a
funcao f, e a regiao de integracao V definida pelos vértices a = (ai,a2,...aqs) e
b = (b1,b,,...by). Informa-se ainda a dimensao d, o numero n de pontos de
amostragem e o vetor P contendo os indices da seqiiéncia de Sobol.

Algoritmo 5.5. Quadratura Quase-Monte Carlo com seqiiéncias de Sobol (QS).
0 < 05(f,a,b,d,n,P),
s« 0 {acumulador para < f >}

ve 1 {acumulador para volume da regido de integracao}
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parai < 1:d

Li=b;i—a; {arestas da regiao de integragao}
v« vL; {volume da regiao de integragao}
fim
S < GS(P,N+ N,); {seqiiéncias de Sobol}
{amostragem }
paraj=Nyu+1:N,+n {despreza primeiros termos}
parai < 1:d
xi < a;+L;xS(i,j) {ponto de amostragem}
fim
s «— s+ f(x)
end
O« vXsin

A Figura 5.5 mostra o desempenho do método Quase-Monte Carlo com seqiiéncia de
L . . . d

Sobol na avaliacao da integral d-dimensional [, = (%) Jvd [X1X2..xXgdx1dxy...dxg = 1

com Vy = [0, 1]X[0, 1]x... X [0, 1]. Note-se que, apesar do erro inicial grande, a ordem de

convergécia desse método (p > 1) é melhor que a convergéncia do método QMC com

seqiiéncias de Halton (0.5 < p < 1).

4 Convergéncia do método de Quase Maonte Carlo (Sobal)
10 T
. d= 46 c=451060 p=1.3053
+ d=10 c=451854 p=07583
10" # d=15 c=F(133991 p=13305 |
<o d=20 c=1184.0223 p=1.0079

Erro de Truncamenta (E)

10 10°
Mamero de pontos (M)

Figura 5.5: Convergéncia O(n™') do método Quase-Monte Carlo

com seqiiéncias de Sobol.

5.2.4 Comparacao entre seqiiéncias.

Entre as primeiras seqiiéncias de baixa discrepancia estudadas encontram-se as de
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Halton e Sobol, descritas anteriormente. Outras seqiiéncias, como as de Faure (1990),
Niederreiter (1994) ou Fang & Wang (1994), tém sido propostas, mas sao
essencialmente variagoes das seqiiéncias de Halton e Sobol.

Varias comparagoes empiricas entre as diversas seqiiéncias quase-aleatérias tém sido
feitas na tentativa de estabelecer ordem de qualidade. No entanto a literatura é
inconclusiva a esse respeito, e parece nao haver uma seqiiéncia que seja
predominantemente superior a outra (Gentle, 1998). Experimentos realizados por
Morokoff & Caflisch (1995) sugerem que as seqiiéncias de Halton produzem melhores
resultados que as seqiiéncias de Sobol, enquanto experimentos realizados por Paskov
(1996) mostram o contrério.

5.2.5 Estimativa de erro.

A cota dada por (5.2) para o valor maximo do erro de truncamento E na avaliacao da
integral nao é pratica por duas razoes. Primeiro porque a avaliacao da variacao total
W(f) de f na regiao V e da discrepancia D,(x;) pode ser muito trabalhosa para
dimensoes elevadas (Kocis & Whiten, 1997). E, em segundo lugar, estudos empiricos
sugerem que estimativas obtidas por (5.2) sdo demasiadamente elevadas (Morokoff &
Caflisch, 1995).

Um modo de obter estimativas razodveis de confianca é repetir k vezes o processo de
integracao (permutando-se as seqiiéncias) e estimar valor médio e desvio padrao das
estimativas Q1,0», ..., O obtidas.

Para  exemplificar, repetiuv-se k=3 vezes o cdlculo da integral
Is = (%)5 [y yF X2 X5 dxidxz...dxs = 1 (com  seqiiéncias de Sobol diferentes)
obtendo-se 08 valores 01 =0.99969121439215, 0> = 0.99994365436921,
03 = 1.00239750107767. Entao, conforme acima, resultou Q = 1.00068 ¢ = 0.00149.
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6 Exemplos de quadraturas multidimensionais.

Neste capitulo, sao resolvidas algumas integrais com dimensao d > 1, como exemplo
de aplicacao das técnicas e dos algoritmos descritos nos Capitulos 4 e 5. Algumas
integrais possuem resposta conhecida, outras nao a possuem ou sao de obtencao
nao-trivial. Essas integrais foram usadas como exemplo na literatura ou propostas

como exercicios.

Os algortitmos utilizados sdo: Monte Carlo (QMC), Monte Carlo com parada por
tolerancia (QMC2), Monte Carlo com amostragem de importancia (QMCI), Monte
Carlo com amostragem antitética (QMCA), Monte Carlo com amostragem
estratificada (QMCE), Monte Carlo com amostragem de importancia adaptdvel
(QMCIA), Quase-Monte Carlo com seqiiéncias de Halton (QH) e Quase-Monte Carlo
com seqiiéncias de Sobol (QS).

Esses cédlculos sao efetuados com o estabelecimento, arbitrario, dos seguintes critérios

de parada:

1. para os algoritmos QMC, QMCI, QMCA, QMCIA, QH e QS, nimero de pontos
amostrais de n = 50000; nos algoritmos QMCIA, QH e QS foram efetuadas 5
rodadas de 10000 pontos amostrais;

2. para os algoritmos QMC2 e QMCE, a tolerancia e, foi estabelecida como 1% do

valor estimado de Q.

A estimativa de erro para os algoritmos QH e QS foi determinada de acordo com o
exposto na subsecao 5.2.5.

6.1 Porgao de toro (d = 3).

Esse exemplo é proposto por Press et alit (1992) como exemplo de aplicagdo do
método MC. O autor nao fornece valores para referéncia. Quer-se determinar a massa
m e a posicao ren = (XemsYemsZem) do centro de massa de uma porcao do toro centrado
na origem, de raio interno 2 e raio externo 4, cuja superficie é dada por

22+ (,/x2+y2 —3)2 =1.

Trata-se da porgao V do toro contida na regiao x > 1 e y = -3. As coordenadas do

centro de massa de V sao dadas por

83



onde

I =m= I pdxdydz,
%

L =m, = prdxdydz,

Vv

I3 =my = jypdxdydz, e Iy =m; = Izpdxdydz.
% v

A densidade do toréide é p =e%. A regido retangular de amostragem serd
{29l 1 £x<4, -3<y<4, -1<z<1}

As Tabelas 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 mostram o valores calculados de Q1, Q2, Q3 e Q4, seus
respectivos desvios padroes e nimero de pontos utilizados para cada um dos métodos
de integragao. No método MC com amostragem de importancia, foi utilizada a funcao

peso p(x,y,z) =

Método QMC

01 (x10%) 2.1473
e (x10%) 0.0302
n (x10*)  5.00

Método  QMC

0: (x10%?) 5.0710
e (x10%) 0.0732
n (x10*)  5.00

Método QMC
03 (x10) 1.8292
e (x10) 0.5813
n (x10*)  5.00

5
21(e’> —e™) ¢

5z

QMC2 QMCI QMCA QMCE QMCIA QH
2.1837 2.1864 2.1978 2.1887
0.0200 0.0133 0.0306 0.0108

11.50

5.00 5.00 6.11

Tabela 6.1: Célculo de Q;.

QMC2 QMCI QMCA QMCE QMCIA

5.1446 5.1616 5.2404 5.1563
0.0500 0.0333 0.0746  0.0261
10.87  5.00 5.00 5.49

QMC2 QMCI QMCA QMCE QMCIA

Tabela 6.2: Célculo de Q».

2.1354 24797 2.0550 2.1282
0.2000 0.3024 0.5761 0.1152

43.40

5.00 5.00 23.18
Tabela 6.3: Célculo de Q3.

2.1620
0.0151
5.00

5.1347
0.0356
5.00

1.9577
0.3019
5.00

2.1718
0.0166
5.00

QH
5.1277
0.0379

5.00

QH

2.6027

0.1733
5.00

QS
2.1698
0.0174

5.00

QS
5.1225
0.0390

5.00

QS
2.4079
0.2377

5.00
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Método QMC QMC2 QMCI QMCA QMCE QMCIA QH QS
Q4 (x10%) 1.5754 1.5898 1.5635 1.6571 1.5792 1.5535 1.5668 1.5646
e (x10%) 0.0602 0.0100 0.0230 0.0619 0.0053 0.0122 0.0141 0.0155
n (x10*)  5.00 3599 5.00 5.00 18.48 5.00 5.00  5.00

Tabela 6.4: Célculo de Q4.

6.2 Funcdo Gama como peso (d = 3).

Esse exemplo é proposto por Gentle (1998) como exercicio de aplicacao da técnica
MC. O autor nao fornece valores de referéncia, mas a integral pode ser resolvida
analiticamente. O valor exato da integral

4 foo .
Is = J.:t IO ,[0 x2e™2y3 sin(z)(T + 2)*(T — z)>dxdydz,

¢ —245760m + 163841 = —2.640709733... x 10° que queremos comparar com O0s
resultados Qs dos diversos métodos.

A Tabela 6.5 mostra os valores calculados de Qs. No método MC com amostragem de

1 2 ,—xl2
128n ™ ¢

do problema. Nas outras técnicas, impoe-se & varidvel z a condicao 0 < z <40,

importancia, foi utilizada a funcao peso p(x,y,z) := , proposta pelo autor

resultando o valor aproximado de Is igual a —2.640708530... x 10°.

Método  QMC QMC2 QMCI QMCA QMCE QMCIA QH QS
|0s| (x10) 2.7061 2.6234 2.6230 2.6602 2.6246 2.6842 2.6134 2.6477

e (x10%) 0.1196 0.0200 0.0596 0.1149 0.0103 0.0514 0.0266 0.0294

n (x10%) 5.00 17142 5.00 5.00 48.93 5.00 5.00  5.00

Tabela 6.5: Célculo de Qs.

6.3 Integral de colisdo de Boltzmann (d = 5).

Esse exemplo é de Morokoff & Caflisch (1995) e ilustra o uso das técnicas QMC. Os
autores fornecem a solugao exata dessa integral na forma de uma série. Deseja-se
determinar o valor da integral

21 T .
% J.g{ \ .[o -[0 wsin e w18 e~ gy dedw,
- 3

onde
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W, €) = —2u + u(wy + w2 + (w2 — 1) cosy) + usinx(W23 sing + WW3COSE+ w W, sing )

w23

[§]

w=(wi,wa,ws), Wew=wi+wi+wi w=/Jwew, wy= /wit+twi.
Através da transformacao de varidveis,

wi=erf'Qx;—1), i=1,23,
X = Txy,
€ = 27xs,

onde erf!(x) é a funcdo inversa de

X

_ 2 -2
erf(x) = = j e,

a integral pode ser reescrita na forma

Ie=2Jm -[v wsin e W% dx,

onde X = (x1,X2,X3,X4,X5) percorre 0 hipercubo unitario
Vs = [0; 1]x[0; 11x[0; 11x[0; 1]x[0; 1].

Esse exemplo provém da equagao de Boltzmann, que descreve a evolugao da fungao
distribuicao de velocidades para um gés rarefeito. O valor exato desta integral pode
ser determinado por

3k+1_1
IX3Xx5%x..xQ2k+1)"

9,2
Is = %e 2u ZCWZI‘, com c¢i =
=0

Para o valor de u = 0.25, I¢ = 2.442352953... . A Tabela 6.6 mostra os valores
calculados de Qs. No método MC com amostragem de importancia, foi utilizada a
fungao peso p(x) :=sin) . Observem-se os bons resultados obtidos pelos algoritmos

QH e QS.

Método QMC QMC2 QMCI QMCA QMCE QMCIA QH QS
Os 24379 24545 2.4378 24432 24440 24326 2.4423 2.4428
e 0.0103 0.0200 0.0079 0.0102 0.0184 0.0079 0.0004 0.0009

n (x10*)  5.00 1.41 5.00 5.00 1.34 5.00 5.00  5.00
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Tabela 6.6: Célculo de Qs.
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7 Conclusao.

A descrigao dos métodos Monte Carlo mostrou que o problema da quadratura
multidimensional é, sem divida, um problema nao-trivial. Parece ser consenso na
literatura que, para dimensdes moderadamente elevadas (d > 3), as técnicas Monte
Carlo e Quase-Monte Carlo fornecem uma abordagem mais eficiente que as técnicas
de Produto Cartesiano.

Foi possivel perceber que a ordem de convergéncia tedrica do método Monte Carlo é

O(n'?),uma convergéncia lenta, sem divida, mas as estimativas de erro calculadas no
) )

processo sao bastante confidveis. Certamente, técnicas de reducao de varincia

permitem aprimorar os resultados. O estudo de geradores de nimeros

pseudo-aleatérios, por sua vez, parece ter ultrapassado uma fase critica, uma vez que

existe uma boa colecao de algoritmos ”com qualidade minima assegurada”.

A ordem de convergéncia teérica do método Quase-Monte Carlo ¢ O(n™"). E certo que
esse método é superior ao método Monte Carlo para dimensoes baixas e para fungoes
integrandas suaves. No entanto, para dimensoes mais elevadas, os resultados
empiricos parecem ainda inconclusivos. A pesquisa sobre geradores de seqiiéncias
quase-aleatérias tem um papel importante nessa técnica, ja que ainda nao hd acordo
sobre qual seqiiéncia apresenta qualidade superior.

O presente trabalho pretendeu apresentar uma visao geral dos métodos Monte Carlo,
assunto de fervilhante atividade de pesquisa atual, cujos avangos sao publicados em
variedade e quantidade surpreendentes. Hd, ainda, muito a ser abordado, apontando
direcoes para estudos futuros. Entre esses, destacamos:

® outros algoritmos para geracao de numeros pseudo-aleatérios, como o Mersene
twister de Matsumoto & Nishimura (1998), cujo periodo ¢ 21937 — 1;

@ técnicas utilizadas para a validagao das seqiiéncias pseudo-aleatérias, geradas por
algoritmos denominados testes de aleatoriedade; entre eles, o teste espectral e o
teste de Kolmogorov-Smirnoff descritos em Knuth (1998) e os diversos testes
estatisticos descritos em Marsaglia (1995);

® outros algoritmos para geracdo de seqiiéncias de baixa discrepancia, como a
seqiiéncia de Faure generalizada, citada em Papageorgiou & Traub (1997);

@ técnicas de redugao da variagao total de f, citadas brevemente por Paskov (1996),

que procuram aumentar o desempenho do método Quase-Monte Carlo.
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Apéndice A

O método Monte Carlo em simulacao.

Neste Apéndice, descrevem-se alguns exemplos do uso do método Monte Carlo na
resolucao de problemas de simulagao praticos. Esses exemplos sao descritos de forma
simplificada, porém servem para proporcionar uma idéia mais clara do tipo de andlise
envolvida. Os exemplos mostrados sao cldssicos, sendo citados por diversos autores,
entre eles Sobol (1983) e Schlesinger & West (1984).

A.1 Simulagao de sistemas de atendimento.

A.1.1 Descri¢ao do problema.

Considere-se um sistema de atendimento constituido de n canais. Cada canal pode ou
nao atender a um pedido que ingressa no sistema no tempo 7y, dito tempo de

ingresso. Se um pedido ingressa no sistema e existe algum canal disponivel entao esse
pedido é atendido durante um certo tempo T4, dito tempo de atendimento. Se um
pedido entra no sistema e nao hd nenhum canal disponivel pois os n canais estao
atendendo, entao o pedido é rejeitado. O problema consiste em determinar quantos
pedidos, em meédia, serao atendidos ou nao apdés um certo tempo 7, dito tempo de

amostragem.

O modelo légico descrito acima pode representar os mais diversos sistemas reais. Pode
representar, por exemplo, uma central de comutagao telefénica com a capacidade de
processar um ntimero limitado de chamadas. Se uma chamada chega ao sistema e nao
existem linhas disponiveis, a ligacao é perdida. Problemas desse tipo sao muito
comuns e apenas uma pequena parcela deles pode ser resolvida analiticamente.
Portanto a simulacao pelo método MC poder ser de grande utilidade.

Na andlise desse problema, um fator decisivo é a forma como os valores do tempo de
ingresso de pedidos T, e da duragao dos atendimentos T4 distribuem-se. Esses valores
sao aleatérios, sujeitos a determinadas FDP. Usualmente admite-se que esses valores
tenham distribuicao Exponencial ou de Poisson. Nesse exemplo consideram-se T; e Ty
com distribuicao Exponencial e com tempos médios Ty := (T;) € Tay := (Ta).

O algoritmo seguinte simula esse sistema de atendimento: n é o niimero de canais de
atendimento, Ty, é o tempo médio de ingresso de pedidos, Tay € o tempo médio de
atendimento, T é o tempo total de amostragem, ns ¢ o nimero de pedidos atendidos,
nr é o numero total de pedidos, ¢t armazena o tempo transcorrido e o vetor ¢ de n

88



componentes armagzena o instante em que cada canal estard desocupado. Inicialmente
os instantes ci,c2,...,c, sao todos inicializados com 0, indicando que todos os canais
estao livres. Para 0 < ¢ < T, em um laco de repetigao, um pedido é criado gerando-se
aleatoriamente um tempo 7, e fazendo ¢ :=1r+T;. Se algum canal i estd livre
(t>ci,1 £i<n), entdo um tempo de atendimento Ty é gerado deixando o canal
ocupado até o instante c¢; ;= t+ T4. Incrementa-se o contador de pedidos atendidos.

Caso contrério o pedido nao ¢ atendido e perde-se. Repete-se o lago temporal.

Algoritmo A.1: Simulador de Sistema de Atendimento (SSA).
(na,nr) < SSA(n, Ty, Tam, T)
{inicializa contadores}

nr < 0 {numero total de pedidos}
na < 0 {nimero de pedidos atendidos}
parai < 1 :n
ci <0 {instante em que o canal serd liberado}
fim
t< 0 {tempo}
enquanto t < T
t < t+ DExp(Tm) {instante do pedido. distribuigdo Exponencial}
nr < nr+1 {incrementa nimero de pedidos}
parai < 1:n {para todos os canais...}
set>c {se o canal est4 livre...}
¢; < t+ DExp(Tan) {instante de liberagao do canal}
na < na+1 {conta atendimentos}
break {encerra lago}
fim
fim

A.1.2 Exemplo de simulagéao.

Seja um sistema de 3 canais, cujo fluxo de pedidos tenha intervalo médio de tempo de
1 min. Supode-se que cada atendimento demore, em média, 2 min. Quantos pedidos
serao feitos, em média, durante um tempo de amostragem de 1000 min? Quantos

pedidos, em média, serao atendidos?

Para simular esse sistema com essas condicoes, executa-se o algoritmo acima com os
pardmetros n =3, Tpy = 1, Tay = 2, T = 1000, obtendo-se na = 787 e nr = 991, o que
significa que, nessa simulagao, foram feitos 991 pedidos e desses, 787 foram atendidos.
Se a rotina ¢é executada novamente com semente de simulacao diferente obtém-se
outro resultado. De fato, pode-se determinar valores médios e desvios para ns e nr,
executando-se a rotina um certo nimero de vezes, 20, diga-se. De fato, obtém-se
na =794 %21 enr= 1010 % 35.
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Qual o impacto da diminuicao do tempo de atendimento de 2.0 min para 1.5 min
sobre a quantidade de pedidos atendidos? -Repetindo o procedimento acima com os
parametros n=3, Ty =1, Tay =15 T=1000, obtém-se ny =869x20 e
nr = 1003 + 25, que significa um aumento médio de 75 atendimentos.

Nao seria melhor aumentar o niimero de canais? - Repetindo-se o procedimento acima
com os pardmetros n=4, Ty =1, Tay =2, T = 1000, obtém-se ny =907 £22 e
nr = 1001 £ 31, que significa um aumento médio de 113 atendimentos. De fato, é

maior o impacto de aumentar o niimero de canais.

A.1.3 Consideragoes sobre a complexidade do problema.

No exemplo acima considerou-se um sistema extremamente simples. Muitas outras
consideragoes podem ser feitas para tornar a simulagao mais préxima da realidade.
Por exemplo, é usual admitir que os canais nao sao idénticos, tendo tempos de
atendimento diferenciados. Pode-se considerar que os canais sofrem avarias, ficando
inoperantes por algum tempo. Também pode-se considerar que o fluxo de pedidos nao
é regular, mas tenha perfodos de maior e menor intensidade de fluxo.

Outra caracteristica importante a se considerar seria a capacidade de espera de
pedidos. Em um modelo desse tipo, se todos os canais estivessem ocupados, um pedido
nao seria rejeitado mas esperaria em uma fila. Seria possivel simular o tempo de

espera de um pedido, o tamanho da fila, etc.

A.2 Simulacao de propriedades de sistemas de muitos
elementos.

A .2.1 Descri¢ao do problema.

Seja um sistema S constituido de um nimero m, eventualmente grande, de elementos
S1, $2, ..., Sm € G, uma certa propriedade desse sistema, determinada em termos de

seus elementos como uma funcao conhecida
G =F(s1,52,...,5m)

Admita-se que 51, §2, ..., S, sao variaveis aleatérias com FDP conhecidas fi(s1), f2(s2),

vy fm(sm). Nessa situagao, duas questoes apresentam-se:

1. Se os elementos de S apresentam valores médios {s1),{s2),...,{Sm), 0 valor médio
(G) sera dado por (G) = F({s1),{52), .., (S ))?

2. Os valores de G terao que distribuicao?
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A resposta para a primeira pergunta é: nao. De um modo geral aquela igualdade nao é
verificada, a nao ser que G seja fungao linear nos elementos de S. A segunda questao é
muito mais complicada. A FDP de G nao se expressa de forma analitica, a nao ser nos
casos mais simples.

Com o intuito de avaliar os limites de G, pode-se tomar valores de s1,s2,...,5, tais que
o valor de G seja maximizado ou minimizado. No entanto, tal procedimento pode nao
ser simples, dependendo da forma de F ou da quantidade de elementos. Mesmo
obtendo esses limites, sua ocorréncia seria muito pouco provavel, sendo de pouca
utilidade na obtencao de limites razodveis para G.

O sistema aqui exposto pode representar, por exemplo, um equipamento eletronico
(um televisor, por exemplo) produzido em grande quantidade, composto de uma certa
quantidade de elementos (transistores, capacitores, resistores, indutores, fontes,
diodos, ...). Uma certa propriedade desse equipamento (o consumo de energia, por
exemplo) pode ser descrita por uma fungdo dos valores dos elementos do
equipamento. Embora cada elemento constituinte desse equipamento tenha sido
concebido para ter um valor bem definido, dito valor nominal, o valor verdadeiro
desse componente pode diferir levemente de equipamento para equipamento. Os
valores verdadeiros tém distribuicao Normal em torno do valor nominal. O desvio
padrao desses valores é denominado tolerancia. Essa distribuicao de valores faz com

que a propriedade G seja diferente de um exemplar a outro.

Esse problema de simulacao pode ser resolvido pelo método MC, se a FDP de cada

elemento do sistema for conhecida. O procedimento de resolugao é o seguinte:

1. simula-se um conjunto de valores sy, s», ..., s, para os elementos de S; esses
valores sao simulados de acordo com a FDP de cada elemento;

2. a propriedade G é calculada;

3. repetem-se os passos 1 e 2 até obter uma quantidade suficientemente grande de
valores de G para proceder-se a sua anélise.

Evidentemente o grau de exatidao da anédlise do comportamento da propriedade G
dependerd fortemente do grau de conhecimento do comportamento individual de cada
elemento do sistema, expresso por sua FDP e, ainda, da fidedignidade de sua relagao
expressa pela funcao F.

Para exemplificar o método, considere-se o circuito elétrico mostrado na Figura A.1l.
Esse circuito é composto de 7 resistores Ri,R»,...,R7 e uma fonte de tensao €.

91



| |
H
g | R
B | R¢ .
L u=Rr, i
R;
IV -‘_"' -\.I‘
i4 @ []Rz ;
E_--_ \\‘- f.'
- R?’-L-‘-----
I
R, ip
| |
| S |
R.?

Figura A.1: Um sistema S (circuito elétrico) com 8 elementos (7

resistores e uma fonte).

Os valores nominais e tolerancias dos componentes do circuito acima sao mostrados
na Tabela A.1. A tensdo ¢ dada em volts (V) e as resisténcias em ohms(Q). A

tolerancia no valor de cada componente do circuito é 20% do seu valor nominal, uma
tolerancia usual.

Componente Valor nominal Tolerancia

R 100 20
R> 100 20
R3 100 20
R4 50 10
Rs 50 10
Re 50 10
R~ 50 10
€ 15 3

Tabela A.1: Valor nominal dos componentes do circuito.

A propriedade G em questao serd a poténcia elétrica U dissipada em R;, dada por
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U = Ryiz, (A.1)
onde R, é o valor da resisténcia elétrica do componente e ic o valor da corrente
elétrica que o atravessa.

As correntes elétricas ia,ip,ic,Ip utilizadas na resolugao do circuito sao ditas correntes
de malha, e nao representam necessariamente a corrente em cada componente. O
método de resolugao desse circuito pode ser visto em livros de eletricidade bésica
(Halliday et alii, 1994). O valor da corrente ic ¢ obtido através da resolugdo do
seguinte sistema de equagoes:

[ Ri+Rs  —Rs 0 T A
—Rs Ri+Rs+Rg¢ —Rs 0 ip 0
0 “Rs  R:+Rs+Ri R ic 0
“R. 0 “R: Ri+Ri+Ry in 0

(A.2)

Usando os valores nominais para os elementos do circuito obtém-se, resolvendo (A.2)
e (A.1), os valores nominais ic = 0.03A e U, = 0.09 W.

Conhecendo a distribuicao dos valores verdadeiros dos componentes do circuito,

pode-se querer responder as seguintes perguntas:

1. O valor médio (U) da propriedade U, é igual ao seu valor nominal U,?

2. Os valores dos componentes tém distribuicao Normal? U tem distribuicao
Normal?

3. O desvio padrao dos componentes sao todos iguais a 20% do valor nominal;
Pode-se dizer o mesmo de U?

O algoritmo seguinte simula o valor para a propriedade global U do circuito elétrico
mostrado na Figura A.1. Os vetores C e D contém os valores nominais e o desvio
padrao dos elementos do circuito. U é a poténcia dissipada em R».

Algoritmo A.2: Simulador de Circuito Elétrico (SCE).
U < SCE(C,D)
parai <« 1:7

R; < DNormal(C;,D;)
fim
€ < DNormal(Cg,Ds)

{distribui¢do Normal, algoritmo 3.8}
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R4+ R5 —Rs 0 —R4
—R5 Ri + Rs + Rg —Rs 0
A«
0 —Rs R> + R¢ + Ry —R7
—R,4 0 —R~ R3;+ R4+ R7
€
0
B «
0
0
I« A™'B
U < R.1I3

A.2.2 Exemplo de simulagao.

Em uma tipica execugdo com 5000 simulagoes do circuito, obtém-se valores de U (em
watts) compreendidos no amplo intervalo [0.0131;0.4832]. Os valores de U
distribuem-se conforme mostra o histograma de freqiiéncia da Figura A.2.

260 -
. —— U Mominal
LI bédio
200 - e
& 1680 - |
()
(3]
L 1]
=
fa
e
el (0] %
a0
0

0 pos 01 018 02 025 03 03 04 045 05
LI fweatt)

Figura A.2: Distribuicao da propriedade global U para 5000
simulagoes do circuito.

Observando atentamente os dados obtidos e o gréfico, pode-se responder as perguntas
levantadas acima. Em primeiro lugar verifica-se que o valor médio dos valores
simulados (U) = 0.0968 é 7.52% maior que o valor nominal U,.

Em seguida verifica-se que, embora todos os componentes do circuito tivessem
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distribuicao Normal, os valores de U nao sao distribuidos dessa forma. A cauda do
histograma apresenta claramente um deslocamento & direita, isto é, uma tendéncia
para altos valores (assimetria positiva). Vale notar que esse deslocamento ¢ acentuado
pelo fator quadrético iZ de U. Porém, a prépria varidvel ic apresenta um pequeno
deslocamento & esquerda.

Finalmente verifica-se que os valores gerados de U apresentam um desvio padrao de
0,0491 W, isto é, um alargamento dos valores de U em torno de 54.58% em relagao a
média. Esse desvio estd muito acima dos 20% do desvio dos componentes do circuito.

Também pode-se querer determinar a influéncia da diminuicao da tolerdncia dos
valores de cada componente no valor da propriedade U, isto é, como melhorar o
comportamento dessa propriedade substituindo cada tipo de componente por outro de
melhor qualidade. A Tabela A.2 mostra o valor de (U), o desvio padrao A(U) (em
watts e em %) desses valor em fungdo do componente substituido, componentes de
tolerdncia 20% por componentes de tolerancia de 10%. Observando a tabela,
verifica-se que, utilizando resistores Ri,R2,R3 de menor tolerdncia, obtém-se um valor
médio (U) mais préximo do seu valor nominal U = 0.0900 W; no entanto uma fonte €
melhor diminui o desvio padrao A{U) desses valores.

Componente Substituido (U) (W) AU) (W) AU) (%)

Resistores R{,R2,R;3 0.0928 0.0395 42.6
Resistores R4,R5,R6,R7 0.0952 0.0457 48.0
Fonte € 0.0957 0.0330 34.5

Tabela A.2: A influéncia da substitui¢cao de componentes no
desempenho da propriedade U.

A.2.3 Consideragoes sobre a complexidade do problema.

No exemplo dessa secao considerou-se um sistema extremamente simples. Muitas
outras consideracoes podem ser feitas para melhorar essas simulacoes. Por exemplo,
nesse modelo consideraram-se todos os componentes com distribuicao Normal; no

entanto outros tipos de distribuicoes podem ser consideradas.

Nesse exemplo, considerou-se apenas uma propriedade U. No entanto, o refinamento
do modelo pode levar a avaliacao de muitas outras propriedades do sistema.

Esse tipo de andlise pode ser usado para estimar limites de confiabilidade do sistema.
Por exemplo, é possivel simular a quantidade de circuitos que apresentam
propriedades dentro de certos limites desejaveis ou nao.
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A .3 Passeio Aleatério Discreto.

Uma das aplicacoes do método Monte Carlo consiste em simular o processo
denominado passeio aleatério, um dos mais simples exemplos de processo estocastico
(Schlesinger & West, 1984). Considere-se uma particula que ocupe posi¢oes a
distancias 0,%1,%+2,%3,..., a partir de uma origem. Suponha-se que a cada instante a
particula seja movida um passo a direita ou & esquerda com probabilidades p e
q = 1—p, respectivamente. A seqiiéncia de posicoes da particula é chamada de
passeio aleatério.

O passeio aleatério pode ser usado como uma aproximacgao discreta do movimento
errdtico de particulas microscépicas, denominado movimento Browniano. Esse
movimento foi notado pela primeira vez em 1827 pelo botanico inglés Robert Brown
(1773-1858), que observou uma suspensao de particulas microscépicas de graos de

pélen.

O passeio aleatério também é usado como modelo de situagoes de risco: muitos
modelos econoémicos admitem que o mercado de acbes tem comportamento
estocdstico. A Figura A.3 mostra o preco das agoes da Texaco inc. na bolsa de valores
de Wall Street de agosto de 1998 a janeiro de 1999. As barras vermelhas representam
a variacao didria. A linha azul, o valor médio dos iltimos 50 dias. Observe-se que o
valor da agdo parece aumentar ou diminuir de modo aleatério. Alguns modelos
computacionais usam o método MC para simular esse comportamento.

EE = & I TR I T B

Frice
SE-DAY MA

FPrice

SE L | L L | L L | L L | L L |

as-g1 a9-91 18-81 11-81 1g-81 ail-81

MOHMTH -~ DAY

Figura A.3: Prego das agoes da Texaco inc. na bolsa de valores
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de Wall Street. Fonte: www.wallstreetalert.com.

O passeio aleatério pode ser discreto ou continuo, unidimensional ou
multidimensional. Nessa se¢ao aborda-se o casos discreto e unidimensional, na segao
seguinte o caso continuo e tridimensional.

A .3.1 Descri¢ao do problema.

Um problema cldssico que apresenta muitas consideragoes interessantes é denominado
problema da ruina. Suponha-se que jogadores iniciem um jogo de apostas, cada um
com uma fortuna para aposta. O jogo consiste em uma seqiiéncia de apostas, onde
cada jogador participa com uma unidade monetdaria. Em cada aposta, cada primeiro
jogador tem uma probabilidade de vencer. A fortuna de cada jogador é uma varidvel
discreta. O problema consiste em prever a probabilidade com que cada jogador perde
toda sua fortuna, a ruina.

O algoritmo seguinte simula um jogo de apostas de muitos jogadores. Os jogadores
comecam com fortunas iniciais armazenadas no vetor F. A cada rodada, os jogadores
ganham as apostas com probabilidades constantes, dadas pelo vetor P. O jogo
termina apés n rodadas ou quando ocorre a ruina de algum jogador. H é uma matriz
em que cada coluna representa o histérico da fortuna de cada jogador.

Algoritmo A.3: Simulador de Ruina de Jogador (SRJ).
H < SRJ(F,P,n)

M « tamanho de P {ndmero de jogadores}
paraj <« 1 : M
Hj < F; {fortuna inicial}
fim
i« 1
enquanto i £ n e min(F) > 0 {enquanto nenhuma ruina...}
i i+1 {préxima rodada}
paraj <« 1 : M
Fi« Fi—1 {aposta}
fim
Jj < DDG(P) {vencedor}
Fi«— F+M {prémio}
paraj < 1: M
Hij « F; {histérico}
fim
fim

A .3.2 Exemplo de simulagao.
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A Figura A.4 mostra o resultado da simulagdo de um jogo de apostas entre 3
jogadores A, B e C. Inicialmente os jogadores possuem as fortunas de F4 = 100,
Fp =150 e F¢ = 200 unidades. As probabilidade de vitéria dos jogadores sao P4 = 0.4,
Pp
fortunas aproximadamente & mesma taxa as custas do jogador C.

04 e Pc =0.2. Como era de esperar, os jogadores A e B incrementam suas

300 -
250

200

100

Jogadar A
Jogadar B
Jogadar C
Ruina

a0 -

o]

0 100 200 300 400 500 (&10]]
Rodadas

Figura A.4: Evolugao da fortuna de trés jogadores.

A 3.3 Consideragoes sobre a complexidade do problema.

No caso de apenas dois jogadores com probabilidade de vitéria psa e ps,
respectivamente, e fortunas iniciais F4 e Fp,respectivamente, a probabilidade de que o

primeiro jogador perca toda sua fortuna pode ser calculada. Se pa =pp =+, a

7
probabilidade ¢é Fa/(Fa+ Fp). O problema torna-se mais interessante, e mais
complicado, se o nimero de jogadores for maior ou se a probabilidade de vitéria de
cada jogador nao for constante, mas dependente de fatores como a prépria fortuna, o
tempo de jogo, o nimero de jogadores, etc. Pode-se, ainda, escolher estratégias de

aposta diversificadas como apostas nao-unitérias, etc.

A .4 Passeio aleatdério continuo.

Como exemplo de simulagao de um passeio aleatério continuo, simula-se a difusao de
néutrons através de uma parede de contencgao. Trata-se de um exemplo cldssico do
método MC e, historicamente, um dos seus primeiros resultados préticos (Ulam et

alii, 1947).

A 4.1 Descrigao do problema.
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Numa suméria colocacao do problema, seja um feixe de n néutrons incidindo
perpendicularmente sobre uma parede infinita e homogénea de espessura H. Ao
penetrar na parede, cada néutron percorre uma certa distancia A, antes de sofrer uma
colisao com os dtomos constituintes da parede. Essa distancia tem FDP Exponencial
com valor médio L, dito caminho livre médio. A cada colisdo, o néutron pode ser
absorvido pelo dtomo da parede ou desviado em uma nova direcdo. As possiveis
trajetorias de um néutron sao mostradas na Figura A.5. Apds um certo nimero de
colisdes, o néutron ser absorvido por um dtomo da parede, sair do interior da parede
para o lado externo ou interno. Nesses casos diz-se que houve uma absorcao (A), fuga

(F) ou confinamento (C) do néutron, respectivamente.

Figura A.5: As possiveis trajetérias de um néutron. Adaptado
de Sobol (1983).

A interagao dos néutrons com os dtomos da parede caracteriza-se pela combinacao de
duas varidveis Sg e Sa, ditas, respectivamente, secao de desvio e secao de absorgao. A

soma dessas varidveis,

S = SE+SA,

¢ dita secao de choque eficaz. O caminho livre médio L, percorrido pelo néutron, estd

relacionado com S por

L =1/8S.

Assim, o deslocamento A ¢ varidvel aleatéria com FDP f, dada por
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R R
) = e

que, pelo método de inversao (subsegao 3.2.1), pode-se simular por

A:=-LlnUj, (A.3)

onde U, é varidvel aleatdria uniformemente distribuida no intervalo [0;1).

Em uma colisao, as probabilidades ps de ocorrer uma absorcao e pr de ocorrer um

desvio sao dadas por

A questao que se propoe resolver é determinar, em funcao de Sg, Sa e H, que fracao
dos n néutrons incidentes é absorvida pela parede, que fracao a atravessa e que fracao
é refletida.

Ap6s uma colisao, a diregao de desvio é caracterizada pelo angulo @ em relagao ao
eixo dos x e o angulo O de rotacao em torno do eixo dos x, sendo 0 < Q@< T e
0 < 0 <27 Nesse problema, a parede é infinita e de espessura constante H, portanto
somente a componente de [ paralela ao eixo dos x é relevante, de modo que pode-se
representar as sucessivas posicoes aleatérias X da particula por

X = Acos(9), (A.4)

onde @ é uma varidvel aleatéria, cuja distribuicao determinar-se-& abaixo.

Supondo que a direcao do desvio esteja distribuida uniformemente no espacgo, a
probabilidade p(@,0) de que ela esteja contida em um elemento de angulo esférico dQ

satisfaz
P(9,0)dod = 42

An

Mas sendo dQ = sen(@)d@do, tem-se
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_ sen(Q)
p(9,0) = g

Conhecendo a FDP conjunta p(@,0), pode-se obter a FDP individual p(¢@) por

_ (" _ sen(9)
p(9) = [ p(o,0)d0 = T2

A simulagao de @ pode ser feita pelo método de inversao através da varidvel U, de
distribuicao uniforme no intervalo [0; 1), mediante

_ ¢ sen(?)
Ur = -[0 2

dt,

do que resulta

cos(@) = 1 -2U,. (A.5)

Desse 1ltimo resultado pode-se concluir que cos(@) é uniformemente distribuido no
intervalo [-1;1). Assim, combinando (A.3), (A.4) e (A.5), obtém-se a férmula para

simulagao de X,

X :=(LInU)(1 -2U,)

No algoritmo abaixo, S4 e Sg sao, respectivamente, as secoes de absorcao e desvio, H é
a espessura da parede e n é o numero de néutrons incidentes. Os valores n¢, na nr
sao as quantidades de néutrons que sofreram, respectivamente, confinamento,

absorcao ou fuga.

Algoritmo A.4: Simulagao da passagem de Néutrons através de uma Parede (SNP).
(nc,na,nr) < SNP(Sa,Sg,H,n)

{inicializacao}

ne < 0 {contadores de particulas}

ny < 0

ngp < 0

S« Sa+ Sk {segao de choque efetiva}

Pa < SalS {probabilidade de absorgao}

Pg < SglS {probabilidade de desvio}

L« 1/ {caminho livre médio}

{bombardeamento de particulas}

parai < 1:n {para cada particula...}
x = —=LIn(GU) {posigao inicial. GU: Gerador Uniforme}
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{captura ou desvio}

enquantox 2 0ex < H {enquanto dentro da parede...}
se GU < Py {se for absorvido...}
na < na+1
break {fim do lago}
senao

X «— x+(LInGU)QRGU - 1) {nova posigao}
fim
fim
{fuga ou confinamento?}
sex > H
ng < nrp+1
senao se x < 0
nec < nc+1
fim

fim

A.4.2 Exemplo de simulagao.

Em uma simulacao do problema, o algoritmo SNP foi executado com n = 1000
néutrons de secao de absorcao S4 = 0.15 e secao de desvio Sg = 0.35, para algumas
espessuras de parede H no intervalo [0;15]. A Figura A.6 mostra a quantidade de

néutrons que sofreram confinamento, fuga ou absor¢ao em fungao de H.

1000 ¢

o] Confinamento
900 - Absorgdo
- Fuga

800 -

700 -

BO0 -

S00 -

400 -

M (Mdmero de néutrons)

300
. o
00 - 6 0® %% 0000 000209

ooF <

H (Espessura da parede)

Figura A.6: Confinamento, fuga e absor¢ao de néutrons em
funcao da espessura da parede.
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Observando a figura, verifica-se que, como era de esperar, quanto mais espessa a
parede menor a quantidade de néutrons que a atravessam (fuga). Pode-se observar
que essa quantidade decai a aproximadamente & metade a cada duas unidades de
espessura. Esse valor é coincidente com o caminho livre médio das particulas

- 1 - 1 -
L= Sa+Se  0.15+0.35 =2

Outra observacao interessante é que a quantidade de néutrons confinados ¢é
praticamente constante a partir de 4 unidades de espessura.

A.4.3 Consideragoes sobre a complexidade do problema.

Simulagoes como essa podem ser tteis, por exemplo, no projeto de reatores nucleares
onde, por questoes de seguranca, a informacao de qual deve ser a espessura das

paredes é vital.

E claro que o modelo em consideracdo ¢ demasiado simples, e muitas consideracoes
adicionais poderiam ser incluidas. De fato, as se¢oes de choque podem ser dependentes
da energia cinética dos néutrons; assim apds cada colisao esses valores devem ser
recalculados. Também consideraram-se uniformemente distribuidas as direcoes de
desvio, o que pode nao ser verdade para todos os casos. Ainda é possivel que, apds
uma colisao, o dtomo da parede possa, com uma certa probabilidade, fissionar e

liberar mais néutrons.
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Apéndice B
Programas para MATLAB

Os programas listados a seguir sdo implementacGes para o ambiente matematico
MATLAB dos algoritmos descritos ao longo do texto. Seguem a ordem de apresentacao no
texto. Informacoes mais detalhadas sobre a linguagem do MATLAB podem ser obtidas no

Manual do Usuario ou em Bravo et alli (1995).

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A A A AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A A kA Ak kK

Rotina: GMQ Ultima Revisdo: 12/02/2000
ER R R b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b 4
Propdsito:

Gerador uniforme utilizando o método de Meio-de-Quadrado de

J. von NEUMANN.

o® 0° o° d° o oe

Output:
U: nUmero pseudo-aleatdrio seguinte.

Obs. :
1: A variavel m pode ser ajustada com valores inteiros até 7.
2: A varidvel X deve ser inicializada com uma semente de
simulacéo.
R S I I I b b b b b S I b b b b b b b i b b b b b b b b A 4 2 b b b b b b i S 2 b b b b b b d 2 b b b b ab b db 4 2 b b b b b b b 4

function U = GMQ,

o° d° o° A o o oP

o° oo

global X;

m= 7;

X =X * X; % quadrado

X = fix(X / 107fix(m / 2)); % trunca digitos a direita

X = mod (X, 10%m); % trunca digitos a esquerda (nova semente)
U=X/ 10"m; % conversdo inteiro -> decimal
%************************** Flm de Arquivo dAhkkhhkkhhkkhhkhkkhhk Kk hkkhhrkhhkkhkhkxk*x%k

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A AR A A A A AR A AR A AR A AR AR A AN A A A A A A A A kA Ak kK

Rotina: GCL Ultima Revis&do: 12/02/2000
LR S R I I b b b b b I I 2 b b b b b b b A i b b b b b b b A 4 2 2 b b b b b b S 2 b b b b b b b a2 b b b b ab b db 4 2 b b b b b b b4
Propdsito:

Gerador uniforme utilizando o método de Congruéncia Linear de

D. H. Lehmer.

o° o0 o od° oo

Output:
U: numero pseudo-aleatdrio.

Obs.:
1: A varidvel X deve ser inicializada com uma semente de
simulacéo.
2: Os valores de 'a' e 'm' estdo de acordo com os critérios de
Park & Miller. O valor 'c' é "insubstancial" segundo Knuth.

LR R R R R R R I R I I I I I I I I S I e I I S S I 2 S I I I S I I b I e b b b 2 S I I b b I b b b b S b b 2 e

function U = GCL,

o° 0° o° A o o P

o oo o°

o\

global X;

a = 16807;

c =1;

m = 2147483647;
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mod(a * X + ¢ , m);
=X / m;

R R I b I I b I I 2 b I e Sh b b b b I 2 2 b 4 Flm de Arquivo Ak khkhkhkhkhkhkhkhkhkrhkkhkhkrkhkhkrhkhkkxkk*x*

o0 & X

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A AR AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A A kA Ak kK

Rotina: GCLC Ultima Revisdo: 12/02/2000
LR I I I b b b b b b I I 2 b b b b b b b A 4 b b b b b b b I 4 2 b b b b b b b S 2 b b b b b S i 2 b b b b ab b db i 2 b b b b b b b4
Propdsito:
Gerador uniforme utilizando o método Wichmann & Hill com a
combinagdo de 3 geradores de congruéncia linear independentes.

Output:
U: numero pseudo-aleatdrio.

Obs. :
1: As varidveis X, Y e Z devem ser inicializadas com sementes de
simulacéo.
LR I I I I b b b b b I I b b b b b b b I 4 b b b b b b b A 4 2 2 b b b b b b S 2 b b b b b b b 4 2 b b b b ab b db 4 2 b b b b b b b4

function U = GCLC,

o° A0 A A A O A O° A° O O° A° A o

global X;

global Y;

global Z;

ax = 171;

ay = 172;

az = 170;

mx = 30269;

my = 30307;

mz = 30323;

X mod (ax * X, mx);

Y mod(ay * Y, my);

Z = mod(az * Z, mz);

U = (X/mx) + (Y/my) + (Z/mz);
U U - floor(U);
%************************** Flm de Arquivo dAhkkhhkkhhkkhhkhkhhkhrkhhkhhkhhkkhkhk*xk*x%k

R R I e e A b I I b 2 db b 2 dh b S I b 2 IR b b 2b Sb b 2 I I dh S b d IR I b 2b Ib b 2 db b b SR Ib b 2 IR b b 2 db b 2b db Ib b db 2 b Jb db b b 3b 4

Rotina: IC Ultima Revisdo: 12/02/2000
R R i I b b db b b 2 Sh b 2 dh b b S S b 2 dh b b 2b b b 2 dh b S S b db b 2h b b 2 dh b Sh b b Sh b b S S b 2 dh b b dh b b db dh b g Y
Propdsito:
Esta rotina calcula o valor de y tal que x*y = 1 (mod m). Usa o
algoritmo estendido de Euclides.

Input:
x: Numero.
m: Moédulo.

Output:
y: Inverso congruente de X (mod m).

Obs.
Para que o programa funcione corretamente assume-se que:
1. m e x sdo primos relativos, isto é, mdc(x,m) = 1.

2. 1 <= x<=m - 1.
R e I I e b b b b b S I I b b b b b b b b 4 b b b b b b S b 4 2 b b b b b b b 4 2 b b b b b b b 4 b b b b b S b i b b b (b b b 4

X A0 o° o0 A 0 A O A O° A° O O A° AC A o o° o°

°

function y = IC(x,m),
u=[10m];

v = [0 1 x];

g = floor(u(3)/v(3));
t=u-qg*v;
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while t(3) > O,

u = v;
v = t;
q = floor(u(3)/v(3));
t=u-qg* vy,

end

if v(2) > O,
y = v(2);

else
y = v(2)+ m;

end

%*****************k*k*k*k*k*k*k*k*k**k*k******k**k*******************************

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A A A AR A AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A Ak A A,k Kk

Rotina: GCI Ultima Revisdo: 12/02/2000

L R b b b b b b b b b b d b I b 2 b b b b b b a2 a2 I b 2 b b b b b b b b b b b b 4 b b b b b b b b b b 4 b b b b b b b b a4
Propdsito:
Gerador uniforme utilizando o método de Congruéncia Inversa de
Eichenauer & Lehn.

Output:
U: nUmero pseudo-aleatdrio.

Obs. :

1: A varidvel X deve ser inicializada como semente de simulacéo.
LR R b b b b b b b b ab b d b A b 2 b b b b b b db b a2 I b 2 b b b b b b db b b b b b 4 b b b b b b d b b b b b b b b b b b b db b b b i 4

O 0° 0° O o° o A o o° o° J° o° o

°

function U = GCI,

global X;

a = 16807;

c =1;

m = 2147483647;

X = mod(a * IC(X,m) + c , m);

U =X/ m;

%************************** Flm de Arquivo dAhkkhhkkhhkkhhkhkhhkhrkhhkhhkhhkkhkhk*xk*x%k

R R I e e A b I I b 2 db b 2 dh b S I b 2 IR b b 2b Sb b 2 I I dh S b d IR I b 2b Ib b 2 db b b SR Ib b 2 IR b b 2 db b 2b db Ib b db 2 b Jb db b b 3b 4

Rotina: GF Ultima Revisdo: 12/02/2000
B i e b b b b b b b b b b d b b b b b b b b b b i b b b I b b b b b b b b i b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b db b i b g
Propdsito:

Gerador uniforme utilizando o método de Fibonacci.

Output:
U: numero pseudo-aleatdrio.

Obs. :
1: O vetor XX com kk elementos deve ser inicializado como semente
de simulacédo.
2: As varidveis devem ser globais e inicializadas com kk = 55 e
jj = 24 (escolhidos por Knuth)
L R b b b b b b b b a2 d b I b 2 b b b b b b db b a2 I b 2 b b b b b b b b b b b b 4 b b b b b b d b b b I b b b b b b b b db b i b i 4
function U = GF
global XX;
global jj;
global kk;

00 A0 o° A A A A A A° O° A° A° A° o° P

% Gerador

M = 2147483647;

XX (kk) = mod (XX (J3) + XX(kk),M);
U = XX (kk)/M;
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% Desloca valores
jj = 33 - 1;

if jj == 0,
jj = 55;

end

kk = kk - 1;

if kk == 0,
kk = 55;

end

%************************** Flm de Arquivo R R I I SR b b 2 db b db Ib b b I I b 2b I b b db b 4

R R I I 2 S b I I b 2 db b 2 db I b 2 I b 2 db b b 2b Sb b 2 I b dh S b S IR Ib b 2b Ib b 2 I b S SR Ib b S IR b b 2 db b b db Ib b db 2 b b db b b db 4

Rotina: GDR Ultima Revisdo: 12/02/2000

KK R AR R AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A A A A A A AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A A kA Ak kK

o° o o oP

Propdsito:
Gerador uniforme utilizando o método de Deslocamento de Registro
de R. C. Tausworthe.

o oo o°

Output:
U: nUmero pseudo-aleatdrio.

o° o0 o° oe

Obs.:
1: A varidvel U deve ser inicializada com uma semente de
simulacéo.
2: O pardmetro de combinacgdo 'a' foi escolhido arbitrariamente.

R R I I e A b S b b 2 db b 2 dh b b 2 I b 2 IR b b 2b Ib b 2 I I dh S b dh IR b b 2b Ib b 2 db b b SR Sb b 2 IR b b 2 I b 2b db Ib b db 0 b b db 2b b db 4

function U = GDR

o° oo o°

o\

% inicializacéo
global U;
a = 0.31415926535898;

TA = a;
TU = U;
bitT = 0;
bitv = 1;

[o)

% determinacdo do prdéximo bit
while TA > 0 | TU > 0,

TA = 2*TA;
if TA >= 1,
bitA = 1;
TA = TA - bitA;
else
bitA = 0;
end
TU = 2*TU;
if TU >= 1,
bitU = 1;
TU = TU - bitU;
else
bitU = 0;
end

bitT = mod(bitT + bitA * bitU,2);
bitVv = bitVv / 2;
end

% deslocamento do bit
U = 2*U;
if U >= 1,
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U=0U + bitT * bitVv;

%************************** Flm de Arquivo R R e S I I I I 2 b b e b b b b b I I db e

R R I I e A b dh I b 2 db b 2 dh b b 2 I b 2 IR I b 2b Ib b 2 I I 2 S b d IR b b 2b Ib b 2 I b S SR Ib b 2 IR b b 2 3b b 2b db Ib i db 0 b b I b b db 4

Rotina: DDG Ultima Revisdo: 12/02/2000

R i I b b db b b S Sh b 2 dh b b S Sh b 2 dh b b 2b b b 2 dh b S S b dh b 2h b b 2 dh b dh b b S Sh b b S b b 2 dh b b dh b b b dh b gh Y
Propdsito:
Gera numeros pseudo-aleatdérios com Distribuicdo Discreta Genérica.

Input:
p: vetor de probabilidades.

Output:
I: indice simulado.

Obs.:
1: O algoritmo se torna mais eficiente (realiza um menor numero
de comparacgdes) se o vetor de probabilidades for ordenado de-

crescentemente. Por exemplo: com P = [0.4 0.3 0.2 0.1] a ro-
tina executa, aproximadamente, a metade das comparacdes ne-
cessdrias com P = [0.1 0.2 0.3 0.4].

O 00 oC 0 A O A O A OO O A° A° A° AC A o o° o°

O*******************************************************************

function I = DDG(p),

U = GU; % gerador uniforme

I =1; % contador

qg=p(I); % cumulativo

while U > q, % enquanto ndo pertence ao intervalo...
I =1+ 1; % ...préoximo intervalo
qa=q+ p(l);

end

%************************** Flm de Arquivo R e I e 2 dh b b 2h Ib b db db Ib J dh S b 2 db b db db S 4

KRR AR R AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A AR A A A A AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A Ak A Ak kK

Rotina: DDU Ultima Revisdo: 12/02/2000

R R i I b b db b b 2 Sh b 2 dh b b S S b 2 dh b b 2b b b 2 dh b S S b db b 2h b b 2 dh b Sh b b Sh b b S S b 2 dh b b dh b b db dh b g Y
Propdsito:
Gera numeros pseudo-aleatdérios com Distribuicgdo Discreta Uniforme.

Input:
n: valor maximo.

Output:
X: assume valor {1,2,3,...,n} com igual probabilidade

KA AR A A AR A AR A A A A A AR A AR I A A A AR I A AR A AR I A A A AR I A A A A Ak A Ak Ak dA ARk Ak Kk

function X = DDU(n),

o° A0 o° o A O° ° O A° o° A° A o

U = GU; % gerador uniforme
X =1 + floor(n*U); % valor simulado

%************************** Flm de Arquivo BRI e i b S b e S b B S b I S b I S 2 I S 2 ]

KK R AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A AR A A AR AR A AR A AR A AR AR A AR A AR A A A A A Ak A Ak kK

Rotina: DCI Ultima Revisdo: 12/02/2000
LR R b b b b b b b b b b b d b A b 2 b b b b b b db b a2 I b 2 b b b b b b b b b b b b 4 b b b b b b d b b b 4 b b b b b b b b a4
Propdsito:
Gera numeros pseudo-aleatdrios com Distribuicdo Continua pelo
método de Inversédo.

o° o o° o° o° o°
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Input:
Finv: func¢do inversa de F.

Output:
X: variédvel pseudo-aleatdria com FPC F.

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A AR A AR A A AR AR A AR AR A A A A A A A A Ak A Ak kA kK

function X = DCI (Finv),
= GU; % gerador uniforme

feval (Finv, x) ; 3 valor simulado
R I R e I b b b b b b I i 2 b b b b b b b i b 2 3 Flm de Arquivo R e b I I b b b b b b b i b b b b b b b 4 b 2 3

o° A o° o° o° o° o° o°

X
I

oo

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A A A AR A AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A Ak A A,k Kk

Rotina: DCAR Ultima Revisdo: 12/02/2000
L R b b b b b b b b b b d b I b 2 b b b b b b a2 a2 I b 2 b b b b b b b b b b b b 4 b b b b b b b b b b 4 b b b b b b b b a4
Propdsito:
Gera numeros pseudo-aleatdrios com Distribuicdo Continua pelo
método de Aceitacdo - Rejeicéo.

Input:
f : funcdo FDP de X.
g : funcdo FDP de Z.
c : constante de majoracéo.
GZ: gerador da variédvel Z (DCI, por exemplo).

Output:
x: varidvel pseudo-aleatdria.

O 00 o° O A A A O A O° O A° IO A° A o° oP

O*******************************************************************

function x = DCAR(f,qg,c,GZ),
z = GZ;
while GU * ¢ * feval(g,z) > feval(f,z),
z = GZ;
end
X = z
%************************** Flm de Arquivo R d b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b 4

R R I I e A b I b b 2 db b 2 db b 2 I b 2 IR b 2b Ib b 2 db b dh S b d IR b b 2b Ib b 2 I b S IR Ib b 2 IR b b dh db b 2b db Ib b db S b Jb db 2b b db 4

Rotina: DdAR Ultima Revisdo: 12/02/2000
R IR I b b dh b b 2 Sh b 2 dh b b S Sh b 2 dh b b 2b b b 2 dh b b dh b b S Sh b 2h b b 2 dh b Sh b b S Sh b b SR Sh b 2 dh b b dh b b db dh b dh Y
Propdsito:
Gera numeros pseudo-aleatdrios com Distribuigdo d-dimensional pelo
método de Aceitacdo Rejeicdo.

Input:
f: funcdo FDP de X.

g: funcdao FDP de Z.

c: constante de majoracgéo.

G: gerador d-dimensional da variavel Z.
Output:

x: variavel pseudo-aleatdéria com FPC F.

Obs.:
1l: Esta rotina é idéntica a rotina DCAR, a excecdo da rotina G de

geragdo da variavel z (d-dimensional)
R R IR b 2 b b db b b R Ih b b dh b b SR Sh b db b b dh Sh b b dh b b b S b e db b b SR Sh b b db b b 2h Sh b Sh b b dh Sh b dh b b 2 dh b b db b 4

O 00 A0 A0 © A o O A A° O° A° A° A° A A O o o° o°

°

function x = DdAR(f,qg,c,G),
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z = G;
while GU * ¢ * feval (g, z)
G;

> feval (£,
Z:
end

X =z

z),

%************************** Flm de Arquivo BRI I e I b e S b S b S b I S b S b S 2 Y

°

function [x] = DMM(f,a,b,d,x),

% inicializacéo

s = (b -a) / 2; % passo.
% amostragem
Okl = 0; % Flag

while ~Okl1,

% escolhe novo ponto

Ok2 0; %

while
Ok2

Flag

+ s(3)*(2*GUP-1) ;
J) | nx(3)

% aceitacdo - rejeicgéo

if feval (fun,nx) >= GUP *
X nx;
Okl = 1;

end

end

> b(3),

feval (fun,x), %

Ultima Revis&do:

em rotinas de simulacéo,

novo ponto
estd dentro de

o° o\

[a;Db]

Q

aceita?

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A A A AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A A A A Ak kK

20/01/2000

descartar

%

% Rotina: DMM
%*********************************************************************
% Propdsito:

% Esta rotina gera numeros pseudo-aleatdérios com Distribuicédo

% d-dimensional pelo método de Metropolis.

%

% Input:

% fun: nome de uma fung¢do que contém a FDP f.

% a,b: vetores com os limites da regido de amostragem.

% d : dimensdo da variavel aleatodria.

% x : Ultimo valor da variavel.

%

% Output:

% x : Préximo valor da varidvel.

%

% Obs.:

% Antes de usar os valores de 'x'

% os 10 - 100 primeiros valores.

IR R R I S I I I I I I I I I I I S I I I i b S I e b I e I I I e b b b b b I 2 b b b I b b 2 S b b b b b b 2h b 3 4

%************************** Flm de Arquivo R R I S I I I I 2 b b e b b I b b I I 4 e

%*****************k*k*k*k*k*k*k*k*k*k**k******k*k**********************************
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Rotina: DExp Ultima Revisdo: 12/02/2000

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A AR AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A Ak A Ak kK

Propdésito: Esta rotina gera um nUimero pseudo-aleatdério com FDP
Exponencial.

Input:
M: Valor médio (esperanca)

Output:
X: variadvel pseudo-aleatdrio.

Obs.:

1. Este algoritmo usa o método de inverséo.
L R b b b b b b b b b b d b b b 2 b b b b b b db b a2 I b 2 b b b b b b db b b b b b 4 b b b b b b d b b b I b b b b b b b b a4

o° 00 o° Ad° A A A O A O° A° A° d° o°

function X = DExp (M),
X = - M * log(GUP);

%************************** Flm de Arquivo R R e I I I I I I b I e b b b b b I I 4 e

LR R R R S R R S R R R I I I I I S I I I I A I S I I I I S I e b b b I b I 2 b b b b b b b 2h b b 2 e

Rotina: DNormal Ultima Revisdo: 12/02/2000
R i I b b dh b b b b b dh b b S Sh b 2 dh b b 2b b b 2 dh b b dh S I e dh b 2h b b 2 dh b Sh b b S Sh b S b b 2 dh b b dh b b dh dh b gh Y
Propdésito: Esta rotina gera um par de numero pseudo-aleatdrio
independentes com FDP Normal (de Gauss).

Input:
mi: Valor médio (esperanca)
sigma: Desvio padrédo (sqgrt(variéncia))

Output:
X1,X2: valores pseudo-aleatdrios.

o° o0 A0 A A O A OO A° O O° A° A oP°

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A AR AR A A AR AR A AR A AR AR A A A A A A A A ARk A A,k Kk

function [X1,X2] = DNormal (M,D),

Ul = GU;
U2 = GU;
X1 = sqgrt(-2*1log(Ul)) * cos(2*pi*U2);

X2 = sgrt(-2*log(Ul)) * sin(2*pi*U2);

X1 = mi + X1 * sigma;

X2 = mi + X2 * sigma;

%************************** Flm de Arquivo hAhkkhhkkhhkkhhkhkhhkhrkhhkhhkhhkkhkhk*xk*x%k

LR R R R S R S R R R R I I I I S I I I b e I I I I S S e I S I e I b I I S I I b b b 2 b b b 2h b 2h e

Rotina: QMC Ultima Revisdo: 12/02/2000
B i e b b b b b b b b b b db b I b b b b b b b b db b b b I b b b b b b i b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b db b d b i b g
Propdsito:

Esta rotina realiza a Quadratura de Monte Carlo d-dimensional.

Input:
fun: nome de uma funcdo gque contem o integrando f e a regido de
integracédo V.

a,b: vetores com os limites da regi&o de integracéo.
d : dimensdo da quadratura.
n : Numero de pontos de amostragem.

Output:

Q: Estimativa do valor da Quadratura.

e: Estimativa do erro (desvio padréo).
R I I b b dh b b e Sh b 2 dh b b S Sh b 2 dh b b 2b b b 2 dh b b S S I e Sh b dh b b 2 dh b Sh b b S Sh b b S S b 2 dh b b db b b db dh b dh Y

N 00 A0 A 0 O 0 O° A A° A° A° IO oA° o° o° o°

°

function [Q,e] = QMC(fun,a,b,d,n),



inicializacéo

o\

s = 0; % acumulador para <f>

t = 0; % acumulador para <f2>

1 =Db - a; % arestas da hiper-caixa.
w = prod(l); % hiper-volume.

[o)

s amostragem
for i =1 :
for 3 =1 : d
x(jJ) = a(3) + 1(j) * GU; % ponto de amostragem
end
gx = feval (fun, x); % avaliacdo da funcéo
s = s + gx;
t =t + gx * gx;
end

Q

% estimativas

mg = s / n; % <fun>
mg2 = t / n; % <fun~2>
Q = w * mg;

e = w * sqrt((mg2 - mg”"2)/n);

%************************* Flm de Arquivo BRI i b S b I S b I S b I S b I S b S 2 ]

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A AR AR A A AR AR A AR AR A AR A AR A A A A A Ak A Ak kK

Rotina: QMC2 Ultima Revisdo: 12/02/2000
L R b b b b b b b b b b d b I b 2 b b b b b b db b a2 I b 2 b b b b b b b b b b b b 4 b b b b b b b b b b I b b b b b b b b db b b i 4
Propdsito:
Variacdo da rotina QMC, onde o critério de parada é a estimativa
de erro e.

Input:
fun : nome de uma fung¢do que contém o integrando f e a regido de
integracao V.
A,B : vetores com os limites da regi&o de integracéo.
D : dimensdo da quadratura.
emax: erro maximo admitido.

Output:
Q: Estimativa do valor da Quadratura.
e: Estimativa do erro.
n: Numero de pontos amostrados.

R R I I 2 A b 2 A I b 2 db b 2 db 3 b JR Ib b S db 2 b 2h db b J I b b 2 S b S db b b 2R db b I db I b 2h Sb b S I I b db db b J I Ib b db db b b I b 4

O° A° o° A° A A A A A O A A O° A A° A° A A° o° o°

function [Q,e,n] = QMC2(fun,A,B,D,emax),

% Inicializacéo

s = 0; % acumulador para <f>

t = 0; % acumulador para <f2>

L=B-24; % arestas da regido de integracéo.

w = prod(L); % volume da regido de integracéo.

e = inf; % estimativa de erro.

n = 0; % pontos de amostragem.

nmin = 100; % numero minimo de pontos de amostragem

[o)

% Amostragem Monte Carlo
while e > emax,

% Ponto de amostragem
for i =1 : D,
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=}

I
3
+
o

o\°

Avaliacdo da funcéo

f feval (fun, x) ;
s = s + f;
t t + £ * £;

o\

Estimativa de e
if n >= nmin,
nmin = nmin + 100;

mf = s / n;
mf2 t / n;
e = w * sqgrt((mf2 - mf"2)/n);
Q = w * mf;
end

end
%************************* Flm de Arquivo R b b I I b b b b b b b i b b b b b b b I b 3

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A A A A AR AR A AR A AR A AR AR A AR A A A A A A A A A A A Ak kK

Rotina: QMCI Ultima Revisdo: 12/02/2000
LR b b b b b b b b b b db b b b 2 b b b b b b db b a2 I b 2 b b b b b b a2 b b b b 4 b b b b b b d b b b 4 b b b b b b ab b db b a4
Propdsito:
Esta rotina realiza a Quadratura de Monte Carlo d-dimensional
utilizando a técnica de Amostragem de Importéncia.

Input:
f : nome de uma funcdo que contém o integrando f na regido de
integracédo V.
p : nome de uma funcdo que contém a funcdo peso
a,b: vetores com os limites da regi&o de integracéo.
d : dimensdo da quadratura.
n : Numero de pontos de amostragem.
Output:

Q: Estimativa do valor da Quadratura.
e: Estimativa do erro (desvio padréo).

R R I I e A b I b b 2 db b 2 db b 2 I b 2 IR b 2b Ib b 2 db b dh S b d IR b b 2b Ib b 2 I b S IR Ib b 2 IR b b dh db b 2b db Ib b db S b Jb db 2b b db 4

function [Q,e] = QMCI(f,p,a,b,d,n),

00 00 o° A° A A A A A O A OO A° O A° A° A° A o° oP

% inicializacéo
sl = 0; %
s2 = 0; %

acumulador para <h>

acumulador para <h”"2>

% amostragem

for i =1 : n,
X = ... % x calculado com distribuicdo p
h = feval (f,x)/feval (p,x);
sl = sl + h;

s2 = 82 + h * h;
end
% estimativas
mh = sl / n; % <h>
mh2 = s2 / n; % <h”2>
Q = mh;
e = sgrt((mh2 - mh"*2) / n);

%************************* Flm de Arquivo BRI i b e S b I S b I S b I S b b S b I S 2 ]
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KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A A A A A A AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A Ak A Ak kK

Rotina: QMCA Ultima Revis&do: 12/02/2000
LR R b b b b b b b b b b d b I b 2 b b b b b b a2 a2 I b b b b b b b b b b d b b b 4 b b b b b b d b b b 4 b b b b b b b b a4
Propdsito:
Esta rotina realiza a Quadratura de Monte Carlo D-dimensional, com
técnica de reducdo de varidncia por amostragem antitética.

Input:
g : nome de uma funcdo que contém o integrando f e a regido de
integracdo V.
A,B: vetores com os limites da regido de integracdo.
D : dimensdo da quadratura.
N : Numero de pontos de amostragem.
Output:

Q: Estimativa do valor da Quadratura.

e: Estimativa do erro (desvio padréo).
R R IR b b b b b b d b b dh b b S Sh b b dh b b dh Sh b dh b b 2 S b b db b b 2R Sh b b db b b SR Sh b Sh b b dh Sh b b dh b b S dh b b db b 4

O A0 A0 A0 © A A O A A° O° A° A° A° A A o° oP

function [Q,e] = QMCA(g,A,B,D,N),
global seed

[o)

% inicializacéao

if rem(N,2) == 1 % N deve ser par
N =N+ 1;
end
S 0, % acumulador para <f>
t = 0; % acumulador para <f2>
L B(:) = A(:); % arestas da hiper-caixa.
w = prod(L); % hiper-volume.

s amostragem

for 1 =1 : N/2,
for 3 =1 : D
x(j,1) = A(J) + L(j) * GU; % 1.0 ponto de amostragem
end
gx = feval (g,x); % avaliacdo da funcéo
s = s + gx;

t =t + gx * gx;

X =A+ (B - x); % 2.0 ponto de amostragem
(antitético)

gx = feval(g,x); % avaliacdo da funcéo

s = s + gx;

t =t + gx * gx;
end

Q

% estimativas

mg =s / N; $ <g>
mg2 = t / N; % <gn2>
Q = w * mg;

e = w * sqrt((mg2 - mg"2)/N);

%************************* Flm de Arquivo BRI i b e S b B S b I S b B S b e S b I S 2 ]

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A AR AR A A AR AR A AR AR A AR A A A A A A A A A kA Ak kK

Rotina: QMCE Ultima Revisdo: 12/02/2000
LR R b b b b b b b b b b b d b A b b b b b b b b db b a2 I b 2 b b b b b b db b db b b b 4 b b b b b b d b b b 4 b b b b b b b b a4
Propdsito:
Esta rotina realiza a Quadratura de Monte Carlo D-dimensional, com
técnica de reducdo de varidncia por amostragem estratificada.

o° o o° o° o° o°

111



Input:
FUN : nome de uma funcdo que contém o integrando f e a regido de
integracédo V.
vetores com os limites da regido de integracédo.
: dimensdo da quadratura.
emax: erro maximo admitido.
P : vetor com o numero de divisdes em cada dimenséo.

o
[os]

Output:
Q: Estimativa do valor da Quadratura.
e: Estimativa do erro (desvio padréo).

n: Numero de pontos amostrados.
KA A A A A A A A A A A A AR A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AR AR d A A A A Ak %k

o° o° A0 o o O° A° O° A° A° A o° P

o\

function [Q,e,n] = QMCE (FUN,A,B,D,emax,P),

% inicializacéo

NP = prod(P); % numero de sub-regides.
Diag = (B - A) ./ P; % Vetor diagonal

Q = 0;

e = 0;

n = 0;

o\

Amostragem Estratificada.

for i =0 : NP - 1, % Para cada sub-regido...
% Combinacédo
for j =1 : D,
c(j,1) = rem(i,P(3));
i= (1 -c(3,1)/PO);

end

% Vértices e volume da sub-regiéo
a A + Diag .* c;
b = a + Diag;

% Amostragem Monte Carlo
[Qsub, esub, nsub]=QMC2 (FUN, a, b, D, emax/sqrt (NP)) ;

o\

Acumulacdo de estimativas

Q = Q + Qsub;
e = sqrt(e*e + esub*esub);
n = n + nsub;

end

%************************* Flm de Arquivo R e I e 2 dh b b db db b db I Ib b dh S b 2 db b 2 db 3 4

KA AR A A A AR A AR A AR A A AR A AR I A AR A AR I A AR A AR I A A A A AR A dA A A Ak AR dA A AR AR hA A Ak Ak Kk

Rotina: QMCIA Ultima Revis&do: 12/02/2000
R I I I I b b b b b S I b b b b b b b A b b b b b b b b A 4 2 b b b b b b b S 2 b b b b b b b d 2 b b b b db b db 4 2 b b b b b b b 4
Propdsito:
Esta rotina realiza a Quadratura de Monte Carlo d-dimensional
usando um método misto de amostragem estratificada com amostragem
de importadncia através de uma funcédo peso adaptéavel.

Input:
F: nome de uma funcdo que contem o integrando f e a regi&o de
integracdo V.
,B: vetores com os limites da regido de integracéo.
: Numero de subintervalos em cada dimenséo.
: Numero de iteracdes.

o° o0 A 0 A O A O° A° O A° A° A o°

= 0 P
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% N : Numero de pontos de amostragem.

% Output:

% Q: Estimativa do valor da Quadratura.
% e: Estimativa do erro (desvio padréo).
% P: Consisténcia.

% Obs.:

% 1l: Se P >> 1. o resultado é suspeito.

%*********************************************************************

function [Q,e,P] = OMCIA(F,A,B,S,M,N),

% inicializacéo

D = length(A);

Diag = (B - A) / S;
Vol prod(Diag) ;

QQ = zeros (1l,M);
ee = zeros(l,M);

[o)

s Amostragem
for i =1 : M,

% inicializacéo

g = zeros(D,S);
nt = 0;
sh = 0;
sh2 = 0;

for 3 =1 : S*D,
% Combinacédo

temp = j - 1;

for k =1 : D,

G=1 ./ (B-A) * ones(1,S);

o\

dimenséo

diagonal

volume das sub-regides
FDP inicial

estimativa de I
estimativa de E

o° 00 o oe

o\

%$Para cada iteracéo

Q

c(k,1) = rem(temp,S);
temp = (temp - c(k,1))/S;
end

o\

= A + Diag .* c;
= a + Diag;

o o

o\

peso
=c + 1;

=T Q
Il

1;
or k =1 : D,
p: *
end

% amostragem

Vértices e volume da sub-regiéo

ns = floor(N * p * Vol + 0.5);

nt = nt + ns;
sf = 0;
for k =1 : ns,
% ponto amostral
for 1 =1 : D

x(1l,1) = a(l) + Diag(l) * GU;

end
f = feval (F, x);

% Para cada amostragem na sub-regido...

113



sf = sf + £;

h = f/p;

sh = sh + h;

sh?2 = sh2 + h*h;

end

% prepara novo vetor FDP
if ns ~= 0

4
for k =1 : D,
g(k,c(k)) = g(k,c(k)) + abs(sf / ns);
end
end
end % fim da amostragem na sub-regiédo...

% Acumulacédo de estimativas

mh = sh / nt; % <h>
mh2 = sh2 / nt; % <h”2>
QQ (i) = mh;

ee (i) = sqgrt((mh2 - mh"2) / nt);

% novo vetor FDP
tot =1 ./ (Diag .* sum(g,2));
for 3 =1 : D,

G(j,:) = g(j,:) * tot(j);
end
end % fim da iteracéo

o\

Melhor estimativa
= sum(l ./ ee .~ 2);
= sum(QQ ./ ee ." 2) / t;
=1 / sqrt(t);
sum((QQ - Q)."2 ./ ee.”2) / (M - 1);

BRI R e I e S b e A b e S b I S dh I S b i 4 Flm de Arquivo BRI I b S b I S b I S b I b b S b I S 2 ]

oo g D 1O t

KRR AR R AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A A A AR A AR A A AR AR A AR AR A A AR A A A A A A A A A A Ak kK

Rotina: QPR Ultima Revisdo: 12/02/2000

R R I I e A b 2 db Ib b 2 db b 2 dh I 2 I b 2 db b 2b Ib b 2 I b 2 S b S IR b b 2b Ib b 2 I b b SR Ib b 2 IR b b 2 I b b db Ib b db 2 b Jb db b b 2b 4

o° o

Propdsito:
Esta rotina realiza uma Quadratura D-dimensional usando a técnica
da Partigdo Regular.

o oo o°

o° o0 o oP

Input:
fun: nome de uma fungdo que contém o integrando e a regido de
% integracdo.
% A,B: vetor com os limites da regido de integracédo.
% D dimensdo da quadratura.
n vetor com numero de pontos de amostragem em cada dimenséo.

Output:
Q: Estimativa do valor da Quadratura.

Obs.:
1: Para que os pontos n sejam proporcionais ao comprimento de
cada intervalo, fazer n = ceil (L*(N/V)~(1/D))
R e I I I b b b b b b S I I b b b b b b b i 4 b b b b b b S b 4 2 b b b b b b b 4 2 b b b b b b b 4 b b b b b b db i b b b b b b b 4

[Q] = QPR(fun,A,B,D,n),

o° 0° o° A o o oP

o° oo

Hh
c
o]
Q
or
}_l
©]
o]
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inicializacéo
=B(:) - A(:);

o\

arestas da hiper-caixa.

Zm < B ooe
Il

prod (L) ; % hiper-volume.
= L./n; % tamanho do intervalo de particéo.
= prod(n); % numero de pontos da particédo.

% coordenadas dos pontos da particédo
for i =1 : D,
X(i,1) = A(i,1) + H(1i)/2;
forj=2 :n(i)l

X(i,3) = X(i,3-1) + H(1);

end
end
% amostragem
s = 0; % acumulador para <f>
for 3 =0 : N - 1,
for i =1 : D, % indices para coordenadas
k rem(j,n(i));
j = (- k)/n(i);
x(i)= X(i,k + 1);
end
f = feval (fun,x); % avaliacdo da funcéo
s = s + £;
end
% estimativas
Q =v * (s /N
%************************* Flm de Arquivo R I b b I b b b b b b I i b b b b b b b i b 2 3

KRR AR AR AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A AR AR A AR AR A A A A A A A A A kA Ak Ak k%

Rotina: GH Ultima Revisdo: 12/02/2000

R R I I A b I I b 2 db b 2 dh b b 2 I b 2 IR b b 2b Sb b 2 I b 2 S b db IR Ib b 2b Ib b 2 I b S IR Ib b S IR b b 2 I b 2b db Ib b db 0 b Jb db 2b b db 4

0@ o

Propdsito:
Calcula o j-ésimo valor da seqgiiéncia de Halton (Hjb), base b, no
intervalo [0,1).

Input:
j: numero seqgiiencial.
b: base.

o° d° o° A o o° oP

o° oo o°

Output:
H: numero de Halton
B i e b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b I b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b db b b b i b g
function H = GH(j,b),
i=0;
while j > 0,
i =1+ 1;

o° oo

end
H= 0;
while i > O,
H= (H+ a(i)) / b;
i=1-1;
end
%************************** Flm de Arquivo R b b b b b b I b b b d d d d d d d d
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LR R R R S R S R S R I I I I I I I I S I I I b I I I I I I S I b b I e I b I 2 b I I S b b b b b b S b 2 e

Rotina: QH Ultima Revisdo: 12/02/2000
ER I R b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b 4
Propdsito:
Esta rotina realiza a Quadratura Quase Monte Carlo D-dimensional
pela seqgliéncia de Halton.

Input:
fun: nome de uma funcdo que contém o integrando e a regido de
integracaéo.

a,b: vetores com os limites da regido de integracéo.
d : dimensdo da quadratura.

n : Numero de pontos de amostragem.

P : Vetor de indices.

Output:
Q: Estimativa do valor da Quadratura.

o° dC A A O O A OO A A° A A IO A A A ° o° o°

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A A A AR A AR A A AR AR A AR AR A A AR A A A A Ak A Ak kA kK

= QH(fun,a,b,d,n,P),

.
c
jo]
Q
pt
-
O
o]
| @]

% inicializacéo

s = 0; % acumulador para <f>

1 b - a; % arestas da hiper-caixa.

v = prod(1l); % hiper-volume.

p= 1235711 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89
971;

nmin = 100;

for j = nmin + 1 : n + nmin,
for i =1 : d
x (1) = a(i) + 1(i) * GH(j,p(P(1i))); % ponto de amostragem
end
s = s + feval (fun,x);
end
% Quadratura
Q=v *s / n;
%************************* Flm de Arquivo R I I b I b b b b b b I i b b b b b b b i b b 3

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A A A AR A A AR AR A AR A AR AR A A A A A A A A A kA Ak kK

Rotina: GS Ultima Revisdo: 12/02/2000
LR R b b b b b b b b b b d b b b 2 b b b b b b a2 a2 I b 2 b b b b b b b b d b b b 4 b b b b b b db b b b 4 b b b b b b b b db b a4
Propdsito:
Calcula uma matriz S(i,Jj) contendo o j-ésimo valor da i-ésima
seqiiéncia de Sobol no intervalo [0,1).

Input:
P: vetor contendo o numero-tipo das seqiiéncias. P.ex.: P=[1 4 7].
N: tamanho de cada seqgliéncia.

Output:

S: numero de Sobol
LR I R I I b b b b b S I b b b b b b b I 4 b b b b b b b A 4 2 b b b b b b b S 2 b b b b b b b i 2 b b b b ib b db I 2 b b b b b b b 4

S = GS(P,N),

o° A0 o° A A O° A O° A° O° O° O A o

Hh
c
o]
Q
or
}_l
©]
o]

% inicializacéo
ceil (log2 (N))
5

U ’
g=1[233 44 55 5 5 56 6 6 6 6 67777 7 7 7 71;
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a=[11214247 11 13 14 1 13 16 19 22 25 1 4 7 8 14 19 21 28];

for i = 1 : length(P),
% calculo de m

for j =1 : g(P(1)),
m(i,j) = 27j-1;

end

for j = gq(P(i)) + 1 : w

m(i,J) = bitxor(27gq(P(i)) * m(i,j-g(P(i))),m(i,j-g(P(1))));

t = a(bP(i));

for k =1 : g(P(1))-1,
r = rem(t,2);
m(i,J) = bitxor(m(i,J),2"(q(P(1))-k) * r * m(i,j-g(P(i))+k));
t = (t-r)/2;

end

Q

% calculo de V

for 3 =1 : w,
V(i,3) =m(i,3)/2"3;
end

%$calculo de S

S(i,1)= 0;
for j =1 N-1,
t = 3-1;
k =1;
r = rem(t,2);
while r ~= 0,
t = (t-r)/2
k =%k + 1;
r = rem(t,2);
end
if k > w,
k = w;
end

S(i,Jj+1) = bitxor(S(i,j) * 2"w , V(i,k) * 2"w) / 2"w;
end

end
%************************** Flm de Arquivo R b b b b b b b b b b i 4 b b b b b b b b i 2 3

KRR AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A A A AR A A AR AR A AR A AR AR A A A A A A A A A kA Ak kK

Rotina: QS Ultima Revisdo: 12/02/2000

R R I I e A b S I b 2 db b 2 dh I 2 I b 2 IR b b 2b Sb b 2 db I dh S b d IR Ib b 2b Ib b 2 I b b IR Ib b 2 IR b b 2h db b db db Ib b db 0 b Jb db b b db 4

o° 0o oo

o\

Propdsito:
Esta rotina realiza a Quadratura Quase Monte Carlo D-dimensional
pela seqliéncia de Sobol.

o° oo oo

o\

Input:
fun: nome de uma fungdo que contém o integrando e a regido de
integracéo.
,B: vetores com os limites da regi&o de integracéo.
dimensé&o da quadratura.
Numero de pontos de amostragem.
vetor de permutacdo de seqiiéncias.

o° o o o o° oP° o°
U=z g

o\

Output:

Q: Estimativa do valor da Quadratura.
B i b b b b b b b b b db b db b b b b b b b b b b b b b b db b b b b b b b b b b b b db b db b b b b b b d b db b b b b b b b b b b b b b 4

function Q = QS (fun,A,B,D,N,P),

o\

o\
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o\

inicializacéo
= 0;

=B(:) - A(:);
= prod(L);

= GS(P,N);

o\

o o oP

n < Hn

s amostragem
for 3 =1 : N,
for 1 =1 : D
x(i) = A(i) + L(1i)
end
s = s + feval (fun,x);
end

% Quadratura
v * s / N;

o0 10O

Rotina: SSA

o° o o oP

Propdsito:

o oo o°

dos atendimentos.

Input:

o° d° o° A o o oP

Output:

o° d° o° A o o oP

acumulador para <f>
arestas da hiper-caixa.
hiper-volume.
seqiiéncias de Sobol

°

* S(i,3)7 % ponto de amostragem

R R IR I 2 A b dh I b dh db b Jb db S b 2b db b Jb db I 4 Flm de Arquivo R e I 2 dh I b 2b db b db db Ib Jh dh S b 2 db b db db S 4

R R I I 2 A b 2 dh Ib b 2 db b db db I b 2 I b 2 db b 2b Ib b 2b I I dh S b d IR Ib b 2b Ib b 2 db b b SR Ib b 2 IR b b 2h db b b db Ib b db S b Jb db b b db 4

Ultima Revisdo: 12/02/2000

KK R AR R AR AR AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR A A A A A A A AR A A AR AR A AR A AR AR A A A A A A A A Ak Ak kK

Esta rotina simula um SISTEMA DE ATENDIMENTO de pedidos. Determina
o numero de pedidos atendidos e o numero total de pedidos
ingressantes. Usa-se a distribuicdo Exponencial para gerar os
intervalos de tempo entre pedidos e também para gerar a duragéo

n : numero de canais de atendimento.
TIM: tempo médio de ingresso de pedidos.
TAM: tempo médio de atendimento.

T : tempo total de amostragem

NA: numero pedidos atendidos.
NT: numero total de pedidos.

R R R B R R I I R I I I I I I I I b b b I I S I e b S I 2 b I I b b I I b b b b b I 2 S b b 3 b 4

function [NA,NT] = SSA(n,TIM,TAM,T),

% inicializa contadores.

NT = 0;
NA = 0;
% inicializa canais.
for 1 =1 : n

c(i) = 0;
end

% laco temporal.
t = 0;
while t < T,

% Gera pedido.
t = t + DExp(TIM);
NT = NT + 1;

% Procura canal livre.

o° oo

o oe

o\

o\

numero total de pedidos.
numero de pedidos atendidos.

instante em que o canal serd liberado.

tempo.

instante do pedido.
incrementa numero de pedidos.
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for i =1 : n, %
if t > c(1), %
c(i) = t + DExp (TAM) ; %
NA = NA + 1; %
break
end
end

end
%************************* Flm

AKAKKAAKNRKAIAKAAIAKAAAAA XA A XA A AR XA kX kA k%

Rotina: SCE

AKAKKAAKNKAAKAAIAKAA A KA AR KA XA A A A XA kA X k%

o oo oo

o\

Propdsito:
Esta rotina simula o valor
elétrico mostrado na Figura
valor dos componentes do ci
Normal.

o° 0 o oo oP

o\

Input:
C: Valor nominal dos compon
D: Desvio padréd@o dos valore

o° 0o oo

o\

Output:

U: Poténcia dissipada em R2
R IR IR I e I b b b b b b S a2 2 2 b b b b b Sh a2 b b b g

function U = SCE(C,D),

o\

o\

Q

% Inicializacdo dos componentes
for i =1 : 7,

R(i) = DNormal (C(i),D(i));
end
ep = DNormal (C(8),D(8));

% montagem do SELA

A(1,1) R(4) + R(5);

A(1,2) -R(5);

A(1,3) 0;

A(l,4) = -R(4);

A(2,1) = -R(5);

A(2,2) = R(l) + R(5) + R(06);
A(2,3) = -R(6);

A(2,4) = 0;

A(3,1) = 07

A(3,2) = -R(6);

A(3,3) = R(2) + R(6) + R(7):;
A(3,4) = -R(7);

A(4,1) = -R(4);

A(4,2) = 0;

A(4,3) = -R(7);

A(4,4) = R(3) + R(4) + R(7);
B = [ep; 0; 0; 0];

o\

Calculo de U
= A\B;
R(2) * I(3)"2;

oo & H

para todos os canais...

se canal esta livre...

instante de liberacdo do canal.
conta atendimento.

de Arquivo Ak khkhkhkhkkhkrkhkhkhkrkhkhkrhkhkhrkhkxkk*x*

AKAKAKAKA AR AR A AR A AR A AR AR A AR A A A A A A AR A K k%

Ultima Revisdo: 12/02/2000

AKAXKAKRKA AR AR A AR A AR A AR AR A AN A A A A A AR A AR A K k%

para a propriedade global U do circuito
A.l. Esta rotina simula o
rcuito como varidveis com distribuicédo

entes.
s nominais dos componentes.

R R R I I I I I I I I I b b I 2 b I e b b I b S I Sh b b 2 e

R R I I I I I I I b I I b S I 2 2h b 2 e Flm de Arquivo R R R R i S I I I I I I I I I e Ih I b 2 e
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LR R R R S R S R S R I I I I I I I I S I I I b I I I I I I S I b b I e I b I 2 b I I S b b b b b b S b 2 e

Rotina: SRJ Ultima Revisdo: 12/02/2000

LR R b b b b b b b b b b d b I b b b b b b b b db b a2 I b b b b b b b b db b b b b b 4 b b b b b b d b b b 4 b b b b b b b b b b b b i 4

Propdésito: Esta rotina simula um jogo de apostas de muitos
jogadores.

Input:
F: fortuna inicial de cada jogador.
P: probabilidade de vitéria de cada jogador.
N: numero maximo de rodadas.

Output:
H: matriz em que cada coluna representa o histdérico da fortuna de

um Jjogador.
R i I b b db b b S Sh b 2 dh b b S Sh b 2 dh b b 2b b b 2 dh b b S S b dh b 2h b b 2 dh b SR b b S Sh b b SR Sh b 2 dh b dh b b db dh b dh Y

o° A0 o° A A ° A O° A O° O A° A o° P

function [H] = SRJ(F,P,N),
% inicializacéo
M = length(P); % numero de jogadores
i=1; % rodada
H(i,:) = F; % fortuna inicial
% jogo
while i <= N & min(F) > 0, % enquanto nenhuma ruina...
i=1i+1; % proxima rodada
F =F - ones(l,M); % aposta
j = DDG(P); % vencedor
F(j) = F(3) + M; % prémio
H(i,:) = F; % histdérico

%*************************** Flm de Arquivo R R I 2 dh 2 b 2R Ib b dh db Ib b dh S b 2 db b db db S 4

R R I I e A b 2 dh b b 2 db b 2 dh I 2 I b 2 db b b 2b Ib b 2b I Ib i dh S b d IR Ib b 2b Ib b 2h db b S IR Sb b 2 IR b b 2b S b 2b db Ib i db 2 b b db b b db 4

Rotina: SNP Ultima Revisdo: 12/02/2000
R I I I I b b b b b S I 2 b b b b b b b A 4 b b b b b b b A 4 2 2 b b b b b b S 2 b b b b b b b 4 2 b b b b ab b b a2 b b b b b b b4
Propdésito: Esta rotina simula a passagem de néutrons através de uma

parede.

Input:

SA: secdo de choque de absorcdo.

SE: secdo de choque de espalhamento.
H : espessura da parede.

N : numero de néutrons incidentes.

Output:

NC: quantidade que sofreu confinamento.
NA: quantidade que sofreu absorcgdo.

NF: gquantidade que atravessou (fuga).

R R I I 2 A b g b b 2 db b 2 db b b 2 I b 2 IR b 2b Ib b 2b db b dh S b S IR Ib b 2b Ib b 2 db b S SR Ib b 2 IR b b 2 Ib b 2b db Ib b db 3 b b db Ib b db 4

function [NC,NA,NF] = SNP(SA,SE,H,N),

O° 0° A° A° A° A A O A A A O O IO O° A° A o©°

% inicializacéo

NC = 0; % contadores de particulas
NA = 0;

NF = 0;

S = SA + SE;
PA = SA / S;
PE = SE / S;
L =1/S;

secdo de choque efetiva
probabilidade de absorcgdo
probabilidade de espalhamento
livre caminho médio

o o o o°
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[o)

for i =1 : N,

x = -L*1log (GUP) ;
% absorcdo ou espalhamento
while x >= 0 & x <= H,
if GUP < PA,
NA = NA + 1;

% bombardeamento de particulas

o\

o oo oo

para todas as particulas...

posicédo inicial

enquanto dentro da parede...

se for absorvido...
incrementa contador

break
else

x = x + (L*log(GUP))* (2*GUP-1) ; % nova posicédo
end

end

% fuga ou confinamento?
if x > H,

NEF = NF + 1;
elseif x < 0

NC = NC + 1;

end

%*************************** Flm de Arquivo R R I 2 dh I b db I b 2 db Ib b dh S b 2 I b db db S 4
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